"7;‘_;» UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

Facultad de Ciencias

LOS TEOREMAS DE Yu. S. ILYASHENKO SOBRE LAS
ECUACIONES DIFERENCIALES ANALITICAS EN EL
PLANO PROYECTIVO COMPLEJO.

T E S I S

Que para obtener la
Maestria en Ciencias
(MATEMATICAS)

P r e s e n t a :

LAURA ORTIZ BOBADILLA

Cd. Universitaria, Octubre, 1986.



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



A mis padres ,

a2 mi hermana .



M Dr. Havier Gomez - Mont,
quien, como maestro y director
de e=ta tesis, me ha motivado
conztantemente y ha sido un
factor deci=zivo e invaluable en
mi formacion .



INDICE.

PRESENTACION .
1.- INTRODUCCION

1.1.- Conceptos y definiciones bdsicas

1.2,- Brupos de holonoasia

1.3.- 6rupo de holonosia en el infinito

1.4.- Equivalencia topoldgica de ecuaciones y grupo
de holonoaia .

1.5.- brupo especial de transformaciones de holonoaia

2.~ ECUACTONES DIFERENCIALES ALGEBRAICAS .

2.1,- Ecuaciones diferenciales analiticas y algebraicas

3.- GRUPD ESPECIAL DE TRANSFORMACIONES CONFORMES.

4.- EQUIVALENCIA ANALITICA Y TOPOLOGICA DEL GRUPD DE GERMENES
DE TRANSFORMACIONES CONFORMES (C,00 --~ (C,0) .

4.1,- Reduccion al caso lineal

4,2.- Paso de germenes a transformaciones

4,3,- Fin de la demostracién del teoremsa 4.1

4.4.- Observaciones a la demostracidn del teorema 4.1
4.5.- Dos corolarios al teoresa 4.1

4.6.- Equivalencia topolagica y analitica

4.7.- Determinacidn dnivoca de h

3.~ TEQREMA DE XUDAY-VERENOV.
S.1.- Algunos resultados preliminares

5.2.- Densidad de las soluciones en una vecindad de la
salucion al infinito

i1

i

14

19

19
20
20
Y]
24
26
2

28

28

. 30



5.3.- Densidad de las soluciones en CP'

5.4.- La relacion v; = ¢"%y la primera variacion de la
solucion al infinito con respecto a condiciones ini-
ciales

6.~ CONDICIONES NECESARIAS PARA LA EQUIVALENCIA TOPOLOGICA DE

ECUACIONES

6.1.- Equivalencia topologica y rigidez
6.2.- Preservacion de la orientacion

b.3.- Demostracion del teorema 4.2 “agdulo I°
b.4.- Interpretacion geométrica de £ y 448
6.3.- Fin de 1a demostracion del teorema 4.2

7.- RIGIDEZ FUERTE : EL CASO DE UNA FANILIA MONDPARAMETRICA

7.1.- El teoresa de rigidez

7.2,- Dependencia analitica con respecto a un pardmetro
del homeosmorfismo que conjuga a los grupos de holo-
nomia

7.3.- Foliacion auxiliar

7.4.- Canpo tangente a 1a foliacion y fin del teoresa 7.2

8.- RIGIDEZ ABSDLUTA

B.1.- Una construccidn basica
B.2.- Analiticidad con respecto a « del holosorfisao h_
8.3.- Foliacidn auxiliar
8.4.- Nueva construccion de una foliacion ;
eleccion de 12 vecindad V
8.5.- Fin de la desostracidn del teoresa de 1a rigidez
absoluta

SIMBOLOGIA (capitulos. 1-8 )

. 30

32

35

.35

36

. 37

38

4

L}

LM

M

m
4

.9

)]
34
55
98

60

. 63



APENDICES :

I.-  CURVAS ALGEBRAICAS

I.1.- Espacio proyectivo y espacio afin

I1.2.- Curvas algebricas

[.3.- Interseccion de curvas; teoresa de Bezout y teorema
de Noether

I1.- ESPACIOS Y VARIEDADES ANALITICAS
[1.1.- Funciones holosorfas
11.2.- Funciones holomorfas : anillos locales
I1.3.- Lonjuntos analiticos y geraenes de conjuntos anali-

ticos
I1.4.- Espacios analiticos y variedades analiticas cosple-

jas
I11.- CONJUNTOS ALGEBRAICDS EN CP”
II1.1.- Transformaciones racionales y birracionales

I11.2.- Conjuntos algebraicos y analiticos : el teorema de
Chow y el teoresa de extension de Levi

IV.- FOLIACIONES ANALITICAS

INDICE ANALITICO

BIBLIDERAF14

b4

. b4

65

67

12

72
16

78

80

83

83

B4

87

90

92



LOS TEOREMAS DE Yu.5.ILYASHENKD SOBRE LAS
ECUACIONES DIFERENCIALES ANALITICAS EN EL PLANOD
PROYECTIVD COMPLEJD .

En este trabajo se estudian las ecuaciones diferenciales analiticas que tienen
un ndmero finito de puntos singuiares en el plano proyectivo complejo. Estas ecua-
ciones, cono se demostrara en la seccion 2.1, coinciden con la clase de etuaciones
que, en una vecindad afin (z,u), se escriben como ecuaciones racionales de la for-
B

iw _ P{z,w)

dz  Qz,w

Lo primero que haremos , es clasificar a estas ecuaciones por el grado de Py @ :
diremos que dos ecuaciones estdn en la clase U4C si Py@ sonpolinoaios de grado
n0 mayor que n. Se observa que esta clasificacion depende de la carta afin elegida ;
sin eabargo, como habremos de demostrar, dicha clasificacion nos pereite rescatar,en-
tre el conjunto de ecuaciones, a aquellas que tienen las mismas propiedades que un
un conjunto genérico de ecuaciones algebraicas .

El resultado principal que se demostrara es el Teorema de 1a Rigidez Absoluta; en
&1 se establecen las condiciones necesarias para que dos ecuaciones topoldgicamente
equivalentes, « y «' €cAl , resulten analiticamente equivalentes . Concretasente ,
bastard pedir que la ecuacion ~«<4, cuspla ciertas condiciones que se satisfacen pa-
ra subconjuntos abiertos y densos en ¢4ﬁ , adeads de que e] homeomorfisao que rela-
a « con «'c.4,, sea cercano al homeomorfisac identidad (en la topologia uniforame).
Para desostrar este resultade, el camino que seguiresos es, a grandes rasgos, el si-
guiente : primero, transladaremos el problema de la equivalencia topoldgica de las
ecuaciones « y ~'e4], a la equivalencia topoldgica de los grupos de holonoaia ,7,
,éff, de 1a solucion al infinito (aqui se da por entendido que nos restringimos al ca-
so en que las ecuaciones que tienen a la recta al infinito como solucion ) . Después,
sediante un proceso de “linealizacidn®, se desuestra que la equivalencia topoldgica
de los grupos de holonosia, & , &, ,conlleva la equivalencia analitica de los mismos.
Posterioraente, se demuestra un resultado sobre la densidad de las soluciones en CP*,
de las ecuaciones « en aJL, conocido como el Teorema de Xuday-Verenov. Asi, con esto
en mente, se pasa a 1a demostracion del Teorema de la Rigidez Fuerte que es, en esen-
tia, el teorema de la rigidez absoluta restringido al caso de una familia monoparamé-
trica de ecuaciones en cA( . De agui, mediante una serie de construcciones cuidadosas
se demuestra el teorema de la rigidez absoluta .



Este trabajo, gue consta de ocho capitulos y cuatro apéndices, estd basado,
fundamentalaente, en el articulo de Yu.S.Ilyashenko,*Topologia de los retratos
de fase de las ecuaciones diferenciales analiticas en el plano proyectivo com-
plejo", publicado en 1978 en los Trabajos del Seainario Petrovsky, por la Uni-
versidad de Moscd . En esencia, se respetd la estructura propuesta en el tra-
bajo de llyashenko aunque, en algqunos casos se realizaron ciertas sodificacio-
nes o se agregaron demostraciones de hechos que se afirman el el trabajo ori-

ginal .

Por dltimo, quisiera agradecer en forma muy especial a Xavier Gomez-Mont el
haberme sugerido este material tan interesante, asi coac el habersme apoyado y
sotivado tan profundamente durante todo este tieapo ; por sus invaluables co-
sentarios, sugerencias y ante todo por su trato cdlidoc y amigable, ha sido pa-
ra mi, un quia excepcional . Quisiera, asi mismp , agradecer a ai compafiero
Ernesto Rosales, quien no sdlo se dio el carifio y las fuerzas para seguir ade-
lante, sino que me ayudd con sus comentarios y me apoyd en los wmomentos ads
dificiles .



1. INTRODUCCION.

En este trabajo se plantea como problema, el estudio de
las ecuaciones diferenciales en el plano proyectivo cosple-
jo, CP} que tiemen un numero finito de sinqularidades . Uno
de los primeros resultados que habremos de demostrar, es que
la clase de dichas ecuaciones coincide con la clase de aque-
11as ecuaciones que en una vecindad afin arbitraria (z,w)
se escriben como

aw _ Plzw)
dz  Qlz,w il )

donde P y @ son polinomios en las variables z y w. Esta ex-
presidn nos permite clasificar las ecuaciones en funcion del
grado de P y de & ; si (z,w) es una vecindad fija, decimos
que la ecuacign {1.1) pertenece a la clase .4,, si Py@
son polinosios de grade no sayor que n.

A 12 clase .;/,, podesos identificarla con el espacio cos-
plejo de los coeficientes de los polinomios P y @ de grado
no mayor que n. Dbservamos que, el espacio de coeficientes
del polinomio P(z,w} de grado n tine dimensidn (n+)in+2)/ 2
Y, en consecuencia, el espacio de coeficientes para ecuacio-
nes de 1a forma (1.{) tiene dimensidn (n+1)(n+2); dicho es-
pacio dotado de la medida de Lebesgue .

DEFINICION - (equivalencia topologica ).

Decimos que dos ecuaciones «y «'c .4, son topologica-
sente equivalentes si existe un homeomorfisso H: CP--» '
que 1leve las soluciones de la ecuacion « en las solu-
ciones de la ecuacion «'. Si H es analitico , enton-
ces decisos que « y «’ son analiticamente equivalen-
tes.

Un concepto intimamente ligado a la eguivalencia tope-
logica es el de 1a estabilidad estructural. En forma va-
ga, podemos decir que la estabjlidad estructural nos in-
dica cuando se tiene que ecuaciones cercanas a una ecua-
cion dada son topologicamente equivalentes a ella.

DEFINICION - (estabilidad estructural)

Decimos que la ecuacion ~ es estructuralsente estable
en la clase Ac A, si existe una vecindad V de « en
./, tal que para toda «'c V, <' es topologicasente equi-
valente a « .,

Mencionamos a continuacion un resultado ligado al con-
cepto de estabilidad estructural y que habresos de de-
aostrar mds adelante.

TEOREMA - 4
Para n ) 2 la clase de ecuaciones./,,no es estructural-

aente estable.

Es isportante hacer notar que 1a afirmacion del teoreaa
anterior no implica-que no existan clases de ecuaciones
contenidas en u/,, tales que sus elementos sean estructu-
ralaente estables en dichas clases. Un ejemplo de este
hecho lo constituye el espacio B.c ./4,, forsado por
las ecuaciones hasiltonianas di = 0 , donde H es un poli-
nosic de grado no mayor que n+i.

La siguiente dgfiniciﬁn nos dard la clave de lo que ha-
bresos de entender por ecuaciones * tipicas °.

DEFINICION- (propiedades genéricas).

Decinos que una propiedad de una ecuacion « e .4, es
genérica si el conjunto de aquellas ecuaciones para las
cuales no se cusple tiene medida cero. fs{ mismo, decimos
que una propiedad de una ecuacidn es de Petrovsky-Landis
si el conjunto de aquellas ecuaciones que no la poseen no
divide a ./,, {es decir, el conjunto de aquellas ecuaciones
que la cumplen es conexo en,4, ).

Si una propiedad es generica en .4, decimos entonces que
las ecuaciones para las cuales se cuaple son genéricas.

El principal resultado de este trabajo, que habresos de
deaostrar en la seccion B, es el siguiente teorema.



TEDREMA DE RIGIDEI ABSOLUTA .

Para la ecuacion genérica «e.4, existe una vecindad
U. de « y una vecindad 4 del homeonorfisao identidad,
cF --» CP: en la topologia uniforse, tal que toda ecua-
cidn «'e U, topologicamente equivalente a « por medio
de un homeonorfismo He)4, es analiticamente equivalente
a «,

1.1, CONCEPTOS Y DEFINICIONES BASICAS .

En esta seccion introducimos algunos conceptos que re-
sultan basicos para la comprensidn de las secciones pos-
teriores.

Inicialaente hablareaos sobre el espacio proyectivo de
disensicn n , CP" (neN), para después restringir nues-
tro estudio al caso en que n = 2.

Lonsiderenos el espacio n+! - dimensional de los ndse-
ros cosplejos C . Una recta L, por el origen,en C, que-
da totalaente detersinada por un elementoc ze<C distinto
decero L,={4z= Uz ,....42,) j4e L} . El espacio
proyectivo cosplejo LP", de dimensicn n, es el espacio
constituido por el conjunto de rectas Qque pasan por el
arigen en C™':

= (26 €™ 2403 7 tuad
A 12 clase de equivalencia del vector (z ,...,2,) sele
denota (z :...:2,).

Se puede dotar a CP" de una estructura de variedad ana-

ltica (ver apéndice) considerando los abiertos U, de CP)
b= { (z,:...52,) e CP", 7,#0) de CPf y los hoseomor-
fismos ¢, : U,--»C", definidos por

(z,200022,) = 1§20 30000 20)
En € (UNY;)C €, el cambio de coordenadas

! - [Zo p 4
AR AP S IL R P OO STTTT: o

FN >

es holosorfo.

& las coordenadas z = {z,:...:2,) se les conoce como

coordenadas hosogéneas en CP” y, a la imagen bajo ¥, de

(2% 0320)y (4een 355000 /58) se le da el nosbre de
coordenadas afines.
El espacio coaplejo C" se halla incluido de manera na-

tural en CP" como
(2, yonryZa) < (132, 200022,)

Observasos que, con esta inclusion de C" en CP", obtene-
aos todos los elementos de CP” salvo aquellos de la for-
pa (0:2,:...:2,). Asi, como { (0:z,:...:2,) } es isomor-
foa CF", entonces CP" = C" U CF'. Si consideramos
los cocientes w;=2z;/ z, y peraitimos que 2z = 0, formal-
sente se tiene que w =« ,por lo que se puede interpretar
a CF ' como el conjunto de todas aquellas direcciones en
D"por las cuales se va a infinitoen €. A CFc CP" se
le conoce como el hiperplano al infinito y, para n=2,
CP'c CP* se conoce como la recta al infinito, demostran-
dose que CP' es homeomorfo a la esfera de dimensidn dos
§ tver [4) p.1B) .

Vasos a restringir nuestra atencion al caso en que n=2.
A los puntos en (v que se encuentran en el coaplemento
de 1a inclusién de C° en CP" los denoainaresos puntos
al infinito y, a los restantes, puntos finitos.

Nos interesa desarroilar el concepto de analiticidad
para puntos de Cﬁ: para ello, haresos una distincidn en-
tre la analiticidad de una funcidn en puntos finitos y la
analiticidad en puntos infinitos.

DEFINICION -(analiticidad en puntos finitos)

Una funcicn § :CP*--=C , flz,:2,22,) =w , se dice
que es holomorfa en un punto finito (z,:z, :z,) de cp®
si la funcion es holomorfa en el punto (z,,z,); es decir
si la composicion foi: L*--» € es una funcion holosor-

faen lz,,2,), donde ¢ denota la inclusidn de C° en CP'



Considerasos ahora un punto al infinito Q = (1,:n:q,)
en CP" y una transformacion proyectiva X' = A de CP en
P> dada por

wEaxtastay ,a.eC, kj=0,1,2,

tal que det A # 0. Bajo una eleccion apropiada de los
coeficientes a, , el punto'al infinito 7 puede verse co
#0 la imagen de un punto finito ¥ = (€:%,:5,)e CP. Con
esto en aente, podeaos dar la sigquiente definicidn.

DEFINICION -(analiticidad en puntos al infinito)

Decimos que la funcidn w = f(g), ge CP, we C, es holo-
esorfa en el punto al infinito n ,si la funcidn £(AY)
es holosorfa en el punto finito € e CPT donde ¥ = Ae
y A es una matriz con coeficientes en [ cuyo detersi-
nante es distinto de cero.

El casbio de coordenadas de CP* en CP* que nos propor-

~

ciona A induce un casmbio de coordenadas afines, A , que
nos pereite analizar el cosportamiento de la funcion f
en los puntos al infinito : sean (z,w) coordenadas afi-
nes y sea ¢ (2,w) su inclusicn en CP°

(2,0 <E-> (f1ziw) g
para estudiar el cosportamiento de f en una vecindad del

infinito en z , considerasos la composicion descrita en
coordenadas por

(iziw) 2o (£:1:%)
{ P

20 S M=tz 0 ) - flz, ) )

y analizamos el cosportamiento de f(z,,w,) cuando z,= 0

De aqui en adelante, vamos a denotar por (z, ,w,} 2 las
coordenadas afines dadas por el casbio de coordenadas

(z,,0,) = % ,5) L1 2)

las cuales nos permiten analizar el cosportasiento de los
puntas al infinito.

A) inicio del capitulo, al introducir las ecuaciones
« ¢ 4, 0i jinos que gstas eran tales que en una carta afin
arbitraria (z,w) se escriben como

dn_ Plz,m)
dz  fBlz,w)

donde Py @ son polinomios de grado no mayor que n. Con
sideresos el casbio de coordenadas (1.2) entre dos abier-
tos afines C* de CP® y veamos cual es la ecuacidn in-
ducida en estas coordenadas por la ecuacion (1.1) :

puesto que,

oot mit)  , $E = Rozit) et
y i: -i Y ‘;‘= zi"i
(0 2t ( Zt
entonces,
2,= -, 0%) , W=z, PED) - 043
fsi,

2, 7,0
v, wBEE) ~ PEY

si ahora sultiplicamos y dividimos por z , y definimos
Fum)=£P&&)y Qiz,m) = £ 04,7 , entonces la e-
tuacion anterior podemos reescribirla como

dz, _ z.ﬁ(n;ﬁo

. w B - Pl (13

Un resultado importante con respecto a las transforsa-
ciones de CP" es el hecho de que los biholosorfismos de
CP* en si’ aisso, que preservan la linea al infinito, son,
en cartas afines, transformaciones afines (en el apéndice



II, presentamos una desostracicon detallada de este hecho)
Observasos que este resultado nos persite reenunciar el
teorema de 13 rigidez absoluta sustituyendo "equivalencia
analitica® por "equivalencia afin".

DEFINICION -{campo vectorial analitico)

Sea M una variedad compleja y sea TN su fibrado
tangente. Un caspo vectorial analitico X sobre M es
una transforsacion holosorfa de N en TH, X : M --+ TN,
tal que la transformacion TeX : M -->M es la transtor-
sacicn identidad. En otras palabras, X es tal que el si-
guiente diagrama consuta

/l

H—d oy

Decimos que el caspo X es singular en un punto p de M
si X(p) =0,

Es conveniente, sin eabargo, ampliar un poco el concep-
to de caspo vectorial introduciendo la nocion de campo de
direcciones en una variedad.

DEFINICION -(distribucion o campo de direcciones )

Sea M" una variedad cospleja de dimensidn n. Un caspo
de direcciones tangentes k-dimensionales o wuna distri-
bucidn k-dimensional en M, es una transformacidn gue
asocia a cada punto  xe M, un subespacio de dimension k
del espacio tangente T M. Si dicha transtormacidn es ana
litica en M, decimos que la distribucion ( o el caspo de
direcciones) es analitico en M.

En particular, en nuestro caso habrdn de interesarnos
inicanente las distribuciones 1-dimensionales, por lo
que habremos de referirnos a ellas como campos de di-
recciones, quedando isplicito que hablamos de caapos de di
recciones de dimension uno.

Observasos que hablar de campos de direcciones equivale
3 asociar a cada punto de M un elemento del haz tangen-
te proyectivizado P(TM) (ver apéndicelll ).

DEFINICION -(distribucion integrable)

Sea N" una variedad y £ una distribucion k-dimen-
sional en M. Decimos que O es integrable si,para cada
punto pec M, existe una variedad integral k-disensional;
es decir, una subvariedad k-disensional de M cuyo es-
pactio tangente en cada punto coincide con el subespacio
k-dimensional asociado a dicho punto por la distribucidn.
(En el caso en que L sea un canpo de direcciones, las
subvariedades son curvas)

DEFINICION -(foliacion analitica)

Sea M" una variedad cospleja. Decimos que en M se en-
cuentra definida una foliacion analitica, si en cada pun-
to p de M se encuentra definida una (y sélo una) sub-
variedad analitica de dimension k que pasa por p vy
que depende analiticasente de los puntos de M. Adeads,se
requiere que en una vecindad de cada punto de M, se ha-
1le definido un sistema coordenado z,,...42,42 404092,
tal que las superficies de nivel 'z =¢€ ,..0y2,%€C,
sean precisamente las hojas de la foliacion. Cada colec-
cion (¢, ,...yC,.) representa a una hoja distinta vy

Z,5.4442, sSon toordenadas locales de cada hoja.

8 M es C*yse tiene definido en M un caspo de di-
recciones holomorfo, que no se anula en ningun punto, en-
tonces, por el teoresa de existencia y unicidad de solu-
ciones de ecuaciones diferenciales (ver(3]s35), la
distribucidn es integrable y genera una foliacion ana-
1itica de dimensidn uno en M (sin singularidades).

En particular, siendo M = ¢ y el caapo de direcciones
el definido por 1a ecuacion (1.1), entonces se tiene de-
tinida una distribucion o un campo de direcciones integra
ble, salvo en agquellos puntos  (z,w) en los que se satis-
face el sistema P(z,w) =0 , @iz,w) = 0. Como hemos vis-
to, dicho campo de direcciones induce en las coordenadas
{z,,4,) un nuevo caspo de direcciones de la forma (1.3),
el cual habrd de ser integrable en todos ios puntos de la
vecindad coordenada, salvo en aquellos que satisfacen si-
aultaneasente :,5(1,,-,) = 0, u‘ﬁlz,,n,) - F(z,,n,) =0



Podeaos ahora definir lo que habresos de entender por
una solucion de una ecuacion diferencial x €<, . Esta de-

finicion se puede traducir casi palabra por palabra al ca-
so aas general de ecuaciones diferenciales analiticas.

DEFINICION -(solucion de una ecuacion« e/(,, ).

Una curva analitica ¥ se denomina solucidn de la ecua-
£ion «eod,, si vista en coordenadas afines arbitrarias,
se tiene que, en cada uno de sus puntos es tangente al
campo de direcciones, es irreducible, completa (es decir,
no esta contenida en ninguna curva irreducible analitica
$oY que sea tangente al campo de direcciones « } y
no contiene a ningun punto singular de la ecuacion (adn
aiadiéndole los puntos singulares se obtiene una curva
analitical,

Observamos que al pedir que ¥ sea una curva analitica
irreducible y al quitar los puntos singulares, estamos pi-
diendo que ‘¥ sea una variedad cospleja conexa (ver {8 ]
pag. 155 ). De hecho, la definicion anterior nos dice que
Y es una variedad compleja encajada en CP® ( en conse-
cuencia es una subvariedad conexa tangente al campo de di-
recciones). Asi, la foliacidn por spluciones de la ecua-
cion « nos da una particion del espacio (salvo en los
puntos singulares) en curvas analiticas integrales del
caspo de direcciones definido por « .

A la solucion con condicidn inicial p la denotamos ).

Nuestro siguiente objetivo es ver cuindo se tiene que
1a linea al infinito constituye una solucion para una
ecuacion «« o, .

Recordemos que analizar el comportamiento de una fun-
cion f(z,w) en los puntos al infinito equivale a pensar
en el cosportamiento de f(z,,w,) cuando z,= 0. Lo prime-
ro que observamos es que las singuiaridades fijas de la
ecuacion (1.3) estdn dadas por los ceros cosunes de

2,8z, 120 y wBizm) - Plz, )0
Si plw) =w iz, ) - Fiz,,x) =0y entonces 12 so-
lucidn al infinito { 2,= 0 } no podrd ser solucidn de la
ecuacidn (1.3). Claramente, 1a expresion z,i(z,,u,) se
anula en la linea al infinito, de sanera que, si piw,) no
es idénticamente cero, entonces el cociente

._.,_zjm.!ﬁ)__
wB(z,m) - Plz, ,»)

es igual a cero para todo punto de la forma (0,3,) tal
que 3. no sea raiz del polinomio p(w,) = 0. Asi, por el
teoresa de existencia y unicidad de ecuaciones diferencia-
les analiticas (ver [31, pag 35 ), la recta al infinito
{2,=0) esunasolucidn de 1a ecuacion (1.3) despues
de haberle sido extraidos los puntos singulares de la
ecuacion.

El polinomio piw,) tiene gradoe n+l, de hecho, el po-
linomio en dos variables u|§(z|,n‘) - F(z|,n) podeans
escribirlo como

Wiz, 0,0 - Plz, ) = a 2,0 4t alz,)

donde a,{z, ) denota un polinisio en 2z, j=l,...,n. Rsi,
recordando un resultado de curvas algebraicas, se tiene
que si z,= 0 no es un cero del polinomio a,({z,) ni del
discrininante de uﬁ -P , entonces el polinomio piw,)
tiene nt! raices distintas (ver [11,pags. 300-302)

Por lo anterior podeaos afirmar que ecuaciones genéri-
cas de Petrovsky - Landis «../,, tienen la linea al infi-
nito coso solucion y n+! puntos singulares al infinito
(0,a;) que, por brevedad, habresos de denotar como a;.Al
conjunto de dichas ecuaciones « e .4, lo denotareaos A
De hecho, u/,"cnnstituye un abierto denso en J,, + pues
es el cospleaento de'un conjunto analitico (ver apéndice
1),

DEFINICION -(solucion algebraica)

Decimos que una solucion Y de una ecuacion «./,, es
una solucidn algebraica si ¢ ,en coordenadas afines, esta
dada como el conjunto de ceros de un polinimio irreduci-
ble . '



1.2 6RUPOS DE HOLONOMIA .

En la demostracidn del teoresa de 1a rigidez absoluta
vamos a sequir un camino que inicialmente nos llevard a
plantear problemas de equivalencia topolégica y analitica
de grupos finitamente generados, de geraenes de transfor-
maciones conforaes del espacio de los numeros cosplejos,
C ,en si mismn, que preservan el origen (gerasenes de bi-
holomorfismos de (C,0)].

DEFINICION - (grupos sarcados ).

Denotemos por  al grupo de germenes de transformacio-
nes conforses (C,0) --» (C,0) con la operacicn de coapo-
sicion. Un subgrupo finitasente generado F 'cF se deno-
aina marcado si en @l se ha elegido un sistesa ordenado
de generadores f,...,f .

Desde ahora estableceresos que a los germenes en F
los denotaremos por € y a su representante lo denotaresos
por +.

Un homomorfisao entre dos subgrupos marcados F£ < F
ton n generadores f,...,{.y g',...,gnrespe:tivalente y 5
un hosomorfismo k: & -.-*Ji‘ que transforsa £ en g , para
j=lyeaan,

DEFINICION -{equivalencia de grupos de gersenes)

Dos subgrupos de geraenes de transformaciones conforaes
F FcF con n generadores se denominan topol6gicasen-
te lanaliticasente ) equivalentes si existe un gersen de

homeceorfisao (bikolomorfismo) h:(C,0} --» (C,0) vy un ho-
nonorfismo de grupos k :3-,"--*3: s tal gue , para cual-

quier fe F el diagrasa

€ —E— )

"J l‘* e dl )

o —¥_, cy)

consuta (la conmutatividad nos dice que k es un mono-
norfisao, pues si kf = id.,entonces £ = hekfoh = fieideh =
=id ).

DEFINICION - (ciclos).

Los ciclos en una solucidn ‘Y de una ecuacion « (o los
cticlos complejos de o« ) son los elesentos no triviales
del grupo fundasental (%),

Recordemos que el grupo fundamental vv,(X,x,}, donde X
es un espacio topoldgico y xe X, representa al conjunto
de clases de hosotopia de curvas cerradas vy : [0,11 -=» X
tales que ¥ (0} =Y{(l) =x .

Dada una ecuacidn « se tiene que a cada ciclo coaplejo

Y que esta en una solucion ¥ de «, se halla asociada
una transformacion de retorno o transformacion de holono-
aia denotada Ay, 0 A, cuando « estd fija:
Sea ¥ :[0,1] --» ¥ el lazo representante de 1a clase [¥],
[3l¢ n(e) con p=v{0). Sea T, una transversal ala
solucidn en el punto ¥ (x) que depende continuamente de
zytal que ;= :=0 es analitica.

Por el teorasa de continuidad con respecto a condicio-
nes iniciales , sabesos que existe una vecindad V
del punto p, tal que, para cada elemento q de V, existe
en , una curva X, % : 10,10 5%, tal que ¥, (e)eTy
para toda < [0,1), Denotemos por Oy (q) al extreso
final de la curva Y.;.

Asi, por el teorema de dependencia analitica de las so-
luciones con respecto a condiciones iniciales, se tiene
definida la transformacidn de retorno.

Ayt (Typ) == (Fyp)
q "”A‘(q)

Puede verse que el gersen 2\ de la transformacion Ay en
el punto p no depende de la eleccidn del representante en
la clase [¥le T, (P) (ver [9] ,pag 3BO).



De aqui en adelante vamos a suponer que la carta en
la transversal (M,p) siempre se escogeria de modo que p
tenga cooordenada 0 .

Antes de pasar a la definicidn de grupo de holonoaia
haremos unas observaciones relacionadas con la transfor-
macion Ay .

En primer lugar observamos que en el caso de las ecua-
ciones de la clase Jf,. ge tiene que las transversales a
las soluciones son de dimension coapleja uno. Si el punto
fijo de la transformacidn A, es aislado (aislado de otros
puntos fijos) decimos que ¥ es un ciclo limite. Suponga-
aos ahora que p no es un punto fijo aislado de A,y sea
V una vecindad de p en (r,p),entonces existe una sucesion
de puntos fijos de Ay que tienden a p ; asi,A‘((%\- g=0
para una infinidad de puntos q en V y tienen comn 1{aite
a Ap)- p = 0. Cono A es una funcidn analitica en (T,p),
entonces A,(z) - z = 0 para todo z en V. Lo anterior nos
dice que Ay es la transforsacion identidad y , en este
caso, Y se denomina ciclo idéntico .

Sea \? una solucidn de la ecuacitn ~e 4, ; sea A la
transforsacidn

n®) S F
) Q— AX

gue asocia, a cada curva ¥e w(¥¢) , el geraen Aycorre?
pondiente. Sean ¥, ,...,3, < m, (¥}, 5i consideramos el ger-
sen de la transformacion de retorno asociado al produc-
to de los lazos, ¥,...,Y, , se tiene que éste correspon-
de a la composicidn de los germenes de las transformacio-
nes de holonoaia asociadas a cada uno de los lazos :

A i‘. a A'lo...oA YK

Yoo

Por esta razdon, A es un homomorfisap de grupos.

DEFINICION - (grupo de holonosia)

A 1a imagen de w, (?) bajo la trasformacion A se le
denomina grupo de holonoaia de la ecuacidn « sobre la
solucidn @ y se denota Fe .

La eleccion de generadores del grupo ™, (¢) transforma
a9 enuna superficie de Riemann marcada y if‘, en un
subgrupo marcado del grupe F .

§.3. GRUPD DE HOLONOMIA EN EL INFINITO.

En esta seccion vasos a estudiar el grupo de holonoaia
de la solucion al infinito de una ecuacioh « €4, . Nues-
tro particular interes en este grupo se debe a que, tanto
la desostracion del teoresa de rigidez absoluta como en
la demostracion del teoresa de Xuday-Verenov ( sobre la
densidad de las soluciones de las ecuaciones genéricas en
la clase A,) , 5e usan fuertesente resultados ligados al
grupo de holonoaia scbre lo que se denomina solucion al
infinito F_ de la ecuacion « ; en la obtencidn de diches
resultados habremos de usar el hecho de gue el grupo fun-
dasental n (¢} es rico ( es decir, es un grupo con n ge-
neradores).

Sea e .4, y consideresps 1a solucidn al infinito Fdex
El grupo de holonoaia ZZ’ g + Que por comodidad habresos
de denotarlo coso F, , se encuentra univocasente deternmi-
nado si se fija un punto base "a” del grupo fundasental

n(F,) y una transversal > a .

El grupo w(F.) es un grupo libre con n generadores (lo
cual es consecuencia del hecho de que 1a solucion al infi
nito es una esfera con n+! hoyos).En calidad de generado-
res pueden escogerse n lazos 4 , j=l,...n, tales que ca-
ga uno rodee una sola vez al punto singular a; y ninguna
vez al punto a, , para toda i#j. Vamos a denominar a es-
tos lazos, generadores candnicos (la eleccidn no es unica)
La eleccion de dichos lazos se traduce en generadores ca-
nnicos del grupo J, : £, =A/J,¢ )

3
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Es un hecho conocido que, si se tienen dos polinomios
suy cercanos, sus raices tasbién lo son (ver [17), pag.
363 ); en consecuencia, para toda ecuacion o' suficien-
tesente cercana a « , los lazos 4; asotiados a « ,SoM
a su vez, generadores del grupo n, (F.)}, y los generadores
£, de .. dependen analiticamente de o' .

1.4, EQUIVALENCIA TOPOLOGICR DE ECUACIONES
Y GRUPO DE HOLDNDMIA .

Al estudiar las relaciones entre dos ecuaciones topolo-
gicamente equivalentes resulta fundamental analizar lo
que sucede entre sus grupos de holonomia. Un resultado
sencillo pero de gran importancia es que la equivalencia
topologica de ecuaciones conlleva la equivalencia topold-
gica de sus grupos de holonomia.

LEMA 1.1 -

Sean «'y <4, ecuaciones topologicamente equivalen-
tes y sea H el homeomorfismo que las conjuga. Considere-
#0s una solucion sarcada ©'de la ecuacion ~' les decir ,
una vez elegidos los generadores ; de w(¢)), ¥ = H(¥'),
y sean 4, = Hly ) los generadores de m, {#). Entonces los
grupos marcados de holonosia &,y £, son topoldgicanen-
te equivalentes;el homeomorfismo que los conjuga esta to-
talmente deterainado por H .

DEMDSTRACION :

Sea"a’ punto base del grupo fundamental m,(¥), a*z Hid);
T yr, transversales a'¥'y¥"en los puntos @' y a® res-
pectivasente . Sea 0,una vecindad de a' cuya foliacion
por soluciones de «' es topologicamente equivalente a la
foliacion estandar del bidisco {iz!{D)x{imi(1} con w=cte,
Sea n's 0 --» (57,2} la funcidn de proyeccion a lo largo
de las soluciones.Consideremos, ademds, 1a vecindad de"a”
0,= H(O) y n*: 0,--+ (,d) el germen de la transforma-
cion proyeccion a lo largo de la solucidn . El siguiente
diagrama conmutativo define un geraen de hoseomorfisao
h: (5,a) --» (5,d) { o bien, como acordamos anteriorsente
h: (C,0) --» (C,0) ):

O‘.J;__)

0
“I “t
.o {1.5)
h

3)

) —r

Sabeaos que H 1leva soluciones de« en soluciones de «
,nos preguntasos entonces como actua h sobre los geraenes
de funcion definidos en {(7,a): sea qe (G,d), vamos a en-
contrar A, (q) calculando

heds RiQ) = heA,, (Righ)
= h(4, (Rg))
= A, ().

De esta manera,h hace corresponder los gersenes de fun-
cidn del grupo Zf_v- con los geraenes del grupo 3:‘,'4* .

/1.

LEMA 1.1 -

Sea «¢ .14,. una ecuacion que no tiene soluciones alge-
braicas hoseomorfas a la esfera con hoyos salvo F_, sean
M; yj=1,...,n,l0s generadores tandnicos del grupo n(E,a)
y sea U, Jf,, una vecindad de « tal que los lazos A,
sean generadores del grupo w(f a) para «'cl .Sea U trans-
versal a F . en el punto “2" y sea i{ el grupo marcado de
holonoaia en (r,a) correspondiente a cada «'e U . Supon-
gamos que « y«' estan ligados por el homeomorfismo H, pa-
ra el cual |IH-id!} < ¢ (donde por *id" entendemos la
funcidn identidad en CP). Entonces existe (J.)O tal que si

p (e, o se tiene qne.’f yff_,'. son topoldgicamente equiva-
lentes.



Observacion : si las ecuaciones « y «'se encuentran li-
gadas por un hoseomorfisao H , entonces «' no puede te-
ner mas que una selucidn homeomorfa a una esfera con agu-
jeros (pues el género de una superficie es un invariante
topoldgico). De hecho, como J,.' es un subconjunto abierto
y denso de J,, puede escogerse U_ lo suficientesente pe-
queda, de manerz que U.c J,::A.. . De esta manera, en
el enunciado del lema no carece de sentido hablar de &
para «'e¢ U_ . Por otra parte, comn veremos ads adelante,
el conjunto de ecuaciones ~e.4. que no tienen solucion
algebraica, hoseonorfa a 1a esfera con hoyos, salvo EFyes
un abierto de larisky, es decir, es el coapleaento de un
conjunto algebraico,

DEMOSTRACION :

Por la observacidn anterior, la recta al infinito F, de
la ecuacion « , se transforma en la recta al infinito F_,
de «*' ; HIE ) = F,..

Sea "2 punto base de »; y O una vecindad del punto 'a"
cuya foliacion sea topoldgicamente equivalente a la estan-
dar. Podemos elegir e, suficientemente pequefio de modo
que si IH-idiiCe, , 1a imagen de "a” bajo H esté con-
tenida en la vecindad O; de esta manera podemos modificar
H solamante en la vecindad 0 , de sodo que H(a) = a. En
la vecindad U, , los puntos singulares a;= a (~) depen-
den analiticamente de « . El conjunto de los puntos sin-
gulares { a {x) } se transforma en el conjunto de pun-
tos singulares ( a;= a, &) } (pues H es un homeosmorfis-
mo y lleva soluciones en soluciones ), de modo que, para

e suficientemente pequefio, H(a;) = a, y H(x) =p; ,pa-
ra j=l,...,n,

El lema queda demostrado aplicando el lema 1.1 .

11,

1.3. GRUPO ESPECIAL DE TRANSFORMACIONES DE HOLONOMIA .

Al realizar el estudio de la interseccion de una solu-
cién ' con la transversal (F,a) a una solucion cercana
' ,resulta conveniente analizar la orbita de un punto p
bajo la aplicacion de la transformacidn de holonoaia
Fa Cf;' v o« Hay, sin eabargo, dos aspectos delicados a

los que es necesario prestar atencion :

a) No todo germen & < ?— puede prolongarse analitica-
sente al punto pe \dnr .

b) Aun pudiendose prolongar el geraen A, al punto p,
puede suceder que la transformacidn de retorno A, no
esté definida.

Para ver el segundo problema, pensemos por un sosento en
el grupo de holonoaia en el infinito de una ecuacion ha-
siltoniana xeB,c.A, . Dicho grupo es finito pues se
tienen ,a lo mas, n generadores y cada generador tiene
orden finito.

Consideresos el conautador de dos geraenes A, f y
A f, . Afirsanos que £-f° f-F =e,0biem genera un
grupu ciclico infinito. En efecto, si f-f;f,-{ {z) = hiz)
y ¥ hiz) no es la identidad, entonces hiz,} = z, + 3.z +..
ton 3 ¢# 0,

el iz) = 2,4 a2+t 3z ¢ 2 2'40u) ¢ ..
=zt .2 4.,
analogasente,

theouoh )Mz) =2, + 83,2 +...
evecs

y,por consiguiente, nunca se da la igqualdad {-f;f;f} id
Sin eabargo, el grupo de holonomia es finito, lo que in-
plica que para cualquier lazo Ye [m(F ), (F )] el ger-
aen A,: id. Claramente el germen identidad se prolonga
analiticasente a toda la transversal [ . Sin eabargo, el
resultado que puede obtenerse al prolongar una solucida
¥ de « sobre la curva ¥ puede ser distinto, pues ¥
es una funcion algebraica de w,, es decir, existe un po-
linomio en (z,,m,) , Plz,,w) = a iz W +...4 2, (2,) ,
tal que P(9(w,),w ) =0 : supongasos que ¥ rodea a uno
de los puntos excepcionales (ceros del dicriminante de
P y ceros de a,(z,)), entonces, si ¥ da origen a un ger-
sen P basado en “a” , la prolongacion de ‘¢ a lo largo
de Y dar origen a un germen ‘¥’ basado en 3" no necesa-
riasente igual a @ (de hecho existe un ndsero positivo
afniso s ¢ n, tal que la continuacion de ‘f a lo largo
de ¥ a veces, regresa al germen original ‘¥ ).

La funcidn de retorna A, no esta por lo tanto defini-
da para todo p en (r,a ), ya que de lo contrario seria
la identidad.



Por esta razon, surge la necesidad de prestar especial
atencion a la region en la cual la prolongacion de los
geraenec esta definida,y considerar,junto con el grupo de
holonosia, al grupo especial de transformaciones de holo-
nosia que describiremos en un momento (aunque la descrip-
cion es un poco aparatosa, nos ayudard a trabajar mas ade
lante sin necesidad de preocuparnos por cuestiones como
las que describimos anterioraente).

DEFINICIDN -{grupo especial de holonomia)

Sea F< & un subgrupo finitamente generado con gene-
radores f, ,j=l,...,n, tales que se prolongan como trans-
formaciones conformes en una vecindad conexa Q.. del ori-
gen. Los elesentos del grupo especial de transforsaciones
de holonoeia 18. son las parejas ({,f)_‘) tales que
fFeF'y LLp es el dominio que definiresos abajo; la ope-
racidn del grupo estd dada por

(£, 050 (g ,92g) = (g, SLpy)

Vamos a describir ahora el dominio £2p.
Denominamos presentacion adaisible del germen £ a
cualquier presentacion Tp de la forma

N \ .
TTES™ =58, je {lgn) ,e=¥)

A un germen arbitrario fr F,:" y 5 < n, lo denominamos
geraen interaedio.

Definimos ‘O‘"c coso la regidn estrellada adxima con
centro en el punto 0 , perteneciente a 2, , en la cual
el gersen £ y todos los géraenes intersedios de la pre-
sentacidn se prolongan analiticasente, ademds

s €x
B M

Definimos , por dltimo, a .O.‘, como la union de todas
las regiones Qn' correspondientes a todas las presenta-
tiones admisibles del germen £ . De la definicion es in-
sediato que cada gersen £ alcanza su prolongacich ana-
litica en Q.

Algunas veces escribiresos fefﬁ.’.- en lugar de ( f,Q')
€ ‘P’;’ dando por entendido que el representante f del
gersen £ lo observamos como transformacion conforae en
g

Al conjunto
Jg,(p) =0 FeF', pesyy)

lo denoainamos la drbita de p bajo 1a accidn del grupe

P,

Puesto que prestaresos especial interés al cosportasien-
to de las soluciones en una vecindad de la solucion al in-
finito, daremos la siguiente definicion :

DEFINICION -(grupo especial de holonoaia en infinito)

Sea & el grupo de transformaciones de holonoaia en e]
infinito de la ecuacione ﬂ',( 4J%1y.04,n, los genera-
dores del grupo 5, y sea €1, una region tal que se en-
cuentren en ella definidas las transforsaciones de retor-
no correspondientes. Al grupo ‘PZ n, se le conoce coso
el grupo especial de transformaciones de holonoaia de 1a

ecuacion « en el infinito, y se le denota por jz .

Esta larga definicidn queda justificada con la siguien-
te proposicidn.

PROPOSICION 1.3 -

La drbita 32 (p) del punto p bajo la accion del gru-
po especial de transformaciones de holonomia de la ecua-
cion o en el infinito estd contenida en la interseccion
de la solucion P de « con la transversal T .



2. ECUACIONES DIFERENCIALES ALGEBRAICAS .

En esta seccion se estudiard la relacion entre las
ecuaciones diferenciales algebraicas y las ecuaciones
015.42 definidas en la seccidn anterior .

2.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ANALITICAS Y ALGEBRAICAS .

DEFINICION - (ecuacioh diferencial analitica)

Una ecuacion diferencial analitica definida en una re-
gion €2 de la variedad algebraica X es una seccioh ana-
litica del haz tangente proyectivizado PTX (caspo de
direcciones analitico en X).

Con el fin de que una ecuacion definida en una region
Q. refleje propiedades de 1a variedad X se necesita que
la diferencia Y = X \QL sea " suficientemente flaco * .
Aclareaos :

DEFINICION - (ecuacion analitica com singularidades)

Decimos que la seccidn holomorfa s :a --» TX asigna
una ecuacion diferencial analitica con singularidades en
X, si el conjunto Y = X \QL pertenece al subconjunto
analitico Yc X de codimensich dos.Si no existe una re-
gion ©'>.2 en la cual se pueda prolongar analiticamen-
te ia seccion s , entonces Y se denosina el conjunto
de puntos singulares de la seccion s .

DEFINICION - (ecuacion diferencial algebraica)

Sea X una variedad algebraica proyectiva y s :X--=PTX
una seccion birracional del fibrado tangente. Entonces s
se denomina ecuacion diferencial algebraica en X .

El resultado principal que habremos de desostrar en es-
ta seccion, es el hecho de que toda ecuacion diferencial
analitica en una variedad algebraica es algebraica. Para
ello haremos uso del siguiente lema.

LENA 2.1 -

Una ecuacion diferencial analitica con singularidades en

una variedad cospleja X, es aquella vy solo aquella, pa-
ra la cual el caspo de direcciones correspondiente deter-
aina localsente un campo vectorial analitico .

En vista de que sbio haremos uso de una de las isplica-
ciones de este lesa, nos restringiremos a demostrar el si-
guiente resultado (en [6] y en [10] se dian demostra-
ciones distintas del lema 2.1 )

LEMA 2.2 -

Sea 7 = Flz) una ecuacidn diferencial analitica con
singularidades definida en un abierto U de una variedad
compleja X jsea Y el conjunto de los puntos singulares
de la ecuacion. Entonces, para cada punto y,e Y eriste
una vecindad V y una ecuacidn diferencial de la forma
2 = Flz) definidaen V, donde F es un campo vectorial
cuyas soluciones coinciden con las solucienes de la erua-
cion original en V vy el conjunto de puntos singulares
{ F{z) =0 ) coincide con VNY .

DEMOSTRACION 3

Sea V una vecindad de y, biholosorfa a una bola en
C", con coordenadas 2,,...,2, . En V\Y se tiene una
foliacion sin singularidades por soluciones de la ecva-
cioh 2 = Flz). En cada punto x< VY definimos n-l
tunciones w,(x),...,n (x) tales que el vector

(L, (x) o0 gm, {x))

sea tangente a la solucion Y. de 2= Flz) .Las funcio-
nes w.(x),...,u,(x) son meromorfas en V\Y. Asi,puesto
que V es una subvariedad analitica y YAV es un sub-
conjunto analitico de codimension mayor que uno, entonces
las funciones w,,..,w, se extienden come funciones mero-
norfas a todo V  {teoresa de extension de Levi, ver apen-
dice}

Por 1a manera en que elegimos a V , las funciones w,
se escriben coso el cociente de funciones holomorfas F;,
g, en )



w=f/9,  ,f,9 prisos relativos.

Sea Y, ={xc¥NY ; £ (x) =g,{x) =01} el conjunto
de los puntos sinqulares de w,; cod.Y.> 1. Definisos la
funcion f, en V como el producto de las funciones g,
i=2,.0,0

y sea Flz) = (f,,wf ,...,u,f ). Entonces, la ecuacion
Z = Flz) genera 1a missa foliacidn que (1,m,(x),.. 4, (x})
en VACYUY') , donde Y' =0 ¥, ; cod.Y' > 1. Nos resta
demostrar que Y' =YnV.

Supongasos que Y' < {YAV) ysea z e (YOV) \ Y’
les decir Flz) # 0}, Entonces existe una vecindad V, de
2, tal que la ecuacion z = F(z) genera una foliacion sin
singularidades en V, que coincide con la funcion asocia-
da a la ecuacién 2 = Flz) . Por lo tanto, F se extiende
a F de una sanera no singular al punto z« Y, lo que
es una contradiccion,

Supongasos ahora que (YAVI S Y' ysea zsVAIYAV)
un punto no singular de la foliacidn generada por la ecua-
cion 2 = F(z) . En una vecindad Y, de z, se tiene defi-
nido un holomorfiseo ¥, de V, en un abierto W, de ",
€= (%9008, 3y Y2 V -0, tal que lleva las hojas de
la foliacion en lineas paralelas al eje €, y al campo
Fiz) enel campo (f(3),0,...,0) , donde #(¥) es una
funcion holomorfa en .. Dado que Flz,) =0 y Fl2)# 0
para zcV 2\ Y', entonces f{¥(z,}) =0 y flw(2)) #0
para ze V. \ Y'. Sin eabargo, los ceros de f.¢, tienen
dimension n-1 y, por otra parte, dieY’ ¢ n-1, lo que es
una contradiccion .

1.

TEORENA 2.3 -

Una ecuacion diferencial analitica con singularidades en
en una variedad algebraica, es algebraica.

DENOSTRACION :

Sea 5 :0L--+»PTX una seccion analitica del haz tan-
gente proyectivo.Vamos a demostrar que s es la restric-
cion a €1 de una seccidn birracional o:X -~+ PTX ,

Sea v la proyeccion PTX -T=2 X, ye¥ = X \Q un
punto singular arbitrario de la ecuacion s y V una ve-
cindad de "y~ en la cual el haz PTX es trivial (obser-
vasos que ep £ s y T 50M inversas, sin esbargo nues-
tro objetivo es ver lo gue sucede en los puntos singula-
res). Consideremos una carta coordenada z en V ({don-
de V es biholomorfa a una bola en C°) tal que ,en y,
2ly) = 0, y sean %, ,...,5, cooordenadas homogeneas en
la fibra PT, , zeV. = (%:...:%,) es un campo de
direcciones en la region LNV, de modo que, por el lema
2.2, ¥ deteraina un caspo vectorial amalitico viz), de-
tinido coma viz) = { v{z ),...,v(z }). Por consiguiente,
la subvariedad s(QNV)c PTX estd dada por las ecuacio-
nes

vy, (2) -y vz =0 i,j=l,...0 , 2eQOV L. (2.0)

{ya que $ = (%,(z)3...0%,(2)) = (ylz )eouovfz )) para
1e OO0V,
Esqueléti:annte, la imagen de ANV bajo s toma la

forea
X

- ~ <nn

3

y wa

+

De esta manera, sin) estd contenido en un subconjunto
analitico cerrado 5 < PTX construido como la union fini-
ta -por cospacidad- de los subconjunto definidos por las
ecuaci-.ones (2,1}, E} subconjunto S coincide con s{C2)
en la regidn ™'{.0L) en una vecindad de un punto singu-
lar arbitrario yeY, 5= sla) U y\;lyn"(y).

5 es un subconjunto analitico de la variedad algebraica
PTX pues S es la union finita de subconjuntos analiti-
cos definidos por (2.1). Por el teorema de Chow (ver apén-
dice 1) S es una subvariedad algebraica de PTX. Sea
S la cosponente irreducible de 5 que contiene a sin}
La restriccién vt ig es una transforsacion racional, n is.
es la inversade s y es uno a uno en s{n) < §'. Por
lotanto,m: 8 ~+X y ¢:X-25 « P son
transfoarsaciones birracionales, LAVELIE

/1.



COROLARIO 2.4 -

Una ecuacion diferencial analitica en el espacio pro-
yectivo cosplejo de dimension n , CP", en una carta afin
C" = { 2 }, determina un caspo vectorial polinomial de la
torsa z = P(z), donde P denota un polinomio vectorial .

Coso consecuencia de nuestras definiciones, un campe
analitico de direcciones determina una ecuacidn diferen-
cial analitica en CP , solo si dicha ecuacidn tiene un
nisero finito de puntos singulares. De esta forsa, por el
corolario 2.3 ,una ecuacidn diferencial analitica con sin-
gularidades, en una carta afin (z,w),tiene la forma (1.1)
ya que de la igualdad

(det d2) = (P(z,w), Blz,m))
se tiene que

Ow _dw dT _Plz,n)

d2 dT dz  Qlz,w
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3. GRUPO ESPECIAL DE TRANSFORMACIONES CONFORMES

En la demostracion de los principales resultados de es-
te trabajo haremos uso de un hecho que nos permitird tra-
bajar con *problemas linealizados". En esta seccion dare-
mos ciertos elementos que apuntan en este sentido, a sa-
ber, la aproximacion de funciones lineales en una carta
especial, por medio de elementos del grupo especial de
transforsaciones conforses . Priserc enunciaremos uno
de los resultados ads conocidos relacionados con 1a li-
nealizacion de transformaciones conformes.

TEOREMA 3.1 - (linelizacidn de Schroeder)

Cada germen de transformacion conforme (C,0) --> (C,0),
€, cuya derivada en cero v = £'(0) tenga mddulo distinto
de uno, es analiticamente equivalente a su parte lineal .
En otras palabras, en alguna vecindad U del origen existe
una carta ¥ (¥(0) = 0), definida univocamente salvo
por sultiplicacidn por constantes, tal que el diagrama

f

€o)—F (D)
g 4

(€o)— ¥ 4(c.0)

consuta. Aqui v denota al germen de la transforsacidn
aultiplicacion por v .

Direaos, por brevedad, que la carta ¥ linealiza a la
transforsacion § .

DEMDSTRACION :
Sea f el representante del germen f,

z,=fz) = vz ¢t a2t + asf L e {3.4)

tcon Ivi (1. Nuestro objetivo es encontrar una trans-
formacion conforae

P(3) = by +b,X+ ... e (3.2

tal que
Piv) = £(P(3)) oo (3.3)

Vamos a buscar una solucion de la iqualdad anterior en
térainos de series de potencias formales:

El hecho de que v no sea raiz de la unidad nos ayuda-
ra a ver que existe una dnica solucion de la ecuacicn
(3.3) 1a cual se conoce como serie de Schroeder .

Supongamos que n } 2 y que los primeros k coeficientes,
k { n de la expresidn (3.2) han sido determinados de mane-
ra tal que asbos lados de (3.3) coinciden en sus términos
de orden k { n .

La igualdad (33)podesos expresarla coso

P (ve) - vPI8) = (P (2)) -~ v¥(¥)

de donde se obtiene
X _0 o
= Vvt > o ¥ (38

fsi,el coeficiente en " es un polimosio en 3, (k=2,...,n)
y en las b, conocidas (k=1,...,n-1), con coeficientes
enteros. El1 coeficiente en el mieabro izquierdo de (3.4)
es (V-v )b, vy, puesto que v no es raiz de la unidad y
v # 0, entonces b, estd univocamente determinado.

De esta manera, se detersinan en forma recursiva los
coeficientes de 123 serie formal de Schroeder que satisfa-
ce la ecuacidn funcional (3.3) .

Solo nos resta demostrar que la serie formal @ (2)
converge en alguna vecindad del origen.La convergencia de
la serie (3.1) implica que existe un real positive r tal
que ! at< r.Reeaplazando rz por z y rz, por z,en (3.1)
se obtiene nuevamente una serie convergente con el sismo
valor v pero tal que 1 a ] ( 1. Como | ¥ | # 1, existe
un nimero positivo c tal que W™-vi ) ¢ ) 0. Si ahora ob-
tenemos los coeficientes de 1a serie de Schroeder se tie-
ne que, por las desigualdades anteriores,

ele-st = ol E b 1 (T iS¢ T 1 b

L{1}

y

PANIL AV IRPALILY
(33 L1}



Asi, por (3.4),
el®-31 ¢ Z 1a NF s < Z 1900
Kz LG
Por consiquiente, 1a solucidn formal de la ecuacidn
ciy-%) =§w“

es mayorante de 9 (5). Asi, como la serie g =Y - c"é‘?'

converge para Y1 ( 1, entonces en una vecindad del ori-

gen tiene una inversa que converge, lo que demuestra la
convergencia de ¥ y, con ella, la convergencia de la se
rie .

S6lo nos resta ver que al hablar de unicidad de la carta
Y= ¢ estanos entendiendo unicidad ddulo aultiplicacidn
por constantes no nulas : claramente, si x¢ es una cons-
tante , se tiene que los siquientes diagramas conmutan

@ —f_, (o)
I
&o) —Y—s (€9
M M

()] —\P—o (€o0)

lo que ieplica que @ = A VA' = v . Observamos que la
unicidad e6dulo sultiplicacion por constantes es conse-
cuencia de la libertad que se tiene para elegir, en la
construccidn anterior, el valor del coeficiente b, de la
serie de Schroeder.

Antes de enunciar la generalizacion del teorema ante-
rior, vamos a precisar 1o que habresos de entender por
una fasilia analitica { £ ) de gérmenes de transforsa-
ciones conforses (C,00 --» (C,0) ( biholomorfissos de
(C,0) 1,

DEFINICION -(familia analitica de gérmenes de biholomorfis-
aos de (C,0) - primera definicidn)

Sea D el disco deradior enC, D={zeCjlzl (r}

y Uc C* una vecindad abierta del producto D.x {0}

D {0tc Uc D.xC. Sea f: Uc C*-->C una funcide ho-

lomorfa tal que f(t,00 =0 y 2E(t,00# 0, para todo
te D, . Denotasos por f* a la restriccion de f a Ue,
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U = unUtd= 0y, £= #t, ) s UL, teD . Eicon-
junto { €.} _ esuna familia analitica de geraenes de

biholosorfismos de (C,0).

En funcidn de lo que habremos de hacer sds adelante,nos
conviene modificar un poco nuestra definicion,

DEFINICION -{familia analitica de gersenes de biholomorfis-

nos de (C,0) - sequnda definicidn)
Sean D.,U ,U, y f , como antes. Una familia analitica
{ ft}m', de gersenes de biholosorfissos de (C,0), es un
biholomorfisso F, F : Uc D.x L --» D,x C, en su imagen,
tal que Fit,2) = (t,f(t,2)) , (F|u€= (t,f(t, ).

Esta dltima definicidn nos persitird introducir el con-
cepto de familia de cambios de coordenadas para F.

DEFINICION -(familia analitica de cambios de coordenadas)

Sea F:lUc D.xC--+DxC lafanilia analitica defi-
nida arriba, con U ,U,,D, coso antes. Una familia analiti-
ca de cambios de coordenadas es un biholosorfismo

PipaC-—-Dc u
de 1a forma P (t,2) = {t, ®(t,2)) , donde P(t,z) es un
cambio de coordenadas para f, ,t fija. El cambic de coor-
denadas de F por § estd dado por

$oF.3 lg: Pw -

donde @-F-?ﬂl du) es un biholomorfisso sobre su imagen.

Hacemos notar que estos dltimos conceptos tienen una ge-
neralizacion directa al caso en que t es de l1a forsa
t = {t, yoeestm) y D, es un polidisco en C. Esta gene-
ralizacin habrd de sernos de gran utilidad en la seccion
ocho, en 1a cual hablaresos de una familia analitica de
geramenes, parametrizada por un abierto de [



TEOREMA 3.2 -(de Schroeder para familias analiticas)

Sea F una familia analitica de geraenes de biholomor-
fisaos de (C,0) parametrizados por D. (como antes) y tal
que v (t)] = 18E (t,001 # 1 para toda t ¢ D, Entonces,
para todo compacto K en D., 0c Kc D_, existe una fa-
silia analitica de cambios de coordenadas ® tal que,pa-
ra todo te K,

& F&7 (t,2) = (t,v(t,)) .ee (3.5

donde v (t,z) = {t,v {t)z) es una funcién lineal en z.
® es dnico salvo por un cambio de coordenadas para ca-
da s fija.

DEMOSTRACION :

En la demostracion de este teorema se usardn, en escen-
cia, las ideas de la demostracion del teorema anterior.

Sea F la familia analitica de germenes que cumple las
hipotesis del teorema y sea D xV = { (t,2) ; Itl (r,
izd { v} < D.»C, una region en 1a que F converge. La
tamilia F puede expresarse en D_xV como

(t,y2,) = Flt,2) = (t, vtz ¢ a,(t) #¢+...)  ...(3.8)
donde Ivi(til#1 y vi{t)#0 oparatodo t enD,
(pues por hipotesis 2% (t,001 # 1 y %ﬁ(t,O) #0)

Nuestro objetivo es ahora encontrar un biholomorfismo

$(s0) = (t,Pls3)),

Disye) = (s, b,0s)5 + b (81" + .00} L. (3.T)
tal que
s, vis50) = FI B sg)) = Fls, P(58))  ...(3.B)
donde v (s,%) es una funcidn lineal de ¥ ,
visg) = (s, vis)s) .,
fsi, las igualdades

® (s, vis,sh) = Bis, visrg)

= (5,b, (s) V(s)¥ + b, (5)V'(5)%+..)
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Fis,®(s,5)) = (s, vis) Ps,x) + a (s)(Pls, ) +...) =

Is, v(s) (b, (s} + b, (s)¥" + ...) +
+a,(s) (b, (s)S+b, (s)X" 4., 00400)

R

isplican que
b,(s) vis)g = v(s)b, (s)y

Y

b,(s) v'(s)x®= ( vis)b,(s) + a,(s)b (s))e? .,

La primera igualdad nos dice que podeaos elegir libre-
sente la funcidn analitica b,(s), de manera que elegimos
b,(s) =1 para s en D,. Asi, 1a funcidn b, (s) toma la
forma

b,is) = a,is) / (Vi(s) -vis)) ;

observanos que las condiciones Ivis)i#1 y v(s)# 0
para todo s en D, , isplican que b,(s) estd univoca-
sente determinada.

Supongamos ahora que n > 2 y que las priseras k fun-
ciones b,{s) de la-expresion (3.8) ya fueron determi-
nadas , k { n. La igualdad (3.8) la reexpresasos como

?(s,v(s,‘:))-4’(5,\?(5)4’(5,!)) = F(s,®s,5))-(s,v(s)Ps,3)

de donde se obtiene la expresion
(0,2.‘”‘(5)- visDb(8)Y) = 10,2 2,181 P (s,5)")
ees 13.10)

En este caso, el coeficiente para ¥™, (¥'(s)-vishb, (s)
resulta un polinomio en a (s} (k=1,...,n) yen las b,
conocidas (k=1,...,n-1}, Se observa que, nuevamente, las
condiciones sobre V(s) isplican que b(s) se halla
univocasente detersinado.



Vamos a demostrar ahora la convergencia de la serie for
sal $ (5,9) en una vecindad de K *{0) en KxCcDaxC
donde K es un compacto, 0< KcD_ . Hacemos notar que ,
por la definicidn de P , necesitamos demostrar solo con-
vergencia de , ¢ : KxC --» C.

La convergencia de (3.6) en DxV, nos dice que, para
tada s fija, se tiene una serie convergente en z ; de
aodo que, dado se D, existe

r =ris)
tal que
la, ts)h ("

Ahora, coeo K es compacto, las funciones a,,(s) al-
canzan su sgdulop adximo en K ; es decir, existe r tal
que, para toda s en K

la, (s)h < r"

Si ahora reemplazamos rz por z y rz, por z, en
(3.6), se tiene que la, (s}l {1 para todo seK. Por
otra parte, iv“(s) - vi(s)| toma su valor ainimo en K
y éste es distinto de cero; asi, existe c = cte. tal que
$¥"ls) - v(s)l > ¢ > 0. Repitiendo ahora los misaos argu-
aentos que se usaron en la demostracion del teorema 3.1
se desuestra la convergencia de P (s3) y , con ella, el
teorema 3.2 .

1.

Observasos nuevasente que este teoresa tiene una gene-
ralizacidn directa para el casoc en el que tengan familias
analiticas parasetrizadas por un abierto U de C .

En el siguiente lema se demuestra que toda funcion li-
neal {en una carta adecuada) es aproximada por e]esentos
del grupo especial de transformaciones .

LEMA 3.3 -

SeaP el grupo especial finitasente generado de trans-
foraaciones conforses (C,0) -+ (L,0) y f,, j=1,...,n
sus generadores, definidos en una vecindad ), del origen
Supongamos adesds que | f/(0) | # 1 vy que la carta que
linealiza a f, ,% , esta definida en una vecindad Ucn,;
dicha vecindad U en la carta X detersina el circulo
1% 1 ¢ e. Denotemos por P’'a la cerradura del subgrupe

de C* generado por las derivadas v = {; (0}, j=l,....n
Entonces, para cualquier ve P’ existe una sucesidn de-
transforsaciones F,< J° que converge uniforsesente a la
transformacion '$ --»v3S en cualquier subregidn compacta
K de laregion UNv'(W) = {qell; 1% (q)} C Ivie ).

Observacion : la convergencia uniformse en K de la suce-
sidn FfP supone que Kcﬂ’ para toda f suficientesen-
te grande. !

DEMOSTRACION :

Basta demostrar el lesa para el caso en el que v =f'(0)
para alguna fe P

Sea v, = £/(0), 1v,1 {1 { en caso contrario considera-
riasos f:' en 1a construccidn que damos mas adelante) .De-
finamos

2 |
§=f|ofofl

Suponemps que ¥ es la carta en U que linealiza a f y
que, en dicha carta, las funciones vy I; se escriben
como f(¥) y F %), donde

flyh = ve 42 a%" ;

K=z

entonces, para I; se tiene que

AR

4 o
fidvs +Z av ")
£3 4

-8 -2
st

Por lo tanto,

S 2x-0)
F. (x) = v‘*?_.. a‘v.(lgl

Afirmamos que F, (x) estd definida y es univaluada en el
disco U para & suficientemente grande; adesids, Ii k) |,
tiende uniformemente a vy.

Para ver lo anterior, sea pel y 5 =%(p), entonces
isiCe y Ivsl(elvli, Sea &) 0 tal que se cusple
la desigualdad tvie - ivel >d ysea L tal que pa-
ra toda f mayor que L, Iv.’l (¢ para ¢=c (d), Como
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fsi, podemos escoger L tan grande que Z_ la le % (& .
Por lo tanto, IF ()1 < Ivgl t& y IR ()l Clvie de
donde de sigue que F, (5) esta definidaen V.

Sean L y & como antes, la desiqualdad IF, (s)- vei (4
para toda 2 > L nos dice que F, (\')lLI converge uniforae-
mente 3 vy .

Nos queda desostrar que la region g contiene a cual-
quier compacto Kc UNV'(U) para £ suficientesente grande.

Sin perdida de generalidad, podemos suponer que la re-
gion ), , usada para definir a la region O, coincide
con U (recordeaos que 1, es una vecindad conexa del ori-
gen tal que en ella se encuentran definidas las transfor-
saciones de retorno f;, j=1,...n.).

Cada presentacion 1nter|ed1a del gersen F - £ f- I3

tosa la forsa g, =" o f 3 0( a {1 . Esto
se debe a que una presentacmn de F, tiene la forma
f: s £ 1:T| £ f...-f . Cada uno de estos germenes se
prulonqa analiticasente en todo U tpues supusimos U=02_ )
Adeads, g_ls) 'vg y h,(s) tiende uniforsesente a
ey by, el =3 = “W"vy , cuandoltiende a infinito {1a
convergencia es en { y en a ). Veamos que lo anterior
nos dice que h_,(Kic U
a) Supongamos que v} ( 1, entonces Unv*0 = v'U, Asi ,
dado que para todo £ ) LIK), h,,0$) 33 vs  se tie-
que BVvS (Il ¢ ¥vp t { Ivip. Por consiguiente,
Lh,x (pt Clvie y hiKie U,
b) Supongamos que |vi > !, entonces UnN v'U = U.AsT,pa-
ra 2 LK), hm.(t)lk‘T“: v™yx ; COND es convergencia
uniforae, en & y 3% , puede pedirse m suficientesen-
te grande de modo que 1 v™v | { {, entonces Iv™ v (p}}
Chsipdl (e . Por 1o tanto, h (K)c U. La relacidn
0w {K) = V"Kc Ul resulta evidente.

Por ultimo, al iniciar la demostracién afirmamos que
bastaba pedir que v = '(0) para alguna feP .Aclareaos :
Supongamos gque ve P’ no es de la forma v = §'10) para al-
guna f en °.Entonces existe una sucesidn (v, )} tal que
vw Converge uniforseaente a v y v, = f.{0). Para crada
V.~ hemos visto que existe una sucesidn { F,_,} en J° uni-
forsesente convergente a v, en cospactos K < UNv'l, de
manera que se tiene

Fu IFu LA QFII. Banadh

Foo oF geenyf, =%

F aFapeensfyy = Y

Sin pérdida de generalidad podemos suponer { para el coa-
pacto K< U nv'U) que, dada &; » 0 todos los elesentos
Fim o B=}y... de la sucesian (F_,} distan de v, menos que
§; , va que de lo contrario reenuserariamos a los tera:-
nos a partir del indice que cumple lo descrito fsi,consi-
deremos las siguientes 4; para cada j=i,...: §; = n2t .
Es insediato que la sucesion diagonal F ,F_,... , con-

w Ve !
verge uniforseaente a v en K.

.



4. EQUIVALENCIA ANALITICA Y TOPOLOGICA DEL
GRUPD DE GERMENES DE TRANSFORMACIONES CONFORMES

(C,00 —» (C,0)

En esta seccion se desostrard que, bajo ciertas condi-
tiones genéricas, la equivalencia topologica de gersenes
de transformaciones conformes (C,0) --* ([,0) isplica
su equivalencia analitica. Como consecuencia de este re-
sultado se tiene gue para ecuaciones genéricas < y %A,
la equivalencia topoldgica de « y «' implica la equiva-
lencia analitica de sus grupos de holonoafa 7. y £ .En
primer téraino, haremos uso de los resultados obtenidos

en la seccion anterior para demostrar que, bajo ciertas
condiciones, el homeomorfiseo que conjuga a los elesentos
de dos subgrupos marcados finitamente generados de Jz‘,
FyE, conjuga a su vez a los gersenes de las partes
lineales de dichos eleaentos en una carta adecuada. Este
hecho habra de simplificar nuestros razonasientos y nos
persitird demostrar el siguiente teorema :

TEOREMA 4.1 -

a) Sean & y jf' dos subgrupos earcados finitamente
generados del grupo &, conjugados por el homeosorfiseo h
, de modo que el diagrasa {14) conmuta y supongamos gue
para algin feF , 1 (0 1 = 1.

b) Supongamos que el homeomorfismo h preserva la orien-
tacion natural de C .

Entonces existen:

1) cartas analiticas ¥ y ¥, que linealizan a las trans-
torsaciones f y kf respectivasente;

2) un nimero coaplejo @ y una funcion continua F(%,)
tales que, en las cartas ¥ vS, 1 €l hoseomorfisso h se
BXpresa coso

<= hiv) = 518 FFix) RY
adeads,

FL#10)S ) =Fix) oo (4.2)
para cualquier fe & ,

3) para cualquier fe &
(kf) " (0) = £(0) | $(0) le e (4,3)

En las expresiones (4.1) y (4.3) se ha elegido la rama
principal de la funcion exponencial
It =exp (Blnixd) , Imlnist =0

4.1 REDUCCION AL CASO LINEAL .

Para desostrar la prisera afirmacion del teoreea 4.1 ne-
cesitamos demostrar que la condicién | £10) | # 1 impli-
ca que Ik £)'10)1 # 1. Sin pérdida de generalidad, po-
deeos suponer que €'(0)} ¢ 1 jconsideresos £, , una ve-
cindad del origen tan pequefa que N 0Ny h-f |, =
= kf-h | es decir, el diagrama

n—-7=t—n,
W h
n‘__k‘__, ﬂ'

con 0, = hin,) conauta, entonces, kf (Q) = hef (n) 50,

Vamos a demostrar gque si kf (0)G ., , 1kE'(0)} < 1
Como ., es una region sisplemente conexa distinta de C,
el teorema de 1a apliracion de Riemann nos asequra la
existencia de un biholomorfisao g :n,--+ D, donde D deno-
ta el disco {w ;lwi¢l }, tal que g(0) =0 yg'(0) > 0.
fAsi, gekf-g':D ==+ D', g-kf-g (0) = 0 y I(g-kf-g)(z)1 <t
si 1zl (1. Entonces, por el lema de Schwartz, para toda :z
en D, ligekf g'd(z)l ¢ dzl y l(gekf-g )" (0} ¢ 1, donde
la iqualdad, en ambos casos, se da sblo si {gekf-g')(z) =
=€ 7, para alguna <« R; sin eabargo, {(gekf-g) (D)< (D)
{pues kf(n,i1¢ 2, ), lo que implica que no se tiene que
{gekfe §' ) (2) =€™ 2. Por consiguiente,!ig-kfog') ' (0)1 ¢ 1
Puesto que,

Hgekfog') " (0)] = 10g - Dk DG, |

ng; Dkf Do |

o)

LDk |

entonces t{kf) (0} < 1. Como ' 1OYICH y 1(kf) (0)I(],
existen , por el teoresa de Schroeder, cartas analiticas
%,y %, gue linealizan a las transformaciones f y kf
respectivasente, por lo que queda demostrada la afirma-
cion 1 del teorema 4.1,



LENR 4.2 -

Supongasos satisfechas las condiciones del teorema 4.1
y supongamos que S, y ¥, son las cartas que linealizan a
las transformaciones € y k€ respectivamente. Entonces
para cualquier Fef , el hoaeosorfiseo h conjuga a

los germenes de las partes lineales de las trancformacio-
nes £ y kf enlas cartasgyy, ¢

hew, 29w h e th 1)

donde Vi, 4wy, ¥y v,rs,-oevy, v=£90)
v,= (kP (0)

DENDSTRACION :
Analicemos las sucesiones l;'"'ef « #=1,2, dadas por

B o=fofed’ | B = kT Uf ) k€ = KE (como
k es hosomorfisao de grupos, k(f+fef’) = (kfﬁ’-(kf)-lkff)

Apartir del leea 4.1 se sigue que para cualesquiera ger
senes £, g<F , la desigualdad 1g°(0)} < 1, implica
que 13 coaposicidn g"-f-g’ tiende 2l gersen de la
transforaacidn

¥ --+ £(0)Y,
donde ¥ es la carta que linealiza a la transformacion g.
Puesto que 1(kf)'{0)} ¢ 1, lo anterior implica que
Bo-sv oy B -evosi fe-see

donde v, :%--*v%, y v,:1%,--3%%. Como E's.fy If.t s klj'
F h-f;' = 5 h ; asi, por la afirsacion anterior, al
pasar al limite se tiene que hev,=v,eh

.

4.2, PASD DE GERMENES A TRANSFORMACIONES .

(
Como consecuencia del lema 4.2 y de 1a afirsacion i del
teoresa 4.1, bastard demostrar las afirmaciones 2 y 3 del
teoresa 4.1 para el caso en el que se considera, en lugar
de 7, ,el grupo J;'de geraenes de transforsaciones linea-
les de la forsa ¥, --+ £ (0)3_, f:};.Supongalos que 3,
es una vecindad del origen en la cual se encuentra defi-
nido el homeomorfisso h y definamos {1, = h{),. Deno-
tesos por -Qts ) {03, »=1,2. Sea k un homomorfismo ,
k :F --+F, (el aismo que en el diagraea (14) y k' el
hosonorfisao correspondiente aJ, 'y &, k't F --of .De-
notemos por 3;' al seaigrupo de aquellas transformaciones
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cuyos gersenes pertenecen a 3,: y tales que llevan a la
region £, en si misma , 8=1,2. De la consutatividad del

diagrama (1.4), se sigue que

h h o (8.5)

para todo N<F ", donde N es la aultiplicacion por v en la
carta s (5,--»v5) y KN es la sultiplicacidn por k'v en
la carta ¥, (¢, --* k'vy,),

Supongasos que ¥, = £(0) y v, = (kf}'(0), y que IV
{ 1, entonces ¥ | ¢ {. Observamos que el espacio cocien-
te de la region (%, por el semigrupo { N:;!s N} oesel
toro Tr.:
puede pensarse enn: como un disco, y la identificacion
por elementos Ni toao la identificacion de anillos (don-

de cada anillo representa una regi6n fundamsental)

Aunque ads adelante habremsos de regresar a este punto
{ver observaciones al teorema 4.1),en nuestros razonasien-
tos no vamos a hacer uso de los toros T, , sino que con-
centraresos nuestra atencidn en las cubiertas universales
f).,,\ sobre n‘m con las cartas §_y las proyecciones

-~ ¥

. 0L, 0O
£ Wik
“__-...) e =

S y 921,2,
4,3 FIN DE LA DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.1.

El homeomorfismo h se levanta al homeomorfismo ‘ﬁ,
h :f).,--»ﬁ,, en 1a cubierta universal, y estd defini-
do con precisidn salvo por translaciones por niumeros en-
teros. Fijemos arbitrariamente alguno de estos hoaeomor-
fismos h :



nt_h 0t
Observamos que si 2% =02\ {0} = {¥; OCI%i<Q}, ha-

ciendo 3 =&, se tiene que 0 (e"l'"‘(p y por lo
tanto o> In¥ y loag =

=

£l semigrupo 7 " se levanta al semigrupo de corrimien-
tos AL que 1levan a (), en si misea. La relacidn Iv! =
= 1€™4 1 (1 implica que Iaa> 0 y, como Ivi=1d %"
para todo nc<Z, hablar de los elementos en /\. equivale a
pensar en la accion de 26 A2 enf),.

De manera natural se tiene definido un homomorfisac
i A --+F_ cuyo espacio nulo es Z:

mAle)) = Tiiaeg) =€"P

=T, 4(3)
Se verifica ficilaente que T, estd bien definido (es de-
cir, dos eleaentos de 1a misma orbita de 4 se proyectan
en el misao ‘elelento) y si n,Ale) =%, entonces m (4+%)=
o (A nid 2l
= dUUD e ¢ y 1o que implica que Le L
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El hososorfisao K'= k| . " --+F " se levanta uni-
vocaaente al hononorhsno k : A --+ A, , prolongandose
2l homonorfiseo k; : /L_--ﬂl\ de sodo tal que los s1-
guientes diagramas consuten :

J ‘ Le AL e thb
n.- Vil oA meyl
ﬁ| —_—’ﬁ.

l )
J A, o (47

(ver observaciones al teorema 4.1)

Rsi, se tiene el siquiente diagrasa consutativo :

para Ae A| . Aquid y k,A denotan las translaciones
§ 42 g4l 6, > E, 4+ k4, donde Ky (5) =¥ + KA
Pues es el levantamiento de la transforsacion dada por
g=e fln.l ke anif ul; Kve

For la conmutatividad de diagrasa



se tiene que km, uem =Tekya y  (k'moaem ) (g) =
el

=k'ma () = k'€ ; adeads,

Mekga (g) = @ 0640)
= eznittou.u)
= geuri!(.',l
por lo gue
driis gt voa (4,8

El homomortismo es una transformacidn Z-lineal de A,
en A,; su prolongacion a una transformacion R-lineal la
denotamos por A, A :“C =-»"C (ver observaciones a la
deaostracion del teorema 4.1).De la condicion Al = {, se
sigue que

AE = (§+1)5, -8F, e (1.9

donde @ es un nimerc complejo y AX =k 4
Tambien puede expresarse R como

Ag =% +iglnyg aes (4.10)

Como consecuencia de l1a consutatividad del diagrama
{4.7) ,se tiene que 12 transformacion h toma la forma

5 =hig) = Ae, + £(3) e (4011)

donde

fig +4) = f6g)  para todoseAl...(4.12)

Si f(g) = hix) - Ar, y icA’ entonces se tiene que
$E40) = higat) - AIGEA), y F(5+A) = Dlals)) - Af, - AA;
haciendo uso, nuevamente, de la conautatividad del dia-
grama (4.7), hS)) = kathig)) = Aachig)) = Ax+ hig).
Por consigquiente, f(§+4) = AL + ‘I\\(g) - Ag - AL =10(s) .,

Resumiendo los resultados anteriores se obtiene una ca-
dena de identidades que nos llevard a concluir la afirsa-
cion 3 del teorema :

. , anid
k'mya=k'y =k'e”

por (4.8) se tiene,

(KA 3MCAL
k .\? = EE" * =€
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de la expresion (4,10,
2006 (Ae i @Tma)

k'v =@

(-2 ImA) @
=ve

- ve(lnlv\)ﬂ

y por lo tanto,

k'v = vii® oo (4.13)

Recordando que v = £ (0) para fef y kv = (kP (0)
podenos reescribir la expresion (4.13) como

kP10 = £ 1o’

Por dltimo, la igualdad

Flg) = FIE"Y) ;=g ¥® TR

define a la funcion F que resulta ser invariante con

+ -
respecto al semigrupo & por la fuerza de la relacion
(4.12):

seaveF .
Flvs) = F(&"™9)

T flasg)

™ fe)

= F(3)

Afirmamos que la relacion anterior se cumple para todo
ve 3,"y no solo para v<F : sea v tal que ivi > 1, en-
tonces si s.v'iN’, .=v'e para algun '<0YF. Por lo
tanto,vs, c O,

Fiv's') = F(g)) y

Fivg,) = Fivv &) = Fis,)

(se observa que la propiedad que cuaple F se verifica pa-
ra una region ads pequena contenida en NY).



- La igualdad ¢, = hig) =¢,1% IﬂF(';,) se deduce de todo

1o anterior como sique :

recordando que €, = Ah(t,) = Ay, ¢ f(r), se tiene n(g,) =

= nhg)) = iR+ £g)); asi,
5, = hig) = € Akgmmitin)
= F(!,) antAg,
= F(g)etmEmne
=Freleis® |

/1.

4.4 OBSERVACIONES A LA DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.1 .

2) Prolongacidn de k', .

b

La prolongacidn de k : A',--» A, al hosomorfisao ky
ki s A2 A, se reahza observando lo siguiente : si v =
z ,u ¥ 'entonces Ivl = 1€ | (1, de donde 16" ) 1

"¢ FNF T, -1eA\A'. Por 1o tanto, defininos
K(=2) = ska yaehl;

Std el y Am=atpe ANA , entonces -(keu) =
= -(Ut4)e A,

K () = -kg-La))

K A) = K A

kLt k M
por lo tanto, k, es un hosomorfismo Z-lineal .

Prolongacidn de k, -
La prolongacidn de k, a una transformacidn R-lineal
&
A, A:C -+ se realiza de la siguiente manera :

b.1) Supongamos que A, es un grupo discreto, entonces k,
es sieapre una funcidn continua y, por consiguiente, se
extiende a una funcion @-lineal, ya que de la relacidn
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ky, fna) = nk A
5@ sique que

('

oA =k (x4},

k, (54) = %k'4 3
asi, k,({p/ql)= (p/glk.d.

Por la densidad de @ en R y por la continuidad k, como

funcidn @-lineal, k, se extiende a una funcién R-lineal
Para extender ahora k, a todo C coso funcidn R-li-

neal,necesitanos determinar el valor de k, en una direc-

cidn en [ linealmente independiente a A (icR. ). Defi-

nasos entonces

k, Xi= koa

claraaente, k;tA = tk,+ , para todo t<®, y k=

Denotesos por A a la extension de k, definida arriba,

A:C-—C,ysea g el minero cosplejo tal que se cus-

ple la iqualdad At = (p#1) (Ailg) = {¢+1)i+¥ ).Enton-
ces,
Ag= Al B
= Al ¢ Al
4 g e-08E a0
de aqui,

U B SIIE
y por lo tanto,
AY, = (14318 -&

que es la expresion (4.9), La expresion (4,10) es inmedia-
ta de descosponer ¥, como ¥, = Re¥ +ilag.

Observamos que M‘ A --*/\ , de manera que A=
=atipgladcAl, es decir, Ié"“"'I"‘"I <1, lo que in-
plica que Iss+ Reglai?0 y Reg >-1.



c)

b.2) Supongamos ahora gue A.’ es denso en [ 4 qué pode-
mos afirmar sobre la continuidad de k', ?

Sea C,c O, compacto y [, =hiC,)cAy,. Vamos a de-
sostrar que K _ = he «h" es una funcicn continua de
A, en A, donde /I.'_‘denota la restriccion de A:'a aquellas
funciones que llevan a C_ en sf sismo, #=1,2. En otras
palabras, dado e >0, vamos a demostrar que existe &> 0
tal que si A qued, y HA-al lc,“ , entonces {1Kk4 -k;,n(IIC‘
5 AEnOr Que € .

Sea ¢ > 0, coso h es continua, existe una &> 0 tal gue
si le-@t (8 ,a,peC , entonces ﬁl(*)-il(p)l (ef2.
Por lo tanto, 5i A yMeA, son tales que H}-}HIC(&' se
tiene '

LAehily) - Mohiy) | Csup ( bAg =Kx 13 xe €.} ¢
para todo ye G por consiguiente,

i b ty)) - hiuh () < €2

para todo y < C, . De aqui,
KA - ku 1= sup theahty) - hepehtyl by yo €} Ce

y1o que implica la continuidad de k, .

La proyeccion a los toros T,: . 8°1.2.

En este inciso haresos algunos cosentarios con respecto
a los toros 1) , a=1,2, obtenidos al hacer el cociente
de las regiones ﬂf y_()f bajo la accidn de los semigru-
pos {v’;!e N}y { (k'«)’;!e N } respectivasente.

Observemos que de 1a conautatividad del diagrama

) h

' ]
ﬂ:————-——bk v nG

se sigue que el homeomorfisao h levanta al hoseomorfis-
0 h:T--7
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s
L] n, "

*, —;——o_ﬂ: \ v'}
W h h
*
ﬂf ] .O.: n'/ﬂtvﬂ

La expresion de h ,%, = his) =¥y *F (g) representa
al levantamiento de h al homeomorfismo cubriente ¢f-207
Observamos que hive) = VIvlog,I!J’F(r,) = (k've h) (g) que
ybajo p, se proyecta en € i€ IﬂF(?,) donde %,:v™"¥

Si ahora considerasos las cubiertas universales A, y
ﬁ,, los elesentos v' y tk'v)' se transforman en des-
plazamientos A i) =x¢, ¢4y k ilp) =q .t kA =
E +A+:0 Int . Para Ay k 4 se verifica que

4i{g+n) =4(g) +n y

kg (g b nd =k () +n , paranc L

Los limites,

M= lfnéw(g =] {anieS = 2
naH oo

na0

sy HnteSls) famisg= ko2 = 4 vipln

NI na00 W
representan a los " niweros de rotacidn * (obervesos que
las transformaciones A y k. no bajan en transformacio-
nes del circulo en si misao, sino en transforsaciones del
disco en si lile)', que representan el prosedio de avan-
ce de la isagen de los homeomorfiseos con respecto al des
plazamiento por una unidad.

4.5 DOS COROLARIOS AL TEOREMA 4.1

COROLARID 4.3 -

Supongasos satisfecha la condicidn 1 del teorema 4.1 y
supongamos que el hoseosorfismo h invierte la orienta-
cion.Entonces 1a afireacion | del teoresa 4.1 se cusple y
las afirmaciones 2 y 3 se transforsan en las sigquientes :



2') Existe un ndmero coaplejo @ Yy una funcion acotada F
, Fi5), tales que

- [
v.= his) =%1Is 1 Fis) oo fdll’)
y 1a expresidn (4.2) se cuaple.

3') Para tode fe
(k£ 10) = £ (00 £10)} .. 14.3°)

DEMOSTRACION :

Sea ¢ la conjugacian €.--+%, .El grupo larcadoff
fF-c F.c, es topologicamente equivalente al grupo ’:
por medio del hoseosorfisao h = h.c, gque preserva orien-
tacion. Para B,f yf: se cuaplen las condiciones del teo-
resa 4.1, de modo que las expresiones (4.1) y (4.3) para
h yf},— implican las expresiones (4.1°) y (4.3') para hy
F

/1.

CORDLARID 4.4 -

Supongamos satisfechas las condiciones del teorema 4.1
y sea ﬁ‘ , generador del grupo f, =k £, 9.7 f 0,
l-l,L, y sea A,_un valor cualquiera de w.\, donde v, =
= dMhim ;denotemos por %, a las cartas que linealizan (tal
como en el teoresa 4.1). Entonces,
1) Existe una transforsacion R-lineal, # "C ---'“t, fAl={
y un conjunto de nimeros enteros, &; , tales que

AA =4 46

" ;LY J

... 14.13)

2) Para cualquier punto ' e (C,0), denotamos por ¥, al

arco de la espiral logaritmica ¥, = (% (t);te 00,11},
e(t) =d"e* | 5i estd definida la curvaV, = hY;, ,
entonces tiene los risaos extremos que el arco de la es-
piral logaritaica 7= (%, (b)ste [0,11 3, gty =€"“hee)

y es hoaotopica a este en C\{0).

DEMOSTRACION

1) Para demostrar la primera afirmacion basta considerar
la transforsacion A definida en el teorema4l A :C---C,
At = (42)g, +2F Como y=€ "y v =k L2,
entonces,

= ke Miky e?.lhll

e‘lﬂdu m(Al"
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claranente, para ;¢ I, € ze ; por 1o tanto,

A )h = Ail '6}

2) Sin perdida de generalidad, suponemsos que v“nf“
sostraremos prisero que I, ﬁ;; tienen los mismos extre-
205 ¢

Y01 = hi¥, (00 = hix,(0)) = hix")
1(0) =5,(0) = h(s)
por otra parte,
LA = hev, (1)) = hé™e’) = iy, 60 ),

de la consutatividad del diagrama @.5), hiy €") = k'y, his)
=y hie'); ademas, ¥, (1) =€Snie) =y, niso)

El hoaevaorfismo h : ¥ ---_n: se define por la expre-
sion (4.1) (aungue debeaps recordar gque la region de defi
nicidn de h es ), ). Sea o= F(r'), por (4.2), o= F(x%)

dehnuos el hoseoorfisao h o --*ﬂ ) por E =hts)-
=c¥, IS | .Demostrareans que T 1leva al arco Y, en el

arco Y;, .
~ 4
his (£)) =aS () 15, (t} )
= F(ga)mu,‘ ‘ell‘lh ?,, |O

= plee)e’™ Hartelny 1)

h(§ )e et (4g,48;)

= 5,1

La honotopfa Hix ,s) o818 PLFIS) /o T yset0,0)
es tal que,

Hig,00 =esiy ® = Ris)
Mg, 1) =es1e. P Fis) e = hix)

por loque llevaa h en h ya leen Y, .



4.5 EQUIVALENCIA TOPOLDGICA Y ANALITICA .

Vanos a demostrar un resultado basico con respecto a la
conjugacion de subgrupos marcados finitamente generados
de J .

TEOREMA 4.5 -
Supongamos que a las condiciones del teoreaa 4.1, agre-
gamos las dos siguientes :

1) E! subgrupo del grupo C'qenerado por v, y v, , ton la
sultiplicacion, es denso en C.
2) El qrupo & es no conmutativo.

Entonces, 1a equivalencia topoldgica de & yJ,_ implica
su equivalencia analitica.

DEMOSTRACION :

De la condicifn 1 y de a expresion F( £ (0)%) = F(5)
ypara fe&, se sigue que F=o , « constante. Por esta
razdn,

he) =%, =c5, 15,

La condicion 2 nos dice que el consutador del grupo
es distinto de la identidad y que, en consecuencia, con-
tiene al germen de una transformacion f de la forma

fiy, -8 ta e, a0, 8001,

Puesto que fe (%,37], entonces ¢ =0.9.0.¥'; por otra
parte, si kf = hofoli, k £ = k(f¥) = k. ke (ko) (kW'
, por lo tanto, k f< [ ,F 1. Suponemps que kf se ex-

presa coao

kf 25, -->s +be ¢, b #0,n>1

Vasos a demostrar que si dos transforsaciones son con-
jugadas por el homeomorfismo his) =¢¢, 1%, le , entonces
@ = 0. De aqui clarasente se concluye el teoresa 4.5.

De la conautatividad del diagrama (1.4) se tiene que
hef = kf-h, por lo que, haciendo ¥ =, se obtiene

hflg) = hig+a ¥™+ ... )

sl 4 a g 00 a1
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. = 3
{(§+4i8 t...)7°

2

M) = (54 a ¥+, 0(8 42 ...

y

kEhg)) = kftes tsl®) =as (e b (e isl) 4.,

por lo tanto,
vloea, s (s s 0 Ren e Pab, weis P T L
coo (A 16)

Sea @ =@ +t®, , @,4¢R. Dividirenos aabos mieabros de
(4,16} y prestaresos atencion a sus partes principales :

por una parte,

e e etrst oo et e

releyf

sisl+ (a8 isiPa ™ +es s %6 T 5,
“sie®

sitPepiel (1@)a e e ie P 30,
Nk

=1+ (Ieaxm+2a 3 ol Ix7) 5

por otra parte,

n 1) (e
(o veiPan, e ix P 7 /s 1900 tebem s 1 o)

La expresion ollY Iﬂ("") se obtiene de analizar el termi-
no b, fesis®)™ fesisi®= bt P de la serie;
ast, ol % 151®) = o(1s(" 151%™ = olis ™) . En 1a
observacion (b.2) al teorema 4.1 hicimos ver que Reg’-1
lo que nos asegura que la expresion anterior tiene senti-
do.

Sea
215

Livhs= 1+ Ca_g™(1+8) + 332 ) + olis™) =

=1+ b e™s g(--.\* (e (8,40 sz Pl3)

1 +b Eq \I "4 o(ix( ) 5
Las funciones R(%) y p(s) tienen orden de pequenez a-1
y {(6.+1)(n-1) respectivasente (donde por orden k de pe
quefiez de una funcion univaluada (%) en el cero, enten-



-desos que k=sup( xR ; F(5)/1%1" ==+ 0 si s --40) ),

El orden de f(v) y de p(y) coincide, pues si dividimos
. min{(m-Npu)a-4)

las expresiones Li{s} - 1 y P(s) -1 entre i%}

se tiene que una converge a cero cuando S--+ 0 'y la

otra no.

Expreseaos s como I%le'®, entonces la iqualdad
2UIEIe™) + olixi™) = pUixie®) + o(1ef™*)
toma la forma

a_le M@ 0(148) + 3_Is e ™% o(1sI™) =

be" Le e e e (1™ )

b et g RN e ANy g (e

Asi, redistribuyendo los miembros de la iqualdad anterior

y dividiendo entre 1¢|” se tiene :

3 (1421 + 348" g d I e @R 2 (1) LT

Supongamos ahora que @ # 0 y denotesos por ?r(f) ala
restriccion del aiecbro izquierdo de (4.17) a la vecindad

st =r.
Sea n_:= {1 % (%) n
n Y la 8/ 2 ’

o " Vamos a demostrar que

a

J la, (141 € 45 €™y e (™ [ gy =

am
* " * AT A 1 )
= J“a"' 481 + da 1 181+ 1b, 1" 1e™) ¢+ & (1418 ¢ em-)_

R @ 140 O o Mmend)  TiB)
bt (14218 el frge sl

L = ") iafed " - .M‘")i (wen
- b0 5 (14BN b B e E ) gy =

= [ ta, ' 11egi+ia I I8141h, Tle™ | dy =

=J2“( ta I taegieta M agi+n w1 1de ) 2oa [ 161",

o

Por lo tanto, n. »{Zn la_ilel /2 ) i{altel / 2. For la
expresidn (37) n_--+ 0, lo que contradice el hecho de

que n, 3 la st / 2.
fsi, @ =0 vy queda desostrado el teorema .

4.7 DETERMINARCION UNIVOCA DE h

Por el teorema 4.5 se tiene que el holomorfismo h esta
definido univocamente si

Lf,f15) =s+as'+.., 1,30

y queda definido modulo multiplicacidn por alquna raiz de
alguna potencia de la unidad en los casos restantes.

Para ver lo anterior substituisos en (4.18) el valor
¢ = 0 y obtenemos

T{s,+a s ) =vs, +bies) ;
por lo tanto, m=n y wa=d"b .

De 1a igualdad hi{%,} =tr.l‘s.l°=yl, se sigue que his)=
=csn=g7_ . Asi,

h =% 008, e (4,18)
donde .

v=a/b, sim=2 o 14019)
y

c=yalb sin=2

27
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5. TEOREMA DE XUDAY - VERENOV SOBRE
LA DENSIDAD DE SOLUCIONES .

El objetivo de esta seccion es desostrar un resultado
relacionado con 12 densidad en CP de las solutiones de un
tipo genérico de ecuaciones diferenciales en A, . Concre-
tamente, vamos a demostrar que cada solucion { excepto la
solucidn al infinito) de una ecuacion genérica «e.d, ,
n > 2es densa en [P", Este resultado se conoce como el
Teoresa de Xuday-Verenov sobre la densidad de soluciones.

DEFINICION -{ecuacidn de Xuday- Verenov)

a

-~

Decimos que una ecuacion ~<A, , n> 2 , es de Xuday-
Verenov si cueple las siquientes propiedades :

1) e ‘/J,,'

2) el subgrupo del grupo C"generadn por los nuseros v
y ¥, es denso en C.

I v #L, J=lyea,ntl

4) la ecuacion « no tiene mds soluciones algebraicas que
la solucidn al infinito.

Mas adelante demostraresos que v, =é'u‘dnnde A; denota
al nimero caracteristico del punto singular a; jpor ello
la condicidn 3 es equivalente a pedir que InA; # 0.

Las ecuaciones de Xuday Verenov son genéricas en ¢4£.
Coao observamos en la seccion 1.1, la condicion 1 se cum-
ple para ecuaciones genéricas de Petrovsky-Landis, -ru(,.,
y demostraremsos mis adelante que las coniciones 2 y 3 son
genericas para c/é/(.,. Por consiguiente, las ecuaciones
«cA, del tipo de Xuday-Verenov son genericas en 04(.

En lo que resta de 1a seccion vasos a suponer que « es
una ecuacidn de Xuday-Verenov.

5.1 ALGUNOS RESULTADOS PRELIMINARES .

Numero caracteristico de un punto sinqular .
Vasos a suponer, por sisplicidad, que el punto singular
coincide con el origen.

DEFINICION - (nimero caracteristico)

Sea

dw _am + bz + ...

2 cwtdzt... LA
una ecuacion analitica, con miesbro derecho merosorfo,de-
finida en una vecindad del origen y supongamos que la sa-
triz de 1a perte lineal 4 = [: : es no degenerada. En-
tonces el origen se denosina puntc singular no degenerado
{punto singular regular) de la ecuacion {5.1). Al cocien-
te A de los valores propios 4, , 4, de la satriz se le

denomina nimero caracteristico del punto singular.

Esta definicion detersina un nimero en forma precisa si
se acuerda cual de los vectores propios es el prisero.Pa-
ra el punto al infinito nos fijamos en el sequndo vector,
pues corresponde a la solucion al infinito. En algunos
casos resulta irrelevante el considerar £ o 1/ .

Cabe observar que la ecuacidn

dw 4w
i 41
es equivalente al caspo vectorial dado por la expresion

(32 ,82) = (4w, 42).

b) Teorema de Poincare .

DEFINICION -(dominio de Poincare)

Consideremos el espacio n-dimensional cosplejo "=
{ L= (4,,00:44a) } de todas las posibles n-adas de valo-
res propios. Decimos que una n-ada A pertenece al domi-
nio de Poincaré si el casco convexo de los puntos ., ,...
«esydy ,&n el plano complejo , no contiene al origen. 5i
el origen esta en el casco convexo de A.,...,J, decimos
A pertenece al dominic de Siegel.

DEFINICION -(resonancia)

Decimos que los elesentos &.,...,4, son resonantes si
42T k) donde kel y Z k)2
'3 H
A continuacion enunciamos el Teoresa de Poincare que,in-
mediatasente despus reenunciaremos adaptandolo a nuestro
contexto.
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TEOREMA 5.1 -{de Poincarg)

S1 loc valores propios de la parte lineal de un campo
vectorial holosor{o en un punto singular , pertenecen al
dominio de Poincar€ y no son resonantes, entonces el cam-
po es biholomrficaaente equivalente a su parte lineal en
la vecindad del punto singular.

En nuestro contexto, el teorema anterior se expresa de
la siguiente manera.

TEORENA 5.1 -{de Poincaré - otra foramulacian)

Sea 0 un punto singular no degenerado de la ecuacidn
{3.1),y supongasos que el nimero caracteristico del punto
singular 0 es distinto de un entero, de la inversa de un
entero o de un nimero negativo. Entonces en una vecindad
del origen la ecuacidn {5.1) es analiticamente equivalen-
te a su parte lineal; es decir, en la vecindad V existe
una carta {¢,n) en 13 que la ecuacidn {(5.1) toma la forma

in
5

< .. (5.2)

Separatrices complejas .

Sea « una ecuacion de la forma (5.1) y supongamos que
existe solasente un nimero finito de soluciones que se
prolongan analiticasente al punto singular 0. Cada una de
dichas soluciones ¥ se denomina separatriz compleja del
punto 0 y a launion YU { 0} se le conoce como sepa-
ratriz cospleta. A las componentes conexas de 1a intersec-
tibn de una vecindad del punto singular en una separatriz
cospleta, con una vecindad total del punto singular,se les
conoce coeo separatrices locales.

CORDLARID 5.2 -(al teorema de Poincaré)

Sea 0 un punto singular no degenerado de la ecuacion
{5.1) y sea A su nimero caracteristico, Ia L # 0. Enton-
ces el punto singular 0 tiene precisasente dos separa-
trices locales en las cuales se acusulan las soluciones
restantes, con condicion inicial suficientemente proxima
al origen.

DEMOSTRACION :
Por el teoresa de Poincaré existe una carta (€») en la
cual la ecuacidon (5.1) toma la forma

4n

AL
it ¥

e

Integrando con respecto a ¥ se tiene

A
J"# in= -?-dz

de donde
logny = A{logg + k) , k=cte.

niE) = ¢ gt cecte el

andlogamente, al integrar con respecto a v , se tiene

%o c=cte. v (5.4)

El(7) = ¢’y
Asi, las soluciones de la ecuacidn (5.2} toman la forea
{3.3) o (3.4),

Toda solucidn de la forma q(g) = cg* parac=10, se
acusula en la separatriz {7= 0 }, En efecto, cuando €
rodea una vez al origen, el valor v {§) de la funcion 7
se aultiplica por €™ o por é™* dependiendo de la di-
reccion del rodeo :

() = ¢ gt

= e-l(lqﬁhv'.(hgiuwk)) kel

120k
= cele™™ | keZ

cono lal# 0 , " 0 ¢™* tiene addulo menor que uno. Por
consiquiente, conforse ads veces se rodee al origen (en
la direccidn apropiada) mds cerca se estara de la separa-
triz {7 = 0 }. Andlogamente, las soluciones de la forma
g = c'q”“ para ¢’ # 0 se acusulan en la separatri:
{e=101.

d) Prolongacidn analitica de soluciones .

TEORENA 5.3-{de prolongacidn analitica)

Cada solucionr ¥ de la ecuacidn «~¢ ul“ se puede prolon-
gar hasta la frontera de cualquier bola contenida en la
carta afin.



DEMOSTRACION :
Vista como grifica de la funcion w(z) , cada solucidn

¥, de ~e.{, tiene coso puntos de ramificacidon a aquellos
puntos q tales que R(q) = 0, Esquemdticamente,

CY)]

T(
e de
X

Como 8iw{z),z) es un polinomio , entonces la cantidad
de puntos de rasificacion de la solucidn ¢, forma un con-
junto discreto. Asi, podemos construir un rayo & en el
plano : que no pase por la proyeccion, en dicho plano,
de loc puntos singulares de la ecuacidn « ni por los
puntos de ramificacion de 1a solucion '€, .

El comienzo &el rayo coincide con 1a proyeccion del punto
p=(z,,m,) esdecir, f=ri vz y “@}f {ritz, miritz,))
re [0y), y ademds, Plrz +z ,mir2 +z,)) =0 y
Blrz +z, wiri +20) =0 .

La solucion ¥, alcanza una prolongacion univaluada en

algun intervalo semiabierto I c f que contiene a la pro-

yeccion de p = (z,,m,) ; sea I, el intervalo maximal

con dichas caracteristicas. Afirmasos que o bien I, =4

o bien sobre I, la solucion ¥, tiende al infinito con w

; en el primer caso, se tiene que 1, contiene a la pro-
yeccion de un punto reqular de €, , o a la de un punto de
rasificacion, en el segundo caso, —l—. contiene a la pro-
yeccion de un punto singular de « .
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5.2  DENSIDAD DE LAS SOLUCIONES EN UNA VECINDAD
DE LA SOLUCION AL INFINITO .

Retoaesos el grupo especial JP de transformaciones de
holonomia en el infinito para la ecuacion « . La condi-
cion 3 sobre o< nos dice que el grupo J satisface el
lema 3.3. Asi, sean U y ¥ coao en el lema 3.3, p,q puntos
arbitrarios en U y v=X{g) /S (p) . Claramente p es
elesento del conjunto UNV'lU = { g ;%(q) ¢ {vipl. For
la condicién 2 sabemos que el grupo generado por v,...,%
s {Miyeesyv, 2, e5 denso en C', de modo que ve.P',donde
P'= (v_,—z) . Por el lema 3.3 existe una sucesion
EGP tal que pe Oh para 0 suficientemente grande vy
F, (5) tiende uniforsesente a vs , F (S} % vy ; por
consiguiente, £ (Stp}) —5x(q) =v¥ip). Lo anterior impli
ca que en la solucion ‘¢, existe una sucesion de puntos
tienden al punto q , pues If,s?y, por 1a proposicion 1.3,
Fy(p) es un elesento de la interseccion de la transver-
sal (f,a) con %, . Asi, como q se eligio arbitraria-
sente en U, se tiene que para cada q en U existe una
sucesion de puntos en ‘?P que tienden a q vy, por consi-
guiente, ¢, es densa en alguna vecindad 0 del punto

‘e TNE, .

5.3 DENSIDAD, DE LAS SOLUCIONES EN cP*.

Una vez que hemos demostrado l1a densidad de las solu-
ciones en una vecindad de la solucion al infinito, quisie-
ramos extender este resultado a todo CP. Denotesos por
<€) al espacio CP *del cual se han extraido los puntos
singulares de la ecuacion « y sea ¥ una solucion de la
ecuacion « distinta de F_. Vamos a demostrar que la ce-
rradura € de ¥ coincide con CP*.

Sea g un elemento de {1 arbitraric . Dbservamos que
pedir que qe¢ © es equivalente a que ‘P‘e @ . 5 ambas
soluciones tienen interseccion no vacia con la vecindad
0 definida en la seccion anterior, entonces ‘f;c ¢
cono ¥ es densaen D y ‘ﬂ Nl 0#4, entonces ‘91(5)4‘-?
para un nimero infinito de s tales que ‘P%(s)ﬂﬂ £e .
fsi, por la continuidad con respecto de condiciones ini-
ciales ‘ﬂ‘c@ .

Supongamos ahora que ‘Y ND = @ y observeaps que es
equivalente a suponer que



#nE,= ¢ ver (5,50

(recordemos que F, es l1a solucion al infinito y por con-
siquiente no contiene puntos singulares). La siguiente
proposicidn, aunads a la condicion 4 subre « , nos per-
aitirdn concluir que siempre se tiene que N0 =& ,

PROPDSICION 5.4 -

La condician PNF =¢ iaplica que la solucion ¥ de
la ecuacitn ~ .4, es una curva algebraica,

DEMOSTRACION :

Dempstraremos que la curva ¥ es cerrada en.). De aqui
se sigue que ¥ es una curva algebraica pues Vel
consiste de un nimero finito de puntos.

Supongamos que l1a curva Y no es cerrada en ). y sea
fc YN (Q\Y) # 2, Entonces ‘ch‘? y de (5.5) se sigue
que

€nE = ¢ .. (5.8)

Por el teorema de prolongacidn amalitica de soluciones ,
‘:", tiene puntos cosunes con la solucion al infinito, sin
eabargo,la condicion (5.6) nos dice que dichos puntos son
singulares. Sea a, uno de éstos. Por ser « una ecuacion
fe Xuday-Verenov, los puntos singulares al infinito cum-
plen con las condiciones del corolarioc al teorema de
Poincare, por 1o que la condicidn (5.6) isplica que 'Y} es
separatriz del punto singular a, . Asi, toda solucion
se acusula en F, . En particular, ¢ se encuentra entre
dichas soluciones y, puesto que a, e ‘?QCQ , Se contra-
dice la condicion (5.5). Por consiguiente, ¢ es cerrada.

.

De esta manera, si resusimos los resultados obtenidos,
habresos demostrado el siquiente teorema.

TEOREMA 5.5 -(de Xuday-Verenov)

Para ecuaciones genericas «<c4, , n . 2, cada solucion ,
salvo la solucion al infinito, es densa en CP* .,

3

Vaaos a demostrar ahora que, en efecto, las condiciones
que cusple una ecuacidh de Xuday-Verenov son genéricas e
J,,.Suponganus por un momento que ya heaos desostrads gu:
v; =" donde J; es el nimera caracteristico del punto
singular 3.

PROPDSICION 5.6-

La condicién de que el subgrupo de C de niseros coe-
plejos bajo la multiplicacidn, generado por los nuseros
V,-=e'““", j=%y4...,0 , sea denso en € , se cusple para
casi todo elesento (4 ,...,4a) en L7,

DEMOSTRACION :
Basta demostrarlo para el caso en que n = 2.
Observeaos que la densidad del conjunto (q"v:‘; {k, ,k,)
en Z} en C, estd basada en las siguientes condiciones :
Sea v =€™Y, j=1,2, Entonces,
1) cualesquiera dos vectores elegidos entre 1,4,,4. no
son colineales en C , es decir, 4;¢ W, j=1,2, y L.¢ AR
2) I=al+b4, , donde a,b y a/b son irracionales,

Estas condiciones hacen que el grupo generade por 1, 4,},
bajo la adicién, sea denso en C y ,en consecuencia, el
grupo generado por v, y v, bajo la multiplicacion es tas-
bién denso en C .

1.

la condician de. qu'é' IV # 1, es equivalente a pedir
In4; = 0, lo cual es claramente una condicion generica.

A continuacicon demostrareaos que cuando se habla de que
no exista mas solucidn algebraica que la solucidn al in-
finito, se esta hablando de una condicidn genérica.

.

PROPOSICION 5.7 -

Pensemos en o{, coao e} espacio de los coeficientes de
los polinoaios P y @ de la ecuacion (1.1). El conjun-
to de puntos Ne.{ para los cuales la ecuacidn correspon-
diente (1.1) tiene por lo menos una solucicn algebraica,
no contiene a ninguna region del espacin «4,,



DENOSTRACION :
Supongamos primero que M{z,m) = 0 es una solucion de

la ecuacidn

dw _ Plz,w)
o= — =

itz Alz,m

donde M es un polinomio irreducible de grado m.Entonces
,puesto que enM=0 ,

d'_ Hz P

dz M, @
Y

PH+ OM = 0

Como P y 8 son polinosios de grado n se tiene que (si de-
notamos por o (.) el grado de un polinomio)

2PN+ ON,) =N ) ¢n -1

y,coso PH + OM, se anula en {z,m{z)) y N es irreducible
entonces PM + @M, estd en el ideal generado por M y

PH*+ OM, = Nizyw)(b,Z*¢ b W'+ ... +b,) ...(57)

con £ = nintl)/2 .,

Por otra parte, si existen polinomios P,8 y N (con P y
@ de grado n) y nimeros b;, j=l,..., , tales que se cus-
ple la igualdad (5.7), entonces M es una integral de la
ecuacion o .

Sean & ,...,a., r = (at])(a42)/2 , los coeficientes
del polinomio W(z,w) y a ,...,3_, k=intl)(nt2), los
coeficientes de los polinomios P y 8 ({ en ese orden )
Consideremos ahora el espacio complejo CZT de disension
(nt1) (n$2)/2 + (at})(at2)/2 formado por las variables

Bopeeny® 4@ yeeegd b qoady

La relacion (5.7) define una variedad algebraica 7-67.
Como variedad algebralca,ﬁrvbuede desculpnnerse como una
susa finita de variedades irreducibles J =J+ ...+J
La proyeccidn n; (4 } sobre el subespacio a ,...,a  es,
3 su vez, una variedad algebraica.Como existen ecuaciones
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de la forma dw/dz = P / @ que no admiten soluciones al-
gebraicas, se tiene que n, (47 tiene dimension no mayor
que (n+])(n+2)-1 ,

.

De esta manera, queda demostrada la siguiente proposi-
cion :

PROPDSICION 5.8 -

Las ecuaciones de Xuday-Verenov son genéricas en 94L .

3.4 LA RELACION v;= €™5Y LA PRINERA VARIACION DE LA

SOLUCION AL INFINITO CON RESPECTD A CONDICIONES INICIALES

& 1o largo de la seccion hemos hecho referencia varias
veces al hecho de que los valores f°10) = pueden escri-
birse de la forma €% donde 4; denota al nusero caracte-
ristico del punto singular a,. Este resultado puede de-
ducirse apartir de las condiciones 2y 3, las cuales nos
persiten aplicar el teorema de Poincare. Sin esbargo, no-
sotros daresos un razonasiento distinto que, si bien re-
sulta ads largo, nos permite concluir ciertos resultados
que mds adelante usaremps. Para ello, vasos a calcular la
primera variacion de 1a solucion al infinito con respecto
a condiciones iniciales :

Recordemos que en )2 carta (z,,w,) (1.2}, la ecuacidn
(1.1) toma la foraa

~

dz. 2,8

d, wi-P
y piw) =u|‘5-'ls |‘ Y

Vasos a calcular la matriz de la parte lineal ‘de
2,8/ wT@-F) : el desarrollo de z,Q(z, ,w,) alrede-
dor del punto (0,a;) toma la forma

z 5(1,,» ) = iis (w)z , donde S, es un polinomio en
w, alrededor de a; . Asi, Sfa) es la parte lineal de
z D(z.,u ) con respecto a z, y,como0 O(z,,u ) -:Z S (q)z
sentonces 0(0 ;) =5 1a) .,

Por otro lado, la parte lineal en w alrededor de a,

es cero, pues
20tz 0,0 = Z_R(z)(w-a)



R (z)(w,-a,) eslaparte lineal y R (0) = 0. Por ul-
txno, para uﬂ - P se tiene que el desarrollo alrededor
de a, es

aet

WB-F1 Vlw) = 2w - g

de sodo que el termino «,(w -a;) se obtiene considerando
la derivada de ptw) en el punto a;, p'(a;) .
De esta manera, la matriz buscada es

2(0,a,) 0
oo (5.8)
. p'la,)

donde el punto sedala un elemento gue no nos interesa co-
nocer. Asi,el ndmero caracteristico en este caso resulta

" p'a) e (5.9)

Haciendo uso de un teorema de variable coampleja gue
afirma que si se tiene una funcidn analitica uniforee,que
solo tiene polos y puntos singulares aislados, entonces
la suma de sus residuos es cerp, vamos a demostrar que

nH

g.'**':l cer (5.10)
Recordemos que el residuo de una funcion g en un polp
a; de orden a esta dado por

Restg,a;) = Litw=a, g §™) ta-D11(a))

de manera que si g:= 510,-,) / p(n,), entonces a={ {pues
a es un cero sisple de piw,)) y
Res(q,aj) = [(u‘-qi)ako.n|) / p(u‘)]lr
___Blom)
plw ) / {w,-a;)

a;

= B0,a,) / p'la,)

= A
Como ‘ﬁ(o,u‘l / pin,) no tiene mds polos que los pun-
tos a;,yenel infinito se tiene que Res(g(w, },@ ) =
= Res(-¥ g(w,),0) = -1 , entonces :E; 4 -1=0 ,de

=

donde se deduce la expresinn (5,103,
El cnclente giw,) = 0(0 w,) /plw) puede expresarse
coRo }‘__._ (observasos que 2(p) Y2 (@) ). Asi,

-a;
s
net

Wow) 2 Hniw-a)
plw) plw,)

y, evaluando en a; ,

B0,a;) =% Ta-a,)

x
[

por lo tanto,

_ R0 G0,y
il (a,-a,) 'p'(a‘.) )

De aqui se obtiene la siguiente expresicn para g :

A
giw,} = Q(O,u )/ pin )} -jz- w3y eee (3.10)

Para encontrar la expresion que estamos buscando nece-
sitamos calcular la primera variacidn de la solucidn al
infinito ( z = 0 ). Recordareaos brevesente como se ob-
tiene dicha variacion :

Supongamos que se tiene la ecuacion diferencial anali-
tica dx/dt = 6{t,x} y supongamos que la curva (t,p(t)}
es solucidn de la ecuacidn. Sea z =¥- p, donde satis-
tace la ecuacion, entpnces

dz. 4P &= 5(t,%) -Blt,p(t)
y
9L = Bit,z2¢plt)) - Blt,p(t))

de aqui,§%= G,(t,ptt))z + ollzi), por lo que la ecuacion
de primera variacion para (t,pit)) es

dz -
:%=- B (t,plt)z .
Asi, dado que en nuestro caso la ecuacion es

oz, _ 2,00z, W)
dw, u,i(z,,n,) -'F(z,,u,)

1a solucidn (t,p(t)) estard dada por la solucion al in-
finito F, = F (w,} = {{w ,0)}. Si denotamos por z'(w,) a
la prinera variacion de F, , Ja ecuacich variacional ,
gz/dw = B, (w ,F (w))z', es

33



A}

i 2,0z, ) )
dw Z( 0(1,,-,) - ?(z,,n,)

Lo

=Mz'
plw )*

Tio,m,)
f——
pin)
Por consiquiente,

9Z= gin, 02" ver15.12)

Para encontrar la expresidn de la primera variacicn obser-
vanos que por (5.11) ,la ecuacion (5.12) tiene la forma

i
A
i =2 e,
si ahora integramos la ecuacion con condicion inicial
z'(a) = 1, obtenemos

bl
log 2’ =Zx,(log(n,-a.) - logla-a;))

3 loq(;.—&) )

38

y por consiguiente,

nat

=17 ",‘.,‘ v 15.13)

Observeaos que esta ultima relacidn tiene la caracteris-
tica de reunir en una sola expresion la informacidn de
los valores caracteristicos y de los puntos singulares a
al infinito . 5i ahora consideramos la primera variacidn
a lo largo de un lazo ; se tiene que

log z“(w;) =15‘ J“",=x,-2ni

Por consiguiente,

A;ewd
2'(n,) ="

Comp hemos considerado la prolongacion a lo largo del
lazo u; , la primera variacidn coincide justasente con
el coeficiente del término lineal del j-ésimo generador
#; del grupo de holonoaia , es decir,

:nl 4;

£10) = = . v 5. 14)

349
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6. CONDICIONES NECESARIAS PARA LA
EQUIVALENCIA TOPOLOGICA DE ECUACIONES

En esta seccion veremos que en la clase de ecuaciones

» n0o existen ecuaciones estructuralaente estables; este
resultado sin eabargn, se vuelve mds interesante si pode-
aos dar una relacion explicita entre aquellas ecuaciones
que son topoldgicamente equivalentes, pues de esta manera
habremos establecido condiciones necesarias para la equi-
valencia topologica de dos ecuaciones en Ay . Eapezare-
po5 por demostrar la inestabilidad estructural de las
ecuaciones «< 4 para n y2.

6.1 EBUIVALENCIA TOPOLOGICA Y RIGIDEZ .

TEOREMA 6.1 -
En la clase¢44 no hay ecuaciones estructuralaente esta-

bles para n 2.

DEMOSTRACION :

Observeaos que basta desostrar el teorema para un sub-
conjunto denso decA( .Asi’y restringiresos la demostracion
al subconjunto J,,' de a/,, . Supongasos que « y «’e./[son
dos ecuaciones topologicamente equivalentes y sea F, la
solucidn marcada al infinito {una vez elegidos los gene-
radores 4. en el grupo m (F )); entonces F.= H(E ) (con

generadorES/gﬁ Hix)).Por el lesa {.1, los grupos de holo-

noaia £ y % son topoldgicamente equivalentes, y, coso
consecuencia del teorema 4.1 (o del corolario 4.3), las
partes lineales en el cero de las transformaciones de re-
torno f_y f_, se hallan ligadas por la relacion

£L00) = (k) (0) = £ 101 1E (0)1°
o a Jat Ja

o bien por la relacidn

' _ f TRV [}

£.00) = (kf )" (0) 100" (0

{cuando el hoseosorfiseo que conjuga a los grupos no pre-
serva la orientacion). De esta manera, si v; = £/10), se
obtiene la relacion

(W yeeryw) = (v 19w i)

sin eabargo, los valores v; Igf’ pueden alterarse arbitra-
riasente glgla+§, ¢s L, 1o que descarta la posibilidad

de que la ecuacioh « sea una ecuacion estructuralaente

estable,

1.

El siquiente teorema nos dice que para ecuaciones gené-
ricas, « y .z'cjn, 5i « y «’ son topologicasente equivalen-
tes, entonces sus valores caracteristicos estan relaciona-
dos por una transformacion MR-lineal de C en si misac.

TEOREMR 6.2 -

Supongasos que las ecuaciones e y~”¢~4L no tienen so-
luciones algebraicas salvo la recta al infinito. Sean
(Jv,...,amﬂ) Y (greeeidy,) las colecciones de los ndse-
ros caracteristicos de los puntos singulares al infinito
de « y «' respectivasente, para los cuales Ia ) #0,
a=1,2. Supongamos, por dltiso, que las ecuaciones « y o'
son topologicamente equivalentes. Entonces, existe una

transforsacion [R-lineal
AL L AL=]
tal que
Alyyenedh) = Ugpeen A) on (D)

(observamos que esta dltima igualdad expresa la dependen-
cia de las colecciones ).

La demostracion de este teorema resulta un poco larga,
pues aunque el corolario 4.4 de la seccion 4.5 nos propor
ciona buena parte del resultado, se requieren todavia al-
gunos arguaentos que es necesario hacer con cuidado. Pri-
aeramente , vamos a demostrar un hecho general sobre la
equivalencia topoldgica de foliaciones que nos persitira
hacer uso del corolario 4.4 .



6.2 PRESERVACION DE LA ORIENTACION

LEMA 6.3 -

Sean
1} Dos ecuaciones diferenciales analiticase« y «' con sus
respectivas regiones () yQ)' < [ y ligadas por el ho-
sepaorfiseo H : (L --+ )" .
2) Las ecuaciones « y «' tienen un punto singular no de
generado 3 y £'= H(B) con numeros caracteristicos no rea-
les.

Sea pectL un punto regular arbitrario de la ecuacidn

oy p' =Hip), T y [ transversales a las soluciones
%i,,Y;‘.en los purtos p y p’ respectivasente, y h
h :iryp) ===+ (ry,p’) el homeomorfisao definido por el dia-
grama conautativo (1.53). Entonces los siquientes homeomor
fisaos conservan cospletamente 1a orientacidn o la invier
ten cospletamente :

1) Los homeomorfismos Hl, para toda hoja \f) .

2) Los homeomorfismos h:{r,p) --» {ryp’) para todo pun-
to p y transversal ",

3) Los homeomorfismos h :(r,p) --» (T,p') vy Hi‘k .

DEMDSTRACION :

Para desostrar las afirmaciones 1y 2 no es necesaria
la condicidn 2
1) La prisera afirmacion resulta insediata en el casoc en
el gue las ecvaciones « y «' originan foliaciones estan-

dar w=cte.
w W
h
) ———

— ——

(I

z

Il

Supongamos ahora que, localmente {es decir, consideran-
do un abierto conexo U de £ ), H tiene una orientacidn
positiva en un punto p; entonces, por continuidad, existe
una vecindad de p en la cual se tiene 1a sisma orienta-
tidn que en p . Analogamente, si existe un punto en el
cual H tiene orientacion negativa, existe una vecindad
de q enlacual H tiene l1a misma orientacion. Asi,lo-
calsente, el conjunto donde MW preserva orientacicn es
abierto y el conjunto donde la invierte tashién es abier-
to. Por consiguiente, como U es conexo, alguro de los dos
es vacio. Este arguaento es local, pero la conexidad de
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0 y el hecho de que los cambios de coordenadas sean ho-
loaorfos (por lo que preservan orientacidn), nos permiten
concluir lo deseado.

Observamos que se tiene una afirmacion analoga a la
afirsacidn 1 en el caso de que se tiene una foliacion ar-
bitraria cuyas hojas son orientables.

2) Vamos ahora a dempstrar la afirmacion 2. Para ello
considereans dos puntos regulares py g e y F.F, dos
transversales a y‘g’ , respectivamente, para las cua-
les el homeomorfismo hi , conserva la orientecicn. Debe-
mos desostrar que también hl(ﬁn\preserva la orientacidn.

Sea { p(s) } una curva simple que no contiene a ningdn
punto singular de la ecuacion « , p(0} =p y pil) =q;
sea {T(s)apls) } wuna familia continua de transversa-
les a las hojas“iun‘y considereasos M =J}{Lg(s),p(s))

an

Observamos que, de manera natural, se ha construido una
foliacion del espacioc m por hojas (T(s),pis)).

Sea p'(s) = Hipls)), {(r'(s), p'(s)} una familia con-
tinua de transversales y considereaos M'= BT (s),p (8))

. 3¢ Ce,)
El homeomorfismo

il

definido como hj, .* h\ﬂ‘LPﬁ»' transfor,i la foliacidn
por transversales (r{s),pis)) en la foliacion por trans-
versales {T'{s),p'(s)). La afirmacidn 2 se deduce ahora
de la observacion que hicimos al finalizar la demostra-

cion de 1.

3) Observemos primero que la afirmacion 3 no se cumple
para foliaciones estandar del bidisco {{z,w);izIC1, w1}
Consideremos las foliaciones estandar w=cte.,la folia-
cidn z=cte. y el hoseomorfisso Hiz_,w.) = {z_ ,w,). H
invierte la orientacidon,sin esbargo, h =n fo:ﬂ;,5-~|7tw‘,
es la identidad y por lo tanto no invierte orientacion.



w w

H
—

= -
=5 1

; “ 2esDOBLANDO 1", CADA NOJA SE VE COMO

H
—T T

Para demostrar la afirmacion 3 necesitamos usar la con-

dicidon 2, que nos permite usar el teoresa de Poincaré.fsi,

puesto que 7 y ' son puntos singulares no degenerados de
« Yy «', Cuyos niimeros caracteristicos son no reales ,
existe una carta (f,q) en una vecindad D de 7 en la que
o« tiene una expresion lineal y el punto 5 tiene separa-
trices locales ¥ = {9=0} y ¥={¢ =0}, Sean D'=
= HiO) ,¥',n',¢,¥, los elementos anilogos para la ecua-
cion «', Por el corolario al teoresa de Poincar€, toda
solucion de la ecuacidn «< que se aproxime a § se acusu-
la en las separatrices Y y Y ; lo mismp sucede para la
ecuacian «', Por esta razdn, el homeosorfismo H trans-
forma separatrices en separatrices ( pues H manda suce-
siones convergentes en sucesiones convergentes): ' = H(¥)
WzHIY). Sea pe, p =(5,,0), M= {¥=X}, p'= Hiplc'®'
p' = (%,,0) (ohservamos que la solucion al infinito va en
la solucidn al infinito y por elle p' = (¢',01,('=
{¢'=5} vy supongamos, por ultimo, que el homeomor{ismo
HIV’ A ,;m preserva orientacion. Vamos a demostrar
que h: (r,p) --» {F,p') tasmbién preserva orientacion .
Observamos que, por la afirmacion 2, basta hacerlo en la
vecindad de 1a solucion al infinito.

n

1
H
—_
F 3
r={g
I o
G ruie
/h_ﬂ #
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Sean ve ¥ , v = { (5,7) = (0.46Y 5 te (0,12, £30 }
vel, v= 1 (g,1) = (0,08") ; te [0,1], PX0 ) Fec¥' Fel'
los andlogos para «~'; adeads sea v'z Hiv)e W \p' y v',
v' = hiv)e O'\p’

——

ISR

Observamos que H(¥) =‘f'y que, por lo tanto, H(D\?) =
0°'\¢' ; por consiguiente, el hecho de que v y v, sean li-
bremente homotdpicas en 0 \¢ implica que v'yv,' son li-
bresente homotdpicas en D'\’ (la hosotopia estaria dada
por HO¢h' donde X denota la homotopia de v, a v). Por
la afirmacion 1 sabemos que H'v preserva orientacion
{y por ser homeosorfisao preserva grupo fundamental) por
lo que $ y v son libreaente homotopicas. Esto nos indica
que v y v/ son libresente homotdpicas (pues vy v',vy S
son libremente homotopicas respectivamente). En resumen,
V, y ¥ son libresente homotopicas en T'\ p’ y sabesos
que ¥ por definicion estid orientado como v, , por lo tanto
el hoseomorfismo h :{r,p) --= (T",p') preserva orienta-
cidn,

/1,
6.3 DENDSTRACION DEL TEOREMA 4.2 “WODULO Z*
Hacemos notar que basta demostrar el teorema 6.2 para

el caso en el que el hoseosorfismo HI‘ preserva orienta-
cion, En caso contrario, en lugar de la ecuacion «' puede



pensarse en la ecuacion < ligada a «' por medio de la

conjugacion Ifz, ,w ) = (Z,,w ); el homeosorfisso I-Hl,:

preserva orientacion. La coleccidn de puntos singulares
al infinito de la ecuacion < se obtiene de la coleccidn

A correspondiente a la ecuacidn<' por sedio de la conju-
gacion.Por esta razon,si la afirsacidn del teorema 6.2 se
cumple para las ecuaciones « y ', entonces se cuaple pa-
ra las ecuaciones « y «'.

Asumamos entonces que el homeomorfismo Hj. preserva
orientacion. Como vimos antes, HIE ) = F, y.,‘ si los la-
20s 4, 4 j=1,...,n , son generadores candnicos paraw,(If )
entonces Ag.'= Hiu} son generadores para wi{E,) (cada uno
rodea a un punto singular al infinito de la forma Hia;)).

Sean f; =f 'y f,=f  las transformaciones de re-
torno correspondientes a los lazos s y u'. Por el lema
1, toda transformacidn f, estd ligada a £, con el aiseo
hoseomorfisso h y,por el lesa 6.3, h preserva orientacion
Adeaas,por la expresion (5.14), sabemos que cualquier v, =
= $'(0) es igual ac"u“", a=1,2. Por la afirmacidn 1 del
corolario 4.4,existe una transformacion lineal A t --*‘C

Al = 1, y una coleccion de enteros d; tal que
A, =4, + 4 e (6,2)

Esta afirsacidn es justamente la afirmacion (6.2) “acdulo
Z*; asi, si logramos demostrar que &= 0 , habreaos ter-
ninado.

6.4 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LY L + &

Para deaostrar que &;="0 en la expresion (6.2), vamos a

dar un criterio que nos permita distinquir entre el y

é"%*8), para ello usaremos razonamietos bisicos de ho-
aotopia de curvas.

Sea « una ecuacion diferencial analitica en la region
le C’,; un punto singular de la ecuacidn « con nusero
taracteristico £ tal que Iat# 0, Asi, por el teoresa
de Poincaré, existe una vecindad U, de § en la cual «
tiene una expresion lineal y existen separatrices?, yY,
en las que se acumulan las seoluciones ‘restantes de la

ecuacion con condicion inicial suficientemente cercana
al punto sigular, 5ea ® >, una separatrizy ac% un
punto arbitrario. En caso de que sea necesario restringi-
reaos 1a vecindad V =1l , aeV, de manera que la inter-

38

seccion VNY sea uno-conexa y la diferencia V \ (UY)
sea hoaeomorfa al espacio C' menos una *cruz coordenada’
es decir, homotopicamente equivalente al toro T*. Sea
Ttc V, transversal a'f en el punte a , pel . Por la
conautatividad del grupo fundamental del toro, el niisero
de vueltas del lazo & < V, con punto inicial p,alrededor
de las separtrices € y W define la clase de hosotopia
{x) e niV,p). Consideremos, por dltimo, la proyeccion a
lo largo de la solucidon r: (C,a) --» (r,a). La siguiente
propusicion caracteriza la prolongacion analitica de la
transforsacion v y nos-da la clave para separar el ni-
sero 4 entre los numeros A +4,

PROPOSICIDN 6.4 -

Sea_itc V\ {9UY) el lazo con punto inicial pel,
que rodea una vez a la separatriz't y no rodea ni una so-
la vez a la separatriz ¥ . Entonces , si el lazo & es
suficientemente cercano a ¥ , existe una prolongacion
analitica de la transformacion w a lo largo del lazo i,
tal que, en una carta analitica s en T , el camino wa
tiene los sismos extremos que la curva

Yo= (plt) § te 10,13 3, Seplt) =€™%p ... (6.3

y es hosotdpica aellaen T\ a.

Antes de demostrar la proposicion anterior observemos
gue hesos logrado obtener un criterioc para separar el ni-
sero A de los restantes «+8 , &§ e Z En efecto, si 3,
es otra carta arbitrariaen My N;‘ es el arco

, <1ri (446t

Y= (R0 5 te[0,11 3, 5. plt) =€" 50 ;

entonces si los caminos ¥, y Y,"‘(l,coln en la proposicion
6.4 ) tienen los mismos extremos, Y, yY,'" son homotopicos
si ysolosi §=0.

Demostrareaos ahora la proposicion é.4. Para ello, va-
aos a analizar el caso en el gue el lazo 4 tiene una ex-
presion muy sencilla :

Sea (r,7) una carta que linealiza a 1a ecuacion « en
una vecindad del punto singular p , 1= (¥ =%}, p=(g,n)

it

y sea x, el lazo 4, = { (e ,7,) ; te [0,1] );’s,l‘_='(|r



Si deseamos conocer la proyeccitn v a lo largo de &,
necesitamos calcular 1a solucion que pasa por § y tersina
en § . Asi, por el teoresa d2 Poincare, '

I—'—‘Md!"J’— de

donde ¥ es una curva en, que unevcony, ; asi, 5i 1, =
=lg), se tiene que 1nq - lny = (Inf - 1n§), de don-
de

~ 4
7, =1(%

La prnyecnon w en la carta S, tosa entonces la forma
mE,q) = (—-) y por esta razon, la cosposicion i, se
expresa COmD

amit

njg,= { mige T, y) 5 tel0,11}

= i) telo,1)

es decir,
A= (6, 5 te 10,11}

Hacesos notar que my, coincide con el arco (8.3) enT,
pues por definicion ¥, | =N l y por 1o tanto,€"% .5 =
simidt

=€¥,.-p.
fatgtd

e
g_\ m;il“

=
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Para desostrar la proposicion 6.4 para un lazo arbitra-
rio vasos a usar fuertesente los resultados obtenidos pa-
ra 4 ligados al hecho de que las transforsaciones de re-
torno alrededor de un punto singular resultan ser indepen
dientes del representante de la clase de hosotopia de la-
z0s.

Consideremos I y & transversal y lazo arbitrarios, ta-
les que satisfacen las condiciones de la proposicion 64y
siendo & un lazo, tan cercano a ¥ , que satisface la
siquiente construccion :

Consideremos una proyeccion « de en la solucion ¥ a
lo largo de una familia de transversales a ¥ ;

s <€
%)
-

Ay,

considereaos, adeads, el camino mA el ysea f =Duu;

(
et T

meuau'lp
Por cEvam AN .

si denotamos p' al punto final del camino, entonces, co-
80 consecuencia de lo definido,

pi=fp ol d)

Suponemos ahora que {(r{s),als}) }, s« [0,1], denota
una familia continua de transversales a ¥ , als)c'?,f{0)=
= y =0 ,ysea (K} una fasilia continua de la-
z0s con punto inicial p(s)e T (s), pis)e ¥V \ (¥ UY) ;
adesds, sea y, la proyeccion de 4, sobre € , se (0,11,
H(0) =/7., MA{1) =M ( por sisplicidad denotamos T, por
Tis), 4, por (s}, etcetera ). De manera natural, se tie-
nen definidas, una transforsacion en las transversales

Ay AT yals)) > (T,a00)



una proyeccion a 1o largo de soluciones
m (C\als)) --» (% ,al0))
y una transformacion de retorno
fo: (0,als)) -—- (T ,als))
correspondiente al lazo u ¥ ,con punto inicial ats),li-

bremente homotdpico a u en ¥ (pues asbos rodean a ¥, una
sela vez).

La transformacion de retorno f es independiente del
lazo escogido en [x ], entonces, como 4, y u, son libre-
sente homotdpicos, podesos pensar en el lazo basado en el
punto a(s) y que estd dado por recorrer el camino de
als) a a rodear ¥ con u, y regresar de a, a afs) .
De aqui, la transforsacion {s se puede escribir comn

b= B0

Vagos a demostrar que f_ cumple con una relacion pare-
cida 2 la dada por (6.4), para con ello poder demostrar
que lps caminos Y,m(ver (6.5)) 'y m_ji tienen los mismos
extresos y son hosotdpicos para cada se<([0,1]. Prisero
observamos que, dado que la carta ¥, linealiza a f, , la
carta 5 =% A  linealiza a la transformacibn f_ ; ade-
ads, £ 10) = e | Para verlo, consideremos la derivada
de f en el cero

M (0} = (DA,{)(;M(M,&; DA

Recordesos que A,: (T ,a,) --+ (T ,a ), de sodo que la
proyeccién mlals),0) = 013" = 0, de donde A,10) =0 .

De aqui se sique que f,(A(0)) = £, (0) =€"“0=0 vy,
en consecuencia,
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M, (0) = Df, (0)
Por otra parte, de la expresion (6.9)

wH) = i:('n ' paraqel

de donde,

£ =€
Y

£ =

De agui, la parte lineal de f, es "1, pues £000 =0
Hacemos notar ahora que, tanto el inicio p(s) como el
final p'(s) de los arcos

-anadt
Yun= { plsyt) 5 te 10,11 3, g pitys) =€ gepls) ,

...(65)
satisfacen la relacign p'(s) = f:p(s), pues se tiene que
8+ p(0,5) =%, pls) | ¢.pllys) =é"“\;,p(s) y f enla
carta §, toea la forea f (%) =e""§’ . En resusen, heaos

demostrado que
p'is) = £7pls)

Y, por lo tanto, p'(s) es precisasente el extreso final
de w4, . Por ultiso, los caminos Y, ym, i tienen los
mismaos extremos, pertenecen a [ (s) \ als), dependen con-
tinuasente de s y son homotdpicos para s =0 . Por lo
tanto, Y,.,,, y 1, son homotopicos en T(s) \ als) para
tada se [0,11; en particular, para M1} \ a(l) =0\ a,
Y, .y nj son hosotopicos, que es lo que queriamos demos-
trar.

H.

Antes de poder concluir la demostracion del teorema 6.2
necesitamos un iltiso resultado.

COROLARID 6.5 -

Sean« y -l‘fv/.'dos ecuaciones topologicamente equivalen-
tes, i el hoseoaorfismo que los conjuga, P y 3 = H() los
puntos singulares de las ecuaciones « y «' con nuseros



caracteristicos no reales £ yi, ,@ y @' = H{v) separatri-
ces de los puntos fy F'; a'e?, a'= Hla'le® , My,
transversales a las soluciones en los puntos a' y a* y
h: (f,a") --+ {f,a*} el homeosortisao definido en (1.3)

Sean x4 y u' lazos en¥ ye', basados en a' y a* , que

rodean a los puntos § y 5'una sola vez en direccion posi-
tiva, f y f, las correspondientes transformaciones de

retorno y ‘¢, , X, las cartas que las linealizan. Por il-
tino, sea p <\ a', p=hiplel] y

nidt

o= p (e, ; tel0,00 ) gep (1) =&™% (p), =12

P"'\
Entonces si el hoseomorfismo Hl, preserva orientacion ,
los arcos hY, y YP son hoaotdpicos en rya .

La idea de la demostracion es usar la proposicion 6.4
para HIA) (donde & esta definido como antes), de manera
que pueda extenderse la proyeccion a lo largo de las so-
luciones a un lazo conveniente y, por consiguiente, la
conautatividad del diagrama (1.3) pueda ser extendida a
un dominio que nos permita sacar conclusiones sobre el
cosportamiento de h .

DEMOSTRACION :

Sean U,¥, Y, definidos como antes, U',%’, V', los
objetos andlogos para la ecuacion «', y sea Pel un
punto suficientesente cercano a a'. El hecho de que el
grupo m (V \ (fU%)) sea conmutative, nos dice que la
clase de homotopia [iJe (V¥ \ (PUY)) se define por la
clase libre de hoaotopia de dicho lazo. Consideresos como
representante de dicha clase a un pequefio circulo topold-
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-gico que rodee a la separatriz ¥, una vez en direccion
positiva y que no rodee ni una sola vez a la separatriz
¥ . El hoseomortisso H transforma a 4 en un pequefio
circulo toplogico 4.’ , que rodea una vez a la separatriz
%'z H(Y) vy ninguna vez a la separatriz V' = Hi¥). Pode-
mos suponer que asbos circulos topolagicos 4, y 4, se pro-
yectan hoseomorfasente 2 lo largo de las soluciones sobre
las transversales a las soluciones € y ' .Coso HLf preser-
va orientacion, entonces por el lema 6.3, A, rodea a la
separatriz 9" en direccion positiva. Puesto que todo &

¢ [) es libresente homotdpico a 4, y H preserva orien-
tacion, Ha y A = H(Z) son libremente hosotopicos vy ,
en consecuencia, HZ cusple con las hipotesis de la pro-
posicidn 6.4 (H/ rodea una sola vez a ¥’y ninguna ¥’ )
fisi, las proyecciones n, y m del diagrasa (1.5) se prolon-
gan analiticamente a los lazos < y H, , de modo que ,
extendiendo las vecindades 0 y 0, vy las proyecciones
m, y m, {que denotamos igual por comodidad}, el diagrama
{1,5) conmuta. Asi,hm & =mHx . La proposicion 6.4 afir-
ma que n'(HD vy Y,,‘ son homotopicos en T\ & y que
n'd es homotdpico a Y, ; por lo tanto, como h preserva
orientacion, hn'X es homotdpico a hY, y hua= n'H
es homotopico aYP‘. De aqui se tiene , por fin, que h

es homotdpico a Y, .

/1.
6.5 FIN DE LA DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6.2

Usando los resultados anteriores, la demostracion del
teoresa 6.2 resulta muy sencilla.Sabemos que la condicion
Ind; #0 implica la existencia de una carta que linea-
liza a la transformacion  f :{0,d) --» ([ ,a ), #=1,2
Sea ¥ dicha carta. Coso consecuencia del lema 6.3, el ho-
seonorfisao h preserva orientacion, lo que implica que
los grupos de holonolfaf yf:, de las eruaciones « y '
satisfacen las condiciones del teoresa 4.1. Sea peT, un
punto suficienteaente cercano a a. Denotemos por ¥, <[
al arco de espiral logaritaica

Y= Cplten,; te 10,10 ), xs pit) =€, ()

donde P=pp* hép). Por el corolario 4.4 al teorema
4.1, h¥, es homotdpico en T, \ a® al arco



Y o= (pitels tel0,] 3, plt) = 8l o)
donde ; es como en (6.2). Ahora,como consecuencia del co-
rolario 6.5, hY, y ¥ son homotopicos en T\ a*; los ar-
cos L y I, son entonces homotdpicos en T\ a*, y por
lo tanto, &; = 0. El teorema 6.2 queda demostrado.

1.
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7. RIGIDEL FUERTE : EL CASD DE UNA
FAMILIA MONOPARAMETRICA .

7.1 EL TEOREMA DE RIGIDEZ .

En 13 introduccidn de este trabajo enunciamos el teore-
a2 de la rigidez absoluta. En esta seccidn demostraremos
un teoresa que resulta ser una consecuencia inmediata del
teorena de la rigidez absoluta, pues es la restriccion de
dicho teoremsa al caso en el que se tiene una familia ana-

litica a un pardmretro de ecuaciones. Sin embargo,la deaos-

tracibn de este caso ads sencillo nos proporcionard parte
de las ideas necesarias para demostrar el teorema en su
version mas general.

En esta seccion vamos a considerar una ecuacidn «eu4L
a la cual le imponesos las siguientes condiciones genéri-
cas :

7.a) « es una ecuacion de Xuday-Verenov

7.b) el 2-jet del conmutador [ f_, £ 1 es distinto de
identidad .

7.c) en la vecindad afin (z,w) la ecuacion « tiene n
puntos singulares p. .

T.d) 0.+ ﬁ'lﬁ to , i=lyn

T

Antes de enunciar el teorema veamos que , en efecto,las
condiciones 7.a - 7.d son genericas :

En la seccion 5.3 vimos que la condicion 7.a es genéri-
ca para las ecuaciones «c.4 . Observamos que la condicidn
7.c equivale a pedir que el sistema

tenga n‘raices distintas. El teoresa de Bezout (ver apén-
dice ! ) nos dice que esta condicioh se cumple para pa-
rejas de polinomios genéricos en .4, de grado n.

Por otra parte, la condicion 7.d equivale a pedir que
los sistemas

P=0, @20, Q+p=0

sean linealmente independientes; hacemos notar que ésta

condicidn se cuaple también para parejas genericas (basta
ver lo que sucede con las resultantes de Py Py de @y
8,).

Por dltimo , la condicion 7.5 también se cumple para
ecuaciones qenéricas«x./n coap se ve en la siguiente pro-
posicion,

PROPOSICION 7.1 -

Sea «, ¢ an fija y v una carta en la transversal I ala
solucion al infinito . En una vecindad Ve del punto «,
se encuentra definida una transformacion analitica de V
en C‘,“ $d: V-~ C", tal que, a cada «< V le asocia el
conjunto { £.(0), £°40),..., £7(0), £1(0) ) de los coe-
ticientes de Taylor del 2-jet de las transforsaciones f ,
very f_. Entonces dim®(V) = 2n,

En otras palabras, la proposicion anterior nos dice que
variando la ecuacion 4s4ise pueden variar arbitrariasente
los 2-jet de las n transformaciones en el infinito. La
desostracion del tecrema se sigue de calcular la primera
y sequnda variacion de la solucion al infinito F con
respecto a las condiciones iniciales, En la seccion 5 cal-
culamos ya la primera variacion y obtuvimos que f'(0) =
= €'d5, P P H par} deaostrar la proposicion bastard
con encontrar la expresion de f;(O) . No lo haremos agui.

Foraulemos ahora el teoresa de la rigidez fuerte :

TEDRENA 7.2 - (de la rigidez fuerte)

Sea 4¢J&una ecuacion cualquiera y 94/= {«(t) ) una fa-
milia analitica monoparamétrica definida en una vecindad
DcC del origen, «{0) =«. Supongamos que « es estruc-
turalmente estable en la clase 04/, donde el homeomorfis-
a0 H(t) que conjuga a las ecuaciones .y « {t) tiende
uniforsemente a la identidad cuando t --+ 0. Entonces,si
« ©5 una ecuacion de tipo genérico, entonces o (t) es
afinaente equivalente a « .



Observamos que,cuando decimos que « es de tipo gené-
rico, estasos suponiendo que satisface precisasente las
condiciones 7.a - 7.d descritas al principio de la sec-
cion.

E! conjunto (//_( de ecuaciones ~'e, , afinmente equiva-
lentes a « , constituye una variedad analitica. Si la in-
terseccion ./ N.{ es un subconjunto abierto del conjunto

, entonces por la analiticidad,u{c‘.{. Por esta ra-
z0n, vamos a restringirnos en la desostracioh a la regidn
de definicidn @ de la fanilia of .

7.2 DEPENDENCIA ANRLITICA CON RESPECTO A UN PARAMETRD
DEL HOMEOMORFISND QUE CONJUGA A LOS GRUPDS DE HOLDNONIA

Aplicando el resultade del lesa 2.1, se tiene que para
todo t en una cierta vecindad @ 'del origen, los grupos
marcados de holonosia en el infinitocf«) con generadores
P {-‘M y son conjugados por el homecaorfismo h_, don-
de h.: (rya) --» (r,a) vy se tiene que, para todo pel
para el cual h§p esté definido, el diagrama (1.5) toma

la forma

He

—a« 5,0

Jo

() LN A\

donde 0 es una vecindad del punto base "a’, Asi, por la
consutatividad, wHJYu) = (hmilg) = h (m€.) y, por la

equivalencia topoldgica en la transversal h« (rr?“l = ("P»).*“

La igualdad mH (%) =w¥ _ nos proporciona una igualdad'
P
de conjuntos que mds adelante nos sera de gran utilidad

HY =% (7,10

vre hpeo

(es importante no olvidar que la igualdad anterior repre-
senta 5610 una igualdad de conjuntos)

Vamos a ver que la famsilia de hoseomorfismos es, de he-
cho, una familia analitica de holomorfismos.
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PROPOSICION 7.3 -
La fasilia de homeoporfissos fh } es una familia ana-

litica de holomorfisaos.

DEMDSTRACION :

Las condiciones 7.2 y 7.b  implican que el grupo 7,
tusple con las condiciones del teoreaa 4.5.For esta razén
el hoseomorfiseo h,_ es un holosor+tisao. Ademas, la expre-
sign (4.18) nos permite dar una descripcidn precica deh :
el teorema de Schroeder para la linealizacion de una fa-
milia de transformaciones, nos asegura la existencia de
una familia analitica de cartas (¥,} tal gue la carts
S, linealiza a la funcidn f, El conmutador [fw,f!‘m]

RT
en la carta X, tosa la forma

5, vy, Lty

donde a,{t) es una funcion analitica de t; por la condi-
cién 7.b, se tiene que a_(0) # 0 'y, por consiguiente,
a,lth#0 vy

o 3,8) .
h~=3"-—§"ﬁ~’§, e (7.2

7.3 FOLIACION AUXILIAR .

Vamos a reinterpretar ahora a la familia u?’ coso una
ecuacion diferencial, para con ello construir una folia-
cion auxiliar ® que nos permita demostrar la equivalen-
tia analitica de las ecuaciones « y = {t) .

Una ecuacidn cualquiera « {t) de la familia analitica
,,/c.,/“, se expresa en una vecindad afin (z,w) coso
dw/dz = P{z,w,t) / Q(z,w,t),con P y @ polinimios que de-
penden analiticasente de t. Sea X el producto X = Px O
1a fanilia o se puede interpretar como una ecuacion en X
{ que denotaresos tasbién por ) y que en la region
e K, 0= { (z,w,t) } tosa 1a forea

dn _ Plz,mt) P | S
dt ~ Q(z,w,t) dz

Observamos que la restriccion JL: =« (t.) yquelacon.
dicidn dt/dz = 0 implica que el plano vertical t = cte
es invariante con respecto a ,,/ . A la solucion de la



ecuacion ./{con condiciones iniciales x = (q,t), la de-
not amos

AAC I A

Establecemos que el homeomorfismo H,_es el que lleva
el espacio CP'x{0} en CP'x{t} y que el holomorfisao
h, lleva una vecindad de {(r,a) x(0} en (ra)x=(t},
Denotemos por U_ a la region de definicion de todos los
holomorfisaos de la faeilia ( h 1}, por U, a la regicn
hU, y por Uc T=O'a la regidn

v o=,
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(r,3) % 1o} (ra)xd}

{recordamos que en lema 2.1 se escoge 0 suficientemente
pequeito alrededor de “a” de modo que "a” y r sirven para
considerar J'“))

Con la notacion que hemos mtroducxdn, la expresidn
{7.1) toea la foraa

HY =Y y para todo pe U, te©'...7.3)
4
De manera natural se tiene una foliacion por curvas 7,
de U definidas como

T,= {hp i te@'1 , pell, (7.4

La ecuacion u/tiene puntos singulares en la region ()L
y en la region X \Q). Denotemos por Y al conjunto de
puntos singulares de s en y por Y' al conjunto de
los puntos singulares al infinito de la ecuacion A
Y'c X\, Por la condicion 7.c cada restriccion

«<{t)) = J I es una ecuacion ton n" puntos singula-
res; asi, la venndad O puede suponerse tan pequefda que
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Y consista de n® curvas analiticas ( P, (t) 3 <), para
) PR |

La siguiente proposicion nos asegura la existencia de
una foliacion analitica bidimensional de la variedad
X\ {YUY'Y.Dicha foliacion, resulta ser invariante con
respecto a la ecuacion o4 y transversal a los planos
t=cte. Como veremos mis adelante, la construccion de esta
foliacion es la clave para la demostracidn del teoreea,ya
gue habremos de construir un campo tangente a las hojas
de la foliacion de manera tal, que el flujo fase de di-
cho campo proporcionard la relacidn analitica entre las
ecuaciones «{0) =o¢ y «{t) .

PROPOSICION 7.4 -

En la variedad X\ { YU Y'} se halla definida una fo-
liacion analitica bidimensional ® , invariante con res-
pecto a la ecuacion Jy transversal a los planos t = cte
Cada hoja tiene interseccidn no vacia con U ; 1a hoja ¥,
que contiene al punto pe U, esta definida por la for-
mula

5, LI\P =Y. vee(7.5)
:'VI

DEMDSTRACION :

Observemos primero que HF. = F, + de manera que la

diferencia X \ (.U Y' } es una hoja de 1a foliacion ©®
pues

X\(HUY)-UF = UHF

wo W o
vy, =“U°_E‘\\‘ H
asi, si "a “es el punto base de m, (F,)
g, =V .uq‘F‘,, .
A esta hoja se le denomina hoja al infinito.

Para demostrar la proposicidn 7.4 tenemos que demostrar
los siguientes puntos :



a) Los conjuntos € forman una particidn del conjunto, es
decir,

UE, =XV IYUY ) e (7.6)
rell,

¥ que
o bien 0%, = ¢ o K, =K, LT

b) La particion en conjuntos § es una foliacion analiti-
ta.

Para demostrar la relacion {7.4) hacemos notar que la
vecindad @' puede tomarse tan pequeha que cada ecuacion
«(t) sea del tipo de Xuday-Verenov, asi todas las so-
luciones de la ecuacicn «({t), salve la solucidn al infi-
nito, son densas en CPx {t}. Consideremos un punto q en
X\ (YUY ), entonces ge CP'x{t} para alguna te®'
Sea‘ﬂ" la solucion de « (t) que pasa por q; si ‘2“ no
es la solucion al infinito, entonces ‘Q, es densa en el
producto CP'x (t} e intersecta a U, . Coso U esta fo-
leada por las curvas 7, ,"(’“ intersecta a alguna de ellas
en U, , digamos que xeq‘n‘g#. Por consiguiente,

e =UY%
Qe x, xen,

CPi i}

Asi, LLE’=X\(YUY'}.
Pe
Para demostrar que o bien E'(]E'F é o & =% usamos
la relacion (7.1) pues si  geENE, entonces ¢, v
qe‘P‘w , para alguna pyp' ¢ U; sin esbargo, la rela-
cion (7.1) implica que ge H“{,y be H%, 4 por lo
tanto, p'e€ y =%, .

Demostraremos ahora que la particicn de X\ (YU Y'}
en conjuntos EP es una foliacidn analitica.
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Sean x = (g,t) e XN{YUY ), x'¢ UN® puntos
arbitrarios y ¥<¥_una curva que comienza en x v ter-
aina en x'. Sea T2x un plano transversal a la solucion
Y, , Vc X una vecindad de x a lo largo de la solucidn
de 1a ecuacitn o4 tan pequera que la proyeccidn m
Wi V--»(T,x) deValolargo de la solucion sea una
transformacidn analitica univaluada de rango dos .

(Pxfo}

Esqueadticamente V puede interpretarse coso

Consideremos ahora la transformacion Ay:(T,x) --> (U,x)
de la ecvacidn correspondiente a la curva Y . La trans-
formacion A;n‘.: tV,x) ==+ (U,x') es analitica de rango
dos. La foliacién H de la vecindad (U,x’) induce una
toliacion H, de la vecindad V, H_= (BpT ) H, con
sigue: 2 la hoja de la foliacién W que pasa por el pun-
to ye V ladenotamos ¥,y y se define como

Ny = (A,-n‘_) ('[m'.“)’ﬂ(u,x')) ;

en otras palabras, dada ye<V , se considera la curva en
(Uyx') que pasa por el punto (AsTi ) ly)e¢ (Uyx'), vy se
detine la hoja ',y "jalando" el segaento Q(Af“mﬂ(u.x )

con 1a transforsacion (4,°T, )



‘
Ua T N x)

La foliacidn H, asi definida es analitica pues ALy
T, son analiticas y la foliacion H de U, dada por las
curvas = {hpjte G pe U, tambien es analitica.
Solo nos resta ver que la foliacidn H, vy nuestra folia-
cidn original coinciden.

Sea @, la particion de la vecindad en las componentes
conexas de la interseccidn ¥,0V. La transformacién 4,7,
lleva a la interseccion &NV en el conjunto numerable
de curvas analiticas dado por

*Lﬂjn“r(,.n (Wyx)

Lada una de las intersecciones v,. N\ {,x') es conexa,
por ello la foliacion @, y H, coinciden. La foliacion
obtenida es independiente de la curva Y elegida y ®,
es una foliacion analitica. En consecuencia, ® es una fo-
liacion analitica.
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7.4 CAMPD TANGENTE 4 LA FOLIACION
Y FIN DEL TEOREMA 7.2 .

En esta seccion desostrareaos un leaa que 1splica al
teorema 7.2 . Dicho leaa es el siquiente :

LEMA 7.5 -

Sean la variedad X, la ecuacion u/,, la region 2 v los
conjuntos Y y Y' de puntos singulares tal coms fue-
ron definidos en la seccion anterior . Sea ® la folia-
cidn bidimensional analitica invariante con respecto a la
ecuacion y transversal a los planos t = cte.

Sea *5 =XV {ndY } lahojaal infinito de la fo-
liacion @ . Supongamos, por dltimo que la ecuacibn = {0}
satisface las condiciones 7.c y 7.d . Entonces todas
las ecuaciones = {t) son afinmente equivalentes a la
ecuacidn « (0)

Para demostrar el lema 7.5 es necesaria la siguiente
proposicion :

PROPOSICION 7.6 -
Bajo las condiciones del lesa 7.5, existe un campo W,
definido en la region £ , tangente a las hojas §, de la
foliacion © y que tiene la forma

A(t)-:T + bit)
Wiz,u,t) =
1

donde A(t) : C'-->C' es una matriz analitica y bit)
en L es un vector analitico.

La demostacion de la proposicidn 7.6 nos 1levara un po-
co de tieapo, de modo que optasos por deducir prieero el
lema 7.5 apartir de la proposicion 7.4, y después pasare-
aos a la demostracion de esta ultima.

Supongamos entonces que W es el campo construido en la
proposicion 7.6. El flujo fase g 3 C'x{0} --» Cix ity ,
correspondiente al caspo W, estd definido en el espacio
C'«{t) paratodo te®', ya que da lugar a las ecuacio-



ciones diferenciales no homogeneas
) = anfs] + b

=1 v (1.8)

La linealidad de la ecuacicn (7.8) nos dice que g, es
una transformacidn afin y por lo tanto se prolonga al ho-
lomorfismo

'ﬁ‘ s CP'x (0} -+ CP'« (1}

Como # es tangente a ® , la foliacidn ® es invarian-
te con respecto a la ecuacion (7.8); asi, la interseccion
€, N1 CF'« (0} se transforaa en la interseccidn §,NCP'x {t)
El lema 7.5 queda demostrade apartir de la observacion de
que las intersecciones 5N P> {0} vy E,ﬂCP'x {t} son
solucidn de las ecuaciones « (0} y «(t) respectivasen-
te.

Deaostrareaos ahora la proposicidn 7.6. Lo primero que
veresps es que en X se tiene definida una distribucian
analitica , por planos, que resulta ser integrable.

En cada punto xe X \ { Y U Y'}, consideramos el plano
complejo bidisensional L, tangente a la hoja %, x de
la foliacion @ . En la variedad X se define una distri-
bucion analitica bidisensional X {una distribucidn por
planos) de la siguiente manera :

Sea C} la vecindad afin en CP*, L. ={ (z,,w) } con
{z, W) = (£,%) ysea 02,=C>+O' En la region
la ecuacion 4 da lugar 2l polinoaio vectorial

W= @b, Pzwt), 00 ;
en la region.2, la ecuacidn 4 da lugar al campo
W= (Bfz,mt), Blzwmt), 00,

donde f" y 'l‘!. son polinosios que dependen analiticamente
de t y tienen la forma

8, (2w ,t) = 2008, 1)

Pz, t) = IF0E, 5L - £ PE,S ]
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Esta expresiones se deducen de la expresion 11,3

gz_._ z,a
in, wi-F

con FPlz,,m) = LPE%) Qiz, ) = 2005 %0,
Sustituyendo se tiene , para cada t,

dn A
dn, W, (Rl 8, t) - £ P )

g, BeE
dw, T IER(E,% 0 - £ PlE,% 0D L (09

Puesto que los planos L, y t = cte. son transversa-
les en cada punto (z,m,t) = xc¢ €L\ Y (ya que la folia-
cidn ® es transversal a los planes t = cte.) se encuen-
tra definida una funcidn R(x) tal que el plano L sa-
tisface la ecuacion

w (x) = P{x) dz - B{x) dw + Rix) dt = 0 ,..17.10)

Aclareaos : las rectas (complejas) tangentes a la folia-
cion de CP'x {t} dada por las soluciones ¥, =% .4 de
la ecuacion « (t), satisfacen Plx) dz - Qlx) dw =0 .
fAsi, puesto que la foliacidn ® es transversal a los pla-
nos t = cte., entohces los planos L, también lo son y
por consiquiente, deberan tener componente en t distin-
ta de cero.

d\V\
a Poodz - Quidw + Readt +0

7

PEM¥z-Qdw =0




Debido a que la distribucion & es analitica, se tiene
que R es una funcibn analitica en «2 \ Y. Como Y es
un conjunto analiticc de codimensioh mayor gue uno, la
funcidn R se prolonga analiticamente a todo m . Andlo-
gamente, en la region ) la distribucion £ y prescribe
la forma

wix) = Blx) dz,- 0, (x) dw + R (x) 0t ...(7.10)

donde R, es una funcidn analitica en.,. Vasos a deaos-
trar ahora que R {, =0

E) plano (z,=03) ={ (w,0,t) } es la cerrradura de la
hoja al infinito \Z‘;= Y\ (Y}, es decir, { 2,20 )=
=FUY por esta razfn, para todo xef{z,=0 )}, el

plano L, contiene al vector {0,0,1) <{hacesos notar que

el punto (0,0) satisface P (x) dz - @ dw = 0 , de manera
que , por la transversalidad de L, , el vector (0,0,1)

debe estar contenido en L,). Asi, para el vector (0,0,1)
la igualdad (7.11) implica que R, {x) = 0, Por lo tan-

to, R||z= 0.

Nuestro siguiente objetivo es ver que Ry R son poli-
nomios y, adeads, gue Rly = 0, va que, de esta manera,po
drenos hacer uso de un teoresa relacionadoe con curvas al-

gebraicas (el teorema de Noether} que nos asegura la exis-

tencia de polinomios L, (z,w) y L, (z,w) tales que
Riz,myt) = B(z,w,tiL  (z\w) + Plz,m, )L, (z,w). Apartir
de esta expresion quedara demostrada la proposicidn 7.6
y, con ella, el teoresa 7.2.

PROPOSICION 7.7 -
Las funciones K y R, construidas arriba son polinomios
de grado no mayor que n+l en (z,w) y (z,,w,) respecti-
vasente.

DEMOSTRACION :

En la interseccion A0y, los campos (P,B,R)
(ﬁ,ﬁ,ﬁ) son proporcionales, lo que implica que las formas
w Y w,, taabién lo son. Veamos cual es la relacidn que
satisfacen :

De la relacion (7.9) se deduce que la forma w en la
carta (z,, w ,t) tosa la forma

w =hln, B8 - P10z, - BILT,thdw + RIS thdt

Asf,1a iqualdad & Iw Qif,2,t) - P& = Bt o e
o bien la igualdad G(% %1 vz = @iz ,w t* \ 27" noe
dice que co,= . w , de donde se sigue gue

R,(z, o ot) = 27RO 50D,

Sabemos que K, es una funcion analitica en Ny, por io
que viaos antes, R lu: 0, de aodo que z':"RH;,";“‘*,t)tL; U
y 'Ri%%,t) es analiticaen { z,= 0 3. Esto equivale
a decir que (1\") Riz,w,t) se extiende analiticamente
al intinito, es decir, que R,(z, W, t} es un polinosio

y por 1o tanto, R({z,w,t) también lo es.

PROPOSICION 7.8 -

R =0 e (7.12)

DEMDSTRACION :
La proposicidn 7.B es consecuencia directa de la conta-

cion 7.d y del teoresa de Frobenius que recordasos a
continuacion:

Tecreaa de Frobenius -

Uina distribucion £ en una variedad diferenciable X es
integrable si y sdlo si d(L D)) c £ (O), donde £ O
denota el ideal en T'X dado por

2O = (o T jwanula a D)

(decimos que una g-forma anula a L si para cada xe !,
wt(v,,...,v,) = 0 siempre que vl....vqs-o(x))

Puesto que la distribucionof es integrable,el teoreaa
de Frobenius nos dice que d(Z19)) cL(D), 1o que equi-
vale a decir que w A dw = 0. En nuestro contexto la
igualdad anterior implica que (0,+ F;)R}y = 0, ya que
dw= P, (dzAdz) + I:v(du,\dz) - Dw(du adw) -

- @(dzadw) + R (dwadt) + R_(dza dt) :
1 W 2

como en Y se tiene que P = 0 =@, entonces wty= R dt.
fsi, en Y,

w A dw= P Ridwadz) adt + OIR(d'AdZ)/\ dat = 0,



por io tanto,

(@, + B, R =0

Por dltimo, 1a condicidn 7.d , &, + P L, #0, para
Poe Yy j=li...,0*, inplica que 4
R =0
/",

Apliquemos ahora el teorema de Noether (ver apéndice
1) anuestro problesa. Observeaos que P y 8 np tie-
nen factor comin y que la condici6n 7.d nos asegura que
los puntos csingulares son puntos singulares ordinarios ,
ya sea de P ode B. Sin pérdida de generalidad, supo-
nemos que P, es punto singular ordinario de P y que
0@ > 0, donde cada P: denota un lugar con centro en
el punto singular ordinario P (ver preliminares). Sabe-
m0S Que Bﬂ;(R) b Dﬂi(Q) , pues de la igualdad Rly =0
se sigue que R se anula , por lo amenos, en los n® pun-
tos distintos de interseccion de Py 8. Asi, por el teo-
reaa de Noether, para cada t fija existen polinomios
L.fz,w y L. (z,w} , de grado no mayor que uno, tales

que

Riz,m,t) = ﬂ(z,u,t)L“ {z,0) ¢+ P(z,u,t)Lz*(z,u) .0e (713)

Cora P,8,k dependen analiticamente de t, los polinomios
th y Lz* tasbién. Sea

L, (z,w}
W(x) = Niz,m,t) = (L, {z,w)
t

Wix) asi definido es un campo analitico en X. Las iqual-
dades {7.10) y (7.13) nos dicen que

(L gLy 1) = Plzywpt) (=L (2w Btz il (z,w+ Riz,w)

Riz,w,t) = Q(Z,I,t)L‘Q(Z,I) + P(z,u,t)L,*(z,u) H

por lo tanto,

u.H-'Lu,Llt Jdr=0

Wix) =

L. (zyw)
-L, (2w
1
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Asi, la proposicion 7.6 queda demostrada y , con ella,

teoresa 7.2.
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8. RIGIDEI ABSOLUTA .

8.1  UNA CONSTRUCCION BASICA.

En esta seccion demostraremos el teorema que enunciamos
al inicio de este capitulo y que resulta ser el prin-
cipal resultado de este trabajo. Recordemos nuevamente
dichc teorema y asumamos que a la ecuacion «c.d, , se
le imponen las mismas condiciones genéricas que se asu-
mieron en la seccion 7.1 .

TEOREMA B.1 -(de la rigidez absoluta).

Para ecuaciones qene’ricas-u./,, existe una vecindad U,
U,‘c,/l,, de la ecuacidn o« y una vecindad 24 del hoseosor-
fimo identidad de CP*--+ CP en la topologia uniforse ,
tales que toda ecuacion «'c U topoldgicamente equivalen-
te a « , conjugada a « por un homeomorfismo HeJ( ,es
atinmente equivalente a o« .

Para demostrar este teoresa vamos a proceder por contra-
diccién. Es decir, supongamos que existe una sucesion de
ecuaciones «, ¢ 4, , topoldgicasente equivalentes a2 «, ,
que tienden a «, y tales que el homeomorfisso H, que
liga a o, con «, tiende a la transforsacidn identidad,
pero las ecuaciones «, no son afinsente equivalentes a
«, « En lo que resta de la seccion nos concentraresos en
demostrar que esta suposicion nos conduce a una contradic-
cion.

Por el lema 1.2 sabeans que para a suficientesente gran-
de, se encuentra definido un hoaeomorfisso

h,: (Fa) -=2 (Tal,,

m

gue conjuga a los grupos marcados 3,; y «’f‘:m Cuyos respec-
tivos generadores son fu Y F.‘ y J5lgeeayn § el diagrasa

4,
{r,a) _‘{‘2’ (t,a)

hee hom

(l',a)m-ﬁi‘* (ryal,,

es conmutativo para toda j = 1,...,n, y adesas

LS S T Y

(2% P - %

{donde la igualdad denota una iqualdad de conjuntos - ver
(7.1))

PROPOSICION 8.2 -

Sea 4,:,4,; una ecuacion que satisface las condiciones de
la seccidn 7.1 yq,.ejn una sucesidn de ecuaciones que tien-
den a «, , topologicamente conjugadas a «~, por medio de
hoseomorfissos H,, que tienden uniformemente a la identi-
dad, H, = id. Entonces existe un subconjunto analitico
I'Icuc/,, , Gue contiene a «~, y a una subsucesion numerable
de la sucesion {«., } (que habremos de denotar tambien
como {«w }) que tiene las siguientes propiedades :

1) dia K > 0.

2) H es el subconjunto minimal de ./,, gue contiene a la
unidn de «, y {owm } .

3} Se encuentra definida una familia de holomorfisaos
{ ﬁ_‘: (F@) --> (T,3), ;=c M} que conjuga a los gru-
pos marcados de holoposia J; y Z .

DEMOSTRACION :
La demostracion de esta proposicidn es larga, de modo
que la haremos por partes :

a) E]l subconjunto analitico M’ de las ecuaciones cuyos
grupos de holonoaia al infinito son analiticamente equi-
valentes .

Sea V, una vecindad de «, en J,. . Como «, es una ecua-
cién de Xuday-Verenov y hemos visto que dichas ecuaciones
forman un subconjunto abierto en Jf,, . entonces podesos
suponer que escogemos V, tan pequena, que todo «e V, es
de Yuday-Verenov. Ademds V, es una vecindad tal de x que
todas las transforsaciones de retorno f,, , j=l,...,n ,
dependen analiticamente de x , para < enV, . Antes
de hacer algunas observaciones en relacion con este dlti-
no punto, vamos a dar una idea de lo que deseamns deaos-
trar.



§i & , coso antes, es el qrupo formado por todos los
geraenes de transformaciones conforses {C,0) --> (C,0) ,

sea F el producto M . Considereaos la trans-

formacion neveees

T N, - - F
e £

y consideremos en J (V,) todas aquellas colecciones
(f“,..., fu) tales que los grupos £_ generados por
£.4...1 £, sean analiticasente equivalentes a 7. Desea-
aos demostrar que la imagen inversa del conjunto foraado
por dichas colecciones constituye un subconjunto analiti-

cnd2u4,,.

Por 1o que visos en la seccion 3, tiene sentido, dadas

las transforsaciones f, , o« V, j=1,..,n, introducir el
concepto de familia analitica de gersenes ( f“} para-
setrizados por U, donde U es una vecindad de Vx (0} ,
V{0l e U VxL . Para cada j, 1a fasilia (€ 1}  la
entendesos como un biholomorfisac

FilcUxl-—+yxL ,
sobre su imagen, de la forma
Folxgz) = (o (xy2)) = (=,f (2))
(para « fija, F, (<, ) = {=,f; (<, )} = {«,£ ) ).

Cunoo‘l.. lo hemos identificado con el espacio de los coe-
ficientes de los polinomios P y B_, entonces, si denota-
por A a los (nt1)(n+2)/2 coeficientes correspondientes
a By por B:, a los correspondientes a @_ ,se tiene
que las funciones F, toman la forsa

F lx,2) = Fj((A':,,B;) )y §=leeeyn

"
donde el orden {<) que asociamos a los coeficientes es
el correspondiente al grado, eligiendo prisero la varia-
ble z y despues la w: (0,0) < (1,00 < (0,1) < (2,0
< 11,1) < 10,2) < .... A los coeficientes correspondien-
tes a «, los denotaresos, por brevedad, como A, B, ,pa-
ra r+s=0,...,n.

Como «, y toda ~ en V, son ecuaciones de JXuday-vere-
nov, satisfacen las condiciones del teoresa 3.2 . Por lo
tanto, para cada famiiia F. y todo compacto Kk en v,
existe una familia de cambios de coordenadas P tal que

B Fed(,2) = («,4(«)2) B3

donde {_ :=-A{«x) depende analiticamente de < . Asi, para
«, ¥ para cada « fija, si nos fijamos en la segunda
coordenada de (8.3) para la familia F, , se tiene que
existen cambios de coordenadas _y ¥ {que dependen ana-
liticamente de « }, tales que los siguientes diagramas
conautan @

(c,0 £y (€,0 (C,0) ks, (C,0)
:t. r-l. ru. T“

A,
(€,00 = (C;0) (€,00 = (€0

n.

y (fsee, £} correspondientes a £ yJ toman la
forma

Asi, en las cartas § vy ¥, las colecciones ( f ,.., f'.)

(A z,% 8, z",...,z a, )
y

o« o
“ 3 T
(i‘z,zr 3,1 ,...,Zaniz )

J80

respectivaaente.

[ [ 4
Supongamos ahora que los grupos ‘t'., y }:son anahtx_ca-
sente equivalentes, entonces existe un holosorfiseo h_
tal que

h (42) = (hz)) ceeBLA)

y
h*(;..aujz‘)=§.a;(m(z)), k=2,...,0. ...(8.5

Vamos a hacer uso de la relacion (8.4) y del hecho de
que h_ tiene, como funcion analitica, una expresion en
serie de potencias convergente alrededor del origen, para
deaostrar que A = ...



Asi, s1 hfz) =2 @;2° , entonces 2 @, liz/ =4 287
5ea @ ,el primer coeficiente de la serie anterior, distin-
to de cero, k > 1. La igualdad anterior nos dice que

@,‘l‘: By
por lo que ,
A"=4,
= 0, entonces

Considereaps ahora el coeficiente

KeS
B, & A @Kos

(319

por lo que
/Lms= Ao
y A=

Sin esbargo, por ser o, ecuacion de Xuday-Verenov tAl # 1
de sanera que todo @, , k > 1, debera ser cero. Asi, la
unica relacion que se tiene es

’( @I = ‘(q @I

y A A o

En resusen, lo anterior implica que si 3: y:z,: son gru-
pos analiticasente equivalentes, entonces el holosorfisao
—h_< que conjuga a dichos grupos es de la forma I_\_( (z) =uz
una vez linealizados los generadores 'F,',’ y f,ﬁ .

En vista de que hesos conseguido una expresidn para [
vamos a aplicarla a la expresion (B.3) para obtener la
relacion que guardan los coeficientes 3, ¥ 3y k2.
venglt y 371,2,000 8
E(:Z a 7') suZ a2’

W A <
y
;i a‘q(ﬁ_‘(z))i = Ji a;‘j,t("z‘ ,
de donde,

S a7 =ia;‘j/f'z"

I N In

De aqui,
a, = ag
2,,% M
a, = el

Sustituyendo 4 como ( 3,/ d,,) las relaciones ante-
riores toman la forsa a, = (a,/ i) ay; spara j, k,
k=24s0440 § J=1,2,... . Equivalentesente,

a,;la% s ai';a:j .o (BL8)
(hacemos notar que agui estamos suponiendo que a,,# 0 ,
en caso contrario, si a,, es el priser coeficiente dis-
tinto de cero, la relacion que usariamos seria a,,=A a%,
Y, una vez fija la raiz (a-1)-€sisa de a,,/ al, podemos

continuar nuestros razonamientos de la misma manera que
antes)

Observemos ahora que , puesto que los generadores ﬁ‘
de .)‘T y la carta ‘S’.‘ dependen analiticasente de o« (es de
cir, de los coeficientes ( A": ,Br:}) entonces

=6, B30, kelyn .
donde 6 es una funcion analitica de V, en C. De esta
sanera, las relaciones en (8.6) se traducen en
a6 (0% B = 6 A% YD

para k=2,...,n y j=1,2,... ; por consiguiente, la

ecuacion «e V< A, tiene grupo de holonoaia al infinito
Jf, analiticamente equivalente a 55: si y sblo si, para

x= (A" ,BY)e V sesatisfacen las siquientes relacio-

s 10¢s
nes
Bix) =60 -k =0
- d-1 3ol _
Gk {x) = 2, B“ (x) - anﬁ“(x) =0

para k=2,...,0 y j=l42,0.. .



Hemos obtenido hasta este mosento,un numero infinito de
relaciones que deben cusplir los coeficientes, sin eabar-
go, vamos a hacer uso de que el anillo local de series de
potencias alrededor de~, es un anillo noetheriano, para
extraer un nimero finito de éstas . Para ello, considere-
a0s las siquientes cadenas ascendentes de ideales ,

a - -

(6, ¢ <B4 yeenyb,,?

a

€ BB peeesBusbgennsb,, )

< E. 13,‘1---16.16,‘|---|§_‘|B,‘|--|§_.>

L3

. e N

Por estar en un anillo noetheriano, esta cadena se detie-
ne para alguna j .Por lo tanto, existe solamente una can
tidad finita de relaciones que deben cumplir los coefi-
cientes de la ecuacion « e V, para que I, y@: sean ana-
liticamente equivalentes. 5i denotamos por M' al conjun-
to de dichas ecuaciones, M'c V y M’ es un subconjun-
to analitico de oAﬂ .

Por construccidn se tiene que, para toda << V, los gru
pos marcados 2{ y.Zi , 50n analiticamente equivalentes ,
si y solo si «e M'. Hacemos notar que, por el teorema .,
podemos sustituir equivalencia analitica por equivalencia
topologica en la afirmacién anterior; asi, el hecho de
que («m} y <, sean topoldgicamente equivalentes im-
plicaque « y {«.} pertenecena M’ .

b) La construccion de M.

Considereaos ahora el subconjunto analitico minimal X*
de W' que contiene 2 los puntos «, y {«.}. La disen-
sion de M" es sayor que cero, pues « U {«.,} contie-
ne al punto limite y cada punto de N° es cero de un ni-
mero finito de funciones analiticas. Consideremos, por il
tiao, la cosponente irreducible M de M" que contiene
a « Yy a una subsucesion numerable de la sucesién (< ).
El conjunto M es la familia buscada.

/1.
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8.2 ANALITICIDAD CON RESPECTO A e« DEL HOLOMORFISMO B_.

Puesto que M es un conjunto analitico, tiene sentido
considerar el conjuntoc 2 forsado por los puntos singuia-
res de M. El conjunto M es una componente irreducibie
de MN' vy, por consiguiente, M \Z es una variedao com-
pleja (variedad analitica) cuya disensidn coincide con la
de MW (ver [8] , pag.i3%) .

Al hacer uso del concepto de familia analitica parame-
trizada por abiertos de [ heaos dado lugar , 1splicita-
sente, a la nocidn de familia analitica parasetrizada por
una variedad analitica (basta pensar en las cartas coor-
denadas). Para generalizar este concepto para el caso de
una familia analitica parasetrizada por un conjunto ana-
litico irreducible M, hacemos notar que , en los puntos
requlares de M, la nocion de analiticidad es 1a msaa
gue hemos usado hasta ahora.

DEFINICIDN -{familia analitica parametrizada por conjuntos

analiticos).
Sea M un conjunto analitico irreducible y U una ve-
cindad de M~ {0} , Hx{0}c U< Nx[ . Decimos que una
transformacidn

H:U---+N4xC

es una familia analitica de germenes de biholomorfismos
de (C,0), parametrizada por N si :

HL, 2 U (NZ)x0) =M

0 (oaxtinC)

es una familia analitica y
H: U0 -—» M= C

es una familia continua , donde T_ denota al conjunto de
los puntos singulares de M.



Cuando hablamos de una familia continua M de germenes
de biholomorfismos de {(C,0), estamos asumiendo que

H: Uc WxC ---» HxC

es un homeomorfisme en su imagen ; H l«,2) tiene la forma
H («,2) = («,h(x,2)), donde h{«,z) es una funcion con-
tinua con respecto a la variable o« y es analitica
con respecto a la variable 2 , adeads, hivx,0) =0 vy
L0040 .

PROPOSICION 8.3 -

La familia de holomorfissos { il_‘} definida en la pro-
posicion 8.2 f{propiedad 3) es una familia analitica pa-
rametrizada por el conjunto analitico M. Es decir, si U
es una vecindad de Mx (0} en MxC, la transformacion

H:U ---» HNx¢(

dada por Hix,2) = (-t,ﬁ(-t,z)) = («,B‘(z)), es una fa-
silia analitica en UNUM\Z kCQy es una funcion continua
en U .

DEMOSTRACION :
Para demostrar que H lmﬂkepresenta una familia ana-
litica basta analizar la expresidn de L :

Dado que -h,(: (f,d) --> (r,8), es el holomorfismo que
liga a los grupos £y & < F , entonces, por el teore-
ma 4.5, h_ tiene la forma:

T e agx)
b= e e S, ee(8.7)

donde X y X_son las cartas que linealizan a las trans-
formaciones f _ y f__ respectivasente, y a,l«) es la
funcion analitica de « que denota al segundo coeficien-
te del conautador [ f_,f, 1 enlacarta’s :

YooY e a5t .,
#si, puesto que S v a,(«) dependen analiticasente de x
en N\Z , Hi«az) = {«h_(2)) es una familia analiti-
caen M\Z .
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La continuidad de ¥ («,z) = (-t.ﬁ_(z)) en M se des-
prende, tasbieén, de la expresion de h_ dada por (B.7),
pues a {«) varia continuamente con respecto a <
a su vez, la carta ¥, que linealiza a f_varia tasbien
en forma continua con respecto a -« (esto se desprende
del hecho de que la demostracion del teoresa 3.2 puede
ser apdificada para el caso de familias continuas de
geraenes de biholosorfismos de (C,0)).

/1.

8.3 FOLIACION AUXILIAR .

La siguiente construccion es analoga a la que se hizo
en la seccion 7.3 , aunque en este caso seran necesarias
alqunas consideraciones cosplesentarias,

Denoteaos por X al producto CP'x V,donde V< N es
upa vecindad del punto «, que elegiremns posteriorsente ,
y denotemos por X' al producto CFx M. Siendo C°1la ve-
cindad afin, denotareaos aal producto C'x M. La ecua-
tidn « en la vecindad C° toma la forma

dn_ Plzywy«)
dz  Qfz,mw, <)

donde Py @ son funciones analiticas en X'.

La familia M puede reinterpretarse coso una ecuacion
en X' ; dicha ecuacion la denotasos por A Y, Bn la re-
gion €)' toma la forma

v P ,

—— , 2'z0

dz @

Observamos que el plano vertical CP'x (<} es invariante
con respecto a la ecuacidn ¢ . A la solucion de la ecua
cidn J con condiciones iniciales x = (q,«) la denota-
05 Pty .



Sea H, el hoseomorfismo que lleva al plano CFx ()
en el plano CP'~{<.} y h, el holomorfisao que transter-
s2 la vecindad (F,a) x {«} en (T,a)x ()}, «e N,
fuye) = (hieyu) =) = (A fu) ,) . Denotesos por U_a
la region en la cual se hallan definidos todos los holo-
norfismos h_ ,~e M. Para todo a , la igualdadad (B.1)
se transforma en 13 siquiente iqualdad de conjuntos

K., =‘f; pv Paratodope U. ...(B.8)
! X

Denotemos por U_ a la region hi,,y por UcrxN
a laregion U= Uv\ u..

ey

A Hm /
{Ga)xi« / /
|

Hacemos notar que a U podemos verlo como la imagen de
una fazilia analitica HL de germenes de biholomorfisaos
parametrizada por M :

H: UsH == xH
donde
H ) = (hixyu) ) = (B (u)

Asi, U es un espacio analitico. Adeads , si Z denota al
conjunto de puntos singulares de U , la diferencia I\Z,
es una variedad analitica de la misma dimensich que U .
Aclaresos : puesto que M es un conjunto analitico irre-
ducible y H es un biholomorfisso en el compleasento de
los puntos (u,@) tales que « es un punto singular de M,
o€ y entonces la disension de U\x (N\Z) coincide
con la de su imagen bajo FL .
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Para cada pe U, hagasos
Me=1hp jxel) . 8.9

Por 1a proposicioh 8.3 la familia de holomorfismos es ana-
litica, lo que implica que el conjunto Y, es una folia-
cion analitica H de la region U . Ademds, se halla de-
tinida una proyeccion biholosorfa de la foliacidn v, so-
bre M: mhp=x.

e

ol

Analicemos un momento la afirmacion anterior : dado que
U no es una variedad analitica sino s6lo un espacio anali-
tico, es necesario precisar lo que se entiende por folia-
cion analitica de un espacio analitico. Para nuestros fi-
nes bastara con lo siguiente :

La particion H del espacio U en espacios n, , se
denomina foliacion analitica si es localaente trivial y
la restriccion  H{,, es una foliacién analitica. Por
trivialidad local entendemos que en una vecindad de cada
punto p la foliacidn sea equivalente al producto de po-
lidiscos UxU,, X1 <1, con sequnda coordenada cons-
tante .

Por ultiso, sea Y el conjunto formado por los puntos
singulares de la ecuacicn A contenidos en la region .o
y sea Y' el conjunto de los puntos singulares al infi-
nito de la ecuacion / Por definicion,

Y={P( ;izlje." sV i},
Yoz {a;l«) 5 j=l,... 0] yecV )

donde P, {«) es una solucion del sistema

Plzywye) =0 , Blz,m2) =0



Podeaos considerar que YV es tan pequena gue el conjun-
to Y se descospone en n* componentes conexas y el con-
Junto Y' en nt! componentes conexas.

PROPOSICION B.4 -

Puede elegirse la vecindad V tan pequena que, para al-
guna vecindad U del conjunto Y U Y’, se halle definida
en la variedad X'\ U una foliacién @ de codimensidn 1
invariante con respecto a la ecuacion A y transversal a
los planos CPx {« ),

Cada hoja tiene interseccion no vacia con U ; la hoja
E, que contiene al punto p se define por medio de la

expresion

€=U ,- ] q:P% con 8.10)

DEMOSTRACION :

Al igual gue en la proposicion 7.4, necesitamos demos-
trar los siguientes tres hechos ;

a)'}lu‘.ﬁ = X"\ 1 oeo (B.11)
b) Si §',,ﬂ‘§r.¥-¢, entonces ¥, =§_, .ea18.12)

c) La particion del espacio %' en conjuntos ‘§P +B5 una
foliacion analitica.

No nos detendresos en la demostracion de (8,11} pues
el resultado se deduce del teoresa de Juday-Verenov de
la misma sanera que en la proposicidn 7.4 .

La desostracion de (8.12) no es sencilla: resul-
ta que en este caso no podemos usar directamente expre-
siones de la forsa (7.1) tal coso lo hicimos en la sec-
cién 7.2, pues ahora dicha expresidn se cusple solamente
para el ctonjunto nuserable (<. }e M, tal como se sefialo
en (8.8). Para resolver nuestro problesa, haremos uso de
la minimalidad de M vy de la siguiente construccion auxi-
liar .
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Sea s una setrica riesanniana arbitraria en & (YUy )
tal que _«c(x, YUY') = , para todo x en X \( YUY}
Sea Ke, el circulo geodesico de radio @ y centro p en

1a solucion €, de la ecuacion A en 1a sitrica }-(LF
A

LEMA 8.5 -
Existe o tal que U k&2 1\ 1.
rel

DENOSTRACION :

Para cada punto xe X', la interseccion P.NU es no
vacia por el teoresa de densidad. Sean pe . NU, ¥, €%,
una curva real de dimension uno con punto inicial p
final x y §, _su longitud en la wétrica A . Conside-
reeos 1a funcin '

) = inf Ay,
¢ Pc‘?,J)Usl ’

\‘P,”- ¥y

De esta manera, @ (%) asocia el infiao de la longitud
de las curvas contenidas en ¥ que unen a p en O N U
con x ; debemos considerar el infimo pues ‘Px no es nece-
sariasente geodésicasente completo.

Vamos a demostrar que esta funcidn es continua. Por una
parte, la continuidad de las soluciones con respecto a
condiciones iniciales implica la semicontinuidad por arri-
ba de e(x) :

et lim plx)
donde lime(x) = inf { suple (x)} O<px-x)<r] ) (recor-
damos que ¢ Ix) ¢ e (x,) +e para alguna vecindad de X,
si y sdlosi Q(y) ) limelx) ).
X3 ¥y

La semicontinuidad por arriba de @ y la coapacidad de
X'\ U nos peraiten demostrar el lema B.3 (basta recordar
que si K es un compacto y o es sesicontinua por arriba
en K, entonces e es acotada por arriba y existe un pun
to en K donde o alcanza su supremo) : dado X en X'\ 'lTJ

consideremos

&) = int J
¢ retnd
- ‘,.C'ex
Sea xe<X'\ U el punto donde ¢ (x) alcanza el supremo

entonces e (x) > @ (X) y ,por consiquiente, xe K:UI)
rara g6 ¥oNU



Nos interesa, aun despues de haber concluido la demos-
tracion del leaa, argueentar por que afirmeamos que ¢ (x)
es continua, ya que ello nos llevard a enunciar el leema
de Petrovsky-Landis que mds adelante usaresos :

LEMA (8.5) -(de Petrovsky-Landis)
Sea ¥, una curva rectificable contenida en una solucion
¢, de la ecuacion o,e 4, , 851,2,... ; ademds

% <e v 18.13)
™

y «, tiende a o, , o-->da, Entonces de la sucesion {¥,)

es posible extraer una subsucesidn {¥,}, la cual conver-

ge a la curva rectificable ¥ , contenida en la solucion

de la ecuacidn o,

lintop¥ =¥ y le. Sl NI |- R
v

{ver D31, pag.201)

8.4 NUEVA CONSTRUCCION DE UNA FOLIACION ;
ELECCION DE LA VECINDAD V.

Consideresos o fija sequn el lesa B.5 y observesos que
el circulo geodesico Kfc ¥, no es necesariamente uno-
conexo. Cubramos cada K‘, con conjuntos simplemente co-
nexos £2)C K:e ype ).

Por el lema de la trivializacion global (ver apendice
V), para cada ﬂs, existe una vecindad T," cuya folia-
tion por soluciones de la ecuacion 4 es topol ogi canente
equivalente al producto _O.: x li‘; donde U: = T:ﬂ u.
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Sea nj: T: --> W, la proyeccion a lo largo de las so-
luciones. De esta manera heaos obtenido una cubierta cos-
pacta del conjunto compacto P () \ U para cada p
en U considerasos las cubiertas K', en ¥, ;"engordasos*
cada cubierta por medio de las vecindades Tf . La dens:-
dad de ¥, en LP {«,} nos asequra que la union de las
vecindades T; cubren todo CPx (<) \ U .

Coso CPx {«)} \1U es cospacto, podemos extraer una
subcubierta finita; a las regiones correspondientes T,
H,f ,D.f, y a lastransformaciones l't; las ennuserasos con el
indice i=l,...,N.

Sea Vc M una vecindad del punto <. tan pequena que

(CFx Y T sﬁl T . .v. (8.15)
Denotemos por T, =T 0 T~i y sea T‘.’: 1a coaponente co-
nexa de T,; que contiene a x, W = m T, “:f LA
Escojamos ahora, entre los conjuntos UG}, a2 aquellos
cuya cerradura no intersecta a Ul y sea V< V una ve-
cindad de «, tal que su interseccidn can las proyecciones
de dichas cerraduras ni: en M, 6 alolargo de los pla-

nos verticales sea vacia :

si Vnni:#¢,entnnces T:nujﬁ ... (8.10)

T

vV« M

{aqui” hemos separado T; y T; y las heaos considerado
triviales para claridad del dibujo)



La vecindad V que acabamos de construir es la buscada
X = CP'x V,

La transformacién n : T.--+ W< U induce en T. una fo-
liaci6n analitica de codimensidn uno : ® =n’ H (ver en
apendice 1v : foliacion inducida)

Demostraresos que existe una foliacidn analitica ® de
codisension uno en X tal que

@:=e cee (BT

Para ello, nos bastard desostrar que las restricciones Q\
y®&| producen 13 misea foliacion Ki
Ll ‘:‘

REENC) o (8.
®, l’«; ), IT“_ {8.18}
pues de CP Y\l < rl T, se sigue que la foliacién ® estd
definida en todo X \ 0.

De aqui’ en adelante, pensaremos exclusivamente en aque-
llas regiones H‘.’:_ que satisfacen la relacion (8.14)

Sea x¢ T, un punto arbitrario, nx =g, mx =q', Sean
¥ Y< P dos curvas con punto inicial x y final g y

q' respectivamente, ¥ =¥ ¥"

Denotemos por A‘ al geraen de la transformacicn de re-
torno

Au:(U,q) ==+ (lU,q")

Es importante hacer notar que A:. meo=ne (aqui w, m
denotan a los géraenes en el punto x de las transforaa-
ciones ., 1), Debeans deeostrar que A’J )7‘= Q,. y don-
de ’71 es el gersen de la hoja '?a en el punto q.

La siquiente proposicion nos dara la clave para con-
cluir la demostracion de la proposicion 8.4, pues en ella
habresos de demostrar que la foliacion H es preservada
por la transformacion A"l , Y esto, como se vera pos-
terioraente, nos permitira relacionar las hojas €, v €,.
cuando xek‘,nf',.

PROPOSICION 8.6 -

La transforsacion A’u conserva la foliacion H.

Antes de deaostrar la proposicion B.4 necesitamos estar
seguros de que el gersen A?s pueda ser prolongado en
B: y que ademas, la prolongacion se corresponda con el

gersen de una transformacion de retorno :

PROPOSICION 8.7 -

El germen A:.j adeite prolongacion analitica A’..J. pa-
ra cualquier punto pe H_.: . Para dicho IS:.‘ existe un
gersen de transforsacion de retorno de la ecuacion A '
correspondiente a alguna curva Yc Y, de longitud no ma-
yor que 4p.

DEMDSTRACION
Sea p ={u(s)}, m: [0,1] --» H* una curva arbi-
traria con punto inicial q 'y final p , #[0,0) ¢ W
Denotemos por S al conjunto de aguellas s para las
tuales el geraen A‘J alcanza su prolongacidn analitica
A“..‘:"en lacarva {uls’) ; s'c [0,51 }.

[T

El germen A‘:iwes el germen de la transforaacidn de re-
torno alrededor de alguna curva ¥, c‘ﬂ‘,., de longitud no
sayor que 4 ¢ (recordesos que O, c Ki¥); V. estd divi-
dida en dos partes, una contenida en T,y laotraen7 .
Sea 5,='§gp 5 . Demostraremos que s = |. Fara ello, sea
s, una sucesion de puntos en S que tienden a s, ,
p=HMls) y Y,“= ¥, las curvas correspondientes. Las cur-
vas Y, satisfacen las condiciones del leaa de Petrovsky-
Landis, 1o que implica que existe una subsucesion (¥, )}

tal que tiene como limite a una curva ¥, . hsi,A:'; Ax
’ e



es la prolongacion analitica buscada. Si s fuese distin-
to de uno, s, no podria ser supremo pues AY», es un ger-
men en p y, por consiguiente, estd definido en una ve-
cindad de p, que necesariamente habra de contener elemen-
tos 4 (5') tales que s')s.

/1.

Pasemos ahora a la demostracion de la proposicion 8.4 :
Sean g.= ™ x , pei.'inu y A':,j la prolongacion analiti-
ca del germen A‘iial punto p . Basta demostrar gque el
germen Af‘ preserva la foliacion H.
Sea A:‘. un representante arbitrarioc del gersen A:J. de-
tinido en una vecindad U < U del punto p y sean
ple UNU , p* =A:ip' e (8.19)

Deseanos demostrar que

AN, ... 1B.20)

Examinemos la sucesion de puntos
ML R *
y

MELNIREE

De la expresion (B.8), Hm‘Ppl=‘Pk‘_"! se sigue que h (p*)
pertenece a H_('Y,.) pues la relacidn (B.13) nos dice que

= ‘{: y, por consiguiente,
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De esta manera, Af p. = P o ¥ por tanto,
AN 000, D (e}

La interseccion A:;f[,.n??_ es un conjunto analitico que con-
tiene a p* ; entonces, si suponeacs que no es represen-
tante del gesen de la hoja v],. en el punto p°, se tiene
que su imagen bajo la proyeccidn es un subconjunto anali-
tico propio del conjunto M que contiene a «, y a todos
los «,, a partir de cierta s. Sin eabargo, esto contradi-
ce el hecho de que M sea sinimal, En consecuencia,

AL/ I
y la proposicion 8.6 queda demostrada.

/.

La proposicion B.4 se deduce ahora facilmente :

Sea x<%¥,NE,, entonces xs‘PMy xs?m.‘ Como A':j pre-
serva la foliacion %t h‘p y h.“p' estin en 1, y ,por
consiguiente,

Bue es lo que queriamos demostrar.

8.5 FIN DE LA DEMOSTRACION DEL TEOREMA
DE LA RIGIDEZ ABSOLUTA .

Sea « una ecuacidn arbitraria de V\3 , O el dis-
to it1 <1, ¥: --»V una transformacion analitica tal
que Y(0) =«, , w(O\0lc H\L y «e¥(@) . Sea
Y=CPNO y ¥ la transformacicn inducida

(q,t) - (g,v(t) , e CP.



Sean u/ la ecuacion definida en la seccion B.3 y @ la
toliacion analitica de X'\ U definida en la proposicion

8.4. Por iltiso, sea U, = { xe X ;Y (x)e U ), donde §

representa a la vecindad de los puntos singulares YUY'.
Afirmamos que la interseccion de U, con el plano verti-
cal CP'x{t} estd formado por un nudmero finito de’es-
feras’ abiertas : Un CP<{ t } son aquellos eleaentos
de {a forma (x,t) tales que bajo ¥ caen en la vecin-
dad U de YUY' ., Por hipbtesis, YUY' estd formado por
un nisero finito de comsponentes vy U es una vecindad
abierta de YUY', por lo tanto, una consecuencia directa
es que UN CPx { t } esta formado por un nisero finito de
esteras abiertas,

Denoteamos 94/‘=YV4 a la ecuacidn en ¥ . Para acla-
rar ideas observemos lo siguiente :
la ecuacion diferencial J, Plz,w,=} / Blz,w,~), aso-
cia a cada punto de (2 = C'xV un vector,

{zywyat) == (2 ,w,« ,Plz,w«),Blz,m,),0) ;

fsi, podemos formar el siguiente diagrasa de haces vecto-
riales :

E(X) ------ > T
ol .
;

{f—1

el cual, elemento a elesento, tosa la forma

(zW, PN QRN WE) | O) - -oo—a (20,9 Plmsw), Qlw W), 0)
|

¥
(Z,W,t) \P > (LW, 98)

La ecuacion inducida en X = CPx © es entonces,

,j‘- Yu . Plz,m,wi(t)}

Biz,m, PN
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Denotemos ahora por ®'=‘L’.® a2 la foliacion 1nducida
en X\ U, (ver apéndice v ). ®* es una foliaci6n ana-
litica en todo X \ (U, U CPx {0} ) ; coso CP% (0} es un
subconjunto analitico de 1A U, de codiaension sayor que
uno, entonces @" es analitica en todo X U,(ver apén
dice 1r ). Observaamos que & es invariante con respecto
a la ecuacion J'y es transversal a los planos t=cte.
Por esta razdn, la foliacién @ genera en X \ U, una
distribucidn integrable o€ que, en la regién N N 7-.0,
tosa la forea w (x) = P(x)dz - @{xidw + R(x)dt y, en la
region 0,0 X\ ,la forma wix) = P(x)dz - Gix)dw + Rix)dt
donde P,0,R,P,8,R , son como en la seccion 7.4,

R es una funcion analitica en .0 (X \ U); sin en-
bargo, hace un spmento ohservamos que U, N CPx {t} estd
foreado por un mueero finito de esferas, de aodo que R
es una funcion analitica en C'x{t} salvo en un ndmero
finito de abiertos. Asi, R se extiende a una funcidn ho-
loeorfa en todas las componentes de U que se encuentran
en 1 (ver apéndice =T ). Anilogamente, para la region
0, =4z ,n,t) ) la funcion R se extiende a una fun-
cidn holomorfa a las coaponentes de U, contenidas en €1,
A su vez, la distribucion £ se prnlunga 2 la distribu-
cidn X’ en X, gue es integrable en todo Ty por la
anahtxcxdad de las foreas wadw Y wadwy. La distribu-
cion f qenera, por ello, una foliacion ®* en Ty
La foliacion @ es transversal a los planos t=cte en
todas partes salvo en Y y es invariante con respecto a
la ecuacion M". El e'spacio al infinito es una hoja de
la foliacion @*.

De esta manera, hemos reproducido las mismas condicio-
nes que se tenian en el lema 7.5, lo que implica que toda
ecuacion «¢ ¥ (@) vy, en particular «, , es atinaente
equivalente a «, .

El conjunto M, de ecuaciones «eA, afinnente equiva-
lentes a «. , forma una variedad algebraica que contiene
a V\Z c M; por consiguiente MNcC H.l., lo que demues-
tra el tecresa.



Con la demostracion del teoresa de 12 rigidez absoluta
damos por terminado este trabajo. Cabe sencionar, sin ea-
bargo, que en el trabajo escrito por llyashenko se inclu-
ye una dltima seccion , en la que se desuestra gue, para
ecuaciones genéricas ~e.f,, se tiene un nusero finito de
ciclos limite homologicamente independientes. Se incluyen
adesds, una serie de preguntas y conjeturas relacionadas
con el saterial expuesto, tendientes a mejorar los resul-
tados obtenidos.
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SIMBOLDGIA (capitulos 1-8) .

:/{., - clase de ecuaciones de la forma dw/dz = P(z,w)/R(z,w) con Py @
polinomios de grado no mayor que n.

CP* - espacio proyectivo complejo .

A. - clase de ecuaciones «e¢.4, que tienen la recta al infinito coso so-
lucion y n+l puntos singulares al infinito distintos.

a; - coordenadas de los puntos singulares al infinito de la ecuacion «.
& - grupo de germenes de biholosorfismos de (C,0) .

f - gereen de funcidn

A, - transforsacion de holonosia alrededor del lazo v

F. - solucidn al infinito de la ecuacion «

a - punto base fijo del grupo fundamental m(F )
M;, - generadores canonicos del grupo fundamental n(F,)
(r,a) - transversal a £ en el punto a .
% - grupo de holonoaia de la solucion al infinito , F_ .
f. - generadores candnicos de & .
vV, - derivadas de los generadores candnicos de J": en al origen, f_{0).

03 - grupo especial de transformaciones de holonomia de 1a ecuacion «
, en el infinito
« - terradura del subgrupoe del grupo C‘generado por los numeros v,
(X,x) - siendo ¥ un espacio topdlogico y xe X, (X,x) denota una vecindad
del punto x en X .
f ¢ (X,x) --> (Y,y) - transforsacion de algura vecindad del punto x en la vecin-
dad (Y,y), donde f(x) =y. '
f: (X,x) --» (Y,y) - gersen en x de una transformacicn f que lleva a x en y.
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CURVAS ALGEBRAICAS .

I.1. ESPACIO PROYECTIVD Y ESPACIO AFIN .

Para definir el concepto de un espacio proyectivo de di-
mension n , IP", vamsos primero a introducir la nocion de
sistema coordenado proyectivo. Para ello, considereaos un
conjunto P (cuyos elementos 1lamaresgs puntos) y un cas-
po K lcuyos elesentos 1lamaremos constantes o niumeros ;
aqui sblo nos interesard el caso en que K denota a los
numeros reales o a los nimeros complejos).

DEFINICION -(sistesa coordenado proyectivo)

Un sistema coordenado proyectivo n-dimensional sobre K
en (P, es una correspondencia entre los puntos de P y
los conjuntos ordenados de n+l nimeros (£:...%5) tales
que

a) Cada punto de /P corresponde a, al senos, un conjunto
(€:...:5) con no toda §=o .

b) Cada conjunto (g:...:§) tal que no todo ¥.=0 co-
rresponde a uno y 50lo un punto de [P,

c) Dos elementos {§:...:F) y {:...:9) corresponden al
sisso punto en P si y sdlo si existe un numero tal
que 5 VAR IPII B

A los numeros Creenaf, de cualquiera de los conjuntos
de nt! numeros asociados a un punto p de PP se les co-
noce como coordenadas homogeneas de p en el sistesa de
coordenadas dado. Generalmente se habla del punto ¥ o (§)

haciendo referencia al punto cuyas coordenadas son §,,..

g

Como ejemplo, consideresos el conjunto IP de puntos del
circulo euclideano X+ y'-y = 0

Sea p= {0,1); si p #p,, las coordenadas proyectivas
de p estan dadas por (A:A x) donde x es la abscisa
del punto en el cual la linea p p intersecta al eje «x
y L4¢ R\ {0} . Como coordenada proyectiva de p conside-
ramos {0,4) , L #0.

Al conjunto [P pueden asociirsele distintos sistesas
coordenados. Si X es un sistesa coordenado en IP, enton-
ces definimos un nuevo sistema coordenado Y en [P aso-
riando,a cada punto x, las coordenadas {y) definidas por

W
y=2ax, 38 KMOD 4 j=tyuueym. (1)

i(:,"-)

Se demuestra que la relacion entre dos sistemas X v
Y , definida arriba, es de equivalencia.

DEFINICION -(espacio proyectivo sobre K)

Un espacio proyectivo n-dimensional ¥’ sobre un campo K
es un conjunto de puntos P junto con una clase de equi-
valencia de sistemas coordenados proyectivos n-dimensio-
nales de [P sobre K.

Como hemos visto, 1a correspondencia entre puntos de IP
y sus conjuntos coordenados no es uno a uno. Para poder
tener este tipo de correspondencia introducimos un siste-
ma coordenado distinto ¢

DEFINICION -(sistema coordenado afin)

Sean ¥.,...,%, coordenadas hosogeneas de un punto p en
P en un sistesa coordenado proyectivo. Si§, # 0, entonces
los nimeros "/_ ....,5')’?. se denominan coordenadas de p
en el sistema coordenado afin correspondiente al sistema
proyectivo dado.



Observamos que todos los puntos p de IP" pueden ser
representados en el sistema coordenado affn, salvo ague-
los de la forsa (0:¢:...:§,). Al conjunto de puntos de
la forma (0:€:...:€,) se le denosina hiperplano al in-
tinito. Asi, el sistema coordenado afin establece una co-
respondencia uno 2 uno entre los puntos de IP", salvo en
el hiperplano al infinito, y el conjunto de n-adas de
eleaentos en K.

Un caabio de coordenadas proyectivas (l.1) que lieve
%,=0 en y =0, tosa la forma

X.= Y.
L2 ax thx, il

Por consiguiente, si dos sistemas coordenados afines tie-
nen el sisso hiperplano al infiqjto, entonces estah rela-
ctionadas por la expresion Y, =2{ axtbh, , =l..n,

con aq#'o. Reciprocamente, tnﬂalcsnjunto de ecuaciones

de este tipo define un casbio de sistema coordenado afin.
Direaos que dos sistemas relacionados de esta manera son

equivalentes.

DEFINICION -(espacio afin n-dimensional sobre K)
Sea H el hiperplano al infinito del espacio proyectivo
IP. A los puntos de "\ H, junto con una clase de equiva-
lencia de sistemas coordenados afines, se le denomina es-
pacio proyectivo afin, A",de dimension n sobre K.

1.2 - CURVAS ALGEBRAICAS .

Considereaos un sistesa coordenado proyectivo en P y
sea F{x) = Fix,,x _,x,) un polinosio homogéneo irreduci-
ble de grado n}0 con coeficientes en K. Si un conjunto
de coordenadas (€. ,.,) de un punto p en IP* satisface
la ecuacion Fix) = 0 , entonces todos los conjuntos de
coordenadas de p lo hacen, pues Flig,sc,48,) =AMFIgE 5)
= 0,

Por lo tanto, decimos que un polinosio FeKIx,,x, ,x,]
se anula en un punto § de P’si Fig, 8 ,¢,) =0 sin
isportar qué coordenadas S, de § se escojan.
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DEFINICION -(curva algebraica irreducible)

Sea F(x) un polinomio hosogéneo irreducible de grado
n}0 con coeficientes en K, F e Klx,x,%). Una curva alge-
braica irreducible se define como el conjunto de puntos
€ =(5:£:5) en P tales que

F(§07i||‘2) = 0

Una curva algebraica es un objeto geosétrico cuya defi-
nicién es independiente del sistema coordenado espleado ;
para ver lo anterior, se considera un sistesa coordenado
Y ,equivalente al sistema X, y se define 6{Y) como el
polinosio obtenido de substituir en F(x) lac coordena-
das x por su expresion en y, ,

X= Z— ac_;yi *
Jer
fsi, las coordenadas (y) satisfacen 6ly) = 0 si y so-
losi Fix) = 0.

Observamos que la ecuacion de una curva irreducible es
unica salvo por aultiplicacion por constantes, pues si
Fix}) =0 y B6{(x) = 0 definen la misma curva irreducible,
entonces F y B son irreducibles y B6(§) =0 s1 y
sblo si F(¥) = 0 ; por lo tanto, existe £ # 0 constan-
te tal que Flx) =4 Bix).

Puesto que la irrpducibilidad de un polinomic depende
de la cerradura algebraica del caspo K, entonces la defi-
nicion de curva algebraica irreducible depende, a su vez,
de la cerradura algebraica de K.

DEFINICION -{curva algebraica y sus cosponentes)

Sea F(x) un polinosio homogéneo de gradc n que se
factoriza en polinomios irreducibles F = F,,...,F.. El
conjunto formado por las curvas irreducibles C,,....C-
ctuyas ecuaciones son F = 0,..., F.= 0 se denomina curva
algebraica C vy su ecuacion es F(x) = 0 . A las curvas
€,y...y C,se les conoce como componentes de C.

Hacemos notar que las componentes de una curva algebrai
ca no son necesariaaente distintas, por ejeaplo, la curva
cuya ecuacion es xfx,= 0 tiene seis cosponentes y una
de ellas , x = 0 , es ailtiple.



Por brevedad, hablaremos de la curva Fix) = 0 en Jugar
decir la curva cuya ecuacion es Fix) = 0.

Supongamos ahora que Fix) = 0 es una curva L que no
tiene a x,= 0 como cosponente, es decir, x, no es un
tactor de F(x); entonces, se tiene asociado a L un po-
linomio no homogeneo F(l,x,y) del sismo grado. Denotare-
pos por fix,y) a Fii,x,y). A la ecuacion fix,y) = 0 la
11amareans ecuacion de C en el sistema coordenado afin.
Clarasente, si {z,w) son las coordenadas afines de un pun-
to de C, entonces f(z,w) =0 vy viceversa. De esta ma-
nera, las scluciones de f(x,y) = 0 son los puntos de C
que no se encuentran en ]a linea al infinito.

DEFINICION -(subconjunto cerrado enlP")
Un subconjunto X cP” es cerrado si todos sus elesentos
son tales que anulan a un nimero finito de polinomios con
coeficientes en K.

DEFINICION -(hipersuperficie en IF )
Una hipersuperficie en 1P", nX0, es el conjunte de pun-
tos que satisfacen una ecuacion de la forsa FIX yeegx,} =
= (, donde F es un polinomio homogeneo de gradom}0 cen
coeficientes en K.

Una manera de estudiar el comportamiento de las curvas
algebraicas es estudiar 1as intersecciones de €stas con
lineas en P>

Sea [ una curva algebraica definida por Fix) =0,
donde el grade de F es n. Sean (a), (b) y (c) puntos
distintos; decimos que (c) estd en la linea L que une
a f(a) con (b), si existen constantes sy t tales que

c,=sa.+th. para todo ¢

~ —

"

« 1
!
' (
l--- - - - - - -

b6

A la interseccion de L con la curva C se le 1dentifica
con los valores syt para los cuales sa +tb es una
raiz de F(x), es decir Fisa + tb) = 0. Podemos distin-
guir dos casos :

a) si Flsa + th) es idénticamente cero para s y t, enton-
ces L esta contenida en C y de hecho L es una cos-
ponente de C.

b) si F(sa + th) no es idénticamente cercen sy t, en-
tonces F es un polinoaio hosogeneo en esas variables.
Asi, F es satisfecho por n cocientes s:t, donde un
punto de sultiplicidad r se considera coso r raices
y un cociente s:t es unaraiz de F si F(s,t) = 0.
Cada cociente s:t determina un unico punto comun entre
L y C. Aunpunto de interseccidn que corresponda a
una raiz de multiplicidad r de Flas + bt) = 0 1o con-
taresos como r puntos.

Lo anterior se expresa como

TEOREMA 1.1
§i una ecuacion de una curva L tiene grado n enton-
ces una linea L es una componente de C o tiene exac-
tasente n puntos en comin con C.

DEFINICION -{orden de un curva)
Definimos el orden de una curva como el grado de la
ecuacion que la define. Una curva de orden | es una linea
s a las curvas de orden 2,3,4,...n, se les denomina cua-
dricas, cobicas, cudrticas,..., n-icas.

Si € es una curva de orden n que no tiene componen-
tes miltiples, se demuestra que por cada punto p de C
pasan lineas que intersectan a C en n puntos distintos.

Sea p unpuntoen C y L una linea. Para analizar
con ads detalle las intersecciones de L y C en p, con-
sidereaos un sistesa coordenado afin y supongamos que en
€1 p tiene coordenadas (a,b) y que C se define por la
ecuacion #{x,y) = 0 . Las ecuaciones parasétricas para
L son

x=atlt , y=but



donde L queda deterainada por el cociente A :px . Las ra-
ices de flatit,btut) =0 nos determinan a los puntos
de interseccion de la curva C y la recta L. Si expan-
demos en serie de Taylor alrededor de ({a,b) , obtenesos
que

Bk + £ 0t + FlE L4 2 b A0t £ 004020,

pues el hecho de que p sei un punto en C implica que
fla,b) = 0.

DEFINICION -(tangente a una curva C)

Consideremos f, p y C como antes y calculemos el desa-
rrollo en serie de Taylor de ¢ alrededor de p . Si f,
y f, no son aabos cero, entonces toda linea que pasa por
p tiene una interseccion simple con L en p, a excep-
cion del valor s:t que hace que .5+ ft =0. Esta
linea se denomina tangente a C en p.

Apartir de la definicion anterior, nos preguntasos lo
que sucede cuande f,= f,= 0, pero alguna de las segundas
derivadas parciales f_ ,f, ,f, es distinta de cero.En es-
te caso, toda linea por p tiene por lo menos dos inter-
secciones en p y, en a lo mas dos lineas, correspondien-

tes a las raices de
T T
b K4 b, dptt £ 02 0 , en(L2)

tiene mas de dos intersecciones. Esta Iineas se denominan
tangentes a C en p ; si la expresién (1.2) tiene una
raiz doble, decimos que son dos tangentes que coinciden
{la multiplicidad de las tangentes depende de la sultipli-
cidad de la raiz de la ecuacion (1.2).

Este concepto de tangencia en un punto p de C se ge-
neraliza a todo r){. Diremos que un punto p en una cur-
va [ es de sultiplicidad r si todas las r-1 deriva-
das de f se anulan en p pero la r-derivada de f es
distinta de cero en p.

&7

DEFINICION -(puntos sisples y puntos singulares)..

Un punto de C de aultiplicidad uno se denomina punto
siaple de C; un punto de multiplicidad dos ,se denomina
punto doble y asi sucesivamente. Si un.punto es de mul-
tiplicidad mayor que uno se dice que se trata de un punto
singular. Por dltiso, un punto singular de sultiplicidad
r cuyas tangentes son distintas, se denomina punto sin-
gular ordinario.

TEORENA - 1.2

Sea f como antes y supongamos que f(x,y) no tiene ter
ainos de grado menor que r y tiene algunos términos de
grado r, entonces el origen es un punto de multiplicidad
r de £=0 y lacurva definida apartir de igualar los
terminos de gradc r de f tiene coso componentes a las
tangentes de f en el origen.

A continuacion, dasos algunos ejeaplos relacionados con
la teoria que hemos expuesto brevesente hasta ahora :

1) Consideremos la ecuacion x’- x*+ y*= 0 y veamos lo
gue sucede en el origen :

flx,y) = x3- x*t y,
"= x(3x-2)
f=2%

por lo tanto, f.=f,=0 en el origen, de manera que
el origen es un punto doble. Calculesos ahora las tan-
gentes apartir de las raices de

A‘t f-l +‘L/( fly fl‘t‘f’IY =0

como 4%(bx - 2) +24=0 , enel cero se tiene que
L=ut; por lo tanto, (4%) y {4y4) son coorde-
nadas de las rectas tangentes. Asi, las ecuaciones de
las tangentes a la curva C, en el origen,son x ¢ty =

y % -y=0,Lacurva tiene entonces un punto doble or
dinario que comunaente se le denomina nodo.



2) Ahora vereaos el caso de un punto doble no ordinario
fix,y) = -yt
f=% , f=-Y
=t , § =-2
Asi, 4'6x - 2u*=0 vy en el origen, «*= 0. Las coor-

denadas de las tangentes son {(.(,0) y las ecuaciones
x =0,

1.3 - INTERSECCION DE CURVAS ;
TEDRENA DE BEZDUT Y TEOREMA DE NOETHER.

Al hablar sobre la interseccidn de dos curvas algebrai-
cas uno puede preguntarse cdantos puntos de interseccidn
tienen, o bien cuindo tienen una componente comun. La res-

_puesta a este problema nos la da el teorema de Bezout que
enunciamos a continuacion .

TEORENA 1.3 -(de Bezout)
Dos curvas de ordenes m y n gue no tienen componentes
cosunes, tienen exactamente an intersecciones.
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Al hablar de un polinomio en KIx]l nos referimos a una
suea finita a +a x + ...+ ax" , donde los coeficien-

tes a; pertenecen al caspo K. Si ahora considerasos su-
saas infinitas del tipo a,+ a x +...+ a x"+... , obtene-
mos lo que se conoce como serie de potencias formal sobre
el caspo K. Las series formales se suman y sultiplican
coeo polinomios y constituyen un dominio entero que deno-
tasos por K'[x]. Es facil demostrar que un elesento de la
torma %; 2 %' es una unidad en K'[x] si y solosi a,
es una unidad en K.

Sea f un elemento del campo cociente Kix)' de K[x)’
entonces f tiene la forma

bor= ffdis

asi, si considerasos el minimo entero tal que b, # 0, en-
tonces bt b x t... = xh(bh¢ q»f t...). §i ahora conside -
ramos el inverso d_tdx +... de b+b x+... en-
tonces

Pop o Bt B8 beud gt dn oo0)
Y

etex t...
= —e 1
t(ﬂ) .

x

En otras palabras, K(x)' consiste de aquellas series de
potencias forsales que tienen s@lo un numero finito de
térainos negativos. Por lo tanto, todo elesento distinto
de cero en Kix)' se expresa en forma unica como

f=fﬂy+gx+nd,puaaMMa ke, yat0

Al entero k se le conoce como el orden de f vy se de-
nota coso O(f). El orden de dos elementos f y g de Kix)’
cusple con las siguientes propiedades:

Difg) = O(f) + D(g} y O(fzg) ) ainl 0if), O(g) )

Nuestro objetivo ahora, es enunciar el teorema de Noe-
ther, el cual nos asequra que, bajo ciertas condiciones,
dadas tres curvas algebraicas R,P y 8 , existen polino-
mios homogéneos A y B tales que

R=4P +B0



Sin embargo, necesitamos antes revisar alqunos concep-
tos relacionados con parasetrizaciones de una curva alge-
braica. Para ello, vasos a considerar series de potencias
en una variable auxiliar t ; denotaresos a los elemen-
tos de K(t)' como X, ¥ ...

DEFINICION -(parasetrizacion de uma curva)
Sea F(x} = 0 la ecuacion de una curva algebraica C en
el plano proyectivo sobre el campo K. Decimos que x_,%,
,%, € KIt)' son las coordenadas de una parametrizacidn de
Csi
a) FX) = 0
b) Si no existe yeK{t)' tal que yi.e K, i=0,1,2.

Si a#0 y (x,%,x) son las coordenadas de la pa-
rasetrizacion de una curva C , entonces (3, ,3%,,3x,)
son coordenadas de la misma parametrizacion.

Por brevedad hablaremos de la parametrizacion (x) en lu-
gar de hablar de la parametrizacion cuyas coordenadas son
(x).

DEFINICION -(centro de una parametrizacion)
Sea (¥) una parametrizacich de una curva C y sea h ,
h = min 0(X,) , i=0,1,2. Entonces l1a parametrizacion (y)
definida por Y, = t %, es la misma parametrizacidn que
(x) 'y, por lo menos para alguna y, (t) en Kit)', i=0,
1,2, Ofy;) = 0. Entonces y,(0) = a,#0 para alguna i
El punto (a) se denomina centro de la parametrizacion.

Igual que antes podemos considerar una parametrizacicn

en coordenadas afines : si X = 0, se define
x=x/x , y=%/%,

{x,y} son las coordenadas afines de la parametrizacign.

Reciprocamente, si (%,y) son coordenadas afines de C
tales que f(X,y) =FU1,%,§) =0 y X, ¥ no son asbos
elementos de K, entonces (1,%,y) son las coordenadas de
una parametrizacion de C.
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DEFINICION -(equivalencia de parametrizaciones)

Sean (x) y (y) dos parasetrizaciones tales que v.=
= i (t), donde 0(t)0. Entonces, si (x) y (§) tienen el
aisao centro y si O(E) = 1, decimos que (X) y (§) son
equivalentes.

Sea (X) una parametrizacidn , X< K{t")', entonces pode-
#0s substituir t” pot t° de modo que i‘.e K(t')'. De-
cimos que una parametrizacién (x) con X.€ K(t") es una
parametrizacidn reducible. Como las parasetrizaciones
irreducibles son gran utilidad en el estudio de las cur-
vas algebraicas, enunciaremos a continuacion dos teoremas
en esta direccidn,

TEOREMA 1.4 -
La parametrizacidn

n

i=t" , fEattath..

con O , On<n,..., a,%0, es reducible si y solo
si los enteros n ,n 40, ,... tienen un factor coaun mayor
que uno,

TEOREMA 1.5 -
En un sistesa coordenado apropiado,toda parametrizacion

es equivalente a una.de la forea

Y=t 'y\=a‘t',"+ alt"‘h.. ,

con 0<n, 0<n<n...

DEFINICION -{lugar de una curva, centro del lugar)

Se conoce como lugar de una curva a la clase de equiva-
lencia de parametrizaciones irreducibles de C. Al centro
tomin de las parametrizaciones se le conoce como centro
del lugar.

Cuando K dencta el caspo de l1os nimeros complejos se
tiene que, dada una curva Fix,y) = 0 y un punto (x ,y_ !
en ella, existe un nisero finito de parejas de funciones
x{t), ylt) analiticas en una vecindad de t= 0, tales que



a) x(0) = x, 4 ylO) =y
b) f(xit),ylt)) =0
) Existe una vecindad V de (x,,y ) tal que para todo
punto (x,y) en V, distinto de {x,,y ), existe una unica
pareja (x(t),y(t)) y un dnico valor de t , tal que
x = x(t) , y=yit).
(Ver [ ] pag. )

La expansion en serie de potencias de las funciones x(t)
,v{t) es una parametrizacion de la funcion f con centro
en (x,,y ). El hecho de que los puntos {x,y) cercanos a
{x,,y,) puedan ser obtenidos apartir de un dnico valor t
es consecuencia de que la parametrizacion (x(t),yit)) sea
irreducible. En este casc se define una rasa de la curva
como el conjunto de todos los puntos {x(t),y{t)) que se
obtienen variando t en una vecindad del origen de mane-
ra que las funciones x(t), y(t) sean analiticas en dicha
vecindad. Asi, el concepto de rama de una curva, cuando
K = C, tiene su contraparte algebraica en el concepto de
Tugar de una curva {para un caspo K algebraicasente ce-
rrado y de caracteristica cero ).

TEOREMA 1.6 -
El centro de cualquier lugar de C es un punte de C.

DEMOSTRACION :
Sea {x) una parametrizacion de un lugar de C, enton-
ces x.=a;+tbt+.. y notoda a;=0,i=0,1,2. Como
FIX) = 0, en particular F(¥) = 0 (eod t);adeads se tiene
.= a;(nod t), de donde F(a) = 0 (mod t). Asi, t di-
Fla)e K y , por consiguiente, F(a) = 0 (aqui
(nod t)" estamos entendiendo congruencia addulo t)

>

que
vide
por

Enunciamos el reciproco del teoreaa anterior:

TEOREMA 1.7 -
Todo punto de una curva algebraica C es el centro de

por lo senos un lugar de C.

funque no daremos una demostracidn de este ultimo resul-
tado,direaos que éste se deriva de considerar el campo de
potencias fraccionales K(x)* (definido coso el conjunto
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de todos aquellos eleamentos que pertenecen a los campos
Kix*)' , n=1,2,...) y del siguiente teoreaa :

TEGREMA 1.8 -
§5i fix,y) e Kx,yl, entonces a cada raiz y e Kix)* de
fix,y) = 0 para }a cual O(y) > ), corresponde un dnico
lugar de la curva f{x,y) = 0 con centro en el origen.Re
ciprocamente, a cada lugar (x,y) de { con centro en el
origen le corresponden O{x) raices de f(x,y) = 0, cada
una de orden mayor que cero,

DEMOSTRACION :

Sea fix,yb =0 vy Qe Ktx)' una rafz de filx,y) = 0.
Sea n el ainimo entero tal que y K(x )'. Entonces si
t = x%, (t,y) es una parametrizacion con centro en el
origen. Por el teoresa 1.4, (f;y) es irreducible.

Para demostrar el reciproco, se considera una parasetri-
zacidn irreducible de ¢, (x,y), tal que O(%X) =n)>0 y
0(y) > 0. Por el teoremsa 1.5, existe una parametrizacion
equivalente de la forma

(aateate.) , ato

Se observa que dos parasetrizaciones de este tipo difie-
ren por una raiz de la unidad, es decir, substituyendo ct
pot t, donde c = 1. Queda demostrar que para cada valor
distinto de c, se tiene una raiz distinta de f(x,y) = 0
No 1o haremos aqui.

DEFINICION -{orden de un polinomioc en un lugar P)
Sea (X,y) un lugar P con centro (x,,y ) y sea g(x,y)
un polinomio. El orden de g en P, 0_{g) , se define
coso el orden de la serie de potencias glx,y).

Se deauestra que el orden de g depende solo del lugar
y no de la parasetrizacion especifica (pues se estdn con-
siderando parametrizaciones equivalentes) Nuevamente ,en
este caso,((gh! = Ofg) + Q(h) y (Ofg=h) ),lin(ﬂp(q),O,(h)J

En foraa analoga, si (x) es una parametrizacion de P
en coordenadas proyectivas con todo D(it) 70 yoporio
senos D(X.)# 0, y si B es un polinocmio homogéneo en
X,1%,y X, o definisos 0 (g) coso el orden de BIX).



Por ultiso, vamos a enunciar el teoresa de Noether.

TEGRENA 1.9 -(de Noether)

Supongamos que F,6,H son tres curvas algebraicas y su-
pongamos que F y 6 no tienen factor comin. Consideramos
cada lugar P. tal que 0,(6) > 0 y tal que P. tiene su
centro un punto ordinari& de sultiplicidad r, de F, g3l
Si para cada uno de dichos P.

D, ) 0,(6) + r, -1

entonces H = A6 + BF , donde A y B son polinosias ho-
géneos.
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APENDICE 11
ESPACIOS Y VARIEDADES ANALITICAS

En el apéndice ! nos concentramos en el estudioc de los
ceros de polinomios ; aqui hablaresos tambien de ceros de
funciones, pero en este caso, se estudiardn los ceros de
funciones analiticas.

I1.1 - FUNCIONES HOLOMORFAS .

Como hasta ahora lo hemos hecho, denotaremsos por R al
campo de los ndaeros reales y por C al caapo de los ni-
aeros coaplejos. Por C entenderesos al espacio vectorial
sobre C de las colecciones (z,,...,2,) en Cx..#C = C:
z,¢( fen forma aniloga se define R'). El valor absoluto
de un nisero cosplejo zeC,lo denotames iz} y definimos
para ze¢C” la norma

fzl =max {1z;1 51 j{n}

8 weC"yr=I(r,..,r)eR" el polidisco con centro
en w yradio r es el conjunto A {wr),

Atwir) = {26l bz,5w 0 Cryanylz -t Cr)
Denot asos zgtu;r) a la cerradura de A\ lw;r) en C.

S D es un subconjunto de C", una funcidn cosplejo -
valuada f es una transformacion de D en el planc com-
plejo.

DEFINICION I11.1 -(funcion holomorfa)

Sea f wuna funcidn complejo valuada definida en un sub-
conjunto abierto D¢ C. Decimos que f es una funcidn ho-
losorfa en D si a cada punto weD le corresponde ura
vecindad abierta U, wcUc D, tal que la funcion f tie-
ne una expansion en serie de putehcias

Ho =2 a

V,...v‘.o ' ()

v, Vo
(2, -4, 2,00 " L ALLY)

convergente para todo z2e U. Al conjunto de todas las fun-
ciones holomorfas en D se le denota por (%f

Una observacion isportante es que toda serie convergen-
te de 1a forma {I1.1) es absolutamente uniforaeaente con-
vergente en polidiscos suficienteaente pequehos JAN(TH ¢!
centrados en w, = (w, ,...,w). Asi, una serie de este
tipo puede reordenarse arbitrariasente sin por ello dejar
de representar a la funcion f. En particular, pueden con-
siderarase las priseras n-1 variables z ,...,z, dadas
y fijos los valores a ,...,a ; de esta manera, la serie
(11.1) puede rearreglarse coso una serie en la variable z
,para z ,suficienteaente cercana a w, . Como este resul-
tado es igualmente valido para cualquier z;,se tiene que
una funcion holomorfa f es holomorfa en cada variable .
El siquiente lema nos proporciona la afirmacion reciproca

LEMA I1.2 -(de Osgood)
Sea f una funcidn cosplejo-valuada, continua en un a-
bierto Dc C" y holomorfa en cada variable, entonces f

es holosorfa en D.

DEMDSTRACION :

Consideresos we D y Alw,r) c D . Por ser  una
funcion holomorfa en cada variable, podemos aplicar repeti-
damente la foraula integral de Cauchy en una variable pa-
ra obtener

fz) = (.—:a“j?“:‘%r...j,‘”“ £13)
) ‘-z“
WS iweg e,
para toda ze Aﬁx(u,r). Dado que el integrando de la ex-
presion anterior es continuo en el dominio de integracion

para 2 tija , entonces

£(x) de,...d.

L
fiz) = (@) (‘3.-2.)"'(§_-Z.‘)

Ahora, para z fija, la serie



<o v, v
i B (z,-w, )ooolz -w)

(8,2, 008,20 S (,ow, "Lt w1

es un:formemente convergente para ¥ en el dominio de in-
tegracion , de manera que

el

Veo (¥' -u, )35, (!n‘l")v“"
|W".r‘.l=|;,

® "‘ .
I“)’(i'-‘-’()nj F8) (2, -w e lzw,) dE Laudy,

intercasbiando el orden de la suma y la integracion, f se
expreca como la serie de potencias

-!—‘ 3 ) J! - N Y
f(z):(zm)q%ﬂfif%‘!ﬁ“_;%&)(z,-u,)...(z,-u") .
|ﬁ-!“-|;
Lo que denuestra que ¢ es holomorfa .

1.

El crirterio de Cauchy en una variable tiene su equiva-
lente para funciones de varias variables cosplejas. Sea z
en C tal que z;=y, +¢ y, ( donde x; y y, se conocen
toap las coordenadas reales subyacentes) , definimos las
operaciones lineales

£t (5%}-igg)

[

Loz L2y
Bf‘.z 2 (ax,- i)

L

3

1 operador §E: asi definido coincide con el concepto de
ferivada parcial de una funcidn holomorfa.

TEQREMA 11.3 -(criterio de Cauchy-Rieaann)

Sea f una funcion cosplejo valuada en el abierto D,
D< C) tal que es continuasente diferenciable en las coor-
denadas reales subyacentes de C7 Entonces f es holomor-
faen D siysdlo si satisface el sistema

s%uz) =0, j=l..n.

DENOSTRACION :
Nuevasente consideramos f(2) como una funcion de una so-
la variable z; . Si flz) = ulz) +{v(z) entonces

1oy _ Yy v v,
3% -ay) HEUEE SR

N

tl teoresa es ahora inmediato de considerar el criteric
de Cauchy-Riemann para funciones de una variable v dei
lena de Osgood.

Sean Dc C y D'c C” dos dominios abiertos. Una trans
foreacion g : D --»D

(W geeeyi) = 10 42, geuy2,hyeenyg {2, youuyi )

es una transformacion holomorfa si las funciones g, ,....q,,
son holomorfas en D,

Una gran cantidad de los resultados de funciones holo-
sorfas de una variable se generalizan a varias variables,
entre ellos, el teoresa del mddulo mixiso y el lema de
Schwartz. Este dltimo 1o recordaremos en el caso de una
variable, pues en la seccion 4.1 lo usamos fuertesente.

LEMA 11.4 -(de Schwartz)

Sea f una funcidn analitica en la region 1zi<i, tal
que ()1 (1 y ¢i0) =0, entonces If{2)1 & f2b y
194001 ¢ 1. 81 [f{z)d = izt paraalguna z2# 0 o si
1$°40) 1 = 1, entonces f(z) = cz, Ici=t,

Otro resultado.que se generaliza apartir de un teoresa
para funciones de una sola variable es que,si dos funcio-
nes holomorfas coinciden para todo z en un subconjunto
abierto de U, entonces f(z) = g(z) para todo z en U.
Este resultado, es equivalente al principio de prolonga-
cidn analitica que a continuacicn enunciamos:

PROPDSICION I1.5 -(principio de prolongacidn analitical

Sea 1 c [ abierto y conexo, y sea § una funcion holo-
sorfa en . . Si f se anula en un subconjunto abierto no
vacio de (L, entonces £ =0 en. .



DEFINICION -(funcion regular)

Sea f wuna funcion holomorfa, decimos que f es reqular
de orden k en z_ enunpunto w, si flw ,....0,2)
considerada como una funcidn de la variable z_ tiene un
cero de orden k en z =w, , s decir,

_of - B - 'L
f =52 = =28 = 0 ,g-z:aéo.

DEFINICION -{punto singular de una funcion holomorfa)
Sea D un dominioen C° y F:D--» " una funcidn ho-
loworfa, F(z) = (f,(z),...,f{z}). Si la matriz jacobiana

T, =(2E

tiene rango miximo en wel, decimos que F es no singu-
lar en w. Decimos que F es no singular en D si es no
singular en cada uno de sus puntos.

TEORENA 11.6 -(de la funcidn inversa)

Sean U,V abiertos de " s 0elU y f: U-->V unra fun-
cidn holomorfa no singular en el origen. Entonces f es
uno a uno en una vecindad del origen y "' es holoaorfa
en f{0).

Sea F una funcidn holomorfa en una vecindad de un pun-
to p de Cen CT tal que el determinante det J_(p) ,sea
distinto de cero, entonces, por el tecrema de la funcion
inversa, existe una vecindad U de p en lacual F es
un isomorfismo analitico. Sea

W2 geiagZ)) yeeny W EN (2 4000,2,)

la expresion de F en términos de las coordenadas w, de
C". Decimos que w,,..., ¥, ES un conjunto coordendo en p
si w.(p} =0, i=l,...,n y si definen un isomorfismo ana-
litico en una vecindad de p .

DEFINICION -(biholosorfismo}
Sea F una funcidn holomorfa de una region Dc L en

un abierto Vc C” definida por

=W (2 000002,) k3l
8 no sdlo F  sino su inversa F~

z= IS CIPRRRY T N O PPPPRYT I

es holomorfa, decimos que F es un biholomorfisso. En el
casoc en que n=1, se dice que F es conforme.

DEFINICION -(subvariedad compleja de .

Un subconjunto M de C” es una subvariedad compleja si
para todo p M existe una vecindad U de p y una trans-
formacidn F : U - C" {na) no sinqular en p, tal que
HNU=1{ze¢l; Fl2) =F(p) },

El siguiente teoresa caracteriza a las subvariedades
cosplejas de C

TEOREMA 11.7 -
Un subconjunto N de C” es una subvariedad cospleja de
c* ,51 y sblo si cada punto peM tiene asociado un con-
junte coordenado W, ,...,w, en p, tal que en alguna ve-
cindad U dep, NAU={2¢U; w {2) =...=w (2) =0),

DEMOSTRACION :

Supongamos que M es una variedad comspleja de ¢ y sean
peM,Uy F como en la definicion anterior, F = £, yoeeyf)
Supongamos que f,{(p) = 0. Como F es no singular en p ,
entonces los vectores

("—‘Ll(p).,...,:_i:;.‘(p))
son linealaente independientes , j=i,...,m. Sean
la, yoeuya, ), #1 (0,

4

n-a vectores que completan a los anteriores a una base de
C". Construimos n-a funciones coso sique



t () =Z_ 3.2,

De esta manera, F = (f, ,...,f,} es no singular en p, lo
que 1oplica que f, ,...,f, forean un sistesa coordenado
en p y.HOU =(zel; f{2)=...5f (z) =01,

S1 ahora suponenos que para todo p M existe un conjun
to coordenado w,,...,n, en p,definimos F como F ={w,..
«eoqm ), claragente HNU = {zcl; Flz) =F(p) )} =
={zel; w(2)yoeuym (2)) =0 3,

/1.

Este teorema implica que Nc C" es una subvariedad si
y sdlo si,para cada uno de sus puntos existe una vecindad
U de p, un polidisco A (0;6) y una funcion no singular
F ode A(0;8) en C°, tales que NNU=FlA(0;5))
y F(0) =p.

DEFINICION -(subconjunto flaco de un dominio)

Sea D u dominioen C"y X< D. Decimos que X es
un subconjunto flaco de D si para toda zeD existe un
disco abierto A (zyr)c Dy una funcion holomorfa f,no
idénticamente cero en A\ lz;r),tales que f(X0 Alz;r)= 0

TEOREMA 11.8 -(de extension de Riemann)

Sea X un subconjunto flaco de un dominio D en L y

f una funcion holomorfa en D\X, localmente acotada en D.

Entonces existe una Gnica funcion holomorfa f en D tal
que Hz)|N= t(z) (que f sea locaimente acotada en D
significa que, para todo 24D, existe A (z;ric D tal

que f| es acotadal.
AQ;HN(DAx)

Un resultado que se desprende del teorema de extension
de Riemann, es el hecho de que para todo subconjunto fla-
to X de un subconjunto conexoc U de C", la diferencia
U\X es conexa. La demostracidn de este resultado se basa
en suponer que U\X es disconexo, esto isplica que [V
es tashien disconexo y par lo tanto, puede escribirse co-
w0 la union de dos conjuntos abiertos ajemas U, y U, .
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Definimos en U\X la funcion

1 si ze l,
¢(z) ={0 .

si zel,

clarasente P es holosorfa en UAX. Como U es conexo,ex1s-
te pclU tal que pe XNUND, . Para dicha p , P no se
extiende 2 una funcion holomorfa , lo que contradice el
teoreaa de Riesann,

Contrariamente a lo que sucede para funciones de una so-
la variable, en varias variables toda singularidad aisla-
da de una funcion holomorfa es removible, Este resultado
es consecuencia inmediate del sigquiente teoresa .

TEOREMA 11.9 -(de Hartogs!)

Sea A (031) = { 2e €5 z;0 ¢ 1}, n¥. Sea V una ve-
cindad de @ (A(0,1)) tal que la interseccidn V0 A(0;1)
es conexa. Entonces, para toda funcion holosorfa v,
existe una funcign holosorfa F en A (0;1) UV ,tal que
FI, = f.

DENDSTRACION :
Sea €0 tal que A=AUA, donde

A= {2elfeC iz 1<, 12,1 <1, j> 23U
Utz C3t-eClz, b 4, 1 €1, j#21

y ACV. 3,

3

D>
Y

207,

:\\\\

\\\\ NN

%
A

Sea 2’ = (z,4...42,). Si 12'1 C 1, entonces la funcion
7,--+ fiz,,2') es holomorfa en el anillo { zeC; 1-¢<
(iz,} ¢ 1}, de manera que podemos expresarla en serie
de Laurent en 2z,

iz, ,27) ='Z_a,(z')zf
ton a,lz') holomorfas en P = { 1z,) ¢ 1,... 020 C1}
Ahora, si 1-¢ Clz, 1 <1, 1z,1<1,..., 12,00 1, 1a funcidn



;,-->f(2,,2 } es holosorfa en el disco iz, | ¢ §, por lo
que la serie de Laurent no tiene térainos con potencias

negativas en 2,. s decir, a,(z’) =0 para v (0 y
1-¢ { izt < 1. Por el principio de prolongacion analiti-
ca 115, a,(z') =0 para v<0, z'e P. Detinimos

- fz) , 2eV
Z"ZLHWA ,2e A10,1)

La serie anterior converge uniforseaente en subconjuntos
compactos de 2\ (0,1} y ‘'es holomorfa ahi ; ademas, F
coincide con f en VO AIl0,1) pues coincide en un sub-
conjunto abierto de VNP y la interseccioh VAP es
conexa.

/.

lna demostracion distinta de este resultado se obtiene
usando la integral de Cauchy-Riemann.

Una forma auy usada del teoresa de Hartogs es la si-
guiente :

TEOREMA 11.10 -(de Hartogs)

Sean V c U abiertos de C? toda funcion holomorfa en
una vecindad de U\V se extiende a una funcion holomorfa
en U.

11.2 - FUNCIONES HOLONORFAS : ANILLOS LOCALES .

En general, nos interesara analizar el comportamiento
de una funcion en la vecindad de algun punto en especial.
Esto nos permite desarrollar una teoria local de las fun-
ciones holomorfas y obtener una gran cantidad de resulta-
dos que, en el caso global seria poco razonable plantear-
se. Para el estudio local de las funciones holomorfas ne-
cesitamos desarrollar el concepto de gersen de una fun-
tidn; este concepto nos persitird establecer una equiva-
lencia entre aquellas funciones que son iguales en la ve-

7é

cindad de algin punto dado.

DEFINICION -{germen de funcion)

Sean f,y g, funciones complejas definidas en una ve-
cindad U y V de w , respectivamente. Decimos que f,
es equivalente a g en w ,si existe una vecindad abier-
tabWde w, W UV, tal que fuk“= qvlw . Vasos 2 deno-
sinar germen de una funcion en el punto w , a la clase
de equivalencia de dichas funciones.

Es sencillo demostrar que 1a relacion anterior es, en
efecto, una relacion de equivalencia. Vamos a denotar por
f; , al gersen correspondiente a 1a funcion f en el pun
to w; cuando no sea necesario especificar el punto, e5-
cribireaos solo f.

Se observa que el geraen depende no solo del cosporta-
piento de la funcion en el punto, sino de su comportasien-
to en toda una vecindad de éste. El valor de un geraen en
w es el valor de cualguiera de sus representantes.

El hecho de considerar germenes de funciones de varia-
ble compleja, nos permite dar al tonjunto de dichos gerame-
nes una estructura de anillo :

Sean f y g los representantes de los gersenes fy g
en w. En UNV, se encuentran definidos ¢ +gq y g
y de manera que los germenes de dichas tunciones definen
alasuma f+g vy al producto fg de f y g. Es
inmediato que lo anterior define un anillo conmutativo
con elesento identidad.

Nosotros estaremos interesados en un anillo muy especi-
fico, a saber, el anillo de germenes de funciones holoaor-
fas en un punto w, que generalsente se denota por (f?ﬂ.
Cuando w=0¢ C? C)“ se denota (9 y, cuando es nece-
sario especificar 1a dimensicon compleja del espacio sub-
yacente, C , se usa ia notacidn 62~

El siguiente teorema nos sera de gran utilidad al tra-
bajar con anillos de gérmenes de funciones holomorfas.



TEOREMA 11.11 -

El anillo de gersenes de funciones holomorfas em un pun
to we C","Q‘. es isomorfo al anillo de series de poten-
cias convergentes alrededor de w.

DEMOSTRACION :

Dbservemos priaero, que cada serie de potencias conver-
gente en una vecindad de ur punto w representa a una
funcion en dicha vecindad y por consiquiente, determina
un unico germen en“Q. Por otra parte, si f, es un repre-
sentante de un gqernen fe,,(Qw , f tiene una expansion en
serie de potercias en una vecindad de w. Se observa que
si f es otro representante de f, 1 y f, detersinan la
misma expansicn en serie de potencias en una vecindad de
W.

/.

Haciendo el cambio de variables, ¥,= z;-w,, es inmedia-
to ver que los anillos ,,@w y ,\(9 son isosorfos; de manera
que ,por lo general, hablaremos del anillo de geraenes de
funciones holomorfas en el origen.

Varos a dempstrar que ,.(9 es un anillo entero . Para
ello, consideresos dos elementos f y q s“O y sean fy
g las funciones representantes en una vecindad U del ori
gen. Supengamos que € @ = 0 , entonces el producto de f
y g se anula, flz)giz) = 0,en una vecindad V < U del ori
gen. Si f(z) # 0 para alguna w V, entonces, por conti-
nuidad, f{z) # 0 en alguna vecindad abierta de w y,por
lo tanto, giw) = 0 en dicha vecindad. Lo anterior nos di-
ce que giz) =0 en V.

Por lo que acabamos de demostrar, tiene sentido pensar
en el caapo cociente ../ de , ® que se conoce coso el
campo de germenes de funciones merosorfas.

Pensesos en los germenes de funciones en ,,& que son
distintos de cero en el origen; claramente estos elemen-
tos poseen un inverso multiplicativo en , @ y  por con-
siguiente , representan a las unidades en,,0 .,,.0 BS Un
anillo local.

Resulta dtil observar gue aguellos elementos que nz son
unidad en ,.(Q, foraan un ideal en . (J: el ideal de ger-
menes de funciones holomortas gue se anulan en el origen.
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Sea f(z2) = (z,4...42.,) un representante del gersen f
' fe“&; f(z) puede considerarse como una funcion holo-
sorfa en n variables , z ,...,2_ .2, Y, CCRO tai, Oete’
sina un geraen E",.O- El gersen asi detfinido es 1ndege--
diente del representante elegidc y, la transtoraacidn
na@-=+_(D es monosorfiseo : los elenentos_‘“(f’ c.C
son aguellos eleaentos f'c“@ que no gdependen de

Vamos a estudiar ahora, un tipo especial de elemento:
en “(9 DSBAN B 400l elementos de Ly construvancs
el polinomio

s

plal = a+az+...+4az ;
por definicidn, pla) representa a una serie de poterciac
convergente en n variables y, por consiguiente. pertensce

3 ,,0. El conjunto de elementos de esta forsa -orsti® .z
el anillo de polinomios en z _ sobre “_IO . (9[:,,;. e

ramente, M@ C "_.0 3 Yl n@

DEFINICION -(germen regular de orden k!

Sea fe .,O y supongamos que existe un representante ¢
de f tal que f es una funcioh regular de orden & en
z,. en el origen. Entonces se dice que f es regular de
orden k en z,.

DEFINICION -(polinomio Be MWeierstrass)

Sea h un elemento de n_{Q (z,] de la forma

. " ')
hiz,) =z, + azt...taz.ta,

tal que los coeficientes a,-‘an j=lyeea,ky N s0r ur.
dades. Entonces h se denomina polinomio de weierstrass
de grado k en z,, .

Puesto que en un polinpaio de Weierstrass, h‘“g/ R
los coeficientes a; no son unidades, se tiene que e- :
origen a,{0,..,00 = 6 ; por lo tanta, h{0,..,0,2 ) = °
lo que 1mplica que h es reguiar en z, de arcer k.

El siguiente teoresa nos proporciona un resultado sobre
*factorizacion® de elementos en



TECREMA T1.1D - 22 grenarazion de Weierstrass)

Sea fe,\O un gernen requiar de orden k en z,, entonces
existe un unico polinosio de Weierstrass he,Q)[z,], de
grado k, tal gue ¢ = uh para alquna unidad uendl

DEFINICION -{eleaentos irreducibles)

Un elesento fe .,(9 es reducible sobre ,,0 si puede ser
escrito como el producto f = 9.9,, donde g, ,g, no son u-
nidades de ,G? ; en caso contrario, se dice que £ es irre-
ducible en _(9. fndlogamente, un elemento PGHO fz,] se
denoaina reducible en ,*é)[z"], si puede escribirse como
f- 9,9, donde g ,g, no son unidades de ,Jg)[z,]; en ca-
so contrario, f es irreducible en , O [z,]

LEMA 11,13 -

Un polinomio de Weierstrass & e,“O[z“] es reducible
sobre ,‘0 si y s6lo si b es reducible sobre, () (2,1 ; si
h es reducible, entonces todos sus factores son polino-
aios de Weierstrass mddulo unidades de [z,1.

-l

Haciendo uso de la induccion en n y del teorema de
preparacion de Weierstrass, se desuestra que los anillos
lTocales ,,0 son anillos Noetherianos, es decir, son ani-
11es conmutativos con elesento identidad, tales gque cada
ideal tiene una base finita.

I1.3 CONJUNTDS ANALITICOS Y
GERMENES DE CONJUNTOS ANALITICOS.

En 1I.1 definisos una subvariedad M de C en forma
local,como el conjunto de ceros de ciertas funciones; sin
esbargo, es importante dejar claro que no todo conjunto
de ceros de funciones es subvariedad de (. Consideresos
por ejesplo, en el conjunto { z,z,2,= 0 }, se demuestra
que este conjunto no es una subvariedad de D: observando
fue en el origen, 0 € [‘.’,se tienen tres coaponentes. Pen-
semos también en el conjunto { 2;- z,2,= 0}, donde r )2
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181 12, ,2,,2,) = 2,- 2,7,, entonces el Jacobiano de | es
Jp = {z,,-2,,r2,;"), que es clarasente singular en el ori-
gen.

Nos interesa estudiar el conjunto de ceros de funciones
holomorfas aun en el caso en el que dicho conjunto no
constituya una subvariedad analitica de C". La siguiente
definicidn abarca esta situacion ads general.

DEFINICION -(subconjunto analitico)

Sea U un domninio en C. Un subconjunto V de U se deno-
sina analitico, si para toda zel, existe una vecindad U
y un ndmero finito de funciones holomorfas f, ,...,f en
U, tales que VAU = {xc U £,{x) == f (x) =0,

®

En una gran cantidad de casos denotaresps a VAU, por
Vit yoaaf ).

TEOREMA 1I.14 -

Sea U un dominip en C"y V un subconjunto analitico de
U. Entonces se tiene que

a) V es cerrado en U.
b} 8i V#U, U\V es denso en 1.
t) U\ V es conexo en U,

DEMDSTRACION @

a) Por definicion de subconjunto analitico, toda ze V
tiene una vecindad U, tal que VYOU, es cerrado en U,

b) Supongamos que \V no es denso en U, entonces V#d
vasos a demostrar que V es cerrado en U. Asi, V es
abierto y cerrado en la regidn conexa U y,por lo tanto,
V= U, lo que es una contradiccion :
Sea z¢V y U! una vecindad abierta conexa de z en U
Como V es analitico, existen ¢ ,...,f  funciones holo-
sorfas en U tales que VN U‘= (xf U!;f,(x)=...=f,(x)=0 3
entonces, cada f; se anula en VNU,. Por consiquiente,
por el principio de prolongacion analitica, £, 0 en U,
de manera que UV fsi, U,cil y 2¢V, Por lo tan-
to, V=V,

c) Bastard probar que todo zel tiene una vecindad co-
nexa U, tal que U'\ V es conexo.



sea U, una vecindad conexa y f ,
norfas en U, tales que

..f, funciones holo-

Unv = Cxell, 5 £ () = ... =f((x) =0}

Sean x,4x, c UV y V= (ue Cidx,+ (1<l)xe U . Ves
un conjunto convexo no vacio de C. El conjunto V' defini-
por V' = {4el ; Lx + (1=t )x e UAV } es discreto en V.

Por consiquiente, V\V es conexo y 0,1 VAV, 5i t-- Y{D
denota un arco en VAV’ que conecta a 0 con 1, entonces,

t -2 ¥Yit)x + (1-VIt))x es unarcoen U\ V que conec-
ta axconx .

1,

TEDREMA 11.15 -
Sea F una coleccion de funciones holosorfas en un abier-
to U de C". Entonces Y(F) = { xel; f(x) = 0 ,para todo
t ¢ F } es un subconjunto analitico de U.

Vagos a desrrolliar una version local de la nocion de
subconjunto analitico; para ellp, daremos una relacion de
equivalencia entre los subconjuntos de [

DEFINICION -{germen de un conjunto)

Sean X y Y subconjuntos de C. Decimos gue XyY son
equivalentes en el origen si existe una vecindad U del
origen tal que X0l = YOU. A una clase de equivalencia
de conjuntos se le denomina gereen de un conjunto.

Como nuestro interés es trabajar con subconjuntos anali-
ticos en foraa local, vasps a definir 1o que entenderemos
por un gereen de un conjunto analitico.

DEFINICION -{gersen de un conjunto analitico)
Decimos que X es un geraen de un conjunto analitico si
eristen £,...,0¢ 0, tales que

=N NviE)
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donde, por V(f; ) entendemos a la clase de equivalencia de
conjuntos ( xe U; f (x) =03, siendo { el -epresentante
del geraen € en U.

En otras palabras, X es el germen de un conjunto ana.:
tico en el origen, s1 el conjunto {xeU;flar=...=t000=
es un representante del geraen de conjunto X, donde U es
una vecindad del origen y f ,. ..,f son funciones holo-
aorfas en U. A la interseccicn ﬂ Vif;) tambien se le
denota como V(f,,...,f,) o bien € f=...=€=0;

Denotaremos por .7 a la coleccioh de germenes de con-
juntos analiticos en el origen.

Observamos gue si V y W son eleaentos de, J , entonces
Yne y VUW son elementos de } yaquesi V=
=VIf ., f) y W= ¥l9,,..,9), entonces VoW = { f-=.
..=ﬁ=gl=..=gm=0 by Ynk = (€-9j=0; ) PP S5 L) POIN |

DEFINICION -(el ideal de V y el lugar de V)
Sea VeJ . Consideremos los conjuntos id V =2(V) =
={ fc@O; € seanulaenV} y loc§=N VP donde
$c.O . El onjunto £ (V) se conoce co':;n el ideal de
¥ yel conjunto loc S se conoce como el Iocus' o el
lugar de J

Es importante hacer notar que £ (V) es, en efecto, un
ideal, pues si € y § son dos elesentos en “0 que se anu-
lanen V,f+gq y £K también (para todo k:_@)

Vamos a demostrar ahora que loc S es un geraen de un
conjunto analitico.

PROPDSICION I1.16 -

Sea Sc, OyVe JJ tales que loc S = ﬂ Vi), Entor
tes loc $ es un geraen de conjunto anahtlcn

DEMOSTRACION :

Sea o/ el ideal generado por S y sean g ,...,Q , 5us ge-
neradores (sabeaos que,,Q es finitasente generado pues
es un anillo Noetheriano). Como todo elesento de S se
anula en loc S , entonces Vig,,...,g) loc § . For
otra parte, todo elesento de £ se anula en Vig s- .43
y,ﬁ 5§, de manera que loc S = V(ql,...,g"). Por lo tan



to, loc S = V(g,y..ug ).

Al 1gual que cuando trabajamos con curvas algebraicas,
existe un concepto de irreducibilidad para el caso de ger-
senes de conjuntos analiticos.

DEFINICION -(geraen irreducible de conjunto analitico )
Sea V e,ﬁ'. Decimos que V es irreducible, si se tiene
que 1a igualdad V=V, UV, para V ,V, eJ isplica que o
bien V=V 0 V=V,.

TEDREMA 11.17 -

Sea Ve,7 . Entonces V tiene una descomposicion en ger-
senes irreducibles V=V U...UV , donde Ve T y V£V,
para i#j. Ademas, V ,...,V , estdn determinados en forma
Gnica por V.

La deapstracion de este teoresa se basa, esencialmente,
en el hecho de que,@ es Noetherianoc y en que la conten-
cidn VoV, ieplica idV, < idV,: lo anterior nos asequra
que toda cadena descendente VoV, .., se detiene para
alquna k, es decir, V2V>..2V = Vm +«+ (observamos que
de lo contrario la cadena de ideales idVc idVc ... se-
ria una sucesidn ascendente y esto contradice el que ,,(9

sea Noetheriano).

h los gersenes V ,...,V, de la descosposicion anterior
se les conoce como ramas irreducibles de V. Nos podemos
preguntar ahora,dado fc,,O , si existird alguna relacion
entre la factorizacion de f y las ramas irreducibles de
Vif). El siquiente teorema nos responde con precision a
esta pregunta.

TEOREMR 11.18 - .
Sea fc, Oy =Ilfl{."‘ su factorizacion en factores irre-
ducibles. Entonces la descoaposicicn de Vif) en sus ramas
irreducibles estd dada por

Vi) = VP ) U...U VR
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DEFINICION -{punto reqular de V)

Sea V un subconjunto analitico de un dominio U en C Un
punto xe V se denomina punto reqular de V, si existe una
vecindad U, de x ,tal que YN U, es una subvariedad comple-
jadeU. Si x noesun punto regular, decimos que x es
singular.

DEFINICION -(dimensicn de un subconjunto analitico )
Sea V un subconjunto analitico irreducible en el origen
,0¢ T, y sean (2, yere42 §2,900442,) COOrdenadas regulares
en una vecindad del origen. Se define la dimension de V
en el origen como dim V = k.

I1.4 ESPACIOS ANALITICDS Y VARIEDADES ANALITICAS COMPLEJAS.

Despues de tratar el caso local, nos encontramos con el
probleaa de juntar de una manera adecuada los resultados
locales, para asi, poder estudiar ciertos planteamientos
globales. Con ese fin, introducimos el concepto de gavi-
llas de funciones holomorfas.

DEFINICION -{gavilla sobre un espacio topologico)

Sea D un espacio topolagico. Una gavilla sobre D es un
espacio topologico J y una transforsacion n: T--1,
tales que '

a) r es un homeomorfismo local; es decir, para todax enJ
, existe una vecindad U de * tal que Ti{l) es abierto y
la restriccion n |, es un hoseosor fisao.

b) Para cada ¥ < D, la fibra n '(§) = J; , tiene una es-
tructura de grupo abeliano.

¢) Las operaciones de grupo son continuas en la topologia
de J.

~

Considerenos (9 U €, ysea % ,f: ©--» C, la pro-
yeccion dada por ¥ (f =1, para #e@ Vamos a definir
una topologia en (9 Sea f 6 0 y MU, f) = (f jPe U},



donde F! es el germen en € definido por (U,f). 5i con-
sideramos todas las parejas {U,f) que definen a ﬁ, los
conjuntos N(U,f) forman un sistesa de vecindades de fs
La transformacion T : O-- (" es continua, pues si V es
una vecindad de ¢ y (U,f) es 1a pareja que define a 45',
entonces T (N(UNV,§)) c V. Se desuestra adeads que, con

~

la topologia definida, (O es un espacio de Hausdorff.

Por ultimo, la transforsacion 7 : O-->C" es un hoseo-

morfismo local: sea x= F! y N= N(U,f) donde {U,f} define
a fg, entonces 7 (N) = U. La inversa de n| estd dada
por §’--*fg,§e t.

Qton l1a estructura definida, constituye una gavilla de
geraenes de funciones holomorfas en C.

DEFINICION -{espacio anillado)

Un espacio anillado es una pareja (X,@), donde X es
un espacio Hausdorff y ©@es 1a gavilla de subanillos con
unidad de la gavilla de geraenes continuos de funciones
en X cosplejo-valuadas.

No abundaremos en el significado sas amplic de esta defi-
nicion, pues nos interesa en particular el caso en el que
X es un doainio en C"y Oes la qavilla . O |, de ger-
senes de funciones holomorfas en X.

DEFINICION -(transformacion de espacios anillados)

Sean (X,,0) y (Y,,@) espacio anillados. Una transforma-
cidn continua f : X -~ Y se denomina transformacion de
espacios anlillados si, para toda xe¢ X y he ,OM, se
tiene que h-f,tx(Dl .

A la transformacion de y(‘%“en XQ , dada por

h -~ hef

se le denota £'. Si  es uno a uno y £ es sobre, decisos

que f es una inyeccion de X en Y. 5i Yc X ylaiden-

tidad ¢: Y --3 X es una inyeccidn, decisos que Y es un
subespacio de X, §i Y es un subconjunto cerrado de un
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espacio analitico X, decimos que Y es un subespacio ana-
litico de X.

DEFINICION -(isomorfismc de espacios anillados)

Sean (X,,Q) y (Y,,0) espacios anlillados. Una transfor-
macion f : X --3Y es un isosorfismo de espacios anilla-
dos, si f es un hoseosorfismo y  es una inyeccion de X
en Y.

DEFINICION -(variedad analitica compleja -primera definicion
Un espacio anillado (X,0) es una variedad analitica
cospleja si todo xe)! tiene una vecindad U , tal que
(U,,OL) es isororfo al espacio anillado (Y,,O), donde
Y es un dosinio en C” y ,0 es la gavilla de geraenes de
funciones holomorfas en V.

Se desuestra que esta definicion es equivalente a la si-
guiente.

DEFINICION -(variedad analitica cospleja -sequnda definicidn)
Una variedad coapleja es una variedad diferencible que
adaite una cubierta abierta ( U_} vy transformaciones
coordenadas € U, --» () tales que \‘f‘a‘(’ﬂ" es holomorfa
en Y, (U,0U,) c C para todo «¢.

Haciendo uso de 1as condiciones de Cauchy-Riesann, es
facil ver que toda variedad analitica compleja es orien-
table.

DEFINICION -{espacio analitico)

Un espacio anillado (X,,©) es un espacio analitico si
toda xe<X tiene una vecindad U tal que (U,,‘Q,u) es iso-
morfa a un espacio anlillado (Y,,(Q) donde Y es un sub-
conjunto analitico de un dominic en L[’ y v0=( .0/2\\/’
donde 0 es el ideal de V.



Un subespacic analitico de un espacio analitico i,,01
es un espacio analitico, tal que Y <X y la identidad
¢+ Y == 1 es una inyeccion de Y en X.

PROPOSICION 11.19 -

Sea (X, 0) un espacio anillado. Sea Y un subconjunto
con la siquiente propiedad : si ycY, entonces existe una
vecindad U de y ,y funciones holoserfas f ,..., f ,de-
finidas en U tales que YOU = V(f ,...,f ). Entonces,
si ¥ es lagavillaen Y de funciones holomorfas en X
que se anulan en Y, (Y,1.0/¢ }y ) es un subespacio ana-
1itico de X. Todo subespacio analitico surge de esta ma-
nera.

DEFINICION -{punto regular de un espacio analitico)

Sea (X,0) un espacio analitico. Un punto reqular de X
es un punto x que tiene una vecindad U, tal que (U,,CHJ
es una variedad compleja. Decimos que un punto es singu-
lar si no es reqular.

DEFINICION -{vector tangente)

Sea (X, O) un espacio analitico, y sea x un punto en X,
Una derivacion de C:Llo un vector tangente) en x, es una
transforsacion t :CZ--* C, tal que
a) tla f+bq =atif) +btig ,paraapelyfgel):
b) tif g) = Fix) tig) + glx) tif)

El conjunto de derivaciones de 42 forea un espacio vec-
torial sobre L, que denotamos por T, y se denomina espa-
cio tangente a X en x.

PROPOSICION 11.20 -
Sea ¢: (X, 00 -~ (¥,,0) una transformacion holosorfa
Para cualquier x< X existe una transformacion lineal indu-
cida € 1M, -9 TV, Si € es inyectiva (biholomorfa) en
x, entonces €, es uno 3 uno (isosorfa) en x. ¥, es la di-
ferencial de ¥,

Por dltimo, daremos una base del espacio tangente i,

PROPDSICION 11.21 -

n .
Sea x¢ C. Entonces, las transforeaciones

Q st

2.
z¢" " x
definidas por

F) _9 X
a—;‘(F) = ‘a%(x,
estan en TX_y forsan una base de TX,

DEMOSTRACION :

Por definicidn, 5%: € TX, ,para j=l,..,n. Dichas trans-

tormaciones son independientes pues éfif =8§ . Vamos a

D2,
desostrar que generan :
Sea te TX,. Entonces, para ceC,

tlc1) = ct(l) y tic) = Jtte) + ctdl

(pues t es una derivacion),entonces tic) = 0. Si .0,
podemos escribirla en serie de Taylor como

f2) = 400+ 2 2L tgr,) + L - x0g, 1

donde g son funciones holomorfas gue se anulan en el o-
rigen. fAplicando t se tiene,

et = 22wty
i <
por lo tanto,

-7 s
t=7_tlz) (55)

/1.
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CONJUNTOS ALGEBRAICOS EN CP.

IT1.1. TRANSFORMACIONES RACIONALES Y BIRRACIONALES .

En el apéndice I definisos el concepto de espacio pro-
yectivo n-dimensional IP". Aqui retosaresos este concep-
to y daresos alqunas resultados relacionados con dicho es-
pacio.

Recordesos que si IP" es un espacio proyectivo de dimen-
sidn n sobre un campo K, entonces un punto Ee P estd da-
do por n+l elesentos (£ :...:%,) de K, tales que no toda
€ = 0. Adeeas,dos colecciones (€ :...:8,) y (7,5...:9,)
representan al mismo punto enlP”, si y sdlo si existe «
en K\{0}, tal que 7. =A€, para todo i=1,...,n.

De la misea manera que en 1.2, decimos que un poling-
eio Flx) e KIX,,...,x,] se anula en un punto ¥ V¥, si
F{&,...,8) = 0 sin importar las coordenadas £ de € ele-
gidas. Si descosponemos al polinomio F como la susa de
sus términos de grado j , se tiene gue

FzFo.+F

"

y
FUR upd ) = Flxgque g X DA F X, guuyx 1ean tLFUX yuayx,)

fsi, si Flig yausydg,} = 0, como K es infinito, se tiene
que F (¢ ,...,8,) =0 paratoda i =0,...,n. A los po-
linomios F se les denonina componentes homogéneas de F.

Sea X un subconjunto cerrado de " (recordesos que X
es cerrado si todos sus elementos son tales que anulan a
un nusero finito de polinomios con coeficientes en K ) y
sea V el conjunto formado por todos los polinomios F en
K[y, yeeey¥.] que se anulan en todo punto x de X. V cons.
tituye un ideal de X. Hacemos notar que si F es un ele-
sento de V , entonces todas sus cosponentes homngeneas
pertenecen a V . A un ideal con estas caracteristicas se
le conoce como ideal homogeneo.

Al considerar funciones racionales en coordenadas homo-
geneas

o x) = PUX, qeusytn)

BLxX, yorayx,)

es necesario observar que si P y @ no son polinomins hose-
geneos del mismo grado, el valor #x, yoeeyx,) s distin-
to del valor f{ix ,...,dx) .Por consiguiente, cuando ha-
blesos de una funcidn racional £, en coordenadas hosoge-
neas en un punto x, estaremos suponiendo que f es una fun
cion hosogénea de grado cero, es decir, f es de la forma
P/Q, donde P y R son polinomios homogeneos del mismo gra-
do.

DEFINICION -(funcion regular en abiertos delf )

Si Ues un abierto de?”, xel y f =P/@ es una fun-
cich homogenea de grado cero, tal que @(x} # 0, entonces
en una vecindad de x, § determina una funcion con valores
en K gque se denomina funcidn regular en x.

5i f es una funcion regular en todo punto x de U, deci-
mos que f es regular pn U

Observamos que el conjunto de todas las funciones regu-
lares en U constituye un anillo que se denota por KIU) .

DEFINICION -(transformacion regular de abiertos delP”)

Sea U un abierto de P”. Una transformacion regular f ,
f:U--+P" se define como una coleccion

(F, :...:F,)

donde cada F‘i es una funcion regular en U.



Observanos gue el conjunto de puntos x para los cuales
una transformacidn racional es regular, es un abierto de
P .

Sean Uy V abiertos de IP yIP” respectivasente, y f,
f: U --+/P] una transformacion racional. Decimos que f
transforsa a U en V, si existe un abierto U'< U tal que
fll')e V y f es reqular en U’

DEFINICION -(transformacion birracional)

Sean Uy V abiertos de P. Decisos que una transforma-
cion racional f de Uen V, §: U --»V, es birracional si
f tiene una inversa y esta es racional. En este caso, de-
cimos que Uy V son birracionalsente isomorfos.

Vaaos a dar ahora una construccidn, que se conoce ComD
la proyectivizacion de un haz vectorial.

Sea p: E--»X un haz vectorial y sea IP(E,} el es-
pacio proyectivo de rectas del espacio vectorial E, . Con-
sideresos 3hora IP(E) =_E£IP(E,) y sea { U} una cubier-

ta de X, tal que la imagen inversa bajo p de U_ es iscmor:

ta al producto de U con V, p"(U.,) = U xV, donde V de-
nota un espacio vectorial. De esta aanera, se obtiene un
isonorfiseo

UPE) = U x PV
uU*

por medin del cual es posible introducir a VP{E) una es-
tructura de variedad algebraica.

DEFINICION -thaz tangente proyectivo)

Sea TX el haz tangente de una variedad X , entonces
IP(TX) se denosina el haz tangente proyectivo de X.
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111.2. CONJUNTOS ALGEBRAICOS Y ANALITICOS :
EL TEOREMA DE CHOW Y EL TEOREMA DE EXTENSION DE LEVI .

Hasta ahora hemos estudiado por separado el conjunto de
ceros de polinomios homegéneos y el conjunto de ceros de
funciones analiticas. Sin embargo, en el caso en que F de
nota el espacio proyectivo complejo, LP", se tienen una
gran cantidad de resultados que hacen gue sea indistinto
hablar de propiedades de tipo algebraico o analitico en
cierto tipo de subconjuntos de ce.

Lo primero que haremos es establecer la relacion entre
los biholomorfissos de CP° que fijan el infinito y las
transformaciones afines.

PROPOSICION III.1 -

Los biholomorfisaos de CF en CP'que fijan al infinite,
en coordenadas afines, son afines.

DEMOSTRACIDN :

Sean {u:z:w) coordenadas hoaogeneas en CP:y sea (0:4:4)
un punto al infinito. Al punto {o:4,:4,) podemos verlo co
mo (0:1:4), donde L =4,/4 . Como vamos a trabajar en coor-
denadas afines, consideraremos puntos de la forma (1:z:w)
fAsi, una sucesidn‘de puntos (1:z,:w,) que tienda al punto
{0:1:4) deberd cumplir que =z, tienda al infinito y el
cociente w,/ z, tienda a X (pues (l:z,:w ) = (%;:1:%{)
tiende a (0:1:4) siysdlosi £ -0 y F--s.4),

Por consiquiente, cada punto al infinito {0:1:.0) deter-
aina un punto finito en CP‘, {l:z2342) = (Z:1:4), tal que
tiene a (0:1:4) como punto al infinito.

(L6




A la funcibn 4 : CF --» CP' podesos verla en la carta
atin (z,w) como una funcion de C'en C°(que también deno-
tareacs por f), f : C --» C. As{, dada una direccion fija
(1,2) en C, s1 (£,%) tiende a (1,4), entonces f{1,%)
tiende a £(1,4). La restriccion

£ =40, L -—-C"
ke
la podeaos escribir como
il = (fF (1,w,f, (1,m)) ;
de hecho, para cada z fija se tiene la restriccidn
fz, ) sC->C" ,
definida por

flzyw) = Uf {zym),f, (z,w))

Asi, como f es un biholomorfisao que fija al infinito ,
entonces para 2 fija, las funciones f (2, ) : C-—>C
y .1z, : € -->L, son holomorfismos que se extienden
al infinito; por lo tanto, f (z,) y £z, ) son polino-
sios en w de grado senor que dos {pues de lo contrario §
no seria biholosorfiseo) :

f(z,m) =3 (z) +a(z)w

t,(zyw) =b (z) +b (z) W
Nuevamente, coso
flz,w) = Ca (z) +a (zlwy b (2} + biz)w)
es un biholomorfiseo, entonces para w = 0, las funciones

a,(z} y biz) son holosorfisaos de C en C que se extienden
al infinito; por lo tanto,

alz)=a +a z
Y
b (z) =b, +b z

Andlogasente, haciendo w=1, se tiene

afz)=a ta :

(]
+
o
(]

bl(z)
La funcin f{z,w) toma entonces la forma
flzyw = (a_+a z4fa_+a z)w, b _+b, 2¢(b, b 2w

Por dltimo, nos resta ver que a,= b= 0. Para ello, ob-
servamos que el jacobiano J {z,w) tiene la forma

a, ta,m a, ta,z
b tb, w b tb z

Como el determinante del jacobiano, det(J {(z,w)), debe de
ser distinto de cero para todo (z,w), entonces a =b =0
Asi,

flzw) = (a_ta z+a wyb,+h, z2+b w

con ab-ab=9

ol 1o 0 ol

il,

DEFINICION -{conjunto algebraico)
Un canjunto algebraico V < CP es el lugar en CP" de
una toleccion de polinomios honogéneos F=F (x youyx 13
, s decir, V =0 V(F |

TeF

De la definicion puede verse que un conjunto algebraico
es un subconjunto analitico de CP” y, de hecho, se dice
que un conjunto algebraico es irreducible, suave, conexo,
0 que posee alguna propiedad determinada, si la tiene co-
#0 subconjunto analftico de CP.

Inversasente, se tiene que un subconjunto analitico de
CP” es un conjunto algebraico. Este resultado es conocido
coeo el teoresa de Chow :



B8e

TEOREMA 111.2 -(de Chowl tonces, f se expresa localmente como
Todo subconjunto analitico de un espacio proyectivo, es
un conjunto algebraico. (Ver [ 1, pag. 147) tiz == Ch (z)ef ()b (2)en.f (2)h (2) )

{observamos que [ h,(z):f (z)h, (2):...:f (2)h (2} ] geno-
ta al punto [ 1:f (z):...:f {2) D). Asi,las funciones € =h

Otro resultado en esta direccidn es el hecho de que to- y %.=4h, y Son holosorfas y ¢ esta bien definida excep-
da funcidn meromorfa en un conjunto algebraico VciP'es toen V= f\°V(ﬁ ).
racional. Observamos que las funciones ¥ no tienen factores co-

aunes, pues si ¥ es una funcion irreducible que divide
exactamente a veces a h , entonces Y™ divide a h para

DEFINICION -(topologia de larisky en cP) alguna i. Como h;y g son prisas relativas, ¥ no divide
Definimos la topologia de Zarisky en CP,, definiendo los a Y= hf.=h {9,/ h,) . Por consiguiente, ninguna fun-
abiertos coso los cosplementos de conjuntos algebraicos. cion que se anule en un punto pe V =} V(%) puede di-

vidir a todas las funciones Y, , j=0,...,n. Asi, f esta”
bien definida en el cospleaento de V . En otras palabras
Con esta definicion, la unidon de cualquier familia de una transforsacion racional esta bien definida en el cos-
abiertos es abierta y la interseccion de dos abiertos es plesento de una subvariedad de codimension dos o ads.
abierta. Ademas, el vacio y el total son abiertos.

Enunciamos, por ultimo, un tecrema relacionado con la
extension de funciones seromorfas.

DEFINICION -(transformacion racional de M en CF )
Una tuncion racional (aeromorfa) de una variedad comple-

ja M al espacio proyectivo CP, es una transformacidn TEORENA II1.3 -(de extensian de Levi).
Sea + una funcicn aeromorfa definida en el coapleaento
frz -1 f (2)saaaf (2) ] de un subconjunto algebraico de codimension mayor o igual
que dos, en una variedad coapleja M. Entonces f se extien-
dada por n funciones meromorfas en M. de a una funcifn seromorfa en M.

Una transformacion racional ¢: M --» N, de una varie-
dad cospleja M a un conjunto algebraico Nc CP”, es una
transformacion racional f : N ---3CP, cuya isagen estd
contenida en N. (Dbservasos que una transforsacion racio-
nal no tiene por que estar definida en todo M)

Otra manera de ver una transformacion racional + de M
en CP", es considerarla como dada por (n+1) funciones ho-
lomorfas de la siguiente manera : si f esta dada por n
tunciones meromorfas f ,...,f, , entonces cada una puede
expresarse localsente como el cociente de dos funciones
holcaorfas , primo relativas :

t.=9,/h ;

sea h el minimo cosun sultiplo de las funciones h;, en-



APENDICE 1V
FOLIACIONES ANALITICAS.

En forma vaga podemos decir que cuando hablamos de la
foliacidn de una variedad M de disensicn m {(diferenciable
o analitica) pensamos en una particion M en subvariedades
conexas de dimensidn n , que localmente se acumulan coao
subconjuntos de K= K<R™; 0 de C = CxC", con segunda
coordenada constante. A dichas subvariedades se les cono-
ce copo hojas de la foliacion.

En la seccion 1.1 dimos una definicion de foliacidn en
base al concepto de distribuciones, ahora vamos a sequir
un camino distinto, definiendo primero lo gque habresos de
entender por foliacion de abiertos de una variedad .

DEFINICION -(foliacion estandar)

Sea V' un dominio en K" o en C, dado por las desigual-
dades Iz ) { {, i=1,...,n. La foliacidn estandar en V',
por hojas de dimensidn k, estd dada por una particion V'
en conjuntos

(SRS S H 230 ey S C Q;C)
R

==
=

DEFINICION -{foliacion sin singularidades de U)

Sea M una variedad y U un abierto de M. Una particidn
de U en conjuntos conexos disjuntos se denomina foliacion
de U sin singularidades por hojas de dimension k, si pa-
ra xel, existe una vecindad Vcl de x y un hoseomorfis-
#0 w: V --+ ¥V’ ta] que lleva a cada UNV en una hoja
de la foliacion estindar.

Por definicidn, la hoja que pasa por un punto x, x e U,
esta univocamente determinada por x y se denota ‘f. .

Si en la definicion anterior, V'c € y ¥ es un biho-
lomorfiseo, entonces decimos gue la foliacion de U es una
foliacion analitica. 5i adeeds, k=1, decisos que se tiene
una foliacion analitica por curvas del abierto U.

DEFINICION -(foliacion con singularidades de U

Sea U un abierto de una variedad analiticaM y Yc U
un subconjunto analitico de codisension sayor que uno. 5i
en U\Y se tiene una foliacion sin singularidades por cur-
vas analiticas ‘¢, que no admite extensign a ningun abier
to U, Wc UcU’. Entonces decimos que en U se tiene
una foliacion con singularidades. R Y se le conoce coac
el tonjunto de puntos singulares de la foliacion.

Hemos desarrollado,hasta ahora, el concepto de foliacidn
para abiertos de una variedad, sin embargo, nos interesa
extender esta nocidn para variedades. Hacemos notar que,
para ello, es necesario pedir ciertas condiciones de coa-
patibilidad de los abiertos U de la variedad y los homeo
porfissos ¥ que 1levan a U en la foliacion estandar.

DEFINICION -(foliacion de una variedad)

Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Una fo
liacion de clase £y dimension k de M es un atlas mirimo
F=(W,9)) de'clase C en N, tal que
a) 8i (U,,¢)cF , entonces ¥, lleva a Uen la foliacion

estandar de dimension k de V'
by 5i (U,9), (U,.‘%)g Fy 'lL(\IJo#ﬁ , entonces el cam

bio de coordenadas

-« <

‘?P-‘g':‘P(UnUp) --s ‘?‘,(U‘n U,
es de 1a forma

€,-€'lx,y) = (h, (x,y},h, (yD)



para (x,y) wuv)=uv U R R, donde hyh
son difeomorfiseaos en su imagen.

5i M es una variedad analitica, entonces una foliacidn
analitica, sin singularidades, de M se define de manera
analoga a la anterior, pidiendo que los cambios de coorde-
nadas sean biholoaorfismas.

DEFINICION -{placa)

Sea  una foliacich de clase C'y dimension k de una va-
riedad M de dimensidn n; sea (L., ) una carta local de
F tal que @ (U) =Ucl,c R (0 Uxl,c C'xCen
el caso de una foliacion analitica de una variedad coaple
ja ). A los conjuntos de la foraa ¥ (Ux{c}), ce U ,se
les denomina placas de U o placas de ¥,

Observamos que si en la variedad M se tiene definida
una foliacion J~ , entonces M esta cubierta por las pla-
tas de & .De esta manera, si consideramos una sucesion
de placas «,...«, , tales que «Nd #g , para toda j ,
j=t,...,k-1,entonces se puede dar una relacich de equiva-
lencia entre los puntos de M comc sigue : p y ¢ son equi
valentes si existe un sucesidn de placas «,,...,«, , que
une a pconqg, pe« Yy Qoo . A las clases de equiva-
lencia se les dencaina hojas de & . Por definicion, una
hoja de F es un subconjunto de M conexo por trayecto-
rias.

Yamos a ver que en una variedad M puede definirse una
foliacion apartir de submersiones :

Primero recordemos que si M y N son variedades diferen-
ciables (analiticas) de disensidn & y n respectivasente
,decisos que f, f : M --» N, es una submersion si, para
tode penN, Dflp): ™ - TN“” es suprayectiva. Coso
consecuencia del teorema de la funcidn inversa se desues-
tra que una subaersion se ve ,localmente, como una proyec-
cion. Asi, si f es una subamersidn, pcM y q = fip) ¢ N,
existen cartas locales (U,¢)en M, pcll, y (V,¥)en N
qeVycon @) = Uxbe R xR” (0 €°C") yyW =V,
> U, tales que la composicion

88

YeloW's Urll -2 U,

coincide con la proyeccion candnica de U.x U, er U .
(x,y) == y.

A continuacion daresos una definicion alternativa de fo-
liacigh, la cual nos permite un manejo #as sencillo de los
conceptos que desarrollaremos ads adelante :

DEFINICION -(foliacion de una variedad)

Una foliacion diferenciable (analitica) F de codisen-
sion s de M, estd definida por una coleccion { (U4 ]
aaxisa donde los U, son abiertos de M y las funciones
f,0 U,--> R* (£, : U -->C') son submersiones tales que
a) ,\;\!u,. =N
b} Si U.NU#4, existe un difoesorfiseo local (holomortis
a0 local ) g, tal que #:= g‘.‘fj en UNU;.

Las funciones f, se denominan transformaciones distin-
guidas de & .

Hacesos notar que las coaponentes conexas de fJ."ic),cdH’
{ce €) corresponden a las placas de J en U‘..

DEFINICION -{transversalidad)

Sea N una variedad ,y g : N --> M una transformacion
diferenciable (holomorfa). Decimos que g es transversal a
la foliacion & de M si g es transversal a todas las ho-
jas de & ; es decir, se, para todo peN,

Dg(p) TN+ T(‘F'lq = TILl y 020lp)

donde por T(¥) denotaaos al espacic tangente a la hoja
¥ de & que pasa por q .

El siguiente resultado nos peraite introducir lo que se
conoce como foliacion inducida.

(31



TEOREMA V.1 -

Sea F una foliacion diferenciable (holomorfa) en My
g: N-->M una transforsacion diferenciable (holomorfa)
transversal a & . Entonces existe una unica foliacion en
N, 0*(F), de codisensidn cod(F), tal que sus hojas son
las cosponentes conexas de los conjuntos g (F), para ca-
da hoja F de &

DENDSTRACION :

Consideremos un sistema de transforeaciones distingui-
das de 7, ¢ (U, ,f,q,) 3 f.= g, f ). Si considerasos la
composicion en g (U, )N g"(U;), definida por f.q = 0t 9
, entonces la coleccion { (g’ U,},f.9,0.;) ¥ es un siste
ma de transformaciones distinguidas para alquna foliacidn
g* (&) de N de codimension cod(). Supongamos ahora que
F es una hoja de & y o es una placa de §nF para alguna
i, entonces las componetes conexas de g (%) son placas de
la foliacion g*(#&) en g (U.). Asi, si pensamos en la
isagen inversa bajo g de F, g'(F), se tiene que esta es
una union de hojas de g* (). De esta manera hemos cubier-
to N eediante la unin de los conjuntos g¢'(F), con F ho-
jade F , y las hojas de §(F) estan dadas por las com-
ponentes conexas de g (F), para F hoja de & .

11,

DEFINICION -{foliacion inducida)

Sean M,N,q, &, coso en el teorema IV.l. A la foliacion
g’hF) construida arriba, se le conoce como foliacion in-
ducida.

El siguiente resultado se conoce coso leaa de 1a trivia-
lizacidn global :

LEMA IV.2 -(de la trivializacion global)

Sea M una variedad diferenciable (analitica) y & una
foliacion diferenciable (analitica) de codimension n de
M. Sea ¥ :I --+ N una trayectoria sisple en N, cuya ima-
gen esta contenida en una hoja F de J . Entonces exis-
ten una vecindad V de ¥ (I), VoV{I), y un difeomorfisao
(holomorfismo) h,
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heD > D" -=2V

tal que la foliacion inducida K'F tiene como hojas a
las superficies P"(y), donde por P : 0" 0"--» 0" enten-
desos 1a proyeccion Plx,y) =y ,y D", D" denotan dis-
cosenlRy R ( C“y ') respectivasente.



Biholomorfismo

Caapo
de direcciones
vectorial analitico
Ciclo
Ciclo linite
Conjunto algebraico
Coordenadas
atines {z ,w )
homogéneas
Curva algebraica (cosponentes)

Dimensidn de un conjunto analitice
Distribucion
Domirio de Poincare

Ecuacion de Xuday-Verenov
Ecuacion diferencial
algebraica
analitica
Ecuacidn genérica
Espacio
afin
analitico
anillado
proyectivo coaplejo
proyectivo sobre K
Equivalencia de grupos de germenes
Equivalencia topoldgica
Estabilidad estructural

Familia analitica
de casbios de coordenadas
de geraenes de bihilomorfismos
parametrizada por un conjunto analitico

Foliacidn
analitica
inducida
estandar

INDICE ANALITICO .

. T4, B4,

~N o o

83

65
80
4,48,51
28

28

1

11

65
81
B!

b4

N - o

15
15
L

. 4,87,88

89
87

Funcion
holosorfa
racional
regular
regular de abiertos de P"

Gavilla de funciones holomorfas
fenericidad en ecuaciones de Xuday-Verenov
Geraen

de un conjunto analitico

de una funcion

irreducible de un conjunto
brupo

especial de holonoaia

especial de holonoaia en el infinito

de holonoaia

marcado

Haz tangente proyectivizado
Hiperplano al infinito
Homomorfismo entre grupos marcados

ldeal de V
Irreducibilidad
de eleaentos en
de curvas
de un geraen de conjunte analitico

Leaa
de la trivilizacion global
de Osgood
de Petrovsky-Landis
de Schwarz
Lugar de una curva

Nisero caracteristico

Orden de un polinomio en un lugar
Orden de una curva

90

. 12
. 83

T4

. 83

. 80,81

28,31,32

. 19
. 16

80

B4

.19

78

. b3

80

89
72

. 98

3
69

28

70

. bb



Primera variacion de F,
Prolongacion analitica
principio de
teoresa de
Punto
al infinito, analiticidad en
tinito, analiticidad en
reqular de V
reqular de un espacio analitico
singular

Recta al infinito

Separatrices complejas

Sistemas coordenados afines y proyectivos
Solucion de una ecuacion

Solucidn algebraica

Subconjunto analitico

Subconjunto cerrado en P

Subvariedad cospleja de C

Tangente a una curva
Teoreaa
de Bezout
de Chow
de extension de Levi
de extensidn de Riesann
de Frobenius
de Hartogs
de la funcion inversa
de 1a rigidez absoluta
de la rigidez fuerte
de Noether
de Poincaré
de preparacion de Neierstrass
de Xuday-Verenov

Variedad analitica
Vector tangente

larisky, topologia de

ooe 32,33

e 29

aes B2
e 74

e 29
e B4

ess 78
oeo bb
ees

e BB
e B8
e B6
v 75
v 49
.o 75,76
v T
v St
v B3
e
oo 28,29
.. 78

wee Bt
ere B2

oo Bb

91



(1]

(2

{31

(4]

[5]

[4]

{7

(8l

8]

BIBLIDGRAF1A .

AHLFORS L. - Complex analysis., 3™edition, Mc.Graw Hill, New York,
1979

CANACHD C.,LINS N.A. - Teoria geométrica das folheapdes., IMPA.,Ric
de Janeiro, 1979 .

CODDINGTON E. ,LEVINSON N. - Theory of ordinary differential equa-
tions., Intern.Series in Pure and Applied Maths., 1933.

DUBROVIN B. ,FOMENKD A. NOVIKOV S, - Modern geoaetry , sethods and
applications., part 11, Springer Verlag, New York ,
1985 .

FUKS B.A. - Introduction to the theory of analitic functions of se-
veral complex variables.,vol.B ,ANS.,Rhode Island, 1963.

GOMEZ-MONT X. - On fasilies of rational vector fields., Aportaciones
Matematicas 1, Soc. Mat. Mexicana, 1985, pp. 36 - 65.

BRIFFITHS PH., HARRIS J. - Principles of algebraic geometry., Wiley
Interscience, New York, 1978 .

GUNNING R.,ROSS1 H. - Analytic functions of several complex varia-
bles., Prentice Hall, Inc., New Jersey, 1945 .

HAEFLIGER A. - Varietés feuilletées.,Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa ,
serie 3, vol 16 , 1962 ,pp. 347 - 397 .

[10] ILYASHENKD Yu.S. - Foliations into analytic curves. ,Mat. Sbornik ,

tos B8 (130) 1972 , No. 4 , pp. 551 - 569 .

(111 ILYASHENKD Yu.S. - Topologia de los retratos fase de las ecuaciones

diferenciales analiticas en el plano proyectivo cosple-
jo., Trabajos del Seminario 1.6.Petrovsky , 4 , Ed. de
la Universidad de Moscid, Moscd , 1978, pp. 83 - 136 . (En
ruso ).

92



[12] NRRASIMHAN R. - Several complex variables ., Univ. of Chicago Press ,
Chicago, 1971 .

[131 PETROVSKY 1.6., LANDIS E.M. - On the number of limit cycles of the
equation dy/dx = Plx,y) / @(x,y} , where P and @ are po-
lynomials of second degree ., Mat. Shornik 37 {(79) 1955 ,
pp. 209 - 250 ; english trans., Aser.Math.Soc.Trans. (2}
(10),1958 , pp. 177 - 221 .

[14] SHAFAREVICH - Basic algebraic geomsetry ., Spinger Veriag , New York ,
1977 .

[15] SIEGEL A.A. - Lectures on celestial mechanics ., Springer Verlag ,
New York ,1971.

[16] WALKER R. - Algebraic curves., Spinger Verlag , New York, 1950 .

{173 WHITNEY H. - Cosplex analytic varieties ., Addison-Wesley Pub. Co. ,
Massachusetts ,1972 .



	Portada
	Índice
	1. Introducción
	2. Ecuaciones Diferenciales Algebraicas
	3. Grupo Especial de Transformaciones Conformes
	4. Equivalencia Analítica y Topológica del Grupo de Gérmenes de Transformaciones Conformes
	5. Teorema de Xuday - Verenov sobre la Densidad de Soluciones
	6. Condiciones Necesarias para la Equivalencia Topológica de Ecuaciones
	7. Rigidez Fuerte: El Caso de una Familia Monoparamétrica
	8. Rigidez Absoluta
	Apéndices
	Bibliografía

