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INTRODUCCION. 

Dado el avance que se ha ve~ido presentando en las ciencias de la 

computación, se nos presenta esta como una herramienta de gran p~ 

der para resolver una amplia gama de problemas que surgen, tanto 

en el ~ampo de la ciencia como en el de los negocios. 

En el campo de acción del Actuario se llegan a presentar problemas 

que solo pueden resolverse por medio de esta herramienta y al 

aprender a usarla, el Actuario amplía su campo de acción profesio 

nal. 

El presente trabajo intenta aplicar dicha herramienta en el pro 

blema que surge cuando se desea encontrar solución a un sistema 

de ecuaciones lineales y la matriz asociada a dicho sistema es 

singular. 

Se implementarán diferentes algoritmos para este problema, así 

mismo, se dará un enfoque sobre la teoría que los origina. 

El lenguaje utilizado fue el FORT~AN IV, nivel ~-' y la computado 

ra una IBM 360-44, perteneciente al Centro de Estadística y Cálcu 

lo de la Escuela Nacional de Agricultura, Chapingo, México. 

Es muy frecuente trabajar con un sistema de ecuaciones lineales 

del tipo 

ª11X1 + ª12x2 + · · · +a1n X = b1 n 

ª12x2 + ª22x2 + ... +a2 X = b2 n n 

ªm1x1 + ªm2x2 + ... +a X = b mn n m 
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el cual se puede representar en forma matricial como: 

Ax= b {I) 

en donde A es una matriz de orden mxn cuyos elementos son coe 

ficientes conocidos, b un vector de valores conocidos y x es 

el vector de incógnitas. Se desea encontrar, si es que existe, 

un vector x que satisfaga la ecuación (I). Este problema es re 

lativamente fácil de resolver en el caso de que la matriz de coefi 

cientes A sea de orden nxn y no-singular, la solución estaría 

dada por: 

Para saber si el sistema (I) tiene solución, nos bastará con saber 

Sl 

b e: E (A) 
c 

en donde E (A) 
c 

es el espacio gen;ra~o por las columnas de la m~ 

ten escalares ' x2 ' ••• , 

ya que si 

X n tal que 

b E E (A) 
c 

entonces exis 

y la solución estaría dada por x' = [x1 , x 2 , .•. ,.xn1 

Esta forma de saber si el sistema (I) tiene solución es equivalen . -
te a la de verificar que 
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r(A) = r( [A ' : b J ) 

ya que esto Último nos implica que las columnas de A y el vector 

b son linealmente dependientes. 

Nos interesará resolver el caso en el que la matriz A del sis 

tema (I) es singular, para ello haremos uso de la matriz conocida 

como inverso generalizado. 
--

EL G-INVERSO. 

DEFINICION 1: Sea A una matriz de orden mxn y de rango r, 

si una matriz A satisface las cuatro condicio 

nes siguientes, se dice que A- es el inverso gen~ 

ralizado de A o el g-inverso de A. 

i) AA - (AA - ) ' = 

ii) A -A = (A-: A)' 

(II) 
iii) AA -A A = 

, - - -iv) A AA = A 

Es claro que si el g-inverso de A existe,este será de orden 

nxm y también si A es la matriz nula, entonces A- será la 

matriz nula pero de orden nxm. 

Para poder afirmar que el g-inverso existe, es necesario recu 

rrir a un teorema que dice lo siguiente: 
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TEOREMA 1: Sea A una matriz tal que, el rango de A es r 

=> existen matrices By C tal que 

i) B C mxr' rxn 

ii) ~ y C son de rango r 

iii) A= BC 

DEMOSTRACION: 

PAQ 

donde B'B y C'C son no-singulares. 

= 

Si A es de rango r => existen P,Q no-singul~ 

res tal que 

[:r :] con I r la matriz idéntica de orden rxr 

Si P,Q son no singulares => existen P-1 ,Q- 1 tal 

que, 

Particionando las matrices de la siguiente manera: 

[ Q1 
Q = nxr 

' Q2 ] 
nx(n-r) 

[ 
Q11 ] nxr 

= Q 
nxtrt-r) 



=> 

Como -1 p 
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o ] rx(n-r) 

(m-r)~(n-r) 

= [p11 Q111 
(mxr) (rxn) 

es no-singular => todas sus colminas son linealmente 

independientes y P11 tiene por columnas r columnas de -1 p 

=> son linealmente independientes y P11 es de r~go r , análo 

gamente para Q11 

Si 

pero p' . E 11· m 

=> p11p11 es 

y análogamente 

E 
m 

+ E r 

y 

y 

R(P) u 

R(P11) 

no-singular. 

para Q11Q11 

= 

E r 

r => P11<P11<Er)) 

=> (P 11P i1)(Er) 

, 

= 

= 

p11(Er) = E r 

E r 

Si hacemos B = P11 ._ y C = Q11 el teorema queda probado. 

Ahora si podemos mencionar el teorema de existencia del g-inverso 

que dice: 

TEOREMA 2: Para cada matriz A mxn hay una matriz que sati~ 

face las condiciones de ( II) , para probarlo se propone 
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A-= C'(CC')- 1 (B'B)- 1B' que cumple con las condicio 

nes de (II). 

Otra ve~taja del g-inverso es que es UNICO y por lo tanto, el 

problema de encontrar solución al sistema Ax= b queda en par 

te ya ·solucionado. 

PROPIEDADES. 

A continuación mencionaremos propiedades.importantes del g-inver 

so. 

El g-inverso de la transpuesta de la matriz A es la transpue~ 

ta del g-inverso de A, es decir (A') = (A-)' y el g-inverso 

de A- es A, es decir (A) = A. 

Como sabemos que el rango de una matriz es de gran utilidad, se 
\ 

tendrá lo siguiente: 

TEOREMA 3: El rango del g-inverso de A es igual al rango de 

-A 
' 

es decir R(A ) = R(A) y como consecuencia 

R(A) R(AA - ) R(A-A) R(AA-A) R(A_AA_) = = = = = r 

donde r es el rango de A. 

Si R(A) A - A' (AA' )-i AA - I TEOREMA 4: = m => = y = 

Si R(A) = -n => A = (A'A)- 1A' y A-A = I 

TEOREMA 5: Sea B mxr de rango r(r > O), y e de rango r rxm 

=> (BC) = C B 
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Para los siguientes productos tendremos 2 teoremas: 

TEOREMA 6: Para cualquier matriz A tenemos que, 

i) (A'A) = A-A' 

ii) (AA ) -= AA 

iii) (A-A) = A-A 

TEOREMA 7: Sean P Q matrices ortogonales y mxm' nxn --

Hay matrices que tienen características muy interesantes y además 

que son de mucho uso, estas son las simétricas e idempotentes, es 

por esto que daremos unos teoremas sobre dichas matrices. 

TEOREMA. 8: Si A es una matriz simétrica entonces, 

. , 

y si además es idempotente entonces A-= A. 

Como consecuencia tendríamos 1~ siguiente. 

TEOREMA 9: Las matrices AA , A-A, I-AA-, I-A-A son todas si 

métricas e idempotentes. 

Un tipo de matrices que tienen un papel importante en la teoría 

del g-1nverso son las matrices diagonales. 



TEOREMA 10: 
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Sea D nxn matriz diagonal, cOJllJ. d .. , i = 1,2, .•. ,n 1.1. 

los elementos de la diagonal, elllltonces el g-inverso 

es D- de D, es una matriz diagonal con el i-ésimo 

elemento de D- , igual a 

,, a O Sl. d. . = 0 • 
1.1. 

-1 d ·. Sl. 11. d .. # O, e igual 1.1 

TEOREMA 11: Si c es un escalar diferente de cero 

=> (cA) 

DEMOSTRACION: 

i) 1 - AA simétr.ica (cA)(-A ) = es c 

ii) c-4.->cA 
c = A-A es simétrica 

iii) 1 - cAA-A cA cA(::..A. )cA = = e 

iv) c4-)cA( 1A-) = 1.p_-AA- = ~-
e e e e 

TEOREMA 12: Si A = A1 +A2 + ..• +At y A.A! = o 
l. J 

y Ai A. = o lf. .- I";t lL # j 
J l. 'J 

' 

A - A; + ••• + A-:-. => = t 

DEMOSTRACION: 

t t t 
= .l Al..A-1+ I A1.A-2+ .•. +.I Al..At-

1.=1 i=1 1=1 



Debemos probar que y 

A.A-_ 
J. J 

i) 

ii) 

iii) 

iv) 

i 1- j 

=.(A.A:A.)(A-.A.A-_) = 
J.J.J. JJJ 

A.A-.(A.A! )A' - A-_ o = = 
J.]. l.J J 

AA - A1A1 A2A2 => = + . 

i 1- j 

para A!A. = O 
J. J 

(A.A-:A.) (A-_A. )A-_ = A. A-_ A. A '.A! - A-: 
l.J.J. JJ J J.ll.JJ J 

A.A! o para = 
J. J 

+ ... + AtA~ es simétrica 

es simétrica 

AA-A = (A1+A2+ ... +At)(A~+A2+ •.• +A~)(A1+A2+ .•. +At) 

t t t t t 
= ( l A.A:) l A. = l l A.A:A. = l A.A:A. 

= 

A-AA -

i=1 J. J. j=1 

t 
l A. = A. 

i=1 l 

t t 
( l A-_ l A.) = 
i=1 l j=1 J 

t t 
= l . l 

1=1 k=1 
A-.A.~ 

l l 

=> A = 
t 
l 

i=1 
A. 

l 

J 

= 

i=1 j=1 l l J i=1 l l l 

t , t t 
l A; ( l A-:A.) l A; = = 

k=1 i=1 l l k=1 

t t 
l A-.A.A-_ = l A. = A 

i=1 l l l i=1 l 

9 

--
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TEOREMA 13: Sea una matriz A de nxm y K de mxm no-sing~ 

lar y B = AK. 

=> BB- = AA-

TEOREMA. 14: Si A'A = AA' 

DEMOSTRACION: (A'A)(A'A)- = (AA' ) (A' A) - = CM' ) (A - A' - ) 

=> A'AA-A'- = (AA' ) (AA' ) -

A'AA-A'- AA'A'-A -= 

· A' (AA - )A' - A(A-A) 'A -= 

(A-(AA-)A)' AA-AA -= 

(A -A)' AA -= 

A-A AA -= 

r 

TEOREMA 15: Si A' = ,AA ... A r veces 

donde r >·o 

DEMOSTRACION: 

i) Ar(A-)r = (AA .•. A)(A-A- ... A-) = ,AA ••• AA_AA_A- ... A-
,.. ~~ 
r-1 r-1 

=~= = AA- simétrica 

r-1 r-1 
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ii) = A-A- ... A-AA-AA ... A = 
.., T ,J ' T .J 

r-1 r-1 

~-A-·..,·.:._~= es simétrica 

r-1 r-1 

TEOREMA 16: Sea A= [~] y BC' = O 

DEMOSTRACION: 

i) AA- = [~] [B-q = [~:= ~~=] = [B:- e~-] simétrica 

ii) A-A = [B_C_] [~] =(B-B+c-c] es simétrica 

iii) AA-A = [B:- e~-][~] = [~~=~] = [~J = A 

TEOREMA 17: Si a~ O vector=> a -1 = (a'a) a' 

DEMOSTRAClON: 

i) - -1 a a= (a'a) a'a = 1 que es simétrica, 



ii) ªª que es simétrica. 

iii) a aa = 1a = a 

iv) aa a= a. 

TEOREMA 18: Si 

DEMOSTRACION: 

A = [ii: : : il = > A - = _!A' . . . nm . . . . . . 
11. -•. 1 

m'l'n 

i) A-A=_!. A'A 
nm 

11. .. 1] 
= -1 1 .. ; .... 1 .. 

n . . . simétrica 

11. .. 1 

ii) [
i 1 ... 1-j 

= _!. AA' . = .!. ~~ · · · ~ simétrica 
nm m •• • 

11. .. 1 

iii) f 
11. . . 1] [11 . . . 1] 

- - 1 ;~···~ 1 ;; .•. ; - 1A' = A-
- ñ :: : nm:: : -nm 

11 ... 1 11 ... 1 

iv) [
11 ... 1] [11 ... 1] [11 .•. 1] .!. ~;- .. ; ;; .. -~ -- ~~- .. ; --= • • • • • • • • • A 

m • • • • • • • • • 
' 11. .. 1 11 ..• 1 11 ... 1 

TEOREMA 19: A-= A'<=> A'A es idempotente. 

TEOREMA 20: Sea P una matriz ortogonal y 
mxn 

sea Q = q q 1 '· · · ' n mxn 

donde q1' · · · ,qn son n columnas de 

=> Q = Q' 

12 

P. 



DEMOSTRACION: 

p ortogonal <=> P!P. = o l. '# j 
l. J 

P!P. = 1 l. = j 
l. J 

Probaremos que Q'Q es idempotente. 

[ l [1 O ••• º] q1 01. .. O 

: [ q1 .. · qn] = : : : 
q 00 .•. 1 n 

=> Q = Q' 

SISTEMAS DE ECUACIONES. 

Que es simétrica 
e idempotente. 
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--

Después de haber descrito las propiedades del g-inverso , el pro 

blema planteado en (I) ya está resuelto y esto se comprueba con lo 

siguiente: 

TEOREMA 21: El sistema Ax= b es consistente. 

r 

<=> M-b = b. 

y si el sistema es consistente, la solución está dada por, 

TEOREMA 22: Si el sistema Ax= b es consistente, entonces x 

es solución <=>. Existe h E En tal que 

A continuación veremos un teorema de gran importancia, pero antes 

de formalizarlo tenemos que recurrir a las siguientes definiciones: 
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DEFINICION 2: Sea A , el espacio nulo de mxn A se define como: 

s =. {y Ay= O y e: En} = EN 

DEFINICION 3: Sea S subespacio de En => 

S* es el complemento ortogonal de S si 

i) S J.. S* 

ii) S ~ S* - En, donde @ es la suma directa 

TEOREMA 23: Sea A entonces mxn 

i) Ec(A) = E (AA-) 
c 

ii) Ec(A-) = E (A-A) 
e 

iii) E (!-AA-) = [Ec(A)].L e 

iv) E (I-A-A) = (Ec(A')]..L e 

, 
v) Ec(I-A-A) = EN(A) 

vi) Ec(I-AA-) = EN(A-) 

DEMOSTRACION: 

i) Si y e: E (A) 
e => existe xl E: En~ tal que Ax1 = y 

entonces el sistema Ax = y es consistente AA -=> y = y 

<=> existe y e: Em, tal que AA-y = y => y e: E (AA-) 
e 



ii) 

iii) 

Si y E E (AA-)=> existe x tal que AA-x = y => 
e 

existe A-x E En~ tal que A(A-x) = y 
', 

=> y E E (A) 
e 

y E E CA-)=> existe x E Em, tal que A-x = y 
e 

Si y E E CA-A)=> existe x E Em, tal que A-Ax= y 
e 

=> existe Ax E En, tal que A-(Ax) = y 

-E (A ) => X E e 

. 
Ec(A - ) E (A-A) . . = e 

y E [Ec(A)Jl = EN(A') = A'y = o 

-=> A' A'y = o 
, 

(AA-) 'y = o 

15 



v) 
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Sea y e: E (I 
e 

AA-)=> existe x, tal que (I-AA-)x = y 

=>O= A'y =>ye: EN(A') = [Ec(A)] 1 

Ec(I AA-) = IEc(A)] 1 

por iii sabemos que 

Ec(I - AA-) = IEc(A)] 1 

--

=> [Ec(A')] 1 = Ec(I - A'A'-) = Ec[I - (A-A)'] = Ec(I A-A) 

y e: E (I - A-A) => existe x e: En, tal que 
e 

Si y e: EN(A) =>Ay= O=> A-Ay=>=> y 

=> (I - A-A)y =y=> y e: E (I - A-A) 
e 

(I 

vi) y e: E (I - AA-)=> existe x e: En, tal que (I - AA-)x = y 
e 

por demostrar que y e: E (I 
e 
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es decir, existe x, tal que (I - M-)x = y 

Sea X = y e: EN 

(I - )y AA-y A(O) - AA = y - = y - = y => 

y e: E (I - AA ) 
e 

(I AA - ) EN(A 
-E = ¡ 

e 

-. 
INVERSO CONDICIONAL. 

El inverso condicional es más fácil de obtener que el g-inverso y 

por lo tanto, más deseable emplearlo y se define como sigue: 

DEFINICION 4: Sea A , a la matriz Ac se define como el mxn 

inverso condicional o el e-inverso de A<=> satis 

face que: 

Como se po:irá ver que el e-inverso·· cumple solamente una sola condi 

ción del g-inverso y como consecuencia, es menos eficiente, ya que 

el e-inverso no es único y el g-inverso de· A es el e-inverso de 

A, pero el e-inverso de A no es necesariamente el g-inverso de A. 

Es claro que si A , el e-inverso es de nxm. mxn 

El e-inverso tiene las siguientes propiedades: 



Para todo e-inverso de A tenemos que: 

1) Las matrices AcA, Me : son idempotentes 

3) E (I 
e 

DEMOSTRACION: Sea w E EN(A) =>Aw = o 

AcAw = o 

w - AcAw = w pero Aw = o 

=> w -

=> w 

Sea 

ACO = w => w - o = w m m 

Ec(I - AcA). 

z E E (I - AcA) => existe x, tal que 
e 

(I - AcA)x = z => A(I - AcA)x = Az = O. 

= 
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Descrito lo anterior, se podrá mostrar lo que sucede con el siste 

ma (I) y el e-inverso, por lo tanto: 

TEOREMA 24: Una condición necesaria y suficiente para que exista 

soluci-ón al sistema Ax = b es que haya un e-inverso 

de A tal que: 
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Como se mencionó al principio, si R(A) = m, entonces el sistema 

(I) tiene solución, y si el sistema (I) es igual a Ax= O a es 

te sistema se le llama sistema homogéneo; este tiene solución 

cuando x =O<=> R(A) < n. 

TEOREMA 25: Sea A mxn y sea el e-inverso de A • Supong~·-. 

mosque existe. la solución al sistema (I) => para to 

do vector h nx1 el vector Xo es solución cuando, 

(III) 

y toda solución se puede escribir de la forma (III) 

para algún vector h 
nx1 

COROLARIO 1: Si el sistema (I) es consistente,=> el vector 

x = A-b, · y el vector e 
x 0 = A b 

COROLARIO 2: Si el sistema (I) es consistente. 

La solución x = A-b 
.,. . 

es un1ca. 

son solución. 

Si el sistema (I) es consistente, entonces el sistema tiene solu 

ción única<=> R(A) = n , y si existe solución única entonces es 

A-b , en este caso A-b = Acb para cualquier e-inverso. 
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES INCONSISTENTES. 

Supongamos que el sistema (I) es inconsistente, es decir, no 

existe un vector x que satisfaga el sistema, entonces escribi 

remos 

Ax - b = e(x) (IV) 

donde e(x) es el vector de desviaciones. 

Si existe un vector x 0 tal que Ax 0 - b, => e(x 0 ) = O y si no, 

es deseable que e(x 0 ) 
;# • 

sea minima. 

Si x 0 es la solución aproximada al sistema (I) tal que x 0 pr~ 

duzca la e(x) más pequeña, se dice que x 0 es la mejor solución 

aproximada del sistema (I). 

Formalizando lo anterior, se dará la siguiente definición: 

DEFINICION 5: El vector x 0 se define como la mejor solución apro 
,-

ximada del sistema (I), donde: 

Ax - b = e(x) 

<=> i) ~ x E Em se cumple que 

e'(x)e(x) > e'(x 0 )e(xo) 

ii) ~X-# Xo tal que 

e'(x)e(x) = e'(xo)e(xo) 

se cumple que x'x > xixo 
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TEOREMA 26: La mejor solución aproximada del sistema (I) es x 0 

y como consecuencia, para toda A mxn y bmx1 , el 

mínimo de e(x)'e(x) para x E En es b'(I - AA-)b. 

APLICACION DEL G-INVERSO A LA ESTADISTICA. 

Dado un conjunto de observaciones {Y.} 
l 

1 = 1, ... ,n se desea sa 

ber si existen con un conj~nto de valores 

ralos cuales 

y. = 
l 

p 

1 
j=1 

X. S. 
l J 

en donde las X .. son valores conocidos. 
l] 

En forma matricial se tendría, 

Y = X S 
nx1 nxp px1 

. , 

{s.} 1 = 1, ... ,p pa 
l 

(V) 

es claro que si Y E E (X), existirá S 
c 

tal que satisfaga la ecua 

ción (V). De no ser así, sabemos que 

ahora bien como 

con 
, . 

u E E (X) 
c 

unica. 

En = E (X) ~ [E (X)] l 
c c 

Y E En=> Y= u+ e 

y y esta representación de Y es 



u E E (X)=> existe 6 tal que u= X$ 
c 

,: y = xa + e 

22 

(VI) 

El modelo (VI) es el modelo estadÍstico para regresión lineal 

múltiple. 

por el Teorema (23) 

y - xa E EN(X') 'es 'decir 

X'(Y-XB)=O 

X'Y = X'X$ (VII) 

La ecuación (VII) es conocida como las ecuaciones normales. 

En el caso de que la matriz X'X sea de rango completo, nosotros 

podemos conocer el valor de a el cual está dado por , 

Es importante notar que las ecuaciones normales son consistentes 

ya que 

=> E (X'X) = E (X') c c 

= E (X'X) 
c 



23 

En el caso de que la matriz X'X sea de rango incomple~o, noso 

tros podemos utilizar el g-inverso para encontrar una solución. 

Demostraremos que 

satisface las ecuaciones normales. 

El conjunto de soluciones de las ecuaciones normales está dada 

por: 

h px1 
, 

Puede verse que esta es la forma más general para encontrar la 

que satisface la ecuación (VI), ya que en el caso en que la matriz 

X'X sea no-singular, se tiene que (X'X)- 1 = (X'X) 

Dado lo anterior, se muestran ciertas propiedades cuya demostra 

ción podrá verse en Graybill. 

A 

1) Existe una matriz Gmxp tal que el vector GS es único ~$ 

_que satisfaga las ecuaciones normales. 



24 

,. ,. 
2) Si B1 , B2 satisfacen las ecuaciones normales 

,. ,. ,. 
=> B:i.X'Y =:·B 2X'Y JJ-B que satisfacen las ecuaciones normales, 

,. 
es decir, B'X'Y es invariante. 

,. ,. ~ 

3) (Y·- XB)'(Y - XB) es invariante para toda solución de B de 

las ecuaciones normales. 

,. --
4) ~B que satisfacen las ecuaciones normales, las dos formas 

cuadráticas 

,. 
B'X'Y = Y'CY y, 

,. ,. 
<Y - xa > 'CY XB) = Y 'BC 

son tales que CB = O. 

donde C y B son idempotentes y C + B = I. 

SOLUCION MINIMOCUADRATICA. 

DEFINICION 6: El vector x 0 es definido como solución Jn1n1mocua 

drática del sistema (IV), es decir Ax - b = e(x)<=> 

~ x E En sucede que 

e'(x)e(x) > e'(xo)e'(xo) 

La diferencia entre la mejor solución aproximada y la solución mi 

nimocuadrática no está en la restricción que 

x'x > xJxo 



25 

Y por tanto, nosotros tenemos muchas soluciones minimocuadráticas 

en un sistema lineal. La mejor solución aproximada es la solu 

ción minimocuadrática, pero no la solución minimocuadrática es 

la mejor solución aproximada. 

TEOREMA 27: El vector x 0 = Bb es la solución minimocuadrática 

del sistema (IV), donde B es una matriz tal que, 

i) ABA= A 

ii) AB es simétrica. 

y como consecuencia, si Amxn y B tal que ABA= A 

y AB es simétrica, entonces AB = AA-~ 

TEOREMA 28: x 0 de nx1 es solución minimocuadrática al sistema 

(IV) 

<=> (Ax 0 - b)'(Axo - b) = b'(I - AA-)b 

TEOREMA 29: x 0 de nx1 es la solución minimocuadrática al siste 

ma (IV) <=> x 0 satisface la siguiente ecuación: 

Consecuentemente tendremos que, si x 0 de nx1 es la 

solución minimocuadrática al sistema (IV)<=> xo sa 

tisface 

A'Ax = A'b 

Ahora definiremos el inverso minimocuadrático. 
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'DE7'1Ñ1:CI0}1 8: Sea A una matriz aé inxn ; a la mat:~iz A1 la de 

notaremos como e1 in.ver>so rn.in:i.mccuadrático o el 

1-inverso de. A<=> satisface, 

NlSté.Se q Ué 

x• = A"b 

2) M 1 = .CAAi>' 

Af. 1· · . t· • · es ama r1z B de1 teoretna ( 21) y entonces 

es la sólu.ci6n minimocuadi:"!'tica al sist-edia (IV); donde 

A~ es el c-iñvet'so y el R.'-invers .. o dé A. 

Taabién .xo de nx1 es la soluci6n minimocuadJ:Yática. del sistema 

(IV)<=> Ax 0 = AA1b. J/- t-inverso A1 de,. A, y x 0 de nx1 es 

la soluci6n minimocuadrática del sistema. (IV)-<=> A~Ax 0 = A-b. 

--

T'.eOREMA 30: Sea. el sistema (IV) y sea 1 A el i-inv.e-:cso de A, e!!. 

Si A mxn 

tonces para algún vector hnxt el vec:t·.::a.·1 x 0 es la 

s·o.l:uci&i .minimocuadrática de:l. sistema (IV), donde 

Xo = A~b +. (I - A1'A).h 

y sea un e-inverso de A1A, entonces 

e~ un .e.-inverso de A y => AA1 = />.A- donde M 1 es simétrica e 

idempotente y el sistema. ':·, Y es consiste:."_. 1 <=" AA b = b. 
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ALGORITMOS PARA ENCONTRAR EL G-INVERSO 

En esta sección se _expondrán los algoritmos empleados, su base 

teórica, program.a y conclusiones. 

METODO I 

El g-inverso obtenido usando el teorema de Cayley-Hamilton. 

Este método fue propuesto por Decell. Se hace uso del famoso teo 
. 

rema de ~ayley-Hamilton y una modificación al método de Leverrier 

para encontrar los coeficientes en el polinomio característico de 

una matriz. El método es similar al originalmente propuesto por 

Penrose. 

Este método no es uno de los más simples de programar y sólo se -

establecerán los principales resultados en la derivación. Dicho 

método se basa fundamentalmente en los teoremas que a continuación 

enunciaremos: 

TEOREMA 1 (Cayley-Hamilton) 

, 

Sea f(t) n n n-1 = ( -1 ) ( t + a 1 t t ... + ªn-= 1 t + ~ ) • 

El polinomio característico de la matriz By sea In y. 

On, las matrices idéntica y nula respectivamente. 

'!=> 
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TEOREMA 2: Sea Ax una matriz y sea n m 

( n n n-1 n-k f(t) = -1) Caot +a1t + .•• +akt + ... +a t+a) n- 1 n 

con a =1, el polinomio característico de AA' 

Si kiO y es el mayor entero, tal que ak#O=> el g-in_ 

verso de A está dado por 

- -1 '[< ')k-1 ( ')k-2 J A =-ak A . AA +a 1 AA + ... +ak_ 1I (a) 

Si k=O Y el mayor entero, tal que # O=>A- =O ~. ªk mxn 

La modificación del método de Leverrier es la llamada Modificación 

de Faddeev, se usa calculando las cantidades en (a) y con ésto, ob 

tener A-, los cálculos son hechos en k+1 etapas de acuerdo con el 

siguiente esquema: 

Ao= o .n 

A1 = AA' tr 

A2= AA'B1 1 tr 2 
. 

Ak-1 = AA'Bk-2 

- 1 = qo 

(A1) = q1 

(A2) = q2 

Bo 

B1 

B2 

B k-1 

= I 

= A1-q1I 

= A2-q2I 

Faddeev dice que si 

gue: 

q.= -a. 
1 J 

=> la ecuación (a), quedará como si-

A- -1A' 
= -ak 8k-1 

Nótese que la determinación del Rango de A es necesaria para este 

procedimiento. 
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Este método no es funcional computacionalmente porque abusa del -

gran número de operaciones y ésto hace que se sature la memoria 

de la computadora. 

METODO 2. Algoritmo por Eliminación. 

Este método está dado por Ben-Israel y Wersan. Se utiliza la 

técnica de reducción Gaussianapero se requiere la inversión de una 

submatriz no-singular. Como el anterior método, éste no es funcio 

nal computacionalmente como otros métodos que existen. -. 

Las cantidades esenciales para la derivación se darán a continua-

. ., 
cion: 

Sea A una matriz de rango r de mxn, Puna matriz permutada y 

E un producto de matrices elementales. 

Sabemos que A'A es de rango r, entonces podemos elegir E y P , de 

tal manera que 

En términos de las matrices P,C,E y A, se puede ver que cualquiera 

de las siguientes 2 expresiones pueden ser usadas para encontrar A-

. -I )JEA' n-r 
(c) 

Note que Ch) requiere de la inversión de una matriz de rxr, mien -

tras en (e) invertimos una matriz de (n•r)x(n-r), la determinación 

del rango está prácticamente aquí: 

EA'AP 

Nótese que no tendrá elementos idénticamente cero y para calcular-



30 

lo, debe de tomarse una decisión en la cual la combinación lineal 

de las filas de A'A son cero y esta matriz· es pequeña pero no de

be de ser declarada cero. 

METODO 3 

Método.Iterativo para el cálculo del g-1nverso y el operador pro

yección AA-. 

Consideremos en esta sección un procedimiento iterativo para en

contrar la solución del g-inverso. No intentaremos demostrar la 

derivación, ni la prueba de convergencia. 

Si A1 (A'A) es el máximo eginvalor positivo de la matriz A'A 

de mxn, entonces puede ser demostrado que para Amxn, la suce--
. ,,. 

s1on: 

1) Y0 = a A' 

donde 

3) O < a < 
2 

A1 (A'A) 

converge a A- si K-. 00 

está demostrado que mientras la convergencia está asegurada para 

alguna a en el intervalo abierto. 

2 

J 
el valo~ Óptimo de a es: 
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a. 

o A1 (A'A) + Ar(A'A) 

donde A (A'A) es el MINIMO eginvalor positivo deferente de O r 
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(3) 

de 

A'A, ya que los eginvalores de una matriz no son generlamente fá

ciles de obtener. Esperamos determinar otra forma en valor ade

cuado de a. usando en 1.,2. 

--
Una aplicación del teorema de Gershgorin nos da un medio más apr~ 

piado para obtener una a.. 

Sabemos del teorema que 

A1 (A'A) < MAX l lbijl 
i = 1,,. ºJn i = 1 

donde A'A = B 

entonces la conclución (3) puede ser cambiada por 

o ·< a. < 
2 ( 3 ') 
n 

MAX I 
i= 1,,-~,n j = 1 

y para una matriz A,dada una aplicación de 3', 1 y 2 dará una su 

cesión de matrices con las propiedades: 

cuando k -+ 00 

está demostrado que la sucesión definida por 



Z0 = a. AA' 

Zk+1 = 2zk 

con a. satisfaciendo 

o < a. < 

z2 
k 

2 
m 

MAX l 
i=1, •. m j=1 

converge a AA cuando k -+ ()() 
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k = 1, 2 •.• 

donde B = AA' 

1 b .. 1 
1] 

Un resultado adicional es que la traza de Zk es una función mon6· 

tona creciente de k, la cual converge al rango de A. 

Notar que el método descrito anteriormente para obtener A- difie 

re de las anteriormente consideradas, en que el rango de A no ne 

cesita ser determinado. 

En el caso de matrices pequeñas han convergido en muy pocas inte 

racciones. Sin embargo, debe de recordarse que la convergencia 

en un número finito no está asegurada. 

CONCLUSIONES. 

Se analizó cada uno de los tres métodos y se concluyó después de 

varias pruebas que el mejor método es el tercero, es el más exac 

to, rápido y el que ocupa menos memoria, dicho método, puede e~ 

centrar el g-inverso de matrices grandes, en cambio los otros 

dos tienen serias deficiencias para dichas matrices, pero en ma 

trices pequeñas los tres tienen igual precisión, aunque el 1 y 2 

ocupan mucha memoria. Como se ha descrito anteriormente el obte 

ner en los dos primeros el rango de A y sus múltiples operaciones 
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las hacen ineficientes y por tanto se recomi~nda usarse en el si

guiente orden: 

primero el 3, despuis el 1 y por Gltimo el 2. 
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P{OGRAM GINV2 

IMPLICIT REAL *8 {A,B,C,P) 
REAL *8 WF(5C,50) 

OIMENSICI\: Pl<CV(50),A(:0,50),B(50,5í.>),C(50,50l,AK(SJ,50) 
JATA LEC,IMf,EPSI/5,6,C.OüOOOl/ 

·.L::ER ORDEN DE LA MATRIZ CN,M) Y LA M~TRIZ A LA JUE SE LE SACARA EL G-INVER 

I 5=6 
READ(LEC,ll t\,M 

1 FORMAT(2I2) 
iJO 60 1-t I=l,N 
IP=l 
I Pó= ó . 

11 R EAD { LEC , 6 O 3 ) ( A ( I , J) , J = I P, I P6 ) , ( ""F ( I , J ) , J= IP , l P 6) 
U 3 FO .~i-1 A T ( 6 ( 5 X, F 8. O) , T 1, 6 ( 5X, F 3. ü) ) 

,J 4 C J N T I N lJ E 
-l~PRESION DE LA MATRIZ ORIGINAL 

WRITE ( IMP, lOOC} 
1)0 FGRMAT (' l' ,lOX,' LA :'1ATRIZ ORIGINAL ES 1 ) 

JO l Jl I =l , N 
ll ~KITE (It'P,lCClI,(.~(I ,J ),J=l,M) 
IJ FOR~·1AT ( 1 0 1 ,12/6(5>C,Fl6.10J} 

·-A( ~~,M}, SI SI N ES MENO~ QUE M, OBTENER C=AA' 

IF (N.GT.M ) GO TC 234 
DO 2 I=l,N 

C>O 2 K = 1 , N 
C (I ,K ) = O. 
DO 2 J =l ,M 

C ( I , K} =C ( I , I< l + /J ( I , J} * A ( K, J ) 
B(I,K) = C(I,K) 

-JBTEiJER RANGO DE AA' Y DESPUES INICIAq EL PROCESO 
CALL RANGO (8,N,N, NRtiN) 
GO TO 207 

-OBTENER RANGO CE A,DESPUES OBTENER C=AA' E INICIAR EL PROCESO 
t JO 205 I=l,t\ 

) 

7 

00 20 5 J=l, "1 
B(I ,J) = A( I ,Jl 
CALL RANGO (O , "' M, NRAN ) 
DJ 206 I=l,N 
OQ 206 K=l, N 
C(I ,K)=O. 
DJ 206 J=l ,M 
C(I,K) = C(I,K} + A(I,J)*A(K,J) 
i)¡J 3 1=1,f\ 
DJ 3 J=l,N 
AK(I,J) =O. 
~K(I,1) =l. 

·SE I~ICIA EL PRCCESC 
JO 8 L=l,NRtiN 
JO 5 I = 1, N 
JO 5 J= I , N 
B (I ,J )= Al< (I ,J } 
8 (J ,I )= AK (J ,I) 

~EN LA L-ESIMA ITERACICN ~(L) =AA'B(L-1) 

, 
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JO 6 I =l ,N 
:JJ 6 K = 1 , N 
AK ( I , K ) = O • 
.JO 6 J =l , N 
IF (L .EQ. 15) ~~RITE (IS,988} I,J,K,C(I,J),i3(J,K.) 
FORM,H ('0',5X,3I!3,2El8.8) 
AK (I ,K )= Al< (I ,t<) + C(I ,J_.)*d(J,K) 

·J8TENER TRAZA(A(U) 
Q =O. 
JO 7 I =l ,N 
Q =Q + AK ( I , I ) 

RL =L 
Q =Q/RL 

C:J . .\.\IJO LA L-ESl~A ITE~ACION ES IGUAL AL RA:~GO DE A ,SE OBTIENE EL G-INVERSO' 
. SI \10 OBTENER E(L) =A(L) -TRAZA(A(L))/L * ID Y SE AL'1ACENA EN AK. SE REPI-
. TE E L P R OC E S O --

1 F (L .GE.NRtN ) ce TC 80 
DO 8 JO I =l ,N 
AK (I ,I)= AK (I ,ll -(;: 

CONTINUE 

J3TENER EL G-INVERSO DE A, QUE SERA IGUAL A 
( TR A Z t\ ( A ( U ) / L ) A I e ( L -1) , O ONDE L =RANGO ( A) 

D099 l=l,f,I 
DO 9 K =l ,N 
P~OV (K) =A (I< ,1 ) 
DO 9 J K =l ,N 
A (K ,1 )=O. 
DO 9 J L = 1 , N 

9 A (K ,I )= A (K ,I ) +(1./Q)* PROV(L)*B (L ,K) 
00 3 J 1= 1, N 
¡)Q 30 J=l,N 
APROV=A ( 1, J) 
A(l,J)=A(J,1 )· 

J A(J,I)=AP~OV 
WRITE (IfllP,4) 
FCRMAT ( '0 1 ,20X, 1 EL G-INVERSO DE LA MATRIZ ES') 

no 191 1 = 1, M 
WRITE ( lf,IP,1S2) I, (A( I,J),J=l,~) 
FOR.~AT ('0',12/o(5X,Fl6.10)) 
WRITE (It-'P,U) NRtil\ 
FOR,"1:H ( 1 0 1 ,20X,' RANGC = ',12) 

e A LL e Hu E e e ( (\ ' ,., ' \~ F ' A ' E p s I ' LE e ' I ~ p ) 
STuP 
E:~J 

TARJETAS 
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SJUROUTINE RANGU (~ ,1\ ,M ,NRAN) 
l r-1P L I C I T P. E t. L ,ce 8 ( A, P ) 

·oIMENSICN A(50,50) 
E P =. OJ 00 l 
NRAJ\=O 

MI ES EL MINI~O ENTRE t\ Y M 
MI= MI NO ( N, r,,) 
I =l 

~I A(I,2) DIFE~ENTE CE CERO, HAY QUE REDUCIR LA MATRIZ Y AU~ENTAR EL RANGO 
IF (DABS(A(I,I)).LE. EP) GO TO 4 
Jl =I+l 
OJ 3 J=Jl ,t\ 
IF (OABS(A(J,I)) .LE. EP) GO TJ 3 
AP -=A(J,I)/A(I,I) 
,UJ,I) =O. 
DO 2 K=Jl,fJ 
A (J,K) =A(J,K)-AP*~( I ,K) 
CUNTINUE 
NRAN=N~AN+l 
I = I +l 
IF (I.GT.MI) GO TC 24 
GO TO 1 

-SI A(l,I)=O E I=N, VER SI -HAY ALGJN ELEMENTU DIFERE'JTE DE CERO EN LA 
·FILAN. SI LO HAY AUMENTAR EL RANGO Y REGRESAR AL PRJGRAMA, SI NO HAY, SOL 
·RE G;{ES AR, 

I F ( I • NE • N) G C T O 7 
DO 5 K= I, t" 
IF (CA8S(A(I,K)).GT.EP1 GO TO 6 
CONTINUE 
GO TO 24 
NRAN = NRAN+l 
RETURN 

·-SI I) l'J PERO I=M Y A( I, I)=O VER SI E NLA COLUMNA M HAY ALGUN ELEMENTO 
-JlfERENTE DE CERO, SI ESC PASA SE AU~ENTA EL kA~GD Y SE REGRESS AL PROGRAMA 
~sI~O SJLO SE REGRESA AL PROGRAMA. 

IF (I.NE.M) GO TO g 
DO 3 K=I,N 
I F ( O A B S ( A ( I< , I ) ) • G T • E P ) GO TO 6 

, 

CGNTINUE 
GO TO 24 

·-AJ.JI SE LLEGA CUANDO A( 1,I>=O,N, I,M, I. 
-SI ALGU:, ELEMEJ\TO DE LA FILA I ES DIFERENTE DE CERO, SE CM'1BIA COLUMNA 

DO 10 J= I, r,, 
IF (OABS(A(I,J)).GT.EFJ GO TO 21 
CüNTINUE 
,:;o TO 110 
iJO 22 K=I ,N 
P{OV=A(K,Il 
,\(i<,IJ =A(K,J) 
A{K,J)= PROV 
GJ TO 100 

-CJANJJ A(I,I>=J, I)N,I)M,Y ACEMA.5 ALGUN ELEMENTJ DEL~ COLUMNA I ES DIFER 
- TE JE CERO SE CAM3Ift FILE 
J JJ 11 J=I,~ 
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cc:H I NUE 

SI TODOS LOS ELEMEIHCS DE FILAI Y CüLLJMNA I SON CERO, I=l+l, 
SI I,,Hl\(N,M1 SE Rt:GRESA AL P:{UGRA'1A, SI NO SI: VUELVE A BUSCAR UN ELEMENTO 
J!ft:r{E,HE De CEf<C EN LA FILE O COLU,'1Nf\ I • 

I = l+l 
IF (I.GT.MI) GC TC 24 
GO TO 4 

C/UHIO DE FILA 
:J J .2 O K= I , fJ 
P~OV= A(I,K} 
A(I,Kl =.A(J,K) 
.~ ( J , K ) = P R C \/ 
GO T'J 100 
qETURN 
Ei'IID 

TA1JETAS 

,. 
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SUJRJUTPJE ChUECO (NHIL,NCCL,ü,~;,EPSI, IE, IS) 
REAL *8 G(50,50l,0(50,~0),T(50,5J} 
!PASO= 1 
Ki: R= J 
KKER=O 
DO 1 I = 1 , NH I L 
JO 1 J=l,NHIL 
DO 1 K=l ,I\CCL 
T( I, J) = O(I ,K) * G(K, J) 

DO 2 I = 1, NH l l 
DO 2 J = 1 , NH I L 
P = T(I,J}-T(J,I) 
P= ABS ( P} 
IF (P .LE. EPSIJ GC TC 2 
iHITE (IS,3}IPAS0,I,J,P 
KE~=.<ER+l 
KKER=KKER+l 
FOi~:'.1AT( /5X,' L.A CCNCIC ICN 1 , 12, 1 NiJ SE CU:'1PLIO PARA EL 

l(',12,',',12,') EL CUAL TIENE JN VALOR DE ',Fl0.6) 
CO:H I NUE 
IF(KKER.EC.O} WRITE(IS,11) IPASO,EPSI 
!PASO= IPASO + 1 
KKER=O 
00 4 I=l,NCCL 
DJ 4 J=l ,NCCL 
L>O 4 K= 1 , NH I L 
T(l,J) = G(I,KJ* U(K,J) 
DO 5 I = 1,NCCL 
DO 5 J = 1,NCCL 
P -= T( I ,J)-T (J,I) 
P=ABS(P) 
IF {P.LE. EPSI) GO TO ~ 
WRITE (IS,3) IPASO,I,J,P 
KER= ,<ER+ l 
KKER=KKER+l 
CO:-IT I NUE 
IF(KKER.EQ.O) WRITE(IS,11) IPASO,EPSI 
IfASO = IPASO + l 
KKER=O 
DO 6 I=l ,NCCL 
JO 6 J=l,NHIL 
DO 7 K= 1 , NCC L 
?GOG = T<I,K) * G(lc,J) 
P~u = PGOG - GCI,JJ 
PGO =~BS(PGO ) 
I f ( PG O • LE • E P S I J G O TO 6 
.~RITE( IS,3) IfASC, I,J, PGO 
KE.~= KE R+ 1 
KKER=KKER+l 
co.-H 1 ,\JUE 
IF(KKER.EQ.O) WRITE(IS,11) IPASO,EPSI 
IPASU = IPASC + l 
KKER=O 
!JO 8 I = 1 , NH I L 
JO 3 J= 1,NCCL 
JJ 9 K= 1,NCCL 
POG\J = CCI,K)~TCl<,J) 
POG = PCGO - OCl,J) 
POG =Ai3S(POG) 

ELEMENTO 
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IF(ilOG .LE. EPSI) GO TO 8 
',~RITE(IS,3) IFASO,I,J,PCG 
1<E R= KE R+ l 
KKER = KKE R+ 1 
CO H I NUE 
If(KKER.EQ.o, WRITE(IS,11) IPASO,EPSI 
FOR:·1AT(/20X.,'EL G-I!WERSO CUMPLE LA C:JNOICIJN',12,'CUN UNA PRECISI 

lrJN DE' ,Fl0.7) 
IF(KER.NE.O) GC TO 42 
~~ITE (IS,10) EPSI 
FORMAT(/20X,'EL G-l"VERSO CUMPLE L4S 4 CONDICIONES :UN UNA PRECISI 

lON DE' ,FlO. 7) 
RE TUR\l 

2 AL-=(NIHL+NCOL)*P.JHIL+NCOL) 
EL=KER 
PROP=EL/AL 
\U I TE ( I S , 12 ) E P S I , F RO P 

2 FORMAT(//20X,'LA PFCPCRCION DE CELDAS (BAJO LAS CUAT~O CO~DICIONES 
l) 1 /15X,• QUE SCBREPAS~t\ LA PRECISior~ DE ',Fl0.7,' ES DE ',Fl0.7) 

RE TURN 
END 

TARJETAS 
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PRJ;RA~A QUE CALCULA UN G IN~E~SJ POR EL METü)O DE ~Ll~IN~CION 
ü I 1"1:: NS I ON B ( 5 O , 5 J) , A ( 5 O, 5 O ) , E ( 5 O, 5 O ) , CA M ( 50 ) , EC A ,•1( 5 J) , \ff { 5 O, 5 O) 
INTEGER *2 P(50,5J) 
üATA EPSI,IE,IS/J.LJOOCl,5,6/ 
LECT=5 
READ(LfCT,200) M,N 

O FORMAT(212) 
DO 6 J4 I-= 1, M 
IP=l 
IPo=6 

.: 

RE AIJ (LEC T, 6 O 3 J ( B ( I, J) , J-= I P, I P6) , ( wF ( I , J}, J= IP, I P6) 
3 FJRMAT(6(5X,F8.J),Tl,6(5X,F8.0)) 

CO;HlNUf 
1 2 FO 1m A T ( ' 1 1 , 4 5 )( , ' L A M A T P. I Z O R I G I N A L - S ' ,/ / / /) 
J FOR~AT(4X,9Fl2.4) 

11 FQ;{Mi\T(4X,9Fl2.4) 
2 FORMA T ( 'O' , / / / / , 2 2 X,' E L I · N V E R S O G E \1 E R ~ L I l A O O 

1 D E L A M A T R I Z O R I G I N A L E S1 ,/ // / /) 

i-lR I TE ( 6 , 2 O 2) 
•iR I T E ( 6 , 5 O 1 ) ( ( B ( I , J ) , J = 1 , N } , I = 1, \1 ) 

2 ÓO 112 Ml=l,N 
JO 112 M2= l, N 
E ( ;"11 , M 2 ) = O • 

2 P { Ml , '.12) -= O 
Dü 113 Ml=l,N 
P(Ml,t-11)=1 

3 E ( :U , M 1 ) = l 
FJ~MACION DE e•s E~ A 
DO 1 Nl=l,N 
DO l N2=Nl ,N 
SUM=O 
JO 2 N3= 1, M 

2 SU:-.1=SUM+B(N3,~U*B(N3,N2) 
A ( ,H, f\12 J =SUM 

1 ,\(NZ,NU=SUM 
IR=O 
TJL= • 005 
~EüUCCION DE LA MATRIZ A A LA IDENTICA 
I=J 

3 l=l+-1 
IF(N.LT.I)GO TC 40 
IF(A(I,I).EQ.O)Gu TO 12 

4 lR-=I R+l 
IF(A(l,I).EQ.l)GO TO 6 
AUX= A { 1 , I l 
A(I,I)=l 
DO 21 Ml=l,l 

l E { L, ,"11 ) =E ( I, M 1) / AU X 
Il=I+l 
JO 5 Ml=Il,N 
~(1,Ml)=A(l,Ml)/AUX 

5 E ( I , ,H ) = E ( I , M 1 ) / AU X 
6 IF(I.EQ.l)GO TO 8 

IMl=I-1 
¡JO 7 M2=1,lMl 
IF(A(~2,IJ.E,.O)GO TO 7 
VAK=A(M2, 1) 
A ( M2 , I) = O 
DO lJ M4=1,1 



5 ••• 10 ••• 15 ••• 2J ••• 25 ••• 3J ••• 35 ••• 4) ••• 45 ••• 3J ••• 5.5 ••• óO ••• 65 ••• 70 ••• 75 ••• l 
O E(M2,~4)=E(M2,M4)-Ell,1"4l*VAR 

DJ 7 ;·B=Il,N 
A(~2,M3}=A(M2,MJ)-A(l,1"3)*VAR 

7 E C ,"12 , '.~ 3 ) = E ( :"12 , MJ ) - E ( I , f" 3 ) *VA~ 
IFCN-!)3,3,8 

8 DO 9 '12=11,N 
IF(A(~2,I).EC.O)GC TO 9 
V~;~= A ( M2, 1) 
A(i'-12,I)=O 
DO 11 M4= 1 , I 

l E(~2,~4)=E(M2,M4)-ECl,1"4)*VAR 
JO 9 M3= I 1, N 
~(~2,~3)=A(M2,M3)-A(I,~3)*VAR 

l E(M2,~3)=E(M2,M3)-E(I,M3)*VAR 
GO TJ 3 
EN CASO DE ENCCNTRtRSE UN CERO E~ LA DIAGONAL H~Y QJE BUSCAR OTRA HILERA 
,JJE TENGA A( I ,I) O 1ST If\Tü DE CERJ E INTERCA'·18IAiR:LA 

Z L=I 
7 K= I + l 
4 IF(N-K)l3,18,18 
3 J= I + l 
7 IF(N-J)l4,16,l6 

CUAN03 LES MAYO~ O 
MAS APROPIADA PA~A 

4 IF(L-N)15,40,40 
5 L=L+ l 

GO TO 17 
:> lF ( A ( L , J ) • NE • O ) G O 

J=J+ l 
GO TO 27 

26 DO 30 Ml=l,N 
C A 1"1 ( ;H ) = A ( M l , J ) 
ECAM(Ml}=P(Ml,J) 
A(Ml,J)=A(Ml,I) 
P ( ,"1 l , J ) = P C M l , I ) 
A (Ml, J) =CAM ( MU 

~O P(Ml,I}=ECAM(l"l) 
IF(I.EQ.L)GO TC 4 
DO 35 M2=1,N 
C A i~ ( :., 2 ) = A ( I , M 2 ) 
E CA ·~ ( M 2 ) = E ( I , I" 2 ) 
A l I , í~ 2 ) = A ( L, M 2 ) 
E ( I , M2) = E ( L, t' 2 ) 
A(L,M2)=CAM(M2) 

~5 ECL,M2)=ECAM(~2l 
:;o TJ 4 

Ld IF{A(K,U.NE.O)GO 
K=K+ l 
.;o TJ 34 

~ 2 JO 2 0 M l = 1 , N 
CA .H ,'11 ) = A ( I, ti 1} 
E C A ;H M l) = E- ( I , I" 1) 
E( l,;'H )=E(K,f'Jl) 
A( J,;'H)=A(K,Ml) 
é:(K, Ml)=ECAM(t'll 

~O A(~,Ml)=CAf'J(~l) 
I F ( I • E Q. L } Gü TO 4 
DO 25 M2=1,N 

--

IGUftL QUE N SE VA A 40 PARA flECI)IR CUAL FORMULA ES Lt 
CALCULAR 'l-

TO 26 

' , 

TO 32 



5 ••• 1 o ••• 1 s ••• 2 o ••• 2 s ••• 3 o ••• 3 5 ••• 4 J ••• 4 5 ••• su ••• 5 s ••• 6 o ••• 6 5 ••• 1 o ••• 1 s. 
EC A,·1 { ,'-12) = P ( ,12, U 
CA :1 ( M2 ) = A ( t' 2 , L ) 
A ( ;12 , L ) = A ( M 2 , I ) 
P(,12,U=P(i"2,I) 
A ( ,,..,2 , I ) =CA t' ( rJ 2 ) 

5 P C '."12 , I ) = E C AM ( t' 2) 
GO TJ 4 
SI EL RANGO DE LA ~ATRIZ ES IGUAL A N 8- =(B'B)-1 *B' 

J IF(IR.E•J.N) GC TO Sl 
Jd TE :~e ION DE E 8 1 G LAR O ftNDOLA P~ o 
!JO 45 ;"12=1,M 
JJ 44 Ml=l,N 
SU;1= O 
¡JO 4 3 M 3 = l , N 

3 SU.1=SUM+E(Ml,t'3)*B(M2,tJ3) 
4 ECAM(Ml)=SUM 

CHJ 4.:5 l=l ,f~ 
5 8 C i12 , I ) = EC A~ ( l ) 

IRl=IR+l 
IF(N-?.*IK)80,80,51 

SI El RANGO DE LA t'ATRIZ A1 A QUE ES IR ES ~ENJR QUE N-IR B- SE CALCULA 
O~TE~CION DE c•c GUARD~NDOLA E~ LA I DE EA'AP 

l Dü 5 O M 1 = l ,I R 
JO SJ M2=Ml,IR 
SUM=J 
DO 48 M3=IR1,I\ 

8 SUA=~UM+A(~l,M3}*A(M2,~3) 
A ( Ml , '.12) = SUM 

O A('~2,Ml)=SUM 
OBTENCION DE ( I + c•c ) 
OJ 52 Ml=l,IR 

2 4CM1,MU=ACM1,Ml>+l 
OBTEf~CIUN DE ( c•c + I )-EN A 
IF(I~-1)150,151,lSC 

O CALL BORDR (A,IR,DET,TCL) 
GO TO 152 

l A(l,ll=l/A(l,l) 
INTRJJUCCICN CE ( liCC' )-1 EN E 

2 iJO ó J "-11 = 1 , IR 
DO 6 J M2= 1, I R 

J E(Ml,~2)=AC~l,M2) 
OBTENCION DE e• ( c•c + I )-1 E\J LA PARTE dAJA DE E 
DO 62 Ml=IRl,f\ 
DO 6 2 M2= 1, IR 
SU.1= J 
D O 6 1 ;,13 = l , I R 

1 SU.1=SUM+A(M3 ,/Vll ,'f.,\ (~3, l'-'2) 
2 E("11,'-12J=SUM 

METER CEROS El\ LA SEGUI\DA PARTE OE E 
00 64 t"1=1,N 
DO 6<t ~2=1Rl,N 

4 ::CU ,M2)=0 
:fü.LTIPLICACICN OE E POR P Qll[uX\iJJ EL RESULTALJO EN 6. 
DJ 67 Ml=l ,N 
J :J 6 6 M 2 = 1 , 1 R 
su:1= J 
DO b5 M3=1,N 



1 

1 

• 5 • •• l D ••• l 5 ••• 2 O ••• 2 ~ ••• 30 ••• 3 5 ••• 4 O ••• 4 5 ••• 50 ••• ~ 5 ••• 6 O ••• 6 5 ••• 7 O ••• 7 5 ••• e 
1) 5 
1:, ~ 

S'J.1=SUM+P(Ml ,i~3) *E c,v.3, f/2 l 
/~ ( H , .'~ 2 ) = S U M 

r 
1 

DO 6 7 M4= I R 1 , t\ 
> 7 Al ,H , ,'14) = O 

~ULTIPLICACICt\ CE ~ POR EA' QU~ ESTA EN BY QUEOANOJ EL RESULTADO EN B 
:J iJ 7 J M2 = l , M 
JO 6·) Ml=l ,N 

'~ 8 1 

SJ.·1=0 
DJ 68 M3=1,N 
SU~=SUM+A(Ml,tJ3)*B(M2,~3) 
CA·--1( Ml) =SUM ) 9 
DO 7-J M4=1,N 

7J 8(1..,2,M4)=CAM0'4} 
W~ITE(6,502) 
WI{ I TE ( 6 , 5 O O) ( {B ( M 1 , M 2 ) , M 1 = 1, rn , '-12-= 1 , N ) 
STOP 
OBTENCICN DE E- PCR LA FORMULA 2 
OJTE.KION DE C'C GuARDANDOLA EN LA I ÜE A 

,O 00 B5 Ml=IRl,~ 
JO J5 M2=Ml,N 
.iU '1= J 
DO 34 M3=1,IR 

3~ SU~=SUM+A(M3,Ml)*A(M3,~2) 
M4=.U-I R 
:-15=M2-IR 
A(M4,"15)=SUM 

d5 A(;-15 ,:>14)=SUM 
NM,~=i'.1- IR 

1 JO 
1 

OcHENCION DE (C'C+I>-1 
Dü 9J Ml=l,/\MR 
~(~l,Ml}=A(Ml,Ml)+l 
CALL BORDR CA,t\tJR,JET,TOL) . 
UdTENCION DE C(C'Cfl)-1 GUARJANUOLA EN LA PRI'1ERA P~RTE INFERIOR DE 
E Y (C'C+I)-1 EN LA SEGUNCA SUPERIOR DE E 
DO luO Ml=l,IR 
DO lJJ M2=1,f·d1R 
su:-1= o 
DO 99 M3=1,t\,.,R 
M4=IR+M3 . , 

9 9 SU ,'1= S U M-A ( M 1 , /v 4 ) * A ( fJ 3 , M2 ) 

lJJ 

lJl 

l1J3 
1)4 

ll 5 
ll. ó 

M5=,'12 +IR 
Eí!H,M5)=SUM 
E ( 45 , rH ) = S UM 
ACCMOOa DE (C'C + 1)-1 EN LA SEGU~DA INFERIOk ·PARTE UE E 
J,J 102 Ml=l,t\t'R 
DJ 1J2 M2=1,t\t'R 
M3=i'11+1 R 
M4='-12+IR 
E(M3,M4)=A(f,'1,M2) 
DO l J 4 M 1 = 1 , I R 
·J'.J 1J4 ,"12=1,IR 
su '1= J 
Dü 103 M3=IR1,N 
SU4=SU~-E(~3,t'l)*A(M2,/v3) 
E ( H ,'-12)=SU:'1 
L)J 116 Ml=l,N 
:J,J 115 M2=1,N 
E(Ml,~2)=-E(~l,M2) 
E ( ,41 , '·11 ) = E C M l , M l ) + l 



,. 5. • • 1 O ••• l 5 ••• 2 O ••• 2 5 ••• 3 O • • • 3 5 ••• 4 O ••• 1t 5 ••• 5 O ••• 5 5 ••• ó O ••• 6 5 ••• 7 O ••• 7 5 ••• 8 ,, 
:1ULTli1 LICACICN DE P P(R E QUcD~\1)0 EL RcSULTADO é:N A ,, 

1 

DO lC6 Ml=l,I\ · 1 

DO 106 M2=1,N 
SU.~=J 
J:J 105 M3=1,N 

1J5 SU.'-i=SUM+P Wl ,/113) *E (~3, r,,2) 
UÓ A(Ml,~2)=SUM 

1 

MULTIPLICACICN DE A PCR EA' QU~ ESTA EN B 
JO 111 M2=1,M 
DO 110 Ml=l,N 
su;~J 

J !:>O 1C9 1-13=1,N 
p9 SUA=S!J',1+ A<Ml,M3)*e(M2,M3) 
~J ECAiH"il)=SUM 
1 1 O 111 M4= l, N 
~l 1(M2,M4)=ECA~(M4) 
! ~RITt:(6,502) 
l ',,1R.lTE(6,500) ((B(Ml,M2), Ml=l,M),M2=1,N) 

GO TJ 92 
/ 03TENCI0N DE -- CUtNDO EL RANGO ES IGUAL A 
~l 00 94 Ml=l,N 

DO 94 M2=1,M 
i SU:~= O 
1 J095M3=1,N 
~5 SUM=SUM+E(Ml,fll3)*3(M2,fll3) 
94 ;>(Ml,i-12)=SUM 
/ ñRITE(6,502) 
1 Yf~ITi::(6,203) ((P(Ml,M2),M2=1,M),Ml=l,N) 
~3 FJ~MAT('0',5{F6.2,3X)) 
!~2 DO 730 1=1,M 
1 

1

, DO 7 J 0 J= l , M 
APRO'v=B( I ,J) 
D(I,JJ=B(J,IJ 

!30 J(J,I)=APRüV 
¡ 

e A LL e Hu E e o ( "' ' N , w F , e ' E p s I ' I E ' I s ) 
STOP 
END 

f'i!J:T·\:; 

N 



•• 5 ••• l J ••• 15 ••• 2 O ••• 2 5 ••• 3 O ••• 35 ••• 4 J ••• 4 5 ••• 50 ••• 5 5 ••• 6 O ••• ó5 ••• 70 ••• 7 5 ••• i ~ 
SUJRUJTINE HOROR (A,N,DET,T1L) 
J I ~E N S I C N 13 ( 5 C ) , O ( 5 O ) , A ( 5 C , 5 O ) 
DET=A ( 1, 1) 
IF(AJS(üET)-TCL)7,7,35 

3 5 .'\ ( l , 1 ) = l • / A ( l , l ) 
Ü') l O K=2, N 
KK=K-1 
00 1 1 K I = 1 , K K 
$U,V=O. 
DO 12 J=l ,r<K 

l. 2 SU i~= $ U M + A ( t< I , J ) * A ( J , I< ) 
l l 13 ( .< I ) = S U M 

SUM= O. 
¡JQ 13 I=l,KK 

l 3 S UM= SU M+ A ( K, I ) * B ( I ) 
.\L=A(K,K)-SUM 

14 JET=JET*AL 
[F(AaS(OET)-TCL)7,7,36 

3 6 ,)K =l • /AL 
DO 15 KI=l,KK 
SU:"1= J. 
DO 16 J=l,KK 

·ló SU:~=A(t<,J)*A(J,KI)+SUM 
15 D{KI)=-DK*SUM 

00 18 I=l,KK 
DO 18 J= 1, KK 

18 A(l,J)=A(l,J)-B(l)>IO(J) 
A(K,K)= DK 
fJO 6J J=l,KK 

:> J A ( K, J) =D ( J) 
DO 61 I =1, KK 

jl A(I,K)=-DK*B(I) 
10 CONTINUE 

RETURN 
7 WUTE(6,8J 
8 FOR/·1AT{ 'O',' Sl..BMATRIZ SINGULAR NO rll\Y SüLUCION POR ESTE :-1.') 

24 STJP 
END 

313 TA~JETAS , 



• 5. • .1 O ••• l S ••• 2 O ••• 2 5 ••• ; O ••• 3 5 ••• 40 ••• 4 5 ••• 50 ••• 5 5 ••• o O ••• 6 5 ••• 7 O ••• 7 5 •• 

j 

SJdRJUTINE CHUECJ (NHIL,NCOL,o,s,E::is1, IE, IS) 
DU1Ei~S10N 0(50,5.J) ,G( 50,50),T( 5J,5:)) 
IPASO = 1 
KE K= J 
KKEft=O 
00 l I=l ,NHIL 
.JO l J= 1 , NH I L 
DIJ l K=l,NCGL 
T(I,J) = 0(1,Kl * C(K,J) 
DO 2 I = 1 , NH I L 
iJJ 2 J =1,NHIL 
P = T(I,J)-T(J,I) 
P= A8 5 ( P) . 
IF (P .LE. EPSI) GC TO 2 
WRITE (IS,3) IPASO,I,J,P 
KER= KE R+ 1 
KKE?.=KKER+l 
F!Jrt·1.~T (/15X, 1 LA CCNDICION ', 12,' NU SE CUMPLIO PAR.\ 

l(',12,',',I2,') EL CUAL TIENI: u;-.¡ VALOR OE ',Fl0.6) 
CO,HINUE 
I F { K K E R. E Q. O ) WR 1T E( IS, 11 ) I P A'SO, E PSI 
IPASO =!PASO+ l 
KKER=O 
t)J 4 I = l , NCC L 
J04J=l,NCCL 
DO 4 K=l,NHIL 
T<I,J) = G(I,K)* C(t<,J) 
DO 5 I = 1,NCCL 
DO 5 J = 1,NCCL 
P = T(I,J)-T(J,I) 
P=Al3S(P) 
IF· (P.LE. EPSI) GO TO 5 
~lRITE (IS,3) IFAS8, I,J, F 
t<E R= KE R.+ 1 
KKER= KKE R+ 1 
CONTINUE 
IF(Kt<ER.EQ.O) WRITE(IS,11) IPASO,EPSI 
IPASO = IPASO + 1 
KKER=O 
DO 6 I=l,NCCL 
:-JJ6 J=l,NHIL 
í)J7 K=l,NCCL 
PG uG = T ( I , K ) * G ( t<, J ) 
PGO = PGOG - G(I,J) 
PGO =/\BS{PGO ) 
IF ( PGO .LE. [PSI) GJ TO 6 
w~ITE (IS,3) IPASG,I,J,PGC 
KE R= r<E R+ 1 
KKER =KKE R+ l 
CO H I NUE 

, 

IF(KKE~.EW.O) WRITE(IS¡llJ IPASD,EPSI 
IPASJ =!PASO+ l 
KKER=O 
DO 8 I= 1,,-~HIL 
00 8 J= 1,NCCl 
JO 9 K= 1,NCCl 
PJGO = O(I,K)>'IT(l<,J) 
POG = POGO - O(I,J) 
POli =Al3S(POG) 

EL EL E'1ENTO 



5 ••• 10 ••• 1s ••• 20 ••• 25 ••• 3o ••• 3s ••• 40 ••• 4s ••• so ••• ss ••• oo ••• 6S ••• 10 ••• 1s •• 
I F ( P CG • LE. E PSI) GU TO 8 
..JRITl: (IS,3) !FASO, I,J,FOG 
i<ER=KER+l 
~; K E R = K K E R + l 
CCNTINUE 
IF(KKER.EC.O) ~RITECIS,11) IPASO,EPSI 

l FO~MAT(/20X,'EL G-l~VERSO CUMPLE LA CJNDICIUN',12,'CON U~A PRECISI 
lON DE' ,Fl0.7) 

IF(KER.NE.O) GC TO 42 
WRITE (IS,10) EPSI 
FU~~ATL/20X, 1 EL G-I~VERSO CU~PLE LAS 4 CJNJICIONES CüN UNA PRECISI 

lON üE',Fl0.7) 
RETURN 

2 AL=(;füIL+I\CCL)*(~HIL+NCOL) 
EL=KER . 
P.1uP=EL/ AL 
WRITE( IS,12) EPSI, FROP 

2 FORM~T(//20X,'LA PFCPCRCICN DE CELO\S (JAJJ LAS CU4TRO CONDICIONES 
l)'/15X, 1 QUE SCdREFAS/lf\ LA PRECISLJ;\J iJE 1 ,FlG.7,' ES DE ',Fl0.7) 

Rt: TUMJ 
END 

TARJE T.\S 

,. 



• 5 •• ~10 ••• 1s ••• 2c ••• 25 ••• Jo ••• 35 ••• 4J ••• 4s ••• 5J •.•• ss ••• &o ••• &s ••• 10 ••• 1s •• 
ü I ML i ~ S I O N A ( 5 C , 5 u ) , Y ( 5 O , 5 O ) , K F .'-1( 8 O ) 
JATA IE,IS,EPSI/5,6,0.J)OOOl/ 

ü~DEN DE LA MATRIZ ORIGINAL A(N,NP) 
NJ~ERO MAXI~C DE ITERACIONES 

NU,"1I =200 
TOLERANCIA PARA SUMA DE ·DIFERENCIAS 

TOL= .O Jl 
LECTURA DE FCPt,,ATC 
RE J.\lJ ( 5 , 1 ) ( KF ~ ( I ) , I = 1, 8 C) 
F0~:1AT(8JA1) 

LECTURA DE LA MATRIZ ORIGINAL 
REUC5,2) NHIL, I\CCL 

2 F0fHIAT(2I2) 
R E ~ ü ( 5 , K F M ) ( ( A ( I , J ) , J = 1 , flJ C O L l , I = 1 , .-~ H I L ) 

IMPkESICN CE LA ~ATPIZ ORIGI~AL 
~RITE(6,l00) 

JO FO :{,1 A T { ' 1' , 1 t,, A T K I Z O R I GIN AL 1 ) 

,-IR I T E t 6 , l O 1 } ( ( A ( I , J ) , J = l , N COL ) , I = 1 , N H I L ) 
Jl FORMAT(8F15.5) 

OdTENCICN CEL G-INVER50 DE LA MATRIZ ORIGINAL 
,\J = ;~H I L 
NP = NCOL 
CA LL GIN VE ( N, 1\ P, A, Y, NU MI , I T, DI F, TO L ) 

IMPRESIGN CEL l\~MERC DE ITERACIO~ES Y DEL G-INVE~SO 
~RITE(6,102) IT,OIF 

J 2 FO I{ i·1 A T ( ' O ' , 1 1\ L M [ R C CE IT ERA C I O NE S = 1 , I 3 , / , 1 O' , 
1'5J:'1A DE OIFEREt\CIAS = ',Fl5.8,/,'0','EL G-INVERSO ES',/} 

¡-JR I T E ( 6 , 1 O 3 J ( ( Y ( I , J ) , J = l , N H I L ) , I = l , N COL ) 
JJ FO~MAT(7(2X,Fl5.5}/) 

C A LL CH U ECO ( ~ H I L , 1\ C C L , A, Y , E P S I , 1 E , I S ) 
STJP 
EN:J 
SUd~üUTINE GI~VE(N,NP,~,Y,NUMI,IT,DIF,TOL) 
OL~ENSION A(5C,50) ,YC50,50),YA(50,50),B( 50) 
JO 2 I = l , NP 
JO 2 J=I ,NP 
su:1= u. 
l)Q 1 K=l,N 

l SU~=SUM+A(K,I)*A(K,J) 
Y ll,J) = SUM 

2 Y(J,1) = Y(I,J) 
AlfA=O. 
DO 4 I=l,NP 
su;~-=o. 
DO 3 J=l, NP 

3 SUi'-1=SUM + ABS(Y(l, .. ll 
IF(SJM-ALFA) 4,4,33 

J3 ALFA=SUM 
4 CO,ff INUE 

ALFA= 1./ALFA 
DO 5 I=l,NP 
JO 5 J=l,N 

5 Y(I,J)=A(J,ll*ALFA 
üJ &.J IT = 1,~UMl 
;) 1 F= O. 
Jü 66 I=l,NP 
DO óó J=l,NP 
su~= o. 
JO 6 K=l, f\ 

r 



j ••• l O ••• 15 ••• 2 O ••• 2 5 ••• 30 •• ~ 3 5 •• _. 1-tO ••• 4 5 ••• 5J ••• 5 5 ••• ó O ••• 6 5 ••• 7 O ••• 7 5 ••• 8 
:, SU;~= SU M + Y ( l , K ) * A ( K , J ) 
.> YA(l ,J)= - SUM 

J07 K=l,NP 
7 YA(~,K)=2. + YA(K,~) 

DC 5-J J=l,N 
DO 9 I=l,NP 
SU1'1= J. 
:JO 8 K=l,NP 

d SU,'1=SUM + YA (I ,K)*YCK, J) 
) B(I)=SUM 

DO 5 9 l = 1, NP 
JIF=JIF + Ai3S(Y(I,J)-B(I)) 

9 Y(I,J)=B(I·) 
I F CD I F-T C L) 7 O, 6C, 6 C 

J CONTINUE 
J RE TURN 

ENJ 
T A~Jc TAS 



:i ••• l J ••• 15 ••• 2 J ••• 2 5 ••• 30 ••• 35 ••• 40 ••• 4 5 ••• 5 J ••• 5 5 ••• 6 O ••• ó 5 ••• 7 O ••• 7 5 ••• 
::ii.JBRCUTINE CHUECJ ('.~HIL,NCCL,G,G,EPSI, IE, IS) 
JIMENSICN 0(5C,5J) ,Gl5C,50),T(5ü,5'.)) 
IPASU = 1 
KE R.= J 
KKéK=O 
DO 1 I=l,NHIL 
üO l J=l,NHIL 
DO l K=l,NCCL 
T(I,JJ = G(I,1<) * G(K,J) 
uíl 2 I ;,, 1 , NH l l 
J J 2 J = 1 , NH I L 
P = í(I,J)-T(J,I) 
P= AB S ( P) 
I F { P • L E •· E P S I J ·G C T O 2 
i-lR I TE ( IS , 3) I FAS O, I , J , P 
KER=t<ER+l 
KKER=KKER+l 
FOKMAT(/15X, 1 LA C(NDICION ',12,' N() SE cu:'1PLIO PAK4 EL ELEMENTO 

1( 1 ,12, 1 , 1 ,12,') EL CUAL TIENE ·m VALOR DE 1 ,FlJ.6) 
CtJ,JTINUE 
IF(KKEK.EQ.O) WRITE(IS,11) IPASO,EPSI 
!PASO= IPASC + 1 
KKER=O 
fJO 4 I=l,NCCL 
DO 4 J=l,NCOL 
JO 4 K=l, f\HI L 
T(I,J) = G(I,K)* C(K,J) 
DO 5 I = 1,NCCL 
DO 5 J = l, NCCL 
P = T(I,J)-T(.;,I) 
P=AUS{P) 
IF (P.LE. EPSI) GC TO 5 
WRITE (IS,3) IPASD,I,J,P 
KEr<=KER+l 
KKER=KKER+l 
CO'HINUE 
IF(KKER.EQ.O) WRITE(IS,11) IPASO,EPSI 
!PASO= !PASO+ l 
KKER=O 
DO 6 I=l ,f\CCL 
D:J ó J= l , NH I L 
JO 7 K=l,f\CCL 
PG ,JG = T ( I , K ) * G ( I< , J ) 
PG J = PG O G - G ( I , J ) 
P.,ü =ABS(PGO ) 
IF (PGO .LE. EPSI) GO TO 6 
wR I TE: ( IS , 3) I FAS O, I , J, PG O 
i< E ,{= i< E R + l 
KKER=KKER+l 
co:H I "WE 
IF(KKER.EQ.O) WRITE(IS,11) IPASO,EPSI 
I PASO = I PAS C + l 
KKEP,=O 
DO 8 I= 1,NHIL 
L)ü 8 J= 1,NCCL 
DO 9 K= 1,t-iCCL 
POliD = OCI,K)*T(t<,J) 
POJ = POGO - C(I,J) 
POG ='ABS(POG) 



••• l O ••• 1 5 ••• 2 O ••• 2 5 ••• 3 O ••• 3 5 ••• 40 ••• 4 5 ••• 5 J ••• 5 5 ••• 6 O ••• 6 5 ••• 7 O ••• 7 5 ••• 8 O 
IF (POG • LE. EPS I) GlJ TO f3 
~-IRirdIS,3) IFASC,I,J,FCG 
KtR=KER+l 
KK::R=KKI: ~+l 
CO !H I \Jl.Jt 
IF(~KER.EQ.O) WRITE(IS,11) IPASO,[PSI 
Fcn;1AT(/2JX, • EL G-It\VERSO CU;4PLE ,LA COt'JDIC liJN', 12, •:oN UN,\ PRECISI 

lJ\I JE',Fl0.7) 
IF(KER.NE.Q) (C TO 42 
ARITE (IS,10) EPSI 
FO;{t1~f(/20X,'EL G-II\VERSO -CUMPLE LAS 4 CONDICIONES :uN UNA PRECISI 

lY~ JE' ,Flu.7) 
:~E fURN 
AL=(~HIL+NCCL)*(NHll+NCCL) 
EL=Kí:R 
PROP =EL/ AL 
NK I T E ( IS , 12 ) E F S I , ¡:RO P 
f;J,rn .. H(//ZOX,'LA p¡;cPORCION DE CELDAS (BAJO LAS CUATRO C!JNDICIO\JES 

1 ) 1 / l 5 X ' 1 Q u E s o e R E F As A t\ L ti p R E e l s I Oi'-J ü E 1 ' F l J. 7 t ' 1::: s D E ' ' F 1 o • 7 ) 
RETURN 
!:ND 

TARJE TAS 
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