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INTRODUCCION.

Dado el avance que se ha venido presentando en las ciencias de la
. - .

computacion, se nos presenta esta como una herramienta de gran po

der para resolver una amplia gama de problemas que surgen, tanto

en el campo de la ciencia como en el de los negocios.

En el campo de accidn del Actuario se llegan a presentar problemas
que solo pueden resolverse por medio de esta herramienta y al
aprender a usarla, el Actuario amplia su campo de accidn profesio

nal.

El presente trabajo intenta aplicar dicha herramienta en el pro
blema que surge cuando se desea encontrar solucidn a un sistema
de ecuaciones lineales y la matriz asociada a dicho sistema es

singular.

Se implementardn diferentes algoritmos para este problema, asi

. Pl ”~ . .
mismo, se dara un enfoque sobre la teorla que los origina.

El lenguaje utilizado fue el FORTRAN IV, nivel G, y la computado
ra una IBM 360-44, perteneciente al Centro de Estadistica y Calcu

lo de la Escuela Nacional de Agricultura, Chapingo, México.

Es muy frecuente trabajar con un sistema de ecuaciones lineales

del tipo
a9%q * a12X2'+"‘+a1an = by
ap%g * AgpKy teeetag Xy = by
émlxl + am2X2 +...+aman = bm



el cual se puede representar en forma matricial como:
Ax = b (1)

en donde A es una matriz de orden mxn cuyos elementos son coe
ficientes conocidos, b un vector de valores conocidos y x es
el vector de incégnitas. Se desea encontrar, si es que existe,

un vector =x que satisfaga la ecuacidn (I) . Este problema es re
lativamente facil de resolver en el caso de que la matriz de coefi
cientes A sea de orden nxn 'y no-singular, la solucidn estaria

dada por:

Para saber si el sistema (I) tiene solucidn, nos bastari con saber

si

b € EC(A)

en donde EC(A) es el espacio generado por las columnas de la ma

triz A, (A1 s A, ey An); ya que si b ¢ EC(A) entonces exis

2
ten escalares Xy s X seees xn tal que
= +...+‘ =
b X1A1 + X2A2 ann Ax
y la solucidon estaria dada pgr x' = [x1 > Xy ,...,.xn] .

Esta forma de saber si el sistema (I) tiene solucidn es equivalen

te a la de verificar que



r(A) = r([A | b])

ya que esto Gltimo nos implica que las colummas de A y el vector

b son linealmente dependientes.

Nos interesara resolver el caso en el que la matriz A del sis
tema (I) es singular, para ello haremos usc de la matriz conocida

como inverso generalizado.

EL G-INVERSO.

DEFINICION 1: Sea A una matriz de orden mxn y de rango r ,
si una matriz A~ satisface las cuatro condicio
nes siguientes, se dice que A es el inverso gene

ralizado de A o0 el g-inverso de A.

i) AA (AA7)!

ii) AA (ATA)!'

(I

iii) AA A= A

iv) A AAT = A

Es claro que si el g-inverso de A existe,este serd de orden

nxm y también si A es la matriz nula, entonces A serid la

matriz nula pero de orden nxm.

Para poder afirmar que el g-inverso existe, es necesario recu

rrir a un teorema que dice lo siguiente:



TEOREMA 1: Sea A wuna matriz tal qde, el rango de A es r

=> existen matrices B y C tal que

i) B » C

mxyr rXn

ii) By C son de rango r
iii) A = BC

donde B'B y C'C son no-singulares.

DEMOSTRACION: Si A es de rango r => existen P,Q no-singula

res tal que

I. 0
PAQ = [ r ] con Ir la matriz idéntica de orden rxr
0 O
. . . -1 -1
S1 P,Q son no singulares => existen P ~,Q tal
que,
I o}
a=p 1T |1
) 0 O
Particionando las matrices de la siguiente manera:
P
p = PX% _[ Ql ? Q2 ]
= P Q =lnxr nx(n-r)
m—r%Xm

Q
1 P11 P21 | n¥b
p~t z[mxr , mx (m-r) Q =| Q

i nx%%—r)



I: 0
rxr rx(n-r)
=> PAQ = |- 0 . 0
(m=r)xr (m-r)x(n-r)
R 1 o]{%1| [ o] [ =[P11 Q4]
11°° 21 00 Q21 11° Q21 (mxr) (rxn)
Como P_1 es no-singular => todas sus columnas son linealmente

independientes y P11 tiene por columnas r columnas de P_1

=> son linealmente independientes y P11 es de rango r , andlo
gamente para Q11

Si Pll: Er > Em y R(Pﬂ) = r => Pll(Er) = Er

1. 1 = = ' - p! =
pero Pl i E > E_ vy R(Pll) r => P11(P11(Er)) Pll(Er) E

=> (Piipil)(Er) =

!
tr

- ' e
=> P11P11 es no-singular.

y andlogamente para Q1Q14
Si hacemos B = Pll* y C = Q11 el teorema queda probado.

Ahora si podemos mencionar el teorema de existencia del g-inverso

que dice:

TEOREMA 2: Para cada matriz A_ =~ hay una matriz A" que satis

face las condiciones de (II), para probarlo se propone
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A" = C'(CC')_i(B'B)— B' que cumple con las condicio

nes de (II).

Otra ventaja del g-inverso es que es UNICO y por lo tanto, el
problema de encontrar solucidn al sistema Ax = b queda en par

te ya solucionado.

PROPIEDADES.

-

A continuacidn mencionaremos propiedades .importantes del, g-inver

SO.

El g-inverso de la transpuesta de la matriz A es la transpues
ta del g-inverso de A , es decir (A')” = (A')' y el g-inverso

de A" es A, es decir (A7) = A.

Como sabemos que el rango de una matriz es de gran utilidad, se

tendri lo siguiente:

TEOREMA 3: El rango del g-inverso de A es igual al rango de
A , es decir R(A) = R(A) y como consecuencia

R(A) = R(AA7)

R(ATA) = R(AATA) = R(AAA") = p

donde »r es el rango de A.

1

TEOREMA 4: Si R(A) = m => A" = A'"(AA'") ~ y AA" =1
Si R(A) =n=>A = (A'A)"2A' y ATA=1I
TEOREMA 5: Sea B , ., de rango r(r > 0), y Crxm de rango r

=> (BC) = CB~



Para los siguientes productos tendremos 2 teoremas:

TEOREMA 6: Para cualquier matriz A tenemos que,

i) (A'A) = ATA'T
ii) (AA7)” = AA™
iii) (ATA) = ATA

TEOREMA 7: Sean P_ ., Q -

Apn = (PAQ)T = Q'ATP' .

matrices ortogonales y

Hay matrices que tienen caracteristicas muy interesantes y ademés
que son de mucho uso, estas son las simétricas e idempotentes, es

por esto que daremos unos teoremas sobre dichas matrices.

TEOREMA 8: Si A es una matriz simétrica entonces,

i) A = (A
ii) AA” = AA
y si ademids es idempotente entonces A = A.

Como consecuencia tendriamos lo siguiente.

TEOREMA 9: Las matrices AA , A'A , I-AA” , I-A"A son todas si

métricas e idempotentes.

Un tipo de matrices que tienen un papel importante en la teoria

del g-inverso son las matrices diagonales.



TEOREMA 10: Sea D matriz diagonal, com d.,. , i = 1,2,...,n
nxn ii
los elementos de la diagonal, emtonces el g-inverso
es D de D, es una matriz diagonal con el i-&simo

1 si d.. # 0, e igual

elemento de D , igual a d.:
ii ii

.a 0 si dii =0 .
7$EORBMA 11: Si ¢ es un escalar diferente de cero
=> (cA) = (%)A~ . . -
DEMOSTRACION:
i) (cA)(%A-) = AA° es simétrica
ii) (%A—)CA = AA es simétrica
iii) cA(ZAT)cA = cAATA = cA

. 1, - 1,-. _ - _ 1
iv) (EA )cA(EA ) = EA AA™ = Eﬂ

]
o

TEOREMA 12: Si A = A +A_+...+A y A.A!

DEMOSTRACION:

AA

(A1+A2+...+At)(A1+A2+...+At) =

(A1A1+A2A1+...+A +A )+'°'+(A1At+'°'+AtAt)



Debemos probar que AiAj =0 vy AiAj =0

i# ] i#3

=) AiAj

N N " = AT(A.AT LATAL) = AL(AYANDALATA. =
(AiAiAi)(AjAjAj) Al(AlAl)(A]A]Aj) Al(Ai Al)AjAjA]

AT ! - = ! =
AiAiﬂ(AiAj)AjAj 0 para AiAj 0

L= .ALA. LALAY) = CACA. SAL)AL = ALALALA'A!TAL
AiAj .(AlAlAl)(AJAJAJ) (AlAlAl)(AJAJ)A:l AlAlAlAJAJ Aj

- ! tT AT = | -
AiAi(AiAj)A Aj = 0 para A.A! =0

1]
i) => AA = AJAL + AA, 4.+ AAL . es simétrica
- e e - ! t_ t—
i1) ATA = (AHALHL AN (AGHALEL L LHAL) = T ATAL YLt ] AGAL
i=1 1=1
= A1-A1+A2A2+«...+AtAt es simetrica
iii) AA A = (A1+A2+...+At)(A1+A2+...+At)(A1+A2+...+At)
Foaep Foae 55 amia s §oam
= ( A.A.) A, = A.A.A. = A.A.A.
i=1 Yt 321 3 4=14=12 Y3 4zg TR
j
= ) A. = A
i=1 *

YIS BV I A= aap I oA
iv) ATAAT = ( A A.) A- = ( ATA.) AT =
i51 1451 03 k=1 K T4zq 1T s K
I ] AAA = I AAAT= ] A=A
= A-A = ATA.AT = AT = A
i=1 k=1 * 18 i=¢ + 1t 424 1
—t—
=> A = z A
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TEOREMA 13: Sea una matriz A de nxm y K de mxm no-singu

lar y B = AK.

TEOREMA. 14: Si A'A = AA!

i3

=> AA

DEMOSTRACION: (A'A)(A'A)™ (AA')(A'A) = (MA')(ATA'T)

=> A'AATA'™

= (AA')(AA')™
A'AATA'T = AA'A'TAT
"A'(AAT)A'T = A(ATA)'AT
(A" (AAT)A)' = AATAA™
(A"A)' = AA™
ATA = AA”
TEOREMA 15: Si A' =-AA...A r veces
=> (A¥)” = (A7) donde r >0
DEMOSTRACION:
1) ATATT = (AALLLAYATATLLLAT) = AL LAATAATAT.L AT
r-1 r-1

=AA...AA ...A = ... = AA simétrica



ii) (AT)FAT = (ATAT...AT)(AA...A) = ATAT...ATAATAA..
r-1 r-1
é_A_...AA*%:é = ... = AA. es simétrica
r-1 r-1
iii) AT(AT)TAT = Aa"AT = aaT"1 - 4T
iv) (ATTATAT)T = ATA)T =A@l - )T
B
TEOREMA 16: Sea A = C y BC' =0
o> oA = [Bc]
DEMOSTRACION:
_ B o BB~ CC~ BB~ 0
i) AA = c [B C ] = |eg™ ce| = 0 cco simétrica
— — —-— B — -—
ii) A A = [B C ] C =[B B+C C] es simétrica
) ) BB~ 0 (B BB™B B
iii) AA A = o cc-llel = lecmel = c| = A
iv) A"AA” = [B7B+cTc][B7,c7] = [B™BB™,cTcc™] = [B7,C7]
TEOREMA 17: Si a # 0 vector => a = (a'a)—la'
DEMOSTRACION:
i) aa = (a'a)_ia'a =1 que es simétrica.



- -1 . .
= a(a'a) “a' que es simétrica.

11...1 _ 1
TEOREMA 18: Si A = [11...1] => A” = —=A"
.o . nm
11...1
mxn
DEMOSTRACION: qi ﬂ
i) A A = 1 A'A = 11%% simétrica
nm Nn{.-.
11...1]
[11...1]
, _ 1 4110001
ii) AA = — AA' = =|:: simétrica
nm mi{..
11...1]
11...1] 11...1]
11...1 11...1
$33) ATAAT = L[TETUUAL AT 2 Loar = AT
ni.. | nm . nm
11...1] 11...1]
11...1711...1 (11...1
. _ M EERRRE N 11...1
iv) AATA = il AR o= | = A
R S T I | 11.. .1
TEOREMA 19: A = A' <=> A'A es idempotente.
TEOREMA 20: Sea P

una matriz ortogonal y
mxn

sea Q = ql""’qn mnxn

donde q1,...,qn son n columnas de

12
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DEMOSTRACION:

P ortogonal , <=> Pin =0 1#3

P!P.
13

1]
=
He

1"

(-

Probaremos que Q'Q es idempotente.

Que es simétrica .
e idempotente. -

[ql...qn]

10
94 01...
q, 00...

SISTEMAS DE ECUACIONES.

Después de haber descrito las propiedades del g-inverso , el pro

blema planteado en (I) ya estd resuelto y esto se comprueba con lo

siguiente:

TEOREMA 21: E1 sistema Ax = b es consistente.

y si el sistema es consistente, la solucidn esti dada por,

TEOREMA 22: Si el sistema Ax = b es consistente, entonces x

es solucidn <=> Existe h € En tal que

x = Ab+ (I -AA)h

A continuacidn veremos un teorema de gran importancia, pero antes

de formalizarlo tenemos que recurrir a las siguientes definiciones:
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DEFINICION 2: Sea A vn ° el espacio nulo de A se define como:

n
S=1{y :Ay =0 ye En}= Ey

DEFINICION 3: Sea S subespacio de En =>
S* es el complemento ortogonal de S si
i) S L s=* -

ii) S ® S* = En ,donde ® es la suma directa

TEOREMA 23: Sea A entonces
A mxn

i) EC(A) = EC(AA‘)

ii) EC(A ) = EC(A A)

iii) E_(I-AAT) = [E_)]t
iv) E_(I-A7A) = [E_(an)]t
v) E_(I-ATA) = Eﬁ(A)

vi) E_(I-AA7) = Ey(A7)

DEMOSTRACION:

i) Si y e EC(A) => existe X4 € En, tal que Ax, =y

entonces el sistema Ax = y es consistente => AA'y = y

<=> existe y € Em, tal que AA"y = y => y ¢ Ec(AA-)



ii)

Si y € BC(AA_) => existe x talque AAx =y =>
existe A x € En, tal que A(A'x) =y =>y ¢ E (A)

e EC(A) = EC(AA )

y € EC(A_) => existe x € Em, tal que A x = y

=> AA(A %) = Ax = x => existe A x € En, tal que
ATA(A™x) =y => y & BC(A—)

Si y € EC(A—A) => existe x € Em, tal que ATAx = y
=> existe Ax ¢ En, tal que A (Ax) =y

=> xgEc(A)

. e EC(A ) = EC(A A)

ye |[E ()|t =E(A") = A'y =0

c N
=> A' A'y = 0

(AA7)'y = 0

(I-A)y=y =>yeEUT - AAT)

15
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Sea y e E_(I - AA”) => existe x, tal que (I-AA7)x

"
<

=> x - A' A'x = y

A'x - A'A' A'x = A'y
=> 0 = A'y => y e Ey(A') = [EC(A)]l
[EC(A)]l

) - 1
iv) EC(I - AA) = [EC(A')]

. EC(I - AA)

por iii sabemos que
E (I - AAT) = [E (A)]'L
c c

- vy |4 - A'ATTYy o - (A AY'] = - A"
=> [EC(A )] = E(I - A'A'"") = E_[I - (A7A)'] = E(I - A"A)

v) ye E(I - A"A) => existe x € En, tal que (I - A'A)x =y
=> x - AAx = y => Ax - AA Ax = Ay = 0 => y & Ey(A)

Si y e Ey(A) => Ay = 0 =3 ATAy => =>y - ATAy = y

=> (I - AA)y =y =>y ¢ E (T - A™A)

.« E(I - AA)
(o]

EN(A)

vi) y € EC(I - AA") => existe x € En, tal que (I - AA )x = y

=> X -AAx =y =>Ax-AAMx=Ay=0:=>yc¢ EN(A“)

y € EN(A—) => Ay = 0 por demostrar que y e E_(I - AAT)
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es decir, existe x, tal que (I - AA )x = y
Sea x =y ¢ EN
(I -AA)y =y -Ay=y- A0 =y =>

.V € BC(I - AA )

< EC(I - AA ) = EN(A )

INVERSO CONDICIONAL.

El inverso condicional es mids f&cil de obtener que el g-inverso y

por lo tanto, mas deseable emplearlo y se define como sigue:

DEFINICION 4: Sea Amxn , @& la matriz A® se define como el

inverso condicional o el c-inverso de A <=> satis

face que:
AACA = A.

Como se podrd ver que el c-inverso cumple solamente una sola condi
cidn del g-inverso y como consecuencia, es menos eficiente, ya que
el c-inverso no es Gnico y el g-inverso dec A es el c-inverso de

A, pero el c-inverso de A no es necesariamente el g-inverso de A.
Es claro que si Amxn » el c-inverso es de nxm.

El c-inverso tiene las siguientes propiedades:
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Para todo c-inverso de A tenemos que:
1) Las matrices ASA, AA® ‘ son idempotentes
2) R(A) = R(A®A) = R(AA®) < R(A®)

: . c
3) EN(A) = Ec(I - ATA)

DEMOSTRACION: Sea w e E\(A) =>Aw =0
ACAw = 0
w - AcAw = w pero Aw = 0
C _ -
=>w- A0 =w=>w-0_ =w
m

_ _aC
=> w EC(I ATA).

Sea z € Ec(I - A°A) => existe x, tal que
(I - AA)x = z => A(I - A®A)x = Az = O.

= zZ € EN(A) )
Ey(A) = E_(I - A°A)

Descrito lo anterior, se podra mostrar lo que sucede con el siste

ma (I) y el c-inverso, por lo tanto:

TEOREMA 24: Una condicidn necesaria y suficiente para que exista
solucidn al sistema Ax = b es que haya un c-inverso

de A tal que:
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Como se menciond al principio, si R(A) = m, entonces el sistema
(I) tiene solucidn, y si el sistema (I) es igual a Ax = 0 a es

te sistema se le llama sistema homogéneo; este tiene solucidn

cuando x = 0 <=> R(A) < n.

TEOREMA 25: Sea Am y sea A® el c-inverso de A . Suponga -

XN
mos que existe. la solucidn al sistema (I) => para to

do vector hnx1 el vector X9 es solucidn cuando,
xo = ASD + (I - ASA)n (III)

y toda solucidn se puede escribir de la forma (III)
para algun vector hnxl

COROLARIO 1: Si el sistema (I) es consistente, => el vector

x = Ab, vy el vector x, = A son solucidn.

7

COROLARIO 2: Si el sistema (I) es consistente.

La solucidn x = A'b es fGnica.

Si el sistema (I) es consistente, entonces el sistema tiene solu
cidn Ginica <=> R(A) = n , y si existe solucidn Gnica entonces es

A"b , en este caso A b = A®b para cualquier c-inverso.
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SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES INCONSISTENTES.

Supongamos que el sistema (I) es inconsistente, es decir, no

existe un vector x que satisfaga el sistema, entonces escribi

remos

Ax - b = e(x) (IV)
donde e(x) es el vector de desviaciones.

Si existe un vector x, tal que Ax, = b, => e(xg) = 0 y si no,

es deseable que e(xy,) sea minima.

Si x, es la solucidn aproximada al sistema (I) tal que X, pro
duzca la e(x) mas pequefia, se dice que X, es la mejor solucidn

aproximada del sistema (I).
Formalizando lo anterior, se dari la siguiente definicidn:

DEFINICION 5: E1l vector x, se define como la mejor solucidn apro

ximada del sistema (I), donde:

Ax - b = e(x)
<=> 1) ¥ x € Em se cumple que

e'(x)e(x) > e'(xo)e(xo)

ii) ¥ x £ xo tal que

e'(x)e(x) = e'(xp)e(xg)

se cumple que x'x > X{(Xo
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TEOREMA 26: La mejor solucidn aproximada del sistema (I) es x,

con xo = ADb

y como consecuencia, para toda A y b » el

mxn mx1

minimo de e(x)'e(x) para x € En es b'(I - AA )b.

APLICACION DEL G-INVERSO A LA ESTADISTICA.

Dado un conjunto de observaciones {Y.} i = 1,...,n se desea sa
ber si existen con un conjunto de valores {Bi } i=1,...,p pa
ra los cuales
: P
Y, = j21 X; sj

en donde 1las Xij son valores conocidos.

En forma matricial se tendria,

Y = X B
nx1 nxp px1 )

es claro que si Y € EC(X), existird B tal que satisfaga la ecua

cidén (V). De no ser asi, sabemos que

_ 1
En = E_(X) & [E_(X)]
ahora bien como
Y € En => Y = u + e

con u € EC(X) y e € [EC(X)]1 y esta representacidon de Y es

Ped .
unica.
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u € Ec(X) => existe B tal que u = XB

LY 2 XB O+ e (VI)

El modelo (VI) es el modelo estadistico para regresidn lineal

multiple.
e=Y-x8e [E )
c
por el Teorema (23)

Y - XB € BN(X') , es ‘decir

X'(Y - XB) = O

X'Y = X'XB (VII)
La ecuacidn (VII) es conocida como las ecuaciones normales.

En el caso de que la matriz X'X sea de rango completo, nosotros

podemos conocer el valor de B el/cual estd dado por
B = xv) Ixvy

Es importante notar que las ecuaciones normales son consistentes

ya que

1 1
E,(X'X) = [Ey(X'®)]" = [Eg(X)]™ = E_(X")
=> E_(X'X) = E_(X")

Cooo XY EC(X') = EC(X'X)
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En el caso de que la matriz X'X sea de rango incompleto, noso

tros podemos utilizar el g-inverso para encontrar una solucidn.

Demostraremos que

B* = (X'X) X'Y

satisface las ecuaciones normales.

(X'X)B* (X'X)(X'X) ' X'Y = (X'X)(X (X")7)X'Y

(X'XX )(X(XT)'X")Y (X'"XXT)I(XX)'Y

X'W(XX)'Y = (XX'X)'Y = X'Y

XIXX"XX'Y = X'XX' Y

El conjunto de soluciones de las ecuaciones normales estd dada

por:

{8}

(X'X) X'Y © EN(X'X) = {XY} ® EN(X)

XY +w con W € EN(X)

XY + |I - X' X|h. h

px1

)
Puede verse que esta es la forma mas general para encontrar la B8
que satisface la ecuacidén (VI), ya que en el caso en que la matriz
1

X'X sea no-singular, se tiene que (X'X) " = (X'X)~

Dado lo anterior, se muestran ciertas propiedades cuya demostra

cidn podri verse en Graybill.

A A
1) Existe una matriz Gmxp tal que el vector GB es Gnico ¥8

que satisfaga las ecuaciones normales.
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A

B satisfacen las ecuaciones normales

2) si B )

1 b

A A A
=> BiX'Y =rBéX'Y ¥8 que satisfacen las ecuaciones normales,

A

es decir, B'X'Y es invariante.

3) (Y - XB)'(Y - XB) es invariante para toda solucidn de B de

las ecuaciones normales.

A
4) ¥B que satisfacen las ecuaciones normales, las dos formas
cuadriticas

B'X'Y = Y'CY vy,

A A
(Y - XB)'(Y - XB) = Y'BC
son tales que CB = 0.
donde C y B son idempotentes y C + B = I.

SOLUCION MINIMOCUADRATICA.

DEFINICION 6: E1 vector X, es definido como solucién minimocua
dritica del sistema (IV), es decir Ax - b = e(x)<=>

¥ x € En sucede que

e'(x)e(x) > e'(xgle'(xo)

La diferencia entre la mejor solucidn aproximada y la solucidn mi

nimocuadrdtica no estd en la restriccidn que

x'% > X¢xo
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Y por tanto, nosotros tenemos muchas soluciones minimocuadriticas

en un sistema lineal. La mejor solucidn aproximada es la solu

o, - . » - . ., - . P .
cion minimocuadratica, pero no la solucidn minimocuadratica es

la mejor solucidn aproximada.

TEOREMA 27:

TEOREMA 28:

TEOREMA 29:

El vector xy = Bb es la solucidn minimocuadritica

del sistema (IV), donde B es una matriz tal que,

1) ABA = A
ii) AB es simétrica.

y como consecuencia, si A.mxn y B tal que ABA = A

y AB es simétrica, entonces AB = AA .

xo de nxl es solucidn minimocuadritica al sistema
(1IV)
<=> (Axy - b)'(Axo - b) = b'"(I - AA)b

X9 de nx1 es la solucidn minimocuadritica al siste

ma (IV) <=> x, satisface la siguiente ecuacidn:

Ax = AAb

Consecuentemente tendremos que, si Xp de nx1 es la
solucidn minimocuadratica al sistema (IV) <=> xo sa

tisface

A'Ax = A'D

Ahora definiremos el inverso minimocuadriatico.
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ION 8: Bea A wuna matriz dé mxn ; & la matriz A" la de

€x

PEPINT
notaremos como el inverso minimccuadritico o el

&-inverso dé' A <=> gatisface,

1) aata = A

2y aat = aah)

NBtesze que A* es 1la matriz B del teorema (27) y entonces -
Xy = A% es la solucién minimocuadrStica al sistetia (IV); donde

AT és el c-inverso y el 2L-inverso de A.

También xo de nx1 es la solucidn minimocuadrédtica del sistema

(IV) <=> Axe = AAYB. ¥ f-inverso AY de A, v %, de nxi es

la solucidén minimocuadrdtica del sistema (IV) <=> ATAxy = ATb.

TEOREMA 30: Sea el sistema (IV) y sea A* o1 g-inverso de A, en
tonces para algin vector hnx1 el vechur Xy es la

solucidn minimocuadritica del sistema (IV), donde

xo = A + (1 - Atadm

Si Amxn y. sea (A*A)c un c-inverso de A'A, entonces (A'A)CA!

es un L-inverso de Ay => ArY = pA” donde AsY  es simétrica e

2

idempotente y el sistema (IV) es consiste... <=> AA™D = b.
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ALGORITMOS PARA ENCONTRAR EL G-INVERSO

En esta seccidn se expondrdn los algoritmos empleados, su base -

tedrica, programa y conclusiones.
METODO I
El g-inverso obtenido usando el teorema de Cayley-Hamilton.

Este método fue propuesto por Decell. Se hace uso del famoso teg
rema de Cayley-Hamilton y una modificacidn al método de Leverrief
para encontrar los coeficientes en el polinomio caracteristico de
una matriz. El método es similar al originalmente propuesto por

Penrose.

Este método no es uno de los mds simples de programar y sdlo se -
estableceran los principales resultados en la derivacidn. Dicho
método se basa fundamentalmente en los teoremas que a continuacidn

enunciaremos:
TEOREMA 1 (Cayley-Hamilton)
_ n,.n,_ .n-i
Sea £(t) = (-1)7(tT+a,t +...+an__1 t+ap).

El polinomio caracteristico de la matriz By sea I, y.

0] las matrices idéntica y nula respectivamente.

n’

n n-1 _
- > B +a1B +. . o+an_1B+anI_ On .
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TEOREMA 2: Sea AnXm una matriz y sea

n n n-i n-k
(-1)" (apt +a:it +...+akt +"'+an—1t+an)

f(t)

con a =1, el polinomio caracteristico de AA'

Si k#0 y es el mayor entero, tal que ak¢0=> el g-in_

verso de A estd dado por
A” =—ak.'1A'[(AA')k"1+a1(AA')k"-+...+ak_11] (a)

Si k=0 y el mayor entero, tal que ak¢ 0=>A =0an

La modificacidn del método de Leverrier es la llamada Modificacidn
de Faddeev, se usa calculando las cantidades en (a) y con ésto, ob
tener A", los cdlculos son hechos en k+1 etapas de acuerdo con el

siguiente esquema:

Ao= O -1 = qo B = I

A= AA! tr (Al) = q1 By = Aj-qalI

A2= AA'B, 2t (A,) = q By = Az-qal

- 1 = - -

Ak—l = AA Bk—z k}1 tr (Ak—1{_qk—1 Bk—1 - Ak—l qk—1I

A, = AA'B L ot (a) = B, = A -q.I .

k k-1 k k U X k9%
Faddeev dice que si q.= —aj => la ecuacidn (a), quedari como si-
gue:

A = ay A Bk—1

Nétese que la determinacidén del Rango de A es necesaria para este

procedimiento.
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Este método no es funcional computacionalmente porque abusa del -
gran nimero de operaciones y ésto hace que se sature la memoria -

de la computadora.
METODO 2. Algoritmo por Eliminacidn.

Este método estd dado por Ben-Israel y Wersan . Se utiliza la -
técnica de reduccidn Gaussiama pero se requiere la inversidn de una
submatriz no-singular. Como el anterior método, éste no es funcio

nal computacionalmente como otros métodos que existen.

Las cantidades esenciales para la derivacidn se dardn a continua-
. i

cidn:

Sea A una matriz de rango r de mXn, P una matriz permutada y

E un producto de matrices elementales.

Sabemos que A'A es de rango r, entonces podemos elegir E y P , de

tal manera que
Ir C

1 -
EA'AP = 0 0

En términos de las matrices P,C,E y A, se puede ver que cualquiera

de las siguientes 2 expresiones pueden ser usadas para encontrar A~

- —a ! .
A" = p|Inl|(z_+ccy)"tio] EAY (b)
ct r
AT =P T -Coou(r _scre)yteer §ooT ). EA" (c)
| n —In_r n-r ' Tn-r

Note que (h) requiere de la inversidén de una matriz de rxr, mien -
tras en (c) invertimos una matriz de (n*r)x(n-r), la determinacidn
del rango estd pricticamente aqui:

EA'AP

Nétese que no tendrd elementos idénticamente cero y para calcular-
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lo, debe de tomarse una decisidn en la cual la combinacidn lineal
de las filas de A'A son cero y esta matriz es pequefia pero no de-

be de ser declarada cero.

METODO 3

Método . Iterativo para el c&lculo del g-inverso y el operador pro-

yeccidn AA™.

Consideremos en esta seccidn un procedimiento iterativo para en-
contrar la solucidn del g-inverso. No intentaremos demostrar la

derivacidn, ni la prueba de convergencia.

Si Al (A'A) es el madximo eginvalor positivo de la matriz A'A

de mxn, entonces puede ser demostrado que para Amxn, la suce--

sidn:
1) Yo = o A'
2) Yk+1 = Yk(2Im - aAYk)
donde
3) 0 < ac< 2
Al(A'A)

converge a A si K —» o

esti demostrado que mientras la convergencia estd asegurada para

alguna o en el intervalo abierto.

2

0, —5F——r
|
Xl(A A)

el valop Optimo de a es:
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o 2 (3)

(o)
Al(A'A) + AP(A:A)

donde Ar'(A'A) es el MINIMO eginvalor positivo deferente de 0 de
A'A, ya que los eginvalores de una matriz no son generlamente fa-
ciles de obtener. Esperamos determinar otra forma en valor ade-

cuado de o wusando en 1.,2.

Una aplicacidn del teorema de Gershgorin nos da un medio mids apro

piado para obtener una o.

Sabemos del teorema qde

A, (A'A) < MAX } |bij|

iz1,.,n i=1

1

donde A'A = B

entonces la conclucidn (3) puede ser cambiada por

0 < o < 2 (3")
n
o By
izl j=1 :

y para una matriz A,dada una aplicacidn de 3', 1 y 2 dard una su

cesidn de matrices con las propiedades:
1o -y a1 < Hall - Ha - v ll?

{y.} > A cuando k > o

k

esti demostrado que la sucesidn definida por
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Z
yA = 2z - 2% k =1, 2...

con o satisfaciendo

donde B = AA'

0 < a < 2
m
MAX } |b

.
iz1,..m =1 13

converge a AA" cuando k + =

Un resultado adicional es que la traza de Z, es una funcidn mond’

tona creciente de k, la cual converge al rango de A.

Notar que el método descrito anteriormente para obtener A difie
re de las anteriormente consideradas, en que el rango de A no ne

cesita ser determinado.

En el caso de matrices pequefias han convergido en muy pocas inte
racciones. Sin embargo, debe de recordarse que la convergencia

en un namero finito no est& asegurada.

CONCLUSIONES.

I

Se analizd cada uno de los tres métodos y se concluyd después de
varias pruebas que el mejor método es el tercero, es el mis exac
to, répido y el que ocupa menos memoria, dicho método, puede en
contrar el g-inverso de matrices grandes, en cambio los otros
dos tienen serias deficiencias para dichas matrices, pero en ma
trices pequefias los tres tienen igual precisidn, aunque el 1y 2
ocupan mucha memoria. Como se ha descrito anteriormente el obte

ner en los dos primeros el rango de A y sus miltiples operaciones
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las hacen ineficientes y por tanto se recomienda usarse en el si-

guiente orden:

primeroc el 3, después el 1 y: por Gltimo el 2.
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PROGRAM GINVZ2
IMPLICIT REAL *8 (4,B8,C,P)
REAL %8 WF{5C,50)
DIMENSICN PRCVI(50)+A(E0+50)98(50450)9C(50450)AK({50450)
DATA LEC,IMFEPSI/546,C.000001/
-LZER ORDEN DE LA MATRIZ (NyM) Y LA MATRIZ A LA QUE SE LE SACARA EL G-INVER

I5=6
READ(LECs1) A,M
1 FORMAT{21I2)
00 604 I=1,N
IP=1
IP6=6 ]
3 READILEC603)Y(A(19J)sd=IPyIP6)s{AF{I14J)yJ=1IP,IP6)
13 FORMAT(6(5XyFB8.0) 3 T146(5X4F3.0))
W4 CINTINUE
~-IMPRESION DE LA MATRIZ ORIGINAL
WRITE (IMP, 100C) -
PO FGRMAT {(*1',10X," LA MATRIZ ORIGINAL ES %)
00 131 I =1 N
N WRITE (IMP,1CCII (A1 od )eJd=13M)
N FORMAT ('01',12/56(5%4F16.10))

~A(NsM), ST SI N ES MENOR QUE M, OBTENER C=AA"

IF (N.GT.M ) GO TC 2024
po 2 I[=14N

D0 2 K =1 4N

C (I 'K ) = 0,

00 2 J =1 M

ClIsK) =ClIyK) + MI4J) *A(K,yd)
B(I ¢4K) = C(I,K)

-0BTENER RANGO DE AA' Y DESPUES INICIAR EL PROCESO
CALL RANGO (BsNyNy NRAN)
GO TO 207

-OBTENER RANGO CE A,DESPUES OBTENER C=AA' E INICIAR EL PROCESO
t D0 205 I=1,N
D3 205 J=1,.¥
> 3(I,J) = A(I,J)
CALL RANGO (B s Ny My NRAN )
DJ 206 I=14N

e

D3 206 K=1,

C(I'K’=o-

DJ 2926 J=1,+M
) ClI 4K} = ClI4K) + AlI4J)%A(KyJ)
7 0J 3 I=1,4N

0J 3 J=1,4N

AK(I,J, =0.

AK({I,I) =1.

-Sc INICIA EL PRCCESC
20 8 L=14sNRAN
20 5 I = 1,N
JJ 5 = I oN
B (I oJd )= AK (I 44
8 (J »I )= AK (J 1)

~EN LA L-ESIMA ITERACICN A(L) =AA'B(L-1)
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20 6 I =1 4N :

23 6 K =1 4N
AK (I 4K )= 0.
D0 6 J =1 4N

IF (L +EQs 15) WRITE [(1IS5,688) I,JsKsCl1,4J)8(JsK)
FORMAT (*0',5X,3I8,2E18.8)
AK (I +K )= AK (I 4K ) + CUI 4J.)%3(J,K )

UBTENER TRAZA(A(L))

QA =0.

00. 7 I =1 4N
Q =Q + AK (I LI )
RL =L

A =Q/RL

CJANDO LA L-ESINMA ITERACICON ES IGUAL AL RANGO DE A oSE OBTIENE EL G-INVERSO
. ST NO OBTENER B(L) =A(L) -TRAZA(A(L))/L * ID Y SE ALYACENA EN AK. SE REPI-
JE EL PROCESO -
IF (L «GE.NRAN ) CGC TC 80
D0 830 I =1 N
AK (I 4sI)= AK (I ,1I) —-¢
CONTINUE

J3TENER EL G-INVERSO DE A, QUE SERA [GUAL A
{TRAZA(A(L))/L )A*2(L-1) ,DONDE L=RANGO(A)
DO 99 I =1,4¥
Da 9 K =1 4N
PRIV (K) =A (kK o1 )
DO 99 K =1 4N
A (K ,I )=00
D3J 99 L =1 4N
9 A (K 41 )= A (K oI ) +(1./7Q)% PROV(L)*B (L 4K )

APROV=A(I,J)
AlL,J)=A(J,1)"
9 AlJ,I)=APRAYV
HWRITE (INP,4)
FCRMAT (*0',20Xs*ELL G-INVERSC DE LA MATRIZ ES?)
00 191 I=1,M
WRITE (INPQIQZ)I’(A(I,J"leyN)
FORAAT ('0',12/6(5XyF16.10))
ARITE (IMP,12) NRAN
FORMAT ('0°',20X,'RANGC = ',12)
CALL CHUECC(NgVMyWF 4yA+EPSI,LEC, IMP)
STJIP
END
TARJETAS
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- M1

S

-Si

'FILA N o

-REG

r-

=Sl

-JIFERENTE DE CERG,

(A
(A, P)

SUBROUTINE RANGU
IMPLICIT REAL *8

"DIMENSICN A(£50,50)

EP =.00001
NRAN=0Q
ES EL MININO ENTRE N Y
MI= MINO(N,¥)
I=1
A(l,2) DIFEFENTE Ct CERO,

IF (DABS(AlI,I)).LE. EP)
Ji1 =I+1

DJ 3 J=J1l N

IF (DABS(A{J,I)) .LE. EP

AP =AlJ,1)/7A(I,1)

AlJ,I) =0.

D0 2 K=J1l,V

AlJsK) =A(JsK)I-AP#A{]I,4K)
CONTINUE

NRAN=NRAN+1

I = I+1

IF (I.GT.MI) GC TC 24
GO TO 1

A{I,I)=0 E I=N , VER SI
SI LO HAY AUMENTAR
RES AR,

IF{I.NE.N) GC TQO 7

DO 5 K=I4WM

s MM ZNRAN)

M

HAY QUE REDUCIR LA MATRIZ Y AUMENTAR EL RANGO.
GO TO 4

) GO 1) 3

-HAY ALGJUN ELEMENTU DIFERENTE DE CERO EN LA
EL RANGD Y REGRESAR AL PRJIGRAMA, SI NO HAY, 50L

IF (CABS(A{I,K)).CT.EF) GO TO 6

CONTINUE

GO TO 24
NRAN NRAN+1
RETURN

IN

PERO I=M Y A{(I,I)=0
ST ESC PASA SE AUMENTA EL RANGO Y SE REGRESS AL PROGRAMA

VER 51 E NLA COLUMNA M HAY ALGUN ELEMENTO

=SIND SJULO SE RECRESA AL PROGRAMA.

=5l

-CJANDT A(I4I)=0,

IF (I.NE.i4) GC TC 5
DO 3 K=1,N

IF (DABS(A(K,I))
CGNTINUE

G0 TJ 24

«GT.

EP) GO TO 6

N

~AJJI SE LLEGA CUANDO A(I,I)=04NyI,M,s1. .
ALGUl ELEMENTO DE LA FILA

I ES DIFERENTE DE CERO, SE CAMBIA COLUMNA

00 10 J=1 4V

IF (DABS(A(I,J)).CT.EF) GO TO 21
CONTINUE

50 T2 110

20 22 K=I,4N

PROV = A{KsI)

ALK 1) =A(K,J)

A{KXyJ)= PROV

33 TC 100

- TE OE CERO SE CAM3IA FILE

J

2J 11 J=IsN

I)N,I)MyY ACEMAS ALGUN ELEMENTI DE LA COLUMNA 1

ES DIFER
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CULNTINUE

SI TODOS LGS ELEMENTCS OE FILAI Y COLUMNA I SUN CERO, I=I+l,
SI I+4ININsM) SE REGRESA AL PROGRAMA, SI NJ SE VUELVE A BUSCAR UN ELEMENTO
JIFERENTE DE CERC EN LA FILE O COLUMNA T .

I = I+1

IF (I.GT.MI) GC TC 24

GO T0 4

CAM3I0 DE FILA
J3d 20 K=],¥V
PROV= A(I,K)
Al K) =.A0Jd4K)
A(J,K) = PRCV
G0 TIJ 100
RETURN
EnND

TARJETAS
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SUBRJUTINE CRUECO (WHILsNCCL,UO,05yEPSI,y1E,s1S)
REAL *8 G(50,450)+0(50,50)+T7(50,59)
IPASO =1
KER=9
KKER=0
DO 1 I=1,NHIL
00 1 J=1+NHIL
DO 1 K=1,NCCL
T{I,J) = GlI,K) * C(K,J)

DO 2 I =1sNHIL

DO 2 J =1yNHIL

P = TlI+J)-=-T(JsI)
P=ABS(P)

IF (P oLE. EPSI) GC TC 2
ARITE (IS93)IPASO,1,4,P
KER=KER+1

KKER=KKER+1

b FORMAT(/5Xs" LA CCNCICICN '",12,* NiJ SE CUMPLIO PARA EL ELEMENTO .

L{'312,%9%,12,%) EL CUAL TIENE UN VALOR DE "4 F10.6)
CONTINUE
IF(KKER.EQ.O0) WRITE(IS,11) IPASO,EPSI
IPASO = IPASQO + 1
KKER=0
00 4 I=1,NCCL
DJ 4 J=1sNCCL
00 4 K=1,NHIL
T(I,J) G(I+K)* O(K,yJ)

00 5 1 1,NCCL

Do 5 J 1,NCCL

P = TLIJ)=TJyI)

P=ABS(P)

IF {P.LE. EPSI) GO TC £

WRITE (IS+3) IPASOsIsJ4P

KER=KER+1

KKER=KKER+1

CONT INUE

IF(KKER.EQ.0) WRITE(IS,11) IPASO,EPSI
IPASO = IPASO + 1

KKER=0 <,
DO 6 I=1,NCCL

20 6 J=1,NHIL

DO 7 K=1,NCCL

PGI6 T{I+K) * Glk,yJ)

P30 PGOG - G(I,J)

PG =ABS(PGO )

IF (PGUO .LE. EPSI) GO TO 6
ARITE(IS+3) IFASCs 1444 PGO

KER=KER+1

KKER=KKER+1

COWT INUE

IF(KKER<EQeO) WRITE(IS,y11) IPASO,EPSI
IPASO = IPASC + 1

KKER=Q

20 8 [= 1,NHIL

J0 3 J= 1,yNCCL

J3 9 K= 1,NCCL

POGU = C(IK}3T(K,yJ)
PIG = PCGO - ClI,J)
POG =ABS(POG)
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IF(POG <LEe EPSI) GO TO 8

ARITE(IS,3) IFASG,y1,4J,PCG

KER=KER+1

KKER =KKER+1

CONTINUE

IF(KKER.EQsO) WRITE(IS,11) IPASO,EPSI
. FORMAT(/20Xs'EL G-INVERSO CUMPLE LA CINDICIJON',I12,'CGN UNA PRECISI
1ON DE',F10.7) :

IF(KER.NE.O) CGC TO 42

ARITE (IS,10) EPSI

FORMAT(/20Xs'EL G-INVERSO CUMPLE LAS 4 CONDICIONES ZUN UNA PRECISI
10N DE',F10.7)

RETURN ,
2 AL={NHIL+NCOL)*(NHIL+NCOL)

EL=KER

PROP=EL/AL

WRITE(IS,12) EPSI,yFROP
2 FORMAT(//20Xy*LA PFCPCRCICN DE CELDAS (3AJ40 LAS CUATRO CONDICIGNES .

1)'/15Xs* QUE SCBREPASAN LA PRECISION DE 'yF1lJe7," ES DE ',F10.7)

RE TURN
END
TARJETAS
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PRJISRAMA QUE CALCULA UN G INVERSD POR EL METUDO DE =LIMINACION
DIMENSION B{50450) A{50,50),E(50,50),CAM(50),ECAM(50),4F(50,50)
INTEGER *2 P(50,50)
DATA EPSI,IE,IS/J.L030CLly5,6/
LECT=5
READ(LECT,200) M4N
J FORMATI(212)
DO 604 I=1,HM
IP=1
IPo=6
READ (LECT602)(B(14J)yd=IP,IP6)y(HWF{1yJ)eJ=1IP,IPb6)
3 FIRMAT(G(5XyFB.D)yT14y6(5X,F8.01})
CONTINUE
2 FORMAT(11',45X%X,'L A MATRIZ ORIGINAL 28 “Ww/t//)
J FORMAT(4X49F12.4)
'l FORMAT{4Xy9F12.%)
2 FORMATI'0Y4//7/77422Xy*E L I NVERSO GENERALIZADDD
1D E LA MATRIZ ORIGINAL E S".Ww/l//77) -
WRITE(6,202)
WARITE(64501)((B(I,J)yJd=1, N)yI—lr"”
2 00 112 M1=1,N
20 112 M2=1,N
E(M41,M2)=0.
2 P(M1,42) =0
DU 113 Ml=1,N
P(ML,M1)=1
3 E(A41,M1)=1
FIRMACION DE B'B EN A
DO 1 Nl=1,N
DO 1 N2=N1l,N
SUi4=0
00 2 N3=1,M
2 SUM=SUM+BIN3,N1)*B (N3, N2)
A(NL ¢ N2)=SUM
1 A(N2,N1)=SUM

IR=0

T3L= .005

REDUCCION DE LA MATRIZ A A LA IDENTICA

I=0 .
3 I=1+1

IF(N.LT.I)GO TC 40
IF(A(I,])eEQ.0)GUJ TO 12
4 [R=]IR+1
IF{AlLI,I).EQ.1)GO TGO &
AUX=A(1,1)
All,I)=1
DO 21 Ml=1,I
1 E(L,ML)=E(I,M1)/AUX
I1=1+1
20 5 M1l=I1,N
AlIsM1)=A(I,M1)/AUX
5 E(IsALl)=E(I,M¥1)/AUX
6 IF(I.EQ.1)GO TO 8
IM1=1-1
JO 7 M2=1,1IM1
IF(A(42,1).EQ.C)G0 TO 7
VAR=A(M2,1)
A{M2,1)=0
03 10 M4=1,1
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0 E(i424M4)=E(M2,M4)-E(],NM4)*VAR
DI 7 M3=114N
A(M2,M3)=A(M2,M3)-A(1,V3)%*VAR
7 E(M42,M3)=E(M2,M3)—E(I9NM3)*VAR
| IF(N-1)3,3,8
8 DO 9 “M2=11,N
IF(A(M2,41).EC.0)IGC TO 9
VAR=A(M2,1)
Al42,1)=0
DO 11 M4=1,I
1 E(M2,M44)=E(M2,Ma)=E(I,VN&)*VAR
D0 9 M3=I1,N
A(M2,yM13)=A(M2,M3)-A(T,VM3)*VAR
9 E(M24M3)=E(M2,M3)—E(],M3)*VAR
GO T9 3
EN CASO DE ENCCNTRZRSE UN CERO EN LA DIAGONAL HAY QJE BUSCAR OTRA HILERA
JQUE TENGA A(I,I) DISTINTO DE CERJ] £ INTERCAYBIARLA

~N W NN

w &

26

30

L3

32

20

L=1I -

K=I+1
IF(N-K)13,18,18
J=1[+1
IF(N=-J)14,516416

CUANDD LES MAYOF G IGUAL QUE N SE VA A 40 PARA DECIDIR CUAL FORMULA ES L/

MAS APROPIADA PARA CALCULAR
IF(L-N)15,40,40
L=L+1

50 T3 17
IF{A{LyJ)NE.O)GO TQO 26
J=J+1

GO TO 27

DO 30 MI1=14N
CAA{ M1 )=A(M1,J)
ECAM{ML)=P(M],J)
A(MlsJ)=A(M1,1)
P(“‘ l,J)=P(M1,I)
A{M1,J)=CAM(M])
P(M1,I)=ECAM(NM])
IF{I.EQ.L)GDO TC 4
D0 35 M2=1,N
CAM(M2)=A(1,M2)
ECA1(M2)=E(I,N2)
A(L,M2)=A(L,M2)
ELI+M2)=E(LsN2)
AlL,M2)=CAM(M2)
E(Ly M2)=ECAM(N2)
350 TJ 4
IF{A{KyL)NE-O)GO TO 32
K=K+1

30 T3 34

D0 20 M1=1,N
CAA(ML)=A(I,4M])
ECAM{AL)=E(1,VM])
E{Il,yM1)=E(K,M1)
A(IsM1)=A(K,M1)
cl{KyML)=ECAM(N])
ALKy ML)=CAN[VM])
IF(l1.EQ.L)GO TOC 4
DO 25 M2=1,N
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1

ECA4(M2)=P(i42,4L)

CAM(IM2)=A(N2,1)

A{A2,L)=A(M2,1)

P(|429L)=P(N21I)

A(A42,1)=CAN(VZ)

P(A2,1)=ECAM(N2)

GO TJ 4

SI EL RANGO OE LA MATRIZ ES IGUAL A N 8- =(8'B)-1 *B°?

IF{IR.EQ.N) GC TO S1

J3TENCICN DE EB' GULARUCANDOLA EN B

DO 45 M2=1,M

JJ3 44 M1=1,N

SUM=90

JC 43 M3=1,N

SUA=SUM+E(ML, M3 )*3(M2,NM3)

ECAMIML)=SUM

20 45 I=1,N

B{A2,1)=ECANM(I) )
[R1I=IR+1 i
IF(N=-2%IR)80,80,51

SI EL RANGO DE LA NMATRIZ A'A QUE ES IR ES MENIJR QUE N-IR B- SE CALCULA
OBTENCION DE C'C GUAROANDOLA EN LA I DE EA'AP

DU 50 Ml=1,IR
D0 50 M2=M1l,IR

SUM=0

DO 48 M3=IR1,N

SUM= 3UM+A (M1 413 ) %A (M2, ¥3)

A(HL ,"2)=SUM

A(M2 4 ML) =SUH

OBTEWCION DE ( I + C'C )

DJ 52 M1=1,IR

A(ML ML) =AML ML) +1

OBTENCION DE ( C'C + I )-EN A
IF{IR-11150,151,15C

CALL BORDR (A,IR,DET,TCL)

G0 TO 152

A(Ly1)=1/A(1,1)

INTRIOUCCICN CE (I4CC')-1 EN E -
DO 60 M1=1,IR

DO 60 M2=1,IR

E(ML,M2) =AML 4M2)

OBTENCION DE C' ( C'C + I )-1 EN LA PARTE 3AJA DE E
DO 62 MI=IR1,N

DO 62 M2=1,IR

SUA=0

DO 61 43=1,IR

SUA= SUMEA (M3, V1) %A (M3, V2)

E{41,42) =SUM

METCR CERQOS EN LA SEGUADA PARTE OE E
D0 64 Ml=1,N

D3 64 M2=IRL4N

E(AL,M2)=0

AULTIPLICACICN DE E PCR P QUL OANDJ EL RESULTAUD EN A
DI 67 ML=1,N

D3 66 M2=1,1IR

5UA=D

DO 65 M3=1,N
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55 SUA=SUM+P (ML, i43) ¥E (V3 N2)
55 A(AL,M2)=SUM
DO 67 M4=IR1,N
57 Af4L,M4)=0
AULTIPLICACICN CE A POR EA' QUE ESTA EN B Y QUEDANDI EL RESULTADO EN B
D3 7O M2=14M
D0 69 M1=1,N
$UA=0
D1 68 M3=1,N
58 SUM=SUM+A (ML 4M3)%B (M2, ¥3)
59 CAM{ML)=SUM
DO T M4=1,N
73 B{424M4)=CAM(NG)
WRITE(64502)
ARITE(64500) ({B(M1,M2)sM1=1,1),42=1,N)
sToP
OBTENCICN DE €- PCR LA FORMULA 2
Q3TENCION DE C'C GUARDANDOLA EN LA I DE A
30 DO 85 ML=IRL,N
D0 35 M2=M1,N
3U4=0
DO 34 M3=1,IR :
34 SUA=SUM+A(M3,M1) *A (M3, M2)
M4=A1-1R
M5=i42-1R
ALM4 4 M5) =SUM
35 A(A5,M4)=SUM
NMR=N- IR
Q3TENCION DE (C'C+1)-1
DI 9 M1=1,NMR
70 A(ALyMLI=A(ML,M1)+1
CALL BORDR (A4AMR,DET,TOL) _
O3TENCION DE C(C'C+4I)-1 GUARDANDILA EN LA PRIMERA PARTE INFERIOR DE
E Y (C'C+I)-1 EN LA SEGUNDA SUPERIOR DE E
DO 100 M1l=1,IR
D0 120 M2=1,AMR
SUM=0
DO 99 M3=1,AVR
M4=TR+M3 .
99 5UM=SUM—A(ML,N4) *A (M3, M2)
M5=M2+ IR
E(M1,M5)=SUM
120 E(45,M1) =SUM
ACCMCDO DE (C'C + I)-1 EN LA SEGUNDA INFERIOK PARTE DE E
DJ 102 M1=1,NVMR
DJ 102 M2=1,ANR
M3=M1+R
M4=v2+1R
122 E(M3,M4)=A(M1,N2)
DO 104 M1=1,IR
23 134 M2=1,IR
SUA=0
DO 103 M3=[RL,N
103 SUA=SUM—E (M3, N1 )*A(M2,4N3)
134 E(AL,M2)=SUM
D3 116 Ml=1,N
D3 115 M2=1,N
115 E(MLyM2)=—E(NL,M2)
116 E(AL,M1)=E(ML,M1)+1
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AULTIPLICACICN DE P PCR E QUEDANIU EL RCSULTADD cN A :
DO 1C6 Ml=1,4N |
DO 106 M2=1,N |
SU4=9 <
J3 135 M3=1,N

W5 SUM=SUM+P (ML ,VM3)*E (N3, M2)

D6 A{Ml4M2)=SUM

: MULTIPLICACICN CE A PCR EA' QUE ESTA EN B

23 111 M2=14M

D0 110 M1l=14N

SU&=0

DQ 1C9 M3=1,N

SUA=SUM+ A(M1 4M3)*B(M2,M3)

ECAM(ML)=SUM

D3 111 M4=1,N

3(M24M4)=ECAN(M4)

WRITE(6,502)

ARITE(6,500) ((B(M1,M2), MI=1yM)yM2=1,N) .

GO T 92 )

U3TENCION DE —-— CUZNDO EL RANGO ES IGUAL A N

1l 20 94 M1=1,N .

DO 94 M2=1,M 1

SU4=0 §

23 95 M3=1,4N

SUM=SUM+E (M1 ,VM3)*3(M2,V3)

P{MLyM2)=SUM

ARITE(6,502)

WRITE(64203) ({P(M14M2)4M2=14M)yM1l=1,4N)

)3 FIRMAT('0®45{F6.2,2X))

32 DO 730 I=1,M
DO 730 J=1,M
APROV=8{1,+J)
B(IyJ)=B(JvI,

30 3(J,1)=APROV

I CALL CHUECO(N yNyWF 4B, EFSI4IE,1IS)

. sTOP (

? END |

TALJITAS |

< 0

TTTTTUOY T TR e S S — - -
+ Ui [d
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SUSROUJTINE BORDR (A,NyDET,TIL) ,
JI4ENSICN BL(5C),D(50), A(5C,50)
DET=A(1l,1)

IFCABS(DET)-TCL)T» 7435
35 A(Ll,1)=1./7A(1,1)

DJ 10 K=2¢N

KK=K=-1

00 11 KI=1,KK

su¥=0,

DO 12 J=14KK

L2 SUM=35UM + A(KIJ)*A({J,K)

11 B{XI)=SUM
SUM=0.

U3 13 I=14KK

13 SUM=SUM+A(K,I)*B(I])
AL=A(K,K)=SUM

14 DET=0ETx*AL
IF{A3S(DET)-TCL)T7,7,36 -

36 IK=l./AL
DO 15 KI=1,KK
SUM=9.,

. DO 16 J=1,KK

16 SUA=A{K,J)*A{J,K])+SUM

15 DIKI)=-DK=*SUM
D3 18 I[=1,KK
D3O 18 J=1,4KK

18 A(I,J)=A(1,4)-B(I1)23(J)

AlK,K)= DK

N3 69 J=1,yKK
20 AlK, J)=D{J)

DO 61 I=1,4KK

51 A(I,K)=-DK*3(I)

10 CONTINUE
RETURN

7 WRITE(6,8)
8 FORMAT('0*',* SUBMATRIZ SINGULAR NO HAY SOLUCICGN POR ESTE M.')

24 STJP '

END
33 TARJETAS ‘.
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SUBRJUTINE CHUECU (NHILyNCGOL,0O,34EPSI,IE,IS)

DIMENSION CU50,450) 4G(5C450)+T(50,59)

IPASS =1

KER=J

KKER=0

D3 1 I=1,NHIL

JD 1 J=1eNHIL

DD 1 K=1,NCCL
T{I,J) = O(I,4K) * C{K,J)
DO 2 I =1yNHIL

D3 2 J =1,NHIL

P = Tl J)-TLJ,1)
P=ABS(P) .

IF (P LE. EFSI) GC TC 2
WRITE (ISy3) IPASGs+IsJd,4P
KER=KER+1
KKER=KKER+1

3 FORMAT(/15X," LA COCNDICION *,12," NO SE CUMPLIO PARA EL ELEMENTO -

L' ,125%,2,12,") EL CUAL TIENE UN VALOR DE ', F10.6)

CONT INUE

IF{KKER.EQ.O) WRITE(IS,11) IPASO,EPSI

IPASO = IPASO + 1

KKER=0

D3 4 I=1,NCCL

20 4 J=1,4NCCL

00 4 K=1,NHIL

T(I,J) GII +K)* C(KyJ)

DI 5 I 1sNCCL

DO 5 J 1,NCCL

P = T{I,J)-T(d,I)

P=ABS(P)

IFF (P.LE. EPSI) GO TO 5

WRITE (IS+3)IFASO,14J,F

KER=KER+1

KKER=KKER+1

CONTINUE

IFIKKEREQ.O) WRITE{(IS,11) IPASUO,EPSI

IPASDO = IPASC + 1

KKER=0 .,

DO 6 I=1,4NCCL

D3 6 J=1,NHIL

03 7 K=1,NCCL

PGIG = T (I K) * G(KkyeJ)

PGO = PGOG = G(I,J)

PGO =ABS({PGO )

IF (PGY JLE. EPSI) G232 TO 6

WRITE (ISy3) IPASC,I1,J,PGC

KER=KER+1

KKER=KKER+1]

CONT INUE A

IF{KKERLEQ.0) WRITE(IS,11) IPASO,EPSI

IPAS] = IPASO + 1

KKER=0

DO 8 I= 1,nNHIL

03 8 J= 14NCCL

D0 9 K= 14NCCL

PAGO = O(I,KIFT(Ky J)

PGG = POGO - 0O(I,44J)

PUOs =ABS(FQOG)
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1

2

2

1LON DE',F10.7)

IF(PGG +LE. EPSI) GO TO 8

ARITE (IS,3)IFASU+1+J,5F0G

KER=KER+1

KKER=KKER+1

CCNTINUE

[F{KKER<ECQeQ) WRITE(IS,11) IPASO,EPSI

FORMAT (/20X, *EL G-INVERSO CUMPLE LA CINDICION®,I2,*'CON UNA PRECISI
IF(KER.NE.O) CC TO 42

WRITE (IS,10) EPSI

FORMAT(/20Xs*EL G~INVERSO CU4PLE LAS 4 CINDICIONES CUN UNA PRECISI

10N DE'»F10.7)

RETURN
AL=(NHIL+NCCL)*{NHIL+NCCL)

EL=KER -

PROP=EL/ AL

WRITE(IS,12) EPSI,FROP

FORMAT(//20X,"LA PFCPCRCICN DE CELDAS (3AJJ LAS CUATRO CONDICIONES

1)'/15X,4' QUE SC3REFASAN LA PRECISIIN DE "yF1Ge7y" ES DE ',F10.7)

RETURN
END
TARJETAS
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J0

J1

22

J3

DIMENSION A(5C450) 4Y(50,50),KFM{80)
OATA TE.ISsEFPSI/5,640.0)0001/
URDEN DE LA MATRIZ ORIGINAL A(NyNP)
NJMERGC MAXINMC DE ITERACIGNES
NUAI=200
TOLERANCI 2 PARA SUMA DE -DIFERENCIAS
TaL=.001
LECTURA DE FCERNMATC
READ(5 1) (KFNM{I1),1=1,8C)
FORAAT(8IAL)
LECTURA DE LA MATRIZ ORIGINAL
READ(5,2) NHIL, NCCL
FORMAT{212) _
READ(S,KFM)((A(TI,d)yd=1,NCOL),I=1,4NHIL)
IAPKESICN [CE LA MATRIZ GRIGINAL
ARITE(6,100)
FORAAT('1*, "NATRIZ CRIGINAL')
WRITE{69101) CLA(LyJ)syJ=1y,NCOL),I=14NHIL) -
FORMAT(B8F15.5)
O3TENCICN CEL G-INVERSC DE LA MATRIZ ORIGINAL
N = NHIL )
NP = NCOL
CALL GINVE(NyNPyA,Y,NUMI, IT,DIF, TOL)
IMPRESICN CEL NUMERC DE ITERACIOMNES Y DEL G-INVER SO
ARITE(H,102) IT,DIF
FORHATI'0O'y*NUMERC CE ITERACIONES = *413,/,'0',
"5J4AA DE DIFERENCIAS = '",F15.84/43'0'*EL G-INVERSDO £S',/)
WRITE(6,103)(IY(I,3)sd = 14NHIL),I=1,NCOL)
FORMATIT(2XsF15.5)/)
CALL CHUECO (NHILy¢NCCLA,YEPSI,IE,IS)
STP
END
SUSRJUTINE GINVE(N NPy RyY,,NUMI,IT,DIF, TOL)
DIAENSION A(50,50) 4Y(5C,50)sYA(50,50),8B150)
20 2 I=1,NP
JO 2 J=1,NP
SU4=0.
D0 1 K=1,N
SUA=SUM+A(K T )*A(K 4 J)
Y (I'J) = SUM
YEJa1) = Y(I,4J)
ALFA=0.
00 4 I=1,NP
SU4=0.
DO 3 J=1,NP
SUM=SUM + ABSI(Y(I1,4))
IF(SUM—ALFA) 444,32
ALFA=SUM
CONT INUE
ALFA= 1./ALFA
DO 5 I=1,NP
J0 5 J=1,yN
Y(I,J)=A0J,1)*ALFA
DI 63 IT = 1,y,NUMI
DIF=0.
DU 66 [=1,NP
00 66 J=14NP
SU4=0.
20 6 K=1l,N
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5 SUA=SUM+Y (1 4K)*A(K,J)
> YA(I,J)= - SUM
J0 T K=1,NP
7T YA(X,K)=2. + YA(K,K)
DC 59 J=1,N
00 9 I=1,NP
SUM=0.
J3 8 K=1,yNP
3 SUA=SUM + YA({I K)*Y(K,J)
B(I)=SUM
DO 59 I[=14NP
JIF=J0IF + A3S(Y(I,J)-B{I))
9 Y(I,J)=B(I) .
IF(DIF=TCL)7046C,y6C
J CONTINUE
J RETURN
ENJD
TARJETAS
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SUBRCUTINE CHUECY (NHILyNCCL,Cy34EPSI,IE,13)
JIMENSICN 0(5C,50) 4G{5Cy50),T(50,459)
[IPASU = 1
KER=0
KKER=0
DO 1 I=1,NHIL
DO 1 J=1,NHIL
D0 1 K=1,NCCL
T(IsJ) = CUI 4K) * G(K,yJ)

DO 2 I =1,NHIL

D0 2 J =1,NHIL

P = T(I,d)-T(J,I)

P=ABS(P)

IF (P <LEe. EFSI) GC TC 2

WRITE {IS43)IFASGy14JyF

KER=KER+1

KKER=KKER+1

FORMAT(/15X, " LA CCNDICION *,12,' NO SE CUMPLIO PARA EL ELEMENTO
L' yI29%9%412,4%) EL CUAL TIENE JN VALOR DE ', F10.6)

COWNT INUE

IF(KKER.EQ.0) WRITE(IS,11) IPASO,EPSI

IPASO = IPASC + 1

KKER=0

N0 4 I=1,NCCL

DO 4 J=1,NCCL

D0 4 K=1,NHIL

T(I,J) GIIsK)* C(Kyd)

D0 5 1 1,NCCL

DO 5 J 14NCCL

P = T(I4Jd)-T(Js1)

P=ABS{P)

IF (P.LE. EPSI) GC TC 5

WRITE (ISy3) IPASO,I44d,P

KE R=KER+1 .

KKER=KKER+1

CONTINUE

IF{KKER.EQ.O) WRITE(IS,11) IPASO,EPSI

IPASO = IPASGC + 1

KKER=0

DO 6 I=1,NCCL

DI 6 J=1,NHIL

D0 7 K=1,NCCL

PG G T(IK) * G Kyd)

PG PGOG - G(I,4)

P30 =ABS{PGO )

IF (PGO LLE. EPSI) GO TO 6

WARITE(IS,3) IFASO,.1,J4PGO

KER=KER+1

KKER=KKER+1

CONTINUE

IF{KKER<EG.0) WRITE(IS,11) IPASO,EPSI

IPASO = IPASC + 1

KKER=0

D3 8 I= 1,KRHIL

D0 8 J= 1l,NCCL

DO 9 K= 1,NCCL

POGO = O(I,K)%T(K,J)

POS = PGGO - C(I,J)

POG =ABS(P3G)
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IF{(POG «.LE. EPSI) GU TO 8

WRITE(IS,3) IFASCyI14J9FCG

KzZR=KER+1

KKER=KKER+1

CONT INUE

IFIKKERLEQeO) WRITE(IS,11) IPASO,LCPSI

FOJHAT(/20Xy 'EL G-INVERSO CUMPLE ,LA CONDICIUN",I2,'20N UNA PRECISI
LIN DE'+F10.7) '

IF{KER.NE.Q) CC TG 42

WRITE (IS,10) EPSI

FORMAT(/20X, *EL G- INVERSO -CUMPLE L AS 4 CONDICIONES ZUN UNA PRECISI
LIN DE*'yFlU.T7)

RETURN .

AL=(NHIL+NCCL)*(NHIL+NCCL)

EL=KER

PROP=EL/AL

ARITE(IS,12) EFSI,FROP
FORMAT(//720Xs"LA PFCPCORCICN DE CELDAS (B3AJO LAS CUATRO CONDICINNES -

1)¥/15Xs" QUE SOBREFASAN LA PRECISION DE ",FlUe7,' ES DE '4F10.7)
RETURN
CND

TARJETAS



BIBLIOGRAFIA.

1) GRAYBILL- Introduction to matrices with applications in

statistics - Wadsworth - 1969.

2) FADDEEV- Computational methods of linear algebra - Freeman

and Co. --1963.

3) HEMMERLE W. - Statistical computations on a digital computer

Blaisdell publishing Co. - 1967.

4) MEXAS A. - Notas de clase - Iowa State University.



	Portada
	Índice
	Introducción
	El G-Inverso
	Propiedades
	Sistema de Ecuaciones
	Inverso Condicional
	Sistemas de Ecuaciones Lineales Inconsistentes
	Aplicación del G-Inverso a la Estadística
	Solución Minimocuadrática
	Algoritmos para Encontrar el G-Inverso
	Programas
	Bibliografía



