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INTRODUCCION 



'[V\ \a. <:.o\uciór'\ nuMÉ-<ic.o... de. b.s ecuc:ttio'r'\~S de 

UI'\ Sisie""'~ o(Q a~v: ft('OS ::,eW\i c..o~(¡ YIAdos) ~orMa/r,1('v-¡ 

te ~e AA etfc1uc.do 12.( p('Olole»-tC... r-esol vÍf>tA.CÍo ~~ 

e~\.la.ciOV1es d;te<t111.cic:des parc.t'Ale~ plo""--leo.c.fos por 

.Uth1iush Ll<3bo) q..,e coiA+ tMf 'ª"' a\ Sis.t~MA. óc.o_ 

p\Aclo 

f I pf"e,~i,4.te. +<~~jo f<eSev.~tt <.tri o.+t-..~ve d,·(e._ 

fe1-1-te ya Cf,;e v~ilidt:.. ler'f"efor)Y...,14.cto'I,\, de las 

e~UA.ll Ont°S } C..CIA {as ~~a.ciovtf'S i 11.+é'f}fO di-tt(ei-'\_ 

C.\et\-es pleu-1t ~Atl~s fH rlei'fe<o.. '-j Rod.A r1e [1"11 :.] 

q.ve eliM°i\'\tlV\ la. cl.eptt-1dt~Cto., J¿,ecfA ole/ ttwi./-tir: 

do ~ pe<M; ¿eV\ rvta.r'l~ja.(' el si,;ft!wta. dl>StHo pi~ 
Jo. 

(.lno. de lo.~ d~ticol+¿s.des 9ve ··,"'~v0dv~e .esi"'- rl!_ 

{ortl\v\~c'iC:"" e!> la. ªfllílCÍÓI,\, de c.anvolv(!ton~s; C/v~ 

~Q'fO.. fes.o\...,er lets se-r:v.. Y'\ete.~~.,.¡ 0 +l?K~r il,(a.cda.Ja~ 

~odos los. vQlo,e<; av1te--iores ele /~ S'olvciÓ"'- UAsf~ 

~1 +i11w,iro t; '$~ ..... tVr'\b/'.\"(ªº) es{" oti{;.~u/4&<d es $ufe_ 

rtllo\e to"' la. Ap,(01.~vt,14tio~ de lt.ts .;.H1u'o111-es cf~Vti{ 

tvtor,'a. 'fl" pe<W';-lell\ e),M; nttr li:,c. LOv.volvci Ó"'- y d'=. 

So.to plo.~ las :t!vo.ciot\eS lo c+ve apor~c,. u1-1tt. f/~11111.11_ 

e,~ h\ eii e:.~ tvi t-14. • 
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Pa.r-et lo.. Solvcio1
v... 3e ~ks Q(!t.{(l_l(.01Ai?S" $Q hiao U"\ 

fí"0~f~'M~ 9'J~ tA~ resu~ lv-e (!Ov. @sÍet~ a¡ro XÍYv14..'-tOwes 

'{ · los. <es.u H~dos se cot«po.<a ro"' ~OL-1. (4 solutic~ ai-1~ 

U-hct.. del sisteWio... .. L,1~-qa. por N~uM,h\ g Wi./'1t"srD1b'i~] 

f I COI.{ ti?u ido <le l's-14 -le.sis es. ~ 1 eles.A woJlo de 

las {e' c~i e ~t Je ~oh.,ci o~. Prr r'YH?(t) se h~te u n4. 

d~sc<~pci~~ &el ti-s.te~c.... 1 se f\a~f-ea&,( la.~ et.ut.t.lÍ<Jl,t~1 

c\espv/~ ~e fe~ue.\vell\ (os {'tu..o-~ÚO&Aes C.01.4. Ía.s ªP~ 
Xir1tutio ... ~es 'I ~¡~,t<lrr1et-t1e S! toi«p~<4"' los (tsolt~ 

oos COV\ la. solvcio~ a~ttl{-tt'ct\,. 



CAPITULO 1 

DESCRIPCION DE UN SIS TEMA DE ACUIFEROS 

Y OBTENCION DE LAS ECUACIONES DEL SISTEMA 
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U<:tinic,~n .- Uf'l acu11 tero es un f'nar1-lo de aivo.. 

\ocC\\~}c,do en e\ sub~velo¡vfl i:>.~ui~4,r 

Jo ~ ~¡,\~ C.4.pc.. se""', pe-rwieC\.b le 

luá"do se ~,c~.,.~e ª'!vo. el.e 1 ~u.bsue.lo, E?l'l O('.t1S1~ 

ne~ ªpa<ece I"- si'dviel-\fe p,re2'v.,+o.. ~ ¿ que' 4a.\'\tc... 0.~1>.. 

p"<ov,eV\e de\ etc&A.:~e-<o eV' el (!t.e.a.1 es~~ sitv~c(o el po~o 

y 1,·ve' -la"1'4.. de fei,of\eS o.rl'/o..C~t'\1es? 

Un O.cv; ~e,o 1ve rec~be unDI. C'c:h,-\.,d."c{ ~iin¡-

~ica~,\e de c:ti\J~ ol.e (('o'º t'l('~ ac:ltc,.cef\1esJ Se C!OY10-

C'2 ColYIO "atv.'te<;) S€MÍl'.Ol-\.(ÍV1Ado ''. 

[n \o. -<e~l;olt>-A este -hro de ACv:.fe-ros [o-rn'IQY\ 

Fº"te. a l'V\e"tlvclo, de U)"I s,~ ~ewta. T't\~ l~ipl~ de 

o.cv:tt"<OSJ c..e. una. SlACesio'r'\ de o.cvi"te-ros 

.5e para. dos po'<' acv~ +et" dos de bo.io. p-en·'t'\ttlbi 1, -

da.e\ '{ espe$of' VA<i.Al.,le. -Cu.óV\do estas fe4-ioY\E.'S 

tie-r,en 1,;n(l pei' rY\ea bi \¡ dnrt S\A ~'li ey¡+e Wl(~t-e be..jC-\. 

C\ciJ(l~ <'OMO ~rov,1t'fO..~ iY'r\pe'f"tv'i>a.til-e":> y la. s~_ 

Yt" v \ a. c. i C:V'\ ele u n a e v t (e-ro b OW\ be e,. el o bet j o 

es-to.s co"'d,c.iovie!: .fve aV1a.li1,AdQ. por 
Ñf\\.W\Q'I\ & U)¡ t~e<s ;ooon D~"e1. 
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s ... eMba-<iol a\ avrrH:1\1\.+et~ \c-. fer«iea.bi h'ct~A) 

\a. ~Hu1.C\~~ Se Vl~Ce o.rrecio.lole ~ e\ +lujo t10 se 

rfs~o Y\~e sólo a\ a.fv.' +e<O boW'\ be.a.do. 'E\ o.gt,.{o.. 

aclici.Ov\a.\ p<0v,eV\e ele lo~ acui~cd' dos. V/o el€ 

\os o.c.u:.f~<o~ o.d'.Jo.Cen+es vio boWilooa.dos. 

Dado .(l.ve el .flvjo r'\O se res~,¡ Y\ 5e a\ o.cui'.f.tfo 

bov.,\6.eo..do) e\ \' aev(+ero seMic.o~f\Y'IO. tÍ0 11 debe se~ 

Vis~o eo~o po.<fe de un s,~+tW'C.C. y,1~/~¡ :ale el.e acu,~ 

fe,os clo1,-1de el o.locc.~rvii-e,.do .('l,i ('ti.da. ft(r.l. clQ­

pev\de de\ eol4\ po<ia\M~"vt4o de +odo el sis+<'\.Mv... 

Po,r esto> t'\O se ~vede .e~tev\de< el ~lvjo del a.el),~ 

{efe hoMloeCtdo -SiVl a~~lii,;\.,. e\ s,s}·h",'\Q. <.'O»\-

p\e.\o. [ilev'IY\O.'f\ 8.. W it\\e~"!) poolf'\ J \CJG:,')c 1. 

T.- ?'f~W\~fa.\e~ s~po!i.,c,cV\eS '/ de~¡ riic,OV'\'ElS, 

Do.do q.ve lU'\a. so\vc,Ót\ fií!ürOSa. del .((u jo 

en VV\ s,steVYI" M~ 1 ~iple de acv,' ft-cos iv1clv1e 

·IJV'IA s.e{~e c;(e c.(Mcl\c.,o'l\eS de +v-ov\+e--ro.. ~e.. 

pc-o_voc.a.,., qve e\ 'f>-<Ob\~Mo.. seo.. ,V\+ro.~().6\<? 
Q.'1'\a.\: { ,co.W\e>1te, se procede o. SiMpl;{ica"f' 

e\ YV\O c\e\o sufoY\ieV'dO ~~ e.\ +\vjo es eSev'l -

Cia\MeV\-te ~o-<i.oo~·'1Cl.\ e~ \o~ aw(.(e'(O$ y 



'\Je(i,co..\ en \os ocu;+o.("dos. ~ vt1..l,'dea de 

e5tas suposicio,,-es -hie \Y\'\Je~+iio..do.. t:'º" 
Nev'MO.'{\ 2 w~ {'-"~-<spooV\ [19b9a.] P1'º el ea.s.o 

c\e do.s. O.c.v:~e,ros y IJYI a.~c,i to.<do eiA+"e ellos, 
~"e ~ .e\ probleWl4 <rve Se +rei..fQ.-r~ e"' es~~ 

1esis. E l\os c\e.w,o~ i<~'fOV\ qve , &tet1,1do la~ ff'<-
tM?.~hi \,d(( des de \os o.cu( te-ros SOV\ Y'l1A.yo·<€tl. 

(}Je. le.. de.\ QC.v;~G('(d.0 ~V\ W\á~ de dos orc.lt1V18.S. 

de rvto..i-~\:tvd, \ol e'(,O(e~ iV\~VD dvti clo~ fº~ 
ec:.to.~ ~uro s,ci (:~les SOv, (}0 rm~I Mfw~e i11eno-

re ~ o.l so/o, Pra'.c~,.caW1Q1,lte .e\ (!ou+rtt~te de 
hs pe" ri\e qJ.¡ \¡ do. de~ P~.tte a.~v{ .fero y A~u;.J,cr­
c\o ('S Met'Jº"' 't..ic -\-'fe~ o~cieV\e~ d-e MAt"Y\¡ .. 

4-uc\ 1 ~ po(" es.J.o 1 ~e pv~ ~e\/\ k~cer ltt!> S.uf­

S,1Ci O\te.s Cl\tfet, 0<eS. [N@\l~th, & Wt'f-\.,~"~fO""' IGtb'te]. 

E.n e\ desc.-r<o \\o de\ y,<e se~+e -ho.la4j o 

Se u{~ h-vi.'(¡',I\ \os ~\iV\~\,\te~ )Oll'f~ °Mc;>tn,S '! [1bj1°e] 

T > +fo.\,SMis·, b\ \¡ clad. Ar\ o.~u:.~e<o definid"' . ) 

('omo \o.. desco...ric:\. di' o..~~ ·a. 4-ro.'IQ,$ ~e 

io::\c e\ o.c'-1~ !e<o) fºf U\t, {!a& de to~i}~d (ko".i_ 
bc,"\-\a.\) , 'f pe<f€\\ (l,du 14'(' o. \&4 clirectOl.l d,1 ~lvJO, 

\} r,o< V.\\\ c\rd de i-<o. die1.Aie ~td'<O:vl,co , 
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~i\~O'v\Ces T e~ \~v..~\ a\ ~"'º dvc~o de \~ ,ce·o~1t'C\.bi-

h c\a.cl \c. ro'(" -e\ eS,peto< ve'( .\-i ccc.) c{e\ ,uvi'~!~ lo. 

T = kb, 
.,.. 

~1~)-
k, y,e"m~·a.\,; \\ da.d ele\ a~\\(~e"<o 

l\Qm6.clo ·. eoe(ici@u\e de a\w,tt(evia.je) ~ ~c. e\ 

Vo \\)wie\l\ de o.wei.. ( b \.L...,') lt bem d"' c\e\ D.l!v {~e'( o 

por u"'' ele, c1. de Q'fe~ ( ~O<\ ~o\A ~c,J \ de\· a~u I te 'CO y 

por ~\'\,d.~A de d.ecli r,Ctci.o~ ~(el vdvel f'ebowte'~co 

f(\ect,o ( ver{i cal) de\ a~u,' ~ e'<o 

S .el~ a I Mace na. m,·evi-lo es1JecL1Ítc.o . ( almo.ce·-' ) 

Y\0.'ri\eV\.\o w,.e cl,Q), Se: de.fjf'\E? C.OMO <2( vo-

hul\e~ de a~v.o. Li be-<a.do de\ cteu.~ .fe"º ror u~i da& 
\ ·-·"' J_\ ,.,.,.,'! ... .,.. \1 .,,,._ , .. ~'.,L, . .J Ao 
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t~ - s 
b 

Jl.- E ~~at,\o~ ~v~dcn-v1et.\1:a\ del +lujo ew lM 

aev: { e<o • ( Po. 'I ie 1 

?o.<o. o~le\f\eí' la. ecu tt c,ÓV\ de 1 +lujo ) a pi{ -

1ves e e\ principio de ~011~ef"vati~ .:,.. u Y\ 

vv\\¡nie.-1 dado del -Med,o) stApo111ievido ~e -la.. 

pe<~ea. \.,¡ li do& K y por lo -la,.do lec.. +n~nSML 

Sib\,clo.d , = lllo 50\/\ ,~depevtdle~~'=?i del 

-\ieYw'?º. E~ es+e &eSa.rro llo ese 4<>Wta.f~ e111 tuel-1_ 

1"" e\ Y\i\Je\ ·p·,e-;.0o""'é h;co l.() , p~,ro se· ~ue de 

U~'<, de la M,~wto.. manevt:l lc1. p<esio1A P. 

-------~ - l: lo 
;ld..,4bt 

-.,o\...,., .. ele. to..,\.o\ k:--/ ----· --,;_r. . //. :,/./ ______ .L,.L 

//:'° >·,;:< "/ ·"': ~: ,.,, __ /·, ·,., ~---::-> .· -~-- / 
'i.·b1' )(. I(..+ b~ 
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l'o"s; de'vese un vol"Me~ d~ C!OH~Yol b Ax óy 

(rl'el)f(A i) ~ Seo,. ~ : \ ~)( \(A desco,,qa. PO(" u~idAd 
d ~y Q 

e ESri!!!~O'(' d~\ O.~ui' 4-e<O' 

f V\ ~OV\ CC2S 1 

bt{ by [ q,t (K- ~> y) -q,c (x~ ~J y)j 

~ o 'l. l q Y ( x , '/ - °t) - 'l y ( ,e, 'J ... º} )l } 
= ¡t .6x 6.y ( "f'(t"' bt.) - f (t)). 

A\ J .J 1 "x ~'/ At v 1-0W1C\~do el lCM~ a, vi~\ 1 eri 1'< e u 1 

te. (}uo."'clo ~')(., 6y) ~t-, o I se o~ie""e 

ill.- FL.l.jO en vn ~,stema. de acu.'ie<o.s SE?M;co~.r.:­

naclos . [t>Q.'.i ('e] 

ÚoYISi de' res e e\ ':=.°is te1Mo.. {.: f ic o de o.~v: { f ro S 

~v~úc..o"'~'"'().dos descr;-b fOY- t-\e<r€:'<o.. 'I Roda<~e (1q1i) 
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:, capQ. +o 1 cd ~ '°'11 e 
1 l'VI re'( ~e~ble 

, ' ' ,~·-·_-,-,~· .-:--- . ,>- --- ~ ,;/-:~·,.- .. ---¡ /': /-"(-.. ··/,--:-

./~'e¡/~'//): /,1/1/, :\({ /1/~v;{e-<9 1Af~///,/t/,/¡Á -
• ; - 1 /1, , / /.L1 _ /_,_1/ !,_¡_, . - - -------- -,----T-- ,. ,. . • / .,_____,_ ___ -----•- - - - - - - · ~ n 't'f"Q.C\01,A. 

1 <1''1'" k I A.ev·Ao."«"clo A' b 

1 t .¡¡H,c.<; .:~ 
----~--:T~ ---- .-: .-:-· ,--,-,- : . - /, /-/ .-;:--::-:-~t·~-) X 

/';-:}~1 I ,' /Í /~>>.:~~/ I \( ':,~¿ ~-~~:-~J-~ _Af:~/ ¿¡·)~~( 
_; CA.'fA to~ec.l~tl.\~e 

Y i v.. -re·c'~,ec,..I.Jc. 

Tt"et .\a~ c\os. O.<!.v,' ~ e; o~ A~{ 'f A'F 2. s..epo..-<a dos por 

Uf\ ~~-k<c\o (rt,fo., se\._\~pe,n1eo."'le..) A"'T. (ve< ~iu.­
'rei. '-1 · Se v.~i l;,0~"iv.. los ; ncl\c e~. <" f11'(0.. A'f'I (aw( 

teto w,~s. ? íO ~u11 do)~ · 2 • pa,o. A 'f 2 ) ' (Fi W,A) ft.1"~ 

t \ ac,i..t; +a<-d.o h.. T. 

La.s ~< i. SOv\ óel t.\i$~0 o<cleu de Wtttfrw..-i tu& y 
k, ')) \( 1 €~ (a, 'Mtl 'f o-r:o.. de (os ~QSOS c.avritve KO Q~ 

lAvtú · li"M~ t·.c.u<>:,._ ') . <;e sv..¡oV\e, ~OL« o y(J.. se c:liJ o J q.ue 
e\ ~\vjo ~ii., los oe.u.: .f e.'(Os es eselAC< a I Wtet,tfe "1o"i _ 

601.,40.\ ~ f>I>. e\ CJbJ.~·\4-<dO e-~L-tac..\~,e~te \A'<4-ie~J. 
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A\ '2.Sc.1, b,t e\ prind flO de eo~tSe'f\/0'-<0~ 

COV\ UV\ fA~e~o volv~\At&.1. de COIA~-w'OJ e.ci«o s.e 
h,()o e\l\ ~ TI : 

~t \ 6.'i \ ~~ (x- º: l ~) - ~: ( ~+ ~J -y)l 

+ e~ L ~; ( ~l 'j- ~) - ~; (x, ""'" ~)11 
.\- ~'\T \ ~~ .l:,~ :: JS Ax. by [ f. (,t+i:.L) - 'f. {t.¡1 1 

i:o 

a-0\1\0 e q: \i)=\>, ~s k descari"' ve-r~i~~I .:1 -b,,\ d, 

\a f COL\~ e<o.. ~ 'T ~ A.,~ 

A\ toV\l\o. < e\ u tv\~~e MAc1V\dO ~.,.) by 1 ,':)t -=, o ) ~ 

o., \J\ c\,tlA.do e~t<e ~~ D'J Dt y 4ow,a.V\do e\.t ~e1,de... 
1 

<t"e c.\-v = -1<' e:> 'f' > se obta'-'!\l\e ft.l"""- e\ ()..e.u{_ 
ºl 

ctv ('T, ';)ro.ti .P,) - \<. 1 ó'{'' l :: S, t:d, 
d=>¡ ?>=o ";Jt 

Pa,a,. e\ c.\C(J1 t'4.<Jo A. T; 001.\cle · e\ ~\._,J·º ~s sot, 

d - ( \< 1 d 'f 1) =-, 41 . e) 'f I 

~~ ~"".:l. ""}f 
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'/J de lo. tl'°iSlilO. tcrlY'Di. qve ~\.~w:+e....o AFIJ 

~e o'olie .. ,e pan>. A F' 2 : 

E"' el cttso de u~ Mtt d,o tou.<01Pr1eo; T~es 

C.01.ASith,-\e ~ la~ ec.ua.ci.o~s se "('"edu,e~ ~· 

\) i ( fJ • k' ;; "' / - ~/c.' 11.+--\ .N 

i\ ~ ª l = b' T.: 

Gl ~º~lu~to Ge. ec,..c.auo\l\e.5 ctite1"e\11.C.t a,),e~ se <!OIM_ 

P~~0. r Olf' ~oud.i ci 0~1es ºF'º piad ns de -lxes -h~s ~ 

\ ~ La~ t!01,1rti óo·.1es i 1', i C\ C\ \es. 1 qve cl,rn el ~s~A-&o del 

S.,ste~Cl ol +i4\~\~0 t-:::o. A pesa.'f o{e q. ... ,e C(.{t.t(-

1v,e,c .e.!.-\a.d.o f'O<~H'ol~{ pvede s.e-c w,aY\e la.do, pcn-e­
~e. t6.(§> f.O 'b\e ~'JfO ~'(' U.V\ ed·t1d.O de '2'tJi (i k>-rlO rQ.{0.. 

1,=0 , ~ c\ec:,r , 

· L{>, ( 'k) '1, o) = O 

4>' { ~) '1) l, o) = o 

2 - LQ.s C0\.!_4~~ º"'P< r.\e -\'<o'Aie<o.. j .tV\ e\ ca~o ole 

qv~ \o~ ~O~H!,óo~,e~ 'n\1c.tttl-es Sl'tt\i\ c\,e ·e1:p1,li \,Yio) 
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\as toli\dicio"~s ele f"foli\+etc... ffD\'Ola'<~"" .el ~ovi .,_1i PL~io 

del º-i·..to.. E.~4~s p~ede~ f<t>l/e\l\i< de (CA. f"<ese~tiCA.. 

e\~ U\',O o v~-<~O$ fº'"'oºs, po'( los c.u~les s.e puede 

~IM"->.eQ.< O.lf-~ o lV\ 1ec+C<" le,,.. 

~k~ {aW'~,e'v.. 'f~\~jQc e\ 
~~ra~ \otiJo b..t:"t y SOb(e At2 

iW'lp-tf"Yv'.fo.\alesJ t e. 

. 
) 

~e cho de que la.s 
::,C>l,1 iOftc.l ME?ll\~e 

l=iria.lMe1.t1e 1 debtH fe.tl"jar el h-ec.ho de q..ve, 
Q\ q\eyl,rSe n41vC~O de \as re,r+v~ b~ C\Ol-1eS: J CIOWIO 

\a acuó~ a el bowt beo ( r()(' e.)ew.. ¡ala) 1 1~ ¡ V\ [lve~ ti~ 
h\ ,\ fh,io &eso.r~1e ce : 

L~m "P. l.x.) 'J, -t) = o ·j 
~,'j-,C,, 

Ll r\'\ \..()' (¡(., ':J, 0 ) t) = o ¡ 
lC, ~ -t (X) 

3 :- L a.s U> 1(\ di ci Olt\E'S de. ~!,( ti "v ,' cfo e{ ; es o bv ,' o ~ ve I" 
~ rcl,JA. &e nivel ~ Q~ VI\ medio J fa<" he4e'CD -

.~e'"eo q.,,e se"-, es. l..01'4 -h\vici o~ C..OLt~{~v~ de esr-,cio 
\/ -He~ po' A '4-vt) po. ("(A \ba li~ J del tctA+ttWti~M. fo,, 
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se ha.. c~",ctclo ~ º\A ~<es parie~) 'f,J\fi'I 'f 1• 

DebeVAo~. ro< ~"-"t-h,> Cl~ye°Gtl'f' cowi.o <!auclillo~ de 
Qcn-h ~,v..~ d.1 el 1-H? 

Lf 1 (XI 'i J {) :: f I ( "1-., ~) 0 1-{_) 

Lf1. ("-,'j, L) =- 'f 1 ('X,'°j) ~) t) 

Co V\ lo q..ie Se o. Se~~ ltA W"-fi "v i dtt J de i {?i,t 

lcts h,tf<.\aus QL\1<e A.~i 't A.1 '1 ei.i4v-e Art ·1 AT. 

ff"\ Q=;-k lí'1oMe~,to se +i(:·v1ev. las fltisrtio$ relAct'9n@s­

bojo le,~ wole.s se ~sicd:il~ cet'I le,~ rutetdDvH?S iv,­

te~ro di~~{ev (¡,·,J,,.s ,,-/rl ::Jde~u,.. pó., J.teyyeft\. y 
J<~c\o,\~ [\~1~) '1¡ l'"e ~01.A. lDS qve r'r1CHH1jet'{€1110j 

( 1.\ ~=.iQ tesis. Lo.. ~'(l;co.. clite·revtcú:~ es ~e ec¡;­

{c{...._ ese-e: \o~ e~ {uv lt¿1.\ del nba:ti t\;\ i-e1Afu se:. 'f s' 
.(:~, lu·oíl.Í del ~,;vel 'f, y f',· ff'('l) l'-0~0 se ~h1". 

(\.v ~ 6 ~ = - o S .) los dos sis f-ewias SOAA eq.u •-

Vet\e~\te s. 

Pa.ro.. · Q~1.a.U1P" e.l sis+eV'l1"- desde t,nt ~vHio 
de 'Ji~to.. ar,~ t¡+ico, Heue-<~ 'f Rodcv·t.e (1~+31 

~ frart'!I f oc wio. rovi en 1.01 si stewi~ ci e dos e~u.o.cio_ 

Y\es lf\"tt!(lfO c\i ~e'<e1, cia. \e\ despve~ ·c1e 1V\~rodvcif 
ü~c.t +~\\UO~ de "Me""o<io.. de {on't'tCA. Q,OY1VE?~i1!1Afe. 

E~4o se a. 't\a,_k-~a.. a. t0\.1. 4ú, va.et' o~ : 
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\1 :a S ~\)Q. ti º"'es ivde ~'<o d~ te<ell\ aal es paf a \.u1 sis 
teWIO. O.e O.e"( ~t<O~ ~Mi COlo\ .('t'f\C((ÍOS r ~euefO.. 

'/ Roclo.<ie lC)l~1. 

E,., e,~o.. se ce, o'\'\ se ok>+e.~ dm"" lo.s ewatiOHt'S' 

1 V\ te~m a~ fe<e\o\ d O. \e~, e 't"'i VCt le K +es Q ltts e tuA.d O_ 

'(le~ cl~te teo do.\es ,pctf'ciQles t.r'e ~.obie ... 't'\q n e\ 
~o~ro,la~ie,,,Jo ·h·o.~-s,,h,~;o de sis+eMa~ 'fil~/+i­
p\e~ de o..~v( te<oc; J pa:ra. el cetso pa<~i ~ulcu de 
u~ sic~J~WlO.. ole dos CA.~u (~eros separa dos por-
1,lV\CJ. ~(l. p~ se~ui ff('t,1fo.lol~ ( aw i' f-üf"d.o) ( (,au'fO. 2). 

be ~CUe<dO tOlA Hll~~ush L\~ho1 '/ Nev11-1ttV1 & 
W, iht'("!)~OOY\ e,~ l,q b 1 .e\ f(()\o\ew,a Se pvede +or)tlu_ 

lo.< de \o. \o-<M~ siivi el,\ \e : 

..L ~ s' -o' 1 ~t 

( I,{ e) 
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5 1 ( XJ '/, o, -t) = S1. (x, ;J, t.) 
~, í~, 'j, 1:i'Jt) = s.¿ L"'-,'1,-l) 

es, ( -,,., '1, o) = o:. 

s~ ()(,'j,o) = o 

~ 1 (Y., 'j, 1, l o ) = o 

(L"2C1.) 

(l. 2 ia) 
( l. 2 e) 

ti. 2 c4) 

(.\,,e) 

f::,~o.s e~1.1.a.c\o~es Se pvec\eV\ .\-T"~~s+onYltf'C" il/\ 

t\ ~\ %\J.\'()1,1\e ~\s.\ eM"- : [ ~et(~'(C.,. ~ Ro dct<4 Q \q :r~l 

d 2 S, d -i e;, C ( ;;, s, ( t ) r ( 1 • 1 \ d + -- - 1 ) - X> ':I, - t l c,I 1/ ~ z.. ) t 
d )(; "2. d'1 "2 o J t 

t 
tC,~ c).S, t)-.,~,"l-~)4-. (Dl'-c:/~i)dt: = _l_ ~$, (1.~a.) 

o c>t o/, J t 

~· (x, ~, 1 ,t) = ~~ @~~ (,.,Y,t-'t) u(~ 1c) dt 

-'-Jl. . .;)s2. ('-t.,~, f.-e) \S (1i)c) et 'C (\.i,) 
,>, ~t 

00 - ~1.112 t 
= ~-+ 1. r e l \. 4) 

I'\-= \ 
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( 1 • .s) 

r. \< 
1 

':' L: 1) '2. l - ( ,. ") 
j• lo' 

l 

t' -:: ot't (1.':I) 
lci .. 

~ ;~~ ¼"~ O\'\i'S O.u. 't; lia<PS 1). 1 V l'U~~,~ C!i{'-rfet! 

eo~cli ciori~ s L Ve< ~ern?'(l). 'f Rodtt <k '~ f 31 . 

l 1Je< Qv. e\ ~o.r~ -h, \o 3 1 ~ rC: ~ co.~ de lo.~ {u~u º~~$ 

e\~ 'Me..vo r~c,. 1 de I v'+\ve1,t cic.c. + ,1 k ) 

Fl ~,stev.1~ Se pvecle ~rO.l--\S fo·ot,1et < 1 1ASa ~'lelo V<'l. "<"i ~ 
b\es o.d.iwe"s; Ovtt \es fª'<°' s1rn ~lt' (¡ca< lo I c{Q la.. ~igtú~:~ 
~ t'f'MU. •• 

- ~l e I 

el\ V~ e\\ \MOS l :c. ecua u 01A 

(l."?>"") el/\t'fQ e, 
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k' (°'' L, 1
) 

bS, ~·°'.: ( :~·) 

( l. 9) 

J~~ 
'.li. ( le.' )''2 X('¡_ = 

X \(, b~ b' 
i.-: ,, 2.. 

,, ( ~\ ~··· '1 \ z.. 
': ~ Ct ":. . 'i \= \, l. 

le.~~¡ 'a' 

'f ") ( \<.' ~')z. l J 1- J. )''1.. 'h 1<.. -= r- - _ -t n -:: f C, 
\l, 1 ~. \,' - \ l 1 • 

(1,ll4.) 



'E:"' \o.. etuo. '-'d"' (1. ~1.,) ~ d.,"icle eu~o ~~ ij !;_e 

hlo lt ~ lico"' los dos p<iVM <Ol +h1>1i •OS Y"" ~: 
I 

~ (ªt$1. t- a2.~1. 1- \t ~Si {{'-'-) t(c) de: 
C1. 0 (e:1t.~... ;;J(e:i'l)z. Jo ~t' 

-+ (t' ~ (t'-2).ii(t) cÁt : ...L. dSi. (1.101o) 
\ • dt I 0(4 i, d"t I 

ú\ u.h \cf < los deii\\ic.io~es fll<t>. } ~, ~ ~ J f< 'I det·"i-tt.1.do 

W ~ .Q!.. ~ \~ 1 se obfie1.Ae ·Í<'l,\((f Mec..<1~ 
e,. I<., 'b, 

:t' 
~ ~ (r e;) Si)_ ( ~ (·t1-z:) /(t.) d t 

y a < 0 '( ) 1) ~i, 

~n ~\ c¡\~i~\.\..\~ f~~: 4-Jlo se +m+,u·l a.\ sis~ewA (1.11), 

'fn<o.. e\ w..,\ /\e o~~"'~'(;~ ~olucio\.t~ f t\ rr>. S, 'I ~a. fº.,.. 
.e\ '(V\~ iodo d: Gttle, ti V\ y ar k1(AwdD -el IS11Jtt«~ de (M 111 t­
Nico \~V\, l 1od" rc.tere1AG\~ a. t. eM- .el p<ex ir"Mo ~~ 
'f~ -\ulo ·se,r~ ,e.fe<'-"~" a t, f4t"~ ¡i_M flt ~C4< l°'­
Y\o~°'tiJ" \ 



CAPITULO 2 

' ; . 

SOLU C ION DE LAS ECUACIONES DEL SISTEMA 



CAPITULO JI 

Co"'s,cle:e$e -e\ <;.is1tVV1a. (~.u) 

t. . 
-\- ( ~5,(t--c.}~(~)d-c. 

)o é)t 

= .J_ ~ (2.46) 
~4. 1. d t. 

<, t. ') o 
f'f\ t.~te. MOYv\h\iO \o.<; .ec1.A.a.C.~ OVleS e~~tli.,,. oc.orlAdo.S 

pe"CO, cowo mti.Ci. a.delov:le se ve<C:.., ;o12. podm'~ &esa.<!o­

p\a-< de.\,,clo Ol l~s t:tp"(1)xi rvtet«o&-t~S: de. (As ~vt~oi.teS 

de V',\eM 01,D.. e \V\ +lveV1c,c\,. 

S12 co .... ~iJe'<(l"' l~s s,¡vie.""-tes <!.o~&.\c~oi-tes i'1.i<..iC\le$ 

'I de \{01,4. te<"'-

S, (1", o) -= <;2. (r, o) = o 

Urn S-1 c~,t) ": UWI '5z (f,-t) ::.() 
'(-,o, 

u"' ir ~s, a, t )O --r-,o é>-r 

~ f'{'\ '(" ~ 
,\ 2. ,:; ) o = e 

Y~-!) d'r 

(2."Z.b) 

(,. 2c) 

(1.2d) 
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t"' k a f'fº x.i M o. c. i o'..... ri v n,, e' r i e.e... ~e -tf'vvi e.a "<"d el 

S,shW\o. a\ \n +e-<vClJo [o, R1 'j l4 t.01.4.tlú.io~ 

('2.2b) ,"ed." ~OW\O 

s, e R , t., = s"l. ( ~, -t) -= º t ''º (2.2 b1
) 

S:n \a..¡. ecvt4c.\O~es (.;2.~) .((~) ~ hlt) -tttl,\fll\ 

~ " -V\"TI 1 t I\ 1. í:. (-i) e 

d S.z { { - t:.) ~ l-c) d?:. 
-;)t 

--

(t,4b) 

(z.s~) 

( t, r6) 



A . / 
?<º ')(.1 'M.CI. li 01,\. 

Pa.'f~ te~o\ve,r· es s,s+-€W\C(. c{e etu.a~owes (2. r) ~e 

Q f \_i Cú~Q -t,\ Y'Y\~ i-oJ o tia 1€ < b h c.JvC. ~O!A ~:.i "..} e Jt,i 7ítrn ~ 

fo'OV\ll< .e\ f<Olo}-eMa. Q\.\ V\I\~ fo"f'f'YIA VA 'fit.1..oiou"'-/ e~viV~ 

1-e\,\te 1 !a. solvc'i-ó~ tlffO"X:ilM.Ac{.C\ es 1.01a ~oMAbi114.t10~ 

l,nt~l 'r"bi 'fj ele VMt«.S fu~ciouet loase ~j (~\J los 

C,0 t {¡ Ci e uJ .. $ "¡. j "º"' (os 'f'e Q4 I ,u 1... lo. fow rv J. 'º"' . 

tn el m~todo del ~)~w<eu+o ..{,·~;fo t~~ [u.._~O 
Y\@s. loc..se SO\.\ po l,~o \'111ios- S.ecc.icL-1~1 m~vi+e <!Dl1_ 

~,nvos ('l piecewise pDli t10 wiicds 11
}. [S-ha\A~ g+i'<1 

€l t()"lv"-lo de ~liYlOVltliOS 

1.A~\\~ddo to'Mo .(\A'A.UO~e$ \,o.~e. 

e,u_(,l.\~0 ,e'<o.. el~\ iV\te-<vc,Jo [o,R1J ~OV\ los pv~ks de 

l~ \'YI. ~ 11 tl. ev-. ( \ .. 

Le,.~ .fuV\t.\Ov\tS bA.<S.e "c\tC(re°'u'' so~ el ~o~ju\\+o 
Al \ l \ 1 p ( 'I(.) t H I fo,~) u~ po\i'f\o 'fol\,0$ secc,i ()\Hl w--ev..1e ~01-t;, li\VO~ 

~ e~ de Cj'fA.d.o l .t~ <?t,..Jt... su.b,~¼e,cvA./o. 
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1); e hos po h non,; os se ,Jp {¡ ri<' n de lt.t S:i~i ei,,fe 

-torM~ · 

0::f, 

?1- = 

e,/ i ~ r - y-~ ' 2. ":l. L ) l ': J J} ••• , 

f.,i. ~ r- r~ l,:: 4,2, ... ,1--, 
) 

f¡H-'(i, 

r t [ v,, ú. ~ 

-r t [ 'fi, '('" L., 1, 

(f.. [ti.-\) '<i.1 

'f~ lt'~) '{~\~ 
i-t ~ to, í2) - f "\·,, '<\~,1 

\. ~ '2., ~ , •.• 1 \_ - ~ 

h. Í\., <;. ,(\.1\ \ 

\ 14- o/\. -r' ( '(' \.•\) '( .. 1 
" '('t,,, r f'. "· -· "'\ 

' fL., W'L, ~ i 

(2. ,, ) 
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Se rvecle 'Je~ e\'\+oV\ as , de lt'.i de+, ni e, o'"'-, qv e 

rk"O.. 
. ,. 
j ':: l ~ (1"l) =- ~ (2. 1c..) 

'3 ~{"O. j j \. p) ( T~ \ =O ( i. t lo) 

P4r~ Q p l,,Q.r e.\ rn¡ k&o Go. ~( b n 1 ~e de.l· n-e.\l\ 

lo.; opt0xin,HtU OYleS o. \, (r,t) d <;1 (1',-l) ~-'M-10; 

L 
(2. a) S,(.-,t) = ~ ~L(t)R(r) 

1,.:. ' 

s'2. e'(, é) = 
\.. 

.~ '(l ll) pi l () ti. C)) 
l-= \ 

~' ~ esc<;b~ .e..\ s,s~.eMa. ole fC.t.t~u..io"e~ d~{'1(elo\_ 

C,a\-e~ COY\ la.~ Q.p'(()l(j MAt.l\Ort~S (i,.t) ~ (2.')} to~o: 

l ~: 0 

e\ fi\~ to do &a.te< lc.i \'\ o&{'(thdi d~ ~e ix ~5- L.. 
' t't\Cc.~ efn.o..tl~ tl U -llA el Seu{ido de (A· ..i0<t114.' 

~ 
,<u,v) = L (Lv..)'1" el< 
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Apl,ca~d;;> el me'-ti>do de Gcle"kin 1 'ie f)h> l+L 
~l, c,u, lcts e eu tHü>~-lS ( 2 • .r ) po-r Pj l-r) ~ ~e 

tVl\~ ~fO.\'\ ~ob'(e 4odo Ql ivd(I f' vttlo, olot~"i1&,1.do: 

~ ( 't P; ~ i ~ dy- - (2.-r Pj S1 ~ ~ d.,. (i.,ob) 
) 0 t JI> t 

j: ,, 2, º''J \..-~ t 
Ú.-ll \)"" = Cu (t.) ll"tl-t.) ,h e L 1.1.1t-t)1Tl•) &t 

Si '2rt \as el'uacio"~s (2.~o) ~e ,Y\te~rA 'fº°'" fA·ci!lc 

e\ p<iMe(' .e\.eW\~,,.,fo, o.\ {)rli(Q.t' \As C01,1dic.iot1eSde ,f;-01,1,l"<~ 
(1.2t.;.), {2.'2e) '1 (,,id)> ~e o'o-\-ie~e~ 

A J~ f e. - e. '\ co) - (< ~, r )P· clf - _!_ r '( ~. Pi ti'(' 
,> l _J \ o t Q\a, 

(2.1lo.) 
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Al'la.\tcese. a.ho<~ le.. O.f'C1lxi »ttttc'o~ p4r-~ la.{ Co~VO-

\u e i Ov\eS 'S.,f t 'é \'1t -l { 

Óov\de 

ft:t apro'ICimtlLÍ01
"'- ~ve ~i1ave el,m,V\"'- ÍA riece.sidacl 

de ~a'<d4t \os v~lo<e~ avt+-t(io<e.s de·lf.\. solucio~, SiV\ 

'-w.. btt'("~O, -tf.O +it1rie l.(\14. ~ivt~ ltt-r~ tlAJ. -en ó pe'(O 
.es. ,~te~ro-ble. f"Y\+olt\ les se L-utc~ 
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. t 
-= S, + 2 r 

O 
S1t (l-i) i Ce) dt:. 

-= ~. -t '2 1 

Se 111te1ro. po"<" pt<fes, Ok,fe1,1ie~dose 

t t 
I. = $,~(t-?.J G(t) 1 T' ( ~. (t-?.) C1lr-)cic 

o Jo tt 

t ~ ( -~·.Znzt 
do.,,cle ('., (-1) =). ~ !-t) di =- .:, 1- ~'ii~ · ) 

d , por lt1. tolAJi ci o~ { '2· 2o..) 

-Y = ~! S.tt (t-t.) G (t:'> el-e 

s\ s~ o.r-ro'l(i rn A G <!~1,1 u HC{ fu He i Ol.\ G ~ ) '/ Se 

'V\\~·~rA. '{)O< p,Hie~ , Se o.btih1e 
t .. 

T~To.. = ( S:H({·"?)GaCc) de 
J~ t t 

= -~-l(t-'?)6a.(t:.) (,,+ \\)5.t(t-?')~~(~)dr: 



~ 

-2~ -

~ )2-0,r lA.. ~ cli CUJ~ ( 2. 2a.) 

Io..::::: 

(ºº = G, ( 00) - Ji. ~ t~) ct t. 

Q"' \.o" ces 
N 

~N (i) : J_ - J_ I. 
G:, TI"&.. V\:::I 

I r-l _ r'lirr1-t GN ll-) : I. e 
n=' 

t,.J 

~N lo) ~ J_ - -1.. ) 
b Ti' -W'\:I 

- .l. 
~ 

-t'li11 tt 
e 

)"\ l. 

1 -n "' 



(2. H) 

S '~''' eu Jo u."' ~ te~ OlA; 1 o O o 'pe>. -r~ <;, -l ..k. { 

N :...y\1. 'f\1· i; ( t" -i 7tl. z: 
S1.l ~ \ = S" -+ 2 ~Ñ lo, Si.t \- 1 ~.e ) ./-~\Le.'> e.. c.1t 

(2.,~) 

/1 \' l ' [ L ;-\~o.. ,Cl'se ú.. °'f~Xirflac...io~ po.<ix ú$ o~a.s 

vo\lJci o~es J es c\e c::i, s,t. ~ ~ ...., fz.-l 4( ,h ... 

( '2. \'?, .. ) 

S I l en'L> ,,,Af\,V\~\,. .tll\ lv\)se ob-U.e_ 
i se. -t<VJ'\{Q. (,,.. =.,,~ .. t 1 .... 
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Es~A. o.p-rox.i rf¡CH\O'\'.. es btHIA.4. r~f:.... 1i{Mror. O.<IUA_ 
e\~~ \-.Jer i,¿{,t(~S eH el Si~ie\.l}e C'tAf''fvl0 ') 1 p¿,-co Íes_ 
\S:c.. d~ lA- -'"' rt0-.\ ct.fCCA. de ce"<o. En el si~,elt\+e 

c~l'.lr:.\vlo se dlS~viev. o.i~v,c,..5 +o<Yi1Ct,' de esiooe.'( ªM y 
tJ.vv. f~<O. fn-t)o'fA< la.. aproxi'l\'t~l.lo""-, 

1.a.~ CCV\VO \vc.lO\Aí'.S q,.iedi>.n <!OwtO : 

M t 
, - .C.M t r < ( ) el. l'f'I 'C .J sl ~ ..h -::: !,_ ª'IV\ e J Q ~,t. 't. e e,\~ 

""""º 

( 2. 14) 

~ { Q,. é o<,.t ( S,/t) eoi"'r. dr. 
M-=-o 

e\,\ ~\\o.s 

s, t-,\ t , 
Ci.,~\) 

e10V1e ~ 

las ºf"°Xi M~ci o~e~ a ICts l!OV1volvcioue5 

~1 l ~ f , <; • l ~ i j ~ 2.t ~ 1' .es de ci. r l l. '') i 

(L14') '/ (2 .. \,;") 1 jv~ito tOi.\ 1a~ ªf(l)XÍ w,c,_ 

(2. i}'J (2 ,'}). 

lo. e MAl).lt OVI (2 • U et} q,_i e d6.. 
L-\ L-1 I 

- e: ' p ¡ ( º) - ~ < p~' , P;' '> 0 t - _L ~ -< f\ P; -, f ~ -
L"" 1 oit.. 1 (e 1 

L~ L-\ ¡ 

¿ l..Pi,?¡'>,-.~ ..\-1 ~"'(o) í.. J..f\ 'P;"'> ¡"J¿ 
t,:: \ \_': \ . { 

r,.i 1.,.-1 t / 2-"L( ) ,-.t L-1 \ , _c,1,..(H 

4- i 1 ~ "'~, 1 Vj) ~o ¡.,~ e·~ 11 l-~ol C' + t QVYI r <fi. f,") Jo1L e 
I'\== \ \.: \ l't\t O t-= l 

j,:: ,, t, ... , l-\ (2.\(,) 
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~ ~"a.\ "Mev.-\-e q\)edc... 

- R' - [A+ B l ~ - 2. 'i:> "D' + ~ 'D 2 = o?~ ~ ¡:> 1 

do.,de 

( 2.11) 

R' = le, P, ( º ~ > º> .•• ) º J,. 
1 1 

~o.·,i? CCV\ ª'i = < {'· P· 
A. -= 

l , ) 

P.::i = \ b~~ r t.&--\ 'bij - < p~l p) '> -

Ñ ( , - Y\2 Ílt. lt-"t) cÁ 
v' - ) ,) ~ e t. -

n~, 

1.)1.. = 
p. t • - Y)z 111 ll-?.) d 
't a'fY\ LO e e 
rt'= o 

> Ld ~ 1, 21 •• ~ 1 ·L - ~ 

t, j : l, '> , , , J L- ~ 
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~ = [f>,,~z, ·•·, ~1.-,1T 

~-=- ~).,'(1., .... ,'(1.-~T 

('Je'( ºf/\\dice. B ptt-ro. lei. evtt~auo~ de {ac:., ¡~}~~«:. ,~s < ~~ ¡ ~j ) ~ < ~: ) r/ ) ') 
lo.. .ewa.i\ ;V\ (2. H lo) se +ra~s \0<Ma. e\.\ l4 )\·\\.5.M4. 

-\-o-<MO. o~J eVi.'i¡ Y\dose 

L-\ \.-\ 

-w e 't P; lo) - w L < ~\?_¡''>o l. - \. ~ ( (>~, ~i, ~'~ -
~\ ~~ ~I 

t.-\ c..-1 

1 < ~~. ~; '> '6;. + 1. G ,d º) í: < r~, P¡ ') 0 / 
b, ~, 

r,l L.·\ t ~ L-1 t , -~lt-c) 
4 7 l 1 "Pi,?;) ~o~ édl\"i.tt-t) Ó.r. t- fa~~ .-<{\Pj) ~º~~e ele 

ti::1 i~, ~=o l=\ 

(2.,i) 

j' = , , 2, . • . 1 L - \ 

Q\Jf. ~e. .esc'<~b~ ti'\ to-r~a. 'm~t"<l lto..\ COVl,\O 

~ t 
-R.'2.- LwA +- B)) - '2~ l. ~º o'e-n1 r,-z. (t-~) J~ 

": \ 
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'i ~ "~ \ Mt 1,\ te ~-Je da. 

- R'2- [wA ~ Bl ~ - '2.'B E' -r ~t 2 _ o<~ B1) 1 (2.lt;) 

dc"de: 

Rz = L \J.) e i. P, (o), o, D, .•. J o J í 
r.J t 

E:1 = 1 ) 01e-fltÍ\1.(t-~) 
Y\: 1 \ d~ 

o(: = .J_ + 2 Gu~ lo) 
o(4-z 

\..oi; ecw:t~o"ec¿ (2.n ),1 l2.1ct') Ío<MaVl uv1 S.15tek-t¡ 

de ecua.c.i. º"'es i 1tte 2-<D <li{e 'fe~ ti. e:, les ord.i ,,a (ias aeo 

p\a_dCL.~; Q\.\ t I ró.(c.... lús va. -ri r.-tb 'e~ f l-t.) ,, ~ H::) 

?ara_ e\ +,c.ttcnv\i ~L\to Y\V>'t'¡ (l(O $e arliCO.f¿ ~l 
~$ ~IJe'\"T\O. de c'f~\\ ~- N \ colsoV\ pf"a. la. JerallO~ et,\ 

a\ tih,\f'° ~ ~"~ e e Vl 4.r~ lo.. ~o\ v ci o~ ei,,. l+ ~t_ · y 

da. i..l't'I .€rrOf"" de lbt)i. 'alob4.\ (Sht,.,..~ 2 +i)C1, y de_ 

bici.o o. la. fo'(n,c... de b.s e~a.uo~e.s .es poiible 
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t\r\< ~~Se Q\ ~st,evAtÁ. Cra\.\\:. Nico\so~ QV\ le.,., e~tt~ 
~,d"' t2, \ l) '/ Se· obtit1rH;: 

+ B D l. ( i + ~) _ o(~ ~ {';>" ~ '- (},"' 

~t 

~\'\+\ : (o l t.-H~t) 

~"' -= f H: ") 

Por ofro.. ~"te a\ a.plita-r .e\ ~<.~e IYIA (ya,llk- Ni,olso"1 

'º" \G. tcu<lciO~ {'2,iq) ~e Dkriie\l\e~ 

o"+' ='lft+~b-l) 

~ '61\ = 0 lt, 



Ca\e~ lt':.e \o. O~'lima.dov_ ro~a l?s. +e-rMitloS 

D' t-l~ b~ ') ~V\ (,. '2o\ 

E'(i+~') ~ (,,2,1 
........ '·,. .,.., .. , ~.;" 

t-l 
~ u' l-t) = ~ \-\ YI\ lt 1 

'('(\-:. \ 

~ 

!) ( t-+ i; ) = ~ ~ .,... t * -t ~: ) 

'M= \ 
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~ ~\ 'Su~+i tv,< .esJe fes\)lt'ldo ~ (1 .,~) se ohhtt{e: 

~"' ( t + h_t) = -e"''fi'(h ~\ f U"' ( l) 41 u f'C-t+~-t) e"' n' lt+f ~ 
(z. ,3a. ~ 

~ l,d-1 1, 0o.. .Qe.,. olet "1 ÚO~ ('l • 2Z.) ~ \.\Y\ to CO\A lo.. €H)~ 

Q.10~ (2.2~') p:t~A. olate-"e-< lo. to''f~vlo... reeurfe1A1e: 

1-\.-1'( l + ~ ') ~ e-vni Til. 6; · it,.d4:) ->r { ~t f 1 {+~ ~) 

~ (}e et\ 0.ls C'fe. il ~ar et.i el 1iewro .el 5e ~t,l to flr .... 

Y't\, no "'º~ ~"' dv ce Cl ; 

\ . "' _ "'2. n, l.:)t ~, [ ) l )l o (-t+ ~) :- I e ~ Hi.1 li) 4- 1;: f-> ti+~-t -f i 'J 
IVl,: 1 

~\ m\SfY\o modo, S.\ <;e O.e~,f'le 
,.l 

t='Lt) = ~ TMlt) 
m~, 

t 
c.o-v.. T""' Lt) -= \ 1) '6' e-"11\2. lt-?.) &~ 

f¾ to1Aces 

é' (-t+ ~ -:: I TW\ l-L~ oJ) 
f1\-: 1 

lZ.'24) 

( 2. 2.S) 

'S,~\e\\JO U.~ ~.eSa « O }lo (t"d_ \o~ a.\ a1A tetlO'(, Se 

Ob1\ <'Y\e ·. 
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- 1 ( t} ~ n' T 1. ~ .1 [ 
\: l+~ -= 'M:, e- ' i. I~li)+ .t¡ ~li+o-t)-ylt)J 

(2. 2,) 

be bs deJi i\id?~~~--- (?,22)-a (2.'2.S) se {'vede \Jt<" q.ve 

~m(~)· = IVV\ lo) = O 

i)' lo) -=- t' [~) = o 

Ss nec~ sa<i o e¡..¡ cou h-a.f UMA Of<O'XÍ Mt<d ovr~s fª'<c:\. 
l-4m tt-+Dl) 12. :r M lt4-1;t); le ~e Se 4o..ce o. ~ov1-

-\-·, nvo.c.,ÓV\ 

1-\-m lt+ ~t)::: ~ e~~ (-l-t~-l)-+ i.\'" l-l)) 

J..\n\ (t+M)-= 2.i\~(.b ~) - l.\w'II~) 

A\ vid,0~< \c.t .Q;i1f<~!)10'~ (2.,'l~o..) Se obiievie 

J..\ll\ [i+ M.) = '"lle- ff\Í\1. ~ l-\1t1 l {) .;. ~ p n 1- ~'M Ji:) 

\ Yf\Í\1. /)._t ' ,\ rf\ l 2·) l-\MH., t:it)-= l 2e - ¡. _A.) H ,.,il{) + 1. 0 

\ 
J pv'\ y\-\-\ '{\ 

eº"'º€ , :: f -f 
0 ~ .¡,\%UÍ~I'. Jo Lo,\ f<o Ceso a vtt>. f-o'i) O Se ! \,.a.._ ~-

J,-. {t+M) -= [ .:2 e-"'' 1\' 'f -~1 I,. lt) -+ ~ n (1.2q) 

do~cle l h = O )'\-H_ "'6 n 
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Co. )e~ 1 e~,$e o hoc~ .J"-s op-roxi Mt{lf OVl!'S' . Y->ª ,o.. 

tf ( { + ~) 'I E' (-t~ ~) 

~rc'.t e~\tOL-'\~íc::t< .Q,xp<esio~e, ~ve no~ f~{'(Yli -taV\ 
-tva\va'< D1 (t+i!) 1 t 2 (i+ ~), $e se 0v,r¿ 'º' P'°­
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Se tOVlsi de~o.. e\ d1?So. cor b"-ti Qy{ +o clel ~ ¡ sfeMó., 

td-i li ba~1tlo SO lvci O~eS ~lA fieu~r<½ a" feri Orer: ~'ft\ 

.. hH.OlA. tro..'( Aat ~ip<e SiQLt\é'S ra.-ra 'i)z. '/ · ez... 

t;+~ 

Seo. 1)2 (f+~t) = 10 '6 1(-c)~ {i+~-~)&t. 

t t4!l!' 
trlüh{) = L tú:.)..0-,(t·~ -z:.)d~ t t ~·lt)t.(t+b[ -~)c1c 
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...,..'=: o 
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tz. :.-s. 



-42-

= _ ~t R.'( H l>~) - Me l i I _e''"'' ~\.\..H\-f ~-~M!f D.>fíc~ 
t1 . ~ b) 

Se Sus~i it,(le,Yi, eV\ la. tw~uo~ (1.i~) Ítts ªfiOXiWtA_ 

~ioV\eS (2.2t..; '/ (2.3>~),ob+e"\~~Jo..se: 

Ó iClc. {o Y': e/ ~do I Se O bti e~, e : 

-R' (t>lit)- [<w~•1!.) ~ + -<!,} Jt" - [("'1>.+~)\ - o1i:] ~~ 
-n \ t.é•'n' ~ r.,. tt) -1 ~ e i•+I - ,1") J 

r ~ --< ~ " r "• '/~ L ( ~\ l : 0 + B L e M -i. E\"t\ + t'\ «t ) J 
ln-:.1 



¡¡ n~I Me~ te Se olotieV\e 

( t\ w!t \- (~ .1r °"~ +>J ot')BJ 1"-\'~ [A w~t -t(~-ot~-JJtt)~~, 

t""..., = r~ + t"' 
i ik it4A.'lf.\,O~ ('2,3"\) ~ed~ C0YMO 
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A ~ , L t.. ~ + ( '{ +o<~ + ,-, M) e] 
B~ -= [ A 1 ~ ( tf - a<~ - ~ ~) ~] 

A hO'frA. > e)(.r(é ses e \¿¡_ e~a.~o~ ('2 .3 St) (?1,t 'rr,1~ 

yYI Q t(\ ci A\ 

~ -\o\'.A4~,Jo et4 uie,.t-lA Cfve 

'Pn = "'ítHI _ --g n 
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CA?\lULO 3 

Ante~ de aV\A. li ~ó..< \o!; <esu lteidos obfe~tidos) es net~ 

So,<io t'l\e~ciOV\Ar Q\it..r1t<S CQ.'fc:tctet(s4,cas; -/aM+o de 

ll'lS a p(q) ~"¡ MA C..Í O~es Q0"'10 del f'°o<Ctr)1 ~ J (IOmO el~ . 

/i ~M ~<al.lo'""' <!On lo. solvc.i o~ Qlrtc.c.11' +;t~ d~di. 

~'( NPv WI~ ~ ¿ w; + he<S Pºº YI [1~ b q e 1 . 

Lo.. ht t'lt( Óv.. di> mem o:c; a f .- """' o s d ~ _ \...,IYJ e pvt e ve< ~V\ 

SL.t .fo, tYIA., {A- .fu..., t-i o~ 

ele mewtOt'~A .f +i,'f'le LH1Cc. Sivt~t.<.ltHi dAd (¡.\ .Ql e.e<D 

~ lo. o.p~,c.·, rntt t,\O~ ~úe Se e{, o' a.r<0"ec.ftto.. .e f lti-e l~O 

ele· ~e ele -h>clos t'llodos f e.!> i,dei r6.. ble. ( ve{" 

t~ro. 3. '). 

CoMo se p\A-ed-e obse,r\/o..r OV\ lA. {iu'ftA., a f.e5a,,. 
c\ese< f,.u,ASC'<ie. <wt~irt;ta., sie rvede tnJt1t:tii.{' ~\ 

~eso.'f('o\lo e\\ N; s·1~\,\c1o t-1:5 LO'l&c bve~" ~rroxi'rtf.4'40·~ 

O.t { . Lo. ,h¡,. eto'., i ~ i ,.,. e \o.s mis l>'I" s <'A rA, +.~: s 4• e« s 

l_fve { 1 s~lo ~e QV\ lu~o.r de SE'-< as;~.\ó-1-t'a~. o 4 

io tS " ~e<o. .fe,¡ - ,· = 4,., 
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~ f 1 ~ev.A~ d.i ti U< H(ld.es 

1..-dtl = l+ i ~ (-,'{' e-V12n1 t 
n:1 

ele< i v~ ctt(.S ele -h:>do o.,deV\ 

T,ene oft-A Q.'(p<e~io~ r'~ 
( ve< f¡i",..~ 3. 2.) 
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.-\ ~S l,h'\t4. .R -,Cle le Yl +e a~ X ~ 

'n\Clt\Óv.. ('LA.(htdo s:e (lci.ltu\!l o tJ\ +-~Ymi>105 1 sob,,e tocio 

t\.\ -¼eMf0S req.ve rios dovtcle .es Su.. ~·e¡ e~1.+e H-= ~ 'j ~-:'2 

(} p,.,o. 4-,~~rs ~1Qv.des bos{ct +o~(c( 3~ 4 +e\~inos 

S,.,.. eVtttbar~o no se pvede u-h \¡ óo< lQ. e.)lp(e<:>io~ 

po. < o. \\Q l er le. o. f ,,,xi 11«• c.i O..._ .t ¡,i \c. ~o t11/0 U, ti o;.._ F o .,. 

+eV\e<' ~~ "ª<i~lo\.e "l .Q\4 c.\ cle~(>r..1j"ado ..... del ~i.f°i1r:1_ 

_te. 
A\ ª"~ li cl-r l().s ªfro x:", wia u·o .. es loa ro.clo.s a\ +rv\'\(~'(" 

lo. SR<\e lv\1i";tec. ().. H +e'~n,o.it'to,S (ve( ri~'f~ 3.:i) 
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-t~, ""¡ VlO~ , lo. et fro x~ Mi:l c..i o~ ~Mp,e 1)A .2l,\ ~ 1 ~i ~ es i M_ 

pa.'('" > se .em.fil)A evt --~, s·,~V\tlo (f-v~ la. Ju~c.iC:IA. t 

~ie"'f<t uuf;lbA ~I,\ O~~ Yilo.vtti'1~f tt-t~ f"i've;i~ 

(~tno<" qve to-e.) !tt~Ja. · t~ .o?>; -"Sk -'f-vie,e deciy-

~e r,a~t>... o. pro xi Y)1C. < ~ ~ h ~ 4' ·riec.e s,·-~ r /4 11 

CÍf>wtCtSta.c:fo;_ -tér,.-,;n-PS .lt\ ti~lMros f~~e~oc:a ~ se e~ 

-k('"c~" /!O~e-li..e~do er(O(tS de. ,~clou.dto de IA. ~< 
quiri~ fº'('. ti -Ja,YOii°-o de esb ntÍtJ1erv>. 
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6 ~~ ~\ <t,,e -S.i ~ e._ 

teo < d eiA Q Mi uck> d-e lfA. .fu.«~ o~ t.. 

i (t) = 1. (-1)"11 r e"·•\lrTJ.t - eV\,.,,.,_ tJ 
~~ ) 

(?,stQ. Y1 vevei. ~)( r"e<:,j~I,\, per Mi f 1! J ~e Q l ap<O'¡(Í >t'Ct r 

~lt) C.O\\ ~'Mlt) hut1cando .e~ M (~ Se<ie inh·>";-l-t..) 
I 

tn~l0r4f" la. o.pro xi mAt-i o~ ~D. ~e hM. (o)= o, -"S· 

cleur pa<~ ~~, '-1-vie< VCd()Y de )1 ~ Clp<O')(.iM~u O~ 

.eMp,t)C... tt\ ~,e<O (\O~O \"-. 'Se-<~e 0(;,~\l'\(I..\, 

A\ -Ju· \"' f~0u.'('~ ~. 4 se pvt ele o bte <vo.r ~e +o_ 
d_Q~ \a.s --h1

M pa<ht\ ole\ O'fÍ ieV\ 1 ~jt"l b.,.. b4C"10 -h>d~ 
\¡( "- Se f OV"e te V\ €'fíO'(e.~ f>rtffA. ti IW\.r0$ p.e~e rt°O~ , 

Un~ p0$i ble soluuo~ a es+~ pt'01oll'~IA ~e(¡C.. r~­
lt r 9-vc lo~ eno res 'te se e¡,V"e f.aV\ a. 1 p,i v1u¡i'o d (! \ 

~·\e\Ur se ~W\ peM S~V\ des pvds i 9ve dt +odoG ',',1odoS 

Q~tos SEQV\ pe~evios, 

O Sea. ~e lo ~e ~e pi de -es c¡,ve Se C0'15e'f -1e 

QIO.<llA -k>iA-1 de ~-,hH-). Se pvede ver- 'r' 
roo U-~t-t:))~t -=- J_ 
\o b 

po1 lo 4a.1A.(O Ae pv-ecle recl,, po.~o.. la. ªP"°'ICirH4e.-t'o~ 

GpJe f("-, (1- "'""lt)) f- l,. (1- ~~1 (i))1pt =- -J: ~Lt i.,+~i ~ { 



- 5'2.-
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.J.. .... l+ l • 1- < (e-ÍI'~ e 41,'\ . .. - (-,) "•' e-v,,~,r~) - 1 -ri-"e. ¡u,,J2Tf' t 

(3.2) 

D~ ~ ~'f.f'~si~ (~.4) Se. ob+ie~e ~t!: 

[.z [1-.t. .. Ltl - 1 ~ t..,., 1t1J d t = L - r'°( ,_ ""'' ltl) 1:jt 
O ~ Jo 1 

( 3. ~) 
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f.slu nve\J~ ªp<o)(iY>'\Cll-l.O~ p.eirvt;~e o((l'( )'}Vt'.v'OS V4.lo_ 

res o. los ~e \i dtu.fi>.s aM <le l~ ~>f<ts:iov1. (2 • \3 a.) 

p:tvc.. ~ U:). E~+~ +ue k ~f"f'vXi »<A;,o'~ ~.<Je Se u.~i li7ro' 

J.V\ t\ p<0~0.WA.. 

~¡ se olosecvo.. lec: -ft01.t~ ~.4 Se poch··¿ ve< Corv, 0 

(tts a.rco)(iMO.t.~OVl'@S h/.HI ~01"" r,'\.UlkO rrt.~jo'{eJ 'r't.. (tlS 

~'-t i ~ i..tti. B.-rt.c. l~ sofv,i<):..._ o·b+e1.1tidt.c.. Se u .J.;l¡ó/ 

UV\c.. J...\ -::. .,o. Se po cl"': C\,V\ obieV\~ a W\ 'I P<<n p; diel.lJb 

o.Ji~;~ 4,-e la~ cle,-, vAdtl! !\.teseV\ ee-co ttt -t,::. o. 

ba.ck la. es+rvc~vra.. d~ len. YY1Gl..f.v.;C~$ A y 1~ 

~ ve eo~d i h1-tll\ lAs ¡\-\~e ~ ret 1-e $ cJ..e lo~ p rr; el.u e Íc~ ¡ •1-

+er rio s (P.:, P;') d <i, P/>) eV\ -tl P"'or'~~A s.~ tu·'¿;o 

lkYI ahorro de ~e~o -ric. • 

C'ó.Ja.5 · t'YI((~ ce~ So111. +ñ d,t.t 0o ~c.. Íes ~ S.e iu4rda.,,. 

i."'iOt,,tc.es ~ t1t~4-rices ele L.-1 x ~ .eLi'l lv0et-r de 
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Po-r ot,1> la.do elA lu~r d<? iY111er-li< 

A; d A./' se. 'ftso~>1ío' ~\ sissieWta. 

~VI\º A~ r" = [-e~}·+ B,-l ') f rl; t l 
) t\: ½~ = \· (A/+ o-/' lf"' -t Y)] 

los wt&1.1v,¡ ces 

(2. 4o) ~ (i. A 2) 
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