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jn -lro dvcciolw

En la solucion numevica de las ecuaciones de

un sistewma de acu!fevos semicoufineados , normalwmen
te se ha afacacdo el problena  resol vieudo las
ecuaciones difecenciales parciales plonteadas por
Hautosh T1as0] Que cou"‘emf:lav\ a\ sistema aco
plACQD

El presonte tra ba)o ](H‘PSO\A""A un atague dife
reute ya Que odi li Ya la fc(orwiula.cio/u. de las
etuaciones | COW las ecuaciones inf}egrodi-(erev\_
ciales plan*eadqs pec Hev(eva o Qod47+c [‘%?3}
Gue eliminan la depeudenc{q divecta del aewidar

do vy pefmi-ien manejar el sistema desaco pla

do.

Una de |as difiw”ades ?ue "lw‘vo dvee 93"'&. re
4‘0‘m9&kc‘.o’u es l&l aparicio'»\ d’e wnvo\ucioy,eg) ?ue
G)afa reso\verlas Se“fl,Ck nécesay o +touner ﬁuardadfos
Jxodos los. valores autevioces de la Solucion hasia
.el ""'OMFO t) Un QVV\Lw\fao) e_g-‘a d‘(‘eu[.'ad es Su}o%
rable eon la ameimaciof« de las -L:Au‘oues cle we,

MovriQ Gue PQ{M;'lﬂV\ eliminar [a LOV\VOlUCt‘O/Kyde

Saeo plac las ecvaciones |o Que a]oor-la una 6(&;«4»1
Gia en e—(’\cltnc‘m..



-2.

Para la So\ucio/v. 'je @Las CAUG UOUES Se l‘“3° uw
fmﬂémwa gt.,e (as resve lve eon esias afmxima.a‘omes
N lOS Yesv Haclos se COMFara oun eovu (a solucio& Quea

ltfica del Sis}'em@.j‘fﬁg_da por Neoman & wi-’hcvsrcwD;b?q

£l couteuido de osla Hesis ec ol desawollo de
,as denicas  de Solucion . 'Pr.imero se hace una
descv}locio:a. (iel Sis‘hwa 33e P\au+eau las ewaa’oues,
c\espvc’s se tesvelven las ceuacoues cou las apro

Ximeaciones Y finalmeute Se Comparau los resulte
ClO.S cown [CL Solveion Oual(-h‘cg.



CAPITULO 1

DESCRIPCION DE UN SISTEMA DE ACUIFEROS
Y OBTENCION DE LAS ECUACIONES DEL SISTEMA
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Ca P" blo I

. / ,
DG{IH\CIOI’\.’ un ac\,.'FerO es un man‘{o de a%ua

‘OC(\\\%( do en el subsvelo; un aow-lar
do es una Ceapa semcpefmeqble

(‘uando se exirae aqua de | Subs\)elo, en ocasio

¢

Nes apacece la siavieute Pve%un-l'aﬂ ¢ que’ 4anta a.oua,
Proviene del C(CU\L"(E’fO en el cuwal es-‘a«f svtuado el po3e

"j f}-ue' 4an4a de re%ﬁones arl\lqcenfes?

Un QCU!"(€1O q ve recibe una 6an+€dod siani-

-(icay\'\e cle &%U& cle f‘e%'\o nes adyacen‘}esJ Se CONO~-

/
Ce como “acm(ero semizon(inado'f

Enr la vealidad este -l-\'o)o de acuifexos rorman
par‘}e, a menvclo, de un Sig‘tema. m\:l-li)olc de
ac-u\'{e\'os, te. una sucesion de acuiferos
sepacados por acuitacdos de boja permeabi li -
dad espesor vaciakle . Cuando estas regiones

éier.en una Fefmealwi\idnt.{ su@'cien'{'emcmt )aaja.

actvan como Leontecas impermeaues Y la si.
hnu'\aCi-oln de un ac\u,(ero bombeaclo bajo
estas comdiciones fve awalibaola pec
Newman & Withers poon o681,
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Sin em\oaf%o, al avmen+ar la ‘Oe( mealzfl\'dnd',
la SHracion se hace a(areciaUe y el -ﬁujo no Se
res4ri"‘3€ sdlo al O«Gu;’ iefo bom 'OGM’W El agu&

ao\-‘ciowa\ qu“gne cle los a.cm'“af clos V/O 0“9

/
\os acuy {efos adgaCenf"es no bowmbea dog.

. /
Dado Que el -ﬂujo no se res-‘d»«ae a\ acuifero
bomb‘eadc) e‘ u

acvi feco  semicou fina do” debe ser
visto como parte de un sistema moldiple de acut’
(efog coude el aloal-\'miedo m cada Capa da -
pende del eow Pof‘}am‘quo de todo el sistewmc.

’

Poc es*to, no se Puede entender el -C\Ujo del acur_

feco bombeado sin awalizmr el sSigtema com-
p\e'\o. [Nevman & \Ui'\\nerspoon, 1969¢e].

—

1- '\)r‘md‘)a\es Suposiciones Y definicrones,

Da do que una  seolucion ricdurOSo. del -((0}0
en un Sistema M\,l"“P'E de acu fevos incluye
‘Una Secie de condiciones de fronteva Qe
provocan Que el problema sea intvadable
daa\\'J(icavnen*e, se Procede o Simpk-ﬁcaf
el modelo SUFoniendo Gue € -{:\ujo es esen-
cialmente \noﬁvoow)a\ en los aevidevos v/
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ver¥cal en oo nco; tardos. La validey de
es*as SuFosicio\\es @e iwve_«.-‘rifarada po<c
Nevean & Wih\e*spom\ L1969 a] ata el caso
de dos OCU:‘(ems N un awi facdo endve ellos,
Gve ec ¢l P(O\o‘ema. Fue Se edave v es4a
{es'\s. E(\os c\ewxos -quom q\)e) euauclo lag FN-
raeabilida des e los ool fevos Son mayoces
Gue la del acvidardo gon wde de dos ordenes
cle Ma‘k»\"}wd, los  evroves ’m-‘vo dveidos por
eztase :urosic(mes Son normal meute meno-

(es al 5% . Pracdicameute ol @ou-’vag-}e de

s per e abiVicla des  ouke aov fevo Y saovifar-
do es major  Gue 4ves ordenes cle Ma%ni-
4»&, 4 Ppor esl-O, Se pve glev\ hacer lus SMFQ
Siciowes ayteviores. [Newman & Withersjpoou 1969e],

En ol desavvollo del pre seute -‘m\oajo

Se u“\i-»bava’v\ \os S‘\%u'\ew*es Pam'.wle*"’s" [ﬁ"}i‘re]

T, travsmisibnli dad Ag\ aeu“efo) definida

cowo la deScar%q de aquaa {rave’s de
{ode el acutteco, por uniclad de [owdt'k:l (hovi_
udal) Y pecpen Aitulay a la direcion del flvjo,
\ por wuidad de %‘v'ac\kew\e Wdva vhico |



-

En\owc% T es \caua\ Pyo duc-lo de \0. }.Nvit’C&El

lidad ‘¢ por el especor vex ki ca) del atufec b,

— - b
| = kb, com W ='."°_§.k(-@dvo

k|
[}

—_—

—s | k()

——.’

o

K, permeab; kdad del acm/(efo

,S/) alma C¢_nam'|ev\'\0 de\ C(Q\)‘/‘(efo 3 ({AUML)\E:‘L

lawmado = coeficieute de a\vmacenajc\,' e el
volowen de aute (2UW) Ubemda clel covifero
Por unided de avea (Movi-bov\\al\ de\ acvi fexo y
por unidad de declinacion del wivel ;o\e})ome-)ﬂto

medio (Ver{nca” del acut (ero

-

, . ’
_oUw £, el pie'home-k\w med‘o

aYf

,514 , a/macena m:‘em-/o es,pecc:ﬁ’co .(almace-

)
nawiento we o(io\ se define como el vo-

\umen de aaua l«‘oefado ole\ awu-(em ]oor umdad
[ \ U A | /fan. 7 A AL J A ﬁlﬂ



- 9.

) . 7
decli nacien del nivel ‘pie'aome'-(«ico

( ver Aﬁoe;; dice A para resumen e ﬁo%u/aﬂps)

TV - | cuadiow Londawmental del ﬂu}o ev i
aevt feco | {Pa\p{e_l

.7 . ’
Pafa ouevxef (0. ecvac\Own del -ﬂ\)JO) a)ol‘-
Toese el principio de coMservaion a Uun

vohmen dado el mecio , Suponiendo Que Aa
fecmea bilided K Yy por lo taudo la ﬁansmi
Sibhikdad T = Kb sown ‘mde;oewo(\'ew!es del

—\'\ew\\:)o. En es+e. deSarro“O <e -‘-omara.' Qu eUew_

to el nivel P‘\evoome"l'v;(o \0) pevo Se puede

bsay, de la miswma maneva la Pfesiou P.

T st
- - R-toadt -} b\p - ' &
V

o

‘io\u/u!n de [ov\\\o\ ) J
AT R . .
S ety

-t q‘(t- 5] ,ﬂ I
y b IR N g)
Iéf , <l 3%
X : b ./

bt ey Grbod-B) e—ox—

yY-----
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Consi devese  un volomen de coudvol b Ax Oy

(Gqura 1) Y sea, g = |19 4 descar a por uvidad
) 9 [

€ espesor del ciow'{evo

Endon ces

At{Ay[q,(x-é{-‘,y)-Qx(M %",y)]
v ox Lay 0oy 8) - 9, (o v )]}
- FAx Dy (“P(JHM-S"\P({))-

Al dividir endre Ox Dy &t Y tomando el limi
te Guando Ax, AY) At — 0, se OHiewe

—?..Sl‘. é*l -
LS - 3l - Sae

Aiv (T-grad ‘?)'—‘ S'a_‘f
>t

—

i- F\u.)o en un %'\s*ema de acml*(efos Sem.'ww(i—
nados . [Payre]

Consicle'vese el <istewa Upico de acui{eos
<ow confinados descei o por Hevrexa | Rodade [1433)
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1 capa '\v'fadmf? e
e N — ymper weable
AR s R A Y
: ‘__L_q’_/i’/ //// /. 3'__///.'. L /_r_ZZ/* 1'/_/_/1\ { Ieacicke
'
Iqo_ k\ AQUAQYC[D AT (N
fihraci dw
S ';'/“ s /'/')"/ AT — X
A sy Ry Bendee ARL G
‘ ) Capa {-o'lalveu{e

Y ‘\wfewealJc

r - ’
‘h‘%wa 2.- \:\ S}s‘\‘ew«a c\e. lur ‘uos

Tra—‘a“ dos acu\’—(efos Avi Y A¥2 se‘oqmdos por

un  Oevvdacdo (r‘a'fa Seu.\ipefmeable) AT, (vec -Ci%u-
0 2). Se wlliacain los indices” 1" pava AV (aoul
feo was pro fuide), "2 paco AF2 '(Prima) pava
o\ aoui fardo AT,

Las ki sou del wismo ordeu de maauﬂucﬂ Y
\({3) k' en {a Mw{oa'a cle [os casos ('aum%ue Ko 65
wa liwn tacign ), Se Supove, Cowo Ya se dijo, que
e\ -(‘.v‘Jo ew lcs om\'-(ems Cs esev&c{aimew{e ho«i,
’()ka'\ai y ew el acutacdo eseucial meute W(-h'cal.
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N 4
Al esca bae el \O(iy\(,{}mo de Cousevvauon
Con un pegueno  volumeu de comdro] cowo se

L\Pbo 2w %T_f :
A‘K{ Ay ank (X' ‘j» qx fad bx < \/)‘_X
+ D \:q\; (")‘5'—3‘\ - qy (6 v+ %ﬂi
: Ay = Saxdy [hls)-N W},
¥ C}\,\zso Ax Ay .

dOV\d e
%l

\a ‘C(le'\ era AT & AT

es \a. descar%a Ve\'-‘\'ca\ a "h'uve's de

Al domac el Kmde ouando A, Dy, X -0,
o\iv‘\d\mdo ewke Ax 157 y tomando ou wequa

vae q’\;‘ = =K if y se O‘C“’lév\e pave e( acus.
3

feo AF{;

div (T, grad ¥\ ) - ' _B__‘P_f_] = S 2%
2t

?°
faca el aevidacdo AT, doude “el .ﬂujo es sdl

Ve()ﬁca.\ 5 (\<' a‘fl3 :' ,Sj:a‘P'
D= D2 ~?
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Y) Gie lﬂ Mmisma ‘QC\'M“ QT‘)é e\,awf(em AFR1,

se Obliewe pasa AF2 .

A ( Tz grad l‘o?'» * k‘ 9___-(()‘ \ = ,SI > \Ya
2y 37 F :
PR

En ol caso de un medio %omo%éweoJ‘Taes

co\As-}qw’(e y \as ecaci oves Se vedvcen o

VZHD;_ + -_lf__l_ ¢’ - /Si
Y

——

hew TE

El eomiunjro de eouaciones difeveuci ales se aom

Peda con goudiciones Cpo /oiadas de tves —hd»s;

- Las eondi cioves 'mic'\cx\es, Gue dan el es-‘cuﬂo del
Sistems al -hemPo t=0. A pesas ole que cual -

q(u'\et ectado Fdf"‘(\cu}ﬁ( F\)ede Sec mane iado) paxe-
te e noble Suﬁ:om( uw es+aclo de eq«j‘ li)or‘\o qu
1=0, e¢ decit |

P (%, v, o) = O
v Lp‘(x,\j,?_,o)-‘-o

Y, (X9,0) =0

2- Las ooudio{o»\m Ae ‘(fon‘le(a; LN e\ caso de

Que \as condiciones Wwiciales sean de equilibnio,
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uawcioues cle Avouteten provo cavaw 2l wovyinneto
clel 0.qua, Exdas Puedey\ \omvem'r de (a Freseucic\

c\Q uwo 0 va(\os \oovoos, PO\’ los @ua‘eg Qe )ouede

bowmbeac agua o iy\jecjra_vlq.

DQ\DQV\ tamboien fe(\ejcu el hecho e que lag
Qafas \oai)o AFt vy sobve AF2  som fotal meude

iMPQrmea\o\es) v e

Y s . 24 -
°% ly=-b ) 23 !3=bibh

Finalmeule ; debeu (e“«z!'ar el hecho de que

a\ aleyacse mveho de las fzer‘lwba. aovegs , Gomo

)

la acion del loowt beo (Foc e')em;olo) , la n{lveu eca
ew 2\ flyjo desaboave ce:

lm @ (xy,4) =0

%,y =500 /

Lim \P,_(x,y\f) =0 )
¥,y

Ll m L@'(x,g)-b,ﬂ = 0;

%y o @©

3- las eoundidones de wu{in\)n'dad; es obvio gue [a

Pérd;da' dé nivel @ n Vnh medio) )OO(‘ l‘\e-‘e{o_

Oqe'neo Que Séa., es Uwna fanci on coudinva de equc{o
\Y {-iQMPO- Aav\', parca Qadl?d@d de\ 'fra+amigu+o,
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<e \r\& it diclo LP (217N —‘(es Par'\'ef, \@) \?zy \oi-

Delemos, por tauto, agregar Como toudicion de
continmidad ave

(‘€| ()\,‘j,‘{,) = \p,(xl\j) O,.(-)
Y, (9. 8) = ¥ (x4, 4,t)

con o Que se asegura le. conlinvidad de ¥ ey
las .Ml‘?(iaC?S outce AF1 y AT Y entve AT 'y AT.

En es'!re momem\O <e -Hcmeu las Mfsmas fe,aC{Onpg

Loajo los cusles se e<lablecon l0¢ ocevaciones in-

{eflro d."'.(ﬂev Ciﬁ’f’s "'fel C,(‘Sj(eu,{a. Fdf He-ﬂg(a, );
Redorte 11933 4 e Sou las e manej&fﬂma;
£v esda tesis . La unica difecev cie es Que €s-
in escclos eu fuvdon del abatimients Sy s
£n [u-.aa.(‘ del wivel 9, {"}. pex cowo se Lieve .
@f\)e L= - 55, los dos sisfewmas Sou evi
valentes.

Faca” aua(i-zoar el sistema  clesde wuu puu%
de vista ana ltico, Herrera Y Rodarte (1313)
lo transformaron en un sistema de dos ecuacio
nes {nteqgro di fecen ciales clespue's de indeoducir
une fumiion de meworia de {orma convenieute.

E:Ho se auq‘k—ba Qa cou-l{nuaa'a:« '
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T_S]_.- E cvaciones 'm*egro diferemcia,es pasca uu SIS
temo de aewl fecos  sewi coun finados [ Herrera

N Rodacle 19312).

Ea e:-la. seccion Se olo‘\‘endm/w las emauounes
integodifecenciales, equivalentes a (as eeuacio
ves difevenciales parciales que %‘obiemqn el
00"“?“““‘"”"" Jransiborio de sistewtas wolH-
P\es cle acu(-ﬁems, pava el caso F‘af'“ ovlar de

uwn sistema de dos acuf-(ems sepamdos pec

ina capa Seuu pe(mealo‘e (aw(-lw.:lp) (fiaum '2).

. De awe(clo toun Hamlush Y\%O‘l v Nevman &
Withespoon (69 6) 2| prollema se puede formo_

lac de \o {oema si%vievxjce:

S, s . k(2s) L 128
ox? oy Ty 23 »° oy 2t

2 ) /

2*s . 1. 25

o%\? o' t

b =)

k3 2 .

aasz; + ¢ S \! (’DS\ s
« o kY — U o
1 Ta 123 HY T o ok

(\-la)

({.45)

LY

(14¢)
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i
tow 1as  nourdicicues

s' (%Y, o,é) = S.,_(x,v,ﬁ) (1.2a)
S (%9 b, t) = SEle9t) (1.2 b)
S (*)\jto\ = (IZC)

S, (x.4,0) =© (.24d)

' (093,00 =0 (L.2e)

\ }:5-\‘as ecuaciones Se pvec\en hqws-(:Ormar W
4 %\%\k\@ﬂ"e Q\s-‘ew\a A [Ae«e(u\i Qoda(‘le \qjt%-.l

D% S 928 t
v G EEY - '
vl i ), 22 (om0 £ (wfy de
t
-\-C.So %5;. (%Y, 1-z) K (o t/gt\dt = 1 93, (1 3&.)
i Dt

PR + VS __c,‘S 25 (x4, 4- ) f (#'g )dc
ox? o4t °

t
+C, g‘ %S-t‘- (x,g,{,-z) _’A(d'c/bﬂ-) de = ;‘,(__ %S_: (I.K\.)

s' (% 9,%,t) = S.t — (x,y,t-2) u('a,c)dz

{
-LL:_.'Z_T- (%9, t-2) ¥ (‘b,c) dz (1.3¢)

c\onde
ntn2 t

f) = w2 L e (1.4)

n=\



41

o4 it t
d#)= 142 ('JY\ e (1.5)
: ne\

\

(‘l = —\i— t= 1,2 (n L)
T

‘t, = o't (I.?\
loll

Iae {unoj ones auy liaces Uy V™ oumklw eionlaf
Condiciones [vec Herrexa y Rodarte 19331,

(ver ow e\ ear'\k\o 5, caw'q[icas de loe fumaioves
tle wiewo o y de indlveuciae -C\, L\\

L'\ %\Skww\ e pvecle Jrrav\s1[pru4ar u\_,ando vama
bles o diweusi ovales pava. Sim pltﬁmrla, de [a S\QWH

E -gwwm S

. - \e! v
i C‘ '_'\:E =) C\\v\ \vuas \:« ecuau on

|
kibibo (1.30) ewntve Ci

s S &t 25 (x,y,€-2) { —’-{.‘—f dz
a(o,y‘x\ 9((' ‘l) o 2t (k ) ,

+ft35'~ (w,t—z)ﬁ\("c)dt - _L a{ (). 8a)

donde
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oG o= T ‘|<“‘; ‘<' (_d_‘_ lo‘>
S T, u LS ol

()

-
-

S <e de-(i ne lo vari able adimeus oual o, Como:

ooy = Kb {1.9)
o' S, ’

Y S€ sustiboge jundo cow (1) en (1.8, se obfiene
~ -t'
Sy IS ek W fie) de
S} fergyr e ot

‘t'

+S 081 (t- Y (z)de = L g_s.!; (1e10a)
Q da. a‘t

MNdewmas Se definew las vavio bles adimeusiouale

s
ad
\
X
1-0—
o
\
bl
/\
I"‘Z
\/__
—
~

L=4, 2
W b ’

\ Y
. L‘ ( * \) ¢ \\: LW
/AR GAN

T e (m) L e

N Se SUS’tH‘Jaew e (1:104) -{inalmetnle

oSt { 28 [4'-7 ‘(()A'C
J;af( _5—;\_\0 3‘("( ) ‘

L Vas gL k(Dde ‘—L 25 (1.11a)

P
-~

[l
af

D _
P
'l

U

V)
< C\z
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En \a ua do'u\ (l.?:\o\ <e div{de eudre ¢, ‘6‘ e

mol¥iplion los dos peimeos derminos por &

2 2 t'
Q_P S f&_l - B S (t-) fle) de

C. ol 9(@,’1\,)2— . ot
n C 3% (t-2)hig) de = L 2% (1.100)
o ot' olaz ot

dOV\dQ O(Qz = _E_Li
2'Sy

G\ u*‘u\?( log cle-(iu‘lu'ov\es pava ;,L, V]L)R v de)(iuiiuc{o

w = %.‘.. > \&b}_ , se olohieue diunal meute
T ’4\ bl

w9 oS ¢ S !
%= ({ j)_ (O%_{l,(-k-z){(c)d;

X (L a_g_{‘_ (-C-z)‘h(ty = J._—DS—\- (I.IIL)
o ot

oo Ot
En e\ %\%\A\Qv\-\e (‘aF\"‘vlo se tatucd al SiS-)ew‘a (\.ll))
Paca e\ wal ne obdendvan Soluciones pa Si Y& por
Q\ W\t' ‘('odo de Gale(kiv\ YQPVMMC:{!D {” Psqveum. de (m“t‘
Nicoleow . ('Iodm re{je(euda Qa 1 ou 2l pm/ximo Cen

A ’ LY} =
\o'\-\h\o/‘sic& re(wevm« at, pasa Sim)ol(@\\car la_
notaton



APITULO 2

SOLUCION DE LAS ECUACIONES DEL SISTEMA



| CAP\I:T‘ULO IT

lonsidecece e\ Sistewa (4-“)

JF‘?T(' 9&)'_ jjas\ (t-) {(2) de

or 2t
t

+ 9s: -y hDdde = L3S  (z2.4a)
2 ot by ot

95 < 2S5, (4-7) 4

\' 3( <f 13 - go zat ‘((C) €

4 S 25\ (-9 J () de = L 23= (2.1¢)

° ?)t O(A:_ at

\t 20

En eslte w\ow\ev\-{o \ag ecunaciones e;*la.’w oc0f>|adas

/
Pem como ma.s aolelcu'*e se vem oL POC‘(&V\. oeeSaeo-
P\df deb\do o las aprommauomes de (as ":-M(AOHGS
de mewtonia € \n -“ve\nc'\(:g.
Se cousidesan las Si%v'ﬂew"es coudiciones iviciales
\I de Qvo\&"efc\

Sl(()O) = gz(r) 0) = O \gp/X® ('2’7-“-)

Um S (6,4) = Um S (e, t) =0 t20  (2.2b)

Y00 -0

L'\m Y DS‘ - '\' ) (2.2
o | ac = € t>o e)
Km ¢ 252 = ex tvo0 (2.24d)

Y 0 Dr
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T

En le aproximacion numerica  se Hrumcard el

Sis+emo. al ‘\n+efva’° [.0, Ry 9 la e,wdc'ciof«
(2.28) Queda cowmo

S\(Q)t\ = S';(P)'L) = O t’lo (2-2'3.)
En las ecvaciones (2:4) {14 y hi4)  Heney
\Q S‘Or ™
® -ttt
-“{\z \+2Ze ~(2.3)
MO = 2 SNt (a4a)
n=\

Que )ouede reescy birse cowmo

L\({) - Z_ (- )m\ [ ~(n- '\ Tlt nzﬂl‘t] (z-AL)

Al mu\)«ip\icar las ecuaciones (2.14) por ¥ Se obliae

t
> 3 < 94 (t-2) ,
= (v i) - gof __é_t_._-ﬁ(t\ dz
t
+ S Y °L_S_‘._(_(.’___E\,L\Lt\dt. = L 2% (2.54)
° Dt O/m Qt
GSz\l - g‘t ¢ 9% (t._’t)‘f( ) de )
a o v ot <
{
P (v2a i g 2 L35 (o)
° ot dar &¢€
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. . ’ Y
AP(oxlmauo»x Now\e'wca .

Pa\'t\ fe$o\ve(~ es sRs+ema de ecuaoiom_g (2. Y) Se

. ' ' .
OP\ACCH’O. .e\ me ')’Ocﬂo Galerkth C,?ue COue.‘g-}-e 4y +ran§
-Fo*(mar el pfoblemq 0w una -(orma. vavia ciowal €guiva

‘Q"‘*e Y (a SOIVC'NJ(« ﬁ.FmXimat’(a s uwna Gmuloinqel'a;
lineal 295 €[ e wnas funcioues base ) (), los

C«”(‘i Cieutes %} eou (o8 %uc caleula la cowruJad’om_

th el mej"'ozfo del e,emeuﬁ: ‘év}u‘i’o las —Anao_

nes buse Sou ‘aolinom‘\os seccional mente Cou

-l\'nuos (“Piecew'\se Pohnom'\als"\). [Shaua«gﬁx-}

: \ \ ] /
El wujUW‘D de Polmow“os 'lew(’eau céexa

u¥‘\\\=aado como  fundi oues base.

Descf‘,pdo'w de los Pokno»»«ios “Clm)oeau :
Sea. D¢ 0= 4% 4.+ 4fa = R una paciicion
el qd\em cle| ‘m+ewalo fo,ﬁ], ¢om los Puu','os de
la W\a”a ew Y.

Las 'G.mo'\omes \DASe. “C\Aapea\u“ Sou el QOv\juu%

de polinomics secci ualmente coudinvos PG ¢H'(03)
Yes de gqrado ! 24 cada subintervalo.
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Dichos polipomies <e de{inen de la Si%uieu'}e

‘fOfMOL .

{w\'ou s

{- P (¢ [\'\,(A (.z‘ba\
P\ - k O L gl S (Tz,'ﬁ.—l:

14 AL e [ra, ¥
i\\-/&'\ e [n, ) (2.cv)
.‘\:7-;7.),'-.,\-"

o tel [o,R) - [ri-\, )
£ )
P\ ?t-\ SR P
' N \ VA—tf —1
0=¢, (1 LV vz R

(S G Cian

?\.r )\ l-\rnd\. Y (\'\.-\)YL.S (ZQC\

Y& rf. Y. -t.\
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Se P\)ec\e vey @vulowces) de [a de({niu‘o’u, Que
pave 3= i \03 ) =14 (2.%a)

y  paca J#1 B} =p (2.3 %)

Pam Qplicar e\ mé%&o é\a'er\zin, Se de—[{new

\as apeoximau ones O Glnd) agz(f,{) om0 ;

L
Snt) = & ALOPI(e) (2.2)
S2 o, € = ff Yi i) Pt} (2.9)
=1

Con Y= {’u.: o pov la ooudm‘ofa de ((D»Jera (Z-ZU)

Si e esceibe 2l sistema de eeuauones di(o(ew_

Ciales con lag quox; mauy one $ (2.8) y (2-4)\ towmo

LX =zo
o\ metodo Galec kin aamu{i 34 Goe X 4 b
Mes Ceccana a U ey el Seutido de la nocwme
Zuwy = [ (Lavde
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Aplicav\di) el medodo cle Galerkin, se moldi
plican las esuationes (2~f) [Poc Pj(f\ ¢ se
inte gran  SObre todo el inlervalo, obfeuienco:

Sj (rse), Bdr - L g” rS, P dre

Ko 4

= (Rr % S\tqr( de - (frpjgzt*a‘df (2.10a)

R
goz(r&f}(?idf - go"&tpi ce

a1
:gfr Pi » Cdv - SRY Fj S‘t* h de (2.10k)

_ N 3:\,2,.-.) b4 f
C‘OV\CIQ Uxv = S u(t,\\)'({-t\) dz -:g U_({',—C)V(Z) de

g own \as ecuationes (2.403 Ce ‘m'\'e%w. \oor P&('}ét

e\ P('\Mf( e\emeerO, a) o; kcar \as COucliciov\esde '{fou‘}O{q
(’2~'2\é\ ) (2.2¢) v (2.2d), se oltiene:

2 . R ! 2
— ¢ P —Jo(fS\,)Pio\r ~;\a_§°r§.t"3 de

R R ,
: ) oo (e
= gv‘( PJ S‘t* { d‘( - So\’ \)gzt*!'\ d‘l‘ ( a)
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A R |
w iRl - [ (v ) Plde - L

° O’Qz

R
\'gztpj de

]

= ng Pj éze* id( —S

o

RePos, xhde (2110
) "%

0

J‘: A)’2)n~) L"

Ana\\'ceSe ahora la aqm)x'»maa'on Para (as Convo.

\\)CiOV\eS S\{* { \6 gl‘t*{

£ .
S,é-x( = go S,t(£—c) f(2) de

dov\de -(({) = |1+ 2 ozoe-nznl(._ = \—.(H'l;@-nzA)
n=\ \Y‘“‘—t N=\

. / .
f}o. apcoxi ma ¢lon gye si%ve e'\'mi na A necesi dad
de gquacdac los valoces awterioces de'lu Solvcion , siwn
b bafgo, £18) Yome uva siwa,u lavidad en O e

Q8 \n’re%mkle . Entounces se hace

'“é) = |+ 2%“)

4 /uo\e(\‘ne 3l&) eowo
R U 4

6({\ = Y e

n=<i
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EVAO‘A(CS

t -n? ‘C
3.6464 = ,(o ‘t({ -2) dz +2 Z f Slt(t Z) " de

=\

-t
=<+ 2§°s%(b13q<d de
=S|+’11 ‘

Aeude t
T So S, (t-2) gle) de

Se ‘m’rec)m PO\’ Faﬂles, Ola"'emeu’dose
t t
T - S‘é(e-ﬂ G () ’ v So S, ({-'z,) G&) de

doncle G{) = j %(z\ dz - §° ( |- e'n‘nz.'t )

n=1 nta

‘3 , Por a COMI{(CI‘O\IA. (2. 2a)

¢
1=g§uwaemdt

N Se Gproxi ma G eon una '{;‘"“‘o“ Ga, yse

in’ce'am por PM‘\es , Se oLtieve

—

TAaTa = g Sy (4°2) Ga(2) dc
= = Sy (- z) Ga(t)\ S' (x-2) ém (x)dz
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4 por la eoudicon (2.24)

Ta = Galo) Sy + S‘: g,t({;-z) G;(z\dt

G(+t)= Jt %lt)dz = gw%(z\o\c - goo%(t)d):
° ° t

= Glo) - ("gierde
t

o o0

G(oo\ = f z e-n'lﬁlc ) \ ¥ _ene
h) ¢ S T T z
n"l TT a=1 ﬂq_
| & |
= — L
n n}‘ ht 2
PT O'lm \qo!o
Sw % “zﬂlt N “ant
de = L 3 E—
n=\ n? ‘;" n?.
‘ﬁ Qdouces
N it
Gulty = L _ L § €
6 Mrns, N
N -nlnl-t
GNU:\ = z €
N=\
folds Lo 5 U
o - = —
AN 6 Tt '\_:\ 2
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cutontes, Si se o PV Xi ma Ga cou Gn, Se obtiene

t N o (4-
= Gul§, * L S, () };e a2me (¢ t\olt

%{na'mev\Te la eouvo\bcio’w q~cc!a. anxiwada:

Corf s S 26uS v2y €™ (T, @ e

(2.42\

S'\%\)\Quclo uwn {M)Le.e.o auo_('oao \oam Q-,_)c&'c

N ogwet (¢ ~# T
Sabs Sea2 GG raLe ) SO e

(2.13)

Analicese la apmx{maao'w paca los otras con

vo\vci oves , es decic S,t«l« N f,_{-l(lz\ ~

Pasa ameima( hit), e/sxa. Se {Wede teescaloir
tomo
hit)= 2 G

m=o

<

— Len 3 o
oot (2.V3)

Si <e Hrnca lee Sexie indi n‘vxa 2un M, se och\'o‘
ne \a Fnﬂ\era offox»mauow
M-t T

e T0-2, 2,72, 000, 22607, (- Na!

- 'l'
O’W‘: [o) l\l) 4“1, cry M’lnl} ’

tow
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Esla ame‘.mac‘\ol« e bueua paca 4iwros.c€,mu
des (vec %(éi'g‘\cas' ew el Si%‘uieu& oa‘o"Jru'o\ , (Ji?ro .d‘es
via de la h real cerca de cevo. €n el 5f6uieu+e

(‘GF\"\\)[O e diSQu'*ew ai%uvms -fovmac de eswae( am vy
de pACA megomr la apOXjmacion,

las  cowvo lucioues Quedan eowmo :

M -4mt t dm<T
Sah= Tame "t s @e™ e ()

W _omt (f "
% gzt Xh = E Om € Awt sb Sz\k(t\ ed c dz (.2"3) |
M=o '

_lo,mev\S.e \Cls QU A tA OV eS (2.“\ «ASlszri-uldane
en ellas las apwoximaciones a s convoluciones

S‘L"‘{) S ¥ {, Sixh 4 Sa xh & decir (212),
(2., (oa) y (21€), juito con s apexime

Ciones (2.%)y (2.9),

la etwacion (2.U6) Queda

L-\ L-1 /
—2 Pie) - L <P;',P3'>(’>L LY e PYA

=1 Aay (=1
v -\ ,
T hpIp v 2 Gulo) T 4R, P A

t=\ =

4
N L= t - M ¢-! ) —olmtZ
+ 2L T 4%,P2 So {5'\ e-nz e (t-t\olc N T am z_ u’gP,'?So*sce dl
meo =

n=1 L=)
L-) (2,16 )

Jen b
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C_\OV\AQ Se d?‘i\'\e 4(_%7; Sf(‘% cde

La ewa(,io'w (2.\;\ \pvede reescnbirse on Lorma matncial

\ N t 2
R Damlp czRE et

H +
+ ® 2 am § \o'e“x“‘lt-z\ d.c = —l—‘ ¥ Zé‘mlo))B/Sl
ms=o °

\8 srim\w\euﬁ Qo eda,

' -[arn]p -2n D e BD = &y B (2.09)
dOV\de

R\ :- {6‘9\(0\) 0) o) ojT

A = dayl con aij = P RS 4] Thy,

B = %L\A} Con \0\5 = <, P)) L,j =4 Led

d’
1]
Mz
—
<
.
0

™
D = % Omso“be
m=
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= Ipopy o, pad’

¥= L%, Ye, Ny
(vex a\oe'v\dice. B para lo evaluacion de lag iuham_
les €%, 9 Y (?3,9;)3

lo. ceuacion (2.Mk) se ‘haus forma ew la mismg
foema  obteniendose

L-\ . L-\
—wTER) - wZ <Ry -1 ¥ LR Ip =

=1 dar =)

L=\ e\
L O + 26ale) ¥4 By !

i=\ T

NoLe\ t _ M L=\ t ) b (t-7)
127 3 40, [ W T Y awm L 4B e de
Nzt iz n=o 1=\
(2.18)
J= vy Loy

ch Se eseqibe en '(fOfW\a Yﬂa*(ida\ om0

N t
“R*- [wA Y ¥ - 2% E_ goxle-mm (t-2) Jde
=\

t
+ hiamg‘ p e “’““"ﬂdc = (J_ + Can (0)3 By’

Hax



-B4 -
3 Llna.\ mew te Que da

-R%- lwA+ B)y - 2BE' + BE?
dowde:

R:= [wC*f), 0,0 ...,0)7

Nt

L 1 o= 2R (t-7)

g e,
M t -

B - L Gmg y e.“z.ﬂ2 be-e) dz
=90 *

0(: = L +26Nl°\

' oz

Lo ecuacl ones

= dSBK'

(23 )y (2. 16!) Fovman un Sis‘lemé

cle ecuac, Ones inlfe%«od[(erem{a}es ordina rias aeo

p\ac!as) m t ) paca las \;ar’.a’b\es (Slﬂ v x(f\

. . /
Para el ‘ha*aml oujro YWW‘C' fwo Se Q)olt(‘ara el

0sQuesa de Cranwk- Ni colson paca la teracion eu
o feupo y que centr la colueioh ew £+_’;23-,- y
Ada un error de ) %IOB‘X\ LSW&‘Q:i"-l, Y de_
bidoe o la foxma de s esuaciones es ‘oas:‘b’e

(2.19)
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l\?\\'Q\x’Se Q\ PS?«)(?W[A CGrank- Nicolsov\ On lq eeua
ciow (2.4} Y se- obtiene

R (t+2F) - (A4 R) fﬁ'-zifi“ - Zp D (t+ &)

e | n+l
FBDT () = oy n ATp (520

AN

donde
(bn-\-\ - (b (£4 lﬁt\

(5“ = F,\Jc\

POr 0',"& ‘pa(er al aPh(a" 2| Q%%«)e ma  Crauk- }\‘ico’SOVX
o \a euacion (2.48) <e oldiene-

N4 n ,
R ) - Tloasm] 32 gp (e 2t)

+BET () = o n 751*_‘_/_;_}“ (2.21)

d
dO\A ® \GM\ - \Sl{"\ bi)

IR AR
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|
Ca\co le'se \a OP«:ox\ madéw Pava \_os -\re’r Minos
D BN o (2. 20)
Y E‘({\"aiz:\ we (@o20)

Séo. D'(‘k\ -"z \-\m(‘k\
m=\
t
b By = | o™ e (228
Qnionces

SO L

m—

Beew L ST EE) [, (4 D) (2.23)
to¥,

con Um(“bt\ - g m‘l\’-cd
Entontes [aat .
[ mznzc rmee
Ul = 5 [ Fe™ i, e e
t 20 l {46“; t3 x4
= n ' T
go (b‘ e\m d; + L g.: /%IeMT‘i -dc
m"'n"(-&-HLt)
Y

Umle) + Lae (+¥) e



g
y al susdidvic ecle regollado 0w (2.23) se obfieve.

(Are! ) 72 4+
R ( (:+b_E) =g" L U‘”‘%\ YUM(H-\.;_ At {5({%:) sz ' R%)}

(2.23a)
Se M'h ‘\Ba La deﬁiy\ia‘o& (2.22) 3““\-0 COW la eeva.

Qio/w (2.2%) pasa oueue‘( la Fo'fmo)& rewrreu“e:
Ml 8E) 2 ™ W8 1\ )+ L e e o)
4 que al disered jar ey el de‘po ol sequuto tér.

Mino vos eowdvce a

N _.2 £
D (t+ bi*) Yy e " s Hu lt) + I;__'.[@umﬂ -/;m}

(2.2 4)
el mismo modo, S\ se define
E'4) = {‘ T L)
e
Comw Tmlt) = St g eV lt-2) Ae (2.25)

Qu}mvxces
- 8
Els ) T Tt ¥

Souieado wn desarollo Q“a'_\o&o a\ a&eﬁof, Se
O‘O’h ene .



(2.2¢)
De las dedi niciones (2.22)4 (2.25) ¢, Pvecfe vee Que

AM("S = Lmlo) = O

Do) =t' (o) =0 (2.2%)

Es necesacio ey coybrar wna a/amx;maa'owes pava
Hen (304 @ Tw Lﬂbt\) lo Gue Se hace a cou-
'\"\nuac'\o’vx

o (84 20) = 3 (R (Aa58) + e )
How (44 58) = 2h (42 BF) = Hnl4)

Al vkilac Qrffesio’w (2.23a) ge oblieve

Lo (44 38) = 2{6‘"*“"“:‘ N 1) + 5 1) - Bult)
Hem (i t) = Yze‘"‘“”')it Ay Ruy+ T (2.2¢)

donde ) - (5“*‘- {s“

v& Q%U'\Qudo un o Ceso am(/o«éo Se .'\eak af. )
T (440t) = [,’2 e-mz w _41 T [£) + @ (Z\ZQ)

dowde &" = X"'H-\&n
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-Ca\eéle»\se ahora Aas aproximaa'ones ‘Pa'm
By e )

%m eneon drac Qfoes‘noy\es que nos pwmi-lan
talvar D (t+F) y €% (t+ ’5-5) ) Se seguiral un P
CesSo ol.‘-feren%e al vk Ii%ado paca enecutrarc lag
-QXP(esiowes de D' (4» i y ' (1 %b;t)

Se considera ¢ dOSacoPhwﬁle’o del Sistema

a#libaur{o solveiones oy 1lieu4ro~; antevioves ava

antoutax Aag prresiomes para D* y-EL.

t+pt
Sea D2(€+)—-L:)= So \g'(a),\(-(—_-»tg-z)cot

40 F

t
Dl 2f) = [ g @hlery -0 de [ b6 -2)de
° t

m

Mo e BE &
V@) = & € L+ (T yah(g-ode
=

o

4
o D= Ome ™t (01{(&')@”‘"‘t de

! A Y E AL
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Al jr@um las ot n Hues desaco Pla&as, Q\ v
loe de 3" e oiba pola. - wkili zoudo los valores

n-\ -2
& b é“) obt eviendose Que

@V\-#'/z ) % @m__\i @vx-'z, (2.30

Para Qw*_o,\"{a-( Q\ valor de D:r\“ Se u'}"‘"“bo‘
el valor ya chteuido @Y\ b eutouces

A 4+ 0t

Dm = jb \6|(t\ Qwm e"("‘ (b”)t-t)dt

- oim (44 Dt-7) 4t c olw (£3 08 -z&

S
= h‘mame de + gt % 2) G z

\ n n - ofm &
DmrH _ e_o(m At Dw\ N Q Am € > (?.32).

] .
Sicdu‘\pv\do uwn pmceSo aua/ogo al dmtenor, Se O)D_

t -2 :
Henen {;(F(eg'. ovnes ]oara Ez ('f.+'>;~,_) Y t (-&-&-N:) eomo
S‘\%ue ‘
ety - (%
e 8) = (7 g hlas & ) de |

Ez(t-f'b-z—t\ - ZH e_dm’% EY:: frh-qu("%) (2‘%3)

-0
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- At

Con Em = Qm & ' oHmeE
J, B e

2

\3' ]’,n-'/z,= 3 )7”—'_3.’_ /_,n_z
'3 cfnaimeut.

,t_.l‘\+‘ - om DT Cn

m - @ Zm 4 rm Am e.--(mé;:

(2.24)

Al svsdidviv en la ecuaciow (2.20) las aproxima,

cioves (2.24) vy (2.20) Se olliene

\ h+ n A n?
=R E) - [aeg) 2pT _gg) g %”"‘*)J[“Mﬁ{g

R

o

nt
e o s EE) 4 s

la. '(Qc‘lO(izaut{O Se o(o-liene

) fova v L8]0 ey - < 2le
St

Ot
Y0« (e an)

LT Dn 1 @TIM(E)] = 0

t

- ZPDY{ e
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EAQ\M%J{Q Se Obkeme
{A AY o (’55 3y x th) B} {6"“,, TA & +(’§t-«:, -wbt)B]p"

== st R'(Had) o 5{2 :

LB

I L/

-mnat M )
"’ éz‘\-\.hl&\-fe‘““qg;\ag 38
wzo
(2 .3&)

Se sush -}uaew en la ecu!‘uio:« (1'145 (as a}ovoxivwa_
ciones (2.2¢) y (2.33), obtenicidose :

. n+l
TR ~[oar 8) el M )
vof

\’6 ‘&ClC‘lOr.\ E\)O\udo, Se Olo'}'iene.'

TrAx

~om AT _n n-lsm 2
A L N B N N A
AN g

du B L _dimlyn
R o) [(onem)y ¢ RN ara)l - dae]y

-2 ?)‘. §=,€.n2m % Tm l{) t j;li (\OM"' Wﬂ)]

selieg gl P RD) = o

me)
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Tinalmeute se obhene

[a wit, ('é{t $od 40 AQB‘X VLS [A‘*—’-%F *(I%‘r -dj.mt\)gj\c‘

N 2 . M
- ) o ) S e g
= m=0 w '

(2.'5.2)

St Se Q%F(QSO. \a ewaao'w (2-3(-) £fu ‘(O(W\A N“‘,Y{da{f |

Ar /5"“ ¥ By (3“ :/“ l2.24)

‘3 40“@&4’0 n wewl’a C,f.-\)e )'7'\: /5”+l—/%n’ %'}OWC?S
nt) n n
EUE
‘6 fu Lemauon (2-3‘\) @ueda Como
NN ¥ on
AY([pm) + Bt = M
OL“euiev'r\doSe Gue

M- A*\"A -(Af—le\)(ﬁﬂ-»/'\l (2.40)

donde
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A\{A%qagmw&;g}

B = [A o +('=§—°<L-u&)g]

. N !
M= -t R‘(h%ﬂ— At P;Izz e‘”z“ ot otuz.\..t

L 2 ”MH) ; M +¢nu% /_5‘2?
k)
AV+B - (a+w) bt

4
Ahora exlofe'Sese o eauacion (2'393 oy ‘(Orma
matn tal

A: X"+ 87 %"= n | (2.41)
Ué “(O‘V'a\\tlo ou Cuew‘a C}ue
@nz \‘n-n_ X,,
Quton ces N = Ebh"\én
POr lo ?ve (a ecuau'o:& (?-44) ?—«)ed.a. de la. a(ovma.
% n * N . ,
A, (ﬁ”r?i“)“‘%z‘&——q '

O biew, como

"= AT [N N] 242
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CAPITULO 3

RESULTADOS Y GRAFICAS
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CAPITULO 3

Antes de am\ivbar los vesultaclos oblenidos, es nece

Sacio mencionar alqunas cavactec!sticas ) Janto de
las aPmKn ma ciones COmo del Prozmma, como de
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o -( La 'EMGZO,V\ %-(i\w\g \as mismas (‘arac"'en'S‘katS
Que \f, solo Que on luodar de sec asinto Heca o A

JO S a (exo. ‘FN"I: qn
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o ./
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Esto sugiere uwn reocden amieuto de la fungion b

V})es Q\ Qrue %i%ue’ «Q/\' (’C) = ?:‘("ym Iék-.vnlt 'e--“”‘z tl
esta nveva ch,ofeeio'n \oermih, Que al arxox;mar
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%rc[Gco\ lo“Qdﬂ’"“"“(a valicada )001/ Nevman

4 w;“\e(sf,ooﬂ 1960 &) Y por tousi ca,uieu'l'e € muy
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