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IN T Ro D u e e I o N. 

El desarrollo actual de la Geometría Algebraica ha requerido la 

1ntroducci6n de numerosos conceptos algebraicos. entre los cuales fi

guran los de anillos locales y semilocales (V. Xrull, c. Chevalley. 

o. zariski. s. Cohen). 

El objeto de esta tesis es presentar una exposic16n de la teoria 

de los anillos semilocales. 

CONTENIDO. 

1.1. Anillos de series de potencias. 

1.2. Anillos de cocientes. 

l • .'.3. 

2. Sucesiones nulas de ideales. Anillos - m • 

.'.3. Completaci6n de un anillo - 111 • 

4. Ideales en los anillos - DI. 

5. Anillos semilocales generalizados. 

6. Anillos semilocales • 

e o N V EN e I o. E s. 

Debido a que todos los anillos considerados serán co1111111tativos ~ 

con elemento unitario, nos referiremos a estos sin mencionar dichas 

propiedades • Además• al hablar de suban1 J J os de un anillo convendre

mos en que sus elementos unitarios co1.Dc1den. 



1.1. ANILLOS D E S E R I E S D E P O T E 1'f C I A S. 

1.1.1. DEFINICION DE AlHLLO DE SERIF.S DE POTENCIAS. Sea R lUl a

nillo y X, , ••• ,Xm m indeterminadas. Formamos el conjunto de s imbolos, 

llamados series de potencias, -
F =L.. ª•·· .. n..,X~ ••• X:-"' n,,u.,n,..•o .. 

donde las a son elementos de R. Dos elementos, :, y F '= 2. a~.- .. ,.,_ 
'\, .•. ,11 ... •0 

X"· x"-' ••• m' son iguales si y sólo si ' a,., ... ,. .. =ª"···•n,... 
Definimos las operaciones de suma y producto de la siguiente ma

nera: 

, ~ ,, "· ""' 11' + F = ¿_ ª"···· t1,. X1 ••• X.,., 
n,, .•.• .,._.•o 

siendo 

a" = a + a' • 
"•··. n,.. "···· ""' n,••• "'"' , 

FP'- t. "' x"· x"- con - "'" .. ·,., .... oª""• u."'"' • • • • "'' 

a''' ~ "···· n,.• L 
,., + "' • flt. 

···L. a a' 
/A,· .. "'" "· ... "'" • 

14.,.,+ ""'ª"""' 
De esta manera se obtiene un anillo que designaremos con R(X 0 ••. , 

X.., l y que se llama el anillo de series de potencias en m indetermi

nadas, sobre R. 

Claramente se ve que R(Xu••·,X.,,} contiene (1som6rficamente) al 

anillo R como subanillo. Además, una serie de potencias F es igual 

a cero si y sólo si at,,, .. ,.,,,.= o. 
otra notación frecuentemente usada sera: F = f F k con F k -

k•O 

=Z. .. , " .. a., ... ., x, ••• x..., es decir, con 
t'l,+···~n.-.k ' ... 

Fk - pol1Dom1.o homogéneo de 

grado k. 

1.1.2. Designaremos con,& el ideal generado por X1 , ••• ,X.,, en 

RlXi, ••• ,X.,,I. 
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De aqui resulta que .. 
x c1 :::. l F :::. t_ Fe I F._ = O si k < d l = ( F = L. Fk J • 

k•o " " k•d 

Si definimos además xº = R(X, ,. •• ,XJ, resulta la siguiente pro-

piedad importante: si F es una serie de potencias distinta de cero, 

existe un ntímero d tal que F E ·,:' y F ; x"·1• 

De esta propiedad resulta que f) x" = (O) y además que dado es-
n=o 

ta F distinta de cero, existe un polinomio homogánao de grado d tal 

que F - FJ E xd•1• El polinomio homogáneo Fc1 se llama forma inicial 

de F y queda determinado univo~~nte. Su grado, d, se llama grado 

inicial (untergraden) de F. 

1.1.3. TEOREMA. Si el anillo R fil!. Noetheriano, RlX 1 , ••• ,Xml ~ 

tamb~én Noetheriano. 

Sea a :J.: (O) un ideal arbitrario de R\Xt,•••,Xml y a• el con

junto formado por las formas iniciales de elementos de a y el poli

nomio cero. Demostraremos primero que a• es un ideal en el anillo de 

polinomios R[X1 , ••• ,X,.] • Sea a•' el ideal generado por a• en dicho 

anillo. Entonces, por ser R[X1 , ••• ,XJ Noetheriano, a*' tiene base 

finita que podemos suponer consta de elementos de a•. Sea entonces 

A:, •.• ,A~ dicha base, con A; - forma inicial de A1E a y supongamos 

que gr .A~ = d¡ • Si A• es un polinomio de a•' distinto de cero, enton

ces A* =LB,A~, 7 si A" es de grado d, podemos suponer que gr.B, 

= d - ~ (B 1 = O si d <. d¡). Entonces A• es forma inicial de A=LALBl 

y por ser a ideal, A E a , de donde A*'- a•, es decir, a•= a•'. 

Se demostrará ahora que A,, .•• ,A,. es una base de a • Sea C un 

elemento arbitrario de a • Definimos r sucesiones l c,,.l , ••• , { C,J por 

1.Dducc16n. Hacemos Cto= o. suponemos definidos Cn., k tá n - l. Si la 
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expresión 

(1) e - f te A 
k•O l•t il< l 

es igual a cero, de.finimos Cin=O, 1= l, ••• .,r. Si es distinta de ce-

ro., debido a que la expresión (1) está en a ., tiene su forma inicial 

en a• y la podemos expresar como ~ CinA; con gr.ci,.= e,. - d¡ (C¡n= O 

si e,.< d1 ) .,donde en es el grado d4! dicha forma inicial. As! quedan 

definidos C1n• Ahora bien., si para alguna n (1) es igual a cero., C = 
== ~ (tcik)A¡. Si para toda n (1) no se anula., tenemos que la expre-

i:;¡ k•O ,,_ "'"' '9 

s16n e -t~C1itli E x""y ~ x•·+t. Además, como C -LZ:.. C¡kA¡ = (C -

-t.it~nA¡)00 
-

01 (,t.Ci11ttAd y las dos 6l.timas expresi~: ·;~erradas en 

~,;~
0
esis tiene; la misma .forma inicial., resulta que C - ~ f- O.A¡ fu~t 

está contenido en x c.+s, de donde x '··e xe.•J(estrictamente)., lo que im-

plica e,.u>en y en-oo• Entonces., debido a que (f x" = (O) y qus C-
n ~ B•O 

-L~ ~· ~ X e • ., resulta e = f- ci.~'lt)A¡, con lo que queda demostrado 
k•O U,I l f.r kC'O 

el teorema. 



1.2. ANILLOS DE C o CIENTE s. 

1.2.1. Sea R un anillo y S un subconjunto de R no vacio, c~ 

rrado multiplicativamente y sin divisores de cero. Consideremos el 

conjunto de 'cocientes" afb con a E: R, b c. s. Dos elementos a/b y 

a'fb' son "iguales" si y sólo si ab'=ba'. Esta relación de equiva

lencia nos determina una partición del conjunto de cocientes en cla

ses. Sea Rs el conjunto cuyos elementos son estas clases (general

mente escribiremos afb refiriéndonos a la clase de la cual afb es 

un representante). Definiendo en R6 las operaciones 

a/b + a' /b' = (ab' +ba')/bb' 

afb•a '/b' = aa '/bb' , 

R., resulta un anillo y además Rs contiene a R (isom0rficamente). 

El anillo R s se llama anillo de cocientes del conjunto S respec

to a R, o simplemente anillo de cocientes cuando,no haya lugar a cog 

rus ión algtma • 

1.2.2. LEMA. Si a es .Y!! ideal del anillo R5 , entonces (a "R)R5 

fil!. igual con 11 • 

Sea a/be a , a E R, be S; a= b(a/b) está en a f'\R; de aqui , 

b·(a/b) (1/b) =a/be (a"R) R5 • Es decir, a s(af'IR) Rs, y como la 

inclusión inversa es inmediata, resulta el lema. 

1.2 .3. COROLARIO • .§.! ~ anWo R fil!. Noetheriano, R5 fil!. también 

Noetheriano. 

Sea a un ideal arbitrario de Rg.La base finita del ideal de R, 

a('\ R,es al mismo tiempo base para el ideal extendido (a ('\R) R.5. 

1.2.4. LEMA. Sea , YA !!l!!l P!:i!R del au1]1o R J: q :im .E.!-
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mario asociado ª- p • .!!.) • Si P f\ S * !Z) ., entonces p Rs = q Rs = Rs. 12,). 

Si p " S = IZS, entonces p Rs fil! primo ~ q R5 un primario asoc lado • 

.§!. tiene además qR['R= q. 

a). Sean a/be Rs (a€ R., b E. S) y x 1m elemento de p()S. a/b 

lo podemos escribir como x · (a/bx) con x e p y afbx E ~., de don

de se sigue que a/b € p R5 ., y de a:s:¡ui que Rs = p R5 • 

Este mismo razonamiento demuestra que qR5 = R5 ., si vemos prime-

ro que pf\S * ~ implica q AS* {l}. Esto 1Utimo resulta de que si 

x 6: P AS, x' € q y en S. 

b) • Demostraremos primero que en este caso p ~ y q ~ son dis

tintos de R5 • En efecto., si 1 estuviera en p R.,., 1 seria igual a 

a, (b/c)., con a E p ., be R., c e S; de aquí., ab =ce p y ce PA S 

contra la hip6tes is. Además., como q s p ., q R5 s p Rs., de donde tam

bien qR5 * R5 • 

q R5 es pr1mario: Sean a/b y a' /b' elementos de Rs. Suponga

mos que (a/b) (a' /b') está en qR5 ., pero a' /b' no (a' ,i q). Enton

ces hay un elemento c/c' (c-. q., c' e S) tal que aa'c'= bb'ce 11. 

Como c' f. p (por estar en S)., aa'e q , de donde a" E q para algu

na ~ , y (a/b{ EqR5 • 

El mismo argumento prueb~ que p Rs es pr1mo. 

Además, q% es primario de pR~ ya que qR5 s. PRs y dado a/b 

de p R!:> , existe ~ tal que a' E q ., es decir., tal que (a/b{ está en 

q R~. 

Sea finalmente a E qRs0 R; a= b/c (b E q ., ce S) y de aqu1., 

ac = b G q., de donde aE q ya que c~ p • Esto demuestra que q 2 

q R5r\ R y como la inclusi6n en el otro sentido es obvia., se sigue 
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que q = q R5f'\ R. 

1.2.5. LEMA. Sea R Y!l anillo Noetheriano z. a= q,f'\ .•. ()qh ™ u.
presentación irredundante de un ideal a de R en g_imarios • .§1 p., ... , 

Ph -ª.Q!! l.Q.S ideales primos asociados z. 
P/'S =11 ~ i = l, ••• ,h1 

P(' S =#= ,a ~ i = 11,+ 1, ••• ,h , 

entonces a R5 = q,Rsf'\ ... nqh1B5 fil!. '™- representación irredundante !1.!. 

aR5 m primarios. 

Collld a • q1n ... A 11h, , a Rs s;;;,·q L ~() • • • f'\q .,,Rs. 

InversU1S11te, si a es un elemento de q1R5"· · · ('\qh~S' entonces 

para i = l, ••. ,h1 , a=b¡/c¡ (biE: q ¡, c¡ e S). Si i::. h.+1, •.• ,h, 

Cl{l S ,t. !2S (ver demostración de 1.2.4.); sea c¡, un elemento de q¡f'\ s •. 

Si c = c, ··· c.,,c.,,., .. ,c"., resulta que a = b/c con b = b, · · · b .. ~ .... :·· c.., 

E a, de donde a E aR5 • 

Además la representación es irredundante ya que -si para alguna k, 

")ls estuviera contenido en la intersección de los restantes, debi-

do a que qk = qkRsf"IR , q.._ resultaria contenido en la intersección 

de los restantes q;, contra la hipótesis. 



1.3. 

Los lemas de este párrafo son de carácter algebraico .y de ellos 

se hará uso más adelante. 

1.3.l. LEMA. Un dominio entero (conmutativo) R con condiciones 

mínimas es ~ campo. 

Demostraremos lasolubilidad de la ecuación xa = b. Formando la 

cadena descendente de ideales, Ra 2 Ra'" ;;;1 ••• , se tiene, para alguna 

m, que Ra"'= Ra"'.'de donde, ba"' = ca"'·' y de aqui, b = ca. 

COROLARIO. En :yn anillo R .Q.Q.!! condiciones mínimas, ~ ideal 

primo P ~ máximo. 

Aplicando el lema anterior, resulta inmediato. 

1.3.2. LEMA. Je. fil!!!!!. (no necesariamente directa) R = R1+ ·· · +R$ 

ele o- módulos .Q.Q.!! condiciones mínimas es un o - m6dulo ~ condicio 

~ mínimas. 

Para la demostración ver (1), pág. 13. 

COROLARIO. Si G ~ :!:!!! álgebra (finita) sobre B!! campo I. (O)= 

qi() ... () q., M ™- descompos1.ci6n irredundante ~ ideal (O), enton

~ G = G,EB ···EB 6~2.Q!! G¡ ~ G/qi. (Además, G¡ =6 Ei con e¡Ej: &i1). 

Por lo antes demostrado, G satisface la condici6n descendente de 

cadena y por lo tanto, todo primo es máximo, de donde, los primos a

sociados a (O) son sin divisores comunes. Esto implica que tambián 

los primarios lo sean, de donde (O)== q1. .. • q 11 y de aqui que (ver (7), 

pág. 39) G/(O)=G,$ 0··$G.,aon<;; ~ G/qi· 

COROLARIO. §.! G ~ !!!! álgebra (finita) sobre un campo, el nwne-
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mfil:Q. de ideales primos de G es finito. 

En efecto, todo ideal primo en G es divisor de algl1n primo aso

ciado a (o), por lo tanto, ya que todo prl.lllo es máximo, coincide con 

él. 

l.J.4. LEMA. Para _9ue :im anillo Noetheriano satisfaga las condi

ciones mínimas ll necesario -:¡_ suficiente que todo ideal primo ~ !. 

~ !M máximo .. 

La condición es necesaria por el corolario 1.3.1. Es tambi~n su

ficiente ya que entonces (o) se descompone en producto de ideales 

primarios sin divisores comunes. De aqui, el anillo resulta suma di

recta de anillos primarios cada uno de los cuales satisface las con

diciones minimas. 

1.3.5.Si R ll~.S,Ubanillode R' :I. R' :!:!!l R-m6dulofin1-

to, M tiene: 

a) Si a' ll un ideal arbitrario de R' :I. a = ahR, entonces 

R/a M subanillo de R'/a', 'X,_ R'/a' M Y!! R/a - m6dulo finito. 

b) Si a M :!:!!l ideal arbitrario de R, R' / a R • tt Y!! álgebra 

sobre R/ a • 

c) Si p' tt ~ ideal primo mCimo ,m R', p = p'r\R, tt primo !!{ 

~fil! R, :I. 

d) el nwnero ~ ideales primos fil! R' 

finito. 

que contienen !. p 

a) 

sulta 

EvidentemeJtte, R '/ a 'iiil a' + R / a' ;;; R/a 

R' / a'= L R/a (xt+ p') .. 

y si R' = Z:. Rxt, re-

b) Definiendo la ley de operac16n externa (a+•) (xi+ •R') = 

= axi + a R', R' /• R' resulta un R/a - m6dulo finito con x, + a R' 
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como base. Directamente se comprueba que es álgebra sobre R/ a • 

Antes de dar las demostraciones de c) y d) veremos los siguientes 

lemas: 

1 • .3.6. LEMA. -ª.Y. R !!!l anillo lloetheriano !J,;g divisores de .2,u:2 

I. R' :im anillo que contiene ~ R Sº1!!Q. subanillo I. que .!!. Yn R - ~

dulo finito. Entonces., !! a .!!. un ideal de R dist1Dto de R, a R' 

.!!. distinto ~ R' • 

Sea 1. = 1,1:i, ••• ,y,. una base de R' respecto a B; del conjun

to de _subsistemas de 6sta., linealmente independientes y que contengan 

al 1, elegimos uno mdx1Jao, digamos x,= l,xa, ••• ,x'". Existe en R una 

c ~ O tal que cyl6 L.Bx¡., es decir, tal que aR' - L. RJ:l. Entonces 

ca" R's. L a"x¡ • Sea c = L.CtnXi con Cin en a" • Si aR' fuera igual 

a R'., por ser las xl linealmente !ndependientes 7 x, = l., se tendr1a 
• 

c = cm, de dome., c estar1a en •~ para toda n. De aqui que {"\ i":p (o) 
"ª' 

1 por lo tanto (ver 4.2)., existida a• l ( •) tal que a= o, por 

lo que a coincidiria con R contra la hip6tesis. 

1 • .3.7. ID. !l l.!11!. anterior~ omitirse l.!. coplic16n .,..4.!. ser R 

m di vis ore• a cero. 

Será suficiente demostrarlo para el cuo en que a= p sea primo, 

debido a que todo ideal está contenido en algdn prilllo. 

Sea (o)= q1 f't ···Aqh una descomposic16n 1rredumante de (o) en 

ideales primarios y p1 , ••• ,Ph los pr111os asociados. Entonces p con

algón Pi , digamos p, • De110strar8ll0s ahora que p1B'f't R = ,; coin

cide con P1 • Sabemos que q,: P,:;11!: q 1 ., de donde, ( q1 : 11) A 11,A . • · Aqh~ 

(O); sea c un elemento., distinto de cero, de esta intersección; c t 
11,; c ,, = (o); c p~ = (O). Si existiera un elemento a de ,; tal que 
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a j P1 entonces ca = O E P, de donde c estaría en p~ 11 lo que no 

ocurre. Como p;.,1 queda demostrado que P1= P1R'n R. Por l.J.5.a) 

podemos aplicar 1.3.6. al ideal p /p1 del subanlllo ~l/p1 de R'/p1R' 

de donde resulta p R'~R~ q.e.d. 

Pasamos ahora a la deaostraci6n de 1.3.S,c) y d). 

c) Como R'/p' es campo 11 por a) y 1.3.7• los dnicos ideales de 

B/P son (O) 7 (1); en efecto 11 si a/p es un ideal de R/p dis

tinto del tota1 11 su extansi6n a/p ·R'/p':,t, R'/p'11 de donde es igual 

a cero; por lo tanto II a / p = (o) • De aquí que p sea Jlláxiao. 

d) Se sigue inmediata.ente de b) 7 el corolario de 1.3.3. 



SUCESIONES NULAS DE I D E A L E S. 

ANILLOS-m. 

2.1. DEFINICION. Una sucesión f •ni de ideales de un anillo R se 
"" 

llama sucesión nula si 11o211,2 ... y Qa,.=(O). 

Dos sucesiones nulas f •n I y l a~ l se llaman equivalentes si to

do a n contiene algoo a~,, e inversamente,, todo a~ contiene algfm ªm• 

2.2. Como es bien conocido _(ver (2), L III, parr.l y 5), dado un 

conjunto cualquiera (no vacio) de ideales de un anillo R, existe una 

y solamente una topologia en R compatible con la estructura de ani

llo,, para la cual dicho conjunto sea un sistema fundamental de vecin

dades de cero. (En erecto, las condiciones loe. cit. (GV(),, (ov;), 
(ov;) y (AV,),, (AV.) se satisfacen automáticamente por ser el conjun

to de ideales.) 

En este anillo topológico el conjunto ( u + a,.} es un sistema r~ 

damental de vecindades del punto u. 

El anillo topológico es separado o de Hausdorff si y sólo si el 

conjunto (O) es cerrado,, lo que equivale,evidentemente,, a que 

(o), lo que sucede cuando el conjunto de ideales elegid.o es una suce

sión nula. 

Además, como esta topologia satisface el primer axioma de numera

bllid.ad (es decir, que todo punto tenga un sistema fundamental de ve

cindades numerable), es suficiente trabajar con sucesiones. 

2.J. Una sucesión de R, !Un} se llama de Cauchy si u,..1-u,.Eam1n1 

con m(n)- oo. 

u = lim Un si Un- u E •mcn,con m(n) - 00 • 

2.4. Dos sucesiones nulas de ideales definen en R la misma to.t.. 
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pologia si y s6lo si son equivalentes. Esto se sigue de la definición 

le sucesiones equivalentes y del criterio de Hausdorff. 

2 .5. DEFINICION. Un anillo Noether1ano con la topologia definida 

a partir de una sucesión nula de ideales { an/ se llama anillo - m 

si dicha sucesión está formada por las potencias del ideal m de R, 

e:s decir, si ªn = m n (suponemos generalmente que m O = R) • 

2 .6. Si R es un anillo - m , de aqu! en adelante consideraremos, 

sin pérdida de generalidad, que m es intersección de ideales pri.uos. 

En efecto, si m' es el radical de m, e·) m'2 m Y m => m'P es de-- , 
cir, las sucesiones I m"J y I m'"l son equivalentes, y al considerar 

R como m'- anillo no alteramos la topolog!a. 

2. 7. Sabemos que una topologia definida como en 2 .2 es distinta 

de la discreta si ninguna intersección finita de ideales del con~un

to se reduce a cero. En el caso de los anillos -m la topolog!a no si. 

rá discreta si m -:¡t: (o). 

(•) El radical de un ideal m es el con~unto de todos los x de 
R tales que elevados a alguna potencia están en•. Otra de!inici6n 
equivalente es: el radical de m es la intersección deuos ideales 
primos aislados de m. Si R es lloetheriano y •' el radical de m , 
existe ~ tal que m'f S: 11t • 



J.COMPLETAC!ON DE UN A.NILLO-m, 

Sea R un anillo - m y m = Ra,+ ... +Ra..,. Constru!mos el anillo 

de series de potencias en m indeterminadas R[X, , ••• ,X~l y elide

al x generado por X, , ••• ,Xm en R {X" ••• ,XMJ • ... 
Para toda serie de potencias F = L,F\\ (Fk - forma homogénea de 

lc.•o 

grado k) definimos 

Un(F) = t Fk(a., •• • ,an,) E R. 
k•O 

Las sucesiones (un(F}I son de Caucby, cualquiera que sea F, ya 

que U U F I a ) e m".'1 Sea n 11+1- 11 = 11+1\a, 1 • •• , 11'1 el ideal de R{X., ••• ,Xml 
forrado por las series de potencias F tales que 11m Un(F) = O. De

finimos ahora 

R*= R{X,, ••• ,X,rJ/n. 

R• contiene!. R como subanillo: 

En efecto, R f"l n = (O) ya que si O~ F0 E R, un(11'0 ) = F0 =1= O, de 

donde F0 no estaría en n. De aqu!, R*:2R + n / n et R/Rf"I n = R. 

Si definimos m•= x + n/n, R* resulta Y!! anillo - m! 

Por 1.1.J RIX,, ••• ,X..,} es Noetheriano por lo que tubién R* io 

es. Además { m*"I es una sucesión nula por serlo { x" 1 (ver 1.1.2). 

También resulta que m•= m R*, Xi= ªi ( m) ya que Un (Xi- a i) = 

a¡- a1= O si n >O, y esto demuestra la fórmula, puesto que m• es

tá generado por las clases X,+ n,, •• • , X"'+ n y mR* por a,+ n, •• • , 

R • ~ completo : 

Sea I Un l una sucesión de Caucby en R*, u"+'- u~ mi''"! m(n)- 00 • 

m\>1) ?; .. 
Sea u,..,-u,.=Vn+n con Vn•X .Entonces 11mu11=u,+( V1+n) 

~ t1 oo DO •O 

u -u,-L(V¡+n)=L.Vj-,L.V¡+n=L.Vi+n Ex"""+ n/n 
~ . n 

(ya que podemos suponer m(n) creciente). 
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R !§. subespaciQ. de R*; 

Esto resulta inmediatamente de la f6rmul.a nr''hR = m" ceya demos

tración es: 

Sea x '" m•'h R; entonces x es una clase residual de lUl elemento 

F de x" • , x - F & n y por estar además X en R, U1c{X - F) 

igual a X - uk {F); de aqui, dado n, existe N (suponemos N> 

tal que x - uN{F) E m"; entonces, dellido a que F está en x" , 
uN(F) = t.Fk E m~ de donde X t! m". Demostramos que m•"riR.s. m", 

k•ll 

como el inverso es obvio resulta la f61'JIID.la. 

R tt denso ~ R•: 

es 

n) 

y 

Dado un elemento u= F + n de R•, existe en R la sucesión 

lfuFk(a,, ••• ,a,..)/ quetienea u comolimite;enef'ecto, F+n

-fuFk(a)+n = i'.:Fl({X) +n -tFl<(X)+n = t.Fk(X) +n E x"•1 +n/n. 

De esta manera queda demostrada la primera parte del teorema si

guiente: 

.3 .l. TEOREMA. ,e! R n Yl! anillo - m, existe Yl! auU lo - m•, R•, 

™ m•=mR~ completo, que contiene ~ R !tQ!!!Q. subanillo I. subespacio 

I. fill el cual R !.§. denso. fil: R: n otro anillo SQ!! las mismas .P!Q.

piedades de R•, entonces R• z R~ .s.QJl isomorfos. 

Al m•- anillo R• lo llama.remos la completaci6n de R, conside

rado como anillo - m, o simplemente la completaci6n de R., cuando no 

baya lugar a confusión alguna. 

La segunda parte de este teorema resulará inmediatamente del teo

rema más general .3 • .3., pero antes demostraremos el lema 

.3 .2 • LEMA. Sean R I. R I anillos - m ::z:. 111 1 respectivwnte z 
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supongamos que R ll subanillo de R1 • Entonce§, R es subespacio '1e 

R, .ll l. sólo §.! m = m1 z. m;l"I R s m mini Q.Q!! m(n) - oo. 

R es subespacio de R, si y sólo si las- sucesiones nulas ; na": y 

( m~l"I RJ son equivalentes. Evidentemente, las dos últimas condiciones 

del teorema garantizan la equivalencia de-éstas. Inversamente, si las 

sucesiones son equivalentes, 111:t"IR-smm<nly m s m,k para alguna k, pe

ro por ser m intersección de primos, m s m, • 

.3 • .3. TEORE11A. Sean R ;r. R, anillos - m I. nr, respectivamente, 

sus correspondientes completaciones. Si R ll subanillo 

z. subespacio ~ R1 , n• es subanillo I. subespacio de R;. 

Por 3 .2, 1tt s m1 y del hecho de que los anillos sean Noetheria

nos se sigue que si 111=Ra1 + ... +Ram,. podemos hacer m,= R,a,+···+R,a,n+ 

+···+R,a111, (m1 ;i.m). Entonces tenemos R(X., ••• ,Xml 5 R.lX,, ••• ,Xm,I 

( ) ffl(") ( ) "'(") como subanlllo. Pero si F & n , un F E in resulta que . u,n F 4i m1 , 

P E n,. Y de aqu!, debido a que R·= R\Xi, • •• ,X.,J / n y R;=l\lX, r •. ,.X.,)/n, 

resulta que R* está contenido en R; como subanlllo. 

es subespacio de R* 1 debido a que 

oerradura de R en el espacio topológico R; • 

es homeomorfo con 1, 

.3 .4. TEOBEMA.. Sea R :im anillo - m ;r S el conjunto de los ele

mentos s de R que !!fil .. congruentes Q.Q!! 1 m6dulo m • Entonces el 

anillo ~ cocientes R5 ll !m an11Jo - JI Q.Q!! JI= mR5 • Además, las 

completaciones g!, R ;r R s coinciden. 

Como se vi6 en 1.2 ..3., el anillo R 5 • es Joetheriano. 

Sea ahora a/s un elemento de JI" (a E R, s e S). De la defini

ción de m, a/s =a'/s' con a .. en m" y s' en s. De aquí, as'= 
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= sa' y s '= l - b con b E. m. Por lo tanto a a ab (m"), ab ¡¡ 

b t ( ") bH bi ( ") a m, ••• ,a •a 111 y a •abi (m"), i = 1,2, ••• Para 

tenemos a a O ( m") 

Q m"= (o), de donde 

ya que b" E 1n". Es ·decir, si a/s E r\,a" 
n•o > 

a/s = O y I JI!"} es una sucesi6n nula. 

i=n 

BE 

Si en el razonamiento anterior suponemos además que a/s está en 

R, resulta que a/s está en m , es decir, m"f'\R = m" lo que demue~ 

traque R es subespacio de R~. 

Por el teorema 3.3 será suficiente demostrar que R es denso en 

R s para que quede demostrado 3 .4, lo que es evidente ya que si a/s 

es un elemento de R,s, a/s = a + am + amª+,, · con m= l - s " m • 



4. I D E A L E S E N L O S A N I L L O S - ffl 

4.1. LEMA. Si M M un subconjunto arbitrario del m - anillo R 

;r, R denota la adherenc 1a de M fil! R, ~ tiene : 
00 

M = (\(M + m"). 
'I\YI 

En efecto, x es adherente a M s 1 y sólo s 1 (x + m") ('I M # (21 pa

.ra toda n., lo que equivale a que x esté en M + m" para toda n, es 

decir, a que x esté en ('\ (M + m"). 
•" 

4 .2. LEMA. Si a M un ideal arbitrario de Y!! anlllo R, las dos 

condiciones que siguen !.Qn equivalentes: 

a) 

b) 

Si x = 1 (a) 

('\ an = (O). 
~ .. 

entonces x nQ. M divisor de ~ fil! R. 

a) implica b): Sea n = Ó an y 1111 = q,f"···f'iQr 1ina descomposición 

irredundante del ideal na en primarios. Designa.remos con P,, ••• ,Pr 

los ideales primos correspondientes. Si para alguna i fija a '4", P¡, CQ 

mo nas q¡ resulta n~q¡ ; si a s;;;pt ., existe k tal que ak~ q., 

y como n s;;; ak ., n s. q i ; es decir, en ambos casos n !. qi • De aqui re

sulta n ~ q¡., i = l, ••• ,r, de donde n = n 11. 

Si n,, ••• ,n, es una base del ideal n, por el resultado anterior 

tenemos n¡=L.a¡¡n; con a,¡E a. De aqui resulta L..0>¡¡-a.j)ni = O, 

i = l, ••• ,s. Si ~ - 1 - la,,;I, S ¡¡¡ 1 (a) y como &n.:=O, a) implica 

n;.=O para toda 1, de donde, n = (o). 

b) implica a): Suponiendo que existen elementos a de a y b 

de R tales que (a + l)b =·,O, tenemos b = -ab, -ab = (-1) 1 a2.b, ••• , 

(-l)11
•
1a'º'b =(-l(a"b, de donde b =(-l}"a"b ~ a" para toda n. De 

aqui resulta ('\ an =I= (o). 
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4 • .3. TEOREMA. fil. • M :im ideal arbitrario de Y!! m- anillo R, 

las cuatro siguientes condiciones 'ª-º!l equivalentes: 

a) a tt Y!! conjunto cerrado . 

b) a = I'\ ( n + u,n) .• 

c) Si s • l ( ,w), entonces 11: (s) = a CM decir, s es primo r!_ 

lativo de • ) • 

d) p + m = (1) mr!. todo ideal primo p de a • 

.3.1 demuestra la equivalencia de a) y b). 

b) y c) son equivalentes : Formamos R = R/ a y ñi = m + n / a • 
00 

Entonces b) equivale a que en R, {"\ ñin =(6). Ya que la condici6n de 

ser ! •l ( ñi) se cwnple debido a que s = 1 (m), ('\ ñi" es igual a 

cero si y s6lo si (o): (s) = (o), es decir, si y sólo si ( a ) : (s) es 

igual con a. 

c) es equivalente a d): suponiendo d), si s es un elemento de 

R congruente con 1 módulo ,n entonces s no está en n1:ag'lhl ideal 

primo de a , de donde se sigue que a: (s) -=a. Inversamente, si alg-dn 

ideal primo p de a es tal que p + m =(l), existe s de p tal 

que s a 1 (m) y s. no es primo relativo de a • 

,., 
4.4. COROLARIO.§! R M !:!!! anillo -m completo, todo ideal M R 

.ll cerrado. 

En efecto, en un anillo - m completo todo elemento s congruen

te con 1 módulo m es primo relativo de cualq~ier ideal: si m = 1-s. 

m está en m, s = 1 - m y x =1 + m +m.,,+· .. (contenido en R por 

ser ,ate completo) es inverso de s, es decir, s es unidad en R de 

donde •:(a) ==a. 
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4 .5 • TEOREMA • ~ R yg anillo - m z.. R • ID! completac 16n. fil i 

~ -i* designan la adherencia de un ideal 11 arbitrario de R fil! R 

I, R • respectivamente, se tiene: 

¡¡• = a R• 

lf = n R•() R. 

Por ser R .. un m• - anillo completo a R• es cerrado y como a 

está contenido en a R: su adherencia 1i" también lo está. Inversamen

te, sea x• un elemento de aR•. Si a, ,•••,ªr es una base de a en 

R podemos escribir x• =a, x7+· .. ..,a,.x~ con xt en R*. Además, X; -
lim x • ., con x;., en R, y dado k existe n tal que x¡- X¡ 11 ~m·~ i = 

= 1, .•. ,r. Si hacemos X"= a 1 x.,.¡t- · • · +arxr., se tiene x *=lim x" con 

Xn en a , de donde x• es adherente a n en R". 

La segunda fórmula es una consecuencia inmediata de la primera. 

4.6. TEOREMA. Sea R yg anillo - m, 11 = q,()···(')qh ™- descompo

sición j.rredundante ~ ~ a en primarios z.. p., ... ,ph los pri

..!DQ§. asociados. Si 

P¡ + m =/:. (1) 

Pi+ rn = (1) 

entonces ií = 11 f"t · • • r\ q h,. 

para i = 1, .•• ,h, 
~ i =h,+l, •.• ,h, 

Si i= h,+l, ••• ,h, existen elementos s¡ de Pi tales que sr =.l 

( in ) • Entonces 

( qh,+lf"'I ••. (\ llh) 

s/'e. O ( q¡). Si hacemos 

y s =a 1 ( m). 

n p• 
s = s, ·, resulta s =0 

Sea 11 = q,f"t···f\qh, y x un elemento de 11. Si s - 1 = m E m e!! 

tonces xs = x - xm E a , de donde x a xm ( a ) , xm. a xm 1 ( a ) , • • • y 

x a xm" ( a ) • Y como xm"ao ( m"), resulta que x está en a + m" 

para toda n, es decir, x E a. Quedó demostrado que II s. ií. Inversa-
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mente, como b satisface 4.3 d), 11 es cerrado y por estar a'- b r~ 

sulta ii ~ 11. 

4.7. TEOREMA. fil. .!fil !fil m - anillo, R, a= p,f'l···f'lPh.ll ~ inter

sección de ideales primos divisores de m, entonces el ideal extendi

~ a R* es igual ª- p; ri., · n ph donde P{ = 11¡R* ~ ideales primos .!fil el 

anillo R•. 

Primero demostraremos que si x•= lim x¡ es un elemento de R• en, 

tonces x• E aR• si y sólo si x 0 E a • Como • ;;2 m, (\ ( • + mft) = a, de 

donde a= a R•riR. Si Xo está en a, como m"'-• y Xn- X,...Emm•;> r~ 

sulta que X 11 E a, de donde x•está en la adherencia de a en R; es 

decir, x• está en aR*. Inversamente, si x•E aR., x"=lim Yn con 

y"' contenido en a; entonces Xn•Yn ( m) si n ~ -n0 y también x., a 

Yn ( •) de donde x"' E .:J y debido a que x 11- x 0 E mm= a, resulta que 

x 0 está en a • 

Ahora podemos ya demostrar que la extens 16n p • = p R • de un ideal 

prilllo en R, divisor de m, es un ideal prilllo en R*. En efecto, si 

x•y•so ( p•) y y•./J=o ( p•) entonces XoY• = O ( p) y Yo./= O ( p) de 

donde X 0=:0 ( p ) , es decir, x"=O ( p•). 

Finalmente, x*EaR• siy s6lo si x¡,e-p¡, i=l., •.• ,h., lo que equ,! 

vale a que x*€P¿R*= P!, de donde aR*=p~(\ .. , ri p~. 

4.8. COROLARIO. lil...!!l Y. m - anillo R m =P,f'l...t'\Pi,, con Pi id! 

W!. prilllos:. entonces m l:!. COD1pletac16n R~., m•=mR• .Y. 1™J. con 
P~ ri • · · ri p~, ~ P/' = Pz R • .!.Q!l ideales primos de R •. Además, pi r\ R 

ll. 1&Y!! !. P¡. 



5.ANILLOS SEHILOCALES GENERALIZADOS. 

Designaremos con k la intersección de todos los ideales primos 

máximos del anillo R. k se llama en ndcleo de R. 

5.1. DEFINICION. Diremos que un m - anillo R M semilocal ~

neralizado si m es distinto del ideal nulo z. está contenido fil! el 

núcleo k ~e R. 

De aqu1 en adelante supondremos siempre, sin enunciarlo, que m 

es distinto del ideal cero puesto que si nt es igual a cero la topo

logia es discreta y la completaci6n es trivial. 

5.2. TEOREMA. fil. R ~ un anillo - m las siguientes condiciones 

!.Q!1 equivalentes: 

a) R ll semilocal generalizado. 

b) §.! :!:!!! elemento s de R M = 1 ( m), entonces s es unidad. 

c) R = Rs (como antes, S denota el conjunto de los elementos s 

de R que son .1 ( n1 ) ) • 

d) Todo ~ de R M cerrado. 

a) implica b): Sea s ES; entonces s 
' ·-

primo máximo ya que m s;;. k • Por consiguiente 

no está en ningún ideal 

s es unidad (si no lo 

tuera, sR * R, de donde sR estarla contenido en algmi ideal primo 

máximo, lo que contradice la hip6tesis). 

b) implica a): Sea p un ideal primo máximo. Si p + m tuera 

igµal a (1), entonces p contendría un elemento s congruente con 

1 ( m ) lo que es imposible ya que por b) s es una unidad. 

b) y c) son equivalentes: Si R = Rs evidentemente vale b). In

versamente, si R tiene la propiedM b), todo elemento de S es un! 
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dad, de donde R resulta igual a Re,. 

c) equivale a d): La f6rmul.a ii' = Rt,a f"\ R nos dice que si R y 

R,& son iguales, a y su adherencia también lo son. Supongamos ahora 

que s es un elemento de S; entonces s es también = 1 ( JI ) , de 

donde s es unidad en R6 y sR~ = R6 • Por d) y la fórmula antes me,!l 

cionada se tiene sR = sR·R& ('\ R =:: R, es decir, s es unidad en R. 

S .3. COROLARIO. La completac i6n de :i:m anillo - m es :i,m anillo fil!. 

milocal generalizado. 

Se sigue inmediatamente de 4.4 y la condición d). 

S .4. TEOREMA. Sea R :i:m anil 1 o - m semllocal generalizado z 
R• fil! _gompletaci6n. La correspondencia a - a• = a R• ll biunívoca 

~ J.2.§. ideales ~ R gue dividen .!. m z. los ~ R • que dividen 

ª- m•. ll a• ll el correspondiente de a 2 m, R/ a es isomorfo ª
R • / n•. 

Por 4.2.d) a =nR• f'\ R, de donde la correspondencia mencionada 

es biunivoca entre los ideales de R y sus imágenes. Si a 2 m , en

tonces a* ~m*. Inversamente, si a• divide a m• demostraremos que si 

a•() R es igual con a (que desde luego divide a m ) , n se proyecta 

en a•, es decir que a•= a R•. Dado un elemento x• de R* existe x 0 

en R tal que x•- x 0 ( nt") :s O (a"). Si además x• está en a*, x 0 

est4 en a•('\ R = a. De aqui que a• s a+ mR*. 

La segunda parte del teorema resulta de que R +a•= R• (debido a 

que dado un elemento x• de R; existe x en R tal que son congru

entes :mOdulo ª" . Entonces R • / a• ~ R/R ('\ a• = R/ a • 

Tenemos ahora el •iguiente corolario: 



5 23 

5 .5. COROLARIO. ~ correspomencia a-- 11 R• induce ™- corres-

pondencia biunívoca entre los ideales 

R ;r, los de fil! completaci6n. 

primos máximos del m - anillo 
l~&milo~I ¡cncr•liz.ido 

5.6. COROLARIO. §J. k fil!. el núcleo g,tl m- anillo semilocal ~

neralizado R, 11 R • fil!. el núcleo de .§!! completac ión. 

Ambos corolarios son consecuencias inmediatas. 

5 • 7. TEOREMA. fil. R fil!. :im anillo - m ;r, 't R = R ™- imagen ho -

homomorfa il R, entonces: 

a) fil, i:-• (o) = n, n fil!. cerrado fil! R si ;r, sólo g R ~ :im 

anillo - ffi con iñ = 'tffl • 

b) §.! n !!,2. divide A m ;r, todo ~ ,E.!!!!Q máximo gue divida 

l. n , divide A m entonces R fil!. :im ffl - anillo semilocal generali

zado, !!. inversamente • 

c) fil, R n completo, R tambián ]&. fil!.• 

~ ~ 

a) Como "t-1( Hín) = n + m", ('\ iñ"= (o) si y sólo si ('\ ( n +m")= 

=n, es decir, si y sólo si n es cerrado. 

b) Si m no es mdltiplo de n entonces ñi =F (O). Si todo ide-. ._ 

al primo máximo, divisor de n lo es de m, ya que los ideales pri

mos máximos de R son imágenes de los primos máximos de R divisores 

de n, resulta que m !iii Í. Inversamente, si tenemos (O) *- m '-ª, n 

no es divisor de m. Además la imagen de un ideal primo máximo, divi

sor de n , de R, contiene a lñ, por lo tanto divide a m. 

e) Sea l Xn} una sucesión de elementos de Ji: tal que x,,- x 11 _, E 

mm'!" Entonces d.ste Vn ~ m"''"' tal que tv11 = %"- r 11 _1• Sea x 0 la 1-



ma¡en de x 0 ; baceaos Xn = x0 + t.;_ T¡ ; { Xn} es conTergente en R ya 

que Tn E m"''11! de donde tiene un 11m1te x en R. Entonces· 11m T'n= 

='tx ya que 

- ro=x'n~ 

'tXn='tX 11• 1+tT11 •Xn+'tX11.¡-X11.¡=X11+ 'tXn-1 Xn.r • • • =%.,+ t:z:0 -

\: 



6. ANILLOS SEMI LOCAL E S. 

6.1. DEFINICION. Un anillo - k ,R, ll 1,1™. sernjlocal ll el n'Clmero 

de ideales primos rn4ximos !.! finito. 

Entonces, si p,, •.• ,ph son los ideales primos rn4ximos de R se 

tiene ll = ~" ... ('\ p = p ... p ,, I 1, 1 h 

6 .2. TEOREMA. §! R !.! Y!! anillo semllocal I. • !.! Y!! ideal ~ 

R distinto g§_ R, entonces R/a. !.! sernilocal. §! R ~ completo, 

R/ a M completo. 

Sean P,, ••• , Pt,, los ideales primos máximos de R que dividen a a 

(h1> O ya que todo ideal está contenido en alg11n ideal primo máximo). 

Entonces los ideales primos máximos de R/n son precisamente P;/ n , 

1 =l, ••. ,h., es decir R/a es un i- anillo semilocal con i' =p,/a ... 

P..f ª. 
La segunda parte es consecuencia illmediata de 5. 7 c) • 

6.J. TEOREMA. Ii!, completac16n ~ Y!! anillo semilocal tt Y!! anillo 

semilocal. 

Se sigue de 5.5. 

6.4. LEMA. §1 R ll Yn an1Jlo semilocal I. p., ... ,ph los ideales 

primos máx1mos, dados h elementos a., ... ,ah g,! R I. !! nmnero n, 

li sistema g!, congruencias x - &i (p11) tiene solución en R I. 11nica 

módulo •". 
81 a¡= OPs entonces «t + Pi =(1), de donde existe ei = 1 ( P,) , 

con e¡ E ªi • Formamos el11=1 -(1 - e¡). Se tiene e¡11•0 ( •i) y ein=l 
• 

( Pi) (lo pr:lmero se sigue del desarrollo e¡n=l - 1 + e,-···, 7 lo 

segundo de que e¡- l= O (pf)). De aqui x= L.a,e,naaL{p~), es decir, 
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La¡_ e¡ 11 es soluci6n. 

Si suponemos ahora que x' es otra solución tenemos 41ue (x - x')· 

·L ein e O ( lln) de donde e¡n -1 a O (p~),. es decir, L,e¡" no está en 

ningún ideal primo máximo. Esto implica que L e¡n es unidad,. de don

de x = x' (kn), q.e.d. 

6 .5 • TEOREMA. Sea R Yn subanillo ~ R' I. R' y;g R - m.6dulo fi

~. Si R es semllocal, R' fil!. semilocal. Ademá"S si R n comple

to, R' también 12, es. 

Sea I Pr J fd el conjunto de ideales primos maximos en R'. Por 1.3. 

5 e) la relaci6n P¡f'I R = pk define una partici6n finita del conjun

to de indices I =I1V···VI1,, con P¡2Pk si i E I 11 • Por 1.3.5 d) Ik 

es finito para toda k, de donde R' es semilocal. 

Sabemos que R/ k es isomorfo con la suma directa de los campos 

R/Pi (ver (7), pag. 39). Por lo tanto R/k tiene condiciones mínimas 

y por 1 • .3.5 b) R' /k R' también satisface la condici6n descendente de 

cadena. Aplicando 1 • .3 • .3 queda demostrado que todo ideal primo p' de 

R' que divida a ll R' es máximo. Ahora bien., si kR'= q:f'l, •.. f'I 11; y ,; ••. , 

p~ son los primos asociados, por ser máximos, según lo anterior,. se 

tiene que kR'= 11: ... 11;y como t's;;l(,-··P;, k'~kR'. 
' '"' , 1 l r r L,IOIIII l. ,nlYll 

Sea u~ una sucesi6n de Caucby en R', y u,.;¡ Un E • 5 • por 

lo demostrado anteriormente. 81 R'= L Rx¡ ~ v~= L Vn,Xt y u;=L.. u,1x1; 

haciendo u.,,1=u,, +fuvkt se tiene u~=Lu,,¡;x:¡. Las sucesiones {un¡} son 

de Caucby en el anillo completo R, por lo tanto lim un1=ut. Entonces 

u'= Lu1x 1 es el 11mite de la sucesi6n {u~}, es decir, R' es también 

completo. 

6.6. LEMA • .§J. R .U: YD !P1Jlo sp1]pqal completo %. { a ni Jm&. ll-
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"''"' ( ) ces i6n nula de ideales, entonces a "s;; k ~ m n - oo. 

R/k" es isomorfo con la suma directa R/p~+···+R/P:- En efecto, 

x + k"- (x +P~)+ ···+(x+ p~) es una correspondencia biunivoca puesto 

que Si X 1 - X 1 E k n, X 1 - X 2E p¡'1 • Además es sobre, ya que dados Xt +pr, 

1= l, ••• .,h, existe seg11n 6..4 una x tal que x s:xt(P7). Además, la 

unicidad de la solución módulo k"~demnestra que la correspomencia es 

biunívoca. De aqui que sea isomortismo. En R/ Pi el dnico ideal primo 

es Pt, que es máximo, por lo tanto según 1.3.4 el anillo satisface la 
"fl 

condición descendente de cadena. Asi resulta que R/ la tiene condicio-

nes mínimas • 
00 

Para una h fiJa construímos 
1, 

b¡, = C\c k"+ a.,). Se tiene entonces: 

(1) bi.= k + ª"' si n ~ ll(h), 

debido a que R/ kh tiene condiciones minimas. De la def'1nic16ñ. de bh 

tenemos: 

(2) h 
l,h = k + l,h•l • 

Construiremos ahora sucesiones { bh+11J con bi.+f bh+11 por 1nduccic5n. 

Sea b1, un elemento arbitrario de b h. suponiendo construídos bi..,.,la 

relación (2) nos determina bh•n•t E bhtn+i con las propiedades 

(3) b ... ,. • .= bh • .,.( k'-}, b...,.,= bh ( 11 h ) • 

Como las sucesiones son de Cauc~ y R es completo, sea b(h) = 11m bh+\'I 

De (3) se sigue 

(4) b(h) = bh+11 ( khtll). ... 
y por la detinic 16n de llh.11, b ...,., E ('i ( tt11•11 + a..,) • Esto nos dice 

fflsO 
quepa-

ra todas m,n., b (h) E tt"•" +a"' • De aqui, b (h) E A ... 
1 , (I& +a.,.) - 1 .... 
l'l:>o 

ya que el anillo es semU.ocal. Por lo tanto las sucesiODls I b1,+J tien-

den a cero • Entonces por (4) , bh E" k "·11 y como b1, era un el8Mzato ar-
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bitrario de bh, resulta bh s. llh. Por (2) se tiene que bh= llh y de (1) 

ª" s;;, 11" si n) ll(h), q.e.d. 

6. 7. rEOREMA. Sea R :gn an1 Jlo semn ocal completo z subanillo de 

R'. fil. 111.,.R'} !!,!:!D!,llCesi6n nula J'.. R'/hR' .!!. un R/11 :módulo fi

Allo.. entonces R' .!!. semilocal z completo. 

Será suficiente demostrar que R' es un R - módulo finito y apl! 

car 6 .5 • El lema 6 .6 nos dice que ll,, R' n R s. ll .,.,,1"bon m(n) - oo • 

Sea ahora v~,_ •• ,v; una base de R' /k R' respecto a R/k y vi 

"=: R' un representante de vt. Entonces todo elemento de R' es congru

ente :módulo k R' con una combinación lineal de v,,. •• ,v.,. con coefi

cientes en R. Sea lt = Ra, + , .. +Ra ..... y \, ,. •• , ~ ti los monomios de 

grado n en a¡; lt" R' = R'~ 1+• • • + R'f.ti• Sea x un elemento arbitra

rio de R'. Construímos por 1Dducc16n las sucesiones / x¡J i = 1, ••. ,r 

y con xl.,. E R, con la propiedad x eL.X¡.,.V:¡ ( lt"R'). Hacemos x; 0= O. Por 

la hipótesis de inducción x - Lx,,.v¡ ~ ll"R' y por lo anterior, x -

- LxttiVt=LYk~k con Yk E R'; sea Yk = [.Ykt V¡ (ll R'). Definiendo 

entonoes x¡, •• ,=xt11 +L.Y1c¡~1i: vemos con un sencillo cálculo que las su

cesiones satisfacen la propiedad exigida. Además, como x¡,,., x 1.,, = 
L:Yu~i E ll", las sucesiones son convergentes. Si lim x¡..,:::2Xr se tie

ne que x - L Xi. V¡ a L (x1"- xi)· V¡ ( ll" R') y seg'Ón lo demostrado al 

principio tambUn m6d.ulo 11"' 1"); de aqui resulta x = L..x¡_ v, • 
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