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1, PROBLJ:M..4. GENERAL 

La tooria de la raüiaci6a cósmica primaria, basada en la su

posición de la .existencia al infinito de part!culas eléctricamen

te cai .. gaC:.as con una distri bucj_6n homogéuea e .1.aotr(~p1.ca, fue dese. , 
r:.,ollaüa por G. Lemaít1 .. e yMº S., Vells.¡"tao-

Como prj.me::::-a ap;-oxiill!l ci6n const-ieraron el e,qr ~p·.:> magnético t.f! 

rrest:r-c como el de un dipolo magnéticoº El problema dinámico del 

mcr71m.iento de una partícula eléctricamente cargac.3. en el campo de 
,., 

un dipolo magnético fue estudiado anterio1•mente por c. St5rmero ~ 

En un punte de.de· laD d.:l:-occio.c.es do 1ar: tro.yectoriss dinámicamen

te posibles ~,a:ru una en13rgfa dada llenan un cono de forma bastan

te irregulsro3 
·-·-·-- .. , ....•. , ......... ~- .. ···--·~-·-- ...... -.... -····-··· --···········-··--·-·-----------

10. Lemattre y M. S. Vallarta, '!On Compton r s Lsti tude Ef
fec·li of Cosmic Rac.'~atj_on,•: :Phys. Rev., .43., 87-91 (1933); 
este es el articulo original con que Lemart::-e y Vallarta 
iniciaron sus trabajo~ acerca de la radiación cósmica. -
Para U."la biblicgraf!a completa de los trabajos de Lema.1-
tre y Vallarta véase Alfredo Baffos Jr.r Journal of the -
Franklin Institute, Vol. 227, No. 5 (1939), p~g. 644. -
Un excelente compendio fue publicado por M.S. Vallarta, 
University of Toronto Studies, Applied Mathematics Series 
No. 3, (1938) • 

2Jarl Stormer, "Sur le mouvement: d 'un point matériel pc1·
tant une charge d'électricité sous l'action d'un aimant 
elé:Il.er:!;aire .,'' Vid. Selsk. Skr. , 'Oslo ( :.904 ) ; Carl StéSrm
er, Zeits. f. Astrophys. !, 237~274 (1930). 

3o. !..emattre y M. s. Vallar·ta, Ph~rs. Rev. AJ., 87 {.:1.'.J33). 



Basándose en el teorema de Liouville referente a la conserv,! 

ci6n del elemento de volumen en el espacio-fase Lema~tre y Valla!:, 

ta encontraron que la intensidad de la radiación para part!culas 

de una energía dada es, en una dirección permitida, igual a la i!! 

tensidad al infinito, o sea que es constante para todas las dire.2, 

ciones permitidas.4 Este resultado permite reducir el problema -

del cálculo de las intensidades al cdlculo de la forma del cono -

para diferentes energias. 

Tomando coor1enadas esféricas {p,~,e) con origen en el ce~ 

tro del dipolo y la dirección :Torte terrestre ( Sur del dipolo) s~ 

gún OZ se pueden obtene~ fácilmente las ecuaciones del movimie!! 

to. 

Una transformación de variables propuesta por Stórmer5 con-

siste 0~1 ir,troducil' una nue"ra 1.:nidad de longitud l defiu.ida por 

L}Ü)~[ cm 
..¡ m V 

donde M es el moment'"- :;.,c1.gnético del dipolo e1~ u.0.m., e es la 

,. - .... r-, • .;.. .• e:;c::. eléctr~0a en u.e.a. de la partícula en estudio, m su masa 

~~~~tivista y v su velocidad. Siendo la fuer.za ejercida sobre 

la partícula cargada ortogonal a 1~ trayectoria, la velocidad de 

ésta se conserva constante en magnitud siéndolo, por lo tanto 9 la 

masa relativista. Por ello, para una partícula dada, la unidad -

e definida antes es una constante. 

Definiendo dos nuevas variables r,s por: ----------· ---- -----·------ ---·-·------
4o. Lemattre, Ann. Soc. Sci. de BruxellP.s, 1~4, 162-174, 

~ 1934). 
'0arl St3rmer, Pub. Univ. Obs. ORlo, No. 10 (1934). 
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f'= .fr; vdt = L ds, 

las ecuaciones del movimiento son: 6 

- r (ddcps) 2 cos2r., = cos2).. ~ 
T - 2 dS 1 

r 

d2A dr d).. (dm)2 2sen1 cos).. dm r -ff + 2 -- ··-- + r __ ,:. se.DA cos:>- = - ----- .::;L ds~ ds ds ds r~ ds' 

1 d 2 2 <!2 
r cos1 ds(r cos A ds) = _g_~ dA .,. co s).. dr 

r"" ds 7 ds' 

y además la ecuación de la conservación de la velocidad: 

-·- + r _w.. + r cos-).. ,g.9?,, • 1 ( dr} 2 2 { d). )2 2 " f d } 2 
ds ds \ds · 

( 1) 

(2) 

( 3) 

La transformación antes indi~'ad.3 permite eliminar de las ecu_~1. 

cienes del movimiento todos los factores tísicos, quedando exclu

sivamente el carácter métrico del movimientc. 

La ecuación ( 3) .es directemen~o integrable~ dando lugar a la 

relación 
., 

r 2 2 dm cos'·)" cos }., d~ + ··· :'" ·- = :2,r1 = constante, (5) 

donde :.:1 constante de integración ·211 es igual al momentc de la 

cantidad de movimiento al infinito de J.a particula con respect') -

al eje del dipolo. 

Substituyendo de la ecuaci~n (5) la cantidad i~ en las ecua 

cienes (1), (2) y (4) ~e obtienen ecuaciones diferenciales en las 

que no aparece la variable ~, lo que significa que estas ecu~------·-----···,.. -------~ ··---····-- ... -·~, - -····-···· ,.---.. ·- ._,...,_., ... _ . .....,, . .._,~--·-·-.... ·-

6 ~1f'redo Baffos Jr., ·Journal of the Franklin Institute, 2g_z, 
631 ( 1939). 
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ciones representan el movimiento de la particula en su propio pla 

no meridiano. Conocido el movimiento en el plano meridiano, el -

valor de ~ se obtiene de la ecuación (5) mediante una cuadratu

ra. 

Para estudiar el movimiento en el plano meridiano es conve-

niente efectuar la transtormaci6n conforme propuesta por St~rmer:7 

ds = 
2x e 

~ a.a, 
( 211>"' 

mediante la cual las coordenadas polares (r,l) se convierten en 

coordenadas cartesianas (x,l), transformándose el semiplano me

ridiano en una faja infinita limitada por las lineas A=!!· 

Aplicando esta transformaci6n, las ecuaciones de movimiento 

toman la forma: 8 

donde a= 

otras dos. 

1 

-2x sen..~ cosA . sen A = 
e ~ ;;;r~ 

1 ~p 
A=~~-; 

La ecuación (6) rio es independiente de las 
16r, 4. 

F!r su forma, requiere que la tunci6n 

(6) 

(7) 

(8) 

sea positiva para la posibilidad del movimiento, condición que d! -------~-·--ro~·---·-·-- ·-,·---• ----·-·•· -·-~------~-----·-·----
~ Carl St8:r.mer, Zeits. f. Astrophys • .!~ 237-274 (1930). 
A.lfredo Baffos Jr. Loe. cit., p~g. 643. 
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vide, para un valor de fl dado, el plano meridiano en dos par-

tes: una en la que el movimiento es posible y otra en la que el -

movimiento está prohibido, La frontera entre estas regiones es -

la curva definida por la ecuación P = O. 

Para 11,...-_1 la región permitida es conexa, pudiendo llegar 

a cualquier punto de esta región una partícula del infinito. Pa

ra ti::::>l la región permitida se compone de dos partes separadas 

por una región prohibida, por lo cual las partículas de una parte 

no pueden pasar a la otra, en particular, de la región que se ex

tiende al infinito a la región interna. 

Dentro del intervalo O. 78856()1 < 1, para cada valor de 

Íl existen dos órbitas periódicas, simétricas con respecto a -

A• O, que fueron descubiertas por St5rmer,9 llam~ndoselas, 6rb1 

tas principales. 10 Una de ellas, la externa, es inestable en el 

sentido dinámico y las trayectorias que le son asintóticas const,1 

tuyen, seglin lo demostraron Lemaítre y Vallarta, la frontera en-

tre las direcciones permitidas y prohibidas, es decir, son tange~ 

tes, para el punto por el que pasan, a las generatrices del cono 

de direcciones permitidas. Las órbitas internas, para valores de 

r1<1, son estables no teniendo la ~isma importancia para la te.2, 

ria de rayos c6smicos como las exter~as, pero su estabilidad las 

presenta como un factor importante eh la teoria de la variación -

del campo magnético terrestre. 

il estudiar las órbitas periódicas simétricas, para valores 

de .r1 )1, Qnc po:- continuidad pueden ser consideradas como con-

9oarl St6rmer, Loe. cit., pdg. 237. 
lOM. S. Vallarta, Uni versi ty ot Toronto Studies. Applied 

Mathematics Series No. 3; pág. 21 (1938)@ 
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tinuación de las órbitas internas, se encontró que, para el valor 

de 1i = 1.31359, ~·:,tas órbitas tienden a confundirse con las 6~ 

bitas ~cuatoriales, 11 las ·que en el plano meridiano son todas pe

riódicas para ~'i) l. 

Para poder estudiar más a fondo el comportamiento de las ór

bitas internas en la vecindad del plano ecuatorial es factor im-

portante conocer la estabilidad de ertas órbitas y de las ecuato

riales, la que cuantitativamente está dada por el exponente caree 

tor!stico. 12 

Las ecuaciones del movimiento (6), (7) y (8) no son, en gen~ 

ral, integrables. El caso de lns trayectorias ecuatoriales es -

una excepción, pues en este caso se puede llevar a cabo la solu-

ción mediante funciones el!pticas. La parte geométrica del pro-

blema ha sido resuelta ya por c. Graef y S. Kusaka13 y posterior

mente por el autor.14 

Para poder calcular el exponente característico es convenie!! 

to tener expresadas las ~oordonadas, quo para una órbita periódi

ca son funciones periódicas de tiempo, en forma de series de Fou-

11.rrab~jo inédito del autor realizado bajo la supervisión 
del Director del Instituto de Fisica. 

12H. Poincaré, "Les Méthodos Nou,ielles de la Mécani que Cé 
leste'~ (Gauthier-Villnrs, Paria·, 1892), Vol. I, Cap. 
IV. . 

13c. Graef y S. Kusakal Journal of Mathematics ond Physics, 
Vol. X'"v.II, 1, 43-54 1938). 

14¡. Lifshitz, "Trayectorias ecuatoriales de una .r., rticula 
cargada eléctricamente en el·campo de un dipolo.~ Trab~ 
jo premiado por el Instituto de Fisica en el Cuartg__Con
curso Ci.9..IJ..!.ificq-Tt.cnico-Históri.9.0 convocado por la Fa-
cultad de Ingeniería y Ciencias Ffsicas y Matemáttcas -
con el deseo de fomentar la investigación cient!fica en 
MOxico y con motivo del CXLVI aniversario de la fundación 
del Real Seminario de Minaria (1939). Próxima publica-
c16n en el Vol. No. 1 de los Anales del Instituto de Fí
sica. 



- 7 -
rier. En tal caso las ecuaciones en variaciones, que sirven para 

obtener el exponente caracteristico se reducen a la forma de la -

ecuación de Hill. 15 

n presente trabajo tiene por objeto encontrar las series de

Fourier equivalentes a las funciones elipticas que aparecen en la 

solución del problema. 

2. SOLUCION DEL CASO J¡>l EN FUNCIONF.S .ELIPTICAS 

Las ecuaciones de movimiento para una trayectoria ecuatorial 

son: 

(9) 

(10) 

2 
( d:x:) 2:x: . ( -:x: 1)2 pr O ) da = ae - e - = , :x:, ; Ji ; ( 11) 

donde ahora la ecuación (11) es la primera integral de la ecuación 

(9). Introduciendo una nueva variable l • e-x esta 11lt1.ma ecu!. 

ción se reduce a: 

(lla) 

---------------·-·----------------
15wb.ittaker y Watson, "A course ot Modern Analysis," (Cam

bridge: University Press; 4th ed., 1927), § 19.41. 
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Las cuatro ratees del polinomio del segundo miembro son: 

O( = ½ ( 1 + /1 + 1/ ól 2) , 

,, = ½ < i + /1 - 1/ K i 2 > , 

1· ½<1-li-11112>, 

6. ½<1-/i+1/11~). 

La ecuaci6n (lla) se puede escribir en la forma: 

donde l, por su definición, tiene significado físico sólo para 

valores positivos, existiendo por ello, para valores de O 1> 1, 

dos regiones permitidas para valores de 

y 

Para valores de lfl (1 las raíces /1 y O son imaginarias, 

existiendo una sola región permitida para valores de~ 

El caso que nos interesa es el de oi> l en la región interna, -

o sea, para 

Contando la variable a a partir del punto j =oC', la solución 

de la ecuaci6n anterior es: 

a • s°' -... --.-.... -. __ -_-,.·:_. ,----~-;---~-----------_:-,_t ______ -.. ~--1 , 

f . ~o<-J J,J -¡J_;t5-,fJ{J- vi 
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o sea 2 -1 ( .ft\..R r-=1-a = ----- sn ~ • • v<íít-a·>\6-S) 1(-~ f • 

6 /1 + l/(12 - /1 - 1/112 
El valor k = ~ • ~ • -_-:.,-_-_-_-_---_ .... _----~-------------=-- es el m6-

°'-/ ~ / 1 + l/(12 + 1-1 - 1/112 
dulo de la función elíptica que aparece en la ecuación anterior. 

Designando el valor v(o<-fH,1-B) i °< df 
2 7J v (e><-J )(~ -~)(~ -/HJ.-&) 

por -

K, éste coincide con la definición del cuarto de periodo de la -

función el!ptica sn u (correspondiente a J para sen u trigo 

nométri ca) • 

Si se escribe 

anterior se deduce que 

oc+ Sk sn2 (~a) e-x ... ~ = _______ st....,..._ 

l .. ,. k sn2 { ~a) • 

de la ecuación 

(12) 

El valor de ~ ha sido eacogido de modo que el periodo de -

J • ~ (tJ;J) sea ,e, pudiendo ser la función desarrollada en armó

nicos pares. El haber escogido este periodo se debe a que en las 

órbitas periódicas internas los armónicos impares tienden hacia -

cero al tender fi hacia 1.31359, quedando finitos sólo los -

armónicos pares. A.dem.1s, presenta ·la ventaja de dar las ecuacio

nes de Hill en la forma normal, ya,que la serie de Fourier que en 

éstas aparece tiene un periodo n. 

Entre los valores de las constantes.que aparecen en las ecu!. 

ciones anteriores existen relaciones algebraicas muy variadas. A 

continuación aparecen las que serán utilizadas en los cálculos 

posteriores: 



- 10 -

- oc6 • /9/ 

O( • s • ' • r = i, 

0<- 6 AY 

1 • k • °' - r • 7 ca>, 

°' + 6k = ( l + k) fJ , 

C<k + 6 = ( 1 • k) r. 
oc2 - 6 2 

:;o . oc - 6 = 2 oc - 1. 

Poniendo x='),+t1 y A=1+ 'li, donde t(a) Y'l(O') 

constituyen una solución periódica, las ecuaciones en variaciones 

serán: 16 

donde los par~ntesis significan que una vez verificada la ditere'ª 

ciación se substituirá t en lugar de x. y 'l en lugar de >,.. 

En el caso de las órbitas ecuatoriales se tiene (i) • {~) 

• O obteniéndose: ____________ ..,. ___ ,__ ___ ~-.-------------
16odon Godart, A.nn. de la Soc. Soi. de Bruxelles, I 5ª,, 30 

( 1938). 
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(14) 

las dos ecuaciones tie~en la fonna de ecuaciones de Hill si se -

substituyen las funciones ~ • ~ r ~ • ~ por sus respecti

vas series de Fourier. 

Las funciones que interesa desarrollar en serie de Folil'ier -

son X,~,~- Las tres funciones son expresiones lineales de -

8 2x. -x -2x • e y e • A continuación se deducen los desarrollos e~ 

serie de Fourier de estas tres funciones y de la función --

x ~ log (ex) a fin de comprobar los resultados mediante la ecua

ción (9). 

3. DESARROLLO EN SERIES DE F OURIER 

Las expresiones de e-x, e-2x y e2x en f'unci6n de a se 

obtienen fácilmente de la ecuación --( 12). I>ara valores reales de 

a las tres funciones satistao$11 la'.s condiciones de Dii;ichlet. 17 

La variable x • log (ex) también satisface estas condiciones -

para valores reales de a. Por ello los coeficientes de la serie 

de Fourier se pueden encontrar mediante 1ntegraci6n. 

La doble periodicidad de las cuatro funciones anteriores pel:, 

mite encontrar las integrales necesarias tasándose en el teorema _____ .,. ___ , _____ . ______ , _________ _ 
17Whittaker y Watson, op. cit.,_§ 9.1. 
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de los residuos, lo que reduce el trabajo de la integración al e~ 

tudio de las funciones en la vecindad de sus puntos singulares en 

el plano complejo de la variable a. Las :,·_~ .... 7.'·:> fu.n~itJnas y todas 

sus derivadas son continuas para valores reales de a. Este métg 

do ha sido ya utilizado en el libro de Whi ttaker y \fatson ''A 

Course of Modern Anal y sis," § 22. 6, para el desarrollo de las tun 

ciones de Jacobi en series de Fourier. 

3a. peducción de los coeficientes de Fourier a2n (n r O) 

MFª la función e-x.- De la ecuación (12) se tiene la relación: 

e-x = f(WO') = 
oc+ 6k sn2 

t( z) = ---.... _,~ 
l + k sn2 

<23~, ., ( m.) . 
n 

Utilizando el mismo simbolismo que W)J.ittaker y Watson en el 
K~ 

Cap! tulo XXI: ~' = t , q = e -n¡{ = e:"C 1', se ve que la función 

f( z) tiene periodos ~ y tt ¡ ; es decir: f(z + a) = f(z), 

f(z +ni)= f{z), por lo que será suficiente estudiar la función 

dentro de la celda indicada en la figU!"a l. 

M n& .. '1'+n¡ -2-l-,rJ -- 2 

z~ 

~+5 
2 2 ½t:rr 

Z¡ 

·- ·-----~-· ... ·----- ~- :-· . .., •... _ .. -:.---.- ~ 

tr 
-2 1 o 

Fig. 1.- Celda de periodicidad en el plano-z. 
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Siendo sn2 (2!z) una función meromo;fa, 18 los \1nicos pun-

tos singulares de r(z) pueden provenir de los ceros del denomin~ 

doro de los polos del numerador. Como para los puntos en que el 

numerador tiene un polo el denominador también tiene uno del mis

mo orden, la segunda posibilidad se descarta. Los dnicos polos -

de f(z) serán las ralees de la ecuación 

1 ·to k sn2 (g~) • o. 

Dentro de la celda la función tendrá dos polos simples: 19 

Z¡ • a 4 J z2 - 2!'.1 4 . 

Siendo Z¡ un polo simple se tendrá, para su residuo: 20 

o(+ 6k sn2 (JKz) 
#r R¡ ~ lim (z - z1 ) f(z) = lim 

Z--+ z1 Z ~ Z¡ 1 + k sn2 (g,KAl 

:s 

= (o<- 6) # = 
2k • 2K1 l...?-~ k 

ff • 

z - z1 

2 2Kz¡ 
o<+ 8k sn (-) :e 

2K 2kz1 2Kz1 2Kzl 
~k-sn--cn-··dn-:r # # # 

i O( - 6 .E.. = - 1· ,,, • l+k·4K .,., 

El valor del residuo para el btro polo se deduce fácil.menta 

del teorema de que la suma de los residuos de una función el!pti-
. . 

ca dentro de una celdf, es nula, siendo, por lo tanto: 

----- --- ,------~--·~··· ······-·-····· --- . ·-.-...... ~- -··-~---·------·--------
18E. Goursat, "Cours d'Analyse Mathématique,'~ (P~ris: 

thier-Villars; 5eme. ed., 1929), Vol. II, J292. 
19wb.1ttaker y Watson, op. cit., 922.41, ex. 2. 
20 § E. Goursat, op. cit., 294. 

Gau-
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Como • es el periodo de la :ru.nc16n t(z) en el desarrollo 

en serie de· Fourier los arm6n1·oos impares serán nulos '1 los pares 

estarán dados por las t6rm.ulas: 

2 
ª2 • -n • 

• 
J'"'l t(z) cos 2nz dz. 

• -2 

En virtud de las fórmulas de Eu.ler la expresión anterior es igual 

a la parte real de la integral: 
a i ?. t(z) e2n1z dz. 

-2 

Integrando a lo largo de la trayectoria C: (- f, ~. ~ + •~, 

• •1 t A - ~+ni, - '2' se endra: 

• ,r +¿t cS. 
i' f(z) e2n1z dz • 4~ + 4~ ~ 
e -~ ~ 

Como f(z+,r)c f(z) '1 e2ni(z+n) • e2niz, la segunda '1 cuarta in

tegrales son iguales y de signos contrarios, cancelándose en la -

suma anterior: 

ff _n••g 
J~ f(z) e2niz dz • i: t(z) e2niz dZ +.C 2 f(z) e2niz dz 
e -2 rn, 

• 
• .f~ t(z) e2niz dz • -2 

• 

• 

• 
- ~ t(z+:1,i} • --

2 

8 2ni(z+srl) dz 

• (1 - q2n) i: f(z) e2niz dz • 2a1 tR • 
-2 
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En el punto z1 el residuo del integrando es: 

- iw 

y en z2 el residuo es: 

ff 

:. J';.r(z) e2niz dz = 

-2 

. .. = 

n 
q2 

4,., -----...., .. n' 
l ..¡. (i 

nin,; n 
- iw e 2 = - i q2 w, 

n 3n 
2iri 2 2 --- (-iq w + iq w) 

l-q2n 

nro. (15) 

3b. Deducción del término secular a~ara la función e-x.

Para n = O el método anterior no es aplicable, ya que la inte-

gral de f(z) a lo largo de la trayectoria antes indicada es nu

la. Encontraremos el valor de la integral de una expresión más -

general: 

q>( z} = 
A+ Bk sn2 

1 + k sn2 

donde A y B son constantes arbitrarias. El residuo de q,(z) 

en el punto 

R = 

= 

z = :cg 
1 4 es: 

A + Bk sn2 
lim (z - z 1 )q,(z) = 

z~z1 d~ .(l+k sn2 
1 

(A - Bjn = 
2k • 2Ki l~k 

. A - B 
- l.W --~. 

C( - o 

2Kz1 
(-) 

:e 
2Kz1-
(-)) 

3C 
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Tomando la integral de la expresión cp(z) a lo largo de la 

trayectoria c1 : ( 1r n n ,r¡ # ª ~) 
- '2°' '2"• '2' + 2' - '2' + 2' - e:. de la figura::.., 

la segunda y la cuarta integrales se cancelan por la misma razón 

que en el caso anterior. El 'dnico polo dentro de la trayectoria 

es el punto z1 . 

Teniendo en cuen·:..a la relación: 21 

sn {u + iK') 
, 

= .::. ns u 
k 

se puede escribir 

ff ff 

.; q>( z) dz = .r! q>( z) dz - j; cp(z + ~1 } dz 
el -2 -2 

:,r A + Bk sn2 ,.?-K.~) ; A + Bk sn2 { 2Kz + 
= . p ----..... ,.). , "1'jK~z dz - p.;;. 2 OT.tr{ 

-_:r2 1 + k " c. Joc sn· (-'1 ~ + sn '---) -n 1 + k ,., . \ ff e:. ... 

iK') 
dz 

iK') 

~ A + Bk sn 2 ( 2!z) ,..~ Ak sn 2 { 2!;z) + B 
= j -----"""'-dz - J -------- dZ 

- :,r2 l + k sn 2 ( ~Kz) · - ~ 1 + k sn 2 ( 2Kz) 

= 

Por otra parte: 

" 
Il + I2 = ~ 

-2 

# . ~ # 

A+ Bk sn2 

1 + k sn2 

A - B 
2:rw oi-:--S· 

--------------------------------------
2¾/hi ttaker y Watson, op. cit.,_ § 22. 34. 



- 17 -
rr .,.,. 

= J"'2 (A + B) dz = a {A + B). r: 
-2 

••• I 1 = 12 (~(A?B) + 2noo ~) = ~ (A+B + 2w A-B, '16l 
0(-6 2 oc-6' · \ · 

Por consiguiente, para deducir el término secular a0 de la 

función 

B = 8, 

-x e , basta poner, en el resultado anterior, A =o( y -

obteniéndose: 

ªo = 

• 

1' 
2 ,,2 - J~ # 

-2 

,·, 
• =. I 
:tr 1 

oc+ Sk 2 (g_Kz) sn 
#t dz 

sn2 (~~) 1 ,(o k 
ff 

1 ,:, 200 • 

30. !)educci~n 4~J:.2~.QQef'i <Ll~gte:L_~ourier 
-2x ,P.ara _J_f!.J'Y.J1Qj.6n_ e _. - La expresi6n explicita de 

ción de z = ooa es: 

-2x e • 

(17} 

ª2n {n r O) 
e-2x en fun--

Por razonamientos similares a los utilizados para la función ant~ 

rior se llega a la conclusión de que los l1nicos polos que tiene -

la función t 1 (z) dentro de la celda dibujeda en la figura l son 

los puntos z1 = ~¡ y z2 = J¡i. ~en polos dobles, por lo cual 
· 22 el método antes utilizado para ·encontrar la parte principal de 

la función no es aplicable. 

En el punto el coef'i ci·ent e de - 1 "2' en la serie de 
(z-z1 ) 

L:iurent22 será el cuad:·ado del residuo 

que t 1{z) ª [t(z)] 2 , o sea (-ioo} 2 = 

en el caso anterior, por--
2 -w . 

. ···--·-- ~ ·--~··· ·-~-- -------
22whi ttaker y Watson, op. cit., _§ 5.6, § 5a61. 
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Para encontrar el coeficiente de -L en la misma serie, -z-z1 
o sea el residuo, se recurrirá al siguiente artificio. La inte--

1 () 1 ( "ff ff ~ gra de r1 z a o largo de la trayectoria c1~ - ~' °2'' ~+y, 
,e tr'" ff) - ~ + -l", - '2' , es igual a 22riR1 , porque z1 es el dnico pun-

to singular dentro de la trayectoria , Las integrales ~ -, 
ff "2' 

j~....!.I. se cancelan como en los casos anteriores. Utilizando la -
-,·2 
misma t1,ansformaoi611 ene con la tunclón · q,tz) se tendrá: 

• ~ ~ JC_ dz 
n ~« + Sk sn2 ( 2Kz~\ 2 

-; 1 + k sn ( 2!~) 

= J~ o<+ 8k sn, L •[ 2 c2KzJ2 
-2 1 + k sn2 (~..!) 

[O(+ 
~+ 

oek sn2 (~) + 6] 
1 + k sn¿'' ( ~) dz 

a f f(z) dz = 2~1 (·-iw); 

º1 

• •• R~- = :- i<a>. 

La transtormac16n que lleva, en el integrando, la diferencia de -
' los cuadrados a la diferencia de,las expresiones respectivas se -

debe a que: 

ot + Sk sn2 ( 2Kz) 
----...,...--.,¿ff 

1 + k sn2 (2~\ ff , 

2 , 2Kz) o<.k sn ,-~- + 8 se 
+ ---··· --2 2Kz 

l + k sn (---) :r 

= o(+ s = l. 
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La parte principal de t 1 (z) en el punto z1 es: 

El residuo en el punto 

2 (z - z1 ) 
iw 

z - z,· -
z,, ... es R2 = - R1 = 1w en virtud de que 

la suma de los residuos de todos los polos comprendidos dentro de 

una celda de periodicidad es nula. 23 Por lo tanto la parte prin

cipal de t 1 (z) en el punto z 2 es: 

2 
w 

z - z,,· ... 

El residuo de la función f 1 (z) e2niz. en el puntv z1 es: 

n n 
= - iwq7l - 2in,:.u2 q'[, 

y en el punto z2 es: 

Integrando f J:{ z) e2niz a lo largo de la trayectoria C: 

·y· aplicando el miBillo razona!ll.iento -

que antes se obtiene: 

~ 

2niz { :r1 (zj e dz = ( 1 - q2n) ./~ f' 1 ( z) e2niz dz = 2:rciI.R 
V 

."o ª2n = 

-F. . ... 
n .3.n. "n 

2'2 2 2'T 2in~J q + iwq -2inoo q ~ . 

:tr 
,, 0 
.::. ,._ ,f" t · ) ces· 2nz dz ... .J ...... ,\z. "' ... ... -~ 

23whi ttaker y Vla tson, op. cit. , -§ 20 .12. 
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n n 

= 4wq-;¿ + 4ru&>2 2q2' (n r O). 
l+qn 1-qn 

(18) 

-2:x 3d. ~ducci6n del término secular a0 para la funci6n e .-

Para encontrar el término a 0 seguirá el siguiente método: 

De los teorEmas de adición para las funciones elípticas de Jaoo-

bi 24 se tiene: 

[ 
2Kz iK' 2 2Kz iK' 2Kz iK' ] 2 

2 2Kz iKt dn(-;-)dn(-2 )- k sn(--¡--)sn{~)cn(7 )cn(-r) 
dn (-- + ~> = --------.-----------.-,,---------

ff ~ l - k2 sn2 <2!~) sn2 (~) 

substituyendo las :f'unciones de (~) y efectuando las operacio

nes algebraicas la expresión anterior toma la tozma: 19 

(l+k) - 2ik(l+k) 

La integral de la parte imaginaria de la expresi6n anterior es -

una función racional ,-.d sn2 (~) y por ello esta integral en-
" 

tre limites O y 2a es nula. Ahora bien, 

2ff+•¡ 2# 
• ¡ 4 dn2 ( 2Kz) dz • !'10 · + ,. 

!i. " J ~ "o 
4 4 

.. 2" 2 2Kz = J. dn (--) dz e: o :r 
2•E 
T· 

-------····-·- ·- ·--···- ··-··- ... ' - ·- .. ·-·--·-· -----~--
24Wh.1 ttaker y Watson, op. cit., -§ 22.21. 

(19) 
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La primera y la tercera integrales se suprimieron porque, en vir

tud de la periodicidad del integrando, tienen valores iguales y -

de signos contrarios. Recordando la expres16n explicita de la --

función -2x 
e ' por operaciones algebraicas sencillas se encuen--

tra la rela ci6n: 

Las fórmulas (16) y (19) dan las integrales de los dos suma~ 

dos. Aplicándolas se tiene: 

E 2 
S 2tt oc+ 5k sn2 -2}z~ 

o 1- .... ---2-2Kz dz 
..... k sn -;-

= 

:. a = o 
o<- 8 

2ro ---1 v k 

2~. 

(20) 

3e. Deducción g_~_!_gs coefi._9ientes de_Fourier a2n (n; O) 

para la función e2x.- La expresión que se va a estudiar es: 

8 2x 1 + k 
sn2 (~~T • f 2(z) = 

o(+ 8k sn2 (~) 
tt 

La función f 2 (z) tiene, dentro de la celda, (Fig. 2) dos polos 

dobles, localizados en los puntos z1 y z2 • Los valores z1 Y 

z2 son las raices de la ecuación: 

ex+ 5k 2 2Kz sn --- = tt 
O; 
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;+ir i; 
#l; 

. . 

z2 zl 

ff o ,r -~ ~ 
Fig. 2. Celda de periodicidad de f 2(z) en el plano-z. 

. 
• • 

2Xz 
sn ____! = 

# sn ~ 2 • ~>i> l. 

Ahora bien, escribiendo z1 = ~ + r, se tiene: 21 

2Kz 
sn _! = • 

. 
•• 

= 

Por ser este valor real e inferior en valor absoluto a la unidad 

existe un valor de r entre - f y ! que satisface la relación 

anterior. Para encontrar este valor se recurrirá a la fórmula -

que suministra Wilson. 25 Fácilmente se puede demostrar que 
5!!.J_ z2 • T r. 

Para encontrar la parte principal de t 2(z) 

se ve que: 

-------------··---·-···-·-- -·· ···-·-·---· 

en el punto 

25E. B. Wilson "Advanced Calculus. '' (Ginn and Company: -
Boston, 1912 J , § 189, fórmula 10. 

z, 
.L. 



los primeros dos factores son funciones regulares en el punto z1 

y el t~rce~o tiene un polo doble, Desarrollando en series de po

tencias estos factores y multiplicándolas, se obtendrá el result,!. 

do buscado. Para obtener la parte principal es suficiente obte-

ne1· el desarrollo de sn 2!~ hasta la segunda potencia inclusive. 

A fin de simplif~~ar la escritura y las operaciones se eser! 
2Kz birá el desarrollo en funci6n de u = ~--: 

sn u1 
2Kzl 

= l-=1ic, = sn--
~ 

- /i - 2-
i ,/Tfk -~ -h oc en u1 = An u1 = -e- -- = -6k k -

, 

<L1. u, = .... 

donde los signos '=-~ que preceden a las radicales se deben a --

que para o<r<~, los valores de las funciones en y dn de--

ben ser imaginarios negativos. 26 El desarrollo en series de po--

tenc!as se obtiene por la serie de Taylor: 27 

Substituyendo esta expresión en cada uno de ,los tres factores de 

la tunci6n que se estudia se obtiene: - - .. _ ... , ·--... -- ... -... -~--·-·· .. -....... ----· ..... .,._ ........... _ .. __ --. --·-· •.. ____ , .... ·---------
26wii1 ttaker y Watson, op. cit., § 22.34. 
27Whittaker y Watsan, op. cit., § 20.12. 
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• ••• 

La parte principal de t 2(z), que es igual al producto de estas 

tres tunoiones es: 

es: 

• 

• 
CJ)2 1 

( O( 6) 2 ( z - zl) 2 
002 1 

= --- ---------¿ . 
a ( z - zl) 

El residuo de la funci6n t 2(z) e2niz en el punto z = z, -

• 

002 de2niz 1 _ 
a dz z=z1 -. 

2 2inc1J 
a 

2inw2 2ni!j 2nir 2inw2 n 2nir -----e e . =------q e . a a 

Operaciones similares llevan· ál re·sultado: 

ff 

La parte real de la integral ¾~r; r2(z) e2niz dz da el -
-2 

coeficiente a2n del desarrollo de t 2(z; en serie de Fourier. 

Con un razonamiento igual al seguido con las funciones anteriores 



se obtiene, integrando a lo largo de la trayectoria O: (- f, i, 
# . lt #, 
1! + #i, - ~ + ici, - ~J ' 

= 

.. 

. .. 

$C 

( 1 - q2n) 1;· f2( z) e2niz dz 
-2 

2#i?R = - 8~ ~:n qn coo (2nr); 
a 

= -
16cn w2n 
-.Ir,:- -·- cos ( 2nr) , 
l-q'-n a 

( n =, O). ( 21) 

3f~ Deducc16n-ªel_términQ._,secu_l§.r~e-~ la función e2x .. _ 

Para obtener el término secular la serie de Fourier pa~a e2X se 

puede seguir este método: 

Basándose en las fórmulas para la diferenciación de las fun

ciones elípticas de Jacobi, 27 se obtiene la siguiente relación 

= 

d 
dz 

( 
( 2Kz , , 2Kz ) .:a~ ( 2Kz ) ) sn -; -, en , "l'"'ir~ 1,1..1..L -¡--

-2-2:Kz-
o< + 6k sn (-¡-) 

(~ 
+ k sn 2 c ª-~D' 2 

2 ~ ) ------ . 2' 2Kn,., - O(+ ~ s::1 (,cK~) • 
OC+ 8k sn (...:.....=.) 0 :r 

- # 

La integral del primer miembro de la ecuac:t6n anterior-entre O 

y 2n es nula, por ser la integral indefinida una función perió

dica con periodo de 1r. Por lo tanto: 



23' 
J' o [

l + k sn2 

o<+ Sk sn2 

. . . 

- 26 ·-
2 

(~.!.~ 2Kz dz = 
'--) • n 

k .~2= 2 2Kz 
- o<5Jo sn (7) dz 

:.: 

- O( 8 "2tt 2 2K 
= ------ .,, ( 1 - dn ( ~)) dz 

k{oC6) 2 0 ª 

= 2:r.ti<S + ~S 2nE 
-ale ikT 

! ,---1_2" 
"' \ ª l + k 

3g. Extensión del. teorema .de los residuos para un caso par

ticular de funciones mul tj. f9_:r;'!!!!3S. - El teorema de los residuos no 

es aplicable a las funciones m1..1ltifo=mos. Para obtener una e:x:pr~ 

sión similar para esta clase de funciones se trazarán del punto -

de partida de la integraci6ri cortes hacia los puntos de ramit1ca

ci6n28 de la función ... :}:mprendidos dentro de la trayectoria rodea.a. 

do estos puntos con peque!ías circun:f'':lrencia s conectadas a los CO.!:, 

tes (Fig. 3). Conectando estos cortes y circunferencias que ro-

dean a los puntos de ramificación a la trayectoria C, se obtie-

28Appel y Goursat, "Théoriedes Fonctions ils6briques," -
(?aris, Gauthier-Villars, 2eme. ed., 1929), Vol •. I. -
Chap. IV. En este lib~o·estdri explicadas las propieda
des de las funciones multiformes algebraj.cas, sus sinm; 
laridades y los métodos de estudiarlas. La explicaci6ñ 
se extiende fácilmente a todas las funciones multifor--

. mes, en particular el concepto de puntos de ram11'1cac1g_ 
nes y los métodos de transformación de las funciones -
multiformes en uniformes, tanto el método de cortes co
mo el de las superficies de varias hojas de Riemann. 
El metodo de cortes se utiliza mucho ~n este libro para 
estudiar las integrales do las funciones algebraicas, ·· 
lo que es un problema muy pa=ecido al trata~o aqu!. 
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ne una región simplemente conexa en la cual cada una de las ramas 

de la función es una función uniforme, siendo ahorc aplicable el 

teorema de los residuos. Si la función multifo:!'.'lll.e es del tipo -

F'(z) log f(z), donde tanto F'(z) como f(z) son tunciones m_! 

(C) 
A 

~- Fig. 3, 

romorfas18 dentro de : . ..l trayectoria de integración, los puntos de 

ramificación de la expresión anterior serán los ceros y los polos 

de la función f(z). Suponiendo que los polos de la funcidn -

F'(z} no coinciden con los p'..lntos de ramificación se podrá enooB_ 

trar una expresión ana1!tica pa~a la integral de la expresidn prg, 

puesta a lo largo de una trayectoria cerrada. Designando el cor

te y la circunferenci~, correspondientes a un punto de ramifica-

ción, por en, el teorema de los residuos puede escribirse en la 

fórmula: 

i' F ' ( z ) log f ( z ) dz 
C(A) 

+ ••• • 2ori2'.R., (23} 

donde ,., indica que la integral se lleva a cabo a partir del 
•Ó(A) 

punto A, y las R's son los residuos del integrando dentro de 

la trayeot.oria y pueden proven1.r sólo de los polos de F' (z). -

Si z1 es un cero de orden n1 de la función f(z) se tentr,: 
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J' F' (z) log f(z) dz • J"b + .;8 1 + J~ F' (z) log f(z) dz • 
el a b' ºi 

donde ºi, es la circunferencia que rodea el primer punto de ra

mificación z1 . En la vecindad del punto z1 , la función f(z) 
n¡ 

puede escribirse como f(z) = (z - z1 ) ,<z), donde ,<z) es -

regular para z • z1 y diferente de cero. Tomando la circunte-

rencia ºi de radio r y designando por M y m respectivame& 

te las cotas superiores de F'(z) y log f(Z) dentro y so-

bre la circunferencia, el integrando tiene por cota superior la -

~xpres16n M(m + n1 log r ). Siendo la longitud de la trayecto

ria de integración 2:r.r, el valor absoluto de la integral sobre 

0i es inferior a 2añ4(m + n1 ¡1og rp, expresión que tiende ha 

cia cero con r. Por otra parte se tiene: 

F'(v) = F'(v•) • 
' 

log f(v) • log f(v•) + 2n1fti, 

donde v y v• son puntos correspondientes sobre loe lados del 

corte. 

La segunda relación se obtiene de la integración de ft¡t 
a lo largo de la trayectoria B1 (Fig. 3) que comprende un solo 

punto de ramificación z1 . Como z1. es el 'dnico punto singular 

de esta funci6n con un residuo n1 ;la ecuación anterior es el r.1 

sultado de la aplicación del teorema de los residuos. 29. 

:. ¡b F' (z) log :r(z) dz + ¡a·• F' (,z) log :t'(z) dz 
a b' 

= ib - ¡b' F' (z) log t(z) dz • Jb 2n1n1 F' (z) dz 
a a• a 

= 

·---·-·--··--·-----~·---·--·------·-···--·--·--·-·----------
29 § E. Goursat, op. cit., 299. 
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Haciendo tender el radio r de la circunferencia que rodea el -

punto z~ hacia cero se llaga a la relación: 
.J. 

{
1 

F' (z) lag t(z) dz ª 2n1d [ F(z1 ) - F(a~. 

En el caso de un polo la expresión que se obtiene es semejante p~ 

ro con signo contrario. 

Substituyendo esta expresión y otras similares en la ecua-

ción (23) se tiene: 

./ F ' { z ) log f' ( z ) dz 
C(A) 

donde n0 es el orden del cero z0 y np el del polo zp. Se 

ve que la integral es Lndependiente del punto inicial sólo en el 
# caso de que el nilmero de polos y el de ceros dentro de la trayec-

toria de integración, tomando cada uno con su orden de multipli-

cidad, sean iguales. 

3h. Deduccióp. de +o~Jicien..il.S de Fourier a2n (n 'f O) 

para la func~ón x.- Para encontrar;los coeficientes ~2n del -

desarrollo en serie de Fourier · de la· función 

1 + k s~2 (~) 
X • log je 

sn2 ( 2X'i)• oc+ Bk 
lt 

substituiremos en la f6rmula (24) t{z) por 

l + k sn2 ( gq) 
ex = ~ 

o<+ 5k sn2 (ª-~> 
# 
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y F'(z) por e2niz, tomando como trayectoria de integración la 

misna que se utilizó para otras funciones, C: (- f, f, f + a~, 

- ½+•o, - ~), como se muestra en la figura 4. 

-;+ff~ ------------~•-6 __________ -.i ~+a¡ 

!J/-r ~-'+r 

o 
Fig. 4.- Celda de periodicidad de log ex en el plano-z. 

La función ex tiene dos ceros sencillos dentro de la tra--
z • e:l. :. e~ na yectoria C, 4 , .. 4-, y dos polos sencillos, z • T ! r. 

Siendo F'(z) una función entera, el sumando ER es nulo. 

Igualmente desaparece el sumando que depende del punto de parti-

da, porque el nl1mero de ceros y el de polos de la función ex -

son iguales dentro de la celda de periodicidad lo cual es propie

dad general de las funciones el!pticas.3° Por otra parte, 

F(z) • i e2niz - ro 

Substituyendo los valores· indicados en la fórmula (24) se ob 

tiene: 

------·-·--·--·····~----- - - ________ .. ,. ,_,. ___ , .. , -·--·· ·----·-----------
30Wh1 ttaker y Watson, op. cit., 9 20.13. 
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= 
1 2ni!1 2ni.l!i 2ni(f+r) 2n1(!j - r)] 

2,ri ( ~½) L- e 4 - e 4 + e · + e 

n 3¡ 
= rt (- q2 - q + 2qn oos 2nr). n 

Por otra parte, a lo largo de la trayectoria Q, sn2 (§!_) ,r 

se observa positiva y menor que l/k2, por lo que la tunciOn 

se conserva real y positiva. La parte imaginaria de la tunci6n -

multi:t'ome 

1 + k sn2 (~) 
log ,r 

sn2 (~) O(+ 5k ,r 

es constante (cero si se toma el valor principal). Por ello, to-

mando en consideración las relaciones sn2 (u + 2K) • sn2u .., --
sn (n + 21K') • sn u, se puede escribir: 

1 + k sn2 { ?K( z + ,r} ) l + k sn2 (~) 
log - ,r • log ,e 

sn2 ( 2K{ z + • 1) sn2 c2Kz) O(+ Sk ''< + 6k ,r ,e 

1 + k sn2 (2K(z + :r~)) l • k sn2 (~) 
log ,r • log ,r 

sn2 (2K{z + ,r¡J) o<+ 5k sn2 ( 2ÍCZ) • 0( + Sk • • 
1 + k sn2 (~) 

8 2niz dz . (' log • • • ., ff sn2 2Kz C(-2) O(+ 5k c.,> 

En virtud de las relaciones antes indicadas y de la periodi

cidad de la función e2niz se deduce, siguiendo el mismo método 
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c;.ue en los casos anteriores, que la suma de la segunda y la cuar

ta integrales es nula y la tercera integral es igual a - q2n v~ 

ces la primera: 

1 + k sn2 (2Kz) 
8 2niz dz • j ff log n 

•• 
sn2 (2Kz) C(-2) O(+ 6k 

ff 

n 1 + k sn2 ( 2Kz.) 
= (1 - q2n) i! log n 8 2n1z dz. 

-2 0( + 6k sn2 (2Kz) 
" 

" 1 + k sn2 ( 2Kz) 
2 ,~ 1 n coa 2nz dz 8 2n == ~-J og 

sn2 (2K~) :e ff O(+ 5k -2 # 

n 3B 
2 1 "' ~ q2 2qn cos 2nr) = .. (- q - + 
# 1 _ q2n ii 

n 

A Sn cos 2nr 2 
~· 

= _ q2n - - q (n r O) (25) n n 1 n• 1 - q 

31. P-eduooi6n del término secular a.., __ ~ara la tunc16n x.

Para encontrar el término secular de acta serie se ~tilizará la -

misma fórmula tanando para F:!z} la func16n31 Z{u) • Z(~z) 

= a.tr log 8(u) = "21c iz log 9(2!z). 

1 + k s~ 2 ( g~z ) 
La función log _____ __,..,..,..._ está estudiada ya. 

o<+ 6k sn2 (.?.!~) 
# 

La función Z(u) tiene las propiedades: 

Z(u + 2K) = Z(u), Z{u + 211C') 7- (u) ni ... -:;-,-. 
4'o 

(26) 

31 § Whittaker y Watson, op. cit., 22.731. 
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'~1 iene un polo sencillo dentro de la celda, u = iK' • con un res! 

duo igual a la unidad. En el plano z el polo es z1 = Y con 

residuo igual a 

Integrando 

- ~ + .,, - !) J 

funciones f(z) 

ff 
'21{· 

a lo largo de la trayectoria C: (- f, J, f + ni, 

se obtiene, substituyendo en la tdrmula (24) las 

y F 1 ( z) por ex y z ( 2!z) : 

2 9(1K' + 2Kr) ·9(iK' - ~) • i 
= tcKi log n a o 

Q(~) . 9(~) 

2 if(~r) 
te i n 

= 2·~ log - 2 iK' 
(- s> e (- 2 > 

Por otra parte, teniendo en cuenta las relaciones (26), y s.!, 

guiando el mismo procedimiento que antes, se puede escribir: 

l + k sn2 (2Kz} 
J.. log -----,--L- Z(~) d:2. 
C(-2) o<+ 6k sn2 ( 2~) " 

n • n n k 2 2Kz "' ~+n~ -P\+n¡ - 2 l + sn (-) "lTr-
-,c: (' C:. -. ff 7 (-'Allio-) • .; + + ., + .j log -·-- 2 rz7 " dz 
- 2 ! ~n l; - 2+n~ o<+ 6k sn ( 2 ,r ) sr 

j l + k sn2 ( 2K~) ( .' ) 
= Ji¡ log -- 2 (~} · · Z(~z) - Z <2!z + 2iK' f dz 

- 2 O<+ 8k sn a 
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2 ii2(~l:) 
:;: ~log 2 1K' (- 8)•9 (-) 

ff 

ff 1 + k sn2 (2Kz) . 
ªo • g_ '~ log ff dz •• • J. sn2 (2Kz) -2 o<+ Sk 

ff 

!i2c~) 
• 2 log ff 

2 iK' ( - 5) •8 (-r) 
(27) 

3J. ComRaraoi6n de diferentes métodos de int~graci6n util~

~~.- Basándose en las propiedades de la función Z se podrían 

deducir todos los términos seculares por el mismo procedimiento, 

sin recurrir a artificios especiales, pero los resultados que se 

obtienen estarán dados mediante las tunoiones z y z, 
' 

siendo 

más difícil su cálculo numérico. Por ejemplo, para e-x se oc-

tiene por este método: 

a = o 4ro + 28 - 8Kl ro Z'\iK', 
,r 2 ' ' 

1 28} \ . 

'ralor que debe compararse con el obtenido anteriormente en la fó:r. 

mula (17). 

Para comprobar la igualdad de los resultados (17) y (28) se 

substituirá el valor u=~ 'én 1a·ecuaci6n32 que define 9(u), 

obteniéndose: 
---· --·-----.. -· ..• ·-··-·-·-·--···· ... ··•·• -~.--- ... - --------

32 li . :a;. B. Wilson, op. cit., J 175. 
' 
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o ( ~ 1 l • 1 - ( i + i) + ( q3 + q5) -( q ~ + q i) + •••• 

Igualmente se obtiene: 

Para una órbita calculada se tienen los siguientes datos nu

méricos: 

q = 00026668 

w • 0.38820 

6 = 0.18465 

Substituyendo estos valores en la fórmula (28) se tiene: 

Z( 1~·~) = 
91 (!f) 

9 ( i~.!_) 
= 0.381827. a. 

La expresión obtenida por medio de (17) da el valor: 

. l 

lo quv comprueba la equivalencia de los dos resultados. 

3k. Series de Fourier obtenia.a·s.- Con los resultados de ·"

los cálculos anteriores, se pueden encontrar las series de Fou--
' rier buscadas. Utilizando las mismas letras para los coeficien--

tes de las series de Fourier que emplea el Dr. A. Baffos Jr. en su 

trabajo33 se tiene, para 
, _________ , ___ ---------

33Alfredo Baffos Jr •. Journal of Mathematics and Physics. -
Vol. XVIII, No. 3~ 211 (1939). 
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l ( 4qn coa 2nr 
n 1 _ q2n 

Para X= ae2X - e-x + e-2x, se tiene: 

zo • o, 
n 

z2n • 
2 A_qn cos 2nr 2q?J. ) 4llCa) (- + 

l 2n l - qn - q 

(29) 

( 30) 
2 2 

• - 4n U> z2n· 

La verificación de la ecuación (9) es inmediata tomando los 

·valores de los coeficientes z 2n y z2n. 

Para dar a las ecuaciones (13) y (14) la forma de la eucación 

de Hill pasaremos todos loa términos al primer miembro y dividire 

moa entre w2. Los coeficientes de las dos series de las ecuaci,2. 

nes en t 1 y "Z l los designaremos por A y B, por estar lig.!!_ 

dos a los coeficientes a y b del trabajo del Dr. A. Baftos 

Jr.33 con un coeficiente constante. Los coeficientes de Hill co

rrespondientes a las ecuaciones (13) y (14), tienen los desarro-

llos siguientes: 

l A 1 ( -2x - 2 ). =- ~ e - l} ··· B0 ~ 
(.;J ,~ 
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Los valores de estos coeficientes están dados por las expre

siones: 

2 _ o.. 0< - 6 ,g¡)· 
CI.) OWl+k,r' 

n n j 31) 
16 ng,n 2nr 8ng,?¿ 29."l cos + + 

1 - q2n 1 - qn oo( l+qn)' 

= 1 (2 + k2 2 o<- 6 2E -2w), 
2002 l + k2 - Cl.)l+ k-;-

(3la) 

= -

El hecho de formar los coeficientes de las series de X, 

-\ Xx y ~ AA aplicando layes conmutGtiva y asociativa de la -
(,1) (,1) 

suma y el de diferenciar la serie que representa x término a 

término para comparar~~ con la de X se justifica por el hecho -

de que las series de x, e-x, e-2x y e2x son series uniforme-

mente y absolutamente convergentes lo mismo que la serie formada 

por segundas derivadas de la serie x • x(a). La dem.ostraci6n es 

fácil notando que: 

lim 
n--+ CD 

= 

siendo los términos dé la serie trigonométrica que representa a -

x menores que los correspondientes de una serie geométrica con-

vergente de términos constantes. 

Para las series formadas de la' que re,resenta x • x(a) por 

diferenciación término a término, la relación de los coeficientes 
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al inmediatamente anterior también tiene el limite q1-1~<.1, 

~:~endo por lo tanto tedas estas series uniformemente y absoluta-

mente convergentes para valores de a reales. 

Si la parte imaginaria de wcr es menor en valor absoluto a 

P < - i 4~, la expre si6n 

1 J. 

lim I Z2n CDS 2llWO' 1 ñ¿ l e2P = 

n~ 
i .,,..2 + 2p< 

e l. 

Dentro de la faja - p~I(wcr) ~ p, la serie obtenida es uniforme 

:n.e.a-;,;e convergente por ser sus términos menores que los de una se

rie geométrica convergente de términos constantes. ~entro de la 

:,:,egión especificada la serie trigonomé-":.rica de x será una fun--· 

ci6n analitica de cr.34 

Un razonamiento idéntico demue~tra que las funciones -:x: 
e Y 

e·· 2x definidas por las series trigonométricas son funciones ana

líticas dentro de la misma región. 

Para la función 2x e la región de convergencia es más am.pl.i& 

porque 

= q. 

A9lican10 las mismas razones que en las otras series se obtiene ·· 

una región donde la función es analítica: 

Los resul-t;ados anteriores est§n en concordancia con la distribu-L

ci6n de lo3 "QU.ntos singulares de las f~cto.r:1.~~---ª~t:u_~i.0:d.~~ -··-------.,,,·.r··,.-·-·······. . ·. . 
),.E. Go'..:rsat, op. cit., §290. 
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4. COMPARACION DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS POR DOS PROCEDIMIE! 
TOS DIFERENTES PARA q = O.Ol 

A fin de verificar las fórmulas obtenida3 se compararán los 

valores numéricos que dan estas f6rmulas, para un valor de q d~ 

do, con resultados obtenidos al aplicar el método práctico de anfl._ 

lisis de Fourier.35 

Tomando q = 10-2 y aplicando las fórmulas que dan los dife 

rentes parámetros en función de q se obtienen los valores: 

k = 0.334,5444, 

1.221,6842, 

a = 0.028,0572, 

O( = 1.146,1446, 

S - ... :., .146, 1446, 

ª = 1.040,4000, 
:te 

2F. = 0.961,9376, n 
(a) = 0.448,5620, 

r = 34º5125.82~. 

El periodo se dividirá en 24 partes i~ales. Como ent~e -

los armónicos sólo apare~en los cosenos pares, es suficiente te-

ner los valores entre (a)G; oº y (a)C = 90°, cada 15°. 

Los valores necesarios para hacer el análisis armónico están 

calculados segdn se indica, _en unidades de la séptima decimal> en 

la Tabla I. Aplicando el método de análisis armónico se obtiene¡~ 

los valores de los coeficientes, los que aparecen comparados coil 
... ., ..... -·~·--· ··-- ··- -.- ............. ,_ ... ,-~···-··---·-·--··---~·--··----·--.. -- .......... . 

35-whittaker y Robinson, "The Calculus of Observations. 0 

(London: Blackie and Son, 2nd~ ed., ~.932), Chap. X. 



TABLA I 

. ,Q)(j' = o o 15° 30º 
H ( 2_.1( c:o<T) o 163,6468 316,1645 

1T' 

g (2 K UXT') 
7r 

98o,oooa 982,6795 990,0000 

sn 2 K co6 = ..L H 
7r /k. e o 268,5483 514,9970 

snª 2 K cJYS o 72,1182 265,2219 
1T' 

~+ c5 k sn2 t. 146, 1446 1.142,0916 1.131,2394 

X 1 + k sn2 872,4~03 899 ,8688 974, 1436 e = 
O(+ ók sn2 

X -136,4036 -105, 5063 -26, 1970 
e2x 761,2393 809, 7639 948,9557 

a e2x 2.1 ,3582 22,7197 26,6250 
U= ex - 1 

e2x -167,5028 -123,6548 -27,2472 

X 
1 .358,5827 u' = 2 - e • 1 .481, 1501 1.081,0371 e2x 

X= a e2x - U 188,8610 146,3745 53,8722 
X = 2 a e2x -0' 1 

X -1.438,4336 -1.313,1433 -1.027, 7870 

-/\): 1 - e 
-2x -313,6474 -234,9279 -53,7899 

45º (;¡JO 

447,1689 547,7226 

1 1.010,0000 

721, 1047 874,5125 

519,9920 764,7721 

1.116,9215 1.103,1651 

1.074,3459 1.173,0690 

71,7120 159 ,6233 
1.154,2191 1.376,0909 

32,3842 38,6o93 

64,4123 125,7686 

801,9743 6oo,9276 

-32,0281 -87,1593 
-737,2060 -523,7089 

133,6134 273,3038 
. 

75° 
610 ,9498 

1.017,3205 

968,4439 

937,8836 

1 .093 ,4364 

1.244,3869 

218,6429 
1.548,4988 

43~44-65 

157,8218 

487,9649 

-114,3753 
-401,0718 

354,2133 

90º 

632,4555 

1.020,0000 

1 

1 

1.089,9455 

1.270,2877 

239,2434 
1.613,6308 

45,2740 

l67,5028 

452,2176 

-122,2288 

-361 ,6697 

380,2796 

\,·J 

'..::) 
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los valores obtenidos por aplicación de las fórmulas en las !!,-

blas II y III. 

Aparentemente existe una discrepancia notable en el décimo -

armónico entre los valores calculados por los dos métodos. Para 

explicar est~ diferencia notemos que si a una tu.nci6n periódica -

f(x) se le aplica el método numérico de análisis de Fourier los 

coeficientes obtenidos a' . y b' r r son tales que si 2n es el m1 

mero de intervalos en que se divide el periodo, la expres16n: 

½a~+ ªi cos x + a2 cos 2x + •.• + ª~-l cos (n-1) x +½a~ cos nx 

+bisen x + b2 sen_2x + ••• + b'n-l sen (n-1) x (32) 

es igual a f(z) para todo punto x = ~,(k • O, 1, 2, ••• ,2n-l). 

Los coeficientes están dados por las f6rmulas:36 

! 2n-l 
f(º) cos krs a' • I • r • o, l.' 2' . .. ' n; r n n n ' k=O 

1 2n-l 
f(~t!.) sen Js!.3!. b' = I . r • 1, 2' •.• ' {n-1). r n n n • k=O 

Si la función f(x), desarrollada en serie de Fourier da una se

rie absolutamente convergente, se podrá obtener la relación entre 

los coeficientes del polinomio trigonométrico (32) y los coefi-

cientes de la serie de Fourier, substituyendo f(,.) por la se-

rie correspondiente en las fórmulas arriba indicadas. Teniendo -

en cuenta las fórmulas: 
·-·-·- ------·--·-------------------

36wii1 ttaker y Robinson, op. cit. , § 134. 
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TABLA II 

---
zn zn -X 

n ( 1) (2) ( :. ' (1) (2) 

o 61,6158 61,6160 o o o 
2 -187 ,1517 -187.,1517 150,6255 150,6256 150,6256 
4 •¡ :"1~*~457 -10 ,1457 32,6624 32,6623 32,6623 
6 -6677 -6679 4,8378 4,8365 4,8379 
8 -499 -500 6440 6426 6439 

10 -41 -40 816 825 805 
12 -4 -3 96 116 95 
14 10 

116 1 l 
1 1 

TABLA. III 

------
ªn bn ~ Bn 

( 1) ( l) ( 1) (2) ( 1) (2) 
-817,1619 84.2881 4.061,2802 4.061,2802 418,9108 418,9108 
-526,7660 -340,2405 1.309,0096 1.309,0095 -845,4952 -845,4951 
-81,4017 -50,1372 202,2827 202,2825 -124,5906 -124,5905 
-11,4346 -6,6233 .8,4:\.49 28,4149 -16,4587 -16,4587 
-1,4674 -8234 3,6465 3,6459 -2,0462 -2,0459 

-1813 -997 4505 4446 -2477 -2446 
-211 ... 114 524 525 -284 -285 

6o -32 
7 -4 

·- --·---··-··· 

(1) Valores obtenidos de los de la. Tabla I po~ análisis armónico 
aproximado. 

(2) Valores obteniqos mediante f6rmulas. 

i 
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2n para r + p = 2r1n y r-p *' 2p1n, 
2n-l 

cos k~ cos ~ = I n para r + P = 2r1n o r-p = 2p1n, 
k=O n n 

o para los demás casos; 

2n-l 
sen krf!_ ¿ r.-~ o oos -- = • 

k::::O n n , 

n para r + P = 2r1n, 
2n-l 

sen B"..!t sen~-r. -n para r - P • 2p1n, 
k--0 Il n 

o para los demás casos; 

donde r, p, r 1 y p1 son nwneros enteros. 

Si representamos f(x) por la serie: 

1 + + + + '2" a0 a1 cos x •• º 8m co:21 mx ••• 

+ b1 sen x + ••• + ªm sen mx + ••• , 

se obtiene: 

00 00 
a' = r. 8 2kn+r + I 8 2kn-r' r k=O k=l 

r = 0,1, ... ,n; 

00 00 
b' = ¿ b2kn+r - I b2kn-r' r k=O k=l 

r = 1,2, ••• ,(n-l). 

Tomando en cuenta estas expresiones, el valor del coeficiente del 

décimo armónico del cdlculo numérico debe ser igual, despreciandc· 

ermónicos de orden superior, a la ~uma del 102 y 14- arm.6nicos 

exactos. Por ejefilplo, A10 + A14 = 4446 + 60 = 4506, · valor que 

difiere del obtenido por cálculo numérico (Aio = 4505) en una ·· 

unidad de séptimo orden. Tomando en consideración este factor de 
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corrección en la comparación de los dos m,todos, la discrepancia 

máxima no pasa de dos unidades de séptimo orden en la Tabla III. 

Para i calculado segwi e1 método numérico existe otra ca~ 

sa de discrepancia para los armónicos de orden elevado. Se debe 

a que estos coeficientes se obtienen de los coeficientes de las~ 

rie de x multiplicándolos por 4n2~2 , valor que es muy grande 

para n elevado y hace que una diferencia despreciable en x a

parezca como una diferencia notable en x. Por ejsnplo, en el do 

ceavo armónico de x una diferencia de una unidad trae una dife

~:·encia de 29 unidades en x. Por ello los valores de los coe-

ficientes de la serie de x calculados mediante fórmulas y que -

son exactos a siete decimales .'.:e compararán con los de la serie -.. 
de . X calculados por el otro procedimiento y no con los de x. -
3n tal caso la discrepancia máxima entre los valores de la Tabla 

11 obt.enidos por los dos métodos tampoco pasa de 2 unidades de 

séptimo orden. 

Estos resultados sirven de·comprcbación ~e la exactitud de -

las fórmulas obtenidas. 

5. RESULTADOS DE LOS CALCULOS NOMERICOS PARA. DIF~ 
Tl!S VALORES DEL PA~.l.MEI'RO q. 

Para tener una idea general del comportamiento de las órbi-

tas, conforme q varia desde cero·hasta la unidad, he calculado 

ocho órbitas para valores de· q(O <q <1) escogidos arbitrariameA 

te. Las Jablas IV-VII! muestran les resultados de estos cálculos, 

:i.ndicando en la primera linea, los m1meró s 2, 3, ... , 9 las 6rbi-

tas calculadas y reservándose los n'\1meros 1 y 10 para los ca-



- 43 -

sos limites q = O y q = 1 

rresp,indientes de q "1 de K 1 

la segunda y tercera :.!neas. 

respectivamente. Los valores co-

aparecen en todas las tablas en -

La Tabla IV contiene los parámetros 

principales que sirven de base para el cálculo; la Tabla V, los -

coeficientes de Fourier de la coordenada de posición x; la Ta-

bla VI, los coeficientes de Fourier de la aceleración x = X, "1 

las Tablas VJ:I y VIII, los coeficientes de Fourier de los coefi-

cientes de Hill en las ecuaciones {13) y (l.4), cuyas expresiones 

explicitas están dadas por las fórmulas (31) y (31a). 

~l método de cálculo utilizado ha sido el mismo que para el 

valor q ~ 0.01 ya expuesto y posteriormente los resultados nu-

méricos han sido comprobados por las fórmulas (29), (30), {31) y 

{31a) que dan los coeficientes de las series de Fourier. Para la 

órbita No. 8 hubo que hacer la división del periodo en 36 par-

··~-es en vez de 24, porque los armónicos de orden elevado iban -

creciendo en valor, y para la óroita No. 9 se dividió en 48 pa~ 

tes. Las fórmulas indicaron, segdn se puede ver de las tablas -

que las primeras 7 órbitas resultaron correctas en 4 decima-

les por el método de f .1álisis armónico aproximado, pero para obte 

ner con la misma exactitud la octava órb! -·~a habría que hacer la -

división del periodo en 72 partes (de 5° en 5°), ya que existen 

armónicos de orden 36 de valor numárico mayor que una unidad de 

cuarto orden. 

5a. La 6rbita __ limite._~a _q_= O.- Para completar el cua-

dro anterior hubo que calcular los valores correspondientes a 
1 

q = O y q = l. Para la órbita 1 (q • O) todos los valores se 

pueden obtener de las fórmulas haciendo tender q hacia cero ex

cepto los valores z0 y r. Para z0 se puede notar que x v~ 



TABLA IV 

IL __ l~J.._:_____ ~-;~L. 4 ¡ 5 1 _ 6 _ 7 l 8 11 9 1 ~ 
q o 10.00101,7 o.002c,3 o.00465,6lo.00821,7jo.01423,8 0.02666 18 0.06887,3 0.23383,8 1 1 

1 f1 001' 2.00000 1.63299 1.41421 1.26-<~91 11.15470 1.06905 1 .. 01000 l 1.00002 1 1 -
. 1 1 
J :< 1 o ¡ 0.12702 0.19460 0.26795 1 o.35ioo o.45142 10.58957 ¡0.81860 10.99106 

/ O( j 1 j ~-0~902 ji.08630 1.11237 ! 1.13738 J 1.161.;.4 11.18465 ¡ 1.20362 ¡ 1.2c710 

¡ /3 l 110.93301 0.89528 0.85355 Jo.806::._9 ¡0,75000 ¡ 0.67678 ¡0.57019 lo.50316 

) .f j O 1' Oe ofr:;99 O .10472 11 0-14645 ¡ 0 .19381 O. 25000 1 O .32322 1 O .42981 1 0.49684 
1 - 1 . - • 1 1 

¡ 6' ¡' o ¡ ., .. 05902 -·. 08630 - • 11237 1- .13738 - : 1c1-1-4. !I _ o 18465 1-. 20362 1 - • 20710 
1 • 1 

! .2,,_K, .l 11.00407 1.00968 1.01871 ! 1.03314 1.05776 i 1.10952 J 1.29457 J 2.17167 
l 

2.,:1110.99595 ¡0.99046 ¡0.98181 ¡0.96845 10.94692 10.90642 10.80164 10.65316 

l{;) 1 o. 51 o .49400 o.48609 10.47409 10.45665 10~43083 10.38820 10.29887 10.16553 

r 145°J 41°22'30"l39º26'50"l 37º22'00"j 35º01 140"J32º13 1 20°l 28º21 1 1011 l 21°25•0511 l 11º35•4011 

1 

t 1.20711 

. o .. 50000 

0.50000 

-.20711 

CX) 

0.63662 

o 

o 

1 

.p, 
\.N 
p 



TABLA V 

1 2 3 4 5 6 
q o 101,7 241,3 465,6 821,7 1423,8 

~ CD 2.00000 1.63299 1 .41421 1.26491 1 e: 1 J470 

zo o 702 1634 3063 5171 8361 
z2 -6332 -9662 -13221 -17158 -21753 
z4 -102 -24·2 -469 -832 -1450 
z6 -2 -8 -21 -50 -114 
za -1 -3 -10 
;o -1 

..Z12 · 

z14 
z16 
z,a 

.zoo 
z22 
Z24 
z26 

7 8 

2666,8 6887,3 
1 .06905 1.01000 

13810 25923 
-27695 -36o71 
-2725 -6849 
-293 -1233 
-35 -239. 
-5 -50 
-1 -11 

-3 
-1 

9 

23383,8 
1.00002 

45433 
-35394 

. -17216 
-7055 
-276o 
-1083 
-435 
-179 
-75 
-33 
-14 
~7 
-3 
-1 

10 

1 
1 

69315 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

1 

+" 
\,>.J 
o' 



TABLA VI 

1 2 3 4 5 6 
q o 101,7 241,3 465~6 821,7 1423 ,8 

~ m 2.00000 1 .. 63299 1041421 1 e 26L1r91 1 .. 15470 

Z0 o 6181 9132 11886 14312 16151 ,.., 

Z4. 398 916 1688 2776 4305 
z6 19 67 172 373 859 
Z8 1 4 16 45 121 

z10 1 5 18 
Z12 1 3 
z14 
z16 
z,a 
Zro 
Z22 
Z24 
Z26 
Z28 
Z30 

· zJ2. 
Z34 

. 

7 8 

2666,8 6887,3 
1.06905 1 .. 01000 

16695 12888 
6571 9787 
1589 3963 

si.~,. 1369 
73 44-6 
14 140 
3 43 

14 
4 

9 

23383,8 
1.00002 

·}786 
7366 
6792 
4724 
2899 
1675. 
938 
515 
278 
150 
80 
42 
22 

11 
6 

3 
1 

10 

1 l 
1 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
.D 
o 
o 
o 
o 
o 

1 

+:
\.},1 
() 



TABLA VII 

1 2 3 4 5 6 

q o 101,7 241,3 465,6 821,7 1423 ,8 
(l) 2.00000 1.63299 1.41421 1.26491 1-15470 

Ao 4.0000 4.0079 4.0182 4.0331 4.0529 4.0769 
A2 o 3863 6030 8546 1.1698 1. 6128 
A4 o 203 484 935 1658 2899 
A6 9 33 90 211 485 
As 1 2 8 25 74 

1 
1 3 1 1 A10' 

A12 2 

A14 
Al 6 ¡ 

A18 
A20 
A22 
A24 
A26 
A28 
A30 
A32 
A34 
A36 

7 8 

2666,8 6887,3 
1.06905 1.01000 

4.0911 3.8388 
2.3961 4 .. 7098 

5552 1. 5774 
1261 5451 

264 1821 
54 580 
10 179 

2 54 
16 
5 
1 

9 

23383,8 
1.00002 

-1 .. 5702 
13 .. 4762 
7.8731 
4.3238 
2.4104 
1.3563 

7582 
4178 
2268 
1215 

644 
339 
177 
92 
47 
24 
12 
6 
3 

10 

1 
1 

- (X) 

(X) 

(X) 

(X) 

00 

(X) 

(X) 

00 

(X) 

(X) 

(D 

00 

(X) 

(X) 

00 

CD 

(X) 

00 

00 

1 

.p
\.N 
p. 



TABLA VIII 

1 1 2 i 4 5 6 

q o 101,7 241,3 465,6 821,7 1423 ,8 

~ co 2.00000 1.63299 1.41421 1.¿6491 1 .15470 

Bo o 409 977 1905 3415 6071 
B2 -2566 ..3986 -5608 -7593 _, 0·0303 

• 1 

B4 -122 -292 --569 -1017 --1800 
i B6 -5 ..:.19 -52 -122 -283 
1 B8 -1 -4 -14 -42 

B10 -1 -6 
B12 -1 
B14 . -~ .. 

B16 
B18 
}3 a:) 

B22 
B24 
B26 
B28 
BJ) 
B32 
B34 

B36 

7 8 

2666,8 6887,3 
1.06905 1.01000 

1 .1926 305281 
-1 04906 -2.7705 

-3508 -1.0123 
-747 -3379 
-151 -1076 
-30 -332 
-6 -100 
-1 -30 

-10 
-3 

9 

23383,8 
1.00002 

19.1775 
-703180 
-406907 
-2.7400 
-1.5444 

-8524 
-4635 
-2488 
-1323 
-698 
-365 
-190 
-99 
-51 
-26 
-13 
-7 
•3 
-1 

10 

1 
1 

co 
- co 

- co 
- CX) 

- 00 

- (X) 

- 00 

- CX) 

- CX) 

- (X) 

- 00 

- Q) 

- CX) 

- Q) 

- CX) 

- CX) 

- CX) 

- ·(X) 

- O) 

1 
.p 
\..N 
CD 
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ria entre valores log o< y log /3 y al tender q hacia cero -

las dos expresiones anteriores tienden hacia cero. La curva que 

representa x en función de a -tiende hacia el eje-a (x • O). 

Permaneciendo finito el periodo, de ello se deduce que z0 tien

de hacia O ya que 

Z = 00 f'W x( a) da o ~¡; .:,o • 

Para el valor de r se notará que: 

,.. 
l . - I) lim l.!Jl -.~·- • 

q--+O O<k q---+O 

./Í.+1/ Ji 2 - l /1+1/ ~ 2 + /1-l/"(12 . 

= lim 
q-~ o 

• l lim 
'2'q--+ o 

/1+1/012 + 1 /1+1/,12 - /1-l/'(12 

~
/2+1/ bi 2 + ./Í-1/~f12 l + 1/112 - 1 

. 2 2 
¡;;11,i 2 + 1 J 1+11r1 -(1-1111 > 

r/1+1/(/ + /1-l/¡-1r 
l/1-,.1/ J'i 2 + 1 J 

l líi+1/01 ~ + /1-1/ Ql'i' 2 l 
= '2' lim 7--- = ~-

i1---+ 00 -/1+1/ 012 + 1 ..J 

El parámetro r está definido por la ecuacidn: 

sng~ = 'FB 
ff ~' 

o su equivalente: 

,r-6]0tk dz 
= (; ---·----

' ./( 1 - z2)( l - k2z2 ) 
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':; .. miendo en cuenta las desigualdades: 

l L l ¿ ~ 

v"1 - z2 ./(1 - z2)(1 - k2z2) ./(1 - z2Hl - !r.2). 

e integrando entre limites O y v-5/~k se obtiene 

-l/41 L 2Kr .; l -1 /4I sen - ---= ---- sen • ock ~'f r~ O(k 
v'l - k 

Al tender q hacia O, 2Kr --ff tiende hacia sen-1 A•¡• 45°, 

por estar comprendido entre dos valores que tienden a este limite 

común. Por otra parte, lim 2K == 1, 
q-+- o :te 

siendo por lo tanto 

lim 
q--+ o 

5b. 

r = 45º. 

La 6rbita No. 10, (q = 1).- Para la órbita 10 (q • 1) 

los valores 'b' 1 , k, O(,/~, d, 6 se encontrarán inmediatamente de 
• 

l.:iS fórmulas respecti·~-as pasando al limite. Para estudiar otros 

parámetros se designará ~ • l - q como infinitesimal básica. 

De la serie de Taylor se tiene: 

log q = 2 -"l + 0(1, ) • 

De la relación log q log q' 2 
• ff ' donde q' es el parámetro --

conjugado de q, resulta: 

2 
log q' • - !. + 0(1), 

2,· 
una cantidad negativa infinitamente· grande de primer orden, sien

do por ello q• infinitesimal con respecto a f n cualquiera que 

sea n. 

El com~ortamiento del parámetro K en la vecindad de q • 1 

se deduce de la expre.sió::.1 _ siguiente: 37 
37w11son, op. cit., § 189, ecuación (9). 



2K 
-- = ff 

- 4 log 4' (1 + 2qt4 + ••• )2 • ! + 0(1), 
ir < 1 + vlc) 2 -" 

1a cual muestra que K es una cantidad infinita de primer orden. 

El valor de w se obtiene de la t6nnula (Sección 2): 

o sea una infinitesimal de primer orden. 

El valor de E tiende hacia la unidad segdn se puede ver de 

la fórmula: 

,r 

E = }! /2.. - k2 sen2cp dcp. 

Teniendo en conaideración loa valores obtenidos para x. w 

y E, fácilmente se deduce que los coeficientes A0 y B0 son 

cantidades infinitas de 2° orden y los demás coeficientes de es

tas dos series son infinitamente grandes de primer orden. 

Para el valor de r se utilizará la relación 

El valor de (v-5/~k) \q. 1 • v'29 - 1 .se obtiene por substitución 

directa. Integrando las desigualdades anteriores entre O y -

v-SJ~k y utilizando la definición integral de r ya i~dicada 

para la órbita 1 se tiene: 

-1 /:'S' ~ 2Kr~l -1 ~ tanh ./ii<k - --¡- - k tanh k lo;'ic· 

Por el razonamiento ya utilizado se obtiene: 



11m 
q--+ 1 

. 
•• 
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~. 
• 

r • 

una infinitesimal de primer orden. 

Para los coeficientes de la serie de x se ut111zar4 el si

guiente m6todo. 

Dado un valor é > o arbitrario se pUede e21oontrar un valor 

,>o <i aqu! no es la infinitesimal b6sica discutida antes) tal -

que: 

l + k sn2 (~) 1 
log O(+ Sk 8D2 (di) - log 2 < e . 

,r 

lo que no es sino la expresi6n de la continuidad de la tunci6n -

log 1 + k u2 con respecto a las variables u y k. 
oc+ 6k u2 

Por otra parte, haciendo tender k hacia la unidad, ,r 

crece indefinidamente y por lo tanto existe, para un valor e y 

un valor '2 definidos anteriormente un valor de k • k;;, k1 tal 

que para todos los valores de k tales que 1> k~k0 se verif'i-

que la desigualdad: 

-1·. . 
tanh Jl - 't ) < é . -• 

Definiendo ) cano ) • tanh-12t1 - 'Z) <E, donde X0 es el -
o 

valor correspondiente a k0 , se iendrá para toda k tal que --

l>k~k0: 
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2Kz¡. = il-f d x < tanh·l ( l - 'l.) • 2Ko'$' ~ 2IC). 
ff o ./( 1 - x2) ( 1 - k2x2) ,r • 

Para todo valor de z en el intervalo (), f> y todo valor de -

k tal que 1> k~k0 se tiene: 

Las desigualdades anteriores se verifican, porque todos los valo

res de z que allí aparecen están en el tntervalo (O, f> en el 

cual la función sn 2!z es una tuncidn creciente de z. 
Utilizando las relaciones obtenidas se puede escribir: 

•• 
• 1 ~ .f, 'S' ( log ex - log2) dz + ¾ 4 ( log ex - log2) dz f 

ff 

L g J;) j log ex - log2 1 dz + ! r- l 1og ex - log2 f dz. 
- ff o ,r ; 

El valor máximo del primer integrando es log 2Ql<. porque ex va

ria entre o< 1p y 2>~>¼• El valor máximo del segundo inte-

grando no pasa de G seglln la forma en que se han definido los -

valores ; y k0 , siendo cierta la afirmación anterior para to

dos los valores de k~k0 • De·lo anterior se deduce: 

una cantidad infinitamente pequefta. 
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Siendo cierta esta relación para todo valor de k tal que -

1> k> k0 , se puede escribir 

• log 2 . 

Para los demás términos de la serie se tiene: 

j z2n j ª 1 f '° lag ex cos 2nz dZH t /1 7.~g ex - log2) coa 2nz dz 1 

,e 

L ~ .,; 1 log ex - log 2 1 dz < 4 é • 

La ~ltima expres16n tiende hacia cero al tender k hacia l, cg, 

mo ha sido mostrado arriba, por lo cual 

lim z2n = O 
k -S> 1 

(n• l, 2, 3, .•. ). 

Los coeficientes de X se obtienen de los de x multipli-

cándolos por -4 n2w2 (= O para este caso porque w = O) siendo 

por lo tanto nulos. 

50. Imagen grtifica de los resultados numéricos anteriores.

En las figuras 5-8 están las representaciones gráficas de los re

sultados numéricos más importantes indicados en las tablas IV, V, 

VII y VIII. En todas las figuras fue tomado el parámetro q co

mo variable independiente. Para que no se agl.:;meren demasiado.-

los puntos correspondientes a ·1as 6rbi tas de valor q pegueflo -

( y 1 grande), lo que producir!a en las figuras líneas con una pen

diente muy fuerte, siendo ésto poco conveniente para ver con cla

ridad la variación de los pardmetros, se utilizó el papel semilo

gar1tmico, mediante lo cual se ha extendido la región vecina del 

punto q = O hasta -co . 
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En la figura 5 aparecen el pardmetro fundamental de St6rmer 

61 y los valores de ~ y ,. m~ltiplos de los pardmetros K 

y E llamados integrales el!pticas completas de primera y segun

da clase respectivamente. Para calcular, dado el valor de q, -

el valor de r1 es necesario encontrar antes el valor del módulo 

k de la función el!ptica. La fórmula gue nos suministra este v~ 

lores: 

,r'k • 
l i 

H¡ (O) = 2 g.4 + 29,4 + 
91 (o) 1 + 2q + 

g_5_ 
2 9, 4 + •••• 
2 q4 + •••• 

~l valor de y1 está dado por la relaci6n: 2 l + k2 
'11 • 2k (~l. 

porque k es positivo). 

Como k es una función creciente del pardm.etro q variando 

desde O hasta 1 para oL.qL1, el valor de y1 , seg'dn se ve 

de la fórmula arriba utilizada, disminuye para el mismo intervalo 

de q desde oo hasta la unidad. 

Para calcular el valor de 2K se utilizó la 1'6rmula: 
~ 

2:- = Q~(O) • (l + 2q + 244 + •••• ) 2 • 

De la misma se ve claramente que 2;' es una función crecien 

te de q, siendo igual a la unidad para q • O y tendiendo ha-

cia el infinito en la vecindad de q = 1, .lo que ya fue encontr~ 

do con mayores detalles anteriormente. El valor de 2E se en--,r 

cuentra de la fórmula:38 

38wilson, op. cit., § 191, fórmula (20). 
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K K E = !"~§J, 
la que, con una ligera variación algebraica, puede escribirse co-

mo: 

2K = -- -
# 

donde k' = 

2 
/2: _ k2 a ( 1 - 2q + 2c¡! - • . •) • ~. 

1 + 2q + 2q + • • • gl (O) 

l'ara ver el comportamiento general de 2E es más cómoda su def'in 
nición mediente la integral: 

la que muestra que F, es una función decreciente de k (y por -

lo tanto de q) y disminuye desde # para k = o hasta la uni-2 
e.ad par3 l'." = l. 

En la figura 6 están las gráficas de k y r, siendo k .. 
el módulo de las funciones el!pticas y +r las pertes reales de 

las dos ratees del denominador de la función e2X {Sección 3e). 

El valor de 1.: se pueie deducir de· la fórmula ya indicada. Para 

valores de q vecinos a q =· 1 es más conveniente, tanto para -

el cálculo numérico como para el estudio del comportamiento la -

fórmula: 

donde q' es el par~etro conjugado de q y está definido por -

la relación lag q log q' ~ n2 ya- utilizada anteriormente. Si -
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se toma la cantidad infinitesimal f • l - ·q como infinitesimal 

bdsica en la vecindad del punto q • l repitiendo el razonamien

to ya usado se llega a la conclusión de que tanto q• como (l-k) 

son infinitesimales cori respecto a tn, cualquiera que sea el v~ 

lor de n. De ello se puede d~ducir que para q • 1 todas las -

derivadas de k con respecto a q son nulas, lo cual explica el 

achatamiento que se nota en la curva en la veoindad de este punto. 

En el lenguaje geométrico se dice que el contacto de la curva -

k = k(q) con la recta horizontal que pasa por este punto es de -

orden infinito. De ambas fórmulas se puede ver que k es una -

función constantemen·:;e creciente de q y vale cero para q • O 

y la unidad para q = l. Para el cálculo de r se puede utili-

zar la fórmula:39 

= 1 + 2q cos 2r + 244 cos4r + 
1 - 2q cos 2r + 2q4 cos4r + 

••• 

• • • 

de donde se obtienen las relaciones aproximadas: 

dn _gK:r_ - v'k' 
~ ~ 2q cos2r 2Kr dn --- -:- l"k I 
:tt 

0 ~ 2q cos 2r 
1 + 2q4 cos4r 

despreciando en el primer caso las potencias de q superiores al 

torcer grado y en el segundo e.a.so ~s superiores al octavo. Las 

cantidades que aparecen en el primer miembro están ya definidas -

en este trabajo: k' es el módulo conjugado (k2 + k'2 • 1), y -

el valor dn 2Kr está dado por la expresión: n 

dn -ª!:t /i k2 sn2 ~ ª /2. k2 ( =.§.) = /o<+ s k = - - . 
:tt :lt «k oc 

----·- --· . . -· ·-·--- --------··-
39-v'lilson, op. cit., §189, ecuación (10). 
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El comportamiento general de r se ve claramente de su det1nic1dn 

mediante la integral: 

en la cual el factor rápidamente creciente ~ en el primer miem 

bro sugiere que r es una función ñecreciente de q iariando -

desde 45° para q • O hasta oº para q • l. Todos los par4-

metros discutidos hasta ahora están tanados de la Tabla IV. 

Los valores más importantes de los coeficientes de Fourier • 

en las ecuaciones en variaciones son los términos seculares. Los 

términos seculares A.0 y B0 de las Tablas VII y VIII respecti

vamente aparecen en la figura 7. Las fdrmulas que dan sus valo-

res están comprendidas entre las fórmulas (31) y (31a) respecti-

vamente. El coeficiente B0 crece constantemente desde O para 

q = O hasta infinito para q • l. El coeficiente A0 crece dea -
de el valor 4 para q = O hasta un m4ximo que difiere poco de 

4, para el valor de q • 0.025, valor que corresponde Ki • 1.1, 

disminuyendo después rápidamente, pasando a valores negativos y -

tendiendo hacia - oo para q = l. 

En la figura 8 aparecen w y , z0 tomados de las Tablas IV 

y V respectivamente. El valor de C1> está dado por la fórmula 

«.-J' 
(a) • ~ 

2-• 
El numerador de esta expresión puesto expl!citamente en func16n -

de ( 1 es: 



función creciente de y1 y por lo mismo decreciente de q. El -

denominador de la f6nJula que da el valor de oo es una tunc16n -

creciente de q como· ya fue demostrado anteriormente, pudiendo -

deducirse que oo disminuye constantemente al aumentar q~ El va -
lar de ~, que es 2• veces la frecuencia del movimiento decre

ce desde ½ para q • O hasta cero para q • l. El ~ltimo re-

sultado equivale a decir que para q • l la órbita deja de ser -

periódica ya que el periodo, que es el valor reciproco de la fre

cuencia tiende hacia infinito, perdiendo significado la periodic! 

dad para el limite. Este caso corresponde a la 6rbita doblemente 

asintótica a la órbita circular de radio l. 

El término secular de la coordenada de posic16n z0 crece -

desde cero para q • O hasta log 2 para q • l, como ya ha si -
do demostrado en la Sección 5b. Su expresi.6n explicita aparece -

entre las f6rmulas (29). 

Otros coeficientes que aparecen en las Tablas IV•VIII no ti,! 

nen la misma importancia para tener la idea del movimionto y por 

ello no se hicieron sus gráficas respectivas. 



6. R~~ 

l) El estudio del movimiento de una part!cula cargada eléc

tricamente en el campo de un dipolo magnético se reduce a la scüy_ 

ción de tres ecuaciones diferenciales simultaneas de segundo or--

den. Tomando com0 coordenadas de la partícula cargada las coord~ 

no.de.a esféricas, que presentan ls. -,rentaja de ofrecer la misma s:t.~· 

m·Jtria que el dipolo, se :puede reducir el sistema da ecuaciones -

diferem~iales a un sistGm.a da des ecuaciones de segundo orden~· r~~ 

duciéndcse el e~tudio del movimient0 en tres dimenslones al est,'..l

dio del movimiento de la part:;'.cula e.:i su propiJ plano meridian.c "l 

,e la rotación del plano meridiano alrededo~ de! eje polar. El -

sistema obtenido no e:. integrable directamente, pero mediante i.:i·-· 

tegraci6n numérica fueron encontradas propiedades ~uy interesru¡-

tes de las órbitas~ en particular de las orbitas periódicas orto

gonales a la intersección de los planoo meridiano r ecuatoriaJ. -

descubiertas por St6rmer y estudiadas detalladamente por Lemaitre 

y Vallarta. Las trayectorias en el plano ecuatorial son sol,lbles 

mediante funciones elípticas Y: en el caso particular de que e! -

parámetro (i• introducido por St5rmer para disminuir el ntlme~c 

de grados de libertad, sea mayor que la unidad, se reducen a una 

t:-e.yectoria rectilínea periódica a lo largo de la intersección e.e 

los planos meridiano y ecuatorial. 

2) Para estudiar las órbitas simétricas, que para el valor 

de ~l ~ 1.31359 tienden hacia las órbitas ecuatoriales, y para 
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estudiar en general el comportamiento de las 6rbitas en el plano 

meridiano en la vecin1ad de las órbitas ecuatoriales es necesario 

~esolver las ecuaciones en variaciones, que para las órbitas ecu!!_ 

toriales se reducen a la forma de dos ecuaciones de Hill. La f'lJ1! 

ción periódica que aparece en la ecuación de Hill en forma can6ni 

ca está presentada como serie d0 Fourie~. Para nuestro caso par

ticular se necesitan encc~trar las series de Fourier conociend~ -

las funciones elipticas corrcsponrJ:ientes. Además, para la verifi 

cación dol resultado es conveniente encontrar las series de Fou-

rier que nos den la coorde!lada y.la aceleración de la particula, 

o. fin de poder verifica:.· el resulta ~:o mediante la ecuación del mo 

vimiento. 

3) Todos estas f'uncionori s0n d<"',Jlcmento periódicas, lo cual 

pcrmi t.c encontrar las int06:'alcs que dan lo:.:i c:>eficientes de Fou-· 

rior con sólo estudiar los pmü,o~ singulares de estas funciones. 

Los dos coeficientes de II.Lll y la aceloración son funciones elip

ticas, siendo aplicable para zu estudie el t.eorema de los rcsi-

duos. Para la coorde:.tda de p0sición, que es logaritmo de una -

!'unción el:i.ptica se necosi ta aplic~r un -1,jeorema más g0neral quo ··· 

el anterior aplicable a fu..~ciones nultiformes no algeb~aicas, El 

coso particular qup aqui se pre8cnta fue resuelto recurriendo al 

artificio de cortes. 

4) Las fórmulas que se obt.1:.vieron presentan la ventaja so·-·· 

bre ol método numérico para obtener·1as serie& antes mencionadas 

de ser cómodas para el cálculo y ser más seguras en los resulta-

dos, ya que el método num6ri~o med.innte la fórmula trapezoidal no 

da valores exactos, principalmente para armónicos elevados en las 
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órbitas de valores de (i próximo a la unidad, como se vid al -

comparar los resultados obtenidos por los dos métodos. 

5) Para tener una idea general del comportamiento de las 6r 

bitas se han calculado varias de éstas, tomando como parámetro 

principal la q de Jacobi. Para los casos extremos q • O y 

q • 1, que no representan en realidad órbitas periddicas en el -

sentido estricto de la palabra, ya que para q • O la órbita se 

reduce a un punto y para q = 1 el periodo crece indefinidamente, 

perdiendo sentido la periodicidad, hubo que aplicar métodos espe

ciales para calcular los valores limites de algunos de los coefi

cientes buscados, 
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