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PROLOGO

La teoria clésica de Perron-Frobenius para matrices ha si
do generalizada por varios autores para espacios de dimensidn

finita e infinita.

El presente trabajo reune los resultados obtenidos por -
Vandergraft [i], H. Schneider y R.E.L. Turner [2] para opera-
dores que dejan invariante algln cono en un espacio de Banach

sobre los reales.

El primer capitulo contiene una generalizacidn de la teo-
ria de Perron-Frobenius para matrices en espacios de dimensidn

finita, asi como unas aplicaciones a procesos iterativos.

En el segundo capitulo se obtienen resultados similares, -
en espacios de Banach, pero haciendo a un lado la linealidad y
continuidad de los operadores y basdndose fuertemente en la -

preservacidn del orden parcial inducido por un cono.



CAPITULO I.

PROPTEDADES ESPECTRALES DE MATRICES

CON CONOS INVARIANTES

1.1. INTRODUCCION

Los resultados b&sicos de la teoria de Perron-Frobenius

para matrices no netativas son:

Propiedad I. Si A es una matriz n x n con elementos
no negativos (A » 0), entonces: (a) p (A) es un valor propio,
(b) existe un vector propio, no netativo, correspondiente a
pg(A), (c) si B > A, i.e., B-A20, entonces p,(B) > Py (A), don

de p_ (A) es el radio espectral de A.

o

Propiedad II. Si A > 0 es irreducible (§ 1.4), entonces:
(a) p; (A) es un valor propio simple, (b) existe un vector pro-
pio, positivo, correspondiente a p; (A) y (c) si B>Ay B #A

entonces Py (B) > G (A).

Propiedad III. Si A tiene todos sus elementos positivos
(A>0), entonces: (a) p  (A) es un valor propio simple, mayor
que la magnitud de cualquier otro valor propio, (b) las propie-

dades II(b) y II(c) se cumplen.

Los resultados referentes a la existencia de vectores y
valores propios I(a), I(b), II(a), II(b), III(a), han sido gene

ralizados para operadores en espacios de Banach (ver [6], ﬁ y



y [q]. Los resultados relacionados con la comparacidn de los
radios espectrales fueron generalizados por Vandergraft [1]

en vista de sus aplicaciones a los procesos iterativos. Estos
resuitados no habian sido generalizados adecuadamente, la irre
ducibilidad, que es una parte importante de la teoria, era re-
emplazada generalmente por una condicién mds fuerte. Por ejem
plo, Mapek [11] probd algunos teoremas de comparacidn para los
operadores u -positivos de Krasnosel'skii. Puede ser demostra
do (ver § 1.4) que estos operadores son esencialmente irreduci
bles, pero no reciprocamente. Shaefer [ﬁ] definid una clase
de operadores en un espacio de Banach, la cual en E" es la cla
se de matrices irreducibles; sin embargo sus resultados sola-
mente son referentes a la existencia de vectores y valores pro

pios.

En su generalizacidn de la teoria de Perron-Frobenius,
Vandergraft reemplazd la positividad de un operador por la con
dicidn de que deje invariante a un cono y, para obtener resul-
tados mis fuertes, supuso que los espacios eran de dimensidn

finita.

En este capitulo presentaremos estos resultados [}], en
la seccidn 1.2 damos algunos resultados bidsicos en la teoria
de conos en En, en la seccidn 1.3 se dan condiciones necesarias
y suficientes para que una matriz deje invariante a un cono. En
la seccidn 1.4 se generaliza el concepto de irreducibilidad de
una matriz y también se dan condiciones necesarias y suficien-

tes para que una matriz sea irreducible con respecto a un cono,



asi como criterios de comparacidn para los radios espectrales
de dos matrices. En la Gltima seccidn se dan algunas aplica-

ciones a procesos iterativos.



1.2 Conos en E".
Un cono K es un subconjunto cerrado de E" el cual sa
tisface:
i) KN (-K) = {0}

K+ K=K

e
e
A

a KC K para cualquier a > o.

e
e
.
A

Un cono es llamado sdlido si su interior K° es no vacio
y se dice que K reproduce a E"si E"=K-K. Si xe K en
tonces escribiremos x 1# oyy x > o significa que x estéd
en el cono que consiste de todos los vectores de E" con coor-
denadas no negativas. Si A es una matriz n x n, entonces es
cribiremos A 3* ocuando A x € Kpara toda x € K. Si K
es un cono sdlido entonces x >> o significax € Ky A>> 0
significa que A x € K° para toda x ¢ Ky x # O. Podemos uti-

lizar el cono K para establecer un orden parcial en E" y es-

cribiremos x 5# y si y - x estd en K.

Los siguientes lemas nos dan algunas propiedades impor-

n
tantes acerca de los conos en E .

Lema 1.2.1: Sea K un cono sdlido en E" y sea x ¢ K°, en

tonces para toda y e " existe a > o tal que a y i# X.

Demostracidén: Si x € K°, entonces existe ¢ > o tal que
la bola de radio e con centro en x, B(x,e) estd contenida en

K y por lo tanto para todal>o la bola B(Ax,re) estd contenida



en K, lo que implica que A xek°.
Para cualquier ch‘n y A> L%L tenemos

| Ax-QOx-y)| = |y |< A €
y por lo tanto
AX-y € B(ax,re)CK

i.e., y 5kxx, lo cual demuestra el lema.

Lema 1.2.2: Sea K un cono en E" y sean x, yeK con -~

y_<_k xe9 K, entonces y e 3 K.

Demostracidn: Primero demostraremos que si x=u+v con
u,veK y xedK, entonces u y v estén en 3 K. 'Supongamos que
ue K°, enton;:es existe e>o0 tal que la bola B(u,&) estd conteni-
da en K. Sea yeB(x,e¢), entonces | u+v—y|<'g y de aqui que --
y-veB(u,e¢)CK. Ahora, y = ('y—v) + v e K, lo cual significa que
B(x,e)CK; por lo tanto x ¢ K°lo cual es una contradicecidn. And

logamente vedK.

Si oikyikx, entonces como (x-y) + y = x ¢ 3 K tenemos que,

por lo anteriormente demostrado, y e 3 K.

Lema 1.2.3: Sea K un cono en E". Entonces K es sbdlido si:

y solo si K reproduce a E".

Demostracidn: Supongamos que K es sdlido y sean ye:En y
xeK®, entonces existe A>o0 tal que Ax-yeK, por lo tanto y-ixe(-K)

y como y=ax-(Ax-y) con rxXeK, entonces EM=K-K.



Ahora supongamos que K reproduce a En, entonces K tiene

n vectores linealmente independientes, sean XKy2XpseeesX €S-

tos vectores y consideremos el siguiente conjunto

n
{xel(‘x =z a.x.,ai>o}

2 i
i=1 1

éste no es vacio y estd contenido en K°, por lo tanto K es sd

lido. .

Un vector xeK es llamado vector extremo de K si x=u+v

con u, v ¢ K implica que u y v son mltiplos no negativos de
X. Un cono K es generado por un conjunto de vectores si cada
elemento de K puede ser escrito como una combinacién lineal fi
nita de estos vectores, usando solamente coeficientes no nega-
tivos. La relacidn entre estos dos conceptos estd dada por el

siguiente teorema:

Teorema 1.2.1: Cualquier cono en E" es generado por sus

vectores extremos.

Demostracidn: Esta va a ser por induccidn en n. Para
n = 2 el resultado es obvio. Supongamos que el teorema es cier
to para espacios de dimensidn menor que n>2. Si X es un punto
interior de K C:En, entonces sea ueK linealmente independiente
de x y H el plano generado por x y u. Entonces % = HNX es
un cono de dimensidn 2, como xck, entonces X=Xy + X5 donde X
y %, estép en la frontera de E. Para cualquier e>o considere-

mos la vecindad B(XT@), entonces B(xl,e) | H es una vecindad de

N
X, en H y por lo tanto existe yeB(xi,e) A H tal que y # K



y entonces y + K, esto implica que Xy € 9 K. Anilogamente --

X, € 3 Ky por lo tanto para demostrar el teorema podemos con-

2
siderar solamente puntos de la frontera de K.

Sea x € 9 K arbitrario, podemos suponer que X no es ex-
tremo, en cuyo caso x=u+v, donde u,ved K, por el Lema 1.2.2, y

ademés son linealmente independientes de x.
Consideremos el conjunto .

U = {yeK|y=au+8v;a,p>0}

este conjunto es un cono que contiene a x y adems si yeU, en-

tonces

05¥y=au+8vikku+xv=xxeaK, A= max(a,B), lo que implica que UcCjK.

Sea S el mayor cono tal que x ¢ S C23 K. Si HS es el me-
nor subespacio que contiene a S, entonces H_ tiene dimensidn me
nor que n, ya que si su dimensidn es n entonces existen en S n
vectores linealmente independientes y por lo tanto S tiene inte
rior no vacio, que contradice la hipdtesis de que S C 3 K. Aho-
ra podemos aplicar la hipdtesis de induccidn a HS y la demostra-
cidn estd completa puesto que todos los vectores extremos de S
también son extremos.de K. .Para demostrar esta iltima afirmacidn
consideremos yeS y supongamos que no es extremo de K, entonces
y=u+v donde u,veK. Supongamos que u ¢ S y consideremos el conjun
to

S' = {ZeKlz=m +au, we S,a> o}

claramente S' es un cono. Como og#w+au=m+u(y-v)§Fw+aycSC3K,



entonces wtauedK y S'C3K. Como xeS' y S' es mayor que S,
tenemos una contradiccidn en la definicidn de S, de aqui que
ueS; andlogamente veS. Por lo tanto y no es vector extremo

de S y el teorema queda demostrado.

Sean XqsXRgseoosXp vectores linealmente independientes
en En, definimos el cono generado por estos como el conjunto
= . . >
{x|x E a; Xis al_o}
=1
Un subcono de K es cualquier cono contenido en K, un

subcono extremo es un subcono generado por algin subconjunto

de vectores extremos de K. Si un subcono extremo estd conteni

do en la frontera de K, entonces se dice que es una cara de K.

Si F es una cara, entonces estid contenida en un subespa-
cio lineal de dimensidn menor que n. El menor subespacio tal
serd denotado por HF‘ A cada xe€3K le corresponde una cara en
particular, la cual tiene algunas propiedades Ttiles. Estas

son descritas en el siguiente lema:

Lema 1.2.4: Dada cualquier xedK existe una cara F tal

que:
i) xeF ° relativo al subespacio Hp ,
X

ii) Fx = 3K N HFx .

e k k . .

iii) o< y <'x implica y € Fx .

Demostracidn: Por el teorema 1.2.1, cualquier xe€3K pue-

de ser escrita como x = & V. X donde v; > 0, X extremo

i=1



para i=1,2,...,m. Sea F el cono generado por LPRL SERETES S

F es un subcono extremo. Ademds si y = I aixieF, @, 2 0, de

max (%i)

k
,» entonces y< BxedK y yedK, por lo -
min Zvi5

finimos B =
tanto F es una cara. Como el conjunto

{xlx = I Vv.X. , v.>0}
i=q i'd i
es abierto relativo al subespacio HF’ entonces F es una cara

que satisface (i).

Sea Fx la mayor cara tal que (i) se cumple. Entonces ob
viamente F, C 3 K n Hp 3 aKﬂH.F es un conjunto cerrado, -
X

X
(al(ﬁH.P yn - (aKﬂHF ) = {o} y AGKNH Yc (3KNHp )51 A>0.
X X X X

+ + +
Sean Xy >.¢2caKnHFx, entonces x4 x2€HFx y como x, + X.€ K,
se tiene que Xy + xzeaK o %y + x25K°. Supongamos que --

. s v o
x, + xzel@, camo Fx reproduce a HFx tenemos Xy + X, vy y2el<

1
con yus ¥, € Fx’ pero esto. }anlica que y € K ° lo que contradi
ce y, € Fx C 3 K. Por lo tanto Xy + xzea Ky entoncesaKan.x
es un subcono contenido en la frontera de K. Para demostrar

que 3KN HF es una cara, veremos que todo vector extremo de

%JK(]HF e: un vector extremo de K. Sea ycaKﬂH.F » supongamos
que yx= u + v con u, v € K linealmente independie)r(rtes de y, en-

tonces u, v ¢ 3 K ya'que oik u <_k Y, o<k v <k Y.

Supongamos que u*HF y consideremos el subespacio H' genera-
x

do por HF

u.
x Y

El conjunto 3KNH' satisface las siguientes propiedades:

(AKNH') - (GKNH') = {0} , AKNH') C (3K)NH' para toda A>o
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es cerrado y ademés si w, zed3KNH', entonces w+ z ¢ H', i.e.,
o+ z=au+ o' conw'e HPX, entonces existe n>o tal que -
m'iknx y por lo tanto wt+ z = ou + w'ikau + nxikuy + nxeBKﬂHF s
lo cual implica que w+zedK y de aqui que 3KNH' es un cono ¥
contenido en 3K. Como vuikvyikx para alguna v>o, entonces
x-vuedKNH' y por lo tanto xe(3K{)H')° relativo a H'. Si
3KNH' no es un subcono extremo, entonces podemos seguir cons-
truyendo subconos de la forma aKﬂHi tales que x estd conteni
do en el interior de estos subconos relativo a los subespacios
Hi respectivamente. Como xedK entonces alguno de estos subco-
nos debe ser una cara, pero por la forma en que se definid Fx
tenemos que ninguno de estos subconos puede ser una cara, de don

de se concluye que ue HF . And8logamente v ¢ HF y por lo tanto
X X

y no es vector extremo de E)K(\HF 3 como FX es la mayor cara
X

tal que (i) se cumple tenemos que BKﬂH.F c F, vy por lo tanto
x

F, = aKﬂHPx.

Finalmente, si oik y ikx , entonces yedK. Supongamos
que y * HFX, sea H' el subespacio generado por HFx y y. Si
F' = 3KNH', entonces usando un desarrollo andlogo al que se uti
1lizd para demostrar que aKﬂHF es una cara se demuestra que F'
es una cara y como x-yik xe::aK},c x - yeF', entonces x estd en

(F')°relativo a H.F,. Esto contradice la definicidn de Px,de esta ma

nera ye y por (ii) se concluye que y ¢ F_.
% X
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1.3 Matrices y conos invariantes

De la teoria de conos invariantes en espacios de Banach
[6], [7] se sigue que si una matriz A deja invariante a un co
no sbdlido, entonces po(A) es un valor propio y existe un vec-
tor propio, correspondiente a po(A), en el cono. Esto puede
ser demostrado también usando el teorema de punto fijo de --
Brouwer. Birkhoff [5] dié una demostracidn elemental de este
resultado usando la forma candnica de Jordan. La ventaja de
la demostracidn de Birkhoff es que ésta puede ser extendida -
para demostrar otra propiedad de po(A), la cual se convierte
en una condicidn suficiente para que A deje invariante a un

cono sdlida. Para establecer esta condicidn, necesitamos 1la

siguiente definicidn:

Definicidn 1.3.1: Si A es un valor propio de una matriz

A, entonces el grado de A es el tamafio del bloque diagonal -

mis grande, en la forma candnica de Jordan de A, que contiene

a .

Teorema 1.3.1: Si K es un cono sdlido y Aiko, entonces

i) pU(A) es un valor propio,

ii) el grado de pgA) no es menor que el grado de
cualquier otro valor propio que tenga el mis
mo mddulo,

iii) K contiene un vector propio correspondiente

a pc(A).
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Ademis, las condiciones (i) y (ii) son suficientes para

que A deje invariante a un cono sdlido.

Antes de demostrar este teorema demostraremos un lema
elemental.

"Lema 1.3.1: Excepto éuando el nimero complejo a =p ele

es positivo, existe una sucesidn finita de constantes positivas

r _
(”r) tal que Iwa = O.
Demostracidn: Si « es positivo el resultado es obvio,

Si el argumento de o« es miltiplo de %/2 el resultado es
trivial; de otra manera existe un entero s tal que para cua-
drante hay un entero r;<s con i=1,2,3,4 y ai=ari estd en
el i-ésimo cuadrante. Ahora, si sumamos, multiplicando por cons
tantes positivas si es necesario, los vectores de la forma ar,
con r<s, cuyo argumento sea mayor que el de «, Yy menor que

el de obtenemos un vector de la forma t(1,0). Andlogamen-

ays
te se pueden generar los vectores t(0,1), t(-1,0) y +t(0,-1),

donde t>0; la suma de estos vectores es cero y entonces el lema

queda demostrado.

Demostracidn del teorema 1.3.1: Primero demostraremos (i)

A n . .
y (iii). Podemos extender E y A de manera Gnica al espacio
complejo de dimensién n y escoger una base candnica de Jordan
en este espacio complejo de tal manera que para cada vector X5k

9

de esta bése:
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J=1lyeee 52 3 k=1,...,mj.
2
X =0 s I m. =n (3.1)

Los vectores xj K pueden ser complejos en cuyo caso
b

aparecen como pares conjugados.

Por induccidn sobre r demostraremos que

k-1

= r-s r
Ax. ., = L A Q) %5 k- (3.2)

Para r=1 es cierto pues

k-1
Ax. . = 1 al-s (1 = AL x

X. . + x.
szo J s’ "J,k-s 3 T3k

j k-1

Supongamos ahora que (3.2) se éumple para r-1, entonces

k-1

r - r-1_ _ r-s-1 ,r-1 _
A xik = AA" "x = A sfo Aj ( s ? X5 k,s ©
k-1
= z AI"-S (I";l) X. k-5
s=o J J»
k-2 k-2
r-s,r-1 r-s-1,r-1 r-k+1 ,r-1
I S W ( . I AL . + AL .
s=o J s )xj,k-s s=o J ( s )xj,k-s-i j (k-1)xj,1
k-1 k-1
= 1 A2I°S (r;1)x. kg T ATTE (z:i) X: ks
s=o J J s K- s=1 J>»
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k-1
r ,r-1 r-s r-1 r-1
= AL . + I + 2% + .
i Co Myt Bt [( s ) (s—iili,k-s
k-1
- r-s r r-1 r-1, _ ,r
) s:o Aj (S) ¥y,k-s Y& que ( s )+ (s-l) - (s) ’

lo cual demuestra (3.2).

Ahora, sea p_(A) = max |Aj| el radio espectral de A.
En el caso de que OO(A) =0 (i.e., Aj =0, jJ =1y...,2), en-
tonces A es nilpotente y tenemos que AT(K) = o para algu

-1y 4 o,we K

na r minima. Para esta r, alglin vector w = A
satisface Aw = o = p_(A) w. Lo cual demuestra (i) y (iii) pa

ra este caso.

En el caso de que po(A)=p>o, podemos suponer ‘que los va

lores propios satisfacen la siguiente relacidn:
gl = 1] = e T G A g |2 o2 Ay |

Sea M = max mj s j=1,2,...,v . Entonces

r L j 3 mj r L mj k-1 r
A L 4 C. . X. =z 7 C. A x. = 7 C. T AL ())x.
PR P P SRS 1 S S PN Tt I R DM B Y
M k-1 m. -
r-s,.r Jj r-s r
= I I C. D SR Gl > '3 + ¢ 7 C. AL S Cx.
J k=t 12K gz0 3 8T Ik8 g gq Tk g T ST KeS

donde

N
J = {jel1,2,...,2}} [Aj1=p(A), Memo} 0 = {1,...52)- 0.

Por una parte

M k-1 M k-1
IOEC Il (XL o= : %
J k=1 J,S=0 J S J,K-S J k=1 3°X g=0 S J,Kk-8
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M-1 k-1

M-1 . .
i64.r-s,r ies.r-s,r
= 1 C, I (pe 3J) CHx. +I I C, I J .

J JI:M S=O(D S JsM-S J k=1 J’ks=°(pe ) (S)Xj’k"s
= IC. (peiej)r-(M—l)(r )x. ,+ IC. Mgz(peiej)r-s(r)x. +
J 3-M M-1773,1 ;73M 2o s"73,M-s

M-1 k-1 .
+L I C., = (pe*?3)r-s (g)x. Kes
J k=1 1°F s=0 1>
=z cC. (peiej)r-(M-i)x. + zC. (peiej)r—(M—i)Qﬁr% <. +
J jsM j,1 J jsM - js1
M-2 ... M-1 k-1 ol o
+IC, 0 2 (pe®3)T"S (T )x. Mg I I Ciy I (pe®®3)P "5 (T)x, K
J " s=0 S 1S 7 k=1 10 s=0 S J,%=s
r M-1 ies\M-1 dire-
= . ] ] . + 0
P r (§CJ,M(pe ) e )(j,1 (1))

ya que Q(r) es un polinomio de grado M-2 en r y (z) es un
M-2

polinomio en r de grado S<M-1.

N
Por otra parte, para toda Jj ¢ J se cumple una de las si

guientes relaciones:

a) I)‘jl < p

b) |Ajl =S p mj<M

En el caso (a) al dividir entre p* y hacer que r tienda
a infinito el término correspondiente tiende a 0, en el caso -

M-1 y como (:) tiene grado menor que M-1,

(b) al dividir entre r
el fermino. correspondiente tiende a cero cuando r tiende a in-

finito.
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Por lo tanto:

¢ m. .. .
ACz oz c.yox.0) = o 1(sc. M(pel"J)M'1elr"’3 X 4 +0 (1)
J=1 k=1 J3° J» J I J»
L m, (3.3)
Ahora: si x € K° , entonces x = I $d c. x X5k
j=1 k=1 J> J»

Supongamos que Cj v T 0 para alguna jo,ko s como ~--
o "o
x ¢ K°, entonces existe >0 tal que la bola con radio ¢ y cen

tro en x estd contenida en K y por lo tanto si escogemos §

tal que o0 < § < ¢, el vector z = x + §x. k estd en K°, por
o’"o

lo tanto K contiene vectores de la forma:

& mj
z= ¢ I° C. X.
j=1 k=1 .k 735k

con Cj,k 70 3 J =1,2,...,4% k = 1,2,...,mj

Para cualquier vector de é&stos consideremos la sucesidn
r . r_ . A0
(A"z). Claramente para ninguna r, A z = o ya que si A"z = o
. r
para alguna r entonces por (3.3) p = o. A cada término A z
le asociamos su direccidn, la cual es la misma que la de
r r M-1 . . s - . . .
A"z/p" r , esta direccidn esta en el conjunto de direcciones
de K. Este conjunto es compacto ya que K es cerrado; enton-
ces el conjunto de limites de subsucesiones de esta sucesidn
de direcciones (las cuales pueden ser llamadas "direcciones
w - 1limite") es un subconjunto (cerrado) no vacio del conjunto

de direcciones de K. Los vectores con una "direccidn w-1limite"

tienen la forma:

2 m.
lim{ ¢ $d c. , Afx. ,\= £ d. , x. , =
I"-Mn(j:l k=1 3>k xj’k j.k 73,1 ® G.4)
r M-1
po T
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r -
con A xj’1 = p e

Si estos vectores son diferentes de cero serdn llamados

"w- vectores".

Por el Lema 1.3.1, para cada 0, # o (mod 29), i.e., cual

quier A, no positiva, podemos encontrar constantes positivas
(vr), tales que zvrxra = o y podemos construir el vector:
' - r - r
w' = zIv, A (w)-zvrzdkxkxk
el cual seri diferente de cero ya que Afw 7 o y
v, >© para toda r, ademds
' - r r -
w' = I Vo Aw =1 Vo z dklk Xy
= r = '
= Fz Vo, dk A Xy rd x *p
! = r ] = L
donde dk z Vo dk Ak s S1 dk o entonces dk o
' = .
y d£ z VPAE o.

Iterativamente podemos encontrar un vector con un minimo
de coeficientes dk diferentes de cero en (3.4), si dk £ o
entonces.),k = p, por lo tanto éste es un vector propio de A

en K con valor propio po(A).

Para demostrar (ii) notamos que si esto fuera falso, en-
tonces Aj seria no positivo para toda j € J, ya que en este -
caso el grado de pO(A) seria menor que M. Entonces por la cons

truccidn anterior podriamos producir un elemento diferente de
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cero con todas las constantes dk iguales a cero. Esta con-

tradiccidn demuestra (ii).

Para demostrar la parte final del teorema sea A 0= pa(A)

y normalicemos los vectores X; i de tal manera que
9

Ax . = AL X

3,k j *5,k te xj,k-l R 3 k=1,...,mj (3.5)

donde

1 si y= g
A7 Dysg] sivf e
Por hipdtesis m1>_mj para j = 1,...,v 3y demostraremos

que el conjunto:

g m.
- n - J , .
K = E = . . . k<m.
{xe / x j§1 ]z<=1 LE" x],k’l“J,k|i"1J si _m:l
. < si k> .= o i x., = x _} 3.6
,“J,k ,_pr1 2> 04y upﬂ si xJ,k %pﬂ (3.6)

es un cono sdlido invariante bajo A. Claramente se ve que K

es un cono. Para demostrar que es sdlido sea

L mj
= . X
y jf £=1 Yok T3,k

1
un elemento arbitrario de E" , entonces

. me.

2 m

- ] ]

= ¥ I . . - I ¢ 3.7
LA B B A

donde



19.

max ( | V;k |, ] vik | my < k) si k< my
max ( | \iﬂu |» € | vik B my < k) si k <my

= B - v
k 1k %k

La forma en que se escogieron Bix Y §, asegura que
a)
ambos términos en (3.7) estldn en K, de aqui que K reproduce a

E" y por lo tanto es sdlido.

Para demostrar que K es invariante sea

X = ; Igj ., X, e K
j=1 k=1 lk J’k

Ax = ; ?j Bsr X.

j=1 k=1 3k T3k

Por (3.5) tenemos que

o = aik Aj + € aik‘1 s1 k < mj,
1k
aik Aj si k = mj.
Obviamente Bik = 559 si X3 iﬁq , necesitamos de-
mostrar que
lBikI < By st k < my
. < si k<m
|®3x| < Bam, < my

Consideremos los siguientes casos:
i k<m k < m.
) 1 i

eyl = 103,03 * @ oy a0l 2ody *C fam T Pax
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ii) k < my, k = m,
B = a < a + £ a =8
73k 1 Timgl = T1emy 1miy Ty
iii) k = my o, k< ms - Como m, > my j =1,V
entonces |Aj| < A 4| para toda j tal que
k < my > k> my .
asi
. = s As A
1Bixl = P33 7 ¢ Pgest) S
<a (A, -e) + ¢ a = a, A =B
e M g1 T %gnt T Bamy
iv) kam1 s, k = mj

'Bikl = 'aj’kxj' l4a$k11 = B;k
Entonces A x ¢ K, 19 cual demuestra el teorema.

Un corolario a este teorema es que si A es simétrica
entonces A tiene todos sus valores propios reales y por lo
tanto pc(A) o - po(A) son valores propios, de lo cual, apli
cando el teorema, se obtiene que A o - A deja invariante
un cono sblido. También, toda matriz estrictamente triangular
deja invariante a un cono sblido ya que todos sus valores pro

pios son iguales a cero.



21.

1.4. Irreducibilidad.

Si ey €y5-..5€ ~ SoOn los vectores coordenados unitarios

n

en E', entonces un subespacio coordenado es un subespacio gene

rado por cualquier subconjunto de ey,...,e . Una matriz irre-
ducible, de acuerdo con la definicidn clisica, es una matriz -
que no deja invariante algln subespacio coordenado de dimensidn
menor que n. Como el hiperoctante positivo es el cono genera-
do por los vectores €s-++5€ 5, Una matriz irreducible no nega-
tiva transforma al hiperoctante positivo en &l mismo y deja nin

guna cara invariante.

Si reemplazamos el hiperoctante positivo por un cono sdli
do arbitrario, la definicidn dada anteriormente nos lleva a la

siguiente generalizacidn:

Definicidén 1.4.1: Una matriz A 1# 0 es K -irreducible -

si A no deja invariante alguna cara de K. Una matriz que no

es K -irreducible es llamada K -reducible.

Para reforzar esta definicidn probaremos algunas propieda
des de las matrices K -irreducibles que son ciertas para matri
ces no negativas irreducibles. En adelante siempre supondremos

que K es un cono sdlido.

Teorema 1.4.1: A 1F 0 es K -irreducible si y solo si nin

gin vector propio de A estd en la frontera de K.

Demostracidn: Supongamos que A 1} 0 es K-reducible y sea
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F C 3 K una cara de K invariante bajo A. Restriﬁgiendo A
al subespacio H., A deja invariante al cono sdlido F; enton
ces, por el Teorema 1.3.1, A restringida a HF tiene un vec-
tor propio x ¢ F. Pero x es también un vector propio de A
operando en todo el espacio y ademis est& en 3K. Reciproca-
mente, supongamos qQque X es un vector propio en la frontera
de K, y sea Fx la cara definida para x en el Lema 1.2.4.
Como x ¢ Fx° relativo a Hp , entonces para toda vy ¢ Fx exis
te a > 0o tal que vy qux. xLuego, Ayﬁ# A(ax) =arx,A>0; si
A=o0 entonces o0=Ay ¢ Fx; de otra manera, si A>0, entonces
(c;A)-1 Ayikx y por el Lema 1.2.4, tenemos que (::;Jt)-1 AyeF_,
por lo tanto A y ¢ Fx. Entonces Fx es una cara invariante

bajo A y por definicidn A es K-reducible.

El siguiente lema nos da una propiedad interesante de
las matrices con conos invariantes y nos permite probar otra

caracterizacidn espectral de las matrices K -irreducibles.

Lema 1.4.1: Si A>ko tiene dos vectores propios en K°,

entonces A también tiene un vector propio en la frontera de

K. Ademés, los valores propios correspondientes son iguales.

Demostracidn: Sean Xys X, € K° vectores propios de A
linealmente independientes con valores propios Ags Ay Supon-

gamos que o 5}2 < Ai y sea

t, = min {t>0 | t x, - x; ¢ K}
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X

Como x e K°, entonces para alguna @>0,aX,~Xy € K y co-

12 72
mo K es cerrado, entonces to existe y ademés es diferente de
cero. Por la definicidn de to’ el vector x3=tox2—x1 estd en
la frontera de K. Si A1 # o entonces

Ax3 = to A2x2 - Aixl = Ai (to(Az/Ai) Xy - xl)e K .

La definicidn de t, implica que Ao 2 A de aqui que

A, = A, ; por otra parte si A, = o entonces A, =0y Axg = o.

2 1 1
En ambos casos, X5 es un vector propio en la frontera de K

con valor propio Ay = A, =1y, va que

Ax, = A

3 (to(A1/A2) X, - xl) = Ai(toxz—xl) = A3x3.

1

El siguiente teorema se demuestra a partir de los dos re

sultados previos.

Teorema 1.4.2: Aiko es K -irreducible si y solo si A

tiene exactamente un vector propio en K y éste estd en K°.

Demostracidn: Supongamos que Aiko es K -irreducible. Por
los teoremas 1.3.1 y 1.4.1, A tiene un vector propio en K°; si
A tiene otro vector propio en K entonces éste también estd en
K° y entonces por el Lema 1.4.1, A tiene un vector propio en 3K,
lo cual contradice que A sea K -irreducible. Por otra parte
si A tiene exactamente un vector propio en K y éste estd en K°

entonces por el teorema 1.4.1, A es K -irreducible.

Es de notar que el concepto de irreducibilidad depende de

la matriz y del cono. Es posible que una matriz deje invarian-
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tes a dos conos y que solo sea irreducible con respecto a uno.

Un ejemplo de &sto es la matriz

2 0
A =
0 1
Si K, = {(x,y) / %0, y>}
K, = {(x,y) / %20, |y]sx}

Claramente A:_kio, i=1,2.

Como (0,1) eaK1 y A (0,1) = (0,1), A no es K1 -irre-

ducible.

Los vectores de la frontera de K, tienen la forma (|x|,x);
camo A(|x|,i) = 2(|x|,%, x) entonces ningfin vector propio de A

estd en 3K, y por lo tanto A es K, -irreducible.

Frobenius presentd la clase de matrices irreducibles no
negativas porque es mayor que la clase de matrices positivas y
conserva muchas de las propiedades espectrales importantes. Cla-
ramente, si A transforma a K en su interior, no puede dejar
alguna cara invariante, de aqui que A sea K -irreducible. Es-
to es, la clase de matrices K -irreducibles es mayor que la cla-
se de matrices que satisfacen A>>0. Ciertas similaridades en
propiedades espectrales de estos dos tipos de matrices son sefia-

ladas por los dos teoremas siguientes:

Teorema 1.4.3: Si Az#o es K -irreducible entonces:

i) po(A) es un valor propio simple y cualquier otro va-
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lor propio con el mismo mddulo también es simple;
ii) existe un vector propio correspondiente a pc(A) en

K° y ninglin otro vector propio de A estd en K.

Ademds, (i) es suficiente para que A sea K -irredu-

cible con respecto a algfin cono sdlido invariante.

Demostracién: Por el Teorema 1.3.1, °o(A) es un valor
propio. Supongamos que po(A) no es simple, entonces existen

vectores x,,X, linealmente independientes, con xieKP y

Ax1 = pc(A)x1 3 ademds una de las dos siguientes relaciones se
cumple:

4.1) Ax, = po(A) X,

4.2) Ax2 = po(A) X, + Xqs

esto es por la forma caninica de Jordan de A. Si (4.1) fuera
cierto, entonces como X € K°, existe t suficientemente gran
k . -

de tal que -x,<"tx,, s1 hacemos x,=tx,+x, entonces x, es
otro vector propio de A en K, esto contradice el Teorema 1.4.2.
Si (4.2) se cumple y -xzeK entonces A(—xz) = _pc(A)x2_¥Pe K ;

-1 k -1 . L,-1
como -t "X, Xy 5 - pa(A)xz—x1+(-t + po(A))x2 e K, sit 3p°(A),

i.e., -1

Xo=Xy € K, se contradice que x1+t_1x2 € K; por otra
parte, si t™% p,(A) entonces 053x1+t-1x2§3x1+p(A)x2, lo cual
contradice que - pc(A)x2-x1 e K. Por lo tanto si (4.2) se cum-

ple entonces X, f K; como en el Lema 1.4.1, podemos definir

to = min {t > o | tx1 - %, € K}

y como -x, ¢ K entonces ty # 0. Si pc(A)=0 entonces Ax = O,
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con x ¢ K° y por lo tanto A(K) = O contradiciendo la K -irredu

cibilidad de A. EntonceSpo(A)io, esto implica que

A(tox1 - x2) = to po(A)x1 - po(A)x2 -xy =

- 1
= DU(A) ((to - ;;TKT)X1 - x2) e K.

lo cual contradice la definicidn de t,- De todo esto concluimos
que pc(A) es simple. Por la parte (ii) del Teorema 1.3.1, cual-
quier valor propio con el mismo médulo también es simple. La se-
gunda parte del teorema es una consecuencia del Teorema 1.4.2. Pa
ra demostrar la parte final del teorema usaremos la demostracidn

del Teorema 1.3.1. En este caso el cono definido en esa demostra

cidn solamente contiene elementos de la forma axy + y, donde --
@ = agq s Xy = x1’1

m1 L mj
y =1z a X + I IY a. X.
k=2 &k "Lk j=2 k=1 ik Tk

Como po(A) es simple entonces m, = 1 y por lo tanto

si kz<my =1

|
=]
[y
[N

lajkl
laikl < a1m1 = 0%1 si k i_mi =1

= 0o, i.e., y = O.

(S

si a= o entonces |aik | gy
De aqui que ningln otro vector propio diferente de Xy
puede estar en K puesto que Ax = apo(A) X, + Ay y Ay#po(A) v.

Entonces por el Teorema 1.4.2 A es irreducible con respecto a es

te cono.
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Reemplazando la hipbtesis de que A sea K -irreducible
por la de que A>>k 0, es posible hacer una afirmacién mds fuer-

te acerca de po(A).

Teorema 1.4.4: Si A>>k o, entonces

i) po(A) es un valor propio simple, mayor que la magnitud

de cualquier otro valor propio,

ii) un vector propio correspondiente a po(A) estd en K°.

Ademés, la condicidn (i) es suficiente para que A trans

forme a un cono sblido en su interior.

Demostracidn: La mayor parte del teorema se sigue como un
corolario del teorema anterior. De hecho solamente tenemos que

demostrar la Gltima parte de (i) y la afirmacidn final.

Sea Az,cualquier valor propio diferente de po(A), con vec

tor propio x, y supongamos que |A2| = p (A). Por simplicidad
supongamos que po(A) = 1, en cuyo caso Az = eie para alguna 6.
Vamos a demostrar que para alguna ¢, Re (ei¢x2)eK y de aqui ob-
tendremos una contradicecidn. Para cualquier ¢ , Re (ei¢x2)eK o
Re (ei¢x2)¢K, en este i1timo caso, como en el Lema 1.4.1, podemos

definir:

ty = min {t>o | txy + Re(el¢x2)eK}

donde Xy € K° es el vector propio correspondiente a po(A).

Si
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entonces y¢ estd en la frontera de K vy

Ay¢ = t¢ xy + Re (el(¢+e)x2)e Ke.

De aquil que t¢>t¢+e s1 t¢>o y entonces 1nf(t¢) = o.

De donde se concluye que para alguna 0o Yo * Re(el¢0x2)cK
ya que K es cerrado y existe una sucesidn (y¢ ) tal que -
n
y, * V¥ .
¢ T4

Ahora, si (Ek) es cualquier conjunto finito de constan-

tes positivas, entonces Ty Akyo = o implica que Yo = ©-

Por el Lema 1.3.1, si o # o (mod. 21), entonces existe un

conjunto de nimeros positivos (Ek) tales que EEy etk - .
De aqui que
k _ ike _i¢o -
gy A Yo = IEy Re(e e x2) =z
_ ike _i¢o _
= Re (xgk e e x2) =0

esto implica que Yo = O i.e., oy cos¢, - Bj sen ¢ = 0 donde

x,(3) ag + i B> POT lo tanto si hacemos

Qileo + 1/2)

2 - Y2
entonces y, es real. Como
- i(¢o + w/2), _ i(¢o + 1/2), _
A ¥y = A e X, T A, € X, A? Y,
donde |A2| = 1, claramente X, = + 1 ya que Ay, es real.

Supongamos que Yo § K, entonces podemos definir

t, = min {(t>o / t X vy, € K}
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consecuentemente, to x1 + y2 e 3 K,

2 -
A (to Xy + y2) = to Xy + Y, € Ke

lo cual es una contradiccidn.

Si y2eK entonces -y2¢K y andlogamente llegamos a otra

contradiccidén. Por lo tanto |A2 | < o, (A).

Para demostrar la parte final del teorema otra vez usa-
remos la notacidn usada en la demostracidén del Teorema 1.3.1.
Supongamos que (i) se cumple, entonces po(A)>0,v =1, m, = 1,

y el cono (3.6) se transforma en:

2 m.
- - J
K IxPe = o X P L k%K Mauke gkl <o)
entonces si x € K
L mj
= X, + . X.
Ax 81 1 j:2 ]E:lej’k J,k ’
donde
By =M %

Bj,k= aj,k)‘j + ¢ aj,k"”l s1 k<mj s J52,...52

aj;kxj si k=mj s J52,...,2
Podemos hacer e<i, - |A2|. De aqui que si k<mj
Byl = 1oy g * e o ealslegadsl * 1oy kol

< allAjl teay <oy (Ai—e) teag T ar, =By
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]Bj,kl = oy 2 glcoqrg = 8y

Como Bj K es estrictamente menor que 81 para toda
9

j = 2,3,...52 3 k = 1,2,...,mj claramente A x e K°.

Teorema 1.4.5: Si Oﬁk A 5# B y A es K -irreducible

entonces B también es K -irreducible.

Demostracidn: Supongamos que B es K -reducible. En-
tonces B debe tener un vector propio xedK, usando el Lema
1.2.4, si ye F C.HF entonces como xeF, ° pelativo a HF
existe a>o0 tal que y<kax, luego Ay<ka Ax< a Bx = anan, de
aqui que A y e Fx, i.e., A deja invariante a Fx y por 1lo

tanto es K -reducible.

Este resultado nos permite extender mds ailin nuestra ge-

neralizacidn de la teoria de Perron-Frobenius.

Teorema 1.4.6: Si og* A 5# B, donde A es K -irreduci-

ble y A # B entonces pO(A) < po(B).

Demostracidén: Por el Teorema 1.4.5, B también es K -irre

ducible, entonces por el Teorema 1.4.3 existe yq € K° con

By, = pO(B) Yy Sea X4 € K tal que Ax1 = pO(A) X4 por hipd-

tesis tenemos:

Ax, = DO(A) Xy (4.3)
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Sea

t, = min {t>0 / t y; - X, e K (u.4)
como K es cerrado, to existe y es diferente de cero, ademéds
po(A) # 0 ya que A es K -irreducible. De (4.3) tenemos que

k _ k
o<’ B(to Yy - xl) =ty B Yy - Bx1 <

k
<ty 0 (B) vy - p(A) x

Pg(B)
po(A) (’to W y1 - X1)

(4.4) 1implica que

pG(B) > po(A) (4.5)
Supongamos que pc(B) = po(A) = . Si
y1 = leg ("".6)

a > 0 , entonces Aax1 = adXy = Ay, S B vy = Baxi, luego

(B - A) xy = o. Como Xy € K°, para toda z ¢ K existe g > o,
tal que (B - A) zi# g(B -A) Xy por lo tanto A = B. Esta contra
diccidn implica que (4.6) no puede cumplirse, i.e., Xq V ¥y, son

linealmente independientes. Si hacemos
zZ =ty ¥ "%

entonces z # o, por (4L.4) z ¢ 3 k y

Az = to A vy - A Xy .

Si Fz es la cara que, por el Lema 1.2.4, corresponde a

z, entonces Fz es invariante bajo A, ya que para cualquier -

xer existe v>o0 tal que xikvz. Luego Axifv Azi#vxzer impli
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ca que AxeF, . Esto contradice que A es K -irreducible y

por lo tanto pO(B) > pG(A).

El teorema anterior se debilita si A no es K -irredu

cible.
Corolario 1.4.1: Si oik A i# B, entonces po(A) < po(B);
Demostracidn: Sea C >>ko y definamos A, = A+ TtC,

Bt = B+ tC, tro. Para cualquier x ¢ K,

Atx=AX+'tCXeK°,

yaque Ax e K y Cx ¢ K , entonces Ay >>ko; de aqui que

At sea K -irreducible para toda t>o.

Por el teorema anterior

po(At) < pa(Bt)

y haciendo t + o tenemos que
po(A) < po(B).

En la teoria clisica, de las definiciones se deduce inme
diatamente que si una matriz A es positiva, no negativa o irre

ducible, entonces también la matriz transpuesta tA 1o es; el --

. . . . s k k
mismo tipo de afirmacidn puede ser hecho acerca de A> o, A >>"0

o A ko y K -irreducible, debido a las caracterizaciones espec-
trales dadas en los teoremas 1.3.1, 1.4.3 y 1.4.4, E1l cono que
deja invariante puede no ser el mismo que ta deja invariante. Por
ejemplo, si 2 1

A= ,
0o 1



33.

K = {(x,y)l 2ly| < x, x > o} , entonces Aiko
ya que

Az = (2x +y, y) , 2|y|<_x<_2x +y.

Pero K no es invariante bajo tA ya que

w0 ()

t

si z= (1, 1/2), “Az = (2, 3/2) y 2|y =3>1=x.

El resultado que puede ser demostrado es el siguiente:

. k . .
Teorema 1.4.7: Si A>"o, entonces existe un cono sdlido
n ~

K tal que tAiko. El mismo tipo de resultado se obtiene si

A>k

oy K -irreducible o A>>ko.

Demostracidn: Usando el hecho de que A y A tienen
los mismos valores propios vemos que este teorema se deduce f&a-

cilmente de los Teoremas 1.3.1, 1.4.3.y 1.4.4.

Para concluir esta seccidn mostraremos la relacidn entre

K -irreducibilidad y otros dos conceptos.

Krasnosel'skii [Q] ha demostrado un resultado similar al
Teorema 1.4.3 usando ug -positividad en lugar de K -irreduci-
bilidad. Una matriz Aiko es llamada ug -positiva si para algiin
vector u eK y cualquier x ¢ K existen constantes a(x)>0, --

B(x)>0 y un entero k(x) tales que

a(x) u X Ak

o < X 5# B(x) u,
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Krasnosel'skii demuestra que si A es una matriz u, -
positiva, entonces pc(A) es un valor propio simple. Entonces,
por los Teoremas 1.3.1 y 1.4.3, existe un cono sdlido k, PO
siblemente diferente de K, tal que A es ﬁ -irreducible.

El reciproco es falso, como lo muestra el siguiente ejemplo:

()

es irreducible puesto que: A(1,0) = (0,1) , A(0,1) = (1,0) y

la matriz

A(1,1) = (1,1), i.e., tiene un vector propio en K° y ninguno

en 3K. Como A(K°)C K° entonces no existen constantes g(x), k(x),
tales que Akxg_ks(x)uo para uoeaK y para toda xekK°. Andloga
mente, A(3K) Ca3K implica que no existen constantes a(x), k(x),
tales que a(x)uo_F Akx para uoeKP y para toda xedK. Por 1lo

tanto A no es u, -positiva.

Shaefer [8] probd un resultado que es muy similar al Teo-
rema 1.4.3, para operadores casi interiores en un espacio de -
Banach. Esta propiedad puede ser definida de la siguiente mane-

ra:

Aiko es casi interior si para alguna A>p(A)

AT - A 15%g,

Antes de demostrar que este concepto es equivalente a --
K -irreducibilidad, necesitamos otro lema bésico acerca de las

matrices K -irreducibles.
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Lema 1.4.2: Si A>ko es K -irreducible, entonces --

(I + A)n—1>>ko, (n es la dimensién del espacio).

Demostracidn: Sea y un elemento arbitrario, diferente
de cero en 3K y sea Fy la cara que, por el Lema 1.2.4, corres

ponde a y. Como A es K -irreducible Ay ¢ Fy, de aqui que

(I +A)y .
?Hry

De hecho, si yq = (I + A)y no estd en K°, entonces tie
ne que estar en una cara F1 » la dimensidn de HF1 debe ser ma-
yor que la dimensidn de HF . Repitiendo este argumento se
demuestra que (I + A)kyeKP para alguna k < n-1; por otra par-

te, si x € K° entonces (I + A) x € K°. Por lo tanto (I+A)n-1>>ko.

Teorema 1.4.8: Aiko es K - irreducible si y solo si es

casi interior.

N
Demostracidn: Si A = A (AI-A)-1>>ko para alguna A, enton-
N N
ces A es K -irreducible. Pero como A y A tienen los mismos
N

vectores propios, entonces, por el Teorema 1.4.2, A es también
K -irreducible. Reciprocamente, si A es K -irreducible enton-

ces para toda A > p(A), (A 1-A)"1  existe y ademis

-]

Kk
AGI-m = p A s

k=1 *

n-1 k
(e A o A T

A

donde o es una constante positiva que depende de A. Por el Lema
1.4.2, (I + A)n_1>>ko, entonces si demostramos que x>>Xo  im-

plica Ax>>ko , el teorema quedari demostrado. Supongamos que
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xoeKP y AxedK, como A es K -irreducible, existe x,e K° tal

1
= k

que Ax, = py(A) x4, y como x_eK° entonces =x,<’ax = para al-

guna a>0. Esto implica que po(A) Xy = Ax1§#axoeaK. Luego -

xieaK, lo cual es una contradiccidén que demuestra el teorema.

1.5. Aplicaciones. Algunas aplicaciones importantes de

la teoria de Perron-Frobenius son los teoremas de comparacidn
para procesos iterativos, como son descritos por Varga [9].
Estos resultados son vdlidos solamente para ciertas matrices
irreducibles. Usando la discusidn precedente, podemos generali
zarmuchos de estos teoremas para incluir una amplia clase de -
problemas. A continuacidn daremos algunos resultados importan-

tes:

Sea B=81+B2 una matriz n x n, Eiiko, i=1,2 vy sean

m (1)

po(AB1+B2)

n ()

+
po(B1 ABz)
dos funciones reales de variable real.

Si B es K -irreducible entonces por el Teorema 1.4.5,
AB1+B2 y B1+)\B2 son K -irreducibles para toda A>o. Por el
Teorema 1.4.6 m(r) y n(A) son estrictamente crecientes. Por
otra parte si B es K -reducible, por el Corolario 1.4.1, m (1)

y n (1) son no decrecientes.

Teorema 1.5.1: Sea B = 81 + 82 una matriz n x n con

By £ 0, pa(B1)<1 y BiiFo, donde K es un cono sdlido y supon-
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gamos que B es K - irreducible. Entonces la matriz ----

H = (I—Bi)-i B, existe y exactamente una de las siguientes re

2
laciones se cumple:

pa(H) = po(B) =1
po(H) < pG(B) <1
pO(H) > pc(B) > 1

Demostracidn: Camo po(B1)<1 entonces (I-—B:l)'1 existe

y camo K es cerrado

-1 - k
(I-B,> ~ B, = B, + B, B, + ... >0
Supongamos que 1 = po(B) 21 entonces
B, -1
-1 k1 1
(I-B_l) B> = (I - -T——) B2

Por el Corolario 1.4.1
(I-B,) 1By > p (C(I- B—i)’1 B,)> 1 (5.1)
p((I-B, 22 P T 272 s .

ya que existe x ¢ K° tal que (B1 + B2)x =1t xX , i.e.,

AR

Al

Por otra parte si p _(B)<1 y poi[(I-Bl)_1 B,) = o

tenemos
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Entonces, podemos suponer que pO(H) # o, i.e., existe

x ¢ K tal que (I - B1)_1 B, x =A x, A ¥ o,

2

Podemos escribir esto de las siguientes maneras:

(A B1 + B2) X = AX

(B, +

>R
o
s
x
n
x

como 2By + B, -y B + % B, son K -irreducibles y x € K en

tonces x e K, y

p,(ABy + B,) =2 €5.2)

p (B, + 3B, =1 (5.3)
i.e., m (A) =2 y n(1/x) =1.
Si pU(B) = 1 , entonces n(1) = 1 y como n(a) es mo-

ndtona creciente tenemos que A = 1.

Ahora, supongamos que o<q}B)<1, como n(1)=p(B)>1 y
n(1/x) = 1, tenemos que 1/A>1 o o<A<l. Pero como m(a) es
también estrictamente creciente y m(1) = pU(B) se tiene que,

por (5.2)
o<x < p (B) <1,
o
Andlogamente, supongamos que po(B)>1, entonces

n(1) = po(B) > 1 y como n(%) = 1 tenemos que % <1 1i.e.,

A>1. Ademds m(A) = A y m(1) = po(B) implican que

A =m (M) > m (1) = po(B)
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Lo cual demuestra el teorema.

Si B no es K -irreducible, no se pueden demostrar las
desigualdades estrictas. De hecho, se transforma en el siguien
te teorema:

e m o k '
Teorema 1.5.2: Si B = B1 + B2 , donde Bil o, po(B1)<1,
-1
)

B, existe, y ademis

31 # 0, entonces H = (I - B1 2

P (H) < p (B) <1 o P (H) > o (B) > 1
Demostracidn: Esta es andloga a la del Teorema 1.5.1, to-

mando en cuenta que en este caso las funciones m(A) y n()

son no decrecientes.
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CAPITULO TII.

VECTORES PROPIOS POSITIVOS DE FUNCIONES

QUE PRESERVAN UN ORDEN

2.1. INTRODUCCION

En este capitulo analizaremos condiciones bajo las cua-
les un operador tiene un vector propio en un cono en un Espa-
cio de Banach. El problema de encontrar soluciones diferentes

de cero de la ecuacidn

A($) =2 ¢, (*)

es muy importante en muchos problemas fisicos, por ejemplo, -
aquellos de la mecdnica relacionados con la determinacidn del
principio de la inestabilidad, llevan a problemas en la existen
cia de funciones propias (soluciones diferentes de cero de 1la

ecuacidn (%)),

La mayoria de los resultados obtenidos anteriormente para
operadores positivos [6], [7] se refieren a operadores lineales

o completamente continuos.

Como las ecuaciones no lineales y discontinuas aparecen
en muchos problemas fisicos, no supondremos ni linealidad ni -

continuidad para basarnos fuertemente en la preservacidn del or
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den inducido por el cono. Como una aplicacidn demostraremos
la existencia de un vector propio positivo para un problema

de Sturm-Liouville discontinuo.

Los resultados dados en este capitulo son debidos a H.
Schneider y R.E.L. Turner [2], Ademds de los teoremas de exis
tencia, se da una demostracidn de que el radio espectral estd
en el eéspectro de un operador lineal positivo y se generalizan
los teoremas de comparacidn de los radios espectrales para ope

radores en un espacio de Banach.

La definicidn de cono dada en el Capitulo I, difiere a
la que daremos a continuacidn, pero si afiadimos a ésta la condi
cidn de normmalidad ( §2.2), entonces los dos conceptos resultan

ser equivalentes en espacios de dimensidn finita.

2.2. Vectores propios positivos de funciones

que preservan un orden

Sea X un espacio de Banach real con norma || |[|. Un

cono K en X es un conjunto convexo y cerrado tal que:

i) K+ K=K

ii) «a KCXK, a > o.

Decimos que un cono K es normal si existe 6>o0 Tal que
para toda x, ye K, || x+y || >6 || x]]. Si X-= o en
tonces K es normal si y solo si K (1 - K = {o} , por lo tanto

el concepto de cono normal coincide con el de cono, dado en el -
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Capitulo I.

Para ver que no todo cono es normal sea X = 22 @), y
consideremos los conos
Kn = {zeC / -8 carg < 6, 6, = n1/2n+1} , n = 1,2,3,...
Definimos:
2
(K= 2= (z525,...) [2e(TT k)N 2%y,
neN
Se hacemos
z
- _ 1 - w1
21 = {21 Py —2-,...} Wl = {W1 ,—2,...}
z w
z,= (o , —3,...) w, = {o, Tz}
z z W W
- _ m m - _ m m
Zm- (0,...,?,51—_';1,...} Wm-{O,...,O,; ’I'E"'—i, R |
donde
z;, w; € Kooy Izil = Iwi| =1
Entonces
- g 1 .1/2 - T 1..1/2
Hz Il = |z | ¢ = s M 1= Jw | (2 )
m n k=m m m k=m k_f
Ademés tenemos que
— 4+ =11 . s 1.1/2
lz,, + wml|| = |z +w| (]i:m _kf)
lim ||z, + w_ || = o
e m m

i.e., K no es normal.
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Decimos que K reproduce a X si cualquier z e K

puede ser escrita en la forma z = x -y con X, y e K.

Los resultados demostrados en los Lemas 1.2.1 y 1.2.2
también son vdlidos para cualquier espacio de Banach; omitire-
mos las demostraciones de los resultados correspondientes ya

que son idénticas a las demostraciones de esos lemas.

Lema 2.2.1: Si K es un cono que reproduce a X, enton-
ces existe una constante n>o tal que cada xeX tiene una re

presentacidn x = x; - X, , X5 X, € K con ||xi!|in||x||.

Demostracidn: Como la funcidn d: K x K-+ X, definida -
por d(x,y) = x -y es sobre, entonces por una modificacién -

del teorema de la funcidn abierta, existe >0 tal que

BGCd(Blﬂ K x Bin K)

Por lo tanto, para cada =xeX

B d(B N K B n

IS Ll 17 PLxl | X
i.e.,

g1« LD 2,0

Donde BG es la bola cerrada de radio & con centro en el ori-

gen.
Definicidn 2.2.1: Una cara es un cono F C K tal que pa

ra toda xeF, yeK con yg#x , entonces yeF.

Ahora mostraremos la relacidn entre esta definicidn y la
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definicidn de cara dada en el Capitulo I.

Su@ongamos que X = " y sea F una cara de K de acuer
do con la definicidn 2.2.1, supongamos que F # K. Si F ¢:a K,
sea x ¢ F 1 K°, entonces para toda yeK, existe a>o0 tal que -
a}’ikx; luego yeF y KC F'lo cual contradice que F # K, por lo

tanto F C s K.

Por el Teorema 1.2.1 F estd generada por sus vectores ex
tremos. Si xeF no es vector extremo de K, entonces x = u + v,
con u, veK linealmente independientes de x, como ugﬁx, Vg#x en
tonces u,v F, lo ¢ual implica que X no es vector extremo de
F y entonces F es un subcono extremo. De esto concluimos que
F es una cara de acuerdo con la definicidn del Capitulo I. Mis
alin, supongamos que existe otra cada F1 D F tal que si xeF° re
lativo a Hp entonces =xeF,° relativo a HP1’ esto implica que para
cualquier yeP1 existe a>0 tal que ay<kx y por lo tanto yeF,
i.e., F = F,. De esto concluimos que F es la cara que, por el

1
Lema 1.2.4, corresponde a cualquier xeF° relativo a HF'

Ahora, supongamos que F es una cara dada por el Lema -
1.2.4 correspondiente a alguna &eaK. Entonces si xiﬁz, xekK,
zeF, existe a>0 tal que oikx :Fz gkay; la parte (iii) de ese
lema implica que xeF. Por lo tanto F es una cara de acuerdo

con la Definicidén 2.2.1.

Para ver que las dos definiciones no son equivalentes con

sideremos el siguiente ejemplo:
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Sea K el cono generado por los siguientes vectores en

n

R @ x4 = (0,1,2,0) , X, = (0,1,4,0), x (1,1,2,0), --

3 =

x, = (1,1,4,0), Xg = (0,0,0,1); claramente estos son vectores

i
extremos de K; el cono generado por los vectores X1 ¥y x, es
una cara de acuerdo con la definicidn del Capitulo I pero no de

acuerdo a la Definicidn 2.2.1.

Aunque las definiciones no son equivalentes, todos los re
sultados que obtengamos usando la Definicidén2.2.1 serdn vdlidos

si utilizamos la definicidn dada en el Capitulo I, cuando X = E".

En adelante siempre supondremos que K es un cono normal

que reproduce a X.
Lema '2.2.2: Para cada x ¢ K, el conjunto

F(x) = {yEKlaa > 0, ayékx}

€s una cara.

Demostracidn: Claramente F(x) + F(x) = F(x), oF(x) CF(x).
Para demostrar que F(x) es cerrado consideremos o # ye F(x),
entonces existe una sucesidn (yn) C F(x) tal que Yp* Yy --
lly,!| <M para una constante M. Para cada y existe o >o,
tal que o, Y, 5# x. Sea a = inf @, > supongamos que a 7 o, en-
tonces como K es cerrado “YEFX y por lo tanto y e F(x).
Si o = o entonces existe una subsucesidn (ank) tal que ank+ o3
por el Lema 2.2.1 tenemos que si

-y ty=Ey -y -a oy )
Me "My My "My M "My

entonces
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1A
3
e
=
-

Hyll < n ey v, 1
y por lo tanto
llyll < limn o M =0
lo cual contradice que y # O.
Si en un cono K toda cadena de caras

0¢FE F,E ...

termina en K después de un nfimero finito de pasos, decimos

que K satisface la condicidn de cadenas finitas.

En este caso la longitud de una cadena es el nimero de

caras de la cadena incluyepdo 0 y K
Por ejemplo, si H es un espacio de Hilbert, el conjunto
K= {x] ¢ xlxgyzallx] ] |lx ||}
para X fijoy o< a<l, es un cono. Sean x, yeK, entonces

gl Tlxgl 2] Cxtylxa | = cxvylxgy =

= (xlxg) + (ylx)dx xlxpzallx| [ 1% 1]

i.e., K es normal. Es claro que

3K = {xeK |(x|xy) = a||x||.||x0||}

©= ek JGelxg>a |l ]I D

entonces como xoeKP, para toda z ¢ H existe a>0, tal que
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z < a x,- Por lo tanto 2z = ax - (ax-z) con axX, aXx - 2 ¢ K,

i.e., K reproduce a H.

Ahora, sea F # {o} una cara de K, si F # K, entonces -
FC3K ya que K° C K°°, Sea yeK - F y consideremos la minima -
cara Fl’ tal que FCF1 y YeFl; si yeK® entonces F1 = K; de

otra manera si ye3K y x + yedK para alguna xeF, entonces
al = ILCHIXN[HYT) = Cxy|x) = al [x ||| [x*y]] -

Lo cual implica que y =Ax, contradiciendo la hipbétesis de que
y ¢ F. Luego, si ye3K, entonces para toda =xeF, x +y e K° ;
esto implica que P1 = K. Por lo tanto K satisface la condi-

cidn de cadenas finitas con longitud m&xima igual a 3.
El intérior de un cono puede ser vacio, como en el cono
2
{f| £ >0, f L° [0,1]}

Decimos que x esti en el interior de orden de K, denotado
por K°°, si y solamenté si F(x) = K. Si =xek°, éntonces clara-
mente F(x) = K, y por lo tanto K° C K°°. El interior de K -
puede estar contenido propiamente en K°° como puede ser visto en
el espacio normado incompleto C [0,1] , con la norma de L2 [p,i
considerando el cono ‘de las funciones no negativas, qQue tiene in-

terior vacio y cualquier funcién f > o esti en el interior de

orden.

El conjunto de funcionales lineales x' en el dual de X,

satisfaciendo x'(x) = s x', x>0 para toda xeK es llamado:
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"cono dual a K" y es denotado por K'. El siguiente teorema acer
ca del espectro es fundamental en la teorfia de operadores linea-
les. Por el espectro ¢(A) de una funcidn lineal A, entendemos

el espectro de la extensidn de A a la de X sobre los complejos.

Teorema 2.2.1: Sea A una funcidn lineal continua de X

en X transformando un cono K en &l mismo. Si A tiene ra-

dio espectral 1, entonces A = 1 estd en o (A).

Demostracidn: Supongamos que 14o0(A). Por el teorema de la

funcidn espectral tenemos que

g(I + A) = p(g(A)), donde p(z) =1 + z.
Luego o(T+A)={p=14+)42re0 (A vy
sup |u| = sup |1 + 2]
ueo (I+A) rea(A)

puesto que ¢(A) es compacto existe Aoeo(A) tal que

sup |1 + | = |1 +2a ]| .
reo(A)

Es fécil camprobar que

Por lo tanto, el radio espectral de I + A es estrictamen-
te menor que 2, entonces para alguna n > o

® k
(I-a1-87"1=(m-m+a) = (gtﬁ') +

k=0
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existe y deja invariante a K. Camo .
N k N+1
-1 A A -1
- - = k+ + + - -
(I n I A) kio zm 1 m)N 1 (I n I A)

entonces para todo entero k tenemos

" k -1
Oi W".‘. i(I—nI—A)

Sea x ¢ K, entonces

1€ -n I-A"1 x| =

k k k
-1 A A A
= 110 I =AY - gyt + gk |28 | qzyket] |

k
-1 ATx
va que (I -nI-A) "x - ?itﬁ7k+1 e K, y K es normal,

por lo tanto
Akx -1 -1
Ilmsk"‘j.lliG ||(I~HI-A) Xll.
Ahora, para toda k y para toda x e K
x = (T+AY% - (kA + ... + A%x ,
por el Lema 2.2.1 existe una constante c¢ tal que
: k
HT+a) x| < e |Ix]].
Si x # o entonces

k . -1
| |A x]li (1 - myktl -1 ||(I-n|11?) 11
[ TTx

i
+
(I+A) " x 'l <

K+l -1, =
= (1-n) L
izo 2-nyi¥l

1]
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@ 1 .
Ly @y 1*9 elx|| = a-m¥este
[ ]

(1-n)k+16'1(

entonces ||Ak|| < (1-n¥ st e, por lo tanto

k

lim - lim  k/ 7
k> [1A7]] < (1-n) kow & c =

= (1 -1q)
lo cual contradice que el radio espectral sea 1.

Ahora analizaremos condiciones bajo las cuales una fun-

cién A tiene un vector propio en K.

Decimos que una funcidn A:¥>K es homogénea si, y solo
si Aox = aAx, para toda ¢ € R y decimos que es mondtona si de
. . . . k . .
ja invariante a un cono K y X, y ¢ Kcon x<'y, implica que

Ax<Ay.

Lema 2.2.3: Se A una funcidn homogénea y mondétona. Si
x ¢ K y Ax estd en la cara F(x), entonces A deja invariante

a F(x).

Demostracidn: Sea yeF(x), entonces existe a>o tal que

ayikx, luego

aAy = Aayik Axe TF(x)

esto implica que Ay eF (x).

Motivados por la definicidn de irreducibilidad dada en el
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Capitulo I, decimos que una funcién A homogénea y mondtona

. . . . k, k
es irreducible si, y solo si %> X > 0, X4 ? X, ¥

Ax, - Ax e F(x1 - xo), implica que F(x1 - xo) = K.
Lema 2.2.4: Supongamos que A es irreducible y que
K E—
Xy 2 Xy s Xy # x, , entonces

- k k
F = F((I+A) Xy - (I+A) xo)C Frs

con inclusidn estricta excepto cuando Fk = K.

Demostracidn: Sea x? = (I+A)kxi » 1 =1,2, la monotonia

de A implica que para todo entero k

Xy o= (T = xg ¢ koAxg 4L+ AR
>k, + K Axy 4+ AR = (TR, = K
Por otra parte
P RREING ST PV
y entonces

Sea y ¢ Fk » entonces existe a > o tal que

k
ay < x? - xg i# xf+1 - x§+1

por lo tanto y e Fy .4 » F C.Fk+1 .
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Si Fk = Fk+1 , entonces existe g > o tal que
k+1 k+1 k k k
B (x3 7 - x, ") <7 %Xy - %, y

k k k k k
8 (Ax1 -‘sz) < (1-8) (x1 - xz)e Fios
por la irreducibilidad de A, tenemos que Fk = K.

En el Teorema 2.2.2 consideraremos una funcidn homogéna,
mondtona y semicontinua superiormente. El siguiente lema prue
ba que una funcidn que cumple con estas condiciones es continua

en K°. Por supuesto que K° puede ser vacio.

Lema 2.2.5: Si A es monétona y homogénea, entonces A

es continua en K°.

Demostracidn: Sea x € K° y (xn)C:K una sucesidn que con-
verge fuertemente a x, entonces existe € >o tal que B(x,e)C K.

Para toda a, tal que o<a<1l, existe N,>1 tal que
[ |x - xn||<(1—a)e, n>Na.

Pero como (1-a) x € K° y B((1-a)x,(1-a)e)CK
si ||(1-'a)x-(xn -ax)|| = ||x-xn||i(1-a)e, entonces x -axeK.
Por otra parte, (" 1-1)xeke@ y por lo tanto B«b-l—l)x, (a-l-l)e)C}(
Luego, para toda n > N tenemos que
-1 -1 )
[1C =% - 7 x-x || = |[x-x_ |]<(1-a)e <

< u-i(i—a)e = (u‘l - 1e,
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esto implica que a_l X - X € K. Por lo tanto,

x<kx<u p.d
ax< X, < .

Ahora, sea B(Ax,e), si 6§ es la constante de normalidad

de K, la cual podemos suponer menor que 1, escogemos a tal

que
15>a> max {1 -—% (14 —e 8 41
3| |Ax|| 3| |Ax]|
con lo cual obtenemos:
i)||Ax - aAx]|]| = (1-a)||Ax||if6l|Axll = e36 < e
3| |Ax] |
i) ||Ax - o tax|| = (@71 1)) |ax||estliaxll o e < e
' 3| |Ax]|
Si aAx 5# y 1# ot Ax, entonces
= -1 -1
||ax-y|| = ||Ax-a""Ax + a™! Ax - y|| <

(1-a)7 | |Ax|| + []a™ A - y|| <

A

€ 6
7t

A

e iax-y) ¢y - anx|| <

-1
(a7l-a)]|ax]|<2f + £ 28

-1

(y]
(=]

A
+

3 8
Esto implica que y ¢ B(Ax,e¢) para toda y, tal que

aAx 5# y 5# o1 Ax , entonces como aAx 5* Ax <o Ax

para toda n > Na , tenemos que Axn+Ax y por lo tanto A

es continua en K°.
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Decimos que A es semicontinua superiormente si, y so-

. k
lo si, cuando X 0X Y Axn+z, entonces A x > z.

Teorema 2.2.2: Sea X un espacio de Banach sobre los -

reales y X1 CX un segundo espacio de Banach con inclusidn com
pacta en X. Sea K un cono en X y supongamos que K;° i 4,

donde 1(1
ndtona, semicontinua superiormente y acotada (i.e., manda con-

= XN Xi' Sea A # 0 en K, una funcidén homogéna, mo

juntos acotados en conjuntos acotados) de K en K. Suponga-
mos que; (i) existe una funcidén B, homogénea, mondtona y aco-
tada de K en Ki’ tal que AB = BA y Bx 3# aAx para alguna o> O
y para toda x ¢ K. (ii) Existe una funcién C hamogénea y mo-

CA y tal que si x, vy ¢ K con yi#x, y # x, en-

ndtona con AC
[ X}
tonces Cy - C x ¢ K, . Entonces existe x ¢ K°° y p > o tal
' 1
que Ax = px. Mas afin, p es maximal; esto es, que si Aw = pw

con we¢ K- {o} , entonces y < p.

" Demostracidn: Sean

p = sup{A|] xeCB(K), x # o, Ax i_kx x}
y X un vector en K, para el cual Ax # o. Entonces Bxikanio,
asi Bx # o y por (ii) CB¢xekP©. Como F(CBx) = K, existe

8,>0, tal que CBx Z#elx y asi

CBAx:ACBx>_k51Ax#o ;
luego CBA x ¢ If° y entonces existe 8,>05 tal que CBszF BoX >

por lo tanto:
cBAZx = ACBAX> g, Ax # o,
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esto implica que ACBAx = CBA2x eKj°. Luego existe n > o pa

ra el cual A(CBAX)>"nCBAx, por lo tanto p > o.

Sean (xn) una sucesidn de vectores en CB(K), normaliza-

dos en X, i.e., lenll = 1 y satisfaciendo Axnik(p-Iln) X .

Camo A y B son acotadas, las sucesiones (Aan) y (an) son
acotadas en Ki y por lo tanto relativamente compactas en K,
entonces existen subsucesiones tales que Bx » x e K vy

k
ABXn+ZeK.

k
Tenemos que Bx K aAx K alp-1/n.) x i.e
n, - n, - e k® oy ot
Bx_ - alp-1/n) % ¢ K. La normalidad de K implica que
ny, k ny,
[I1Bx_ || = ||Bx_ = aCp-21/n)x_ + alp-1/n) x_ ||
ny n, k n, k ny

> 6 |lalp=-1/n)) th|| = § alp- 1/n),

entonces 1lim ||Bx_ || » 1lim §a(p- 1/n ),
n = k
n+>o k n+o
por lo tanto |[[|x_ || > 6 a p » i.e., x_ ¥ o.
. . k k 2
Similarmente ABx_ > oA Ax_ > a(p- 1/n, )" x_, lo cual
n,— n,— k® - n,

implica que ||z|]| > 5 a p2, i.e., z # o.

Ahora, Aan z#(p— 1/nk) an y A es semicontinua supe-
k
riormente, luego

Axoik z = 1lim A Bx i# lim p Bx = pxg -
n>o k N> k



56.

k k
Entonces A on =B Axol Bpxol-“pro # o, asi que BXO#O

y oneKi' Si Aon = p on yx=CB X, tenemos que

Ax = ACon = CABxo =Cop on = pCon = px
dando el deseado vector propio. De otra manera

ABx £ Bx » por (ii)

CAon - pCon e K9°
y entonces existe ¢ > o, tal que

ACBx_ - pCBx >Xe CBx

o~ P o= ¢ o’

ice., ACBx_>X (p+ e)CBx_,

contradiciendo la definicidn de p. Para demostrar la Gltima par
te supongamos que existe w e K - {o} tal que A w =y w para
alguna p > o, de manera andloga al principio de la demostracidn,
tenemos que ACBA w#¥ o0 y A(CBAw) = pCBAw, por la definicidn de

p tenemos que u < p.

Corolario 2.2.1: Si en el enunciado del Teorema 2.2.2 la

existencia de C se reemplaza por la hipdtesis de que K satis
face la condicidén de cadenas finitas y A es K -irreducible, en

tonces existe X e Kg° y una p > o maximal, tal que Ax = pX.

Demostracidn: Sea C = (I + A)™, donde m es la maxima
longitud de las cadenas de caras de K. Es suficiente con demos-
trar que 'C satisface (ii) en el Teorema 2.2.2. Claramente C

es mondtona, homogénea y AC = CA. Sean X, y e K conx #y,



87.

k R
¥y < x y consideremos las caras

F, = FUI + A% - (1 + iy,

Por el Lema 2.2.4 F. CF » con inclusidn estricta ex

i1
cepto cuando Fi = K; como la longitud de la cadena mis larga
es m tenemos que Fi = K para algln entero i < m, por lo tan

to Fm = K, i.e., Cx -Cy ¢ K§°.

Teorema 2.2.3: Supongamos X, K, X1 y l(1 como en el Teo-
rema 2.2.2. Sea A una funcidn que satisface las siguientes

condiciones:

(i) Existe a > 2 tal que si o < ||x|]| < a_i, entonces

k

. . k .
A 2x>" 2 Ax; mientras que si||x||>a y Ax>" 1t x, entonces exis

te x, con a_1<||x1||<a, tal que Ax1:¥tx1. Ademds A(o) = o.

(ii) A es mondtona, semicontinua superiormente y acota-

da de K en Kl'

(iii) Existe un entero v>o tal que para cualquier bola

Ba y cada par o < Py < Py < @ el conjunto

- U@y
Slogspgrasvd = | S, G A (B nx,

es acotado en K. Ademds, si XZF yi#o y x # y entonces para

cada r > o
1 v 1 v
(F A)'x - (F A) y € Kio.

Entonces existe x ¢ Kg° y p> o maximal tal que Ax = pXx.
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Demostracidn: S1 x e¢ K y x # o, entonces AVx & K§°; co
v+l
X

Y
= A'Ax € Kg

x) = Kl)’ Por lo tanto existe py > © tal que

mo A(o) = o, entonces Ax #f o y A °,(i.e., -

Favt?

Ax)K o, AVx (2.1)

De (ii) sabemos que para cada x ¢ K NN B, » Ax e K N By ,
para alguna a > o. Si hacemos que p, sea un n{mero real mayor

1

que a s a, donde § es la constante de normalidad de K, enton-

ces
(2.2)
A x 3# Py X
es imposible que pase para alguna x # o. Si fuera cierto para

alguna x, entonces si ||x]||>a, por (i) existe x, tal que

a_1<||x0||<a y AXOZFPZX5 si ||x||5§-1, entonces para x; = 2x,

k -
Ax1 > 2Ax2 0, 2x = Py Xy
y asi continuamos hasta encontrar x; = 2'x, con a"1l< | xill

y A X; :F Py Xgo En ambos casos podemos encontrar X, tal que

, como K es normal

al« [x Il <a vy Axg 1# P, X

Yo [lax|] = |lAx - o, x + oy || 2

> 8] ]ex||= & Py [1x|] > 8 Py a™!

y entonces a st

a> p,, lo cual contradice la definicidn de
Poe Podemos suponer que pli} y p23;, usando estos dos nimeros
podemos definir el conjunto S(pi,pz,a,v) de la hipbtesis (iii)

y ademds el conjunto
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-1
P,o= Ix e K|x =28y, ye Slyspysasw), 18 26 7, x § B 4}

Sea @>0 ; si x ¢ Baﬂ K, entonces para alguna r con

01_<_r<_02 ’
(% A)x ¢ S(pi,pz,a,v) s
y ademés (% AVx ¢ B& para alguna q>O0.
Podemos escoger o' > o tal que @)t g < oy
(% AV x ¢ B

(a')fi 3y como

1 .
(; A)Vx ¢ S(pigpz,a,v) C S(pi,pz,a',v)

entonces Pa, es diferente del vacio. Supongamos que hemos es-

cogido una a tal que Pa fd, a>a y a > 6-1 a. Sea

p = sup{a/3Ix ¢ P, Ax >_kA x} ,

por (2.1),(2.2) notamos que Py 2P S Py

Como por hipdtesis el conjunto S(p1,p2,a,v) es acotado
en Kl’ entonces el conjunto Pa es acotado en K1 y consecuente-
mente es relativamente compacto en K. Ademls, como A es acota-
da de K en K1, entonces A(Pa) es acotado en Ki’ y por lo tanto
relativamente compac'!:o en K. Podemos escoger una sucesidn

-1
(x ) CP  tal que x »x_ e K con||x [[>a"" , Ax >z e K vy

A xn>_k(p- 1/n) X Como A es semicontinua por arriba,

k k
entonces A X, 2 Z > P Xy -

1 = pX entonces
Si A X PR,
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1 v = 1
A-(F A) X p(E.A“xo)

y asi (%.A)"xo es el vector propio buscado, ya que
L A% ) e K0
0 o 1
1 k 1
De otra manera by A X, > X, con E—A Xg # X

Supongamos que a_1<||xo||<a, luego

1 \)+1 _ i A\ o
(p A) X, (p A) X, € Kg

y entonces existe ¢ > o tal que Ax - px i# ex. Por lo tanto

Ax i# gx con 3 =p +e¢ > p. Como

_ (1, k
X = (p A)" Xy 2" X

y K es normal, entonces ||x|| > & |[x || > & a=l > o1,

de aqui que x ¢ Pa 3 lo cual contradice la definicidn de p. Si

||x0|| < a—i, entonces para alglin entero n tal que 2" < 2 1

n . n .
tenemos  ||2” x|| > « 7 , i.e., 2 x e P, lo cual contradice

la definicidn de p, ya que usando la hipbtesis (i) n veces tene
mos A 2" x i# p2" x. si ||x°|| > a, la hipdtesis (i) nos da un

vector Xy € Pa con A Xy 1# 3 X4 Que es otra contradicidn.

Como una aplicacidn del teorema anterior consideremos la

siguiente situacidn:

Sea X =C [O 11] =C » el espacio de las funciones con-
tinuas en [0,1] , con la norma del supremo ||.||_, . Sea
Hg = Hg (Jo, 1[ ) = CE(J0, I[ ), la cerradura del espacio

de funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto
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en ]0,1[ con la norma

2 _ 2 2 2 2
NEl13 , = HEN2 + 11o£[1Z + [1p%¢ )13

donde||. ||, es la norma de Lz(E),lj)

2 ([0,1] ) donde H( [0,17) es el

Ahora, Hg C H2 = H
espacio de Banach que consta de aquellas funciones en Lk (Lo, 1
que tienen k - 1 derivadas absolutamente continuas y

DXF ¢ L2([O,1]), con la siguiente norma:

2 2 2 k 2
HEN2 = 11EH2 + 1IpEl13 + oo+ 10|12

Sea KC X el cono de las funciones no negativas, claramen-

te K es normal y reproduce a X.

Como H2 tiene inclusidn continua en C, ([3] » P 56) en-

tonces existe una constante M tal que

HEll, <™ [IEl1, , (2.3)

Si ¢eH§ C H2 entonces existe una sucesidn (fn) C C; tal

que

1lim ¢- =0
Lin 165, 11,

Por (2.3) tenemos que

sup | (- Vx) | <M []o-f ||2,2 s

o<x<1

por lo tanto

lim |(¢- fn) X l = 0o para toda X € [0,1] ,
nre
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pero fn(o) =o=f, (1) y entonces ¢(0) = o= ¢(1).

Definimos el operador L, con dominio D(L) = Hg , de

la siguiente manera:

L-f =-D°f para toda f ¢ D (L)

Para cada he ¥, g=L" h=G6Gh estd definida de

la siguiente manera:
pd 1

(
g(x) =j s(1-x)h(s)ds + ) x(1-s)h(s) ds,
(o] .4

claramente el operador G es lineal, g(x)>o para toda x €]0,1[

y g(o) = o =g (1) sih e K

Sea X, .= Hg » Por un teorema de Rellich ([4], p. 281), H?

tiene inclusidn compacta en H'. Pero como H' tiene inclusién con
tinua en C ([3] , p. 56), entonces Xy C:H2 tiene inclusidn compac

ta en X.

Sea g ¢ K1 = K (\x1 tal que g(x)>o para toda x ¢]0,1[,
Dg (o)>o y Dg (1)<o, vamos a demostrar que el conjunto de funcio-
nes que satisfacen estas condiciones es el interior de orden de
Ki‘ Supongamos que g satisface estas condiciones y que ademés
existe f e K, tal qué g - aof¢K, para toda a» o. Como g(x)>o
para x ¢ |0,1 [, entonces siempre existe a>0 tal que ag(y)>f(y)
para toda y en un intervalo cerrado contenido en ]0,1[ 3 por
lo tanto debe existir una sucesidn {x_} C Jo,1[ tal que

lim x_ = o o lim x_ = 1
N+ o N> o
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X, o vy g(xn) - af(xn)<o para toda « > o. Si 1lim x_ = o
n>eo

entonces para toda o > o

x
1 pglo) = 1im 8C%n) < qip f; D) - Df (o)
@ n>ow n no>o n
i.e., Df(o) = =, contradiciendo la suposicidn de que f ¢ Hg .

Andlogamente llegamos a una contradiccién si 1lim x_ = 1..
n>w

Entonces siempre podemos encontrar a>o tal que g - af € K1 y
por lo tanto g € K§° . Reciprocamente, si g € K§°, clara-

mente g(x)>o para x € J0,1[ ; Dg (0)>0 y Dg(1)xo. Supon
gamos que Dg(o) = o y sea f ¢ Ki» tal que Df(o)>o0, enton-

ces existea>o0:tal que (g - o f)z#o,‘por lo tanto

o = Dglo) = Lim &X) 5 j1im £ - 4 pr(o)

X+0 X+0

lo cual contradice que Df(o)>o0. Andlogamente llegamos a una

contradiccidn si suponemos que Dg(1) = o.

Ahora, sea h ¢ K, h # 0, entonces
X 1
g(x) = Gh = S s(1-x)h(s)ds + 5 x(1-s)h(s)ds » o,x €]0,1[ .
o X

g (0 =0o=g (1)
1 1

Dg(o) = ( h(s)ds - S s h (s) ds > o
‘% o
1
Dg(1) =—J s h(s)ds < o
‘o

ie., g=6heK°
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Por otra parte, para cada h el? [0,1]

1
Gh (x) = f( s(1-x)h(s)ds + S x(1-s)h(s)ds <
o X
1 1
< Slsh(s)ds + S (1-s)h(s)ds = Sh(s)ds
o o o
1 X 1
DGh(x) = g (1-s)h(s)ds - S s h(s)ds < 5 (1-s)h(s)ds
x o o
2
y D" Gh(x) = - h (x) .
Entonces existe M> o tal que
|16]] = sup |_|Gh||292 < M ya que

271

2 2 2 2 2
llenll5 o= [l1en[|5 + [[Den||; + |[D%en][]; <

1 1 1
< ( Sh(s)dsf‘ + ( j (1-s)h(s)ds)* + (fh<s)ds)2=n2,
(o]

y por lo tanto G es acotado de I? en Hg .

Sea a(s,t) una funcidn real definida en [0,1] X [O, w[

que satisface las siguientes condiciones:

(a) Para cada s, a(s,t) es semicontinua superiormente

en t, (uniformemente en s) y es estrictamente creciente en t;
. N N 1
(b) Existe a > 2 tal que para o > t < a~ s

a(s,2t) > 2a(s,t) > o. Mientras que si t +», en-

-1 .
tonces t a(s,t) +o uniformemente en s;
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(c¢) Para cada f e K, a(.,f(.)) es medible vy

a(., f(.))= 0 siysolosi f= 0.

Usando la notacidn anterior podemos dar el siguiente re

sultado:

Corolario 2.2.2: Existe p>o y f e D(L) con f> o en

Jo,1[ , Df(o»»o y Df(1kxo tal que L f =ual.,f(.)).

Ademés, y es el valor propio mis pequefio que corresponde

a tal f.

Demostracidn: Este problema es equivalente al de encon-

trar f ¢ K§° tal que
Af =G a(.,f(.)) =y "f =2Af

Asi es que con demostrar que A satisface las condicio-

nes del Teorema 2.2.3 serd suficiente.

Sea f e K tal que ||f]|]|_ < 571, entonces si f(s)o

por (b) tenemos que
a(s,2 f(s)) > 2a(s,f(s))>o
Mientras que si f(s) = o

a(s, 2f(s)) = o = 2a(s, f(s))

por lo tanto

a(., 2£¢.)) > 2a(., £(.))

Luego
A(2f) = Ga (.,2f(.)) > G 2a(.,f(.)) = 2 A(f).
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Por lo tanto la primera parte de (i) es satisfecha por

cualquier ¢ > a ¥y [l < et gt

Para demostrar la segunda parte vemos que para cualquier
vt > o fijo, podemos encontrar c(1)>2 tal que A(f)zFT f es
imposible para toda f con [|f||_ > c(1). De otra manera, su
pongamos que A(fn)iFT fniko para una sucesidn (fn)CZK y

||fn||m+m, entonces
A [, = 116 aC,f, D], >« [IE ],

Como t-1 a(s,t) o uniformemente en s cuando t+= , da-
da e>0 podemos encontrar to tal que para t)to, t-ia(s,t)<e,
i.e.,

a(s,t) < t €, (2.4)
Como a(s,t) es creciente en t, si fh(s)iyo, entonces
a(s,f, (s)) < a(s,to) (2.5)

De (2.4) y (2.5) obtenemos que a(s,fn(s)) < a(s,to) + ef, (s)

para toda f,(s) vy

laG,£CD]], < [lat,t) + e fn ||,

< a(.,to)||2 + ¢ ||fn||2
ya que a(., £(.)) es medible para toda f ¢ K.

Como‘Hg tiene inclusidn acotada en C y G es acotado de

2

2
L en Ho

, existen constantes C1, C2 tales que:
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-

e . < 16 a GuDll, < cgll6 a oty ,

I/‘

c,Colla GLf )1, < C4C, (Jlate,t D], + e |£all,

|A

¢,C, Cllatst )1y + ¢ [1£ql1.0.

Podemos escoger ¢ de tal manera que 01 C2c < T

y entonces

0102 € llan.. <T ”an,

< CCollat,t )], + C4Ch e [IE 11,
i.e., o<(1- C,Coe) |If |1, < ci‘c2 HaC.,t )11

lo cual, para un valor grande de ||f ||,, es una contra-
diccidén y entonces queda demostrada la segunda parte de
(i). Recalcando que a(.,0) = o tenemos A(o) = o 1lo

cual demuestra (i) en el Teorema 2.2.3.

Sean f, g € K tales que fikg, entonces como a(s,t)

es creciente en t,

a(s,f(s)) > a(s,g(s))

ademis como G es mondtona

A(F) = G al.,f(.)) > G al.,g(.)) = A(g)
i.e., A es mondtona. Sea UCK tal quel|f|]|_<M para

toda feU, entonces

HaC £ ,<llaC M|, = M)

2.

i.e., af(.,U) es acotado en ¥ como G es acotado de
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L2 en Hg, entonces A es acotado de Ken K; Yya que
thK§° para toda heK-{o}. Para demostrar la scmiconti-
nuidad superior de A supongamos que f,, »f y A(f) »p;
la sucesibn a(.,f (.)) es acotada en 1#, por un teorema
sobre compacidad débil( [3], p.29), a(.,f (.)) es débil
mente compacta y por lo tanto tiene una subsucesién --
12

k]

(a(. ,f,(.)) que converge débilmente a un elcmento h «

i.e., para toda ¢ ¢ L?
(o] aC.,f (.))) »  (¢]/n)

ya que (LFf ~ B, Si a(.,f(.)) - h(.) no estf en K ,

entonces existe y>0 en 12 tal que
(v] al.,£¢.)) - h) = n<o
Sea €= n/2 , como

(wlaC. ,£C)) - aC,f, (L)) » (y] aC.,f(C.)) - h) ,

entonces existe un entero N, tal que para toda n:iN

d

Lm lal L £0)) - al .6 () < a/2 (2.6)

Por el lema de Lebesgue-Fatou tenemos que
1lim dh > (| lim (@(.,f) - a (. ,1)))

> (p] a.,f¢.)) - Iim a(.,f (.)))
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como a(s,t) es semicontinua superiormente en t, entonces
a(s,f(s))> 1im a(s,fn(s))

y por lo tanto
lim d_ » o
— n —

lo cual contradice (2.6). Entonces

a(s,f,(s)) » h(s) y Ga(s,f (s))> Gh(s). (2.7)
Sea (gn) una sucesibn en.I? que converge débilmente
a gel? i.e., (Mgn) + (¢|g) para toda L2 por lo tanto

1
S @(g-gn) + 0 (2.8)
o

Ahora,

Gg-6 gn)(x) = G (g-gn)(x) =

k 1 1
= 5 s(1-x)(g-gn)(s)ds + S x(1-s)(g-gn)(s )dsx 5 (g-gn)(s )ds
(o] X (o]

entonces 1 1 1/2

lleg - cg |1, <S <£ (g-g)(s)ds)? dx

. o 7o
= Sl(g-gn)(s)ds ,
)

y por (2.8) tenemos que

lleg - 6g ||, » o .
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Por lo tanto (G gn) es una sucesidn que converge fuer-

temente a Gg en 12,
Como a(.,fn(.)) + h débilmente en L% entonces
A(fn) =G a(.,fn(.)) + G h fuertemente en I2.

Pero como habiamos supuesto que A(fn) convergia a g, entonces

por (2.7)

Af = Ga (.,£(.)) >Gh =g,

lo cual demuestra (ii) del Teorema 2.2.3.

Para demostrar (iii) tomemos v = 1, como A es acotado de

L? en Hg y por lo tanto de X en X1, entonces el conjunto:

1) = 1
S(pl,oz,ou ‘pysPep, T A(Ban K)

es acotado en Kl' Si f1 i fz':_o y f1 7 fz, entonces
q (s) = a(s,fl(s)) - a(s, fz(s)) serd positiva en un conjunto
de medida positiva ya que a(s,t) es estrictamente creciente en
t. Luego, A(f1) - A(f2) estéd en K;° y también cualquier mlti-
plo positivo de Gq estld en KX°°. Esto completa la demostra-
cidn. !

Ahora daremos algunos resultados acerca del tamafo de
p= p(A), por simplicidad nos limitaremos a las situaciones del
Teorema 2.2.2 y del Corolario 2.2.1. Los siguientes resultados

son consecuencias del Teorema 2.2.2.
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Corolario 2.2.3: Bajo las hipétesis del Teorema 2.2.2

p = p(A) = .sup inf <x' A(x) »
xe CB(k) x'e K’ X > .

<x',

Demostracién: Por el Teorema 2.2.2, para cada xeCB(K);

A(x) -p x ¢ K o A(x) - px = o. En el primer caso tenemos
que la distancia entre A(x)-px y K es igual a 4§>o. Conside-
remos la vecindad de radio § con centro en A(x)- px ,

B6 = B(A(x) - px ,a) como Baf\K = & , entonces por un corola
rio al teorema de Hahn-Banach podemos separar BG y K por
un hiperplano afin cerrado H0 = H + X s ademds la distancia
entre Bg y HO es cero y también la distancia entre XK y Ho'
Sea y # A(x) - px un elemento de B nHo, entonces la distan-
cia entre y y A(x)-px es diferente de cero y por lo tanto
existen dos puntos en la recta que pasa por y y A(x)-px, los
cuales estén separados por H, esto contradice que B& estéd en

un lado de Ho’ Si y = Ax-px 1lo mismo se cumple para cualquier

recta que pase por y.
Luego, BgN H, = é .

\
Como K es cerrado, entonces Hj NX#d. Si OeHon K,
entonces X, T 0, de otra manera supongamos o # y € Hoﬂ K y

sea o tal que osa<1l, si ayEHon K, entonces

y =

1
]
[y
+
t]
o

ay

"
<
N
+
td
o

por lo tanto
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]
N
+
]
n
N‘<
+
]

[~
<
[y
|
<
N
n
~
[N
|
Q
Nt
L]
o

Luego, xoeHo y entonces Ho = H., Si

ay ¢ Hoﬂl( , consideremos q—iy 3 si

a'1 ye K (]Ho entonces H = Ho; si

o1 vé KN H  entonces ay estd de un lado de H v a1 y

estd en el otro, contradiciendo que K estd en un lado de
Ho’ En todos los casos tenemos queiHo es un hiperplano ce-

rrado y por lo tanto existe x' ¢ X' tal que

<x',BG> < 0 , <x'yK>> o

Entonces x'¢ K' y <x', Ax - ;x> <o

i.e.,
<x'y Ax >
<xTx > <P
9
por lo tanto

inf <x', Ax > <
(X X2
x'eK' <x', x> P

En el segundo caso, Ax =p x,
<x'"JAx - pxX> = O
i.e., < X'y AX> _ o para toda x'eK'
T2 -
< X 'A >

por lo tanto

sup inf _<x"y Ax» _
xeCB(K) X'eK' <xX'oy%> e
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Corolario 2.2.4: Supongamos que A, B y C satisfacen

las hipdtesis del Teorema 2.2.2 y que existe un trio similar

K, %, & con X x kAx para toda x e K.

N
Entonces p(A) > p(A).

2 A . = o
Demostracidn: Sea Axc> p(A)xo donde X, € K‘i y su

. N
pongamos que AxX >_k (p(A) +e )xo para alguna € > oO.

Entonces

. A kK v kv kv
X'ﬁxo - p(A)Bx0> € Bx  2'ea Ax°>_eu Axo

Ny N n
y Aon-p(A) one Ki-{o}.

por lo tanto

Esto implica que existe B>o tal que

vy

N 'L'\: k
ACBx_ - p (A) C Bx_ >

vy
B CBXO

v N
i.e., p(A) » p(A), lo cual es imposible. Si consideramos el

conjunto {x_} U ¢ B (K), entonces

T = sup{llXx i“»x,xe”é B (KU { X1} =
= sup(’ | Ax i_kAlx,xea B () = oK.
v N
Como Ax >_k Ax = p(A) entonces p(A) > p(A)

Teorema 2.2.4: Supongamos que las condiciones del Corola-

rio 2.2.1 son satisfechas por los operadores lineales A y B.

Asi mismo supongamos que A y B también las satisfacen excep
N 4"

to por la irreducibilidad de A, donde A y B también son -
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. N an

operadores lineales. Si A x 1k Ax paraxe K y -AZ A
N

en Ki, entonces A es irreducible, p(K) y p(A) son los ra-

n
dios espectrales de X y A, respectivamente y p(A) > p(A).

Demo;tracién: Sean x, vy ¢ K, xlky, x # y y suponga-

mos que %x - Xy ¢ F(x-y). Por hipdtesis

" “k
A (x-y) > A(x-y)
. 'k ’\; N
i.e., A x-Ay <~ Ax - Ay ¢ F(x-y)
esto implica que Ax - Ay ¢ F(x-y), contradiciendo la irredu-

cibilidad de A; por lo tanto A es irreducible.
" Sea pq(A) el radio espectral de A, entonces
p(A) 5 pa(A) = r

Por el Teorema 2.2.1 r e0(A) y como r estid en la frontera
de 0(A), entonces||(A - (r + 1/n))—1|| debe ser no acotada -
cuando n tiende a infinito. De otra manera, supongamos que
|1 ¢A - (r + 1/n))_1|| es acotada y escojamos cualquier vector

y € X, sea

z = (A- (r+ 1mnty,

1
- = + =
entonces (A r) z, y 5 %5

por lo tanto

lim (A - r)zn =y
o

Esto significa que A - r tiene rango denso en X y por lo tan
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to r estd en el resolvente de A, contradiciendo que reg(A).
Entonces r estl en el espectro puntual o en el espectro con-
tinuo de A, y por lo tanto (A - (r + 1/n)"!  debe ser no aco
tada en n. Luego, para cada n existe un vector X € K
tal que ||xn|| =1 y

Lim || (A -0+ 1/aD7 x || = e
> o

De aqui que (A - (r + 1/n))xn + o0, por lo tanto (A-r)xn +0

cuando n +w,

Entonces (A - r)an - B(A - r)xn +0, como B es acotada

de X en X, y X, tiene inclusibén compacta en X, entonces B

1 1
es compacta de X en X, tomando subsucesiones si es necesario,
podemos supdner que an converge a un vector w en K, satisfa-

. _ k .
ciendo Ay - rw = o. Como Bx > aAx i entonces||Bx [|>a8]|Ax ||,

por otra parte

ol [zl 1= 1fox, ox, — A x || <||Axy -rx ||+ ||Ax]] .

si ||Bx || »o , entonces ||Ax || »o ,

por lo tanto

r = limr[|x || < lim ||Ax - rx || + ||Ax || =o.
n> o e ]

Esta contradiccidn muestra que , ¥ o. Entonces

ACy- rCo = A(T+AYS - r(I+A)™, = o

y vemos que 1r<p{A), por lo tanto r =p (A).

~
Ahora, sea y un vector en K para el cual Ay # Ay
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y sea

k+1 k+1

E =F ((T+A) - (I+A) )

k+1

k+1 k+1

n
como (I + Mm%y - 1 + MKy <X+ ) - (I +A) ,

entonces EkC Ek+_’|. 5 si Ek = Bk+1 entonces existe 8 > o

tal que

k+1 k+1

(T + ANCTI + Ay - (1 + XK (1 + HFT _ (1 + a)

ik g ((I + A')ky - (I + A)ky)

Como I + A es irreducible tenemos que Ek = K. De 1la
condicidn de cadenas finitas de K se sigue que E‘p = K para-

algln entero p»> o. Si Axo = p(A)xo para alguna xoeK'i°, exis

te o« > 0 tal que ayikx y

<<I=X>P-<I+A)P(x -ay) = o,

k

i.e.,
(T + A)P - 1+ p(Ax, >

.. 4"
X (1+8)Pay- (T+a)Poy+ (T+A)Px_ - (T + p(A))Px_

= (I+APay - (T +aPay=h
y ademis F(h)=Ep=K , l.e., h e K§°
vp ok P
Luego (I + A) X >7(1 + p(A)) X con
'."P P,
(T +A)x #(1+ p(A))Fx

. R
de aqui que p((I + APy > 1+ p(A))P

Por el teorema de la funcidn espectral tenemos
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(1 + (AP =, (I + APs (1 +,(a))P
y por lo tanto

N
[ (A) > P (A).

Camo un corolario de este teorema tenemos el Teorema -

1.4.6.
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11.

J.s.
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