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PROLOGO 

La teoría clásica de Perron-Frobenius para matrices ha si 

do generalizada por varios autores para espacios de dimensión 

finita e infinita. 

El presente trabajo reune los resultados obtenidos por -

Vandergraft [1], H. Schneider y R.E.L. Turner [2] para opera

dores que dejan invariante algún cono en un espacio de Banach 

sobre los reales. 

El primer capítulo contiene una generalización de la teo

ría de Perron-Frobenius para matrices en espacios de dimensión 

finita, así como unas aplicaciones a procesos iterativos. 

En el segundo capítulo se obtienen resultados similares, -

en espacios de Banach, pero haciendo a un lado la linealidad y 

continuidad de los operadores y basándose fuertemente en la 

preservación del orden parcial inducido por un cono. 



CAPITULO I. 

PROPIEDADES ESPECTRALES DE MATRICES 

CON CONOS INVARIANTES 

1.1. INTRODUCCION 

Los resultados básicos de la teoría de Perron-Frobenius 

para matrices no netativas son: 

Propiedad I. Si A es una matriz n x n con elementos 

no negativos (A ::_O), entonces: (a) pa-(A) es un valor propio, 

(b) existe un vector propio, no netativo, correspondiente a 

Pcr{A), (c) s,1. B :::_ A, i.e., B-A~O, entonces Pcr(B) ~ Pcr (A), don 

de pcr (A) es el radio espectral de A. 

Propiedad II. Si A > O es irreducible ( 9 1. 4) , entonces: 

(a) Pcr (A) es un valor propio simple, (b) existe un vector pro

pio, positivo, correspondiente a Pcr (A) y (c) si B :::_A y B ~ A 

entonces p (B) > p (A). 
C1 C1 

Propiedad III. Si A tiene todos sus elementos positivos 

(A>O), entonces: (a) pcr (A) es un valor propio simple, mayor 

que la magnitud de cualquier otro valor propio, (b) las propie

dades II(b) y II(c) se cumplen. 

Los resultados referentes a la existencia de vectores y 

valores propios I(a), I(b), II(a), II(b), III(a), han sido gen~ 

ralizados para operadores en espacios de Banach (ver [6], (7) y 
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y [a]. Los resultados relacionados con la comparación de los 

radios espectrales fueron generalizados por Vandergraft (1] 

en vista de sus aplicaciones a los procesos iterativos. Estos 

resultados no habían sido generalizados adecuadamente, la irre 

ducibilidad, que es una parte importante de la teoría, era re

emplazada generalmente por una condición más fuerte. Por ej~ 

plo, Marek (11] probó algunos teoremas de comparación para los 

operadores u0 -positivos de Krasnosel'skii. Puede ser demostra 

do (ver§ 1.4) que estos operadores son esencialmente irreduci 

bles, pero no recíprocamente. Shaefer fa] definió una clase 

de operadores en un espacio de Banach, la cual en~ es la cla 

se de matrices irreducibles; sin embargo sus resultados sola

mente son referentes a la existencia de vectores y valores pr~ 

pios. 

En su generalización de la teoría de Perron-Frobenius, 

Vandergraft reemplazó la positividad de un operador por la con 

dición de que deje invariante a un cono y, para obtener resul

tados más fuertes, supuso que los espacios eran de dimensión 

finita. 

En este capítulo presentaremos estos resultados [1], en 

la sección 1.2 damos algunos resultados básicos en la teoría 

de conos en En, en la sección 1.3 se dan condiciones necesarias 

y suficientes para que una matriz deje invariante a un cono. En 

la sección 1.4 se generaliza el concepto de irreducibilidad de 

una matriz y también se dan condiciones necesarias y suficien

tes para que una matriz sea irreducible con respecto a un cono, 
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así como criterios de comparación para los radios espectrales 

de dos matrices. En la Última sección se dan algunas aplica

ciones a procesos iterativos. 
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1.2 Conos en En. 

Un cono K es un subconjunto cerrado de En el cual sa 

tisface: 

i) K íl (-K) = {O} 

ii) K + K = K 

iii) a K C K para cualquier a~ o. 

Un cono es llamado sólido si su interior Kº es no vacío 

y se dice que K reproduce a~ si En= K - K. Si x E K en 

tonces escribiremos x >k o, y x > o significa que x está 

en el cono que consiste de todos los vectores de En con coor-

denadas no negativas. Si A es una matriz n X n, entonces es 

cribiremos A > 
k o cuando A X K para toda K. Si K E X E 

es un cono sólido entonces X >> o significa X E K° y A>> o 

significa que A X E K° para toda X E: K y X # o. Podemos uti-

lizar el cono K para establecer un orden parcial en En y es-

cribiremos X <k y si y - X está en K. 

Los siguientes lemas nos dan algunas propiedades impor

tantes acerca de los conos en En. 

Lema 1.2.1: Sea K un cono sólido en~ y sea x E K°, en 

n k tonces para toda y E E existe a> o tal que a y~ x. 

Demos·tración: Si x E K° , entonces existe e: > o tal que 

la bola de radio E con centro en x, B(x,E) está cqntenida en 

K y por lo tanto para toda A >o la bola B(>.x ,>. d está contenida 
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en K, lo que implica que >.. xd<º .. 

Para cualquier YEF!1 y ).> Ltl-
E 

tenemos 

1 >..x-(>..x-y)I = 1 y I< >.. E 

y por lo tanto 

>..x-y E B(>..x,>..dC K 

k i. e., y ~ >..x, lo cual demuestra el lema. 

Lema 1.2.2: Sea K un cono en En y sean x, YEK con 

k y~ -XE<l K, entonces y e il K. 

Demostración: Primero demostraremos que si x=u+v con 

u,vc:K y .xeíl K, entonces u y v están en a K. Supongamos que 

UEK°, entonces existe E>O tal que la bola B(u,t) está conteni

da en K. Sea ycBCx,E), entonces I u+v-y¡ ~E y de aquí que 

y-vcBCu,E)CK. Ahora, y= (y-v) + v E K, 1o·cual significa que 

B(x, dCK; por lo tanto x E K°lo cual es una contradicción. Aná 

logamente V€oK. 

S . k k t ( ) + --l o~ y~ x, en onces como x-y y x e a K tenemos que, 

por lo anteriormente demostrado, y E a K. 

Lema 1.2.3: Sea K un cono en En. Entonces K es sólido si; 

y solo si K reproduce a En. 

n Demostración: Supongamos que K es sólido y sean yEE y 

XEK°, entonces existe >..~o tal que >..x-yEK, por lo tanto y->..xE(-K) 
. n 

y como y=>..x-(>..x-y) con >..xEK, entonces E =K-K. 
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Ahora supongamos que K reproduce a~. entonces K tiene 

n vectores linealmente independientes, sean x 1 ,x 2 , ... ,xn es

tos vectores y consideremos el siguiente conjunto 

n 
= I: 

i=1 
a .x. ,a .> o} 

l l l 

éste no es vacío y está contenido en Kº, por lo tanto K es só 

lido. 

Un vector :xc K es llamado vector extremo de K si x=u+v 

con u, v E K implica que u y v son múltiplos no negativos de 

x. Un cono K es generado por un conjunto de vectores si cada 

elemento de K puede ser escrito como una combinación lineal fi 

nita de estos vectores, usando solamente coeficientes no nega

tivos. La relación entre estos dos conceptos está dada por el 

siguiente teorema: 

Teorema 1.2.1: Cualquier cono en~ es generado por sus 

vectores extremos. 

Demostración: Esta va a ser por inducción en n. Para 

n = 2 el resultado es obvio. Supongamos que el teorema es cier 

to para espacios de dimensión menor que n>2. Si x es un punto 

interior de K e~. entonces sea UEK linealmente independiente 
'\, 

de x y H el plano generado por x y u. Entonces K = H íl K es 
'\, 

un cono de dimensión 2, como xcK, entonces x=x1 + x 2 , donde x 1 
1\, 

y x 2 están en la frontera de K. Para cualquier E>o considere-

mos la vecindad B(X~E), entonces B(x1,E) íl Hes una vecindad de 

x.1 en H y por lo tanto existe YE B (x1, E) íl H tal que y + K 
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y entonces y ~ K, esto implica que x 1 E a K. Análogamente 

x 2 E a K y por lo tanto para demostrar el teorema podemos con

siderar solamente puntos de la frontera de K. 

Sea x E a K arbitrario, podemos suponer que x no es ex

tremo, en cuyo caso x=u+v, donde u,vEaK, por el Lema 1.2.2, y 

además son linealmente independientes de x. 

Consideremos el conjunto 

u= {yEKly=au+av;a,a~o} 

este conjunto es un cono que contiene ax y además si yEU, en

tonces 

k k o~ y=au+av~ AU+AV=AXEaK, A= max(a,B), lo que implica que ucaK. 

Sea s el mayor cono tal que X E s e.a K. Si Hs es el me

nor subespacio que contiene· a S, entonces Hs tiene dimensión me 

nor que n, ya que si su dimensión es n entonces existen en S n 

vectores linealmente independientes y por lo tanto S tiene inte 

rior no vacío, que contradice la hipótesis de que S Ca K. Aho

ra podemos aplicar la hipótesis de inducción a Hs y la demostra

ción está completa puesto que todos los vectores extremos de S 

también son extremos.de K. Para demostrar esta Última afirmación 

consideremos YES y supongamos que no es extremo de K, entonces 

y=u+v donde u,vEK. Supongamos que uf S y consideremos el conju~ 

to 

claramente S' es un cono. k k Como o~ w+au=w+a (y-v)~ w+ayESO K, 
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entonces w+audlK y S'CaK. Como xe:S' y S' es mayor que S, 

tenemos una contradicción en la definición de S, de aquí que 

UES; análogamente VES. Por lo tanto y no es vector extremo 

de S y el teorema queda demostrado. 

Sean x 1 ,x2 , .. . ,xm vectores linealmente independientes 

en E:11, definimos el cono generado por estos como el conjunto 

m 
{xlx = I: 

i=1 
a, x., a.>o} 

1 1 1-

Un subcono de K es cualquier cono contenido en K, un 

subcono extremo es un subcono generado por algún subconjunto 

de vectores extremos de K. Si un subcono extremo está conteni 

do en la ~rentera de K, entonces se dice que es una cara de K. 

Si Fes una cara, entonces está contenida en un subespa

cio lineal de dimensión menor que n. El menor subespacio tal 

será denotado por HF. A cada XEíl K le corresponde una cara en 

particular, la cual tiene algunas propiedades útiles. Estas 

son descritas en el siguiente lema: 

que: 

Lema 1.2.4: Dada cualquier XEílK existe una cara Fx tal 

i) xcF 0 
X 

relativo al sub espacio 8r 
X 

ii) F = aK n HF 
X 

k k X 
iii) o< y < X implica y e F 

X 

Demostración: Por el teorema 1.2.1, cualquier XEílK pue
m 

de ser escrita como x = I: vi xi' donde vi> o, xi extremo 
i=1 
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para i=1,2, ... ,m. Sea F el cono generado por x 1 ,x2 , ... ,xm 

F es un subcono 

finimos 13 = max . 
min 

tanto F es una 

extremo. Además si y = E a .x.e:F, 
l. l. 

(ªi) entonces <k Sxe:aK yEaK, (v. ) ' y_ y 
l. 

cara. Como el conjunto 

m 

{xlx = E 
i=1 

".x. ".>o} 
l. l. l. 

a. > o, 
l. -
por lo 

de 

es abierto relativo al subespacio H¡,, entonces F es una cara 

que satisface (i). 

Sea F la mayor cara tal que (i) se cumple. Entonces ob 
X 

viamente Fx Ca K íl HF 
X 

aK() 8p es un conjunto cerrado, 
X 

(aKílf1r )íl - (aKílH¡,) = {o} y A (aK ílli¡, ) e (aKflHp ),si 
X X X X 

A>O, 

Sean 

se tiene 

+ x2caKnH¡, , entonces x1+x2E8r 
X X 

que x 1 + x 2EaK o x 1 + x 2EK0 • 

y como x1 + x 2E K, 

Supongamos que 

x1 + X2El<°, cano Fx reproduc_e a li¡, tenemos x1 + x2 = Y1- Y2EKº 
X 

con y1 , y 2 E Fx' pero esto. implica que y E K O lo que contradi 

ce y 1 E FxC a K. Por lo tanto x 1 + x 2e:a K y entoncesaKílH¡, 
X 

es un subcono contenido en la frontera de K. Para demostrar 

que aKíl H¡, es una cara, veremos que todo vector extremo de 
X 

aKílH¡, es un vector extremo de K. Sea ye aKíl H¡, , supongamos 
X X 

que y= u+ v con u, v E K linealmente independientes de y, en-

tonces u, v E a K ya que o<k u <k y, o<k v <k y, 

Supongamos que u4H¡, y consideremos el subespacio H' genera
x 

do por HF 
X 

y u. 

El conjunto aKíl H' satisface las siguientes propiedades: 

(aKílH') - (aKílH') ={o}, >.(aKílH') C (aK)()H' para toda A>o 



1 O, 

es cerrado y además si w, zcaKílH', entonces w+ z EH', i.e., 

w + z =au + w' con w1 E lL -Tx' entonces existe n>o tal que -

w'~knx y por lo tanto w+ z = au + w'<kau + nx~~Y + nxcaKnllp 
X 

lo cual implica que w+zcaK y de aquí que aKílH' es un cono 

contenido en a K. Como k k vu< vy~ x para alguna v>o, entonces 

x-vucaKnH 1 y por lo tanto xc(aKílH')º relativo a H'. Si 

aKílH' no es un subcono extremo, entonces podemos seguir cons

truyendo subconos de la forma aK íl Hi tales que x está conteni 

do en el interior de estos subconos relativo a los subespacios 

Hi respectivamente. Como xcaK entonces alguno de estos subco

nos debe ser una cara, pero por la forma en que se definió Fx 

tenemos que ninguno de estos subconos puede ser una cara, de do~ 

de se concluye que uc Hp, 
X 

Análogamente v E y por lo tanto 

y no es vector extremo de a K íl Hp ; como F x es la mayor cara 
X 

tal que (i) se cumple tenemos que a K íl Hp e F y por lo tanto 
X X 

F 
X 

Finalmente, si k k o< y< x , entonces ycaK. Supongamos 

que y { Hp, sea H' el subespacio generado por Hp y y. Si 
X X 

F' = a K f) H', entonces usando un desarrollo análogo al que se uti 

liz6 para demostrar que aK íl Hp es una cara se demuestra que F' 
k X 

- ycF', entonces está es una cara y como x-y~ xcaK, X X en 

(F' )ºrelativo a Hp,• Esto contradice la definición de Fx\de esta 

nera ye Hpx y por (ii) se concluye que y e Fx. 

ma 
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1.3 Matrices y conos invariantes 

De la teoría de conos invariantes en espacios de Banach 

[6], [7] se sigue que si una matriz A deja invariante a un co 

no sólido, entonces p (A) es un valor propio y existe un vec
a 

tor propio, correspondiente a p (A), en el cono. Esto puede 
a 

ser demostrado también usando el teorema de punto fijo de 

Brouwer. Birkhoff (s] dió una demostración elemental de este 

resultado usando la forma canónica de Jordan. La ventaja de 

la demostración de Birkhoff es que ésta puede ser extendida -

para demostrar otra propiedad de p (A), la cual se convierte 
a 

en una condición suficiente para que A deje invariante a un 

cono sólida. Para establecer esta condición, necesitamos la 

siguiente definición: 

Definición 1.3.1: Si A es un valor propio de una matriz 

A, entonces el grado de A es el tamaño del bloque diagonal 

más grande, en la forma canónica de Jordan de A, que contiene 

a L 

Teorema 1.3.1: Si K 
k es un cono sólido y A~ o, entonces 

i) Po (A) es un valor propio, 

ii) el grado de p(A) no es menor que el grado de 
a 

cualquieP otro valor propio que tenga el mis 

mo mÓdulo, 

iii) K contiene un vector propio correspondiente 

a P (A). 
a 
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Además, las condiciones (i) y (ii) son suficientes para 

que A deje invariante a un cono sólido. 

Antes de demostrar este teorema demostraremos un lema 

elemental. 

i8 Lema 1.3.1: Excepto cuando el número canplejo a =pe 

es positivo, existe una sucesión finita de constantes positivas 
r 

Cwr) tal que Ewra = o. 

Demostración: Si a es positivo el resultado es obvio~ 

Si el argumento de a es múltiplo de t/2 el resultado es 

trivial; de otra manera existe un entero s tal que para cua-

drante hay un entero r. <S 
1-

con i=1,2,3,4- y r· a. =a 1 
1 

está en 

el i-ésimo cuadrante. Ahora, si sumamos, multiplicando por cons 

tantes positivas si es necesario, los vectores de la forma r 
a , 

con r~s, cuyo argumento sea mayor que el de a4 y menor que 

el de a1 , obtenemos un vector de la forma t(1,0). Análogamen

te se pueden generar los vectores t(0,1), t(-1,0) y t(0,-1), 

donde t>O; la suma de estos vectores es cero y entonces el lema 

queda demostrado. 

Demostración del teorema 1.3.1: Primero demostraremos (i) 

y (iii). Podemos extender En y A de manera única al espacio 

canplejo de dimensión n y escoger una base canónica de Jordan 

en este espacio canplejo de tal manera que para cada vector x. k 
] ' 

de esta base: 



Ax. k = >.. x. k 
J ' J J ' 

x. 
J 'o 

= o 

Los vectores 

+ x. k 
J ' 

x. k 
J' 
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-1 j=1, ... ,.e. k=1, ... ,m .. 
J 

.e. 
E m. = n (3.1) 

j =o J 

pueden ser complejos en cuyo caso 

aparecen como pares conjugados. 

= 
k-1 

E 
s=o 

Por inducci6n sobre r 

k-1 r 
E r-s 

Ax. k = L 
J ' s=o J 

Para r=1 es cierto pues 

Ax. k = 
J' 

k-1 
E 

s=o 

danos traremos que 

(r} 
s x. k 

J' -s 
(3. 2) 

Supongamos ahora que (3.2) se cunple para r-1, entonces 

k-1 r r-1 
A xik = AA x = A E 

-, s=o 

= 
k-1 

E 
s=o 

r-s >.. 
J 

(r-1) x. k s J' -s 

r-s >.. 
J 

k-1 
(r-1)x. k + E >.r-s (r-1) X. k 

s J, -.s s=l s -1 J , -s 
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">.~ (r-1)x. + I: + A~-s (r-1) + (r-1~x. k-1 l 
J o J,k s=l J s s-1] J,k-s 

= ya que 

lo cual demuestra (3.2). 

Ahora, sea p0 (A) = max 1>-jl el radio espectral de A. 

En el caso de que p0 (A) = O (i.e., >.j = o, j = 1, •.. ,1), en-

tonces A es nilpotente y tenemos que = o para alg!:!_ 

na r mínima. Para estar, algún vector w = Ar-l xi o,wc K 

satisface Aw =o= p0 (A) w. Lo cual demuestra (i) y (iii) p~ 

ra este caso. 

En el caso de que p0 (A)=p>o, podemos suponer que los va 

lores propios satisfacen la siguiente relación: 

Sea M = max m. 
J 

j = 1,2, ... ,v Entonces 

1 m. 1 m. 1 m. k-1 
Ar I: i:J C. kx. k I: i:J e. k 

r i:J c. k I: >.. (r)x. = Ax. k = I: 
j=1 k=1 J' J' j=1 k=1 J, J, j= 1 k=1 J' s=o J s J ,lc-S 

M k-1 m. k-1 
c. k 

r-s r) i:J r-s r) = I: I: I: A. ( X. k + I: c. k I: ). • ( X. k 
J k=1 J ' J s J' -s J k=1 J, J s J' -s s=o s=o 

donde 

'\, 

J = { j E { 1, 2 , ••• , 1 },1· I .>. j 1 = p (A), M=mj } J = {1, ••• ,1}- J. 

M k-1 . 
I: I: C. k I: ( ill.)r-s(r} 
J k=l J, s=o pe J s xj,k-s 
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. M-2 . 18 · r- (M-1) r 18 · r s r = EC. M(pe ]) (M 1 )x. 1 + EC. E {pe J) - ( )x. + 
J J ' - J , J J ,M s =o s J ,M - s 

ya que Q(r) 
M-2 

polinomio en 

M-1 k-1 
+ E E C. k E {pei8j)r-s (r)x. k 

J k=1 J' s=o s J' -s 

es un polinomio de grado M-2 en 

r de grado S<M-1. 

"' 
Por otra parte, para toda j E J se cumple una de las si 

guientes relaciones: 

a) p .. j 1 < p 

b) 1 ;>,.j 1 = P ' m.<M 
] 

r En el caso (a) al dividir entre p y hacer que r tienda 

a infinito el término correspondiente tiende a O, en el caso 

(b) al dividir entre rM-1 y como(~) tiene grado menor que M-1, 

el termino. correspondiente tiende a cero cuando r tiende a in

finito. 
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Por lo tanto: 

r R. mj ) r M-1( .. C ( i8j)M-1 ir8J·· O ( 1 )) A ( I: I: C. x. = p r ,., . M pe e x. 1 + 
J=1 k=1 J,k J,k J J, J, 

Ahora: si x El<° , entonces X : 
R. mj 
I: I: C. k X• k 

j=1 k=1 J, J, 

Supongamos que C. , k = O para alguna j 0 ,k0 , como 
Jo o 

e 3. 3) 

x el<°, entonces existe e>o tal que la bola con radio e y cen 

tro en x está contenida en K y por lo tanto si escogemos 6 

tal que o< 6 < e, el vector z = x + 6x. k está en l<°, por 
Jo' o 

lo tanto K contiene vectores de la forma: 

con e. k -:/ o J, 

z = 
,. m. 
r rJ e. x. k 

j=1 k=1 J,k J, 

j = 1,2, ... ,R. k = 1, 2, ... ,mj 

Para cualquier vector de éstos consideremos la sucesión 

(Ar ) Cl · Ar · Ar z. aramente para ninguna r, z = o ya que si z = o 

1 t (3 3) A Cada term.. 1·no Arz para a guna r en onces por • p = o. 

le asociamos su dirección, la cual es la misma que la de 

Arz /pr rM-1 d. . .. .. 1 . d d. . , esta ireccion esta en e conJunto e 1recc1ones 

de K. Este conjunto es compacto ya que K es cerrado; enton

ces el conjunto de límites de subsucesiones de esta sucesión 

de direcciones (las cuales pueden ser llamadas "direcciones 

w - límite") es un subconjunto (cerrado) no vacío del conjunto 

de direcciones de K. Los vectores con una "dirección w-límite" 

tienen la forma: 

( R, 
m. 

lim I: ¿J c. k r ~-
I: d. k Ax. k - x. 1 = w (3. 4) 

r-+-m j=1 k=1 J' J, J' J' 

\ r M-1 p r 



con 
r Ax. 1 J, 

17. 

= r i8jr p e x. 1 
J' 

Si estos vectores son diferentes de cero serán llamados 

"w- vectores". 

Por el Lema 1.3.1, para cada e1 # o (mod 2t), i.e., cua! 

quier At no positiva, podemos encontrar constantes positivas 

r 
(vr)' tales que I:VrA t = o y podemos construir el vector: 

w' = I: vr Ar (w) = I: V r I: dk Ar 
k xk 

el cual 
,. 

diferente de cero Arw # o sera ya que y 

vr >O 

donde 

y 

para toda 

d' k 

d' t 

w' = 

= 

= 

r, además 

I: V r 
Arw 

I:I: V dk r 

r = I: V I: dkAk xk = r 

Ar X = I: d' X 
k k k r 

si dk = o entonces dk = o 

Iterativamente podemos encontrar un vector con un mínimo 

de coeficientes dk diferentes de cero en (3.4), si dk # o 

entonces Ak = p, por lo tanto éste es un vector propio de A 

en K con valor propio p (A). 
o 

Para demostrar (ii) notamos que si esto fuera falso, en

tonces A· sería no positivo para toda j E J, ya que en este -
J . . 

caso el grado de p (A) sería menor que M. Entonces. por la cons o 

trucción anterior podríamos producir un elemento diferente de 
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º· 

cero con todas las constantes dk iguales a cero. Esta con

tradicción demuestra (ii). 

Para demostrar la parte final del teorema sea ,. = p (A) 
1 a 

y normalicemos los vectores X• • 
1 '] 

de tal manera que 

Ax,. k: ~. X. k +E X. k 1 J, ] ], J, - j=1, ... ,i; k=1, •.• ,mj ( 3. 5) 

donde 

si v= 1 

si V 1 1. 

Por hipótesis 

que el conjunto: 

m1>m. - ] 
para j = 1, •.. ,v demostraremos 

i m. 
I: I:] ªJ",k XJ.,k''ªJ",k'~ª 11r j =1 k=1 ..,., 

si k<m. - ] 

a 
p,q 

si X. : X } 
J,k P.q 

(3.6) 

es un cono sólido invariante bajo A. Claramente se ve que K 

es un cono. Para demostrar que es sólido sea 

y = 
1 m. 
I: I:] V• k X. k 

j=1 k=1 ], ], 

un elemento arbitrario de En, entonces 

y = 
1 m. m. 
I: I:] a. k x. k - I:] 6k x1k' 

j=1 k=1 J, J, k=1 .., 

donde 

f! ik : V j,k ' j f 1 

(3. 7) 
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=t· ( 
1 "1,k 1 ' 

{ ". k 1 ' 
m. < k) si k' ~ m1 

ª1,1< 
J, J 

max ( 
'lr1n1 I • { ". k 1 ' 

m. < k) si k ~ m1 J, J 

'3 = k 61,k - "1k 
' 

La forma en que se escogieron a.k J, 
y (5k asegura que 

ambos ténninos en (3.7) están en K, de aquí que K reproduce a 

Ef y por lo tanto es sólido. 

Para demostrar que K es invariante sea 

R. m. 
X = 2: J K 2: a •k X •k e: 

j=1 k=1 ~ ~ 

R. m. 
kx = 2: J 

x:i,k r a.k 
j=1 k=1 J, 

Por (3.5) tenemos que 

e~k =r :i,k 

).. + e: ªj,k-1 si k < m.' 
J J 

ª:i,k A. si k = m .. 
J J 

Obviamente a~k íP.q si - necesitamos de-= xik = '),,q ' , 
mostrar que 

1 ª:i,kl < ª1,1< si k ~ m1 -

113 :i,kl 
< a '.l,m si k ~ m1 - 1 

Consideremos los siguientes casos: 

i) k < m1 , k < m. 
J 



iii) 

así 

iv) k ~ m1 , k = m. 
J 

1 8:i,k-l = lªj,k"jl 

Entonces Ax e: K , 

20. 

Como 

> ª1,1<" 1 

m1 > m. 
- J 

= ª1,m. 
J 

j=1, ••• ,v 
para toda j tal que 

= ªye 

lo cual demuestra el teorema. 

Un corolario a este teorema es que si A es simétrica 

entonces A tiene todos sus valores propios reales y por lo 

tanto p CA) o a p 0 (A) son valores propios, de lo cual, apli 

cando el teorema, se obtiene que A o - A deja invariante 

un cono.sólido. También, toda matriz estrictamente triangular 

deja invariante a un cono sólido ya que todos sus valores pr~ 

pios son iguales a cero. 
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1.4. Irreducibilidad. 

Si e 1 , e 2 , ... ,en son los vectores coordenados unitarios 

en En, entonces un subespacio coordenado es un subespacio gen~ 

rada por cualquier subconjunto de e 1 , ... ,en. Una matriz irre

ducible, de acuerdo con la definición clásica, es una matriz 

que no deja invariante algún subespacio coordenado de dimensión 

menor que n. Como el hiperoctante positivo es el cono genera

do por los vectores e 1 , ... ,en' una matriz irreducible no nega

tiva transforma al hiperoctante positivo en él mismo y deja nin 

guna cara invariante. 

Si reemplazamos el hiperoctante positivo por un cono sól~ 

do arbitrario, la definición dada anteriormente nos lleva a la 

siguiente generalización: 

Definición 1.4.1: Una matriz A >k O es K -irreducible -

si A no deja invariante alguna cara de K. Una matriz que no 

es K -irreducible es llamada K -reducible. 

Para reforzar esta definición probaremos algunas propied~ 

des de las matrices K -irreducibles que son ciertas para matr~ 

ces no negativas irreducibles. En adelante siempre supondremos 

que K es un cono sólido. 

Teorema 1.4.1: A >k O es K -irreducible si y solo si nin 

gún vector propio de A está en la frontera de K. 

Demostración: Supongamos que A > k O es K-reducible y sea 
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F Ca K una cara de K invariante bajo A. Restringiendo A 

al subespacio Hr, A deja invariante al cono sólido F; enton 

ces, por el Teorema 1.3.1, A restringida a 1T tiene un vec

tor propio x E F. Pero x es también un vector propio de A 

operando en todo el espacio y además está en aK. Recíproca

mente, supongamos que x es un vector propio en la frontera 

de K, y_sea F 
X 

la cara definida para x en el Lema 1.2.4. 

Como x E Fxº relativo a 1T, entonces para toda y E Fx exis 
k X k 

te a > o tal que y ~ ax. Luego, Ay~ A(ax) =a).x,).~o; si 

).:o entonces 

(a). )-1 Ay~kx 

por lo tanto 

o=Ay E Fx; de otra manera, si ).>o, entonces 

-1 y por el Lema 1.2.4, tenemos que (0 ).) AyEFx' 

A y E F . 
X 

Entonces Fx es una cara invariante 

bajo A y por definición A es K-reducible. 

El siguiente lema nos da una propiedad interesante de 

las matrices con conos invariantes y nos permite probar otra 

caracterización espectral de las matrices K -irreducibles. 

Lema 1.4.1: Si k A> o tiene dos vectores propios en K°, 

entonces A también tiene un vector propio en la frontera de 

K. Además, los valores propios correspondientes son iguales. 

Demostración: Sean x 1 , x 2 E Kº vectores propios de A 

linealmente independientes con valores propios ). 1 , ). 2 • Supon~ 

gamos que o ~). 2 ~ ). 1 y sea 

t 0 = min {t>o I t x 2 - x 1 E K} 
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Como x 1 , x 2 E Kº, entonces para alguna a>o,ax 2-x1 E K y co

mo K es cerrado, entonces t 0 existe y además es diferente de 

cero. Por la definición de t 0 , el vector x 3 =t0 x 2-x1 está en 

la frontera de K. Si A1 # o entonces 

La definición de t 0 implica que A2 ~ Al' de aquí que 

A2 = A1 ; por otra parte si A1 = o entonces A2 = o y Ax 3 = o. 

En ambos casos, x 3 es un vector propio en la frontera de K 

con valor propio A3 = A2 = A1 , ya que 

El siguiente teorema se demuestra a partir de los dos re 

sultados previos. 

Teorema 1.4.2: k A> o es K -irreducible si y solo si A 

tiene exactamente un vector propio en K y éste está en K°. 

... S A k · · p Demostrac1on: upongamos que ~ o es K -irreducible. or 

los teoremas 1.3.1 y 1.4.1, A tiene un vector propio en Kº; si 

A tiene otro vector propio en K entonces éste también está en 

K° y entonces por el Lema 1.4.1, A tiene un vector propio en aK, 

lo cual contradice que A sea K -irreducible. Por otra parte 

si A tiene exactamente un vector propio en K y éste está en Kº 

entonces por el teorema 1.4.1, A es K -irreducible. 

Es de notar que el concepto de irreducibilidad depende de 

la matriz y del cono. Es posible que una matriz deje invarian-
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tes a dos conos y que solo sea irreducible con respecto a uno. 

Un ejemplo de ésto es la matriz 

A=(: :) 
Si K1 = { (x ,y) / ~o, Y?._O } 

K2 = { (x,y) / x~o, 1 YI :5..x } 

k· i Claramente A~ 1 0, = 1,2. 

Como (0,1) eoK1 y A (0,1) = (0,1), A no es Ki -irre

ducible. 

Los vectores de la frontera de K2 tienen la forma Clxl,x); 

como A(lxl ,x) = 2Clxl ,}, x) entonces ningún vector propio de A 

está en oK2 y por lo tanto A es K2 -irreducible. 

Frobenius presentó la clase de matrices irreducibles no 

negativas porque es mayor que la clase de matrices positivas y 

conserva muchas de las propiedades espectrales importantes. Cla

ramente, si A transforma a K en su interior, no puede dejar 

alguna cara invariante, de aquí que A sea K -irreducible. Es

to es, la clase de matrices K -irreduc.ibles es mayor que la cla

se de matrices que satisfacen A>>O. Ciertas similaridades en 

propiedades espectrales de estos dos tipos de matrices son seña

ladas por los dos teoremas siguientes: 

Teorema 1.4.3: Si k 
A> o es K -irreducible entonces: 

i) pa(A) es un valor propio simple y cualquier otro va-
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lor propio con el mismo mÓdulo también es simple; 

ii) existe un vector propio correspondiente a p (A) en 
a 

l<° y ningún otro vector propio de A está en K. 

Además, (i) es suficiente para que A sea K -irredu

cible con respecto a algún cono sólido invariante. 

Demostración: Por el Teorema 1.3.1, p (A) es un valor 
a 

propio. Supongamos que p (A) no es simple, entonces existen 
a 

vectores x 1 ,x 2 linealmente independientes, con x 1 &1<° y 

Ax1 = P a (A)x1 

cumple: 

además una de las dos siguientes relaciones se 

(4.2) Ax = p (A) X + X 
2 a 2 1' 

esto es por la forma caninica de Jordan de A. Si (4.1) fuera 

cierto, entonces como x1 E 1<°, existe t suficientemente gr~ 

de tal que entonces es 

otro vector propio de A en K, esto contradice el Teorema 1.4.2. 

Si (4.2) se cumple y 

-1 k 
como -t x 2~ x 1 , -

-1 i.e., -t x 2-x1 E K, 

t . t-1< p CA) par e, si a 

-x 2&K entonces AC-x 2 ) = -p 0(A)x 2-,,E K; 
-1 . -1 p 0 (A)x 2-x1 +(-t + p 0 (A))x 2 E K, si t :".'_P 0 (A), 

. -1 se contradice que x 1+t x 2 E K; por otra 

k -1 k 
entonces o~ x 1 +t x 2~ x 1 +p(A)x 2 , lo cual 

contradice que - p 0 (A)x 2-x1 E K. Por lo tanto si (4.2) se cum-

ple entonces -x 2 ~ K; como en el Lema 1.4.1, podemos definir 

t 0 = min {t > o 

y como -x 2 t K entonces t 0 # O. Si p (A)=O entonces Ax= O, a 
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con x E Kº y por lo tanto A(K) = O contradiciendo la K -irredu 

cibilidad de A. Entoncesp (A)f.O, esto implica que a 

lo cual contradice la definición de t. De todo esto concluimos o 

que p (A) es simple. Por la parte (ii) del Teorema 1.3.1, cual-a 

quier valor propio con el mismo módulo también es simple. la. se-

gunda parte del teorema es una consecuencia del Teorema 1.4.2. Pa 

ra demostrar la parte final del teorema usaremos la demostración 

del Teorema 1.3.1. En este caso el cono definido en esa demostra 

ción solamente contiene elementos de la forma ax 1 + y, donde 

a = ª1,1 ' x:1 = x\1 

mi 
ª1,k x\k + y = E 

k=2 

Como p (A) es simple entonces 
a 

R. 
E 

j=2 

mi = 

si 

ª1,1 

m. 
] 

E a . k x:i,k 
k=1 J' 

1 y por lo tanto 

k < m = 1 
- 1 

si k ~ m1 = 1 

si a= o entonces la~k 1 ~ a~1 = o, i.e., y= o. 

De aquí que ningún otro vector propio diferente de x 1 

puede estar en K puesto que Ax= ap (A) x + Ay 
a 1 

y Ayf.p (A) y. 
a 

Entonces por el Teorema 1.4.2 A es irreducible con respecto a es 

te cono. 
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Reemplazando la hipótesis de que A sea K -irreducible 

k por la de que A>> o, es posible hacer una afirmación más fuer-

te acerca de p (A). 
(1 

Teorema 1.4.4: Si k 
A>> o, entonces 

i) p CA) es un valor propio simple, mayor que la magnitud 
(1 

de cualquier otro valor propio, 

ii) un vector propio correspondiente a p (A) está en K°. 
(1 

Además, la condición (i) es suficiente para que A trans 

fonne a un cono sólido en su interior. 

Demostración: La mayor parte del teorema se sigue como un 

corolario del teorema anterior. De hecho solamente tenemos que 

demostrar la Última parte de (i) y la afirmación final. 

Sea A2 ,cualquier valor propio diferente de p (A), con vec 
(1 -

tor propio x 2 y supongamos que = P CA). 
(1 

Por simplicidad 

supongamos que p (A)= 1, en cuyo caso a 
A2 = eie para alguna e. 

~, Re (ei~x 2 )gK y de aquí ob-Vamos a demostrar que para alguna 

tendremos una contradicción. 
i~, 

Para cualquier~ , Re Ce x 2 )EK o 

Re (ei~x 2 )~K, en este Último caso, como en el Lema 1.4.1, podemos 

definir: 

donde x1 g Kº es el vector propio correspondiente a p 0 (A). 

Si 
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entonces Y, está en la frontera de K y 

De aquí que t,>tt+e si t,>o y entonces 

De donde se concluye que para alguna , 0 , y 0 

ya que K es cerrado y existe una sucesión 

inf(t,) = o. 

+ Re(ei'ox2 )e:K 

(y, ) tal que -
n 

Ahora, si (tk) es cualquier conjunto finito de constan

tes positivas, entonces Etk Aky0 = o implica que y0 = o. 

Fbr el Lema 1. 3 .1 , si 8 -1 o (mod. 2 '11) , entonces existe un 

. d .,. . . ( ) -1 eike conJunto e numeres positivos tk ta es que rtk = o. 

De aquí que 

esto implica que y 0 = o, i. e.' = O donde 

x2(j) = a. + i a., por lo tanto si hacemos 
J J 

entonces y 2 es real. Como 

donde ¡A 2 ¡ = 1, claramente A2 = ~ 1 ya que A y 2 es real. 

Supongamos que y 2 4 K, entonces podemos definir 

t 0 = min {t>o / t x 1 + y 2 E K} 
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consecuentemente, t 0 x1 + y 2 e a K, 

lo cual es una contradicción. 

Si y 2cK entonces -y24K y análogamente llegamos a otra 

contradicción. Por lo tanto I A 2 1 < p O (A). 

Para demostrar la parte final del teorema otra vez usa

remos la notación usada en la demostración del Teorema 1.3.1. 

Supongamos que (i) se cumple, entonces p 0 (A)>O,v = 1, m1 = 1, 

y el cono (3.6) se transforma en: 

K = {XIX 

entonces si x e K 

R. m. 
Ax = a1 x1 + E E J B . X • k , 

j=2 k=1 J,k J, 

donde 

61 : A1 ª1 

a. k={ª· k:>.. 
] ' ] ' ] 

ªj,'kAj 

+ea. k+1 
] ' 

si 

si 

k<m. , j=2, •.• ,R. 
] 

k=m. , j=2, ..• ,t 
] 

De aquí que si k<m. 
] 



si k = m. 
J 

Como B. k 
J' 
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es estrictamente menor que a1 para toda 

j=2,3, ... ,.e.; k= 1, 2, ... ,mj claramente 

Teorema 1.4.5: Si O<k A <k B y A 

entonces B también es K -irreducible. 

es K -irreducible 

Demostración: Supongamos que B es K -reducible. En

tonces B debe tener un vector propio xeaK, usando el Lema 

1. 2. 4, si 

existe a>o 

aquí que 

ye Fx C ~ entonces 
xk 

tal que y-:_ ax, luego 

como xeFxº relativo a~ 
k k X 

Ay< a Ax< a Bx = aAXeF, 
- X 

AyeF,i.e., 
X 

A deja invariante a F y por 
X 

tanto es K -reducible. 

de 

lo 

Este resultado nos permite extender más aún nuestra ge

neralización de la teoría de Perron-Frobenius. 

Teorema 1.4.6: Si k k o< A-:_ B, donde A es K -irreduci-

ble y A'/ B entonces p (A)~ p (B). 
o o 

Demostración:· Por el Teorema 1. 4. 5, B también es K -irre 

ducible, entonces por el Teorema 1.4.3 existe Y1 € KO con 

B y1 = Po (B) Y1· Sea x1 € K tal que Ax1 = Po (A) x1' por hipó-

tesis tenemos: 

(4. 3) 
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Sea 

t 0 = min {t>o / t y~ - x1 E K} (4. 4) 

como K es cerrado, t 0 existe y es diferente de cero, además 

p (A)# O ya que A es K -irreducible. De (4.3) tenemos que 
(1 

(4.4) implica que 

p ( B) > p (A) 
(1 - (1 

(4. 5) 

Supongamos que p (B) = p (A)= A . Si 
(1 (1 

Y1 = ax1 , (4. 6) 

(l > o ' 
entonces Aax1 = aAXi = AYi = B y1 = Bax1 , luego 

(B - A) x1 = o. Como x1 E Kº ' 
para toda z E K existe B > o, 

tal que (B A) k a(B -A) lo tanto A B. Esta contra Z< x1' por = 

dicción impliaa que (4.6) no puede cumplirse, i.e., x1 y y1 son 

linealmente independientes. Si hacemos 

entonces z # o, por (4.4) z E a k y 

Si F es la cara que, por el Lema 1.2.4, corresponde a z 

z, entonces F es invariante bajo A, ya que para cualquier z 
k k k 

XEFz existe v>O tal que X< vz. Luego Ax~ v Az~ vAZEFz impli_ 
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ca que AxEFz. Esto contradice que A es K -irreducible y 

por lo tanto p (B) > p (A). 
a a 

El teorema anterior se debilita si A no es K -irredu 

cible. 

Corolario 1.4.1: Si o<k A <k B, entonces p (A)< p (B); 
a a 

Demostración: Sea k 
C >> o y definamos At =A+ t C, 

Bt = B + t C, t>o. Para cualquier x E K, 

ya que A X E K y C X E K° , entonces 
k >> o; de aquí que 

At sea K -irreducible para toda t>o. 

Por el teorema anterior 

y haciendo t + o ten~os que 

p (A) < p (B). 
a - a 

En la teoría clásica, de la.s definiciones se deduce inme 

diatamente que si una matriz A es positiva, no negativa o irre 

<lucible, entonces también la matriz transpuesta tA lo es; el --
mismo tipo de afirmación puede ser hecho acerca de A~ko, A >>ko 

o A> ko y K -irreducible, debido a· las caracterizaciones espec

trales dadas en los teoremas 1.3.1, 1.4.3 y 1.4.4. El cono que A 

deja invariante puede no ser el mismo que tA deja invariante. Por 

ejemplo, si 

A= (: :). 



y 

ya que 
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K = {(x,y) l 2\yl ~x, x >o}, entonces 

Az = (2x + y, y) 2IYl~x~2x + y. 

Pero K no es invariante bajo tA ya que 

= 

k A> o 

si z = (1, 1/2), tAz = (2, 3/2) y 2jyj : 3 > 1: X. 

El resultado que puede ser demostrado es el siguiente: 

Teorema 1.4.7: Si A~ko, entonces existe un cono sólido 
"" 

K tal que t k 
A~ o. El mismo tipo de resultado se obtiene si 

K -irreducible o k A>> o. 

Demostración: Usando el hecho de que A y tA tienen 

los mismos valores propios vemos que este teorema se deduce fá

cilmente de los Teoremas 1.3.1, 1.4.3 y 1.4.4. 

Para concluir esta sección mostraremos la relación entre 

K -irreducibilidad y otros dos conceptos. 

Krasnosel!skii [s] ha demostrado un resultado similar al 

Teorema 1.4.3 usando u0 -positividad en lugar de K -irreduci

bilidad. Una matriz A>ko es llamada u -positiva si para algún o 

vector u0 eK y cualquier x e K existen constantes a(x)>o, 

B(x)>o y un entero k(x) tales que 
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Krasnose~skii demuestra que si A es una matriz u -o 

positiva, entonces p 0 (A) es un valor propio simple. Entonces, 

por los ?eoremas 1.3.1 y 1.4.3, existe un cono s6lido "' K, p~ 
1\, 

siblemente diferente de K, tal que A es K -irreducible. 

El recíproco es falso, como lo muestra el siguiente ejemplo: 

la matriz 

es irreducible puesto que: A(1,0) = (0,1) , A(0,1) = (1,0) y 

A(1,1) = (1,1), i.e., tiene un vector propio en Kº y ninguno 

en a K. Como A ( KD) C KD entonces no existen constantes B (x), k (x), 

k k tales que Ax< B(x)u para u EoK y para toda XEKº. Análog_a - o o 

mente, A(qK) CaK implica que no existen constantes a(x), k(x), 

k k tales que a(x)u < Ax para u 0 EKD y para toda XE3K. Por lo o-
tanto A no es u0 -positiva. 

Shaefer [a] prob6 un resultado que es muy similar al Teo

rema 1.4.3, para operadores casi interiores en un espacio de 

Banach. Esta propiedad puede ser definida de la siguiente mane-

ra: 

k A> o es casi interior si para alguna 1>~(A) 

Antes de demostrar que este concepto es equivalente a 

K -irreducibilidad, necesitamos otro lema básico acerca de las 

matrices K -irreducibles. 
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Lema 1. 4. 2: es K -irreducible, entonces 

n-1 k -CI + A) >> o, (n es la dimensión del espacio). 

Demostración: Sea y un elemento arbitrario, diferente 

de cero en aK y sea Fy la cara que, por el Lema 1.2.4, corTe~ 

ponde a y. Como A es K -irreducible Ay 4 F , de aquí que 
y 

CI + A) y f Hp . 
y 

De hecho, si y 1 = (I + A)y no está en K°, entonces tie 

ne que estar en una cara F1 , la dimensión de Hp1 debe ser ma

yor que la dimensión de Hp Repitiendo este argumento se 
k y 

demuestra que (I + A) ye:K° para alguna k < n-1; por otra par-. 

te, si x e: K° entonces (I + A) x e: K°. Por lo tanto (I+A)n-1>>ko. 

Teorema 1.4.8: k A> o es K - irreducible si y solo si es 

casi interior. 

'u 

Demostración: Si A= A CiI-A)-1 >>ko para alguna A, enton-

ces A es K -irreducible. Pero como A y A tienen los mismos 

vectores propios, entonces, por el Teorema 1.4.2, A es también 

K -irreducible. Recíprocamente, si A es K -irreducible enton

-1 ces para toda A > p (A), (A I-A) existe y además 

A(H-A)-1 = 
k A A An-1 k 1 

> - (I+~ ... +--1-)> a A(I + A)n- , 
A A A n- -

donde a es una constante positiva que depende de A. Por el Lema 

( )n-1 k . k 1.4.2, I f A >> o, entonces si demostramos que x>> o irn-

plica Ax>>ko, el teorema quedará demostrado. Supongamos que 
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XO E 1(0 y Ax.E aK, como A es K -irreducible, existe x1 E Kº tal 

que Ax.1 P (A) El(O entonces k al-= x1' y como X x 1~ ax0 para a o 

guna a>o. Esto implica que Po (A) x1 
k Luego = Ax.1< ax EaK. 

- o 
x1 EaK, lo cual es una contradicción que demuestra el teorema. 

1.5. Aplicaciones. Algunas aplicaciones importantes de 

la teoría de Perron-Frobenius son los teoremas de comparación 

para procesos iterativos, como son descritos por Varga [9]. 

Estos resultados son válidos solamente para ciertas matrices 

irreducibles. Usando la discusión precedente, podemos generali 

zar muchos de estos teoremas para incluir una amplia clase de 

problemas. A continuación daremos algunos resultados importan

tes: 

Sea 8=81 +82 una matriz n x n, 

m (),) = p <1 (J.. 81 +82 ) 

n (¡.) = p/81 + J..82 ) 

dos funciones reales de variable real. 

k 8.> o, 
.J.-

i=1,2 y sean 

Si 8 es K -irreducible entonces por el Teorema 1.4.5, 

J..81 +82 y 81 +J..82 son K -irreducibles para toda J..>o. Por el 

Teorema 1.4.6 m(J..) y n(J..) son estrictamente crecientes. Por 

otra parte si 8 es K -reducible, por el Corolario 1.4.1, m (J..) 

y n (J..) son no decrecientes. 

Teorema 1.5.1: Sea 8 = 81 + 82 una matriz n x n con 

k 
y 8i:':,_ o, donde K es un cono sólido y supon-



37. 

gamos que B es K - irreducible. Entonces la matriz 

-1 H = CI-B1 ) B2 existe y exactamente una de las siguientes re 

laciones se ctnnple: 

p CH) = p CB) = 1 
a a 

p (H) < p (B) < 1 
a a 

p (H) > p (B) > 1 
a a 

Demostración: Cano p 0 CB1 )<1 entonces CI-81 )-1 existe 

y cano K es cerrado 

k 
> o 

Supongamos que T = p (8) ~ 1 
a 

entonces 

Por el Corolario 1.4.1 

81 -1 
-) 8 
T 2 

(5.1) 

ya que existe x El<° tal que (81 + 82 )x = T x, i.e., 

~ 8 X = X - ~ 8 
T 2 T 1 

1 81 -1 
T CI - T) 82 x = x 

tenemos 
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Entonces, podemos suponer que p (H) # o, i.e., existe 
a 

-1 x E K tal que (I - B1 ) B2 x =Ax, A# o. 

Podemos escribir esto de las siguientes maneras: 

como :>.B1 + B2 · y 

tonces x E K° , y 

1 
B1 + r B2 son K -irreducibles y x E K en 

P/AB1 + B2 ) = A 

pa(B1 + f B2) = 1 

i.e.,.mCA)=A y n (1 /A) = 1 • 

(5.2) 

( 5. 3) 

Si p (B) = 1 , entonces 
a 

n(1) = 1· y ccmo n(a) es mo-

nótona creciente tenemos que A = 1. 

Ahora, supongamos que o<pJB)<1, como n(1)=pJB)>1 y 

n(1/A) = 1, tenemos que 1IA>1 o O<A<1. Pero como m(a) es 

también estrictamente creciente y 

por (5.2) 

m(1) = p (B) 
a 

se tiene que, 

o< A< p (B) < 1. . a 

Análogamente, supongamos que p (B)~1, entonces a 

n(1) = p 0 (B) > 1 y como n(f) = 1 tenemos que f < 1 i.e., 

A>1. Memás m (A) = A y m(1) = P (B) a implican que 

A = m (A)> m (1) = p 0 (B) 
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Lo cual demuestra el teorema, 

Si B no es K -irreducible, no se pueden demostrar las 

desigualdades estrictas. De hecho, se transforma en el siguie~ 

te teorema: 

Teorema 1.5.2: Si 

B1 t O, entonces H = CI 

p CH) < p (B) < 1 
o - o o p (H) > p (B) > 1 

o - o 

Demostración: Esta es análoga a la del Teorema 1.5.1, to

mando en cuenta que en este caso las funciones m(A) y n(A) 

son no decrecientes. 
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CAPITULO II. 

VECTORES PROPIOS POSITIVOS DE FUNCIONES 

QUE PRESERVAN UN ORDEN 

2.1. INTRODUCCION 

En este capítulo analizaremos condiciones bajo las cua

les un operador tiene un vector propio en un cono en un Espa

cio de Banach. El problema de encontrar soluciones diferentes 

de cero de la ecuación 

A(cp)=).cp, (*) 

es muy importante en muchos problemas físicos, por ejemplo, 

aquellos de la mecánica relacionados con la determinación del 

principio de la inestabilidad, llevan a problemas en la existen 

cia de funciones propias (soluciones diferentes de cero de la 

ecuación ( * )). 

La mayoría de los resultados obtenidos anteriormente para 

operadores positivos [6), [7] se refieren a operadores lineales 

o completamente continuos. 

Como las ecuaciones no lineales y discontinuas aparecen 

en muchos problemas físicos, no supondremos ni linealidad ni -

continuidad para basarnos fuertemente en la preservación del or 
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den inducido por el cono. Como una aplicación demostraremos 

la existencia de un vector propio positivo para un problema 

de Sturm-Liouville discontinuo. 

Los resultados dados en este capítulo son debidos a H. 

Schneider y R.E.L. Turner [2]~ Además de los teoremas de exis 

tencia, se da una demostración de que el radio espectral está 

en el espectro de un operador lineal positivo y se generalizan 

los teoremas de comparación de los radios espectrales para op~ 

radores en un espacio de Banach. 

La definición de cono dada en el Capítulo I, difiere a 

la que daremos a continuación, pero si añadimos a ésta la condi 

ción de normalidad ( §2.2), entonces los dos conceptos resultan 

ser equivalentes en espacios de dimensión finita. 

2.2. Vectores propios positivos de funciones 

que preservan un orden 

Sea X un espacio de Banach real con norma 11 

cono K en X es un conjunto convexo y cerrado tal que: 

11 • Un 

i) K + K = K 

ii) a K C K, a> o. 

Decimos que un cono K es normal si existe 6>0 Tal que 

para toda x, y e: K, ! 1 X + y 11 > - 6 11 X 11 . Si X = En en 

tonces K es normal si y solo si K n - K = {o} , por lo tanto 

el concepto de cono normal coincide con el de cono, dado en el -
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Capítulo I. 

Para ver que no todo cono es normal sea X= 1 2 (C), y 

consideremos los conos 

Kn = {ze:C / -en~arg < ªn' en= n,r/2n+1}, n = 1,2,3, ••. 

Definimos: 

{ K = z = Cz1 ,z 2 , ... ) / ze:(JT Kn)íl 1 2} , 

n tN 

Se hacemos 

donde 

Entonces 

z1 = {zl 
z1 
2•·· .} w1 = {w1 

w1 
•2•· .. } 

{o 
z2 

{o, 
w2 

z2 = 2' ... } w2 = -, ... } 
2 

z zm 
{o, ••• ' m m!1' • · ·} wm = 

wm 
{o, ... ,o, 

m 

l lzml 1 = 

K. 
1 

lz 1 m 

y lz · 1 = 1 

CD 

o: 1 )1/2 
k=m 7 

lw-1 = 1 
1 

, l lwml 1 = 

Además tenemos que 

CD 

llzm + winll = lz + w I o: 1 >112 
m m k=m 7 

lim 11 zm + wm 11 = o 
n+CD 

i.e., K no es normal. 

... } 
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Decimos que K reproduce a X si cualquier z E K 

puede ser escrita en la forma z = x - y con x, y E K. 

Los resultados demostrados en los Lemas 1.2.1 y 1.2.2 

también son válidos para cualquier espacio de Banach; omitire

mos las demostraciones de los resultados correspondientes ya 

que son idénticas a las demostraciones de esos lemas. 

Lema 2.2.1: Si K es un cono que reproduce a X, enton

ces existe una constante n>o tal que cada XEX tiene una re 

presentación x = x 1 - x 2 , x 1 , x 2 E K con l lxi l l~n l lxl I • 

Demostración: Como la función d: K x K + X, definida -

por d(x,y) = x - y es sobre, entonces por una modificación -

del teorema de la función abierta, existe o>o tal que 

Por lo tanto, para cada XEX 

BI lxl ICd(BJ..btl.1 n K x B.1.btll" K) 

o o 
i. e., 

11 xi 11 ~ .l1f1l , i = 1, 2 

Donde B0 es la bola cerrada de radio o con centro en el ori

gen. 

Definición 2.2.1: Una cara es un cono F C K tal que p~ 

ra toda k con y~ x, entonces 

Ahora mostraremos la relación entre esta definición y la 
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definición de cara dada en el Capítulo I. 

Supongamos que X = E:11 y sea F una cara de K de acuer 

do con la definición 2.2.1, supongamos que F t K. Si F q.: a K, 

sea x e F íl 1<°, entonces para toda yeK, existe a>o tal que -

k ay~ x; luego yeF y K ~ F lo cual contradice que F i K, por lo 

tanto F Ca K. 

Por el Teorema 1.2.1 F está generada por sus vectores ex 

tremes. Si xeF no es vector extremo de K, entonces x =u+ v, 

con u, veK linealmente independientes de x, como U<kx, k 
V< x en 

tonces u,v F, lo éual implica que x no es vector extremo de 

F y ·entonces F es un subcono extremo. De esto concluimos que 

F es una cara de acuerdo con la definición del Capítulo I. Más 

aún, supongamos que existe· otra cada F1 ':) F tal que si xeFº r~ 

lativo a H¡, entonces 

cualquier yeF1 existe 

xeF1° relativo a H¡, , esto implica que para 
k 1 

a>o tal que ay< x y por lo tanto yef, 

i.e., F = r1 • De esto concluimos que F es la cara que, por el 

Lema 1.2.4, corresponde a cualquier xeFº relativo a H¡,• 

Ahora, supongamos que F es una cara dada por el Lema -

k 1.2.4 correspondiente a alguna yeaK. Entonces si x~ z, xeK, 

k k k zeF, existe a>o tal que O< x ~ z ~ ay; la parte (iii) de ese 

lema implica que xeF. Por lo tanto F es una cara de acuerdo 

con la Definición 2.2.1. 

Para ver que las dos definiciones no son equivalentes con 

sideremos el siguiente ejemplo: 
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Sea K el cono generado por los siguientes vectores en 

R4 : x 1 = (0,1,2,0) , x 2 = (0,1,4-,0), x 3 = (1,1,2,0), 

x4 = (1,1,'+,0), x 5 = (0,0,0,1); claramente estos son vectores 

extremos de K; el cono generado por los vectores x1 y x4 es 

una cara de acuerdo con la definición del Capítulo I pero no de 

acuerdo a la Definición 2.2.1. 

Aunque las definiciones no son equivalentes, todos los r~ 

sultados que obtengamos usando la Definición2.2.1 serán válidos 

si utilizamos la definición dada en el Capítulo I, cuando X= En. 

En adelante siempre supondremos que K es un cono normal 

que reproduce a X. 

Lema·2.2.2: Para cada x E K, el conjunto 

F(x) = {yEK l 3a > o, 

es una cara. 

'k 
ay~ x} 

Demostración: Claramente F(x) + F(x) = F(x), aF(x) CF(x). 

Para demostrar que F(x) es cerrado consideremos o# YE F(x), 

entonces existe una sucesión (yn) C F(x) tal que yn+ y y 

1 IYnl 1 ~ M para una constante M. Para cada Yn existe ªn >o, 

tal que 

tonces como 

Sea a= inf ªn' supongamos que a i o, en-

K es cerrado k 
ay~ X y por lo tanto y E F(x). 

Si a= o entonces existe una subsucesión Can) tal que a + o; 
k nk 

por el Lema 2.2.1 tenemos que si 

entonces 

= y - (y - a yn) 
nk k 
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I IYI 1 < n llan Ynll ~ n ªn M, - k k Je 

y por lo tanto 

I IYI 1 < lim n a M = o - nk 

lo cual contradice que y ,¡ o. 

Si en un cono K toda cadena de caras 

termina en K después de un número finito de pasos, decimos 

que K satisface la condición de cadenas finitas. 

En este caso la longitud de una cadena es el número de 

caras de la cadena incluyendo O y K. 

Por ejemplo,· si H es un espacio de Hilbert, el conjunto 

para x 0 fijo y o< a<1, es un cono. Sean x, yeK, entonces 

= 

i.e., K es normal. Es claro que 

aK = {xeK l(x lx0 ) = al lx 11- l lx f 1} o 

entonces como x0 el<°, para toda. z e H existe a>o, tal que 



k z < a X • o Por lo tanto 

i.e., K reproduce a H. 

z = 

4 7. 

ax - (ax-z) con ax, ax - z E K, 

Ahora, sea F # {o} una cara de K, si F # K, entonces 

FCaK ya que K° C K°º. Sea YEK - F y consideremos la mínima -

cara r 1 , tal que FCF1 y YEF1 ; si YEK° entonces r 1 = K; de 

otra manera si yEaK y x + YEaK para alguna XEF, entonces 

Lo cual implica que y =Ax, contradiciendo la hipótesis de que 

y 4 F. Luego, si YEaK, entonces para toda XEF, x + y E Kº ; 

esto implica que r1 = K. Por lo tanto K satisface la condi-

ción de cadenas finitas con longitud-máxima igual a 3. 

El interior de un cono puede ser vacío, como en el cono 

{fl f > o 'f L2 [0,1] } 

Decimos que x está en el interior de orden de K, denotado 

por K°º, si y solamente si F(x) = K. Si XEKº, entonces clara

mente F (x) = K, y por lo tanto K° C K° 0 • El interior de K 

puede estar contenido propiamente en K°º cano puede ser visto en 

el espacio normado incompleto e [D,1] , con la norma de L2 [o,i 

considerando el cono'de las funciones no negativas, que tiene in

terior vacío y cualquier función f > o está en el interior de 

orden. 

El conjunto de funcionales lineales x' en el dual de X, 

satisfaciendo x'(x) = < x', x>>o para toda XEK es llamado: 
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"cono dual a K" y es denotado por K'. El siguiente teorema ace~ 

ca del espectro es fundamental en la teoría de operadores linea

les. Por el espectro aCA) de una función lineal A, entendemos 

el espectro de la extensión de A a la de X sobre los complejos. 

Teorema 2.2.1: Sea A una función lineal continua de X 

en X transformando un cono K en él mismo. Si A tiene ra

dio espectral 1, entonces A= 1 está en a(A). 

Demostración: Supongamos que 14a(A). Por el teorema de la 

función espectral tenemos que 

a(I +A)= p(a(A)), donde p(z) = 1 + z. 

Luego a(I+A) = {µ =1 +.).·I·.). e: a (A)} y 

sup Iµ 1 = sup 11 + Al 
µe:a(I+A) Ae:a(A) 

puesto que a(A) es conipacto existe .). 0 e:o(A) tal que 

sup l 1 + A 1 = 11 + A O 1 · 
ha(A) 

Es fácil canprobar que 

11 + A 1 < o 
2 

Por lo tanto, el radio espectral de I + A es estrictamen

te menor que 2, entonces para alguna n > o 

1 1 00 (I+A)k 
(I - n I - A)- = ((2-n)I-I+A)- = E (2-n)k+l 

k=o 
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existe y deja invariante a K. Cano 

-1 N Ak 
( I - n I - A) = I: (1-n ) k+1 

k=o 

entonces para todo entero k tenemos 

k o < 

Sea x E K, entonces 

AN+1 
+ (1-n )N+1 

11 (I - n I - A )-l x 11 = 

(I - n I - A)-1 

ya que y K es normal, 

por lo tanto 

Ahora, para toda k y para toda x E K 

k k x = (I+A) x - (k A+ ..• + A )x, 

por el Lema 2. 2 .1 existe una constante c tal que 

Si x # o entonces 

(D 

= (l- n)k+1 c5-1 I I I: 
i=o 

(I+A)ix 11 
(2-n )1+1 . < 

1 lxl 1 

= 
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( ) k+l -1 ( 00 1 . ~ 
1-n 6 i~o t2=ñT1+.7 el lxl 1 = · k -1 (1-n) 6 c 

l lxl 1 

entonces c ' por lo tanto 

lim 
k+oo 

= (1 - n) 

lim 
(1-n) k+oo 

lo cual contradice que el radio espectral sea 1. 

k~ V 6 ~ c = 

Ahora analizaremos condiciones bajo las cuales una fun

ción A tiene un vector propio en K. 

Decimos que una función A:K+K es homogénea si, y solo 

si Aax = aAx, para toda a e R y decimos que es monótona si de 

ja invariante a uri cono 

Ax~Ay. 

K y x, y e K con k 
x~ y, implica que 

Lema 2.2.3: Se A una función hcmogénea y monótona. Si 

x e K y Ax está en la cara F(x), entonces A deja invariante 

a F (x). 

Demostración: Sea yeF(x), entonces existe a>o tal que 

k ay~ x, luego 

k aAy = Aay~ AxE F (x) 

esto implica que A y e F (x). 

Motivados por la definición de irreducibilidad dada en el 
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Capítulo I, decimos que una función A homogénea y monótona 

es irreducible si, y solo si 

Lema 2.2.4: Supongamos que A es irreducible y que 

con inclusión estricta excepto cuando Fk = K. 

k - k Demostración: Sea x. - (I+A) x. , i = 1,2, la monotonía 
1 1 

de A implica que para todo entero k 

y 

k (I+A) x1 = k x 1 + k Ax1 + . . . + A x 1 

k k 
~ x 2 + k Ax 2 + ••• + A x 2 = 

Por otra parte 

k+1 
(I + A) k x. = x. 

' 1 1 

entonces 

k+1 k+1 k k k k = k Axk >k x1 x2. x1 x2 + Axi - 2 x1 - x2 

Sea y E Fk, entonces existe a> o tal que 

k 
< 

por lo tanto y E Fk+1 , Fk C Fk+1 . 
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Si Fk = Fk+1 , entonces existe a> o tal que . 

y 

k k k k k B (Ax - Ax)< (1-B) (x1 - x 2 )e: 1 · 2 

por la irreducibilidad de A, tenemos que Fk = K. 

En el Teorema 2.2.2 consideraremos una función homogéna, 

monótona y semicontinua superiormente. El siguiente lana pru~ 

baque una función que cumple con estas condiciones es continua 

en K° • Por supuesto que K° puede ser vacío. 

Lema 2. 2. 5: Si A es monótona y homogénea, entonces A 

es continua en K°. 

Demostración: Sea x e: K° y (x )CK una sucesión que conn 

verge fuertemente ax, entonces existe e: >o tal que B(x,e:)C K. 

Para toda a, tal que o<a<1, existe N >1 tal que a-

1 1 x - xn 1 1 < ( 1-a ) e: , n::_ Na. 

Pero como (1-a) x e: K° y BCC1-a )x, (1-a )e:) C K 

si 11(1-·a)x-(xn - ax)II = llx-xn11~(1-a)e:, entonces xn-axe:K. 

Por otra parte, (a - 1-1 )xe: K° y por lo tanto B('1-1 -1 )x, (a - 1-1) e:) C K 

Luego, para toda n >: N tenemos que 
- a 

11Ca-1-1)x - (a-1x-x >11 = llx-x 11<(1-a)e: < n n 

· -1 -1 < a (1-a)e: = (a - 1)e:, 
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esto implica que -1 a X - X K. Por lo tanto, e: n 

k k -1 ax< xn < a x. 

Ahora, sea B(Ax, e:), si c5 es la constante de normalidad 

de K, la cual podemos suponer menor que 1, escogemos a tal 

que 

1 > a > max { 1 - e: c5 

31 IAxl 1 

con lo cual obtenemos: 

· · 11 a-1Ax 11 ii) Ax -

S].. Ax k k -1 Ax t a < y< a , en onces 

( e: c5 )-1} ' 1 + 
31 IAxl 1 

e: c5 
-3- < e: 

IIAx-YII = 11Ax-a-1Ax + a-1 Ax - YII < 

~ ( 1-a ) - l 1 1 Ax 1 1 + 1 1 a - l Ax - Y 1 1 < 

<e:/+ cS- 1 ¡ l(a-1Ax-y) + Y - aAxl 1 < 

-1 
<e:/+ c5-l Ca-1 -a)IIAxll<e:·~ + c5 /e:c5 < e: 

Esto implica que y e: B(Ax,e:) para toda y, tal que 

k k -1 aAx < y < a Ax , entonces cano aAx 

para toda n > N , tenemos que 
- a 

es continua en l<°. 

Ax +Ax n 

k Ax k -1 Ax < < a 
n -

y pOI" lo tanto A 
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Decimos que 

lo si, cuando X +X n 

A es semicontinua superiormente s~, y so

y Axn+z~ entonces Ax >k z. 

Teorema 2.2.2: Sea X un espacio de Banach sobre los -

reales y X1 CX un segundo espacio de Banach con inclusión com 

pacta en X. Sea K un cono en X y supongamos que K°º :/. 0 , 
1 

donde K1 = K O X1 . Sea A i O en K, una función homogéna, mo 

nótona, semicontinua superiormente y acotada (i.e., manda con

juntos acotados en conjuntos acotados) de K en K. Suponga

mos que; .Ci) existe una función B, homogénea, monótona y aco-
k tada de K en IS_, tal que AB = BA y Bx ~ aAx para alguna a> o 

y para toda x e K. (ii) Existe una función C hanogénea y mo

nótona con AC = CA y tal que si x, y e K con y~kx, y:/. x, en-
ºº tonces Cy - C x e IS_. Entonces existe x e K°º y p > o tal 

1 
que Ax= px, Más aún, pes maximal; esto es, que si Aw = µw 

con w e K - {o} , entoncesµ < p, 

Demostración: Sean 

. ,· J k p = sup{). 3 xe CB (K), x -,. o, Ax ~ :>. x} 

y x un vector en K, para el cual Ax:/. o. k Entonces Bx~ aAx:/.o, 

asi Bx ·:1 o y por 

s1>o, tal que CBx 

(ii) CB~XE 1)º. 
k 

Como F(CBx) = K, existe 

~ s1x y así 

CBAx = ACBx >k 61 Ax :/. o 

luego CBA x e~º y entonces existe 52>0, tal que CBAx>k s2x, 

por lo tanto: 
2 k CBA x : ACBAx> s2 Ax t. o, 
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esto implica que ACBAx = CBA 2x El<_¡º· Luego existen> o ~ 
k ra el cual A(CBAx)~ nCBAx, por lo tanto p > o. 

Sean (x ) una sucesión de vectores en n 

dos en X, i.e., 1 lxnl 1 = 1 y satisfaciendo 

CB(K), nonnaliza

Ax >k(p-1/n) X • 
n- n 

Como A y B son acotadas, las sucesiones (ABx ) 
n y (Bx ) son n 

acotadas en l<:t_ y por lo tanto relativamente canpactas en K, 

entonces existen sub sucesiones tales que Bx + 
nk 

X O E K y 

A Bx +Z E K. 
nk 

Tenemos que 

Bx - a(p- 1 /nk) 
nk 

La normalidad de K implica que 

entonces lim l 1Bxn 11 -::_ lim &a(p- 1/nk), 
n+co k n+co 

por lo tanto 1 lx0 I I > 6 (l p ' 
i. e. , X -:/- o. o 

Similarmente k k a(p- 2 lo cual ABx > aA Ax > 1/nk) . X ' nk- nk- nk 

implica que 1lz11 6 
2 i. e., -:/- o. > (l p ' 

z 

Ahora, 
k 

ABx > (p- 1/nk) Bx y A es semicontinua supe-
nk- nk 

riormente, luego 

Ax >k z = lim A Bx >k 
O- n+co nk-

lim p Bx = px0 • 
n+co nk 
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Entonces A Bx0 = B Ax >k Bpx >kapAx i o, así 
o- o-· o 

y Bx0 e:K1 • Si ABx0 = p Bx0 y x = C B x 0 tenemos que 

Ax = pCBx o 

dando el deseado vector propio. De otra manera 

ABx0 # p Bx0 por (ii) 

y entonces existe e:> o, tal que 

i. e.' 

k 
ACBx0 - p CBx0 ~ e: CBx0 

k ACBx > (p+ e: )CBx , o- o 

: pX 

contradiciendo la definición de p. Para demostrar la Última p~ 

te supongamos que existe w e: K - {o} tal que A w = µ w para 

algunaµ> o, de manera análoga al principio de la demostración, 

tenemos que ACBA w# o y A(CBAw) = µ CBA.w, por la definición de 

p tenemos queµ< p. 

Corolario 2.2.1: Si en el enunciado del Teorema 2.2.2 la 

existencia de C se reemplaza por la hipótesis de que K satis 

face la condición de cadenas finitas y A es K -irreducible, e~ 

tonces existe x e:~º y una p > o maximal, tal que Ax= px. 

Demostración: Sea 
m C = (I + A) , donde m es la máxima 

longitud de las cadenas de caras de K. Es suficiente con demos

trar que C satisface ( ii) en el Teorema 2. 2. 2. Claramente C 

es monótona, homogénea y AC = CA. Sean x, y e: K con x #y, 
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y <k x y consideremos las caras 

Por el Lema 2.2.4 F. C F.+1 , con inclusión estricta ex 
1 1 -

cepto cuando F. = K; como la longitud de la cadena más larga 
1 

es m tenemos que Fi = K para algún entero i ~m, por lo tan 

to Fm = K, i.e., Cx - e y e Iqº· 

Teorema 2.2.3: Supongamos X, K, x1 y Ki como en el Teo

rema 2.2.2. Sea A una función que satisface las siguientes 

condiciones: 

(i) Existe a > 2 tal que si o ~ 1 lxl 1 ~ a-1 , entonces 

A 2x~k 2 Ax~ mientras que sil lxl l~a y Ax>k, x, entonces exi~ 

te x 1 con Además A(o) = o. 

(ii) A es monótona, semicontinua superiormente y acota

da de K en K1 . 

(iii) Existe un entero v.~o tal que para cualquier bola 

B0 y cada par o< Pi< p 2 <~,el conjunto 

es acotado en K. 

cada r > o 

.,. . X>k k Ademas, si y~ o y X °I y entonces para 

Entonces existe x e Iqº y p> o maximal tal que Ax= px. 
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Demostración: Si x e K y x # o, entonces Avx ,e~º; co 

mo A(o) = o, entonces Ax I o y Av+ix = AvAx e ~ 0 ,(i.e., 

F (Av +ix) -- K. ) • P 1 t t · t t 1 -~ or o ano exis e p1 > o a que 

A(Av) k Avx 
X ::_ Pi ( 2 .1) 

De (ii) sabemos que para cada x e K () Ba , Ax e K íl Bci'. , 

para alguna 
'\, 

a> o. Si hacemos que p2 sea un número real mayor 
'\, -1 

que a o a, donde o es la constante de normalidad de K, enton-

ces 

(2.2) 

Ax >k P2 x 

es l.Jl1.posible que pase para alguna x I o. Si fuera cierto para 

alguna x, entonces si llxll>a, por (i) existe x tal que o 

a-1< l lx0 1 l<a y Ax0 ::_kp 2x; si l lxl l~a-1 , entonces para x 1 = 2x, 

y así continuamos hasta encontrar - i xi - 2 x, con 

y k Ax. > P 2 x. • 
1 - 1 

En ambos casos podemos encontrar x0 tal que 

ci'. ::_ I IAx 11 = 1 1 Ax - P 2 x + P 2 x 11 > 

::_ O 1 1 Px 1 1 : O P 2 1 1 X 1 1 > O 

y entonces 
'\, -1 a o a> p2 , lo cual contradice la definición de 

p2. Podemos suponer que p1~1 y p2::_1, usando estos dos números 

podemos definir el conjunto S(p 1 ,P 2 ,a,v) de la hipótesis (iii) 

y además el conjunto 



59. 

Sea cx>O si x e: B ('\ K, entonces para alguna r con 
ex 

y además e! A)vx e: B~ para alguna 
r ex 

~ 
ex> o. 

Podemos escoger ex' > ex 

X e: 

1 )V (- A X e: r 

como 

tal que Ca' )-1 ~ 
< ex < ex, y 

entonces P, es diferente del vacío. Supongamos que hemos es
a 

cogido una ex tal que p -:I 0 ' ex 
cx>a y ex > 15-1 a. 

k 
P = sup{ A/ 3 x e: P , Ax :'... A x l , 

ex 

por (2.1),(2.2) notamos que p1 ~ p ~ p2 . 

Sea 

Como por hipótesis el conjunto S(p 1 ,p 2 ,cx,v) es acotado 

en Ki• entonces el conjunto p 
ex 

es acotado en K1 y consecuente-

mente es relativamente ccmpacto en K. Además, como A es acota

da de K en Ki• entonces A(Pcx) es acotado en Ki• y por lo tanto 

relativamente ccmpacto en K. Podemos escoger una sucesión 

(xn) e p a tal que xn +Xº e: K con I lxo 11 :'._CX - 1 ' Axn + z e: K y 

entonces 

A X > k ( p - 1 /n ) 
n-

k k 
A X > z > o 

x . Como 
n 

Si A x 0 = px0 , entonces 

A es semicontinua por arriba, 
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A(! A)"x 
- p o = p (;!;. A"x ) 

p o 

y así (!A)"x es el vector propio buscado, ya que 
p o 

e! A "x ) e: ~1° . 
p o 

De otra manera 1 
p 

Supongamos que 

y entonces existe e: > 

con 

a - 1 < 1 1 x 11 <a, luego o 

o tal que Ax - px > 

Ax k"' > pX con p=p+e:>p. Como 

X = (!_ A)" X 
p o 

k 
> 

k 
e:x. 

y K es normal, entonces ·1 !xi 1 > o I lx0 1 I > o 

Por lo tanto 

-1 a > Cl 
-1 

de aquí que x e: P ; lo cual contradice la definición de p. Si 
Cl 

-1 , n -1 11x0 11 ~ a. , entonces para algun entero n tal que 2 < 2 o 

tenemos 112n 11 - 1 · 2n x e: P 1 1 t d · x ~ o , i. e. , 0 , o cua con ra ice 

la definición de p, ya que usando la hipótesis (i) n veces tene 

mos A 2n k "' 2n 
X ~ p X. 

vector x1 e: P0 con 

Si I jx0 1 I ~ a, la hipótesis (i) nos da un 

A x1 >k p x1 que es otra contradición. 

Como una aplicación del teorema anterior consideremos la 

siguiente situación: 

Sea X =C [ O 1] = C ., , el espacio de las funciones con-

tinuas en [ O ,1] , con la norma del supremo 11. 11.,, Sea 

tt2 = H2 ( ], O 1 [ ) = 
o o ' 

C; ( J O, 1 [ ) , la cerradura. del espacio 

de funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto 
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en ]0,1[ con la norma 

donde! 1-11 2 es la norma de 1 2 c[o,1]) 

Ahora, H2 CH2 = H2 ((0,1]) donde Efe [0,1]) es el o 

espacio de Banach que consta de aquellas funciones en L k ( [ O, 1] ) 

que tienen k - 1 derivadas absolutamente continuas y 

Dkf e L 2 ([o, 1]), con la siguiente norma: 

Sea K C X el cono de las funciones no negativas, claramen

te K es normal y reproduce a X. 

Como H2 tiene inclusión continua en C, ([3], p. 56) en

tonces existe una constante M tal que 

que 

(2.3) 

Si ~eH2 C H2 entonces existe una sucesión (f) C CCD tal o n o 

lim 
n-+-m 

11 ~-~ 1 12 '2 = o 

Por (2.3) tenemos que 

sup 1 (~-~ )(x) 
o<x<1 

< M 1 1 ~-~ 1 12 2 ' 
' 

por lo tanto 

lim 1 (~- f 11 ) X 1 = o para toda X E [0,1] , 
n+m 
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pero f (o) 
n = o = fn (1) y entonces el> (o) = o= cj, (1). 

Definimos el operador L, con dominio D(L) = H2 de o 

la siguiente manera: 

L·f =-D 2f para toda f E D (L) 

Para cada he:~, g = L-1 h = G h 

la siguiente manera: 

está definida de 

g(x) s(1-x)h(s)ds + x(1-s)h(s) ds, 

claramente el operador G es lineal, g(x)>o para toda x e:]0,1[ 

y g(o) = o = g (1) si h e: K. 

Sea x1 .= H~ , por un teorema de Rellich ([4], p. 281), tt2 

1 tiene inclusión compacta en H Pero como H1 tiene inclusión con 

tinua en C ([3], p. 56), entonces X1 C H2 tiene inclusión campa~ 

ta en X. 

Sea g e: K1 = K íl x1 tal que g(x)>o para toda x e:]0,1 [ , 

Dg (o)>o y Dg (1)<o, vamos a demostrar que el conjunto de funcio

nes que satisfacen estas condiciones es el interior de orden de 

K1 . Supongamos que g satisface estas condiciones y que además 

existe fe: K, tal qué g - af4K, para todaª> o. Como g(x)>o 

para x e: ]0,1 [, entonces siempre existe a>o tal que ag(y)>f(y) 

para toda y en un intervalo cerrado contenido en J0,1( por 

lo tanto debe existir una sucesión {X } C ]0 ,1[ tal que n 

lim o 
n-+m 
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x i o y g(x) - af(x )<o para toda a> o. n n n Si lim X = o 
n+m n 

entonces para toda a> 0 

!. Dg(o) = 
a 

lim 
n+m 

g(Xn) < lim 
a""""Sc n n+m 

f(Xn) : 
-x-- Df (o) 

n 

i. e. , Df (o) = m, contradiciendo la suposición de que fe H2 
o 

Análogamente llegamos a una contradicci6n si lim xn = 1. 
n+m 

Entonces siempre podemos encontrar a>o tal que g' - af E K1 y 

por lo tanto ge~º Recíprocamente, si ge ~º, clara-

mente g(x)>o para x E ]0,1 [ Dg (o)~o y Dg(1 )!_o. Supo!!_ 

gamos que Dg(o) = o y sea f E K1' tal que Df(o)>o, enton-

ces existea>o:tal que (g - a f)~ko, por lo tanto 

o = Dg(o) = lim ~) > alim 
f(x) = a Df(o) 

X - X 
X+O x+o 

lo cual contradice que Df (o)>o. Análogamente llegamos a una 

contradicción si suponemos que Dg (1) = o. 

Ahora, sea he K, h i O, entonces 

( 
g(x) = Gh = ) s(1-x)h(s)ds + t x(1-s)h(s)ds , 0 ,x ,]0,1 [. 

o X 

g (o) = o = g (1) 

Dg(o) = ( h(s)ds -
(1 
) s h (s) ds > o 

o 

1 

Dg(1) =-f s h(s)ds < o 

o 
i. e. , g = G h e Kºº 

1 
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Por otra parte, para cada h E.12 [0,1] 

X 

Gh (x) = J s(1-x)h(s)ds + 

o 

1 

) x(1-s)h(s)ds ~ 
X 

< í sh!s )ds + 
o 

1 

) (1-s)h(s)ds = 

o 

1 

) h(s)ds 

o 

1 

DGh(x) = ) (1-s)h(s)ds 

X 

X 

) s h(s)ds 

o 

1 

< ) (1-s)h(s)ds 

o 

y D2 Gh(x) = - h (x) , 

Entonces existe M > o tal que 

1 1 G 1 1 = sup 1 1 Gh 112 2 < M 
11h112=1 ' 

ya que 

IIGhllti= IIGhll; + IIDGI:ill; + IID 2Ghl!; ~ 
1 

< ( ) h(s)ds)4 + ( 

o 

1 J (1-s)h(s)ds) 4 

o 

1 

+ () h(s)ds) 2=M2 , 

o 

y por lo tanto G es acotado de 12 en H2 . o 

Sea a(s,t) una función real definida en [0,1] x [o, .., [ 

que satisface las siguientes condiciones: 

(a) Para cada s, a(s,t) es semicontinua superiormente 

en t, (uniformemente en s) y es estrictamente creciente en t; 

'v 'v 

(b) Existe a> 2 tal que para o> t < a-1 

a(s,2t) > 2a(s,t) > o. Mientras que si t _.....,, en-

tonces t-1 a(s,t) -+-o uniformemente en s; 



65. 

(c) Para cada fe: K, a(. ,f(.)) es medible y 

a (. , f (. ) ) _ O si y solo si f = O • 

Usando la notación anterior podemos dar el siguiente re 

sultado: 

Corolario 2.2.2: Existe µ>o y fe: D(L) con f > o en 

]0,1[, Df(o)>o y Df(1)<o tal que L f = µa(.,f(.)). 

Además,µ es el valor propio más pequeño que corresponde 

a tal f. 

Demostración: Este problema es equivalente al de encon

trar f e: ~º tal que 

Af .: G a (. ,f (. ) ) = µ -if = ). f 

Así es que con demostrar que A satisface las condicio

nes del Teorema 2.2.3 será suficiente. 

Sea f e: K tal que I lfl l..,"~ 
'\,-1 
a , entonces si f (s)> o 

por (b) tenemos que 

a(s,2 f(s)) > 2a(s,f(s))>o 

Mientras que .si f (s) = o 

a(s, 2f(s)) =o= 2a(s, f(s)) 

por lo tanto 

a(., 2f(.)) > 2a(., f(.)) 

Luego 
A(2f) =Ga (.,2f(.)) > G 2aC.,f(.)) = 2 A(f). 
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Por lo tanto la primera parte de (i) es satisfecha por 

cualquier 
'\, 

c > a Y I lf I l .. ~ -1 '\,-1 c < a 

Para demostrar la segunda parte vemos que para cualquier 

T > o fijo, podemos encontrar ch)>2 tal que 
k A(f)> T f es 

imposible para toda f con 1 1 f 11 00 > c ( T). De otra manera, su 

pongamos que A(f hkT f >ko para una sucesión (f ) C K y 
n - n- n 

1 lfnl 100+ 00 , entonces 

Como t-1 a(s,t) +o uniformemente en s cuando t+ 00 , da-

da e>o podemos encontrar t 0 tal que para t>t 0 , 

i. e. , 

-1 t a(s,t)<e:, 

a(s,t) < t e. 

Como a(s,t) es creciente en t, si fn (s)<t , -o 

(2. 4) 

entonces 

(2.5) 

De (2.4) y (2.5) obtenemos que 

para toda fn(s) y 

a(s,f (s)) < a(s,t) + e:fn(s) n - o 

lla(.,f(.))11 2 < lla(,,t0 ) + e: fn 11 2 

ya que a(. ' f (.)) es medible para toda f e: K. 

Como 
2 . 

inclusión acotada en C y G acotado de ,H0 tiene es 

L2 en H2 
o ' 

existen constantes c1, c2 tales que: 
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Podemos escoger E de tal manera que c1 c2c < T 

y entonces 

i. e. , 

lo cual, para un valor grande de I lfnl l., es una contra

dicción y entonces queda demostrada la segunda parte de 

{i). Recalcando que a{.,o) = o tenemos A{o) = o lo 

cual demuestra {i) en el Teorema 2.2.3. 

Sean f, g E K tales que 
k 

f~ g, entonces como a{s,t) 

es creciente en t, 

a{s,f{s)) > a{s,g{s)) 

además como G es monótona 

A{f) = G a{.,f{.)) ~ G aC.,g{.)) = A{g) 

i.e., A es monótona. Sea U( K tal que! lfl l 00 <M para 

toda fEU, entonces 

i.e., a(. ,U) es acotado en ~; como G es acotado de 
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L2 en H~, entonces A es acotado de K en K1 ya que 

Ghc~º para toda hcK-{o}. Para demostrar lü scmiconti

nuidad superior de A supongamos que f n • f y A( f 11 ) •f~; 

la sucesión a(. ,fn (,)) es acotada en 11, por un teor(1ma 

sobre canpacidad débil( [3] , p. 29), a C. ,f n C.)) es déhi l 

mente compacta y por lo tanto tiene una suhGuccnión 

(a(. ,fn (.)) que converge débilmente a un elemento h " I?, 

i. e. , para todR cr, e L2 

ya que (L2 t :t g, Si a(. ,f(.)) - hC.) no está en K , 

entonces existe lj,~o en L2 tal que 

(lj,I a(.,f(.)) - h) = n<o 

Sea e= n/2 , como 

( lj, 1 a (. ,f (. )) - a (. , fn (. )) + ( lj, 1 il (. , f (. )) - h) , 

entonces existe un entero N0 tal que para tocia n;N0 

dn = ( lj, 1 a(. , f (. )) - a (. , fn (. )) ) < 11 /2 

Por el lema de Lebesgue-Fatou tenemoc que 

lim dn ~ ( lj, 1 lim (a ( . , f) - d (. , f~ )) ) 

~ ( lj, 1 a(. , f (. )) - lim a ( . , f n ( . ) )) 

(2.fi) 
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como a(s,t) es semicontinua superiormente en t, entonces 

y por lo tanto 

a(s,f(s))> hm a(s,f (s)) 
- n 

lim d > o n 

lo cual contradice (2.6). Entonces 

a(s,fn(s)) ~ h(s) y Ga(s,fn(s)):::_ Gh(s). (2. 7) 

Sea (gn) una sucesi6n en.G que converge débilmente 

a ge:q i. e. , ( ~ lgn) + ( ~ lg) para toda L~ por lo tanto 

Ahora, 

k 

= ~ s (1-x) (g-gn) (s )ds + 
o 

entonces 

I IGg 

= 

y por (2.8) tenemos que 

1 

) x (1-s) (g-gn )(s )ds !_ 

X 

11 Gg - Ggn 112 + o • 

(2.8) 

1 

J (g-gn) (s )ds 

o 
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Por lo tanto (G gn) es una sucesión que converge fuer

temente a Gg en 12 • 

Como a(. ,fn (.)) -+ h débilmente en 12, entonces 

A(fn) = G a(. ,fn(. )) -+ G h fuertemente en 12 • 

Pero como habíamos supuesto que 

por (2.7) 

A(f) convergía a g, entonces n 

k Af = G a ( . , f ( . ) ) ::_ G h = g , 

lo cual demuestra (ii) del Teorema 2.2.3. 

Para demostrar (iii) tomemos v = 1, cano A es acotado de 

1 2 en H~ y por lo tanto de X en x1 , entonces el conjunto: 

1 
r 

A(B () K) 
a 

es acotado en K1 . Si f 1 ,::... f 2 ::...º y f 1 -:/ f 2 , entonces 

q (s) = a(s,f1 (s)) - a(s, f 2 (s)) será positiva en un conjunto 

de medida positiva ya que a(s,t) es estrictamente creciente en 

t. Luego, A(f1 ) - A(f 2 ) está en 1(0 ° y también cualquier múl ti-
1 

plo positivo de Gq está en 1<° 0 • Esto completa la demostra-
1 . , 

c1on. 

Ahora daremos algunos resultados acerca del tamaño de 

p= p(A), por simplicidad nos limitaremos a las situaciones del 

Teorema 2.2.2 y del Corolario 2.2.1. Los siguientes resultados 

son consecuencias del Teorema 2.2.2. 
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Corolario 2.2.3: Bajo las hip6tesis del Teorema 2.2.2 

p = p(A) = sup inf 
xe: c B Ck > x I e: K' 

.iix',A(x)> 

.:x 1 , X> 

Demostraci6n: Por el Teorema 2.2.2, para cada -xe:CB(K); 

A(x) - p x 4 K o A(x) - px = o. En el primer caso tenemos 

que la distancia entre A(x)-px y K es igual a a>o. Conside

remos la vecindad de radio o con centro en A(x)- px , 

B0 = B(A(x) - px , 0 ) como B0Í\ K = 0 , entonces por un corola 

rio al teorema de Hahn-Banach podemos separar B0 y K por 

un hiperplano afin cerrado H0 = H + x0 , además la distancia 

entre es cero y también la distancia entre K y H • o 

Sea y 'I A(x) - px un elemento de B0 ílH0 , entonces la distan

cia entre y y A(x)-px es diferente de cero y por lo tanto 

existen dos puntos en la recta que pasa por y y A(x)-px, los 

cuales están separados por H0 , esto contradice que B& está en 

un lado de H. Si y= Ax-px lo mismo se cumple para cualquier o 

recta que pase por y. 

Luego, B0 n H0 = 0 . 

Como K es cerrado, entonces H0 n K # 0. Si oe:H0 íl K, 

entonces Xº= o, de otra manera supongamos o; y e: Hon K y 

sea a tal que 

por lo tanto 

o<;a<1, si aye:H n K, entonces o 



Luego, 

a y • a -1 y e: 

-1 • a y 

X o 
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+ X o 

x e:H y entonces H = H. o o o Si 

H ('\ K consideremos a -1 

' 
y Sl 

o 
K ()H0 entonces H = H o' si 

K () H0 entonces ay está de un lado de H -1 y °' y o 

está en el otro, contradiciendo que K está en un lado de 

H0 • En todos los casos tenemos que H0 es un hiperplano ce

rrado y por lo tanto existe x' e: X' tal que 

i. e. , 

<x'B><o, 
' Q 

Entonces x'e: K' y 

< x ',Ax> 
< X 1x > < p 

' 

<x',K> ~ o 

por lo tanto 

inf <X'• Ax> 
x'e:K' <x 1,x> < P 

En el segundo caso, Ax = p x, 

< x', Ax - pX> : O 

i.e., < x'. AX> 
< X', A > ·-

p para toda x'e:K' , 

por lo tanto 

sup inf <X', Ax:, = 
xe:CB(K) x'e:K' <x 1,X> P 
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Corolario 2.2.4: Supongamos que A, B y C satisfacen 

las hipótesis del Teorema 2.2.2 y que existe un trío similar 
'l., 

A, 
'l., 

B, con para toda 

'l., 

Entonces p (A) > p (A). 

X e: K. 

Demostración: Sea Ax.0 = p(A)x0 donde x 0 e:~º 
k 1\, 

pongamos que Ax.0 ::_ ( p (A) +e: )x0 para alguna e: > o. 

Entonces 

y 

por lo tanto 

'l,'I, 'l., 'l., 

ABx0 - p(A) Bx0 e: K1 - {o}. 

'1,'l,'1, 'l., 'l,'1, 

ACBx0 - P (A)CB x 0 e: ~o 
1 

Esto implica que existe a> o tal que 

'l,'I,'\, "' "'"' k "'"' ACBx0 - p (A) C Bx0 > a CBx0 

y su 

"' "' i.e., p(A) > p(A), lo cual es imposible. Si consideramos el 

conjunto {x} U~ B (K), entonces 
o 

"' ::_ \x,xe:C "' T = sup{?. 1 Ax. B (K)U { XO}} = 
"' \' "' "' p <A>. = sup{"?. 1 Ax. ::_ x,xe:C B (K)} = 

"' "' 
Como Ax. >k Ax = p (A) entonces p(A) ::.. p (A} o o 

Teorema 2.2.4: Supongamos que las condiciones del Corola

rio 2.2.1 son satisfechas por los operadores lineales A y B. 

Así mismo supongamos que A'. y El también las. satisfacen exce:e, 

"' "' 
to por la irreducibilidad de A, donde A y B también son -



74. 

"' :::..k Prx 
1\, 

operadores lineales. Si Ax para x E K y ·A i A 

"' "' en 1S,, entonces A es irreducible, P (A) y P (A) son los ra-

:X "' 
dios espectrales de y A, respectivamente y P (A) > P (A). 

Demostración: Sean x, y E K, k X:::_ y, x I y y suponga-

"' 'l., mosque Ax - Ay E F(x-y). Por hipótesis 

"' "k A (x-y) :::_ A(x-y) 

i. e., "k"' "' Ax-Ay< Ax - Ay E F(x-y) 

esto implica que Ax - Ay E F(x-y), contradiciendo la irTedu-

cibilidad de "' A; por lo tanto A es irreducible. 

Sea pq(A) el radio espectral de A, entonces 

p (A) ..; p (A) = r 
- a 

Por el Teorema 2.2.1 r Eo(A) y como r está en la frontera 

de o(A), entonces! 1 (A - (r + 1/n))-1 11 debe ser no acotada 

cuando n tiende a infinito. De otra manera, supongamos que 

11 (A - (r + 1/n))-1 11 es acotada y escojamos cualquier vector 

y E X, sea 

entonces 

por lo tanto 

z = (A n 

(A r) z 
n 

(r + 1/n))-1 y , 

1 
= y + n zn 

lim (A - r )z n = y 

Esto significa que A - r tiene rango denso en X y por lo tan 
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to r está en el resolvente de A, contradiciendo que re~(A). 

Entonces r está en el espectro puntual o en el espectro con

tinuo de A, y por lo tanto (A - (r + 1/n))-1 debe ser no aco 

tada en n. Luego, para cada n existe un vector xn e K 

tal que 1 lx 11 = 1 n 
y 

lim 11 (A -(r + 1/n»-1 xnl 1 = "' 
n+m 

De aquí que (A - (r + 1/n))x + o, por lo tanto (A-r)x +o 
n n 

cuando n +m. 

Entonces (A - r)Bx - B(A - r)x +o, como B es· acotada 
n n 

de X en x1 y x1 tiene inclusión compacta en X, entonces B 

es compacta de X en X, tanando subsucesiones si es necesario, 

podemos suponer que Bxn converge a un vector w en K, satisfa

ciendo Aw - r w = o. Como Bxr?-kaAxn ,, entonces 11 Bxnl 1 ~a<'i 1 1 Axnl 1 , 

por otra parte 

Si 11 Bxnl 1 +o , entonces 11 Axnl 1 +o , 

por lo tanto 

+ 

+ 11 Axnl 1 = o. 

Esta contradicción muestra que w í o. Entonces 

y vemos que r~!A), por lo tanto r = p (A). 

"' Ahora, sea y un vector en K para el cual Ay# Ay 
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y sea 

Ek+1 =F ( CT+A)k+1y - (I+A )k+1) 

como (I + ~)ky - (I + A)ky ~k(I + A)k+1y - (I + A)k+1y' 

entonces Ek C Ek+1 

tal que 

si Ek = Ek+i entonces existe 6 > o 

1c '\, k k 
~ ~ CCI + A) y - CI + A) y) 

Como I + A es irreducible tenemos que Ek = 

condición de cadenas finitas de K se sigue que 

algún entero P> o. Si Ax = p(A)x0 para alguna o 

te a> o tal k que a y~ X 

i. e. , 

y además 

((I = A>p 

(I + A'.>Px 
o 

F Ch) = E = K p 

y 

(I + A)p (x -o 
a y) 

- (1 + p (A) )x0 
>k 

i.e., he:~º· 

de aquí que p (CI + A)p) > (1 + p(A) )p 

= o, 

con 

K. De 

Fp = K 

XOe:~º' 

Por el teorema de la función espectral tenemos 

la 

para· 

exis 



77. 

( 1 + (A))p = p (I + A)p > (1 + p (A) )P 

y por lo tanto 
'\, 

p(A) > p(A). 

Cano un corolario de este teorema tenemos el Teorema 

1. 4. 6. 
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