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INTRODUCCION 

El problema que se ataca en esta tesis es el de trans 

formar una ecuación integral funcional de tipo Volterra en 

un espacio de Banach, en una ecuación integral ordinaria de 

tipo Volterra definida en otro espacio de Banach, de manera 

que conociendo la solución de la segunda, se pueda encontrar 

la solución de la primera. 

En (2) se resolvió el problema para ecuaciones dife­

renciales funcionales en mn, posteriormente, en (1) se re­

solvió para una ecuación integral funcional en lRn, en esta 

tesis se resuelve nuevamente al problema para ecuaciones in­

tegrales funcionales en un espacio de Banach, utilizando una 

técnica más general, esta se desarrolla en las secciones I y 

II, y son de particular interés los resultados generales que 

se obtienen sobre la integral de Bochner de una función defi 

nida en un producto de espacios medibles, mismos que espero 

que tengan aplicación para resolver otros problemas de la 

teoría de ecuaciones integrales o de la teoría de la medida. 

Quiero agradecer al Ir. Zdenek Vorel el habér venido a 

México en varias ocas;ones a trabajar con un grupo de noso­

tros y por haberme dirigido esta tesis, también quiero agra­

decer a Arturo Runírez, Carlos Bosch y Manuel F alconi sus con 

sejos durante la elaboración de mi tesis, así COllP a la Sra. So 

nia E. de Chacón por su trabajo mecanogrefioo. 

Ca~lo~ He~n~ndez G. 



I DENSIDAD DE LOS CONJUNTOS ELEMENTALES 

El principal resultado de esta sección es que si X y Y 

son espacios con medida a-finita entonces todo subconjun-

to de X x Y de medida finita se puede aproximar en medida 

por conjuntos elementales. 

1.1 DEFINICIONES 

A lo largo de esta sección (X, M,µ) y (Y,N,11) 
, 

seran -

espacios con medida a-finita. 

Denotaremos por M x N la o-algebra de los conjuntos 

del producto 

to. 

X X Y y por m = µ x ~ a la medida produ~ 

Consideremos las siguientes colecciones de conjuntos -

medibles en X X Y: 

E= {BE M x NI B = R1 U ••• u Rn, Ri = Pi X Qi, 

P. E M, Q. E N} . 
l. l. 

A los elementos de E les llamaremos conjunto~ elemen 

ta.lu. 



2. 

Si R1 = P1 x 01 y R2 = 02 x 02 son rectángulos ent­

tonces R1 n R2 = (P 1 n P2) x (0 1 n Q2) es un rectángulo y 

R1 U R2, R1 \ R2 = ((P¡ \ P2) x Q¡) U (P1 X (Q¡ \ 02), 

R1 6 R2 = (R1 \ R2) u (R2 \ R1) son conjuntos elementales, 

entonces es claro que E es cerrado bajo intersecciones y 

uniones finitas, diferencias y diferencias simétricas. 

A= {A E M x NI ve: >O ~Be E tal que rn(A 6 B) < e:} 

Claramente E e A, y nuestro objetivo ahora es ver que 

si A E M x N y rn (A) < 00 entonces A E A • 

1.2 TEOREMA 

El sistema A es un anillo, esto es, es cerrado bajo­

uniones e intersecciones finitas, diferencias y diferencias 

simétricas. 

DEMOSTRACION. 

Veremos que si 

ces A E A. 

A= A1 \ A2 con A1 y A2 E A enton 

Sea e: >o como A 1 , A 2 E A, existen B1 y B2 E E 

tales que m(A 1 6 B1) < e:/2, m(A2 6 B2) < e:/2, tomo 

B = B 1 \ B2 E E y obtengo 



por lo tanto 

m( (A1 \ A2) 6 B) < €. 

De la relación: 

(A1 U A2) 6 (B1 U B2) C (A1 6 B1) U (A2 6 B2 ) 

obtenemos que A1 U A2 E A. 

Como 

A1 n A2 = A1 \ (A¡ \ A2) , A1 n A2 E A. 

Finalmente 

A 1 6 A2 = (A 1 \ A2 ) U (A2 \ A¡) E A. 

1.3 TEOREMA 

"' i) Si m(A) < "' y si A = i~l A. 
l. 

A. E A entonces AE A 
l. 

"' ii) Si m(B¡) < "' y si B = iQl B1 

B. E A entonces BE A. 
l. 

DEMOSTRACION 

n-1 
Sean A~= A0 \ k~l Ak, es claro que 

que los {A' } son ajenos dos a dos. 
n 

"' A= 'U A' 
n= 1 n 

3. 

y 



Por el Teorema 1.2, los A' E A. 
n 

00 

La serie k~l m(~) converge, ya que 

n n 
2: m (A' ) = m ( u A' ) ~ m (A) , k=1 k k=l -""k 

entonces para toda E > O , existe N > O tal que 

00 

2: m(A') < E/2 • n=N n 

N-1 
A' A ' existe E Como e :: u E BE tal que n=l n 

m(C 6 B) < E!z. 

00 

Como A t::. Be (C t::. B) u (n~N A') obtenemos que 

m(A t::. B) < E y por lo tanto AEA. 

La parte (ii) se obtiene de la relación 

B :: 

l. 4 COROLARIO. 

00 

n 
n=l B = B1 \ 

n 

00 

u 
n=2 

(B 1 \ B ) • 
n 

4. 

Si X x Y tiene medida finita, entonces A = M x N , 

esto es, para todo conjunto medible A, y para toda E> O, 

existe Be E tal que m(A t::. B) < E • 



s. 

DEMOSTRACION. 

Como la medida de X x Y es finita, entonces por el 

Teorema 1.3, si A. e Ai+1 ... ' 
l. 

Bi => Bi+i .•. , i=l,2, .•. , 

"" "" 
y A = i~l A. 

' 
B.= iQ1Bi ' 

con 
l. 

A. y B. E A, entonces 
l. l. 

A y B están en A. Por lo tanto A es una clase monóto 

na en M x N, como M x N es la mínima clase monótona 

que contiene a E, entonces A= M x N. [Rudin P. 146) 

NOTA 

Si X x Y no tiene medida finita, el resultado no es -

cierto. 

EJEMPLO 

A = { (x,y) e lR2 1 x < y ..; x + 1} es medible pero no -

está en A. 

/ 

/' --· 

7 / .,. 
_,,,•' 

/ 

.. "';,,· 

. 



Sin embargo: 

1.5 TEOREMA. 

Si ni (A) < .., , entonces A E A • 

DEMOSTRACION. 

Como X y Y tienen medida a-finita, existen conjun­

tos medibles 

en X y Y respectivamente ajenos dos a dos tales que 

µ (K ) < 00 

' 
'7 (L ) < 00 

n m 

y 
00 00 00 

6. 

X = u K y = u L 
' 

entonces X X y = u Mj n=1 n m=1 m j=l 

con 

Mj = K X L y {Mj} son ajenos dos a dos. n m 

00 

Como m(A) = l: 
J = l (A n MJ) < 00 

' 
existe N > o tal 

que 

En cada MJ vale el corolario 1.4, entonces, dado E> O, 



para cada j , existe 

N-1 

B E E 
j 

tal que 

Sea B = i~l Bj E E, entonces, 

entonces m (A 6 B) < & • 

7. 



8. 

11 EVALUACION DE LA INTEGRAL DE BOCHNER 

Usando los resultados de la sección anterior demostra­

remos ahora que las funciones elementales son densas en LP 

y veremos unos teoremas relativos a la evaluación de la in~ 

tegral de Bochner en un espacio LP. 

2.1 ANTECEDENTES 

Recordemos que si (S, O, m) es un espacio con medida 

y B es un espacio de Banach: 

Una función f:S 4 B decimos que es fuertemente me-. 
dible si existe una sucesión { f } de . funciones simples 

n 

que convergen a f puntualmente casi donde quiera. 

Una función f:S 4 Bes Bochner-integrable si existe 

una sucesión f f } de funciones simples que convergen a f 
n 

puntualmente casi donde quiera de tal manera que 

.tim 
n 4 oo I 1 1 f (s) - f ( s) 11 dm = O 

s n 

en este caso, si A E 0 definimos: 

f XA (s) f (s) dm. 
s 



9. 

Una condición necesaria y suficiente para que una fu~ 

ción f fuertemente medible sea Bochner integrable -

es que 11 f 11 sea Lebesgue-Integrable. 

Decimos que una función fuertemente medible f:S -+ B 

está en LP(S,B) si Is 11 f(s) llpds < co con 

1 ..; p < co 

' corno siempre en LP(S,B) los elementos 

son clases de funciones que difieren en coniuntos de 

medida cero. [Yosida P. 132. Hille-Phillios P.881. 

2.2. DEFINICION. 

Sean X, Y, espacios con medida a-finita, B un espa­

cio de Banach. 

Una función f:X x Y-+ B es elemental si existen 

B 1 , ••• ,B0 conjuntos elementales de medida finita ajenos 

dos a dos tales que 
n 

en X x Y \ U B i= i. i • 

2.3 TEOREMA. 

fes constante en cada B. 
l 

y f =·O 

Sean X, Y, B corno antes, entonces las funciones ele­

mentales son densas en LP(X x Y,B) para 1 ~ p < 00 • 

DEMOSTRACION. 

Corno las funciones simples son densas en 
p 

L (X X y ,B)' 



10. 

basta demostrar que si 1/1 es una función simple en X x Y, 

exi.ste una sucesión de funciones elementales { fn} que con­

verge a 1/1 en LP(X x Y,B). 

Sea 1/1 una función simple en X x Y, entonces existen 

A1 , ••• ,An conjuntos de medida finita en X x Y ajenos dos 

a dos tales que 1/1 es constante en cada Ai 

X X Y 

para 

que 

(~(x,y) = e para (x,y) e A.) y~ - O en i l 

n 
\ i';;! l A. 

l 

~ 
Como las 

toda E > 

f(x,y) 

(2 maxllc, ll)P. sea e = 
l 

A. son de medida finita, por el Teorema 1.5 
l 

o existen 

E 
ne 

1/l(x,y) 

o 

o 

conjuntos B. elementales tales 
l 

Defino 

= c. si 
l 

f: X X y-+ B como: 

(x,Y) está en un solo B: 
l 

-

si (x,y) está en mas de un B. 
l 

si (x,y) no está en ningún B. 
l 

fes una función elemental ya que B \ lJ 
i Jt i 

es un con-

junto elemental. 

11 f-1/1 IIP = f llf(x,y)-1/l(x,y) 11! am..;J 1 f 11 f(x,y)-1/1 (x,y)II: dm. 

X X y A¡t.B, 

n 
..; l: 

i=l 
e m (A. t. B . ) < E 

l l 



11. 

y ~(x,y) * f(x,y) en un conjunto de medida < E 1 tomando 

E= 1, 1/2, 1/3 , ••• puedo construir una sucesión {f} que n 

converje a ~ puntualmente para casi toda (x,y) y que con 

verja a ~ en t 

Los siguientes son los dos teoremas fundamentales de -

esta sección, son los que relacionan la integral de una fun­

ción definida en un producto de espacios medibles con valo­

res en un espacio de Banach y la integral de una función d~ 

finida en un espacio medible con valores en un espacio Lp, 

Recordemos que si X x Y son espacios con medida 

a-finita y B un espacio de Banach; entonces una función 

f: X x Y~ B define, para cada x fija una función 

y el teorema de Fubini dice que si 

f E L' (X X y, B) 

entonces para casi toda x , fx E L' (Y ,B) y que SJ. 

g(x) = J fx(y)d~ a.e. entonces 
y 

f f(x,y)d(µ X~)= 
xxy 

J g(x)dµ • 
X 



12. 

2.4 TEOREMA. 

Sean X,Y,B como antes, F: X x Y~ B integrable en-

tonces la función j: X~~ (Y,B} definida por 

(1) ( fx (y) = f(x,y) si fx E L' (Y ,B) 

l 

<P (x} (y) = z 

i 
i 

fx f/. L' (Y,B} lo si 

está en L' (X, L' (Y ,B}) y 

(2) ( f <P(x)dx) (y}= 
X 

f f(x,y)dx 
X 

e 
V y E y 

(3) además si f e ¡_P (X x Y ,B) entonces 

DEMOSTRACION. 

Caso l. 

Si f es elemental, existen B1 , ••• ,Bn conjuntos ele-

mentales de medida finita de X x Y talei que 
00 

cada B. y f = O en 
1 

X x Y - i~I Bi, cada 

f = c. en -
1 

B. es de la 
1 



forma Bi = Pi X Qi con Pi y Qi medibles en X y Y 

respectivamente. 

13. 

Con los conjuntos construyo una partición de X 

en conjuntos ajenos de la manera siguiente: 

A. = . n P. \ .ur P. 
-K 1E!k 1 1~ k 1 

k = 1, 2, ... 

donde Ik son todos los subconjuntos no vacios de 

{1, ... ,n} . 

Ao = X\ P. 
1 

La función ~ definida en (1) es constante en cada 

Ak, o sea: 

si 

~ (x) (y) = f (x,y) = 

.9o(y)=O si X E Ao 

por lo tanto ~ es simple (como función de.x) y está en 



Como 
m 

~(x) = t XAk (x) gk. 

( f ~(x)dx) (y)·= 
X 

Por otro lado 

fx f(x,y)dx = f f f(x,y)dx = 
Ak 

14. 

m 
= 'r gk(y)µ(Ak), 

Por lo tanto, si f es elemental, vale la fórmula (2) 

Caso 2. 

Si f no es elemental, por el Teorema 2.3 existe una su 

cesión defunciones elementales tales que 

(4) R-im 11 f (x,y) - f (x,y) IIB = O 
n-+m n 

e 
',t (x,y) E X X Y 

(5) f 11 f (x,y) - f (x,y) IIP 
n B 

dm = o 
XxY 

Como las funciones f son elementales, como en el caso 
n 

1, las funciones ~ : X -+ LP (Y ,B) definidas por 
n 



,p n (x) (y) = f (x,y) 
n 

15. 

son funciones simples. 

(5) es igual, por el Teorema de Fubini a 

(6) Um 
0-+ CD 

fx JY II f 0 (x,y) - f(x,y) 11: dy dx = O 

entonces existe una subsucesión de 

vamente {f} tal que n 

{f} que llamamos nue­
n 

x. 

que 

e 
(7) Um V X E X 

n-+ co 

(8) R.im L 11 ,p n (x) (y) - ,p (x) (y) ¡¡P dy = 
n-+ co B 

11 ,pn (x) - ,P (x) 11 P 
e 

= R.im = o ..,. X E X 
n-+co 

Por lo tanto {,p} converge a ,p 
n 

para casi toda x en 

Finalmente, para ver que 

(9) Um 
n-+co 

ya que entonces tendremos 



16. 

11 1/J IIL ..; 11 1/J - 1/Jn IIL + 11 "'n 11 L < 00 

p p p 

Para demostrar (9) ütilizamos (5), (8), (7) y el Teore 

ma de Fubini: 

iim J 
n-+ 00 X 

11 1/J (x) - 1/J (x) 11 PP dx = 
n L (Y,B) 

iim 
n-+ oo 

I I II f (x,y) - f(x,y) IIP dy dx = 
X Y n B 

= iim 
n-+ oo 

J II f (x,y) - f(x,y) 11: dm = O 
XxY n 

Hemos demostrado (3). 

Para demostrar la fórmula (2) observemos que como 

f E~ (X x Y, B) entonces ,p E~ (X,~ (Y,B)) 

por la fórmula (3) que acabamos de demostrar y además, 

por la definición de la integral de Bochner •. 

(10) Um 
n-+oo 

(11) ( f x ,p (x)dx) (y) 

I ,p (x)dx, esto es, 
X n 

= (iim J ,p (x)dx)(y) 
n-+oo X n 

~ y E y 



17. 

Usando 1a fóruula (11) • la definición de.¡, v la fórmu 
n 

la (2) para funciones elementales tenemos: 

(12) R.im 
n-+a:> 

f fn(x,y)dx = 
X 

=Cf .P(x)dx) (y) 
X 

R.im cf .pn(x)dx}(y) = 
n-+a:> X 

e 
V y E y 

Falta ver ahora que: 

(13) R.im J fn(x,y)dx = 
n-+a:> X 

f f(x,y)dx, para alguna -
X 

subsucesión de {f} . 
n 

Usando (5) (con P = 1) y el Teorema de Fubini, existe 

una subsucesión de {f} que la llamamos igual tal -
n 

que 

(14) 

Entonces 

R.im 
n-+a:> 

f II fn (x,y) - f (x,y) IIB dx = O 
X 

< R.im f x II fn (x,y) - f(x,y) IIB dx = O 
n-+a:> 



18. 

y obtengo (13), que junto con (12) demuestra (2) 

2.5 TEOREMA 

Sean X, Y, B como antes, si ~ X~ LP (Y,B) es inte-

grable, entonces existe f: X x Y~ B integrable tal que 

(1) f (x,y) = ~ (x) (y) 

(2) Jxf(x,y)~x = ( fx ~(x)dx) (y). 

DEMOSTRACION 

Para cada x E X, elijo un representante de ~(x) en 

LP(Y,B) y lo llamo igual y defino f: X X y~ B por 

f (x,y) = ~ (x) (y). 

Si ~ E LP, existe una sucesión {~0 } de funciones sim 

ples tales que 

(4) R.im 
n-+<x> 

~ (x) = ~(x) para casi toda 
n 

X y 



19. 

(5) R.im 
n~oo 

f II cp (x) - cp (x) 11: dx = O , 
X n l: (Y, B) 

De cada cpn, elegimos un representante, que lo llama­

mos igual, para definir las funciones 

f n 
X X y~ B por f (x,y) = cp (x) (y). 

n n 

Veamos que estas funciones son fuertemente medibles y -

que están en 

Para cada n fija, existen A1 , •.. ,An conjuntos de -

medida finita en X tales que cpn es constante en cada Ai' 

esto es 

(6) 

Para cada 

cp n (x) (y) = f (x,y) 
n = gi(y) si 

cp (x) (Y)= f (x,y) = O 
n n 

x en X, 
p 

cp (x) e L (Y,B), entonces 
n 

g. EL (Y,B) i = l, ... ,m, 
. J. p 

X E A. 
J. 

entonces, por cada i, existe una sucesión {hi,k} de -

funciones simples de Y en B tales que 



(7) 

(8) 

R.im 
k-+01> 

R.im 
k-+ao 

20. 

e 
"I yEY y además 

Definimos ahora 

r··'·I si X E A. 
J. 

(9) Gk(x,y) = 

m 

lo si X ft .u A. 
1.= l J. 

Las funciones Gk son elementales ya que para cada 1, k 

fijas existen 

y e. , ••• , º1 
J. 1 s 

entonces 

Gk(x,y) 

D1 , ..• ,D. conjuntos de medida finita en Y 
1 J. s 

en B tales que h. k(y) = c. si y E D5 •y 
J., J. s 

si 

( c. 
J. J 

= ~ 
1 o 
'-

i 
s 

y E Y \ ,U, D. = Do 
J=J.1 J 

si (x,y) E A. X Di J. 

si X ft u A. 
J. 

J 



21. 

Para demostrar que las f son fuertemente medibles y 
n 

que están en LP(X x Y, B) debemos ver que 

(10) R.im 
k-+co 

Gk(x,y) = f (x,y) 
n 

v (x,y) E X x Y y 

(11) f f 11 Gk (x,y) - fn (x,y) IIP drn = O 

XxY 

demostración de (10): 

Sl X E A. f (x,y) = g. (y) , Gk(x,y) = h. k (y) 
J. n J. J. , 

11 Gk(x,y) - f (x,y) 11 = 11 h. k (y) - gi (y) 11 
n J. , 

que tiene a cero si k-+ 00 para casi toda y por 

demostración de (11). 

(7) 

JJ II Gk(x,y) -f (x,y)llpdm= .i J IIG (x,y) -f (x,y)IIPdm= 
n 1.=1 x n 

A.xY 
J. 

=J,.~l f 11 h. k(y) - g, (y) lt am =.t µ(A.) f llh. k(y) - g, (y) llp dy. 
J., J. J.- J. y J., J. 

A.xY 
J. 

la Última igualdad es por el Teorema de Fubini y todos los su­

mandos tienden a cero por (8). 



22. 

La sucesión {fn} es de Cauchy ya que: 

11 fn (x,y) - fm (x,y) 11 P = f 11 fn (x,y) - fm (x,y) 11 P dm = 

XxY 

= ff 11 f (x,y) - f (x,y) 11 P dy dx = n m 
XY 

= f I 11 'Pn(x) (y) - ,pm(x) (y) IIP dy dx = 
X y 

= f 11 'P (x) - 'P (x) 11 dx n m 
X 

que tiende a cero por (5). 

Por lo tanto {f} converge en 
n 

p 
L a alguna función. 

Como II fn(x,y) - f(x,y) 11 = 11.Pn(x) (y) - ,P(x) (y) 11 y e~ 

to Último tiende a cero para alguna subsucesión de ,p que -• n 

la llamamos igual, para casi toda x E X por (4) tenemos 

que fn converge puntualmente a f 

por tanto fes el límite en LP de 

casi en todas partes y 

{f} , por lo tanto 
n 

fe LP(X x Y,B) y (2) es la conclusión del Teorema 2.4. 



111 APLICACION A LA SOLUCION DE UNA ECUACION 
INTEGRAL FUNCIONAL 

23. 

En esta sección veremos como pueden utilizarse los Últi 

mos teoremas de la sección anterior para encontrar la solu­

ción de una ecuación integral funcional causal del tipo Vol­

terra, construyendo una ecuación integral ordinaria equiva­

lente a ésta. 

3.1 LEMA 

Sea D = {(s,t) ElR2 / O~ s ~ t ~ a, a> o} 

B un espacio de Banach, h > O 

i) Si g : D 4 B está en L' (D,B) 

ii) Si para cada te [O,a] la función gt [0,t] ... B 

definida por gt(s) = g(s,t) está en L' ([ 0,t] .,B). 

Entonces la función ,p:( O,t] ... L' ([ -h,a] ,B) definida -

por 

.r o h < < Sl T s 
' 

,P (s) (T) ~ g(s,T) S .¡¡;; T ..; t s E L' ([ s,a], B) = S1 y g 

o Sl S .¡¡;; T E.; t y s 4 g L' ([ s,a] , B) 

g(s,t) t .¡¡;; T ..; a s 
E L' ([ s,a], B) y g 

está en L' ([ O,t], L' ([ -h,a] ,B)) y además 
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( r 1P ( S) ds) ( T) = r 1P ( S) ( T) ds 
e 
V T E [ -h,a] , 

DEMOSTRACION: 

Definimos H [ o, t] X [ -h,a] -+ B por 

o si T < S 

H(s,T) = i g(S 1 T) si S < T < t 

L g(s,t) si t < T < a 

Si A= {Cs,t) E [ O,t] x [-h,a] IT < s} 

B = { (s,t) E [ 0, t] x [ -h,a] Is < T <; t} 

e= { (s,t) E [ 0, t] X [ -h,a) 1 t < T} 

a 

e 
t 

i- -. ~ :' 
1 ' 

7f 

,t 
' A 

-h 



entonces 

H(s,T) = o XA + g(s,T) Xa + g(s,t) Xc 

Debido a (i) y (ii) H es suma de funciones en 

L' ([ O,t] x [ -h,a], B) 

y por lo tanto está en 

L' ([ O,t] x [ -h,a] ,B). 

finalmente como 

ip (s) (T) 

= J 8 8 
(T) = 

1 

H(s,T) si Hs E L' ([ -h,a] ,B) 

si Hs E L' ([ -h,a] ,B) 

obtenemos por el Teorema 3.4 que 

ip = L' ([ O,t], L' ([ -h,a) ,B)) 

y 

cJ\ (s)ds) (T)" = 
o 

r H ( S, T) ds = r ip ( s) ( T) ds 
o o 

NOTA 

Si no pido la hipótesis (ii) el teorema de Fubini ga-

rantiza que t g : [ O, t] -+ B está en V ([0,t) ,B) para casi 

25. 

toda t , y por tanto la conclusión será también cierta para 
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casi toda t. 

3.2 LEMA. 

Sea D = {(s,t) 1 O.;;; s.;;; t.;;; a, a> o} , B un espa­

cio de Banach. 

Si g: D ~ B es tal que 

i) la función s ~ g(s,t) está en LP ([O,t] ,B) 

ii) la función t ~ g(s,t) es continua por la izquierda 

iii) 11 g(s,t) 11 .;;; M(s) con ME LP([ 0,a] ,B) 

entonces 
p 

g El (D,B). 

DEMOSTRACION. 

Defino la sucesión {g} por 
n 

g(s, ia) o .;;; s "' 
ia ia 

"' t < ( i+ 1) a 
n n n n 

g (s,t) = I, o ia < s "' t < (i+1)a 
n n n 

l g (s,a) t = a 

Cada g está en LP (D,B) 
n 

y por (ii) g (s,t) ~ g(s,t) ~-~ 
n 

además 11 gn (s,t) 11 .;;; M(s), usando el teorema de convergen-

cia dominada, obtenernos que 



ª L 1 

i 
(i+l)ai 
-- t--n l 

ia 
-n--

o 

i t--
~- -·· 

T 
. -¡·· 

! 

1 • 
1 ,· 

V 

1im J II g(s,t) - g (s,t) 11 Pdm = O 
n-+oo D n 

por lo tanto g E LP (D,B) . 

En lo que sigue consideraremos las siguientes hipóte­

sis generales: 

Sean D = {(s,t) em2 j O< s < t < a}, h > O y G et' 

subconjunto de LP([-h,a] ,B) tal que 

27. 

i) si x e G entonces x tiene un representante con­

tinuo (ó continuo por la izquierda) que lo denota­

remos nuevamente por x. 

ii) si x e G entonces xt E G 

xt(t) = x(t /\ T). 

Sea f G x D ~ B tal que 

iii) fes causal, esto es, si 

v te [O,a] donde 

x, y E G y si x 6 = y 5 

para alguna se [O,a] entonces 
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f(x,s,t) = f(y,s,t) V t E [ S ,a} . 

iv) 'Para cada x E G, s E [ O,al la función. 

t ~ f(x,s,t) es continua (continua por la izquier­

da. 

v) Para cada x E G, t E [0,a} la función. 

s ~ f(x,s,t) está en LP([O,t),B) 

vi) Para cada x E G existe una función M en 
X 

p 
L ([O,a}, B) tal que 11 f(x,s,t) 11 < '1 (s). 

X 

3.3. LEMA 

Bajo las hipótesis anteriores si F 

está definida por 

( o Sl -h < T < s < t 

(1) 
1 

F(x,s,t)(T)=~ f(x,s,T) Sl S < T < t 

l_ f(x,s,t) si t < T < a 

entonces Jt -
F(x,s,t) ds existe para cada x E G 

o 

cJtF(x,s,t)ds)(T) = 
o 

a(T) 
e 
V T E [ -h,a) 

fija y 

donde a es la función continua (ó continua por la izquier­

da) definida por 
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r o SJ. TE [-h,O] 1 

a(T) = ; 

1 
! 

Jmf(x,s,m)ds i si T E [ 0, a] l m = T /\ t 
o 

DEMOSTRACION 

Para x E G fija defino g(s,T) = f(x,s,T) por (iv), 

(v), (vi) anteriores,. g cumple las hipótesis del lema 3.2 

y por lo tanto g E LP(D,B), además, como D es un espacio 

de medida finita, entonces g EL' (D,B). 

Para cada x E D, t E [O,a]. 

lema 3.1, entonces 

F(x,s,t) = ,p (s) del 

existe y 

rF(x,s,t)ds 
o 

<JtF(x,s,t)ds) (T) 
o 

= J\(x,s,t) (T)ds = a(T) 
o 

por la definición de F y a . 

e 
',f TE[ -h,a] 

Falta únicamente probar que si t ~ f(x,s,t) es conti­

nua (Ó continua por la izquierda) entonces a también lo es. 

Como a es constante en [-h,O) u (t,a], entonces es -

continua en este conjunto. 

Si To E (O,t] y t, f(x,s,t) es continua por la 



izquierda sea T E (0,To) 

To T 

11 a(To)-a(T) 11 = 11 f f(x,s,To)ds - f f(x,s,T)dsll = 
o o 

T ..;; f II f (x, s, To ) - f (x, s, T) 11 

o 

To 

ds + I II f(x,s,To)llds 
T 

30. 

debido a (iv), (vi) y al Teorema de convergencia dominada 

de Lebesgue, el primer sumando tiende a cero, el segundos~ 

mando tiende a cero por (vi) y la continuidad absoluta de 

la integral, .·• a es continua por la izquierda. 

Si To E [0,t) y t ~ f(x,s,t) es continua, sea 

TEfro,t) 

To T 

11 a(T) - a(To) 11 ..; I 11 f(x,s,T) - f(x,s,To) 11 ds + J llf(x,s,T) llds 
o To 

que nuevamente tiende a cero, por lo tanto a es continua. 

El objeto de los siguientes teoremas es ver que bajo -

las hipótesis generales anteriores la ecuación integral fun 

cional causal de tipo Volterra en B. 

(I) x(t) = z(t) -h < t < o 

x(t) = z(t) + rtf(x,s,t)ds. t E [ 0, a] , 
Jo 
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es un caso especial de una ecuación integral ordinaria de ti 

po Vol terra en LP ([ -h,a], B) 

3.4 TEOREMA 

Si x E G es solución de (I), entonces la función 

y: [O,a] -+ G definida por y(t) = xt para t E [O,a) es -

solución de la ecuación ordinaria 

(II) y(t) = w (t) + ft F(y(s),s,t)ds 
o 

en [ O, a] 

donde w (t) = zt en [O,a] y F es la función definida en 

el lema 3.3. 

3.5 TEOREMA 

Recíprocamente, si y : [ O,a] -+ G es solución de . (II), 

entonces la función x = y(a) es solución de I. 

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.4 

Sea x E G solución de I en [-h,a]. 

Sean te [O,a] y TE [-h,a]. 

Si y(s) = x 5 tenemos, por la causalidad de f (hipóte­

sis ii) y por lo tanto de F, y por el lema 3.3. 



t 

(ItF(y(s),s,t)ds}(T) 
o 

( f F(x5 ,s,t)ds} (T) = 
o 

t 

= { J F(x,s,t) ds}(T) = 
o 

a (T) • 

si -h ~ T < O entonces a(T) = 0 y 

y(f) (T) xt (T) = X(T) = zt (T) = w (t) (T) = 

= w(t)(T) + a(T) = w(t) (T) + cJtF(y(s),s,t)ds}(T) 
o 

si o.;;; T <a, sea m=Tl\t 

y(t) (T) = Xt (T) = x(m) = Z (m) + r f (x,s,m) ds. 
o 

t 

= Zt(T) + a(T) = w(t)(T) + (Í F(y(s),s,t)ds}(T). 
Jo 

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.5 

Notemos primero que como la función 

p 
~ : [0,t] ~ L ([-h,a] ,B) definida por 

32. 

~(s) = F(y(s),s,t) es integrable, por el teorema 2.5. 



<JtF(y(s),s,t)ds)(T) 
o 

cf\:i(s)ds) (T) = 
o 

f\, (s) ( .jds 
o 

= rF(y(s) ,s,t) (T)ds. 
o 

Veamos ahora que si b E [O,a] entonces 

y(a) 1 = y(b) 1 
[O,b] [O,b] 

sea TE [O,b]. 

y(a) (T) = w(a) (T) + (rF(y(s) ,s,a)ds) (T) = 
o 

= Z(T) + rF(y(s) ,s,a) (T)ds = 
o 

= Z (T) + r f(y(s) ,s,T)ds = y(b) (T) . 
o 

Además, como fes causal f(y(s),s,t) = f(y(a),s,t) 

finalmente 

si T > 0. 

X(T) = y(a)(T) = Z(T) + rf(y(s),s,T)ds = 
o 

= Z(T) + fTf(y(a),s,T)ds = 
o 

= Z(T) + JTf(x,s,T)ds 
o 

33. 
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si T < 0 

x(T) = y(a) (T) = Z(T) 

por lo tanto x = y(a) es solución de I. 
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