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PROLOGO.

El objetivo fundamental del presente estudio, es el de proporcionar, de
la manera més clara posible, las definiciones y los resultados mis im-
portantes sobre los cuales descansa la teorfd de los sistemas formales,
queriendo hacer ver, a la vez, que muchos de los conceptos manipulados
en las més diversas ramas de la ciencia especialmente en la ciencia de
la computacifn, son ciertamente casos particulares de sistemas formales
y que, por lo tanto, camo tales pueden ser tratados. No pretendemos que
todos estos conceptos deban ser siempre manipulados desde el punto de -
m:bh.SiWFamles. pero creemos, sin embargo, que en -
cﬁmmputicuh:upaieaadcgmuﬁhd.dlaapﬁnaci&:delos
importantes resaitados que han sido abtemidos como producto de valiosos
estudios realizados sobre la Teorfa de Sistemas Formales.

Los primeros tres capltulos servirfn para semtar las bases fundamenta-
hthoa‘l’adeWlees, mientras que en el capftulo IV
se propondrd una formalizacifn para algunos importantes conceptos de
la Ciencia de la Computacion, tales como la Ligica de Primer Orden y
las Teorfas Axiomdricas, los Lenguajes Artificiales, los Au6matas con
un Nomero Finito de Estados y, finalmente, los llamados Sistemas de
Informacifn. En las mencionadss formalizaciones sélo se intenta ejem-
plificar hmnﬁ'amqmmma:rosemcqtospwdansermfocados



desde el punto de vista de los sistemas formales, y comsideramos que
en otras aplicaciones concretas, cade lector deberd escoger sus pro-
pios métodos de formalizacion, que en Cada CaSO se ajusten 2 5uS me-
cesidades, de la mejor mamers. '



CAPITULO I.

SISTEMAS MATEMATICOS FORMALES.



SECCION O0:

Definibilidad por recursiodn.

Ea la literstura matemitica existen diferentes maneras de definir -
mneélhs,hnﬂssﬂqﬂeqniu. es emumerando todos -
los elementos que componen al conjunto, aungue en conjuntos dema--
siado grandes 6 cor wn mimero infinito de elementos, ésto es imposi-
bie de hacerse. Otra forma de hacerlo, que es normalmente, més -
ficil y répida, comsiste en establecer las prapiedades comunes a to--
dos jos elementns del conjumto. Un tipo de definiciom, que sigue e+ .
lincamientos, y ea la que estaremos interesados a lo largo de este es
tudio, es la Ilamada "defimicidn por recursion”. En este tipo de defi-
micidn, se establece primero un conjunto de axiomas para los miem--
h‘mhlcmjuto'qmseqnimdeﬁnir;hlepsedmdatosaxio--
mas de la forma: "Si tales y tales elementos pertenecen a W, entonces
ta.hsymlesumﬁmcimcdee_ﬂa. estfn tambifn en W"; luego el --
axioma final, que podrfa ser llamado "cliusula de recursién': "Mi4s -
ain, sSlo los elementos definidos par los axiomas anteriores, pertene

cema W™

La "defimicifm por recursifn” serf mis clara con un ejemplo: Sea K el
alfabeto consisteate de Jos dos signos a y b. SupSagase que deseamos -



definir el conjunto S, consistente de todas las cuerdas de los dos -

simboilos a y b, pero estos simbolos debersn ser alternados (es de-
cir, que mo contienen dos ocurrencias consecutivas de a 6 de b). Po-
demos definir implicitamente al conjunto §, estipulando los siguien-

tes axiomas para los miembros de S:

Axioma 1. - a es mn elemento de S.

Axioma 2. - b es un elemento de S.

Axioma 3. - ab es un elemento de S.

Axioma 4. - ba es un elemento de S.

Axioma 5. - Si xa es un elemento de S (en donde x es cual--
quier cuerda), entonces xab es un elemento de
S.

Axioma 6. - Si xb es un elemento de S, entonces xba es un -
eleme nto de S.

Axioma 7. - Ningfin elemento estf en S, a menos que "se si-

3

Ry ga" de Jos axiomas 1 a 6.

§
Ahora convertimos el sistema informal anterior, en un sistema for-
mal preciso. Primero abreviamos las frases de la forma "x es un -
elemento de S”, por "x ¢ S" 6 equivalentemente "Sx" (léase: S contie
pe a x). También sbreviamos hs_frasesdelaforma "Si (—) enton
ces (——-—-)" por la abreviacion simb6lica usual “'¢——) —p(----- ",



lo cual debe leerse como " (—) implica (-----)".

Ahora podemos reescribir los axiomas anteriores en forma simbo-
lica:

1.- Sa

2,.-Sb

3.- Sab

4.- Sha

S.- Sxa -+ Sxab

6.- Sxb + Sxba

Daremos también una definicion més precisa del cancepto "seguirse
de": Diremos.que una cuerda X, "se sigue” de kos axtomas 1 a 6, si
y s6lo si, X puede ser obtenida de estos seis axiomas por um ndmero
finito de aplicaciones de las siguientes dos regias:

R1. - Substituir cualquier cuerda de los signos a y b, por —
la variable .x.

R2. - De las dos cuerdas "X;" y "X; + X," se puede deri—

"

var "Xz .

Ahora podemas definir al conjunto S, como el conjunto de todes las -
cuerdas en a y b, tales que SX puede ser derivada de los axiomas 1
a 6, usando las reglas Rl y R2. En este sistema, elcmju,i:m"S"g—



presenta al conjunto de todas las cuerdas en a y b, alternadas.

El saterior s mn efemplo simple de m sistema formal elemental. -

Los sfmbolos 2 y b son [lamados los signos iniciales; "x" es llama-

dn'un;N_vtnhlc@orhque sustituimos cuerda;enlossigxns inicia-
les); el sfmbolo " +* es llamado el signo de implicacitn y finalmen
.te. "S" es un ejemplo de un predicado (los predicados son usados pa
ra representar comjuntos y relaciones).

Ahora daremos una definicifn precisa de Sistemas Formales Elemen
tales.

SECCION 1:
Sistemas Formales Elementales.

Nociones Preliminares. hmnﬁabao(, queremos decir un
comjusto finito y ordenado dé elementns llamados sfmbolos, signos 6

letras de K. Cualquier secuencia lineal y ordenada de sfmbolos de K

(eneada ordenada de sfimbolos de K), es llamada mna expresion, uma -
palabra o ma cuerda en K. Denotaremos por K al conjunto de todas -
las cuerdas en K. ﬁnmnm XpoXge- .-, X deK, -
sea X =xyXp...X,, la cuerda de K cuyo i-€simo sfmbolo (para i ¢ n),
esx;. Lilsmamosan, e longitud de esta cuerda. Si Y es - -
tambiéa wm cuerda y) Y3 ... ¥y u’g dﬁimos Xy - -




como la cuerda en K, tal que XY = x1X2...Xy ¥1¥9¥m, €8 decir, la
cuerda de longitud n + m, cuyo i-ésimo sfmbolo es x;, para i“ n,

ysuj-ésimosfmholoesyj_n, para j > n. Llamsiremos a XY el —
producto o concatenacién de X y Y. La operaciin de concatenacion
de cuerdas de K, es obviamente asociativa (es decir (XY)Z=X(YZ)),
sin embargo no es conmutativa (6 sea XY # YX), a menos que el -

alfabeto K contenga s6lo un elemento. SiK y L son alfabetos y si to
do simbolo de K es también un simbolo de L, entonces decimos que
K es un subalfabeto de L; equivalentemente, L es una extensifn de -

K. Con el simbolo K & L denotaremos que K es un subalMabeto de L.

‘Definicién de un Sistema Formal Elemental.-

Por un Sistema Formal Elemental (E), sobre un alfabeto K, quere—

mos decir una coleccién de los siguientes objetos:

(1) El Alfabeto K.

(2) Otro alfabeto de simbolos, Ilamados variables.

(3) Otro alfabeto de simbolos, llamados predicados, cada
uno de los cuales tiene asignado un nGmero entero posi-
tivo, llamado su grado.

(4) Dos simbolos més, llamados el signo de implicacite y - -

el signo de puntuacitn.
(5) Una secuencia finita Al,Az....,A'z,_'decu:'chsde_K_, -



que son férmulas bien formadas, de acuerdo a la definici6n que da-
remos mds adelante. Estas cuerdas son llamadas los axiomas del

sistema (E).

Es requerida, en la definicitn anteriar, que los alfabetos (1) a (4),

sean mutuamente ajenos.

Los elememtos de K serdn usualmente denotados por "a”, "b", etc.,
con o sin subindices; las variables serdn denotadas por "x", "y",

"z", "w", "v", etc., con o sin subindices. Los predicados serin -
denctados por "P”, com o sin subindices. El signo " " ser4 el sig
no de implicaci6n del sistema y, finalmente, el signo de plmtuacibn

"o

serd una coma ", ".

Sea K el-alfabeto formado por los simbolos aj, a4, ...,8,. Se define
un término t de (E), como cm]qu‘iét cuerda formada por elementos -
de K o por variables o por ambas cosas. Asf,pﬁrejemplo, - -
ajxyasya) es un término de (E).

Definimos una Férmula At6mica de (E), como una expresi6n de la for

ma Pry,..., L4y, en donde P es un predicado de grado m (es decir, un
predicamconma.rglmemos)ytl,...,tr;lsontérminos. Una Férmu-
la Bien Formada F de (E), serd una férmula at6mica F} 6 una expre-
8i6n de la forma F; + Fy ... ...Fn.enhcml..cadaFiesma-



férmula atémica. Las férmulas Fl'Fz' .o 'Fn' son llamadas las -

componentes atémicas de la férmula compuesta F + F2 + ... Fp.

De la misma forma, cualquier fé6rmula atémica F serd llamada una -

componente atémica de si misma.

En una férmula compuesta l'-‘1 - F2 *Fs. el signo de implicacioa de
be se.x; tomado con asociacion a la derecha (es decir, como "F; impli-
ca que F, implica F3", o‘equivalentemente: "F) implica (F 9 implica
F3)). Debemos notar que la férmula F1 -+ F2 > F3 es equivalente a
la proposicién: "Si F y F, son ambas verdaderas, entonces también
Fq lo es”. M4s generalmente, F; + F2 ... » Fy significa que -
"La conjuncién de las premisas FI’FZ' .. "Fn-l' implica Fn"; en es-
ta f6rmula, diremos que FI,FZ, . "'Fn-l son las premisas y Fp, la --
conclusién. A lo largo de este estudio, daremos a la férmula "X; ~ Xy
el significado "X, implica X,", solamente en caso de que X, sea una -

férmula atémica; en caso contrario, el significado de dicha f6rmula --

et

puede ser distinto.

Dada una f6rmula bien formada X, designamos una instancia de X, a -
cualquier cuerda obtenida a partir de X, substituyendo todas las varia-
bles que aparecen en ella, por cuerdas de elementos de K. Una férmu-

la bien formada que no contiene simbolos de variables, es llamada una



una oracidn.

Un teorema o cuerda demostrable de (E), es un axioma de (E) 6 cual

quier cuerda que se puede derivar de los axiomas de (E), por un ni--
mero finito de aplicaciones de las siguientes dos reglas, llamadas --
"reglas de inferencia™:

Regla L - Substitucién de variables por cuerdas de elemen-
tos de K.

Regla IL - (Modus Ponens) Derivarhfcrmuhxzapartirde
las formulas "X;" y "X, -»Xz", siempre y cuan-
do X; sea férmula at6mica.

Existen formas alternativas para definir sistemas formales, que son -
equivalentes a la definicién anterior; la definicién que hemos dado ante
riormente, serd asumida a lo largo del presente estudio.

SECCION 2:
Representabilidad en Sistemas Formales Elementales.

Si"ranpamaemlmmémmformemm(s)sg
bre el alfabeto K y "W es un conjunto de cuerdas de elementos de K, en
tonces decimos que "P” representa a "W™ en el sistema (E), si y s6lo -
si, para cualquier cuerda X en K, se cumple Ja signiente condicida:
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X ¢ We—= PX es demostrable en (E).

Andlogamente, si "P" es un predicado de (E) de grado n, entonces -
decimos que "P" representa al conjunto de eneadas de cuerdas - -
(xl,xz. -+ +» X)), tales que PX;X,. ..x!‘, es demostrable en (E).

De aqui en adelante, el término "atribato” serd usado como un tér-

mino colectivo para conjuntos y relaciones; en forma més precisa, -
para cualquier conjunto S,. un atributo en S designard un subconjunto
de S 6 un conjunto de eneadas de elementos de S (aunque este signifi-
cado del término "atributo” no es universal en la literatura matems-
tica, en el presente trabajo no dard lugar a ambigiedades, ya que --

siempre ser4d usado en este sentido).

Se dice que un atributo "W" de qperdas en K ¢ formalmente represen-
table sobre K (abreviaremos f.r.), siy s6lo si "W" es representable
en alg(n sistema formal elemental sobre el alfabeto K. El atributo W

es soluble sobre K, siysobsiWy% son f. r. sabre K. (Para cual—
quier relacion W, de grado n, designaremos con *, al complemento -
de W, con respecto al conjunto de todas las encadas de cuerdas de ele-

mentos de K).

Ejemplos:
a) Sea K el alfabeto formado por los 3 signos "a”, "d", "c". Sea W el
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conjunto de todas las cuerdas que contienen solamente a los signos "a"
y "d". Deseamos demostrar que W es f.r. (formalmente representa-
bie) sabre K. Es decir, deberemos mostrar un sistema formal elemen
glsdret.. en el cual W sea representado: ..

Consideremos el sistema formal elemental (E) cuyos axiomas son los
" siguientes:
Wa

Wb

Wx -~+Wy -+ Wxy
En el sistema (E), el predicado "W representa al conjunto W.

En el ejemplo anterior, se ha usado el simbolo W, para denotar el pre
dicado que representa al conjunto W en el sistema (E). Esto serd hecho
con frecuencia, ya que no hay razén por la cual, el nombre metalinglis-
dcochmcmjmorelacihnoddnsertsado'pmrepresemarloen-
un sisterna formal elemental. .

b) De manera més general, sea K elalfabetocbhssfmhdosal,az....,
am,....a.ynepjdmhmcbt. al,az....,am. Deseamos de--
mostrar que el comjunto | ktodaslasc'mtdasdeelemaxosde]. es --

f.r. sobre K.

El predicado P representard a este conjunto, en el sistema formal ele-
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mental, que tiene los siguientes axiomas:

Px 4 Py - Pxy.

c) Supbngase que deseamos demostrar que el conjunto ], del ejemplo
anterior, es soluble sobre K. Serd necesario demostrar que el con-
juntoK - ] esf.r. sobre K. Este conjunto, que designaremos por
(1), consta de todas las cuerdas de K que contienen al menos un sfm-
bolodeK - J. Elconjmto(i) serd representado por el predicado P -
en el sistema formal elemental sobre K, cuyos axiomas son:

Pamy

Parn-l—2

Px ~ Pxy
Px -+ Pyx.
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Funciones. - Una funcitm f(x, X, ..., X ) que va del conjunto de -
encadas de cuerdas en K, al conjmnto de cuerdas en K (es decir, f:
®)" - K), es lamada formaimente representable sobre K, si y --
84lo si la relacitn §(xy, X3, ..., X)) =Y es forinalmente representa-
bie sobre K; f es solsble sobre K, si y s6lo si la relacion anterior es
* soluble sabre K.

SECCION 3:
Sistemas Matemidticos.

Un sistema matemdtico (M), es defimido como un conjunto que contie-
ne, al menos, los siguientes componentes:

(1) Un alfabeto K.

(2 Un conjunto A, de cuerdas de K, llamadas Axiomas.

(3) Ua conjunto finito de relaciones Ry, Ry, - ..,Ry, de K,
lamadss Regies de inferencia.

Uma demostraciin ea M, m_mmm.xz....,xn)
de cuerdas en K, tal que, mc'ath.i‘n,. X; es un axioma o existen -
RGMETOS iy, iy - -0ipy todos menores que i y tales que (Xiy, Xiz.....
Xire Xi) cumple sigme de las relaciones Ry, Ry,..., Ry, Una prucbe
omﬂ 30 Xop--- ,X‘), umﬁ&ealhmﬂmpnl:hdel
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Gltimo término X,.

.Una cuerda X es llamada probable 6 demostrable en (M), 0 es un -

teorema de (M), si y sOlo si, existe una demostracita de ellz en (M).
El conjunto de todos los teoremas de (M), serf denmotado por "T".

Ahora definimos un sistema matemdtico formal, como ua sistemna ma
téfdtico, cuyo conjunto de teoremas "T”, es formalmente represen-
table sobre K (en donde K es el alfabeto de (M)). Si el conjunto "T" es
soluble sobre K, se dice que (M) es soluble o decidible o que admite

un procedimiento de decisidn. Un teorema muy importante (El teore-
ma de Church), el cual sers planteado mis adelamte, demuestra que -
existen sistemas formales para los cuales no existe procedimiento de -

decisibn.

Observaciones.- Un conocimiento completo de Sistemas Forma--
les Elementales, significarfa un canocimiento completo de todos los -
sistemas formales, ya que, si (M) es un sisterna formal que estd re--
presentado por P en algtn sistema formal elememal (E) (es decir, el
conjmtodeteuremas&(ﬁ)esdrqxesmdoen(E)). entonces, el de
cir si una cuerda X es un teorema de (M) o no lo es, es equivalente s -
decir que PX es o0 no um teorema de (E).

La equivalencia es clara, por la definicion de representabilidad. Por <
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lo tanto, cualquier pregunta con respecto a la demostrabilidad en sis-

temas formales, puede ser reducida a una pregunta con respecto a --
sistemas formales elementales.

SECCION 4:

.Atributos recursivamente enumerables de enteros -

positivos.

Sea "D" el alfabeto que consta de los sfmbolos "1" y "2". Cualquier -

sistema formal elemental sobre D, serd llamado una Aritmética Did-

dica Elemental, Lhacxm‘dadenmnemsdndn_l...dldo.'enlaque-

cada dj es "1" 0 "2", es llamado un nimero diddico y representa al -

nGmero dp + 2d; + 4dy + ... + 2%dy. [Esta represemtacion de nGmeros,
que llamaremos difdica, es Gnica, al igual que la representacion bina-
ria, que utiliza los simbolos "0" y "1”; sin embargo, la representa--
cidn disdica tene, para los propésitos de este estudio, ciertas venta--
jas técmicas. Podemos notar que, si ordenamos los nameros diddicos
lexicogréficamente (es decir, de acuerdo a la longitud y dentro de cada
grupo de la misma longitud, alfabéticamente), la posicién que todo nf-
mero tiene dentro de esta secuencia, cdn;:'njecmelnﬁmeroalcualdg
signa.

Sedeﬁnematrﬁmdempmiﬁvps recursivamente enumerable,
como aquel que es representable en alguna aritmética diddica elemental.
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Un atributo recursivamente enumerable, cuyo complemento es tam-

bién recursivamente enumerable, es llamado un atributo recursivo.

Nota. - En la anterior definicion de emlnerahuichd recursiva, la -
elecci6n de la base 2, ha sido arbitraria, pero serd técnicamente --
muy conveniente. En el siguiente capitulo, se demostrar4 que para
cualquiera base n que escojamos, la definicién de "recursivamente -
enumerable” es equivalente. Los atributos que consideraremos, se-

ran s6lo aquellos que se refieran a nimeros enteros positivos.
SECCION 5:
Numeracién de Gdodel.

Como una introduccion informal a la motivacion para "numeracitn de
Godel,’ supbngase que conocemos una teoria sobre niimeros enteros -
positivos. Si nosotros estamos interesados en aplicar ciertos resul-
tados de dicha teorfa, a las oraciones de la teoria misma, no podre-
mos hacerlo &irectamente, ya que la teoria se refiere a nGmeros y no
a oraciones. Sin embargo, podemos lograr el mismo resultado indi--
rectamente, por medio de asignar un némero a cada oraciém (el llama
do "nimero de GGdel” de la oracitn) y traduciendo entances, toda pro
posicién con respecto a las oraciones, a la correspondiente praposi--
cién con respecto a sus ntmeros de Godel.
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Consideremos un alfabeto K. Por una "numeracién de Godel"” de K,
entenderemos cualquier funcién 1 a 1 (inyectiva), g de K en el con-
junto N de los nGmeros naturales (enteros positivos). g no necesaria
mente es suprayectiva (scbre). La funcifm g €s una funcién inyecti-
va, que asigna a cada cuerda X en K, un Gnico entero positivo g(X).

" Con frecuencia escribiremos Xo para denotar a g(X) y para cualquier
atributo W en K, Wo denotard al correspondiente arributo de nime--
ros de Godel (es decir, Wo = g(W) es el conjunto de eneadas (g(X;),
g(X2h - . ., 8(Xp)) tales que (X1, X2, ..., Xp) € W).

Hay dos tipos de carrespondencias de Godel, que serdn empieadas --

frecuentemente en este estudio.

SelKu_:altatetqa'damb(al.az.....ln). Deseamos asignar nGme
ros de Gadel a todas las cuerdas en K. El primer tipo de numeracién
de G3del, la cual serd llamada "numeracidn de G3del lexicogréfica”,
comsiste en ardenar todas lss cuerdas en K, enm ordem lexicogrifico y
emtonces asignar a cada cuerda, su posicin en esa secuencia. Debe-
mos notar que dos los enteros positivos son usados en esta corres-

pondencia (g es suprayectiva).

El segundo tipo de correspondencia de Godel, llamada la "numeracion
&Gﬁdel&hﬁa",m&eaaimaudacmx, el nGmero --
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diddico que resulta de X, reemplazando cada ocurrencia de a), por
12, -ag por 122,..., a, por 122...;' por ejemplo, el nfimero diddico
n .

de G3del de la cuerda aga,a,aj, es 1221222212172, Para simplifi-
car la notaci6n, los nameros 12, 122,..., etc., sérdn respectiva—

mente abreviados cOmo g;,8x - - -,€tc. Entonces el ntmero disdico

de G&del de azasajay serd gag4g;g).

Es importante notar que la correspondencia de G&!el disdica, tiene

la conveniencia técnica de ser un isomorfismo cm.respecto a conca-
tenacion, es decir, si x es el ntmmero de Godel diddico de X y y el de
Y, entonces xy (x seguido de y) es el mimero de G3del de XY. Dicho

de otra manera, la numeracion de Godel diddica, tieme la propiedad

de que (XY)O = Xo Yo-

Una numeracién de Godel sera llamada admisible, si satisface la con
dici6n de que para todo atribuwto W en K, W es f.r. sobre K, si y s6-
lo si Wo es r.e. (recursivamente emmnerable), y W es saluble sobre

K, si y s6lo si Wo es recursivo.

Posteriormente demostraremos que las numeraciones de Godel kexico-
grafica y diddica, son ambas admisibles.

Sea g la funcion que asigna a cada cuerda X, su nGmero de Godel diadi-
co Xo. Si los simbolos "1"” y "2" estdn en K, entonces todo nGmero --
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tiene su propio nGmero de Gddel ny; sea g, la funcién que asigna a ca-
da n, el ndmero n,. Serd conveniente ordenar a K, de tal modo que -
los simbolos "1" y "2" sean los dos primeros en K. De modo que go(l)
=12y go(2) =122 y para cuaiquier nmero Xy, g.(xy) = g,(x)gy(y)-
La relacién g(x) =y es f.r. sobre K, ya que estd represemtada por "P”
. en el sistema formal elemental sobre K, cuyos axiomas son:

P1,12
P2, 122
Pa3, 1222

n
Px,y + Pz,w + Pxz, yw.
También la relacién go(x) =y r.e. (f.r. sobre D), ya que estd re-
presentada por "P" en la aritmética diddica elemental (sistema formal
elemental sobre D), cuyos axiomas son:
P1, 12 .

P2, 122
Px,y + Pz,w ,» Pxz, yw.



CAPITULO IL

REPRESENTABILIDAD FORMAL Y ENUMERA

BILIDAD RECURSIVA.
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SECCION 0:
Algunos Principios Preliminares.

(a) Representabilidad Comiin. - Sean (él) y (E5) dos sistemas
formales elementales sobre un mismo alfabeto K. Los sistemas (E)
" y (Eo) son llamados independientes, si y 56lo si no contienen predica-
dos en comfin. Sec&tnelami&lde(El)y(Ez)((El)u(Ez)), como

el sistema formal elemental sobre K, cuyos axiomas son los de (E;)

ylosde(Ez).. Claramente, todotem'cmacb(El)yde(Ez). es, otra
vez, un teorema de (Ey) v (Ez). Esﬁcﬂcomdnrql.lesi(El)y(Ez)
son independientes, entonces todo teorema de (Ey) v (Ez)esdemos--
trable en (E;) o en (Eg). Por lo tanto, si (E;) y (E,) son independien--
tes,emlmm representables de (E;) v (E,) son los mis
mos de (Ey) y (Ep). Andlogamente, si (E,), (Ej) ..., (Ep) son mutua
mente independientes, atmceelasnrimtosrqresmhlesde - -
(Ey) v () v ... v (Ey), son los de toda (E;) (parai=1,2,...,n).

Proposicion L-QWI. Wo, ..., W, son atributos en K que son f.r. -
sobre K, entonces pueden ser represemtados, todos ellos, en un mis-
mo sistema formal elemental sobre K. )

Demostracitn. - Supongamos que Wy, W, ..., W, son respectivamente
representados en los sistemas formales elementales (Ep)s....(Ep) so-



bre K. Podemos suponer que tenemos a nuestra disposicién un ndme
ro ilimitado de simbolos que podemos usar para representar predica-
dos; por lo tanto, podemos construir (Ey), (E,, - . -, (Ey) de tal modo

que no contengan predicados en comin, es decir, que sean mutuamen
te independientes. Entonces Wy, Wy, ..., W, estin todos representa-
dos en (Ej) v (Eglv ... v (EY.

(b) Variables Improfoias. En adicion a las vamhlesxl,x?....
Xp (que llamaremos variables propias), tomamos un ntmero finito de
simbolos a,8,v,a5,0,, €tc., a los que llamaremos variablea‘n_ugl;o-.
Eia_s;elrangoparglasvariahlesimprqﬂases, al igual que el de las -
variables propias, el conjunto de todas las cuerdas en K, sélo que aho
ra ser4 posible sustituir ain la cuerda nula.

En ciertas ocasiones, el uso de variables impropias nos permitira re-
ducir el ntmero de axiomas necesitados para la representacitn formal

de atributos.

Como un ejemplo, supingase que deseamos representar la relacion:
"La cuerda X es parte de la cuerda Y". Esta relacion es representa-
da por "P" en el siguiente sistema (cuyas variables somn todas propias):

Px, x
Px, xy
Px,yx
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Px, zxy

Sin embargo, el sistema puede ser reducido a un s6lo axioma en que
se utilizan las variables impropiasa ys y la variable propia x:
Pr, axs. .

. Proposiciéan 2. - Cualquier atributo que es representable en un siste-
ma (E;) sobre K, el cual contiene variables impropias (ademis, tal
vez, de variables propias), es representable en un sistema (Ej) so-

bre K, que contenga sdlo variables propias.

Demaciﬁn.-CmstruIms el sistema (Ez) como sigue: Reemplaza
mos cada axioma A de (E,) que contenga r variables impropias, por
hszraximnasqueseobtimenreemplmndomAalgmsotodas --
(o ninguna) de las variables impropias, por variables propias y elimi-
nando las restantes.

Las cuerdas demostrables de (Eg), son precisamente las mismas que
las de (E)). Por lo tanto, los atributos representables de (Ez) son los
mismos que los de (E;).

Parte L - Propiedades de Cerradura.

En el capftulo IIl, nuestros resultados sobre indecidibilidad serdn dedu-
cidos de ciertas propiedades simples de cerradura para la colecci6n de
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todos los atributos recursivamente enumerables. Estas propiedades

de cerradura serin establecidas en esta seccion. Ademds demostra-
remos que dichas propiedades de cerradura, se cumplen para el con-
junto de todos los atributos en K que son f.r. sobre K (en donde K es

cualquier alfabeto fijo).
SECCION 1.
Cerradura bajo Definibilidad Existencial.

En esta secci6n se definird lo que significa que un atributo W sea exis-

tencialmente definible a partir de n atributos Wl, Wz, ...y Wp. Infor--

malmente hablando, ésto significa que W puede ser obtenido de los atri
butos W;, ..., W, por un namero finito de operaciones de union, inter-
seccibn, cuantificacién existencial y transformaciones explicitas (es de
cir, permutando o identificando variables, sustituyendo constantes por
variables o afiadiendo nuevas variables). Para hacer precisa esta defi

nicién, haremos uso de las siguientes definiciones preliminares:

(@) Unién e Interseccidn. - Sean Wl y Wz dos atributos del mis-
mo grado n, en un conjunto S. Por W) v Wy, entenderemos la relacion
Wi(Xs.--sXp) ¥ Wz(xl. -..»Xp); es decir, el conjunto de todas las enea
das (xl,...,xn), que pertenecen a Wy 6 a W7 (0 a ambos). Por Wln?lz.

denotaremos la relacién Wl(xl,. -2 Xp) ng(xl,. .. ,xn); es decir, el -
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cmjm@todashsmeadasqmpenenecenahvez’awlyawz.

Nos referiremos a W) qu, como la unién dewlywzyawlﬂwz,
como la interseccion de W) y Wy. Los simbolos "V "y " A" son usa
ck;s, en la definici6n anterior, de una manera informal, queriendo de-

cir, respectivamente"'o" e "y".

"(b) Cuantificaci6én Existencial.- SiR es una relacion R(x;,

X ....Xgy) de grado nH (u> o), definimos E(R), como el atributo -
(3y) R(xq, ..., X ¥); es decir, elcmjumoder:odas laseneadas(xl.

- -+ » Xy) tales que para algin elemento y, (xy,...,X,y)¢ R. E(R) es

Namado Ia cuantificacim existencial de R.

(c) Transformacién Explicita. -Sanxl__.x?....xn. sfmbolos
que llamaremos variables , que tienen como rango a un cierto conjun-
to S (pueden tomar s6lo valares de S); sean &,,...,&, . simbolos que
rq:resatn(uchsi)mdphsmiabhexl..-..antmeleu\emode
S; sea W un atribaxo de S de grado k. Definimos el atributo 3x;...x,W
(Egreeoly canoelcohjmuodetodashgeneachs(al,...,an)deele-
mentos de S, tales que (by,...,by)e Wy en donde b; estsi definida como
signe:

i) 8i £iesmvu'inhlexj. a;mceshi=aj

i) Si g, es un elemento de S, aloncesh-,ili,-_

Como un ejemplo, consideremos que S es el conjunto de los nGmeros -



enteros positivos; entonces la relacifn A X}, Xon x3W(x3, 5, x3, X3, D
es el conjunto de todas las ternas (2), 25, a3) que tienen la propiedad
de .que el quintuplete (ay, 5, ag, ag, 7), es un elemento de W.

Diremos que Axl,...,on(;u.,,,;i[ es explicitamente defimible

a partir de W. Sea o(W,xl....,xn:;l,'...,;'k[ la aperacitn que asig
na a cada W (de grado k), el atributo 2x),...,x,W(&;,---,&,) ;.Ilama
remos a dicha operaci6n, una transformacitn explicita.

Debemos notar que el grado de un atributo que es explicitamente defi-
nible de W, puede ser mayor que el grado de W. FPor ejempilo, sea W
un conjunto (es decir, um atributo de grado 1), y consideremos el con-

junto de todas las parej as ordenadas (x,y) tales que x ¢ W; este es el
atributo Axl,xZW(xl), de gracb 2 y que es explicitamente definible a -
partir de W (este atributo corresponde al producto cartesiano WxS).

Sea & uma coleccitn de atributos de un conjunto S, de grados variables.
Diremos que I es cerrado bajo definibilidad existencial, si y sélo si

bR escerradokpjohsopersci«nescbmidn,intersecciﬁn,amﬁﬁca-
cion existencial y todas las transformaciones explicitas. Para cuales-
quiera atributos Wy, Wo, .., W, de S, podemos hablar de la mfnima
coleccion ¢ ; que contiene a Wy, Wa, ..., Wy y que, a la vez, es ce—-
rrada bajo definibilidad existencial; r_ es simplemente la interseccin de

todas las colecciones r que contienen 2 Wy, Wo, ..., W, yque sonce--
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rradas bajo definibilidad existencial. Diremos que cualquier elemen
to Wde IO, es existencialmente definible a partir de Wy, Wy, ..., W.

ARkernativamente diremos que W es existencialmente definible de - -
Wi, Wo ..., Wp, siy sdlo si existe una secuencia finita V;,V2,...,V,
= W, tal que cada atributo de la secuencia es alguna de las Wj, 6 se pue
. cboumdeh;t&nﬁnmmerbresa:hsecm pormadelas;
aperaciones de unifin, interseccitn, cuantificacin existencial 6 alguna
transformacitn explicita.

O\tservamosgueanlqﬁcrcmdiciﬁnquepmdaserescrhusandosoh-
mente los nombres de Wy, Wy, ..., W,, nombres de elementos de S, va-
riables cuyo rango es S, hscmactivoslﬁgipos"V"y"A"("o"e"y")
y el simbolo " 3" (para denotar cuantificacién existencial), determina -
un atributo que es existencialmente definible a partir de W),..., W,. --
Como wm ejemplo, considérese que W consiste de todas las ternas de --
cuerdas (x, y, z) que abedecen a la condicién: [Wy(x,13,x) ¥ Wy(z)]4 3v

'3(!, V).

Podemos demostrar que W es existencialmente definible a partir de --
W}, W, y W;, exhibiendo la secuencia siguiente:



Wy = 2x,y,2zW)(x,13,x)
Ws = Ax,y,zWy2z)

We= Wy v Wy

Wy = Ax(Fv)Wa(x,v)
Wg = AX,Y, zw7(x)

Wo= Won Wg=W

De aqui en adelante, cuando digamos que un cierto atributo W es exis-
tencialmente definible de los atributos Wl. Wo...H Wn. escribiremos
solamente las condiciones para los miembros de W, en lugar de desple

gar explicitamente el esquema, como se hizo arriba.

Teorema 1. - La coleccion I de todos los atributos en K que son f. r.
sobre K, es cerrada bajo definibilidad existencial.

Demostracién. - Debemos demostrar que I es cerrada bajo uni6n, in

terseccién, cuantificacién existencial y transformaciones explicitas:

(i) Unién. - Seaw=wlu Wz. en donde Wl ywzsonatrihxtos ('degra-
do n), que son f.r. sobre K. Como demostramos en la Seccién 0, po-
demos obtener un sistema formal elemental (E) sobre K, en el que W)
y W, son ambos representados por predicados, digamos Pl y PZ‘ To-
mamos un nuevo predicado P y aitadimos a (E) los axiomas siguientes:

PXp,-oon Xy > PXppeoonXy



29.

szl,...,xn -+ ml,...,x.n.

En el sistema obtenido afladiendo los anteriores axiomas al sistema -
(E) (el cual serf también un sistema sabre K), Prqn‘esem:aawlu Wz.

(ii) Interseccitn. - Si.afiadimos, en lugar de los axiomas del punto (i),
- el siguiente axioma:

Plxl.....xn" PZXI.....xn" ml,....xn,
en el sistema obtenido, Prq;mmriawlnwz.

(iii) Cuantificacién Existencial - Supongamos que en un sistema (E), P
representa a la relacida R(x.l.....xn.y). .

Tomamos un nnevopredicadoQ(degndon)yiﬁadimosn(E)elsiguieE
te axioma:

hl'--'txry ’Q‘l'---oxn-

En el sistema as{ obtenido, Qrepramahrehciﬁn(!y)ll(xl,...,
X Y)-

(iv) Transformaciones Explicitas. - Sea V= Axy, ..., XgW(E r--- &) s
si P representa a W en (E), tomamos un-nuevo predicado Q y afiadimos a
(E) el axioma:

PEyeccoby*QRppecis Xy Entonces Q representa a V. Esto
m-hwumi.

=



Observamos que paraK = {1,2} el alfabeto cuyos elementos son -
" y "2", el teorema 1 dice que la coleccién de todos los atributos
recursivamente enumerables, es cerrada bajo definibilidad existen-

cial.
Aplicaciones.

(@) Imigenes e Imigéenes Inversas de Atributos bajo

Funciones.

Sea W una relacion de gradonen unconjuntoSyseaf:S +S una -

funcién de S en S.. Por f(W) entenderemos el conjunto de todas las —

eneadas (f(x;), - . -, {(xp)), tales que (x},-..,Xp) ¢ W. Por £1(W) en--
tenderemos el cmjuuode@ las eneadas (x1,...,X,), tales que -
(f(xy), . . ., f(xp))e W. Al igual que en el caso en que W es un conjumto,
nos referiremosaf(W)yf‘l(W). como la imégen y la imdgen inversa
de W bajo .

Losatrih.tosf(W)yf‘l(W)sal. cada uno, existencialmente definibles
a partir de W y f (es decir, a partir de W y la relacifn f(x) = y), ya que
si V] =f(W) y V3 =1 1(W), entonces:

(i) Vl(xl,.. ._.xn) es determinado por la condicifn:
(3y1,---550) D =xp1 ..oty =Xy A WOy -0
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(ii) Vz(xl. .. ..xn) es determinado por la condicion:
(3yps---oyp) DR = yp Ao con Sxgh=yp 4 WOy, cayp)]-

(b) Diagonalizacién, Substitucién, Composicién.- Para
cualquier funci6n f(x, y), definimos la funcién } de un argumento, --
por la condicién ¥(x)' = f(x,x). Es obvio que ; es explicitamente de
'fin.ihledef(ql.\esepvadeobtenerdef. por la aplicacién de una trans-
formacién explicita), y por lo tanto, es existencialmente definible a --
partir de f.

Para cuaiquier relacién R(z;, . .., Zy, X1s - - -+ X ), definimos la rela-
cidn Ry, - -, iy, Como el conjunto de todas las eneadss (xy, ... ,X;) -
tales que R(il.....gn,xl... -» Xp); es decir Ril,_....im(xl,...,xn)

"'-"R(il""'im'xl"""u)' DiremosqueRil,...,imseottiene-
de R por sustitucién. Es otra vez aobvio, que Ril,...,imes explicita
mente definible a partir de R y por lo tanto, existencialmente defini-

ble a partir de R.

Para cualquier fmcwnf(zl.....zm.xl.....xn). definimos fil""'im’

como la funcién de n argumentos cuya regla de correspondencia es:
fil' ....im(xl... .,xn) =f(il. ""im"l"‘ .,xn).

También la funcitn fil' -+ -4+ iy, es explicitamente definible de f; es decir,
la relaci6n fiy, ..., i (X),...,X)) = y es explicitamente definible de la
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relacion f(zy, ..., Z, Xyse e s X)) =Y. .

Un uso particular que se presentard con frecuencia, es cuando m =n

= 1: fj(x) = £(i, x).

Sean 81r -+ 28y m funciones de n argumentos cada una. Definimos -
la funcién fo(g;, . . . .gm), como la funcitn h que satisface la condicion:

h(xg,...,x) = f(gl(xl..- <o Xp)s oo e s Bm(Xys o oo s Xp))e

Se dice que h se origina de f, g;,...,g,, por composicion. Aunque h
no es explicitamente definible a partir de f, g),...,8q, si es existen
cialmente definible a partir de ellas, ya que la relacién h (xl,. «erXp)
=y, estd determinada por la condicitn:

(3Y1'-'-’Ym) [5l(x1""’xn) =Y¥1A--- Agm(xl,...,xn) =

ym Af(yl,...,ym)=;'] .

(c) Productos Car;esianos, Productos Relativos, Inver

SOs. -

Para cualesquiera n canjuntos Sl. cen ,Sn, el producto cartesianmo - -
Sp#...xS; (el conjunto de todas las eneadas (x),...,X;) tales que  --
X] €85, ¥...yx, €S) es existencialmente definible de Sys.-.sSyien -
efecto, es definible de $1, cees Sn por medio de transformaciones expli-
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citas e intersecci6n. Para demostrar ésto, consideremos los conjun-
tos Wj = Xxl....,xn(xiesi) (i=1,2,...,n); entonces Syx...xS, =
Wl(\ Y s Wn.

El producto relativo Ry|R,, de dos relaciones R, y Ry, que se defi-
ne como el conjunto de las parejas ordenadas (x, y) tales que para al-

) guna z se cumple que xR,z 4 zZRyy, es obviamente existencialmente de-
finible de Ry ¥y Rz. Finalmente, la inversa (o conversa) R de una re-
lacién R(x, y) (es decir, el conjunto de las parejas ordenadas (x, y) ta-
les que R(y, ;)). es explicitamente definible de R y por lo tanto, es exis
tencialmente definible a partir de R.

De las consideraciones (a), (b) y (c) anteriores, el siguiente corolario
del teorema 1, es mmediato:

Carolario 1. - (a) Si W y f son f. r. sobre K, entonces (W) y £ 1(W) tam
bién son f.r. sobre K. '

(b) Si (x,y) es £.r. sabre K, tamhién lo es su diagonal f. si R(zp,---,
Zyye X{e - - -» Xp) €8 f. 1. sobre K, entonces para cualesquiera elementos

il""-im’ 1a relacién Ril,....im(xl,...,xn) es f.r. sobre K. Si (z),
...,zm.xl.....xn)eef.r. sobre K, at.onoéstamﬁénloesfil.....im
(xq---,Xg)- El conjunto de todas las funciones que son f.r. sobre K, -
es cerrado bajo composicitn.



(c) El producto cartesiano Sy x. . .x:Sn de n conjuntos f‘. r. s&n’e K, es
f.r. sobre K. El conjunto de todas las relaciones diddicas qne son f.
r. sobre K, es cerrado bajo las operaciones de tomar inverso y de -

tomar productos relativos.

El resultado del siguiente corolario, serd también usado poster ior--

mente:

Corolario 2. - Si f es una funcién 1 a 1 (inyectiva) que es f.r. sobre K
y W es cualquier atributo en K, entonces W es f.r. sobre Ks—f(W) -
es f.r. sobreK.

Demostraci6n. - Si W es f.r. sobre K, f(W) también lo es, como lo de

muestra el corolario 1; supongamos que f(W) es formalmente represen
table sobre K; en ese caso, f'l(f(W)) también _s f.r. sobre K, por el -
mismo corolario. Perocomofes 1l al, se tiene que f-l(f(W)) =W. --

Por lo tanto, W es f.r. sabre K.
SECCION 2.
Solubilidad sobre K.

Teorema 2. - El conjunto de todos los atributos que son solubles sobre
K, es cerrado bajo complementacifn, unién, .interseccin y toda trans

formacion explicita.
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W-Demmmﬁsgmeral. demostraremos que para
cualquier coleccién ¢ de atributos de un conjunto S, la cual es ce-
rrada bajo definibilidad existencial, la colecci6n I’ de todos los
atributos W.ta.lesqueWysucouplemento\;-estinent,escerrg
da bajo complementacion, union, intersecciém y transformaciones -
. explicitas. Entonces el teorema 2 serd una consecuencia directa --

del teorema 1.

La complementacion es trivial. Para la uni6n, consideremos dos ele
mentos de L', digamos W y V, que sean del mismo grado. Sea -

M =W v V; por hipitesis, M ¢ L ;esfécilverque';ll=;!t\t’. y co
m; y G' estin también en I , se sigue que h’;e I, por lo que -

M e L7 ésto demuestra que I° es cerrado bajo uni6n. La demostra-
ci6n para interseccifn es obviamente dual. En cuamo a las transfor-
maciones explicitas, ca:s:derennsmatnhutowe Z'yseaM = Xy,
....on&l,...,EkEmon:esM- lxl.....on(Ey""Eki, por lo --
tantoM,Ms L’. Esto concluye la demostracion.

Corolario . - Lainversadecmh.htﬁcr relacién que es soluble sobre
K, es también soluble sobre K. Para cualquier relacion R(zl,...,zm.
xl....,xn)queseasolnhlesobreli, yp;racual]uiera,elemeutos ii,...,
ip de K, la relacitn Ril.....imessolublesohrel(. Similarmente --
con funciones. El producto cartesiano de conjuntos que son solubles so-

bre K, también es soluble sobre K.



Teorema 2. 1. - La imfgen inversa de cualquier atributo W que es so-
luble sobre K, bajo una funcifn que es f.r. sobre K, mﬁasﬂn—
ble sobre K.

Demostracion. - Supongamos que W es soluble y f es f.r. (ambos so-

bre K). Por el teorema 1, sabemas que £ }(W) y £ }(W) son ambos £.
r. sobre K; pero es facil ver que £ (W) es el complemento de £~ 1(w);
por consiguiente, f'l(W)ysnconplmo, sa:.amhm f.r. sobre K,

es decir, f 1(W) es soluble sobre K.

Teoremaz.z.-Seang Wz. enthﬂewlywzacna:rﬂ::mals;
sea wz. soluble sobre K. Enuncawlessohﬂesoh'ex, si y sdlo

si W yWy- Wl son f.r. sobre K.

Demostracion. - (a)&wngmosquewlywz- Wl son f.r. sobre K.

~
Por hipttesis, W, también es f.r. sobre K, por lo tanto la umion - -

~ ~
(Wq - Wl): ersf.r. sobre K. Peroesulnhesﬁl(yaqxewlng).
Entonces wlesf.r.sotrel(,aligm.lquewl;pacmsigﬁate, W, es
soluble sobre K.

(b) Supongamos ahora, qulessdnlﬂesdre(:tamh‘awzesf.r.
“

sobre K. Entmcawz - W, (es decir, laimersecdmwzﬂwl)esf.r.

sobre K. Por lo tanto, wz-wl ywlsa:f.r.,sdrelt.

Discusi6n. - Consideremos, ahora, todos los resultados de la Parte I,
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para el caso en que K es el alfabeto (1,2} de los nGmeros diddicos.
El tearema 1 dice que la coleccién de todos los atributos r.e. (recur-
sivamente enumerables), eés cerrada bajo definibilidad existencial, es
decir, cerrada bajo uniones, imterseccionmes, c;}lantiﬁcacidn existen--
cial y todas las transformaciones explicitas. El teorema 2 dice que -
.la coleccitn de todos los atributos recursivos es cerrada bajo las ope-
raciones buleanas (unién, interseccién y complementacin) y también
bajo todas las transformaciones explicitas. El teorema 2.1. dice que
la imfgen inversa de un atributo recursivo bajo una funciéa r.e., es -
recursiva. Finalmente, el tearema 2. 2. diceque si ACS By B es re-

cursivo, emtonces A es recursivo, siysdbsiAyB-Asmambaér.e.

En la siguiente seccifn, consideraremos mds propiedades de cerradu-
ra de la coleccién de todos los atributos r. e. ; estas propiedades, a di-
ferencia de las de la presente seccitmn, envolversn el significado arit-
mético de los nimeros disdicos. |

Parte I - Enumeruhiiidad Recursiva.

SECCION 3.
Enumerabilidad Recursiva de Algunos Atributos Arit

méiticos B&sicos.

Teorema 3. - Las relaciones "x es el sucesar de y" (es decir, x = y+l),

X<y, X§Y, X>Y, X3V, X=Y, X ¥ ¥, Xx+y=zZ yxxy =2z sonre-



cursivamente enumerables. .

Demostraci6n. - (a) La relaciéa "x es el sucesor de y", ’esti represen
tada por "S" (el significado de Sx, y es "x es el sucesar de y™) en la -
aritmética diddica elemental cuyos axiomas son:
S2,1
Si1,2
', 5x2,xl1 2
Sy,x -+ Syl,x2. /

PN
-

(b) Si afiadimos a los axiomas anteriores, los axiomas:
Sx, y *Ly,x
Lx, y ~ Ly,z~+ Lx,z,

entonces "L" representa a la relacitm "x< y".

(c) Afiadimos a los axiomas de (a) y (b), los axiomas:
Lx,y + Lx,y
Lx, x

‘El predicado L’ represemta, én esta aritmética, a la relacitn xg y.
Puesto que las relaciones x < yy x¢ y sonr.e., también lo son sus
inversas x>y y x>y (por el corolario 1 (c)).’

(d) Aiadimos a los axiomas de (a), () y (c), lmuianas
Lx,y +Dx,y
Ly,x -+Dx,y.



Entonces "D" representa a la relacién x # y.

(e) La relacién x = y es representada por "I", con el axioma
Ix, x.

(f) Si ademds de los axiomas de (a), tenemos los axiomas:
Sy.x + Ax, 1,y
Sy,w + Ax,w,v *Sz,v *Ax,y,z

el predicado "A" representard a la relacion x +y = z.

(g) Finalmente, el predicado "M" representa a la relacién x x
si afiadimos a Jos axiomas de (a) y (f), los siguientes axiomas:
Mx, 1, x
Mx,w,v, * Av,x,z* Sy,w * Mx,y,z.

SECCION 4:

Funciones Recursivas y Recursivas Parciales.

39.

y=g

Teorema 4. - Sil.arehcimt(xl,...,xn[ =yesr.e., entonces f es -

una funcifn recursiva (es decir, f(x.l, .o ,xn) =y es una relacién recur-

siva).

Demostracitn. - Sea R(xy, ..., Xp, ¥) la relacién f(xy,...,x,) = y. Por
n

hipétesis, R es r.e.; debernos demostrar que R es r.e. Consideremos

el sistema formal elemental (E), en el cual "R" representa a 1a relaci6n

R y "D" representa a la relacitn x 7 y.



Tomamos un nuevo predicado "P" y afiadimos el axioma:
Rxl....,xn,z +Dz,y + le,...,xn,y. '
N
Entonces "P" representa a R.
Observamos que, por los teoremas 3 y 4, las funciones x+y y

X x ¥y, son recursivas.

Funciones Recursivas Parciales.- Séaf(xl,...,xn) una -
funcidn definida en algunas eneadas de niimeros, pero no necesaria-
mente en todas; sea Sf el conjunto de las eneadas en las cuales f estd

definida. Llamaremos a f, una funcién recursiva parcial, si y sélo

si la relacién f(xj,...,x;) =y es recursivamente enunerable.

El teorema 4 no es, sino un caso particular del siguiente tecrema:

Teorema 4. 1. - Si f es una funcién recursiva parcial y si su dominio

Sf es recursivo, entonces la relacién f(x),..., x,) =y es recursiva.

Demostracion. - Consideremos otra vez el sistema formal elemental
(E) sobre {1,2} , en el cual R(xy; ..., X #ks la relacién f(x,, ..., x )
=y y en donde "R" representa a‘la relacién R, "D" representa a la
relacibn x # y y "Q" representa al complemento de Sf (puesto que es
tamos suponiendo que Sf es recursivo); tomamos un nuevo predicado -

"P"y afiadimos a los axiomas de (E), los siguientes axiomas:
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Rxy, ..., XpeZ + Dz,y » Pxy,... Xpy

Qxl,...,x&{* Pxy, ..., x;, 2.

.. N
El predicado "P” representa, en este sistema; a la relacién R.

.SECCION 5.

Cuantificacién Finita; Definibilidad Constructiva.

Para cualquier relacitm R(xy, ... 2 S y), definimos EF(R), como -
el conjunto de todas las eneadas (xl.....xn_l,z), tales que existe un
nGmero y < z, tal que R(xy,...,X, ). La relacisn E_(R) también
puede ser expresada como:

AKyseoeo Xy 102 (35')<z R(x, ..., X;_;»¥); mis brevemente,
escnbu’emos (}y)<z R(xl. --+sXp_10¥) -Definiremos a AF(R), como
el conjunto de todas las eneghs(xl.....xn_l.z). tales que para todo
nimero y < z, se cumple R(‘l"“'xn-l'”' AF(R) se puede expresar
como

LS STRPRNS SUPTS - «ﬂ‘,z R(xy,...,Xx _;.¥)» O méis brevemente:

(Vy)':z R(x;,...,X,_;.,¥). Diremos que EL(R) se obtiene de R por cuan-
tificacion existencial finita y que A(R) se obtiene de R por cuantifica-
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Teorema 5 - (a) Si R es una relacitn r.e., entonces EF(R)Y ApR)
también son recursivamente enumerables; (b) si R es recursiva. tam

bién BF(R) y AF(R) 1o son.

Demostracién. - Sean R, y R2 dos simbolos de relaciones que repre-

sentan, respectivamente, a EF(R) y AF(R).

(a) La relacitn R, es existencialmente definible.de R y la relacion -
X <y, ya que:

Rl(xl' cee .xn_l-Y)‘-’(B 2z) [z‘ ya R(x.l,' o Xp 1 23

Como por hipétesis R es asumida r.e. y la relacin x< yesr.e., Rl
es r.e. Anilogamente para Rj; sea (E) un sistema formal elemental
sobre{l,2} en el cual "R" representa a la relacion R y "S"” represen-
ta a la relacién "x es el sucesor de y" (la cua. es r.e.); afiadiendo los
axiomas:

Rz(xl....,xn_l,l) y

Ry(xps--.p X 1, 2) +» SW, 2+ Rixy, ..., X 4,2) ~

RoX)pecerx 1o W)

a los axiomas de (E), "Rz" represema a Rz (representa a AF(R)). El
axioma Rz(xl,...,x -l'.l) se cumple por vacuidad, ya que no hay min-
gln entero positivo que sea menor que 1.
(b) La demostracién de que BF(R) y AF(R) son recursivas siempre que
R sea recursiva, se sigue de (a), yaqueEF(R)e'selcm;ﬂanatode
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AF(R) y AF(R) es el complemento de EF(R).

Definibilidad Constructiva. - Diremos que un atributo numé
rico A es cmstru:tivamenteﬁd’inihle deAl,...,An(n atributos) siy
s6lo si A se puede obtener de Ay, .. "An’ porun nGmero finito de --
aplicaciones de las si‘gniates ogperaciones:
" (i) Unida.

(ii) Interseccitn.
(iii) Transformaciones Explicitas.

iv) Cuantificacién Finita (tanto existencial como universal)

v) Complementacién.

OhsmqmsihuﬁérmemdoconhgmihmAl.....An
~N N
y sus complementos Al”"'An’ entonces no seria necesaria la opera-

cién del punto (v).

Si en lugar de (iv) penmnénmos cuantificadores no acotados, entonces
Jos atributos asi obtemidos, serfan llamados "definibles de primer orden
chl.....An".

Un atributo A es llamado "aritmético” (segim Gbdel), si y s6lo si es de-
firible de primer orden a partir de las relaciones x + y=z y x x yéz, -

Si A es constructivamente definible &x+y=z y x * y=z, diremos

que A es aritmético constructivo. Por los teoremas.2 y 5, es inmediato
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de verificar que todos los atributos aritméticos constructivos, son re-

cursivos.

Una coleccion I de atributos r.e. es llamada una base (para los —-
atributos r.e.), si y sélo si todo atributo r.e. es uma cuantificaciom
existencial de algtn elementode I . También llamaremos a uma co
leccién % de atributos r.e. una sub-base (para los atributos r.e.),
si y s6lo si la coleccién I de todos los atributos que son comstructi-
vamente definibles a partir de r_, forman una base para los atributos
r.e. De los resultados de Godel, se infiere facilmente, que los atri-
butos aritméticos constructivos forman una base para los atributos r.
e.;dichodeotra;orma, las relaciones x+y=z y x x y=1zfor-

man una sub-base.

Parte IlI.- Transformaciones en Alfabetos; Numeracidn

de Godel.
SECCION 6.
Extensién de Alfabetos.

Para cualquier sistema formal elemental sobre K y para cualquier ex-
tensi6n L del alfabeto K, deﬁnima(E)L, mdmﬁm—mlele-
mental sobre L, cuyos axiomas son los mismos axiomss de (E) (en par
ticular, (E)K=(B)). thpredicadoPde(B)? DO necesariamente repre-

—
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senta el mismo atributo en (E)L que en (E)K’ sin embargo, dado cual-

quier sistema formal elemental (E) sobre K, con los predicados Pl'

Pz. cee ,Pm. siempre es posible construir un sistema formal elemental

(E) sobreK. tal que para toda extension L de’K, cada Pi representa el

mismo atributo en (TZL que en (E); construimos el sistema (E) como -
* sigue:

Seanal,az.....an lnsiit'mhok:sdnel(;seanxl,xz....,xr los axiomas
de (E). Tomamos un nuevo predicado Q (que representard al conjunto
K) y para cada axioma X de (E), cmstrufmoslacuerdai’:Qxl > ...
+ Qxg + X, mdmdexl,...,xssmhsmiahlesqueaparecen'enx.
Entonces definimos (E), como el sistema cuyos axiomas son:

- Qa

Sea L cualquier extensita de K. Seriticilveﬂﬁmrquéqu)resenta
ak m(E)L y que cada predicado P; de (E) representa al mismo atri-



buto Wi en (E) que en (E).
L

Proposici6n 3. - Sea K un sub-alfabeto de L y sea W un atributo en K

que es f.r. sobre K. Entonces W es f.r. sobre L.

SECCION 7.
Numeracién de Gddel Diadica.

Sea K el alfabeto (al, .. .;an) que contiene al menos dos simbolos
(podemos asumir que al menos contiene a los simbolos "1™ y 2", sin
pérdida de generalidad). Sea D el alfabeto (1,2} de los nGmeros dis
dicos (el cual, por asuncién, es un subalfabeto de K) y consideremos
la numeraci6én de Gidel diddica g de K, explicada en el capitulo I, sec-
ci6n 5. Sea G = g(K), es decir, el conjunto de todos los nGameros de --
Godel de las expresiones de K ; G es el conjunto de todos los nGmeros -
que pueden ser expresados como una concatenacion de los ntmeros 12,
lD,...,kng. El conjunto G es r.e. (f.r. sobre D), ya que el pre
dicado Q lo representa en el sistemna formal elemental sabre D; cuyos
axiomas son:

Q12

Q122
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Qi3

n
Qx + Qy * Qxy.

Para cualquier sistema formal elemental (E) sobre K, definimos (E)o,
como el sistema formal elemental sobre D, cuyos axiomas se obtienen
de los axiomas de (E), reemplazando cada simbolo de K, por su corres
pmdieqe niimero de G8del diddico. Si P representa a W en (E), no ne-
cesariamente P representa a Wo en (E)o; sin embargo, si consideramos
primero el sistema (E) como se defini6 en la secci6n anterior y toma--
mos el sistema (E),, entonces Q representard al conjunto G y P repre-
sentard a Wo en (E),. Por lo tanto, si W es f.r. sobre K, entonces Wo

esr.e.

Inversamente, si Woesr.g., es decir. Wo es f.r. sobre D, entonces -
Wo es f.r. sabre K, palihcposiciﬁnsydeﬁdaaqueDesmsub-a_l_
tabeto de K. Abora bien, W=g'1(Wo)ycomogesf.r. sobre K (como
se demostrd en el capftulo I), se tiene que W es f.r. sobre K (por el --
teorema 1, corolario 1(a)). Hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 6. - Bajo la numeracidn de Godel disdica g de K, un atributo W
cb's es f.r. sobreKk, siysﬁlosivioesr.e.

Ahora podemos probar el siguiente teorema:



Teorema 7. - Sea K un alfabeto que contiene, al menos, dos simbolos;
sea KEL y sea W un atributo en K. Entonces W es f.r. sobre - -

K<~W es f.r. sobre L.

Demostracioén. - Podemos asumir que D es un sub-alfabeto de K, sin -
pérdida de generalidad. Ordenamos a L de tal modo, que los simbolos
de K aparecen al principio; sea g; la numeracion de Gddel diddica de K
y sea. éz la numeracién de Gtdel diddica de L. Entomces g, €8 uma ex-
tensién de la funcién g)° es decir, para toda cuerda X en K, g(X) =
gz(X). Consideremos ahora, cualquier atributo W de K. Tenemos que:

(1) Wes f.r. sobre K <= gl(W) es r.e. (Teorema 6).
(2) W es f.r. sobre l.n—-gz(W) es r.e. (Teorema 6).

Pero como gl(W) = gz(W) (ya cjue W € K), tenemos por (1) y (2): W es
f.r. sobre K<—>W es f.r. sobre L.

Corolario. - Cualquier atributo numérico A que es f.r. (en notacion --
diddica) sobre alguna extensién del afabeto D, es r.e. (f.r. sobre --

{1,21}).
SECCION 8.

Solubilidad.

(n)

Con el srmhoiog representaremos el producto cartesiano de K, n -
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veces. (Kx....xXK). Para cualquier extension L de K, el conjunto
K es soluble sobre L (ver capitulo I, seccién 2, ejemplo c); por lo
tanto, 5‘“’ es soluble sobre L, por el teorema 2, corolario 1 (3a.

parte).
Teorema 8, - Sean K& L y W un atributo de K de grado n.
(a) si W es soluble sobre K, entonces W es soluble sobre L.

(b) si W es soluble sobre L, entonces W es soluble sobre K, siempre

que K contenga al menos 2 simbolos.

Demostracién. - Acabamos de ver que _K(n) es soluble sobre L. Por
el teorema 2.2, W es soluble sobre L, siysdlosiWyE(“)- W son

f.r. sobre L.

(a) Supoogase que W es soluble sobre K; entonces W yg(") - W son
f.r. sobre K, por lo tanto, por la proposicién 1, corolariol, Wy
_lén)- Wsonf.r. sqlre L; entonces, también por el teorema 2.2, W
es saluble sobre L.

(b) Supongamos ahora, queWyE(n)-W'sonf. r. sobre L, y K con-
tiene, al menos, dos simbolos; a:toncesWyE(n)-Wsmf.r. sobre
K (por el teorema 7); por lo tanto, Vieesohblesohre.l((porelteorg
ma 2. 2),



SECCION 9.

Ordenaci6én Lexicogrédfica; Representacion n-4dica

de nimeros.

Sea K unalfabetodensfmholoaal.az....,an(n > Z)ysenxl,xz.
...,Xi... la secuencia de todas las cuerdas en K, arregladas lexico-
graficamente, es decir, deacuerdoamlmgit@yahha:icanﬂte—
dentro de cada grupo de 1a misma longitud. Definimos la funcitn S:
K-+ K deK enk, por la condicion:5(X;) = X;,,; entonces S(X;) es -
la cuerda que sm:edeaxienlaseclmch lexicogrifica.

Sea K] el conjunto de todas las cuerdas en el sfmbolo a, (ler. sfmbo-
lo de K). Para cualquier entero positivo i, sea i la cuerda enK;, con
longitud i. Definimos la funci6a h, por la condicitn h (X;) =i; h es --

una funcién de K enkK; (hX + Ky, suprayectiva.

Lema. - (a) La funcién S es f.r. sobre K.
(b) La funcién h es f.r. sobre K.

Demostracion. - (a) La relacion S(x) = y es representada por "S” en
el sistema formal elemental sobre K, cuyos axiomas son:
Sa al. 082

Sa ay aaa
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Sa -1 aan
Sag, aa,
Sx, x -+ Sxa_, x'al.

En los axiomas anteriores, a es una variable impropia.

) (b) Afiadimos al sistema anterior, los siguientes axiomas:
Haj, 3y
Hx,y + Sx,x’ + Hx’, ya;;

H representa a la relacién h(x) =y.

Proposicion 4. - W es f.r. sobre K<—>h(W) es f.r. sobre K.

Demostracion. - Como la funcién h es uno a uno y f. r. sobre K, el
resultado se sigue del teorema 1, corolario 2.

Representacién n-4djca de enteros positivos. - La re-
presentacion n-4dica de enteros positivos, comsiste en lo siguiente:
Tomamos n simbolos Sy, Sy, . . ., S, (llamadoe digitos n-4dicos) como
los nombres de los ntmeros enteros 1, 2, ..., n respectivamente; to-
mamos ahora cualquier cuerda s‘rsir-l' : S,o, como el nombre del
nGmero iy + nilﬂz ipg+...+nf i, (estof.ue hécho en el capftulo I, pa-
ra el caso especial en que n = 2), Clhhtdercueracgi los sfmbolos
Sl. . ..,Sn, es llamada un ndmero n-fdico ("eneddico"”, excepto para
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n =1, en cuyo caso lo llamaremos nimero "unario” en lugar de
llamarlo "unddico”). Observamos que si arreglaramos .los ;nhne-
ros n-adicos en forma lexicografica, entonces la posicién ocupada
por un namero c, es la misma que el nGmero que c designa en no-
tacién n-4dica; dicho de otra forma, si consideramos la numera--
cion de Godel lexicografica de todas las cuerdas en un alfabeto K
con‘|.1 simbolos (ver capftulo I, secci6n S5), entonces el nimero de
Gdodel lexicogréafico de Cl;alquier cuerda X, puede ser obtenido sus-
tituyendo (en X) Sy por ajy, Sy por as,..., S, por a, y consideran-

do el nimero n-4dico obtenido en esta forma.

Para cada nmero natural n, sea Dy, el alfabeto de los digitos n-4di

cos; serd conveniente escoger todos los simbolos S;, de tal modo -
que, paratoda n, D, € D,,; esto puede se1 .1echo tomando una se-
cuencia numerable pero infinita de simbolos: SI'SZ' eeeySjy... yde-
finiéndo D, como el alfabeto que consta de los primeros n simbolos
de la secuencia. Para ng 9 podemos tomar S,,S3,...,S9 como -
los simbolos "1", "2",...,"9". Para n > 9, cada lector puede usar

su propio simbolismo.

Dado cualquier atributo numérico A (atributo de mimeros enteros po-
sitivos), definimos A(n), como el correspondiente atributo de ndme-

ros n-4dicos.
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Teorema 9.- Paran, m 3 2:
(a) A(n) es f.r. sobre Dn «-—»A(m) es f.r. sobre Dm’

(b) A(n) es soluble sobre Dﬁ——> A(m) es soluble s~hre Dm‘

Demostracién. - (a) Hagamos a K igual al alfabeto D en la proposi-
cion 4; observemos que A(l) = h(A(n)); entonces, por la proposicién
4, A(n) es f.r. sobre Dn' si y s6lo si A(l) es f.r. sobre D(n); ani-
logamente, A( m) es f.r sobre Dm’ si y s6lo si A(l) es f.r. sobre
Dpyy» pero como D, y Dm contienen ambos al menos dos simbolos,
es inmediato, del teorema 7, que A(l) es f.r. sobre Dn' si y s6lo
si A1) es f.r. sobre D). Por lo tanto, A esf.r. sobre D, siy
s6lo si A(m) es f.r. sobre D .

(b) Es una consecuencia trivial del punto (a).

Corolario. - Para cualquier n 3 2, A(n) es f.r. sobre Dn' si y s6lo

siAesr.e. (A(n) es soluble sobre D 0’ si y s86lo si A es recursivo).
Demostracién. - Por el teorema 9, haciendo m = 2.

Podrfamos llamar a un atributo A "r.e. en notacién n-adica”, siy

s6lo si A (n) es f.r. sobre D;. Entonces el teorema 9 dice que para

n, m 3 2, A es r.e. en notacién n-4dica, siysélosi Aes r.e. en



notacién m-4adica. Asf, como se dijo en el capftulo I, nuestra de-

finicién de enumerabilidad recursiva, no es dependiente de la base

n que se escoja.
S ECCION 10.
Correspondencias de Gddel Admisibles.

En el capitulo I se defini6 que una numeracion de Godel g de K es ad
misible, siy s6lo si para todo atributo W en K, se cumplen las si-

guientes condiciones:

(i) Wes f.r. sobre K<—Wo esr.e.

(ii) W es soluble sobre K<==> Wo es recursivo.

Sea g la numeraci6n de Godel lexicogréfica de K; sea W un atributo
en K y sea A = Wo. Si reemplazamos los simbolos ay, . ..,a, por

los respectivos digitos n-adicos "1", "2",...,etc., entonces clara-
mente W es el atributo A(n); por lo tanto, es facil ver que W es f.r.
sobre K= A(n) es f.r. sobre Dn; también W es soluble sobre K, si
y sélo si A(n) es soluble sobre D,;. Como A = Wo, también tenemos,
por el Teorema 9, corolario 1, que W es f.r. sobre K, siy sélo si
Wo es r.e. y que W es soluble sobre K, si y s6lo si Wo es recursivo.
Asi, la numeracién de Gadel lexicogréfica de K, es admisible y tene-

mos el siguiente teorema:



Teorema 10. - Existe una correspondencia de Gidel que va de K al
conjunto N de los nimeros naturales la cual es admisible y suprayec
tiva: La numeracitn de Godel lexicogréfica, es dicha corresponden

SECCION 11.
Sumario.

Resumiremos los resultados de este capftulo que serdn usados con

mayor frecug:cia:

(i) La coleccidn de todos los arributos r.e., es cerrada bajo defini-
bilidad existencial y bajo cuamtificacion finita.

(ii) La coleccifn de todos los atributos recursivos, es cerrada bajo
unmidn, interseccidn, cquplemmcim, todas las transformacio-
nes explicitas y cuantificacion finita y contiene a las relaciones

xt+y=z y X xy =z

(iif) Para cada alfabeto K, existe una mumeracidn de Godel admisible
suprayectiva ea N; es decir, una numeracifn tal que para cual--
quier atribto Wen K, Wesf.r. -;x'eK; siysélosi Woesr.e.;
y W es soluble sabre K si y sGlo si Wo es recursivo. La numera
cifm de Gadel lexicogrifica es dicha correspondenciz.



CAPITULO III.

INCOMPLETEZ E INDECIDIBILIDAD.
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Este capitulo est4 dedicado a la recomstruccién, generalizaci6n y .
extension de ciertos argumentos relacionados con los teoremas so
bre incompletez de Godel y Rosser, los resultados de Tarski con-
cernientes a la definibilidad del "conjunto de verdad” de un sistema
dentro del sistema mismo y los resultados de Church, Rosser y
Kleene concernientes a indecidibilidad. Los resultados de este ca-
pitulo son presentados de una manera puramente abstracta, que no
emplea el aparato de la 16gica matemdrica; aplicaciones m4s concre

tas, serdn desarroiladas posteriormente.

La idea principal de este capitulo, es la de sistemas de representa-

cién, que nos permitird estudiar representabilidad en sistemas de -
estructuras sintdcticas altamente diversas. Todos los sistemas en
los que estaremos interesados, poseen, al menos, las siguientes ca-
racteristicas: Primero, tenemos un conjunto E, de las llamadas --
"expresiones” del sistema; para nuestros prq:ési.tos, E puede ser -
cualquier conjunto enumerable, completamente arbitrario, aunque en
sistemas logisticos, E debe consistir de genuinas expresiones forma
les (eneadas de elementos llamados "simbolos™); tenemos también un
subconjunto de E, dg.hs Dlamadas "oracienes" del sistema, y que de
notaremos por S; wn subconjunto T de S, de las llamadas "oraciones
vilidas" (en aplicaciones a sistemas semfnticos, T sers el conjunto
de verdad y en sistemas gintscticos, Teselcmjum.:d.eteotemas);



se tiene, después, la importante nocién de "representacién de un
conjunto’ dentro del sistema; la manera de hacer esto, varracon -
las peculiaridades formales del sistema, pero, en general, tienen

en comin las siguientes caracteristicas:

Unas ciertas expresiones (elementos de E), llamadas "f6rmulas pre
dicativas™ 6 "predicados”, y a cada predicado H y cada nGmero n,
asignamos, bajo cierta funcién ¢ , una oracitnm, la cual denotaremos
por "H(n)". Consideremos ahora la totalidad de los n@meros n, tales

que H(n) ¢ T, y de este conjunto. diremos que es representado por H.

La funci6én ¢ varia considerablemente de un sistema a otro, pero el
propodsito, en este capitulo, es el de estudiar representabilidad rela-
tiva a una funcién ¢ completahente arbitraria, sin tomar en cuenta
las peculiaridades formales de sistemas particulares. Los conceptos
generales de la Teoria de sistemas de representacién que desarrolla-
remos a continuacion, nos permitird tratar aspectos matemiticamen-
te significativos de incompletez e indecidibilidad, sin necesidad de in-
volucrar las peculiaridades formales de ning@n tipo de sistema de re-

presentacién.

Parte I.- Incompletez.
SECCION 1.

Sistemas de Representacidn.
Definimos un sistema de represemtacién Z, como una colecci6n de los




siguientes abjetos:
(1) Ua conjunto numerable E de elementos, llamados expresiones, -

junto con una numeracidn de G3del g de E en N, suprayectiva; por el
momento, no necesitaremos ninguna cou:lx:nhde "efectividad™ de g.

(2) Un subconjunto S de E, cuyos elementos son llamados "oraciones”
de Z,

(3) Un subconjunto T de S, cuyos elementos son llamados oraciones
"verdaderas”, "vilidas” o "demostrables” o "teoremas" de Z.

(4)Lhae¢mdouﬂ:cdljmkcbs. cuymdmossmlasmes
"refutables” o "contra-vilidas” de Z; en aplicaciones a sistemas en -
Mgica matemdrica que contienen negacifn, R serf el conjunto de todas
. MWWWMWQZ.

(5) Un conjumato P de elementos de E, llamados predicados (tnarios").

(6) Una fimcién ¢ de E xN en E, es decir, una funcitn que asigna a
cada expresitn X y cada entero positivo n una finica expresitn ¢(X, n),
que gbreviaremos con X(n) 6 Xn. Esta fimcién, que llamaremos "fun-
cifn de representacitn” de Z, debe tener la propiedad de que para to-
do predicado H y cusiquier amero n, la expresitn Han (es decir, ¢ (H,n)),
debe ser uma oracifm (ser ma elemento de S).



Nos referiremos a Z canomseltwlaecdemdo(E,S.T,k,.P, °),

en donde el orden de T y R es importante, ya que también considera
remossistemasderepresemcialenhsqxnhs'pq:elesdeTyR-

son intercambiados. En ciertos contextos, la letra "Q" ser4 usads

en lugar de ""Z" para denotar sistemas de represemtacién. El hecho
es que en algunas de nuestras defimiciones y teoremas, el conjunto R
nojueganmgm;npel;seraenstosmsosenhéqmtﬁl.im-

"Q" en lugar de "Z", para enfatizar el hecho. Ciertamente, si pensa
mos que "'Q" denota la estructura més simple (E,S,T,P, ¢ ), todos -
los resultados permanecerdn validos.

Representabilidad. - Sean H un predicado de un sistema de re-
presentacion Q (ya sea con el conjunto R o sin éI) y W un conjunto de
expresiones de Q. Definimos a Hy, como el conjunto de todos los nt-
meros n, talesque Hn € W. Enparﬁcnlarl-l.rae.lcmjlnodeto-
das las n tales que Hn ¢ T (Hn es vilida en Q). Sedicqueﬂm—
senta al conjunto Hr en Q. Asi, para cualquier conjunto de ntmeros
A, H representa a A en Q, si y sGlo si para todo nGmero n, se cumple:

neA<~>HneT (eschch',A=Hr)‘

SECCION 2.

Primer Lema de Diagonalizaci6n; Teorema de Tarski.

Para cualquier expresitn X, sea Xo su nfimero de Gidel bajo g, y sea -
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Wo = g(W) el conjunto de los nGmeros de G3del del conjunto W de ex-
presiones de Q. Para cualquier nGmero i, sea Ej (también usaremos
Xi), lae:presﬁ&ldchuyovnﬁnerochGﬁdelea i; la expresion Xi(i),
es decir ¢ (Xi, i), ser llamada la norma o diagonalizacion de Xi; si
Xi es un predicado (ymario), eatonces su diagonalizacién es ciertamen
. te una oracifn. Siempre usaremos la letra "H" para representar un
predicado (unario), y usaremos "h” para representar su correspondien
te nGmexo de G8del. Asi, Hh es la diagonalizacion de H y es una ora-
cibn. A todas las araciones de esta forma, las llamaremos oraciones

diagonales.

Para cualquier conjunto W de expresiones, definimos el conjunto de nG
meros W*,por la condicidn: i ¢ W* «—=Xi(i) ¢ W; es decir, W* es
el conjumto de los nGmeros de Godel de todas aquellas expresiones cuya
diagonalizacidn ests en W.

Complementacidn. - Para cualquier conjunto W de expresiones, de
mreunspnr;. al complemento de W con respecto a E; para cual--
quier conjuto A de nGmeros, Z denotard al complemento de A, con -
respecto al conjunto N de los nGmeros naturales.

Los siguientes resultados son ficiles de demostrar:

(2) (Wo) = (W)o



®) (W*) = (Wy*

@y = Fy
Elptmo(a)ammwﬂh:bb@agam
fmcidninyecﬁudeﬁsd:embﬂ'melm(ﬂ. somemos cual-
qmernfzneron,ta:emqm B € ("“)<—-»-l we
> Xat) ; W Xn(z) W
<> B € (')'.

Por lo tanto, n ¢ (;’)<—>- € (&)‘;m(&‘)=(&)". Para

demostrar (c), mmemoscmlﬁernﬁmxon:

neHy<—Ho ¢ W —Ha ¢ we—"at Hy

ne;lw;
por lo tanto, como n eHﬁ«-—»nc;iwman% =Nl:lw.

La condicién de que g sea uma fumciin suprayectiva de E en N, es con
veniente, pero queremos hacer notar, gue todos muestyos resulitados

permanecerfan siendo vilidos, ats sin dicha comdicife; por lo tanto,

seguiremos asumiendo que g €s swprayectiva, y para los casos en que
esto no suceda, solo serd mecesario hacer modificaciomes triviales a

los resultados cbtenidos.



Oraciones de Gddel.- W representard, a lo largo del presen-
te captulo, un conjunto de elementos de E.

Defhimsmm&Gﬁdelparamcmj?toAde nGmeros, co-
mo ma oracién X, talque X € T<— Xo ¢ A. También llamare-
umaXmmi&‘lde(ﬁddpnrnmomijdeeQresion&s, si
ysdlosixésulqte: X € Te=>X € W. Decir que X es una ora
Cifn de Giidel para un conjunto W de expresiones, es equivalente a de
cir que X es una oracitn de Gbdel para el conjunto de nGmeros Wo.

Elsigxﬁmélemaesmmwciﬁnygeneraﬁzaciﬁnakamm:e
abstracta de varios argumentos de "diagonalizacion' usados por Gddel,
Church, Tarski y otras, para establecer resultados sobre incompletez,
hﬂe;:id?ﬁ.ﬁdadyhinmosiﬁ]idadderq:resmrcimoscmjmosen
ciertos sisteras. Nos referimos a él, como el "primer lema de diago
malizacion”.

Lema [ (Primexr Lema de Diagonalizacidm). - Una condicién suficiente -
para la existencia de una aracifn de Gidel para W, es que W* sea re-

ptesa:nhhenQ:t_Mseq:a:ﬁmme.'siHesmpredicadoquereprg
senta a W* en Q, emtonces su diagonzalizacion Hh, es una oracitn de -
Godel para W.

Demostracitn. - Suposgamos que H representa & W* en Q; entonces, pa-



ra cualquier némeron, Hn ¢ T<—> B ¢ W* (por definicitn de re-
presentabilidad). Tomando an=h, en donde h es el ntmero de Gdel

de H, tenemos que:
Hhe T <=>h e W*te—>Hh ¢ W.
Esto demuestra que Hh es una oracion de Gddel para W.

n n
Teorema 1. - El conjunto T* (0o T*, que es igual a &) no es represen-
table en Q.

Demostracion. - Es obvio que no existe una aracién X can la propiedad
N N

deque: X ¢ T <—=>X e T; por lo tanto, el conjunto T no puede te-

ner una oracion de Godel. El resultado se sigue del Primer Lema de

Diagonalizaci6n.

Normalidad. - Llamaremos a Q un sistema normal , si y s6lo si -
tiene la propiedad de que para todo conjunto W, si Wo es representa-
ble en Q, W* también lo es.Intuitivamente, la normalidad de un siste-
ma significa que el argumento de diagomalizacitm de G3del, puede ser
formalizado dentro del sistema.

Como una conseqygpeiq immediata del Teorema 1 y 1a defimicion de nor-
~N
malidad, naamoamcqmsiumnmlq. el conjunto To mo es re
N
presentable (si lo fuera, entonces por normalidad, T* seria representa

ble, lo cual es contrario al Teorema 1).



Llamaremos a Q mn sistema complementado, si y s6lo si el comple-
mento de todo conjunto representable en Q, es, también, representa-
ble en Q. Emonces tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.1.- En un sistema Q, normal y complementado, el con-
junto To de los nGmeros de Gadel de las oraciones vilidas de Q, no

puede ser representado ea Q.
SECCION 3.

Consistencia y Completez; Teorema de Godel.

Un sistema de representacin Z es consistente, si y 9610 si TAR es
vacio; es decir, ninguna aracin de Z es demostrable y refutable a la
vez. Llamamos a um sistema Z, completo, siy s6lo si TUR =5; es
decir,‘tmhaadbd:Zam&IeorMemz. Un siste-
‘ma Z que es consistente y completo, es llamado saturado; en otro ca-
80, Z es insaturado . Es obvio que para todo predicado H de Z, se cum
ple b siguicwte:

(1) Si Z es consistente, B!"nﬂx es vacfo.

(2 Si Z es compieto, H U Hy =N

) Si Z es ssturado, Bradaw_lmmcbﬂk.
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Una oracion X es Ilamada decidible aZ.dyﬂuiXenm:!
ble o refutable en Z; si mo e3 este el caso, X es imdecidible. Segfim -
lt;aueria', TURelhchle&hsmmth
sicion de que Z es completo, amachdrqunhm
es decidible en Z. Deberemos temer cuidado de no confumdir e sigmi-
ficado de la palabra "decidible™ cusado ésta cs aplicads s ws oracida
particular, con el significado de decidibilidad de un sistcma, cu ¢l -
sentido de que T es um conjuto soluble de expresiomes.

Queremos hacer notar que en un sistema Z consistente, una oracida -
indecidible de Z, es uma aracifia de Gtidel para el conjunto R. Ea efec-
to, la proposicifa "Z es insaturado”, es equivalente a ls proposicita

"existe una oraciém de Godel para R".

Teorema 2. (Teorema de incompletez de G3del en Ministura).

Si R* es representable en Z, emtonces Z es incomsistente & imcompietn,
Dicho de wna forma m#s constructiva, si Z es consistente y si Hes un
predicado que representa s R® en Z, mhw'hk
H, es un ejempio de wns oracite imdecidible de Z.

Demostracifn. - Es inmediato del primer lems de disgomalizaciin, cam-
biando "R” por "W" y "Z” por "Q".

SECCION 4.
Representabilidad Completa: x Definibilidad es Z.
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Como se definid amteriormente, "H representa a A en Z", significa
que para todo né&neTo a, 2 © A~—> Ha ¢ T; es decir, A = Hy. De-
fisiremos shora las sociones de "represestabilidad completa” y de --
" detisvibsi tided " : .

\ﬁrmqmﬂrmw (o fuertemente) a un con-
junto A de nmeros, si y s6lo si para todo afanero n, se cumple que:

(lmec Ae=—Hane T (e-dwir.A=HT).
(ne Ke—motin ¢ R (es decir, X=HR).

Diremos que H define 2 A en Z, si para todo afimero a, se cumple

que:
Wz cA —Hnc T (esdecir A€ H)

G)w $A —Hac R (esdecir A S Hy).

ﬁmpmm&e’mmmg siy

860 si para todo ndmevyo », Hn es decidible en Z. Obwiamente, si H
es m predicado que define a algin cosfunto en Z, mﬁes‘numg
ricameste decidible en Z. También es claro que, si A es completa--
mMQZ. mAq‘Mydﬁnibleen
z



ble en Z).

(b)Y Si Z es saturado, entonces todo conjunto representabie en Z es —
completamente representable en Z, ’

(c) Por lo tanto, para un sistema Z saturado, la represemtabilided, re-
presentabilidad completa y la definibilidad, sos equivalentes.

Demostracién. - (a) Supfngase que H es tal que pars toda =

(i*r) ne A —HHn T y

(ii*) n ¢ A —Hn ¢ R; debemos demostrar las implicaciones inver-
sas. Supongamos_quel—hc T; entonces Hn ¢ R (por consistencia de
Z); por la condicitm (ii*), es falsoquen ¢ A. Asi, n ¢ A. Entonces
tenemos que Hn ¢ T —>n ¢ A. Por un razonarmiento andlogo, - -

Hne R —»n ¢ A.
(b)SeaA=HT;aua-:=s;=_;lT. Si Z es saturado, amcaﬁrsul
yporlotan:oA=HT yA=Hn.hqnedgnﬁcaqneHrmcog

pletamente a A.

De la parte (c), mmmmmaﬁdmmquemm
ma Z sea inssturado, es la existencia de wn Conjunto que es representa-
ble en Z, pero no es definible ea Z,

Teorema 3. - Si Z es consistente, entomces R* 0o es definible en Z.



Demostracida. - El lema [ dice que para todo predicado H, se cum-
pieweﬂrr "I\"‘;enmlid-d se cumple una condici6n miis general
(padmianormm::ialﬂ:pnmhﬁerunjmow,ﬂw ¥ ‘3*.
Ea particular, Hy 7 R*. Por lo amn, mingtn predicado H puede re-
mmma'r.(ymzm ningln predi-
cado H puede definir a R*) (par la proposicita 1 (a)).

SECCION 5.

Separabilidad en Z; Teoremas de Rosser.

El teorema de incompietez de Godel (cuya forma abstracta se presen-
ta en el teorera 2), fue besado en el primer lema de diagonalizacion.
Ahora consideraremos mn lema més poderoso, que nos permitird esta-
blecer teoremas m#s fuertes sabre incompletey (v subsecuentes teore-
mas sebre indecidihilidad) dehidos a Rosser.

Supongamos que W es un Gonjunto de expresiones de Q, ajeno a T. Por
¢l lema I, ssbemos que was condicion suficieate para que exista una -

a:dhqmeﬂfmuﬂe'yfn:nde‘r. es que W* sea represemtable
en Q. Probaresnos shora wa hecho més fuerte:

mnmmewfﬁawam
superconjonto A de W* que es ajeno de T*, emtonces su diagonalizacion
Fh estf fuera de Wy de T.



Demostracitn. - Supongamos que H represestaa A; WG Ay AAT
es vacio. Como H representa a A, pratu‘b-inero-.aempkqw
n ¢ Ac——>Hn ¢ T; en particular, pera n =h, tenemos: k ¢ Ac——>

Hhe T <—>h €T*. Asi, he¢ A=—=vh ¢ T‘,per_obenajanch'r",
porlotanto, h¢ A y h ¢ T*. Comoh #Ay"'sA.sedenqae
h¢W* Asi, h ¢ W yh¢ T® esdecir, Hh ¢ Wy Hh ¢ T. Enton-

ces, Hh esti fuera de Wyde'l‘.

Separabilidad débil dentro de Z. Semn A y B dos comjumtos
ajenos de nimeros. Diremos que A es débilmente separable de Ben

Q. si y s6lo si existe un predicado H que representa a algin supercon-
junto de A que sea ajemo de B; diremos que tal predicado H separa dé -
bilmente a A de B en el sistema Q. El lema 1l dice que si H separa dé
bilmente a W* de T* en Q, entances Hh estd .uera de W y de T. Toman
do a Wcomoel conjunto R, tenemos inmexdistamente el siguiente teore—

ma:

Teorema 4. - (Una forma rudimentaria del teorema de Rosser). - Uma
cmdiciﬁnsnﬂciatemmlaam es que R® sea débhilmen
te separable de T® en Z. Si H efect(ia esta separaciin, entonces Hh es
una oracidn indecidible de Z.

Observaciones.-SiAesuc:n’maﬁn&l, y si A es repre-
semable en Q, entunces A es débilmente separable de B ea Q (ya que A
es un superconjuso de sf mismo). Por Jo tanto, el teorems 4 es una -
generalizacitn det teorema 2).



Separabilidad Fuerte.- Sean A y B dos conjuntos ajenos de ni-
meros. Decimos que H separa fuertemente a A de Ben Z, si y s6lo

si para todo nfémero n, se cumplen:

ne A =>Hne¢ Tyn ¢ B —>Hn ¢ R; de manera mis consisa, --
AGHT y BE‘HR. En este caso, diremos que A es fuertemente
separable de Ben Z.

Observamos que la proposicion "A es definible en Z", es equivalente
N
a la proposicidn "A es fuertemente separable de A en Z". En efecto,
N
H define a A en Z, si y sblo si H separa fuertemente a A de A en Z.

Proposicitn 2. - (a) Si Z es consistente y H separa fuertemente a A de
B, entonces H separa débilmente a A de B.

M) Sean A\® A vy B S B Si A es débilmente (fuertemente) sepa-
rable deBen Z, atmcasAlesdébihneme(fuertememe) separable de
BlelZ.

Damadm.-(a)smqmﬂswaﬁumeaAdeB;en-
t:ncesAiHT y BSHR:SiZesca:sistal:e. ennncesHTesajeno
deHR,ycomoBSHR.ﬂresajenodeB. Como Hy es el conjunto re-
presentado por H y es un superconjunto de A, ajeno de B, emtonces H se
para débilmente a A de B.

(b) Inmediato de la definicion de separabilidad débil (fuerte).



Del teorema 4 y la proposicion 2 (a), el siguiente teorema es inmedia
to: -

Teorema 5. - Supongamos que H separa fuertemente a R* de T* en Z,
en donde Z es consistente. Entonces la oraciGn Hh es indecidible em -

Z.

Otra aplicacién del Lema II.- Usando el segundo lema de —
diagonalizacion, en lugar del primero, obtenemos la siguiente exten—
sion del teorema 3; esta extensién serd importante para nuestro subse

cuente estudio de inseparabilidad recursiva (ver teorema 27).

Teorema 6. - Si Z es consistente, entonces ningfin superconjunto de R*,
ajeno de T*, es definible en Z.

Demostracién. - Supongamos que se cumple que:
(i) Z es consistente.
(ii) H define a A en Z.
(ili)R* € A.
(iv) A es ajeno de T*; derivaremos una contradiccién:

Por(x)y(n), H representa completamente a A en Z. Asf.A HT y -
= Hg; entonces por (iii), R* G H-rvYP‘!'(IV).T‘QA. es decir,

T* & Hg. Por lotanto, T* & Hy YR‘SHT.WWHM

fuertemente a R* de. T* en Z. Ahctahia:,pcr_eltecrms.mesin-
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decidible en Z, por loque Hh ¢ T y Hh ¢ R; es decir, h #HT

yh ¢Hp. Deloanteriardedmimosque!-!!{noeselcomplemento
N

deHT;peroHI.=Ay Hp = A. Esto es una comtradicci6n.

'SECCION 6.

Sistemas Simétricos.

Sea Z un sistema de representacién (E.S,T,R,P,O)yseaZelsiste-

ma de representacion (E,S,R, T, P, ¢ ). Z se obtiene de Z, intercam-
biando el orden de T y R. Dicho de otra manera, las oraciones demos
trables de Z, son llamadas "reﬁtables"en!ylasoracimes refutables
de Z, son las araciones "demostrables” de 7; Damaremosaz; el siste
mcﬁmldeZ(ElmitoalcalsideruZ. es el de evitar repeticiones
de algunos argumentos precedemtes). Como 7 es un sistema de repre--
smtan;im, podemos hablar de representabilidad, represemtabilidad com
pleta, definibilidad y separabilidad (fuerte y déhil) en 7. al igual que lo
hacemos con Z. Asi por ejempla, Hrqreseuaen‘l‘alconjmtoﬂwl—!
defimeaAenZ, siysolosi AS HRyXS.HT.etc.

Los sistemas Z en que estaremos interesados (los cuales se originan de
tearfas cuya base logica incluye el célculo de predicados de primer or-
den), tiemen la prapiedad de que para todo predicado H, existe otro pre-
dicado H' (a saber, la negacifn de H), talqueHT=Hi‘ yHR=H![.; es-
to significa que para todo némero n, Hnesdemn;ra.uemz. si y sélo
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si Hh es refutable en Z y Hn es refutable en Z, si y s6lo si Hh es de-
mostrable en Z. Los sistemas que tienen esta propredad, son llama-
dos sistemas simétricos. Es inmediato que si Z es simétrico, enton-
ces la representabilidad en Z es equivalente a la representabilidad em
Z; andlogamente con representabilidad completa. De aqui, si Z es si-
métricoy consistente, entonces un conjumto es definible en Z, si y s6lo
si 'és definible en § También si Z es simétrico, entonces la separabi-
lidad fuerte dentro de Z; es equivalente a la separabilidad fuerte en 4
(Deberiamos también notar que si Z es simétrico, A es fuertemente se

parable de B en Z, si y s6lo si B es fuertemente separable de A en Z) .

Consideremos un sistema Z simétrico y consistente. Por el teorema 1
(aplicado a E) I’\{" no es representable en Z; asf, por simetria de Z, ;‘
no es representable en Z. Por el teorema 2 (otra vez aplicado a 2‘). si
T* es representable en Z, entonces Y es incompleto (o lo que es lo mis
mo, Z es incompleto). Entonces, por la simetria de Z, si T® es repre
sentable en Z, Z es incompleto. Anflogamente, aplicando los teoremas
3, 5y6az, y usando la simetria y la consistencia de Z, podemos ase

gurar que:

(i) T* no es definible en Z;
(ii) Si T* es fuertemente separable de R* en Z, entonces Z es incomple-

to.
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(iii) Ningiin superconjunto de T*, ajeno de R*, es definible en Z.
Por lo anterior, hemos demostrado el giguicute teorema:

Teorema 7.- Sea Z un sistema simétrico y consistente, entonces te-

REMOS gue:

mummdeucmm}'y§°e-:q:resmbkenz.
(ﬁ)thmcbbscmjmT'yR‘adeﬂﬁﬂeaZ. ni lo es nin-
gin superconjunto de uno de eflos ajeno del atro.
(iii) Si T* o R* es representable en Z, o si cualquiera de ellos es fuer
temetekoaﬂnﬂﬂmate)aqnnﬁedelmmz, entonces Z -

es imcompieto.

SECCION 7.

Exteasiones.

Enfatizamos, nvaﬂs."qzdmaomedddmpr&rincom-
pletez, ecmahmm@mk*(o'r‘, siZ es
simétrico); el método de Rosser consiste en representar a algin super
conjunto de R*, ajeno de T*. Existe un mérodo més, debido a Tarski,
Cuya shstraccifa consideraremos a contimmacion:

Sea Z un sistema de representacitn (E,S, TR, P, ¢), ysean S, T y
R’, correspondientes superconjuntos de S, T y R y subconjuntoade E; -
sea Z° amawms’.r,x',r;w). Llamaremos



a Z’, una extensién de Z, 0 a Z un subsistema de Z°

Teorema 8 (Tarski). - Si R® es representable en alguna extensiln con
sistente Z* de Z, en la cual S =S’, mZeamleto.

Demostracién. - Supongamos que H representa a R* en Z°. Entonces,
por el lema I (aplicado 2 Z°), Hh ¢ R<—>Hh ¢ T°. Como R’ es —
ajeno de T* (por la consistencia de Z°), y R € R’, emtonces R es aje
node T’. Entonces Hh estf fuera de Ry de T°. Ahara, como T &T°,
entonces Hh estd fuera de T. Por consiguiente, Hh es indecidible en Z.

4"
Observaciones. - (1) Es igualmente demostrable que si T* es repre
sentable en algund extensiém consistente Z° de Z emtonces Z es incom-

pleto.

(2) El teorema 2 puede ser visto como un caso especial del Teorema 8,

enque Z’ =7Z.

Parte Il - Indecidibilidad.
SECCION 8.

Sistemas con una Funci6n de Representacidon "Efectiva”.

Asociada a la funcitm de representacifn ¢ de oa sistema Q y la numers-
cién de G3del g, consideraremos ahora la funcidn numérica ¢ (i, j), de-
finida por la condicifn: ¢(i.j)=k<——.(Ei..j)=Et;esdecir,¢ (L) es
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el nimero de Gadel de Eg(j). La funciGn ¢ debe estar relacionada

con g, de tal modo que ¢ sea una funcifn recursiva.

Definimos a la funcién ¢, Como una funcifn de un argumento que cum
ple la condicion: ¢, (§ = ¢(i, 2).- Puestoque I, es una coleccion -
cern(hhpddinﬂlhﬁhdenm.l. para todo ndmero i, se cumple -
que la funcidn ¢; es una funcifn recursiva de un argumento. Definimos
también la funcitn D(x), como la diagonal ¢ de ¢ ; es decir, D(i) =

oi(i). Observamos que D es una funcin recursiva. También anotare-
mos que D(i) es el nimero de Godel de la diagonalizacion de Ej (D(i) =

BE(ON.

Recordamos (del Capitulo ), que la imégen inversa de un conjunto r.e.,
bajo una funcién recursiva, es r.e., y que la imagen inversa de un con-
jmto recursivo, bajo una funcifn recursiva, es tambifn recursiva.

Prososicions. -
P, - @ w* =D (wo)
@™ Hy = ¢;" (Wo) (en donde h = g(H)).

Pz - (@) Woesr.e. - W¢esr.c.,

(b) Wo es recursivo + W* es recursivo.

Ps - {a) Woesr.e. + H' esr.e.
(b) Wo es recursivo + Hy s recursivo



Demostraciones. -

Pl - (a) Para cualquier i, se tiene que:
ie W* <—>Ei(i) e W
> g Ei(i)) Wo
«— D(i) ¢ Woe—>i ¢ D \(Wo).

Por ‘Io tanto, W* = D'I(Wo).

(b) Para toda i, tenemos:
i cHy <——&H,D) ¢ W
«—>¢ (b,i) ¢ Wo
s e Woe—si c ¢rlWor

-1
Por lo tanto, Hw = ¢y (Wo).

P, - (a) SiWoesr.e. * D'I(Wo)esr.e. (vaque Des
recursiva) - WP esr.e. q,erl - (a))

(b) Si Wo es recursivo + p! (Wo) es recursivo -

W?* es recursivo.

P, - (a)Woesr.e.ﬁ;]'(Wo)ar.e. (por ser ¢, recursiva)
-> l-lw esr.e. (ptl’l(h)).

(b) Woenrecm'sivoﬂ;l('o)e.recunivo > Hy

es recursivo. |



De aqui en adelante diremos que un conjunto W de expresiones de Q
(6Z)es "r.e."”, si Wo es un comjunto r.e. de nGmeros; lo mismo --
con el concepto de recursividad. Observamos que cuando E es el --
conjuto de todas las cuerdas en el alfabeto K, .y g es una numeracion
de Godel admisible, entonces W es "r.e..", si y s6lo si W es f.r. so-
JreK;yWeg"recm'sivo",siysdlosiWessol_tﬂesd:reK. Lahma-
remos a Z un sistema de representacion formal, si y s8lo si S es re-
cursivoy T y R son r.e. Z seri um sistema de represemtacion decidi-
ble, siysélosiTyR son ambos recursivos.

SECCION 9.
Indecidibilidad.

Amendemﬂecerhsngnmtestem'amsquermhacermrque
ptq:midh"'l‘mesr.e. esqmva.luteada:xrqueparatodow
sub-conmjuto r.e. de T, existe m elemento fuera de W, pero dentro de
T; es decir, que si Wesr.e., emonces W ¥ T. Iguaimente, la pro
posicidn "T menr.e.“aeqﬁvala:eadecirqmpnnmdooonjmto
'ajaochyt.é.,eﬁltemélgnmﬁBtade'yfmdeT;es-
h:&.qnemmde;qumr.e..pmdemipula’;.

Teorema 9. - Si todo conjanto de nfimeros r.e. es representable en Q,

A
estouces Tmoes r.e.

.- " Y
Demostracifn. - Supongamos que T es r. e.; emtonces T* seria r.e., por



N
la proposicion P,. En ese caso, T* seria representable en Q (por hi-
CN
pétesis), lo cual es contrario al Teorema 1. Por Jo tanto T no puede

serr.e.

Observacifn. - La demostracin anterior es indirecta. Una manera —
més constructiva (y més cercana al argumento ariginal de Godel), es

como sigue:

La hipbtesis implica (pt;r Pz)quepanm‘.bca:ijquesear.e..
W* es representable en Q. Sea W cualquier conjunto r.e., ajeno de T.
Entonces W* es representable en Q. Sea H el predicado que represen-
ta a W* y sea h su nGmero de G3del. Por el primer lema de diagonali-
zacion, Hh es un ejemplo de una aracién que estd fuera de Wy de T —
(LmapruehadequeWC'l"b..perow 7%‘). Pbrlotamo,:i'noesr.e.

Teorema 9. - Si el complemento de todo conjunto r.e., es representa-

ble en Q, entonces T no es r.e.

Demostracion. - Sea W cualquier subconjunto r.e. de T. Entonces W*
esr.e..yasi(tv*)esrqrsenahleenq. Supongamos que H repre-
senta 2 W* en Q. Entonces, por el Lema I, l-hesmacracimk(}adgl
para\;;estoes,l‘ll € ;«-’}hc T. Perocomo W € T, se tiene -
queHh ¢ Wy Hhe T. Eltm"'f Typorlotanto, Tnoesr.e.

Nota. - Debe ser claro que el teorema 9 es vélido, ain bajo la hipitesis
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mis débil de que todo conjumto r.e., ajeno de T* es representable
en Q; anflogamente, el teorema 9° es vilido con la méis débil condi-
cifn de que el complemento de todo subconjunto r.e. de T*, es repre

sentxbie en Q.

Notamos que el teorema 9 dice que si Q es lo suficientemente fuerte
para que todos los conjuntos r. e. sean representables en él, entonces
Q, auque posiblemente sea un sistema formal, no puede teaner un pro
cedimiesto de decisién. El teorema 9', por otro lado, dice que si los
couq:lememos de todos los conjuntos r.e., son representables en Q,
entonces Q no puede tener um procedimiento de decisifn; més adn, Q
no puede ser un sistema formal. El siguiente tearema df una condi--
cifn aim mis débil para que un sistema sea indecidible:

Teoreu;n 10. - Si todo conjunto de nimeros recursivo, es representa-
bie en Q, mtmcestadecidi:hle'(misespecﬁcmte, T no es re
cursiva).

Demostracidn. - Supongamos que T fuera recursivo. Emnnces"‘i“serra
mﬁarecuuiw;m‘;“la&tm»pur%. Asl‘,";“serfa
representable en Q (por hiptesis), bq:.ieésmioalteureml. -
Por o tamo T no es recursivo y Q es indecidible.
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SECCION 10.

Normalidad.

En la Parte I definimos que Q es un sistema formal, si.ys&ositi'e—
ne la propiedad de que para todo conjunto W, siWoésrepresentahle,

entonces W* es representable.

Teorema 11. - Si los conjuntos que son representables en Q, son pre-

cisamente aquellos que son r.e., entances Q es normal.

Demostracién. - Supongamos que Wo es representable en Q. Wo debe
ser r.e (por hipotesis); asi, Wes r.e. y por P, W* esr.e. Por Io
tanto, como Wo es un conjunto representable arbitrario, Q es un sis-

tema normal.

SECCION 11

Teoremas Adicionales.

Teorema 12.- Si T es r.e., entonces todo conjunto A representable en

Q, esr.e.

Demostracion. - Supongamos que A es representado por H en Q. Enton--
ces A = Hy, y como por hipitesis, Toes r.e., tamlienHTesr.e. (por

P3). Entonces, Aesr.e.



Teorema 13.- Si T es r.e. y si todo conjunto r. e. es representable

en Q, entonces Q es normal.

Demostracitn. - Por el teorema 12, todo conjunto representable en Q
es r.e., y por hipltesis, mdoconjlnor.e."és representable en Q;
pa'btau:nptrelt‘erxma 11, Q es normal, ya que los conjuntos re-
presentables en Q, som precisamente los conjuntos r. e.

~
Teorema 14.- Si T es r.e., emtonces el complemento de todo conjun-
to representable en Q esr.e.

Demnau'acuh. Smmosqmﬂrq:resmaAenQ(A HT) En-
N

tonces A HT H.i‘ asi, canoToes r.e. (por hipttesis), H'v
esr.e. @a‘l’s). Pu‘btmo.Aesr. e.

Tetr’a::n 15. - Si Q es decidible, entonces todo conjunto representable

en Q, es recursivo.

Demostracitn. - Supongamos que Q es decidible, Emonces T es recur-
~
gsivo; es decir, T y T son ambos r.e. El teorema se gigue de los teo-

remas 12y 14,
Los teoremas 12, 14 y 15 pueden ser reformulados como sigue:

Teorema 16. - (a) Si algim conjunto que no es r.e., es representable

enQ, emtonces T mo es L. e.



(b) Si el complemento de algin conjunto que nNo €S r.e., €8 represen-
v T .

table en Q, entonces T no es r.e.

(c) Si algin conjunto que no es recursivo, es MQQ, en-
tonces Q es indecidible.

SECCION 12.

Sistemas Universales.

Diremos que Q es un sistema umiversal , si y sélo si Q es un sistema
formal y todo conjunto r.e. es representable en Q. El siguiente -
teorema, es el reestructuracién, més general, de resultados anterio-

res:
Teorema 17: Sea Q cuagg'ei' sistema universal, entonces:

(1) Q es indecidible.

(2) Q es normal.

(3) Dado cualquier conjunto W de expresiones, r.e., existe una aracidn
de Godel para W.

(4) El conjunto To es r.e., pero no es recursiva.

SECCION 13.

Indecidibilidad y Completez

El siguiente teorema establece la gran relacifam existente entre los re-

sukadmde&:wchs@’eindecidﬂihdadyhrsnhdsde@delso—



bre incompletez.

Teorema 18. - Si Z es formal, pero indecidible, entonces Z es inconsis
tente o incompieto.

Demostracién. - Supongamos que Z es formal y saturado; demostrare-
mos que Z debe ser decidible.

Por hipdtesis, S es recursivo, TyRsonr.e., S=RUTyRNTes -
vacio. Coisrecurswo, (E-S)esr.e.; asi, RU(E-S)esr.e.;
peroRU(E S) = T As{.T(alngualqu).esr.e. por lo tanto, T

€s recursivo.

Observaciones.- Para un sistema Z, formal y consistente, la pro-
posicién deque T no es recuréivo, es equivalente a la proposicion de
cpepara todo conjunto W, r.e. y ajeno de T, hay una oracién de Godel.
Por otro lado, la incompletez de Z, 'séloasegura la existencia de 'una -
oracién de Godel para el particular conjunto r.e., R. Asi, la indecidi-
bilidad de un sistema formal y consistente, es més fuerte que la incom-

pletez del mismo.
De los teoremas 10 y 18, el siguiente teorema es inmediato:

Teorema 19. - Si un sistema formal es lo suficientemente fuerte para

que todo conjunto recursivo sea representable en €1, entonces debe ser



inconsistente o incompleto.

Observaciones.- El teorema 19 extiende el teorema de GBdel:
"Un sistema formal en el que todo conjunto r.e.; es representabile,
es inconsistente o incompleto”. Este resultado, sungque més débil
que el teorema 19, puede ser demostrado de una manera que es més
constructiva: Supongase que Z es formal y consistente y que todo con
junto r.e. es representable en €. Como Z es fc.rmal. entonces R* es
r.e.; asi, R* es representable en Z; sea H el predicado que represen
ta a R* en Z. Entonces la oraci6n Hh es indecidible en Z (por el teo-
rema 2). También debemos observar que esta demcstracwn no apela
al hecho de que el conjunto S de las oraciones de Z, es recursivo, Jo
cual fue necesitado en el teorema 19 para pasar de indecidibilidad a

completez.

El teorema 19 significa que un sistema formal consistente debe ser ina
decuado en uno de los dos sentidos siguientes: o es incompleto (y tam--

bién indecidible), o es inadecuado, aim en un sentido peor, a saber, que

es tan débil, que atm los conjuntos recursivos no pueden todos ser repre

sentados en €l. Tal sistema no seria adecuado, ain para teoria elemen-

tal de nGmeros. El decir en cual de éstos dos sentidos es inadecuado un

sistema particular, es un hecho prictico que involucra técnicas peculia-

res para el sistema en consideracion.
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Parte OL - Indecidibilidad e Inseparabilidad Recursiva.

SECCION 14.

Definibilidad en Sistémas Formales.

Teorema 20. - Todo comjunto definible en un sistema formal consisten-

_ce,esre::rsivo.

Demostracifin. - Suporgamos que A es definido por H en Z, en donde Z
es wm sistema formal consistente. Como Z es consistente, H represen
tacaqiaa.q:neaAaZ. As, A = HT y X = Hg. ComoTyR
son ambos r.e., por hipitesis, ml-l.r y HR sonr.e. (porPa).

Asi, A y A‘ son r.e. ; es decir, A es recursivo.

SECCION 15.

Extensiones.

Proposiciia 3. - Sea Z' wma extensicn de Z. Estonces:
(a) Si Hdefine a A en Z, emtonces Hdefinea Aen Z'.

mSHmmaA'deleaZ. entonces H separa fuerte-

menteaAdeBeanZ.

Demostracida. - 1.2 proposicita (a) es un caso especial de (b), en donde
: = B por o tamto demostramos (b): Por hipttesis TRT* y RE R’ ;
asf, esobvioque L S H YH G H,. Tambitn por hipttesis, —



A Ql-l-ryBQHR;pcrlomoA;H.r yBSﬂR,» (es decir, H

separa fuertemente a A de Ben Z2°).

Teorema 21. - Si todo conjunto de nimeros recursivo, es definible en

Z, entonces toda extensién consistente de Z, es indecidible.

Demostracin. - Supongamos que todo canjuto recursivo es definible
en Z y sea Z’ cualquier extensifn consistente de Z. Por hm-
ci6én 3, todo conjumto reéursivo es definible en Z*. Asi, todo conjun-
to recursivo es representable en Z° (ya que Z* es consistente). Por
lo tanto, usando el teorema 10, concluimos que Z* es indecidihle.

Corolario. - Si todo conjunto recursivo es definible en Z, entonces to-

da extensi6n formal y consistente de Z, es incompleta.
Demostraci6n. - Por los teoremas 21 y 18.

SECCION 16:

Inseparabilidad Recursiva.

Dadosdos conjuntos A y B de nimeros ajenos, serin Nlamados recursi-
vamente separables, siy s6lo si existe un supercanjunto A® de A, re

cursivo, qmesaja:odé B (ésto implica que existe un superconjunto de
B, recursivo, que es ajeno de A y que es A”; por lo tanto, la condicitn
es simé&rica). .

Ay B seran llamados recursivamente inseparables (abreviaremos R.L),
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si y s6lo si ellos no son recursivamente separables. Equivalente-
mente, A y B son recursivamente inseparables, si y s6lo si para to-
da pareja (A’, B’) de respectivos superconjuntos r.e. y ajenos de A
.y B, existe un nimero fuerade A’ yde B*.

. ~

Notamos que un comjunto A es recursivo, si y s6lo si (A, A) es recur
sivamente separable (ya que la Gnica pareja posible de respectivos -
supercanjuntos ajenos de A y; es(A,K)). También es obvio que si
A es recursivamente inseparable de B, entonces se cumple lo mismo
para cualquier pareja ajena de superconjuntos (ya que cualquier sepa-
racin recursiva de la pareja mis grande, es ciertamente una separa-
cidn recursiva de la pareja mis pequefia). Asi, si deseamos demos-
trar que una pareja (A, B) es R.1., aobtenemos un resultado m4s fuerte
si demostramaos que algin subconjunto propio de A es R. L. de algén -

subconjusto praopio de B.

Consideremos ahora un sistema de representaciin Z. Nos referiremos
a los conjuntos To y Ro, como los nGcleos de Z. En ocasiones diremos
que la pareja (T, R) es recursivamente separable o inseparable, que--
riendo decir, més precisamente, que la pareja (To, Ro) es respectiva-
mente separable o inseparable. Es inmediato que (T,R) mo es R. L, si
y sGlo si existe un super conjunto recursivo T° de T que es ajeno de R;
tal superconpmo T dd origen a uma extensidm Z°° consistente y decidi-
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ble de Z, endonde S’ =Ey R® =(S" - T*). Ahinvérs*, cualquier
extension Z°, consistente y decidible de Z, induce una sq:nracim re
cursiva de (T, R), ya que T’ es un supercoajunto recursivo de T, que
es ajenoa; R. Por comsiguiente, la proposiciian de que toda extensiOn
consistente de Z es indecidible, es equivalente a la proposicitn de que
(To, Ro)es R.1. Asi, podemos reestablecer el teorema 21, como:

Teorema 22. - Si todo conjunto recursivo es definible en Z, entonces

los ntcleos Toy Rode Z, som R.L

SECCION 17.

Separaci6n de Conjuntos R.I. em Sistemas.
Teorema 23. - Sea (A, B) una pareja de conjuntos R. L ; entonces:
(a) Si A es débilmente separable de B en Q, Q es indecidibie,

(b) Si A es fuertemente separable de Ben Z y Z es counsistente, enton-

ces sus nicleos To y Ro son recursivamente inseparables.

Demostracion. - (a) Supongamos que H sepera débilmente a A de Bea Q.
Entonces A SHT y HT es ajeno de B. Como A y B san R.L., entonces
PLrnopuedeserrecmivo,porlomn,Qmpuedeserthcidihb(ya
que todo conjunto representable en una teorfa decidible, es recursivo;

ver teorema 15).
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(b) Supongamos que A es fuertemente separable de Ben Z. Entonces
A es fuertemente separable de B en toda extensitn de Z (Proposicion
3(b)). Asi, A es déhilmente separabie de B en toda extensifn consisten-
te de Z (por proposicion 2(a), Parte ). Emtonces, por el punto ante-
rior, toda extensitn consistente de Z, es indecidible. Asi, (ib, Ro) es
R.L (ya que Z es consistente).

SECCION 18.

Sistemas de Rosser.

Usando el segundo lema de diagonalizacitm en lugar del primero, obte-
nemos las siguientes extensiones de los teoremas 9 y 10:

Teorema 24. - Si todo conjunte r.e., ajeno de T* es débilmente separa-

~
blede-T*enQ, emtomces Tmoes r.e.

Demostracitn. - Sea W cuskquier subconjunto r.e. de T. Entonces W*
es r.e.; tambiéa W* es ajeno de T*, ya que W es ajeno de T. Por hips-
tesis, W* es débilmente separable de T* en Q; supongamos que H efec-
mmm Entonces, por el segundo lema de diagonalizacion,
Hhestfifuerade Wyde T. Asi, si Wes r.e. yzjeno de T, emtonces -
'ff‘;aﬁz.f-ar.e. )

Coroilario 1. - Si para toda pareja de conjuntos A y R, ' r.e., A es déhil-
mmtlaQMQum



Demostracifn. - Supongamos que T es r.e. ; emtonces T® es r.e. Asf,

para todo conjumto A, r.e., y ajemo de T*, Aendﬂihﬁatésqnnhle
de T* en Q (por hip&tesis, tamando B = T*). Bmes,pa'el‘turm
21, ‘}"noesr.e. y por cansiguiente, T mo es recursivo.

Teorema 25 (extiende el teoremsa 10). - Si para todo conjumto A recur-
sivo, ajeno de T*, A es débilmente separable de T* ea Q, emtonces Q

es indecidible.

Demostracion. (Por reduccita al absurdo). - Supongamos que T es recur
sivo; ertonces’;"sernrecm'sivoy;“tamﬁenserhrm as{, -
por hipttesis, ";_“serhdﬁhnemeseprﬂﬂecb'r‘. Emtonces (por el
segundo lema de diagonalizacitm), hhﬁuncracﬁdeG&hlm"}".
Io cual es una contradiccion.

Corolario. - Si para toda pareja de conjuntos recursivos A y B, sjenos,
A es débilmente separsbie de B en Q, entonces Q es indecidible.

Sistemas de Rosser.- Muchos de los sistermnas que se presextan

en la literatura, poseen ls importante propiedad de que para comjuntos
arbitrarios A y B, r.e, y ajenos, A es fuertemente separable de Ben -
el sistema. Nos referiremos a tales sistemas, como sistermas de Rosser.
Notamos, por la proposicion 3-(b), que tods extemsiOn de un sistema de
Rosser, es también un sistems de Rosser,
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Teorema 26. - Todo sistema Z de Rosser, consistente, tiene nGcleos

To y Ro, recursivamente inseparables.

Demostraciones. - (1) Toda extensitn formal y consistente de un sis-
tema Z de Rosser, satisface la hipdtesis del teorema 24 y por consi-
guiente, es hﬂecidihle. Asi, Z tiene nicleos R. L

(2) Recordamos que un conjunto A es definible en Z, si y sélo si la pa-
~

reja (A, A) es fuertemente separable en Z; asf, todo conjunto recursivo,

es definible en un sistema de Rosser. El resultado se sigue por el teo

rema 22,

Observaciones. - Una manera de construir una pareja R. L. de conjuntos
r.e., es tomando los nicleos de cualquier sistema de Rosser, formal y
consistente. Existe aotro método, debido a Kleene, el cual no serd con-
siderado aqul. Queremos hacer notar que si ya tenemos una pareja R.
L de conjuntos r.e., a nuestra disposicitn, en.tcnces serfa posible una
tercera demostracitn del teorema 26: Supongamos que toda pareja aje-
na de conjuntas r. e., es fuertemente separable en Z y que Z es consis-
tente. Entonces tomemos cualquier par @ , g) de conjuntos r.e., que

sea R.L. Entonces, ( a,8) es fuertemente separable en Z. Asi, (To,

Ro) es R.L, por el teorema 23-(b). .
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Inseparabilidad Recursiva de los Conjuntos Diagona

les T*, R*.

En la Seccion 2 definimos las oraciones diagomales, como aquellas de

la forma Hh, en donde H es un predicado y h su nimero de G&del. Pa-
ra’cualquier conjunto W de expresiones, definiremos ahora ;, como

el conjunto de todas las expresiones M X;(i),que estin en W.
Consnderemos los conjuntos T y R y sus correspaxhemes ctnjultm
(T)o y (R)o de nimeros de G3del. Claramente ('I')oSTo y (R)o € Ro;
asi, si podemos demostrar que (o y (K)o son R.1L., obtendremos un
resultado més f.uerte que si demostramos que Toy Ro son R.L (en ge-
neral, para A} A, ¥ B € By la meparab:hdad recursiva de la
pareja (A}, Bl)’ implica la inseparabilidad recursiva de la pareja m4s
grande (Ag, Bz), pero no sucede lo mismo a la inversa). Prooto vere--
mos que la inseparabilidad recursiva de (;‘)o y (-;l)q es implicada por
la inseparabilidad recursiva de T* y R*. Enfocaremos, por lo tanto,
nuestra atencion en estos iltimos conjuntos, a los cuales nombraremos
los conjuntos diagonales del sistema Z. Ahora deseamos demostrar que
si todo conjunto recursivo es definible en Z y Z es consistente, entonces
no solamente los canjuntos To y Ro son recursivamente inseparables, -
sino también los menores conjuntos ('})o y (l{)u, lo son; en efecto, los -
conjuntos diagonales T* y R* son R.1. Para este fin, introduciremos --
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algunas nuevas nociones y estableceremos algunas proposiciones.

Sean (A!.Az) y (By, Bo) dos parejas ordenadas de conjuntosfde nGme-
ros; sea f{x) ma funcién. Representaremos con (A}, A,)) * (B, B,),
ki comdicite de que f mapea a Ay en By y a A en By; es decir, que --
iA)) & By Yf(Az)QBZ- Diremos que f mapea 111;?*1!'33301'@“3“3
“(A1.A)). en la pareja ordenada (By, Byl Si (A, Ap) + (B,,B,), para
algmma funcitn f, recursiva, euancesdecimsque(Al,Az)puedeser
recu-m‘umene::qada en (By, 82) yestacu:di:iﬁllfla mm
cune:(Al.Az) + (81.32). Es obvio que si (Al.Az)* (Bl,Bz)ysi B
e.ajankaz. elnx:esAlesajenodeAz.

rc
Proposicita 4. - Supongamos que (Ay, A)+ (8, By) y que (B, B,) soa
ajencs. Emtonces, si(Al.Az)éouR.L también 1o sn (B, B,).

W-th@ki&qﬁn&teﬁ@l.%)
son recursivamente separables, mﬁﬁ:bsm@l.Az):

Por hipdtesis, (Al.Az)f (By, By) para algmma f recursiva y suponemos
que (By. By) son ' i separables. Entonces existe un super-
comjumtn S recarsivo, de By, que es sjeno de B, As, f (S) debe ser
uW&Ar:jmodeAry&mfySnMrmi-
n.t'lmum Por 1o tanto, A, es recursivamente separa--




Corolario. - Sea f una funcidn recursiva; sean A y B dos conjuntos de
ntmeros, ajenos; entonces si (A, B) som mltnmsq:inﬂes
tamblenlosm(f (A),t (B». Di:htkmm sif (A)u
R.I de f '), entances A es R.L de &

Demostracion. - Es immediato de la proposicitn 4, yape(l'l(A).
- £
'@ > @b

Proposicion 5. - Mch'yYhmt
Q:
Ic -+ -+ Irc
(a) (W*,V*) + (Wo, Vo) + (Wo, Vo)
rc
(b) (H“,l-b) - (‘Yo,Vo) (para cualquier predicado H).

Demostracién:

(a) Por la proposicion P, ~(a), seccita 8, W* = 0 }(Woj), en donde D es

la funci6n diagonal. Cimamevmsobahimpme‘

Wo bajo D, simqmeshhmpmdelmemjm'o.hjo
D. Asi, W* =D Y(Wo) y v* = D"}(Vo). Por Io tanto, (W*,V*) ~ (Wo,

Vo) Como D es recursiva, sedmeque (W‘,V') m(;o.*Vd. También

(Wo, Voy* (Wo, Vo) (ya que Wo S Woy Vo S Vo

(b) En Ia proposicién P,~(b) de la seccidn 8, vmmqnﬂ'sogfwo);

asf, (Hw.l-lv):h (Wo,Vo) y ¢, es recursivo. Esto demuestra (b).

Proposicidn&-SenWchhlcmj‘aeth.m
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Entomces:

(a) Si (W*,V*) son R.I., también lo son (*Wo,;fo).

(% Para cualquier predicado H de Q:
{H'.Hv)'scnk.l.—'(Wo,Vo)sa:R.L

Demostracitn. - Es inmediato de las proposiciones 4 y S.

Teorema Z7.- Sea Z un sistema consistente en el cual todo conjunto
recursivo, es defimible. Entonces:

(1) (T*,R*) sam R.L

(2) (To, Ro) scn R.L

Demostracidn. - Supoagamos que T* y R* son recursivamente separa-
bies; emtonces habrfa un superconjunto recursivo A de R*, ajeno de T*.
Por hiptesis, este comjunto recursivo A serfa definible en Z. Esto se-
ria contrario al teorema 6; por lo tanto, T* y R* no pueden ser recursi-
vamente sepurables. Este demuestra (1); el punto (2) se sigue de la pro
posicida 6—(a).

Carolario 1. - Si Z es um sistema de Rosser comsistente, eatonces (T*,

R*) som R.L (al igual que (To, Ro)).

Una demostracidn coastructiva del corolario anterior, es como sigue:
Supoagamos que Z es ua sistema de Rosser, m;mAyB

respectivos superconjuntos r. e. &n“y'r‘. Deseamos exhibir un nG-



mero fuera de A y de B. Por hipOtesis, hny_m}lqmsep-
rafuenemeaAdeBaZ,esteprMmmﬁ&ahm—
nor pareja (R*, T*) en Z. Bmpnreltms._ Iz oracifn Hh
es indecidib}eenZ;estosigmﬁmquehestifméurycbﬂl.—
Asf, h estd fuerade A y de B.



CAPITULO 1V

ALGUNOS SISTEMAS FORMALES
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Introduccidn. - El estudio de los sistemas formales ha sido de
extrema importancia para las ciencias de la compwtacion, ya que,
por mn lado, la maturaleza misma de las miquinas nos impele a for
malizar los problemas a los que deseamos dar solucion y las activi
dades que queremos Tealizar mediante las computadoras, mientras
"~ que por otro lado, la formalizacifn representa un método muy efec
tivo para entender clases enteras de problemas, reduciéndolos a ca
sos particulares de esquemas abstractos de tipo general.

Dedicaremos este capitulo final a hacer ver como muchos de los con

ceptos que las ciencias computacionales manejan, son efectivamente

cascs particulares de los sistemas formales y como los problemas -

esau:ialescbbasistanufaﬁnles. 8e repiten en todos €808 Casos.

En:rekismprﬁcuhresahsqmdirigiramsmesmaten--

cidm, euh:(l)umd.eprtmaa'dmylas,teﬁrinsum&ﬁcas,

incluyendo a la aritmética; (2) Los lenguajes (artificiales); (3) Los au-
tGmatas y los sistemas de thue y, finalmente (4) Los llamados™ siste
mas de informacitn”.

SECCION 1.

Teorias.

For ma teorfa (T), Wmm&.?ﬁsm&m-
m Mhmmnhvamaemg:
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(1) Un a¥abeto finito K, junto con una numeracion de Godel g, admi-

sible, de K sobre N.

(2) Un subcanjunto recursivo de K, cuyos elementos son llamados --
férmulas (bien formadas).

.

_ (3) Una funcién 1 a 1 que asigna a cada férmula F, una férmula +F,
Namada la negacién de F. El conjunto de parejas ordenadas (F, “F),

debe ser recursivo.

(4) Una funci6n 1 a 1 que asigna a cada pareja ordenada (F, G) de fér-
mulas, una férmula F 4 G, llamada la conjuncién de F y G. El con-
junto de todas las ternas (F, G, F A G), debe ser recursivo. Denotare-
mos con FV G a la formula ( ~FA ~ G); con F3G, a la férmula --
“(F A vG)yconF =G, alaf6rmula (F2G), (GDF).

(5) Una secuencia numerable (xy, Xg, - . ., Xj, - - . ) de cuerdas (en K) --

Ilamadas variables (individuales libres). Ninguma variable seri una

férmula. La funcion f(n) = g(xp) debe ser recursiva. El conjunto de

todas las variables, debe ser recursivo. Para cualquier variable x y

cualesquiera f6rmulas F y G, las siguientes condiciones deben cumplir
se: '

(i) x es parte de F, s8i y s6lo si x es parte de F.

(ii) x es parte de F A G, si y s6lo si x es parte de F 6 x es parte de G.
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Para cualquier variable x y cualesquiera cuerdas X y Y, denotare-

x . .
mos con Xy al resultado de substituir con Y, a todas las ocurren-
cias de x en la cuerda X. Las siguientes condiciones deben cumplir-

se:

X X
(iii) (v F)y = (Fy)
(iv) (F AG)y = Fy 4Gy

(6) Una funcion 1 a 1, que asigna a cada férmula F y cada variable x,

una férmula ( 3x)F, llamada la cuantificacion existencial de F con --

respecto a x. El conjunto de todas las ternas (F, x, ( 3x)F) debe ser
recursivo. La variable x no es parte de la férmula ( Ix)F (estamos
pensando en aquellas formulaciones de la l6gica de primer orden en
las que las variables acotadas son distintas de las variables libres).
Para cualquier variable y # x, y es parte de ( 3x)F siys6losiyes
parte de F. Se deberi cumplir que:

M (FoFry = (IoF;

(ii) Si y 7 x entonces (30F), = (FxKFY). Escribiremos (Yo)F,
para denotar a (( 3x)¥~ F)). La formula (Vx)F es llamada la cuanti-

ficaci6n umiversal de F cg respecto a x. Diremos que una férmula

u oracién es cerrada, si ninguna variable (libre) aparece como parte
de ella.

(7) Una funcion 1 a 1 que asigna a cada ntmero entero positivo n, una
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palabra n, Hamada la expresién numérica asociada a n. La funcién

f{n) = g(n), debe ser recursiva. Ninguna expresi6n numérica es una
variable o una fiwrmula. Si x es parte de F, emmcesF% es una for-
mula.

(8) Un comjunto A d¢ oraciones, Ilamadas axiomas de (T).

Sea W cuaiquier conjunto de oraciones de (T). Diremos que W es un
comjunto perfecto, 8i y s6lo si tiene las siguientes tres propiedades:

(1) Para cualquier oracion X, la oracitn ~X estd en W, si y s6lo si X
Do estd en W (consistencia y completez).

(D Unaoracion X AYestfen W, siys6losi Xy Y estdnen W.
(S)Lhna'acim(Jx)Festien,W, si y s6lo si existe al menos un nGme
ron, qlqmF;estja:'.

Sediceqmmamciﬁnx.esmacmsecmm de un conjunto W
de araciones, si y 36lo si X estd en todo superconjunto perfecto de W.
Diremos que X es logicamente vdlida (en el dominio numerable de los
enermpnstiwﬁ). si y 86lo si X es un elemento de todo conjunto per-
ieao;quvalatm 8i y s6lo s8i X es una consecuencia Iégica del
comjunto vacfo de oraciones. Ahora definimos al conjunto T de los teo-
remas de (T), como el conjunto de todas las oraciones que son conse- -

cuencias logicas del conjunto de axiomas A.
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SECCION 2:

Teorfas de Primer Orden.

Los simbolos de una teoria (T) de primer orden, son bisicamente los
siguientes: los conectivos proposicionales + , 33 ; Jos simbolos de pun-
tuacioén (, ), 3 (la coma no es estrictamente necesaria, peroeé comve—
niente para mayar facilidad en la lectura de formulas); n conjunto ‘ou
merable de variables xl.kz, «..; un conjunto finito o mmerable (no va-
cio) de simbolos de predicados Py, Py, .. .; un canjunto finito o numera-
ble, posiblemente vacio, de simbolos de funciones, f,g,h.fl.fr...; y
finalmente, un co_njunto finito o numerable, posiblemente vacio, de --
constantes ai(i »1). Asi, en una tearfa (T), algunos o todos los simbo
los de funciones y de constantes individuales, pueden fakar y alginos
(pero no todos) los simbolos de predicados, pueden fakar, Diferentes
teorfas, pueden diferir en aguellos de dichos simbolos que ellas poseen.

Las definiciones dadas anteriormente para té&rminos y férmulas bien -

formadas y para los conectivos proposicionales A ,¥ ,= , son adopta-

das para cualquier teorfa de primer orden. Es obvio que para una teo

ria T particular. s6lo aquellos simbolos que aparecen en K, son usados
para la construccifn de té&xminos y férmulas bien formadas.

Los axiomas de una teoria (T) son divididos en dos clases: los axiomas
l6gicos y los axiomas propios o no-10gicos. Los axiomas Mgicos son -
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aquellos que se asumen para cualquier teoria, a diferencia de los
axiomas propios, los cuales son particulares para la teorfa a la que
pertenecen (m ejemplo de axiomas propios. son los axiomas de la teo
ria de grupos: existencia de un neutro aditivo, la existencia del inver-

soaditivoyhasqciatividzddelaq)eraciﬁqdesmna).

Axiomas l6gicos: Sean A, By C férmulas bien formadas de (T); enton
ces los siguientes son axiomas l6gicos:

(1) AD(BDA).

(2) (ADBICHD((AD B (ADC)

(3) (~ BOVA)D((+vBDA)DB)

(4) (Vx)A(xj)DA(1), en donde A(x;) es una férmula bien formada de
(T) y t es un término de (T), libre para x; en A(xj). Noétese que aqui
t puede ser idéntico a xj, praporcionando as{ el axioma (in)A(xi):)
A(xj).

(9  (YxiXADB)(AD (Vx)B), en donde A es una formula bien for-
mada de (T) que no countiene ninguna ocurrencia libre de x;.

Axiomas Propios: Estos no pueden ser especificados, ya que varian
de teorfa a teorfa. Una teoria de primer orden en la cual no hay axio-
mas propios, es]lamachmcﬂculop-nposicmldepﬂmerorden.

Las reglas de inferencia de cualquier teoria de primer orden, son:
(i) Modus Ponens: B se sigue de A y ADB. ’
(i.i)Generalimh:(Vq)Ase;ignedeA.
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Un modelo de una teoria (T) de primer orden, serd uma interpreta-

ci6n en la que todos los axiomas de (T) som vilidos.

Esclamquesilasreglasdeﬁ:fermc'n(i)y(ii)smqﬂicadu a for-
mulas bien formadas, verdaderas, en una inferpretacion dada, enton
ces los resukados de dichas aplicaciones, son también verdaderos;
por lo tanto, todo teorema de (T) es verdadero en cuaiquier modelo

de (T).

Ejemplos de Teorias de Primer Orden.

(i) Orden Parcial. - La teorfa (T) contendrd un solo predicado P y nin-
gtn simbolo de funci6n ni de constantes individuales. Escribiremos
Xj < xj en lugar de P(xi.xj).y x; £ xj, €n lugar de «(xj <xj).(T) tiene
dos axiomas propios:

(a) (W xyXx) £ xy) (trreflexividad)

(b) (Vxl. Xop X3)xy < Xy A X < X3IIX;< x3) (Transitividad)

Un modelo de esta teorfa, es llamado una estructura parcialmente or-

denada.

(ii) Teorfa de Grupos. - La tearia (T) contendrd un predicado Kx, y),
tmafuncidnf(x.y)ymacantaxeimlividmlal. Escribiremos x =y
en lugar de Kx,y), x +y en lugar de f(x,y) y O en lugar de a,, para -
ser congruentes con la notacin convencional. Cammsprwm
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de (T), tenemos:

(@) (Wxq, X xgXx] + (%9 + xg) = (X} + Xp) + X3) (Asociatividad)

) (¥x,) (O+xy=x)) (Identidad)

© (V¥xp) (3xp) (xytx; =0) (Inverso)

@ (¥xp) (x) = xp) (Reflexividad de = )
(e (Wxp,xp) (x) = X9DX, = Xj) (Simetrfa de =)

©® (Vx1. x50 x3) (x = x;D(x, = X3D%) = x3)) (Transitividad de =)

g) (Vxl,xz. xg3) (12 = x33(xl txy= X +x3

Xgtx) =x3+ xl)) (Sustitucion de =)

Un modelo para esta teorfa, es llamado un grupo. Si, en adici6n, la -
f6rmula bien formada (Vxl. x2) (x1 + X, =X, + xl) es verdadera en un

grupo, éste es llamado abeliano (o conmutativo).

Las teorfas de orden parcial y de grupos son axiomiticas. En general,
cualquier teorfa con un nGmero finito de axiomas propios, es axiomati-
ca (es decir, que dada cualquier f6rmula bien formada, se puede deci-
dir si es 0 no un axioma), ya que obviamente se puede decidir si cual-

quier férmula bien formada es un axioma lé6gico.

SECCION 3:

Los Lenguajes Formales.

Los lenguajes formales son conjuntos de cuerdas sobre un alfabeto K
arlitrarib. En su estudio puede interesarnos, bien el decidir que --
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cuerdas son parte del lenguaje (sintaxis) o cual es el significado de
tales cuerdas (semdntica). Aunque ambos aspectos pueden estudiar
se desde el punto de vista de los sistemas forn;ales, solo discutire-

mos aquf el referente a la sintaxis.

Una gramaética es un cuadruplete G = (K,V—r, ¢ » o) en donde:

(as K es el alfabeto o conjunto de simbolos necesarios para el estudio
de la gramdtica.

(b) V es un subconjunto de K, llamado el alfabeto terminal, al cual
pertenecen los elementos que forman las cuerdas del lenguaje.

(c) ¢es un conjunto de reglas de la forma "X+ Y" en donde X ¢ K-VT
y Ye K, que indica que la cuerda Y puede reducirse en el elemento X
(o equivalentemente, que X puede generar a la cuerda Y).

(d) a €K - VT' es el tipo sintdctico fundamental, a partir del cual es

posible generar todas las diferentes cuerdas que componen el lenguaje,

por medio del siguiente proceso:

Se dice que "y se sigue inmediatamente de x" (escribiremos x . y)
para x,ye K, siy so6lo si existen XeK - VT y cuerdas u, v, w, tales
que x = uXw, y =uvw y existe una regla en ¢, de la forma X + v. Di-
remos que "y se sigue de x" (x : y) para x,y <K, si existen x;,x,,

.+ .»Xp tales que: x =X X, TY YX £ *i+1 (g i <n). Finalmente,

se dice que la cuerda x¢ VT es aceptada por la gramitica G (o equiva-
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lente, x es una frase del lenguaje) sia +« x; se define un lenguajezb
sobre la gramitica G , como el conjunto

’c-'-{x'xevrn a: x}.
ﬁsta nocifn de lenguaje formal, coincide ciertamente con uno de los -
casos particulares de los lenguajes de Chomsky (los llamados "Libres
de Contexto™).

La reduccién de gramiticas a sistemas formales es un proceso directo;
en efecto, podemos pensar en q(el tipo sintictico fundamental), como
el tmico axioma del sistema; K corresponde al alfabeto del sistema for
mal y ¢ es el correspondiente conjunto de reglas de inferencia del sis-

tema.

En este caso particular de sistema formal, las pruebas o demostracio-
nes tiemen la caracteristica de que s= inician siempre a partir de un so
Jo axioma y que cada nueva expresién de la prueba se obtiene a partir
del paso anterior, por la aplicacién de una de las reglas de inferencia
de ¢ . Finalmente, los lenguajes tienen la particularidad adicional de
qmmprmhsdpcmch:yecmdohﬁkime:presiﬁ:deésm, estd
formndaaﬂoporelanmde(qmpénenecenalsuhlﬁahaovr de
manera que. a diferencia de otros sistemas formales, en que a partir
demdam“m"pmdmdah:irsemtegm en los lengua
jes ésto no es posible ya que todos sus tearemas son “terminales” --
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(es decir, que de dichos teoremas no se pueden deducir otros), los cuales

constituyen las frases del lenguaje.

Queremos hacer notar que las reglas de una gramxlca, conservam -

una "propiedad gramatical”, mientras que el tipo sintdctico fundamental
posee todas las posibles propiedades gramaticales; asi, por ejemplo, la
gramética,

G=(S,a,b}, {a,b}l,¢,S)endondes ={S «ab, § + aSh) , define

un lenguaje formado por expresiones de 1a forma (ab, aabb, aaabbh,...};
en este caso, podemos decir que S (el tipo sintictico fundamental) tiene -
la propiedad de contener el mismo nGtmero de a's (cero), que de b's (ce-
ro), y que las regias de ¢ conservan dicha propiedad.

En los casos de graméticas mis complejas, probablemente es muy difi-
cil describir las propiedades que las reglas de inferencia preservan, --
siendo tal vez mas facil la descripcién de la gramitica misma.

En los lenguajes formales, los problemas de decidibilidad son mfnimos,
va que las gramidticas para dichos lenguajes son frecuentemente construl-
das de tal manera que existan algoritmos para reconocer las frases del
lenguaje (traductores. compiladores, analizadores sintdcticos, etc.), -
por otra parte, el concepto de representabilidad de atributos, es de ex-
trema importancia en el disefio de lenguajes.
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SECCION 4:

Autématas.

Existen varios caminos para reducir el concepto de autémata al de

Jos sistemas formales, uno de los cuales ibara el caso de autématas
secuenciales con 'un niimero finito de estados), consiste en tomar el
estado inicial del autémata. como axioma Gnico; las transiciones son
las reglas de inferencia del sistema y los alfabetos de emtrada y sali-
da, unidos al conjunto de simbolos usados para representar los esta-
dos del aut6mata, corresponden al alfabeto K del sistema, de donde se
sigue que cualquier computacion realizada por el aut6mata, coincide --
con el concepto de prueba y las coofiguraciones finales del autémata --
pueden considerarse como los teoremas del sistema. Este tipo de for
malizacitn del concepto de autGmata, es frecuentemente usado en la
literatura, bajo el nombre de "semi-sistemas de Thue", sistemas que
abarcan, ademds de las'mﬂuims secuax:iaies, los diversos tipos de
autéanatas que se canocen, asi como las gramiticas discutidas en la -

seccifn anterior.

Un semi-sistema de Thue es una té&rada T = (K, B, A, ¢), en donde K es
wn alfabeto finito 50 vacio; B es m conjunto de cuerdas (palabras) en K;
A es un axioma Gmico (0 un esquema de axiomas) formado a partir de
elementos de B¢ es un conjunto de regles de inferencia de la forma: --
XgY+ X g Y,endondeg, g c By XYY son variables simticticas
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usadas para representar cuerdas de B.

.

‘La interpretacion de estas reglas consiste en pensar que ma ocurren-
cia del elemento (cuerda) g, en la cuerda X gY, pueden ser substitul
das por la subcuerda g’, para obtener X g* Y. La reducciom de las -
gramdticas, discutidas en la secci6n anterior, a semi-sistemas de -
Thue, es inmediata; para el caso de aut6matas, basta estudiar el ejem

plo siguiente:

Sea K = {#,a,b,qo,ql,qz,qa } ; el axioma A es "qox#", en donde x es
cualquier cuerda en "a" y "b" y las reglas de inferencia son las descri.
tas a continuacién; en todas estas reglas, R tiene la forma x#, en dom-

de x es una cuerda en los simbolos "a" y "b":

l.- qgaR ~ q1R
2.- q;bR » qpR
3.- q;aR ~ q3R
4.- qaR 7 qR
S. - qth + q3R

6. - ql# d q1
7.- qz# > qy
8.- q3# + qg

9.- qgaR » q3R
10.' quR > qu



Este sistema corresponde a un aut6mata capaz de reconocer todas
Ias cuerdas de la forma ab, abab, ababab,...etc.

En el caso de los aut6matas, podemos decir que todos los problemas
de los sistemas formales, son relevantes, ya que un tipo de aut6mata,
conocido como la méquma de Turing, es capaz de computar cualquier
funcida recursiva y por lo tanto, coincide con el concepto mis gene--
ral de sistema formal.

SECCION 5:

Los Sistemas de Informacidn.

Estos sistemas estdn esencialmente constitufdos por un banco de da--
tos (informaci6n almacenada en disco, cinta magnética, etc.) y una se
rie de mecanismos (programas de computadora) capaces de actualizar
el banco de datos y efectuar consultas sobre la informaci6n contenida

en éste,

Usualmente, el banco de datos se refiere a un cierto sistema real, cu-
yo comportamiento trata de imitar el sistema de informaci6n. El ban-
co de datos estd formado por ''registroe”, cada uno de los cuales repre-
sema amodebsahummqwcax;pmmelsi.stanadelmundoreal.
Los registros, a su vez, eainfm'xhadnspm'"canlpos". en los cuales
se almacenan algunos de los atributos que poseen .los elementos del sis
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tema real.

.

El sistema de informaci6n puede entonces ser estudiado como un in-
tento de formalizar la evaluacitn del sistema réal, implementando -
procedimientos formales (reglas de inferencia) que sirvan como la
descripci6n de los mecanismos del mundo real mediante los cuales

los -elementos del sistema son capaces de variar sus diversos atribu-

tos.

En este sistema formal, el alfabeto esti compuesto por un gran nt-
mero de palabras y letras del propio idioma Espariol, junto con los

10 digitos y simbolos especiales, siendo posible formar con este al-
fabeto, una jerarquia de categorias gramaticales, como son el "cam-
po'', para representar el vaiorr de un atributo, el "registro”, para --
describir un elemento del universo y el propio "banco de datos”. Las
reglas de inferencia, como ya hemos dicho, son los mecanismos para
modificar la informacion contenida en el banco de datos y el conjunto
de axiomas est4 formado por uno solo, que es el estado del sistema de
informaci6n en un instante dado (como por ejemplo. el momento de su

creacion).

Siguiendo este razonamiento, cada nuevo estado del sistema, en el pro
ceso de su evolucifn, es un nuevo teorema, de tal modo que el conjun-

to de teoremas es infinito.
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En los sistemas de informacion se presentan muchos de los proble-
mas esenciales de los sistemas formales; en particular todos aque-
los relacionados con aspectos seménticos, como los de consisten--
cia y completez; de esta manera, el sistema de informaci6n no debe
contener contradicciones en sus mecanismos y, por otra parte, debe
ser capaz de representar y mantener absolitamente todos los aspec-
tos importantes y relevantes del sistema real.

En cuanto a los problemas de decisi6n, &stos no son de mayor impor-
tancia para el desarrollo de un sistema de informaci6n, excepto en --
aquellos casos en que se intente dotar al sistema de mecanismos adap-
tivos que hacen necesario considerar al sistema de informaci6én como
parte de la realidad (cambiante), cuyo proceso se trata de representar
por medio del sistema de informacita.

Finalmente, como en los otros casos, el sistema de informaci6n debe
ser dotado de un conjunto de propiedades que deberdn ser conservadas
por las reglas de inferencia del sistema; tales propiedades se reducen,
en este caso, a una sola, la de que el sistema conserve la concordancia

* de la informaci6n en el banco con la informacitn relevante del sistema
real
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