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PI.OLOGO. 

El cbjdivo fundamental del presente estudio, es el de proporcionar, de 

1a n:waeia mAs clara posfbfe. las tWhriciooes y .los resultados más im

por:taates aabre 1oa cmles descansa la teodá"de los sistemas formales, 

querieado t.:er -.er. a 1a vez. que muchos de los conceptos manipulados 

ea las mts diYenaa ramas de la ciencia especialmede en la ciencia de 

1a ca,,-cw Ma, IIOil cietl»n!eiCe c.asoa puticulares de sistemas formales 

y qae.. pr lo tala.o, como tales peden ser tratados. No pretendemos que 

todaa esto11 coan,,roa deban ser siempre manipulados desde el pllllto de -

vitlta de las Sistema• Fonnalea. pero creemos, sin embargo, que en -

dei.tt.w CU011 particu1area puede eer de gran ntUidad la aplicación de los 

imponaltm resekadoa· que ha sido obtenidos como producto de valiosos 

....,.._ reattzadm aobre la Tearta de Sistemas Formales • . . 

I...aa primu.w trell apb•lcw; &a. wixia para s~ las bases ñmdamenta-

1es de la Toerfa de Sicemas Farmales, miedxas que en el capitulo IV 

ae .prop<mdd ana fonmttudaa para algunos impon.antes conceptos de 

la Ciew::ia de la ~ tales como la lAgica de Primer Orden y 

la Teorllls A:dom*icas, los J mgawje&_ Artificiales, 1os A.aOtnatas con 

m Nlmero Finito de Ecadc:w y, flnahniwe, lo& llamados Sistemas de 

p1lficar 1a manera en que muchos Ctto& ccoceptos pueden ser enfocados 



desde el punto de vista de 1m siat_,.. fanmles,. y c:cwidexm que 

en otras aplicaciones concretaa,. cada leclm' debed eacop:• !U8 ~ 

pios métodos de forrnalizaci&I. que en cada c:aao • .,.._ a - ae

cesidades, de 1a mejor maen. 

IL 



l. 

CAPITULO l. 

SISTEMAS MATEMATICOS FORMALES. 
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SECCION O: 

Definibilidad por recursión. 

Ea 1a J..iter.atun matemkica existen diferentes maneras de definir -

caaj.-:r:a; - de ellas. 1a mis simple cpd:d., es enumerando todos -

1m elemeur:cw que cc::mpwen al conjlaa. a1a1ue en conjuntos cierna - -

siado 1s1wa 6 cm m mhue10 iafinico de eJemenrm, ésto es imposi

bie de llacerse. Otra forma de bacerlo. que es oonna.Jmente, más -

f:lcil y dpidl.. o:w,siste en establecer 1aJI prq,iedades comwes a to-

doll 1r:l8 L ,_.,,. w del cmjuato. Ua tipo de dffbrición, que sigUe e!-· ,.., 

ltneamiel:011, y ea 1a qae eau.remua interesados a lo lacgD de este e! 

tudio. ea 1a !Jamada "defin:ici6a por recursim". En este tipo de defi

llic:iOli.. 11e etOUt--s:e pt imero m cooj1d0 de a:aicxoas para los miem- -

l:ral del CIJlljldo W «pe 11e quiere c:cfinir; 1iJe$O se dan ciertos axio-

mas de 1a fcrma: "Si tales y tales elem«'ld:OA pertenecen a W, entonces 

cales y tales , ,e.t•1Wo""innes de ello&. eada r:arnhfflff en W"; luego el -

uicma fiDa.l. que padrfa ser URIIIAdo "dlmula de recursioo": "Más -

.... a5II> .. eJ,; oei4«w dd'io;.;tna pr 1aa aúJmas anteriores, perten~ 

cea ar. 

La "deflaici&t par recunim" aed mú clara con un ejemplo: Sea K el 

alfalwoto o-istem:e de loa da& signoa a y b. ~ que deseamos -
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definir el C<Djunto S. consistente de todas las cuerdas de los dos -

sfmmk- a y b. pero estos símbolos deberln ser alternados ( es de

cir, que., contienen da& ocurrencias consecutivas de a 6 de b). Po

demos definir implícitamente al cmjmito ~ estipulando los siguiert

tes adoroas para, .los miembros de S: 

Auama l. - a es m elemento de S. 

AJCi0ma 2. - b ea 1111 elemento de S. 

A ricma l. - ab ea un elemento de S. 

Arinnw .. - la ea m elemento de S. 

Axioma S. - Si u es un elemento de S ( en donde x es· cual- -

quier cuerda). emooces xab es am elemento de 

s. 

A riorN 6. - Si xb es m eJeme.m de S., entooc:es xba es tm -

elenento de f:. 

Aximna 7. - Ningdo elemmro esl1 en S., a menos que "se si

ga" de los axiomas 1 a 6. 

Ahora rmveLtinals el sistema iDfonnal anterior, en 1m sistema for

mal preciso. Primero abreviamos las frases de 1a forma "x es tm -

elemento de S", por "x E S" 6 equivahttemeote "Sx" (léase: S conti~ 

ne a x). Tambi& abreviamos 1as frases de 1a for:ma ''Si ( ) ent0_!! 

ces(---)" por 1a abreviaci6n simb6Uoa usual"(---) -.(-----)", 
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lo cual debe leerse como" 1-( --1) implica(-----)". 

Ahora podemos reescribir kls axiomas anteriores en forma · simbO

lica: 

1.- Sa 

2.- Sb 

3. - Sab 

4. - Sha 

5.- Su + Sub 

6. - Sxb + S.da 

Daremos también ma definici6n mú precisa del concepto "aeguirae 

de": Oiremos que una cuerda X. "se sigue" de 1m •ñMiMM 1 a 6, si 

y sólo si, X puede aer otirmidt de estm seis uioma8 par un nOmero 

finito de aplicacimes de 1as siguientes dm reglas: 

Rl. - Substituir cualquier cuerda de los signos a y b, par -

la variable <L 

R2.- De las dos cuerdas "X¡" y "X¡ + X2" ae puede deri-

var "X2". 

Ahora podemm definir al conj~o S, como el conjunto de todas las -

cuerdas en a y b, tales Q1E SX puede ser derivada de los axiomas 1 

a 6. usando las reglas Rl y ll2. En este sist~ el canjuato "S" m-



5. 

preeenta al cmjunto de todas las cuerdas en a y b. alternadas. 

El .. erim' ea UD ejemplo simple de mt sistema formal elementaL -

LCIB sfad!oloa a y b 80B Damadoa 1m signos iniciales; "x" es llama

da ma variable (por la que S\Etitufmos cuerdas en los signos inicia

Jea); el sfmlmlo " +:. es llamado el signo de implicación y fioahne_!! 

te, "S" ea UD ejemplo de un predicado (los predicados son usados P.! 

ra 1 q:a ..-ar caaj.-os y relaciones). 

Ahon daremoa im drfinici6n precisa de Sistemas Formales Eletn~ 

ta.lea. 

SECCION 1: 

Si•temas Formales Elemeatales. 

Nocioae• Preliminares. Fbr m •lfabrl:o 1:. queremos decir un 

ctllljiaO> fiaito y cxlkWiu dé elea, •·• llamado& dnbolos. signos 6 

1etraa de 1:. Cualquier NCICiM ia 1iDel.1 'f crdenada de sfrnbolos de K 

(meada ordenada de.,,,.,., .... de 1:). es llamada - eq,resim. una -

palabra o im cuerda ea 1:. DeNlat emos par! al rmjmao de todas -

i.. arn1M ea 1:. Para cwleeqni«'a a alinhnJo& x.1•7 .... x.0 de K. -

.a X• x1si- .. x_. la ca::nla de! cuyo i-6dmo •finbolo (para i • n), 

es xt· r k woww a a, la Jangk:11d de eata caerda. Si Y es - -

rm11bf6¡ ·- caerda r1 , 2 ••• fm ea ~ .,._,.-wi1110S XY 
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como la cuerda en!, tal que XY = x¡x2 ••• ; Yl'J2Ym• es decir. la 

cuerda de longitud n + m. cuyo i-ésimo sfinllolo es Xi• pera i" a. 

y su j-ésimo símbolo es yj-n• pera j > JL J leN•WWW a XY el -

producto o concatenación de X y Y. La operacic.1n de c,;n.;:ar w ii'm 

de cuerdas de _!5. es obviamente asociativa (es decir (XY)Z=X(YZ». 

sin ~mbargo no es coomutativa (6 sea XY ; YX). a meno& que el -

alfabeto K contenga s6lo ~ elemento. Si 1' y L scm alfabeuw y si~ 

do símbolo de K es también m símbolo de L, entooces dedmcw que 

K es lDl suba.lfa.beto de L; equivalentemente. Les uaa ~ de -

K. Con el símbolo K S L denotaremos que lC es m ,,..,_Jfatrro de L. 

· Defin ici6n de un Sistema Formal Elemental. -

Por lDl Sistema Formal Elemental (E),. sabre tm alfabeto K. quere

mos decir una colección de 1os siguientes objetos: 

(1) El Alfabeto K. 

(2) Otro alfabeto de sftnbokw, Ilamadaa ftriables. 

(3) Otro alfabeto de sfmbokJs. llamadoa prri ams, cada 

lDlO de 1os c\81es tiene asipado 1111 uGme.to entero pmi

tivo, )Jamado su~ 

(4) Dos símbolos mA.s. IJernedm el aigm> de i11 i!! re ll'lil y - . 

el signo de puatmciOn. 

(S) Una secuencia finita A¡.A2- .... ~. de cuea:das de!, -
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que son fórmulas bien formadas, de acuerdo a la definición que da

remos más adelante. Estas cuerdas son llamadas los axiomas del 

sistema (E). 

Es requerido, en la definici.On anterior, que lós aHabetos (1) a (4), . 
sean mutuamente ajenos. 

Los elemen:oe de K serán usualmente dena:ados por "a", ''b", etc., 

coo o sin subíndices; las variables serán denttadas por "x", "y", 

"z", "w", "v", etc., coo o sin subíndices. Los predicados serán -

denccados por "P", coo o sin subíndices. El signo " -+" será el s~ 

no de implicacioo del sistema y. finaJmente. el signo de puntuación 

será una conia ", ". 

Sea K el-alfabeto formado por 1os sím.hoJos ªI•ª:z. .•• •&u· Se define 

un término e de (E), como cualquier cnerda formada por elementos -

de K o por variables o por ambas cosas. Así. por ejemplo, 

a¡xya2ya¡ es un término de (E). 

Definimos una F6rmula Atómica de (E). como una expresioo de 1a f<>E 

ma Pt¡ ••.. , tui, en donde Pes UD predicado de grado m (es decir, un 

predicado con m argume,n,s) y c1 •...• ~ son términos. Una FOrmu

Ja Bien Formada F de (E). sed 1D18 MnnuJa atómica F¡ 6 una expre

sioo de 1a fanna F 1 -+ F 2 +. • • + F n• en la cuaJ... cada F i es 1B'Ul -
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fórmula atómica. Las fórmulas F 1, F ~ •.• , F n• soo llamadas las 

componentes atómicas de la fOrmula compuesta F 1 + F 2 + •.. + F0 • 

De la misma forma, cualquier fórmula atOmica F será llamada una -

componente atómica de sí misma. 

En una fórmula compuesta F 1 + F 2 +F3, el signo de implicaciOn ~ 

be ser tomado coo asociación a la derecha ( es decir, como "F 1 impli -

ca que F 2 implica Fg", o equivalentemente: "F¡ implica (F2 implica 

F3)). Debemos notar que la fórmula F 1 + F 2 + F 3 es equivalente a 

la proposición: "Si F 1 y F 2 son ambas verdaderas, entonces también 

F 3 lo es". Más g~neralmente, F 1 + F 2 + . . . + F O significa que -

"La conjunción de las premisas F 1,F? ••• ,Fn-l• implica F 0 "; en es

ta fórmula, diremos que F 1, F ~ ••• , F n-l son las premisas y F n la -

conclusión. A lo largo de este estudio, daremos a 1a fOrmula ''X¡ ... Xi' 
el significado ''X¡ implica x2", solamente en caso de que x1 sea una -

fórmula atómica; en caso cootrario, el significado de dicha fórmula -

puede ser distinto. 

Dada una fórmula bien formada X, designamos una instancia de X, a -

cualquier cuerda obtenida a partir de X, smstituyendo todas las varia

bles que aparecen en ella. por cuerdas de elementos de K. Una fmmu

la bien formada que no contiene sfmboloe de variables. es llamada una 
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una oración. 

Un tcut euw o cuerda demostrable de (E). . es tm axioma de (E) 6 cua! 

quier cuerda que se puede derivar de 1os axiomas de (E). por lDl nú-

mero finito de aplicaciones de 1as siguientes dos reglas, llamadas - -. 
"r~ de i:nferencia ": 

R.egla L - Substitución de variables por cterdas de elemen

tos del(. 

R~ II. - (Modus lutens) Derivar 1a fOrmula x2 a partir de 

1as f6rmu1as "X¡" Y "X¡ +X2''. siempre y cuan

do x1 sea fórmu.la atómica. 

Eli«ea formas altenatmat1 para definir sistemas furmales, que son -

e.quná1eatea a 1a definiciOII anterior; 1a definición que hemos dado ant~ 

SECCION 2: 

llepre•eataltilidad ea Sistemas Formales Elementales. 

Si "P" es • pndcado de grado l en un 8istema úrma1 elemental (E) s~ 

bre el •Pfebeto i: y "W" es • c.onj~ de cuerdas de elementos de IC, ~ 

c«n::ea de: btMw que "P" t..pcauiLa a. "W" m. el aUtema (E). si y sólo -

Si. para c:wlqnier cuerda X en!, ae cumple 1a aigui~e condición: 



X e w- PX es demostrabJe en (E). 

Análogamente. si "P" es un predicado de (E) de grado n. entonces -

decimos que "P" representa al e~ de eaeeda• de cuerdas 

(X1• x2 •.•.• Xn)• tales que PX¡X2-. ·Xú es demaattable ea (E). 

De aquí en adelante, el término "~o" ser4 \.ado como un tér-
.. 
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mino colectivo para conjuntos y relaciones; en forma mis pre::isa, -

para cualquier conjunto S. lD1 atributo en S des.ignar4 ua subconjunto 

de S ó lBl conjllllto de eneadas de elementos de S (aunque este signifi

cado del término "atributo" no es universal en la literatura matemá

tica. en el presente trabajo no dará lugar a ambigiiedades. ya que -

siempre será usado en este sentido). 

Se dice que un atributo "W" de c;perdas en K E formalmente represen

table sobre ! (abreviaremos L r. ). si y só1o si "W" es representable 

en algQn sistema formal elemental sobre el aJfaJ'M"to IC. El ar:rildo W 

"' es soluble~!• si y só1o si W y W son f. r. sobre JC. (Para cual-

quier relación w. de grado n. desigDaremoa con •• al cx-14demento -

de w. con respecto al Cuujwto de todas las ewie1M de c:aerdas de ele

mentos de K). 

Ejemplos: 

a) Sea K el alfabeto formado por 1m 3 aigDm "a"• "lt". "e". Sea W el 
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CODjunto de todas las cuerdas que contienen solamente a los signos "a" 

ble} aobre IC. Es decir, deberema¡ mostrar tm sistema formal eleme.!!_ 

tal solre C, en el cual W sea· representado: .. 

Consideremm el sistema formal e.lemem:al (E) cuyos axiomas son los 

siguientes: 

Wa 

Wb 

Wx +Wy + Wxy 

En el sistema (E). el pRdicado ~ representa al coojunto W. 

En el ejemplo mterior', se ha usado el símboJo W, para denotar el pr~ 

dicado que represeota al canjttto W en el sistema (E). Esto será hecho 

C0ll frecu,c:ia, ya que DO hay razón por 1a cual, el nomlre metalingUfs

tic:o de an u:ujmao o relaciOn 110 dela ser usado ¡:ara representarlo en -

un sistema formal d• meca 1 

bt De muera mú general. sea lC el alfabeto de 1os símbolos a1, ~· •••• 

~· ... , ª• y aea J el evta lfabeto de IC. ªl' ª2' .... a m. Deseamos de-

moatrar que el rmp.Uu 1 de todas las cuerdas de eJemeot.os de J. es -

L r. llObre L 

El predlQdo p ~ a este c:oojUlto. en el sistema formal ele-
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mental, que tiene los siguientes axiomas: 

Pam 

Px + Py ... Pxy. 

e) Supóngase que deseamos demostrar que el coojunto .J? del ejemplo 

anterior, es soluble sobre K. Será necesario demostrar que el caa

junto _!5 - j es f. r. sobre IC. Este CCXlj\llltO, que designaremos por 

(D, consta de todas las cuerdas de K que contienen al menos un sfm-

"' bolo de K - J. El conjunto (1) será representado por el predicado P -

en el sistema formal elemental sobre K, cuyos axiomas son: 

~l 

Pam+2 

Px ... Pxy 

Px ... P)'x. 
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F ua e i o a e• • - Una fuoc:m f(x1• ~ ••• , I..J que va del coojwtto de -

eradM de cuerdas ea. e, al rmj.-O de cuerdas en 1: (es decir. f: 

• • (!) + ! ). es llm>ada bma.....,,,.e reprf'flf'lltlble aoire IC, si y --

11610 si la relacm f(x1 • .1:2o •• -,Xg) = '/ es~ representa

~ sobre I:; f es eoiwbie aolre 1:, ai '/ s6lo si la relaci(in anterior es 

. eob:He IIObre L 

SECCION 3: 

Sistema• Matem.fticoa. 

ne. al....,..., ka siguiem:ea ex- p1 M1Mles: 

(1) Ua•ffiltws:0~-

(2> Ua c:uajaau A. de c:ae:rdatl de C. JJamedes As:ionas. 

(3) Ua rmjl.du ftBir.o de relacimes a.¡.&> . .. ,R,n. de~, 

U.. •H1-• rw:i&a ea M. Ngatflc::a.c•wlqnier ..,.,..M"IM:ia (Xi.X~ •• ,"o) 

de cuerdas ea. t.:. tal que. para cada i, ~ X¡ es m •zioma o ezisten -

IIÚUW:5.ca i1• ~ .•• , ir- tGd0II mmorea (1be i '/ ra.Jm que (Xi¡, Xi2- •••• 

Xtr- X¡) c1wr44e aJpaa de 1- rewc ilwww a.1• '?·--•llu.- Una prueba 

o demaiii::radoa <X1, X2--· .,Xg). tambi& ea 1,-,,.,. -prueba del .. 
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llkimo térmioo Xn· 

. Una cuerda X es llamada proballle 6 detuoauable ea (M). o es un -

teorema de (M). si y s6lo si. ESisce lm8 demc.ilhac:i(!a de ella en (M). 

El conj~o de todos los teoremas de (M). seri de!rtado par 'T". 

Ahora definimos tm sistema llllltelldtico formal. oamo m siatesm ID!. 

tein4tico. cuyo conjunto de teoremas 'T". es forlmlmente represen

table sobre K (en dende K es el alfabeto de (M)). Si el ~ 'T" es 

soluble sobre K. se dice que (M) es soluble o decidible o que admite 

~ procedimiento de decisi6n. Ua teorema muy .imput tmae (El teore

ma de Church). el cm! seri planteado mjs adelaw:e, demuestra que -

existen sistemas fannales para Joe cualea DO eKi8te pro- e1tmiea«> de · 

decisiOn. 

O b se r va c iones • - Un Cu110Cimiento ccmpleto de Sistemas F arma-

les ElemeiaaJes. significarfa un cmochnieuto completo de todos 1oa -

sistemas formales. ya que. si (M) es un sistema formal que está re

presentado por P en algOn sistema formal elemental (E) (ea decir. el 

conjtmto de teoremas de (M) estj rqa .. ,rado en (E)). ennxres. el~ 

cir si una cuerda X ea un teorema de (M) o no lo ea. es equiQ.)eme a ~ 

decir que PX es o no 1m teorema de (E). 

La equivalencia es clara. por 1a definiciOn. de repu:amtabiJidad Por ... 
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.lo tanto, cua]quier pregunta con respecto a la demostrabilidad en sis

temas ~ puede ser redLCida a una pregunta con respecto a - -

sistemas tirma1es elementales. 

SECCION 4: 

.Atributos recursivamente enumerables de enteros -

positivos. 

Sea "D" el alfabeto que consta de .loa símbolos "l" y "2". Cualquier -

sistema ~ elemenr.a.l sare D, aer4 llamado una Aritmética Diá

dica Elemea1 al Üla cuerda de números <iuc:fu-1 ••• dt do. en la que -

cada d¡ e11 "l." o "2". es Damado un mimero diádico y representa al -

número do+ .2d¡ + ~ + ... + t1dg. Esta representación de números, 

que Ilamaremos di4dica, es llnica.. al igml que la representación bina

ria, que -ia:i.li2a 1os mnbolos "O" y "l "; sin embargo, la representa-

cilJn düdica tiene. para 1oe prqx'Saitm de este estudio. ciertas venta- -

jas técnicas. PodetDOB ncr.a.r que_ si ordeuamos .los números diádicos 

lesic ogdOcaoY,,te (es decir, de acuerdo a la 1.oogitud y dentro de cada 

grupo de 1a misma Jonginid, •lfabéticarnente), la posición que todo nú

mero tiene dentro de esta secuencia.. coiJlcide cm el nmnero al cual d~ 

signa. 

Se define m atrb&o de entena pllUtiwa recursivamente enumerable, 

camo aquel que ee rq>1.1 • ,cable ea alguna aribm!tica di4<tica elemental. 
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Un atributo recursivamente enumerable. cuyo c~lemento es tam

bién recursivamente emnnerab.le, es llamado UD atributo recursivo. 

Nota. - En la anterior definici<in de enwnerabilidad recursiva, la -

elección de la base 2, ha sido arbitraria, pero sen1 técnicamente -

muy conveniente. En el siguiente capitulo. se demostrará que para 

cualquiera basen que escojamos, la definiciOn de "recursivamente -

enumerable" es equivalente. Los ~os que consideraremos, se

rán sólo aquellos que se refieran a números enteros positivos. 

SECCION 5: 

Numeración de Godel. 

Como una introducción informal a la motlvaciOn para "nmneraci6n de 

Gooe1;· supóngase que conocemos una teoría sobre nmneros enteras -

positivos. Si nosocros estamos interesados en aplicar ciertos resul

tados de dicha teoría, a las oraciones de la teoría misma, no podre

mos hacerlo directamente, ya que la teoría se refiere a nmne ros y no 

a oraciones. Sin embargo, podemos lograr el mismo resultado indi-

rectamente, por medio de asignar UD número a cada oración (el llam! 

do "nOmero de Godel" de la oraciOD) y traduciendo entcncea, toda~ 

posición con respecto a las oraci<mes, a la cqrrespandiente praposi-

ción con respecto a sus nmneros de G&:iel. 
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Consideremos 1.m alfabeto te:. Por lDl "maneracido de Godel" de !5 , 

entenderemos cualquier ñn:ión 1 a 1 (inyectiva). g de! en el con

jtmto N de los nQmeros naturales (enteros positivos). g no necesari! 

mente es suprayectiva (sobre). La función g .es una función inyecti

va, que asigna a cada cuerda X en IC, lDl l1nico entero positivo g(X). 

Coa frecuencia escribiremos Xo para denotar a g(X) y para cualquier 

~ W en!, Wo dena:ari al corresp,widiente atributo de núme-

roe de Góde1 (es decir, Wo = g(W) es el conjunto de eneadas (g(X¡), 

g(X2). ••• ,g(Xg)) taJes que (X¡,X2, ••• ,Xa) e: W). 

Hay doB tipoll de ccrrespondeocias de GOdel. que señn empleadas -

frecuentemente en este esndio. 

Sea lC ~ alfahetq ardeaado (a¡,~···•&u>- Deseamos asignar núm~ 

rea de Godel a todas las cuerdas en K. El primer tipo de nmneración 

de Godel, la cual ~ ~ "nUDEracim de ·G&iel Jexicogrifica ", 

CXJQRiste en anienar todas 1as cuerdas en te:, en ocden lexicognlfico y 

ecooces uignar a cada cuerda, au paaici6J. en esa secuencia. Debe

mm aorar que axloa .loa emeroa poaithos acm usados en esta corres

pondencia (g ea supta;ectiva). 

El segundo tipJ de aan-. nh-nc ia de GodeJ. llamada la "aumeración 

de Gcxlel Di.tdic:a", camñate ea asigDllr a cada cuerda X. el nmnero --
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diádico que resulta de X, reemplazando cada ocurrencia~ ªl' par 

12, ·a2 por 122, •.. , 8n por l22. .. ; por ejemplo. el nOmero diMico 
• n 

de Godel de la cuerda a3a4a1 a2, es 12221222212122. Para aioqffli

car la notación, los nfuneros 12. 122, ••• , etc., seria reSpE:Ctiva

mente abreviados como g1,~ ... ,etc. Entonces el n6me:ro di4dico 

de Godel de a3a4a1a2 ser.1 g3~1g2. 

Es importante notar que la correspondencia de~ ctildica, tiene 

la conveniencia técnica de ser un isomorfismo con respecto a CmlCa

tenaciOn, es decir, si x es el número de Godel di4mco de X y y el de 

Y, entonces xy (x seguido de y) es el número de Godel de XY. Dicho 

de otra manera, la muneracioo de Gc:iiel di4dica, time la prq,iedad 

de que (XY)o = Xo Yo-

Una numeración de Godel sed llamada admisible, si satisface 1a con 

dición de que para todo atri.bl,;o W en_!, W es f.r. sobre IC, si y 86-

lo si Wo es r. e. (recursivamente enumerable). y W es soluble aobre 

K, si y sólo si Wo es recursivo. 

Posteriormente demostraremos que las numeraciones de Godellexico

gráfica y diádica, soo ambas admisibles. 

Sea g la función que asigna a cada cuerda X. su nOmero de Godel diddi

co Xo. Si los sfmbolos·r,1" y "2" est4n en K, mnaoces todo uOmero --
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tiene su propio nilmero de Godel no; sea ~ 1- fuocim que asigna a ca

da o, el ndmero Do- Será convenieii:e ordenar a IC, de tal modo que -

loa sfinboJae '1." y "2" sean los dDS primeros en IC. De modo que ~(l) 

=.12 y 8c,(2) = 122 y para cua.Jquier mhnero ~· '&c,(xy) = '&c,(x)~(y). 

La. relacim g(x) = y ~ f. r. sobre IC, ya que est4 represe.ada por "P" 

• en el sistema formal elemental sobre K, cuyos axiomas son: 

Pl.12 

P2,122 

.Pa3e 1222 

D 

Px,y + Pz:, w + Pu, yw. 

Tam.bi.m la relación 'c,(x) = y es r. e. (f. r. sobre O), ya que está re

pre8eDtada por "P" en la aritm~k:a diádica elemental (sistema formal 

e1emental sobre O). cuyos axicma& son: 

Pl, 12 

P2, 122 

Px,y + pz,. + Pu,yw. 



CAPITULO 11. 

REPRESENT ABILIDAD FORMAL Y ENUMERA 

BILIDAD RECURSIVA. 

20. 
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SECCION O: 

Algunos Principios Preliminares. 

(a) R. epresentabilidad Comlln. - Sean fE1) y (J½) dos sistemas 

formales dementa le& sobl:'e tn mismo alfabeto IC. Los sistemas (E¡) 

y (Ei) aJD Darnadm ~ si y a6lo si no caotieoen predica

dos en cm:nOn Se deftae la unión de (E1) y CEi> ((E¡) v ~)). como 

el sistema formal elerneotal sobre K:, cuyos axiomas son~ de (E¡) 

y los de (~ CJarameote. todo teorema de (E1) y de (~). es, otra 

vez. un taaaua de (E1) u (E~. Es fjcil compromr que si (E1) y (E2) 

son b>depen:Uentes, emooc:es todo teorema de (E¡) u (82) es demoe-

trable en (E¡) o en (E2). Por lo tanto, si (E¡)'/ (82) 800 indepeodien-

~ ~ces .los attibutaa reprf'9elltables de (E1) u~) son los ID_! 

moa de (E¡) y <Ev-~ si <E1). <E2>. •.• • (Eg) soo mutll! 

mente independientes, entoácea loa atributm repre&enrables de - -

(E1) v (E~ u ••• u <Ea,). son los de toda (E¡) (para i = 1, 2, ••. , n). 

Ptop:-i~ L - Si W¡. W2- •.. , W0 11C111 atrihlaoa en! que 8011 f. r. -

sobre K. emmces pueden aer 1epzmmtados,. todos ellos, en IDl mis-

Demoatraci&a. - St .. w.ga11c- que w1 .. W2' •••• Wn aon respectivamente 

repre.,.,,,.....,,. en .los aistemas fanná.lea eJ,mentales (~1>. ••• , <En> so-
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bre K. Podemos suponer que tenemos a nuestra dispoaitjOD ~ ~ 

ro ilimitado de símbolos que podemos mar para teptCSF:ntaT predica

dos; por lo tanto. podemos construir (E¡). (E~ •••• (Ea) de tal modo 

que no contengan predicados en corm1n. · es decir. que sean mutuam~ 

te independi~es. Entonces W¡. W~ •. •• W0 estan todos 1q>1eseuta

dos en (E¡) u (E2)u ••• u (EJ. 

(b) Variables Impropias. En adición a 1as variables x¡. 7 .. .. 

xn (que llamaremos variables propias). tomamos un nGmero finito de 

símbolos a,8,y,a1 ,a2 , etc •• a kJs que llamaremos wriables ~. 

pías; el rango par~ las variables impropias es. al igual que el de las -

variables propias. el conjunto de todas las cuerdas en 1(0 s61o que ~ 

ra será posible sustituir allD la cuerda nula. 

En ciertas ocasiones. el uso de variables imptopias nos permitirá re

ducir el ntbnero de axiomas necesitados para la representacim formal 

de atributos. 

Como un ejemplo. s~se que desmrnos representar la relac.i6o: 

''La cuerda X es pane de la cuerda Y". Esta relaci{m es representa

da por ''P" en el siguiente sistema (cuyas variables son todas propias): 

Px.x 

Px.xy 
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Sin embargo. el sistema puede ser reducido a IDl sólo axioma en que 

se utiliz.an las variables impropias a y s y Ja variable propia x: 

Propoaicillll 2.. - Cualquier atributo que es representable en tm siste

ma (E1) solre IC. el cual contiene variables impropias (además, tal 

vez. de variables propias). es represern:able en 1a1 sistema <E2) so

bre C. que caormga sólo variables propias. 

DemostraciOn. - Coostruímos el sistema (E2) como sigue: Reemp~ 

moa cada axioma A de (E1) que contenga r variables impropias, por 

1os T axiomas que se obtienen reemp)a.zando en A algunas o todas -

(o~) de las variabJes impropias. por variables propias y elimi

nando~ restantes. 

Las cuerdas demostrables de (E2). son precillameote las mismas que 

las de (E1). Por lo tanto. loa attib.l:os representables de (E2) son los 

mismo& que loe de (E1 ). 

Parte L - Propiedades de Cerra~ura. 

En el capftuJo III. nuestros resultados sobre indec:idibi.lidad serán dedu

cidos de ciertas propiedades simples de cerradura .para la colección de 



todos los atributos recursivamente enumerables. Estas JJl"Ol?Íedades 

de cerradura serán establecidas en esta sección. Además demostra

remos que dichas propiedades de cerradura. se cumplen para el con

junto de todos los atributos en K que sm f. r. sobre K (en donde K es 

cualquier alfabeto fijo). 

SECC ION l. 

Cerradura bajo Definibilidad Existencial. 

En esta secciOn se definirá lo que significa que un atribtto W sea ~

tencialmente defi~ible a partir den atrihltos Wl' Wz. •..• Wir lnfor-

malmente hablando, ésto significa que W puede ser obtenido de los atr.!_ 

bucos w1 •...• Wn• por un número.finito de operaciones de uniOn, inter

sección, cuantificaciOn existencial y transformaciones explicitas (es~ 

cir, permutando o identificando variables, sustituyendo constantes por 

variables o añadiendo nuevas variables). Para hacer precisa esta def_!_ 

niciOn, haremos uso de las siguientes definiciones preliminares: 

(a) Unión e Intersección.- Sean w1 y w2 dos atributos del mis

mo grado n. en un conjunto S. Por W 1 1J W 2' entenderemos la relaciOn 

W¡(x¡, ... ,X¡¡) Y W,J.x¡, ...• xu); es decir. el conjuo:o de todas las elle:! 

das (x1 •.•.• Xxt), que pertenecen a w1 6 a w2 (o a ambos). Por w1 n ~2' 

denotaremos la relaciOn W 1 (x1 • ... , xJ A W ,J.x1, •..• xJ; es decir, el -
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conjunto de todas las eneadas que pertenecen a la vez a W 1 y a W 2-

Nos refe1hemos a w1 u W'Z" como 1a ~ de w1 y w2 y a w1a w2, 

como la intersección de W 1 y W 2 • Los símbolos "V" y " I\" son us! 

das, en la definición anterior.. de una manera wformal, queriendo de-

cir .. reapecrivmnente,"o" e "y". 

·{b) Cuantificaci6n Existencial.- Si Res una relación R(x¡, 

x2- .••• X. y) de grado n+l (n > ~ defiDÍIDOB F.(ll). como el atrüno -

~) R.(x1,, •••• Xn- y); es decir. el conjuoto de todas las eneadas (x1, 

...• ,> tales que para algl'.in elemenm y. (x1 •••.• Xa• y)E R. E(R) es 

llamado 1a cuantificacüi es:isUncial de R.. 

(e) Transformaci6n Explícita. - Sean x1.~···•Xa• símbolos 

que llamaremos 'IU'iables. que tienen como rango a un cierto coojm1-

to S (pueden tomar sólo ftkres de S); sean t 1 , ••• , tk, símbolos que 

rept C!&'flt8n (cada ti ) una ~ las variables x¡ •. .,. , Xn 6 un elemento de 

S; sea W un atriltto de S de grado k. Definimos el atribl.d:o. ~x1 ••. Xa W 

( t 1' •• ,. ti:). como el conjunto de todas m eneadas (a1 •••• • •n> de ele

mento& de S. tales que (bt ••.•• J\) e W y en doade b¡ est4 definida como 

sigue: 
. 

i) Si t:r. es uaa variabJe xy entonces bt. = 8j 

ü) Si ti. es un elemem:o de S. mronces b¡ = ~ i 

Como 1m ejemplo. consideremca que S es el cmjullto de loa nfimeroe -
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enteros positivos; entonces la relaci6n Ax1.~x3W{x~S.x3o~ 7) 

es el conjunto de todas las temas (•1•82'83) que tienen la prq,iedad 

de que el qllilltq,lete (a~ s. ª:JP ª3P 7). es un ele:rae;oro de W. 

Diremos que Ax1, .... ~W("tv-·-,ti[ es espliUaaoeare definible 

a partir de W. Sea t{W.x1 •••• ,Xo:Si, .... "~l:.I. la q,e:rac::i6n que as11, 

na a .~ada W (de grado k), el atributo Ax¡, • •• ,.XrtW( t 1 , • •• ,tk) ; llama 

remos a dicha operaciOn. . una ttausfot IDICiOn eq,lfcita. 

Debemos notar que el grado de m atribJto que es eq,lli:itammte defi

nible de W, puede ser mayar que el grado de W. Por ejemplo. sea W 

lDl conjunto (es decir, un atrituto de grado 1). y cxmsideremas el cma

junto de todas las parejas ordeoadas (x.y) tales que x E W; este es el 

atributo >.x1,x2W(x1), de grado 2 y que es explícitamente definible a -

partir de W (este atributo coa:responde al producto cartesiano w.~S). 

Sea i:: wa coleccitm de atributos de un conjunto S, de grados variables. 

Diremos que I: es cerrado tajo defioilJitidad existencial. si y sólo si 

i:. es cerrado bajo las operm:iones de Ullión. intersecciOn. CUlllltifica

ción existencial y todas las transfcrmacimes explfHtas Para cuales

quiera atributos w1,. W2-~··• Wa de S. podemos hablar de la mfnima 

colección ::0 que contiene a W¡, W2- ••• , W0 y que. a la vez. es ce-

rrada bajo definillilidad existencial; ?"0 es sinipiemeote la iaterseccim de 

todas las colecciones r que contienen a w1,. W2' •••• W8 y que son ce--
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rradas bajo definfbiUdad existencial. Diremos que cualquier elemt!! 

to W de to , es existeociahneate definible a partir de w1, Wi, ... , Wn· 

Alternati va11-11-~e diremos que W es ensteocíalmente definible de - -

w1, W'J:' ••• , W~ si y s6lo si existe UDa sec~ia finita V¡, V2, ••. , Vk 

= W, tal que cada an:tbJto de la secuencia es a1gma de las W¡, 6 se p~ 

• de oa:ener de las tét miDc.e anteriores en .la secuencia, por una de las -

~ de tnit5n. inter&ecciln. cuantificacüi existencial O alguna 

transfor:macim espll'cita. 

Obses: vamos .que cualquier cond:ici6o que pueda ser escrita usando sola

~e 1cs ~es de W¡, Wi, .. . , WrJ" nombres de elementos de S. va

riables cuyo rango es S. las c:oaeahos 10gicoe "V" y " A" ("o" e "yj 

y el sfm.bok, " ? (para denotar cU8Jltificadoo existencial). determina -

un ~o que es esístencialmente definible a partir de w1, ... , Wn. -

Como un ejemplo, cauridérese que W consiste de t.odas las ternas de -

cuerdas (x, y,z) que obedecen a la coadicim: (!i¡(x, 13,x) V Wi(z)]1¡ 3v 

w3(x. v). 

:Prx1emoa demoatur que W es existencialmente df'fhrihJe a partir de -

W l• W 2 y W3- emibiendo .la secue:acia siguiente: 



W4= Ax. y, zW¡ (x.13, x) 

W5= Ax, y, zW,J.z) 

W6= w4 u w5 

W7= Ax( 3v )W3(x. v) 

Ws= Ax.y.zW¡(x) 

W9= w6 n w8 =W 

De aquí en adelante, cuando digamos que un cierto atributo W es exis

tencialmente definible de 1os ~ Wl" W.29 ••• , W0 , escribiremos 

solamente las coodiciooes para 1os miembros de W. en lugar de desp1= 

gar explfcitamente el esquema. como se hizo arriba.. 

Teorema l. - La colecci&I i: de todos 1m atrituos en! que son f. r. 

sobre K. es cerrada tajo deftnihilidad existenciaL 

Demostración. - Debemos demostrar que E es cerrada bajo lDliOO. i! 

tersección. cuantificación existencial y transformaciones explfcitas: 

(i) Unioo. - Sea w = w1 u wr en donde w1 y w2 soo atributos (de gra

do n). que son f.r. sobre K. Como demostramos en la Secci6n O. po

demos obtener un sistema formal elemental (E) sobre K, en el que w1 

y w2 son ambos representados por predicadaa, digamos P1 y Pr To

mamos un nuevo predicado P y aftadimos a (E) 1os axiomas siguientes: 

P1X1, •••• Xq + PX¡, ••• ,"a 
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P~ ••• •• XD + PX1• •••• Xg. 

En el sistema obtenido aftediendo .los uaeriores axiomas al sistema -

(E) (el cual sed también un sistema sobre IC). P representa a W 1 u W 2• 

(ü) Interseccioo.. - Si.aftadimos. en lugar de .los axiomas del punto (i) • 

. el sigllÍf'Dte mame· 

P1x1 •••.• X0 + Pr'l•·· •• X0 + PX¡ •••.• X¡¡. 

en el .utema obtenido. P rqn:cseucari a w1 n Wr 

(üi) Cwrntfflcacitm Exiab:ncial.- S..-1¡¡ga111m que en un sistema (E), P 

rqncw:ura a la relaci&t &<xi• .. ··~ y). 

TCJ111811108 m nuevo predicado Q (de grado n) y aiia<timo& a (E) el siguie!! 

te •rinng· 

En el ldPtema así ah:midn. Q reprc:awta a la reJaci6o ( 3y)R(x1, ... , 

(iv) Traasfmmaciane8 Eq,Jíciras. - Sea V= ls:1• .••• &gW(t1 , ••• , tk); 
. . 

si P repi eaeata a W en (E). tanwmos un-nuevo pnmcado Q y añadimos a 

(E) el uionw· 

P t 1 • ••• , t._ +Q:1[1 ••••• In· Entonces Q representa a V. Esto 

~ ·Ja de IIM -Uac:i&a del teorema i. 
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Observamos que pu-a JC = fl, 2} el alfateto cuyos elema,tcw aoa -

"l" y "2", el teor:ema 1 dice que la coJeccidn de todos las atributos 

recursivamente enumerahles. es cerrada bajo defiafbOidad existen

cial. 

Aplicaciones. 

(a) Imágenes e ImAgeoes Inversas de Atributos bajo 

Funciones. 

Sea W W1a relacioo de grado o en un conjunto S y sea f:S + S IDl -

función de S en S. - Por f(W) entenderemos el conjunto de todas las -

eneadas (f(x¡), ••• ,f(Xn)), tales que (x¡, ... ,;) E W. Por r 1(W) en-

tendere!Dos el conjunto de todas las eneadas (x,, .••• ~. tales que -

(f(x¡), ••. ,f(Jln))E W. Al igml que en el caso en que W ea tm CODjuDto, 

nos referiremos a f(W) y r 1(W). como la tma1gea y 1a irn4gen inversa 

de W bajo f. 

Los atritdos f(W) y r 1(W) -. cada uno. existenci•hneue definibles 

a putir de W y f (es decir~ a partir de VI y 1a relaci&:1 •x> .. y). ya que 

si Vi =f(W) y v2 :r1(W), entoacea: , 

(i) V 1 (x1, ••• _.xJ es detet0titeedo por 1a C<Dlk::iOn:: 

( 3Y1, .••• Ya) [f(y¡) = X¡ A ••• A f(yg) = X. t. W(y¡, ... , Yn>l· 
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(ii) V tx'l, •.• , x0 ) es determinado por la condición: 

( .3Yl' • • • • Y0 ) [f(x¡) = Y¡ 11 • • .1, f(XoFYn II W(y¡, • • • • Yn)] • 

(b) Diagonalización, Substitución, Composición.- Para 

cuá.Jquier función f(x, y), definimos la función ·t de mi argumento, --
... . ... 

pc:r la condicm f (x) = f(x, x). Es obvio que f es explfcitamente d~ 

finihle de f (que se puede obtener de f, por la aplicación de ma trans

fonnaci6n esplfcita), y por lo tanto, es existenciahnente definible a - -

partir de f. 

Para cualquier relaciCln R(z 1, •••• ,n• x 1, ••• , Xn . ), definimos la rela -
. 

ci6n R.u, ... , i,n, como el conjmto de todas las ene.adas (x1, ... , ~) -

tales que R(i¡, ... , ~. x1, ... , Xo); es decir Ri 1, ... , 1m<x1, ... , xn) 

- R(i~, ... , im' x1, ... , ~)- Diremos que Ri¡ • ••• , im se obtiene -

de R por sustituciCln. Es otra vez obvio, que R1. , ••• , i es explicita 
1 m -

mente definible a partir de R y por lo tanto, existeociahnente defini -

ble a partir de R. 

Para cualquier funci6n f(z1 •... ,zm•X¡• .•. ,x0 ), definimos\, ... , im' 

como 1a funcic5o de n argumentos cuya regla de correspondencia es: 

Tambi& 1a fuoci6n fi¡• •• ·• 1m es explfcitamente definible de f; es decir, 
... 

la relaci6n f¡l' ••• , 1m<xl' •••• ~) = y es explfcttamence definible de la 
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Un uso particular que se presentará coo frecuencia.. es cuando m = n 

= 1: fi(x) = f(i. x). 

Sean g1 •.•. ·~· m funciones den argumentos cada una. Definimos -

la fll{l!=i6n fo(gI ••.•• ~). como la fuocim b que satisface 1a c011Ctici6n: 

h(xI, ••.• ~) = f(gI(xl" ••• ,;) •••• ,Sm(XI• ••• •Xn»· 

Se dice que h se origina de f, gI• ••• ·~ par composición. Aunque b 

no es explfcitamente definible a partir de f. gI• .. ·•Sm• si es exist~ 

.cialmente definible a partir de ellas. ya que la relaciOo b (xI • ... , Xn) 

= y. está determinada por la ~ondicim: 

(3Yp····Ym> (g1(xl" •••• xn)=yIA ••• A~(Xp···•Xn)= 

Ym Af(yI•· ··•YrJ = Y.J . 

(c) Productos Cartesianos. Productos Relativos, Inver 

sos.-

Para cualesquiera n cmjuotos SI, ••. , S00 el producto cartesiano 

Six .. ·?'5n (el cmjuoto de todas las eneadas (xI• •••• xJ tales que 

xI E SI y •• • YXn E S0 ) es existencialmente definible de S¡ •... , 5n; en -

efecto, es definible de s1 •.••• S0 por medio de transformaciones explí-
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citas e intersección. Para demostrar ésto, consideremos los conjun

tos W¡ = A x1 •••• , Xg(x¡ E S1) (i=l, 2. ... , n); entonces S¡ !t •••. '!80 = 

W¡n ... n\Y0 • 

El ptoducto relativo R11R2- de dos relaciones R1 y R2, que se defi

ne como el coojunto de las parejas ordenadas (x. y) tales que para al

guna z se cumple que xR1 z 11 zR21, es obviamente existencialmente de

finible de R.1 y Rr Fina.Jmeme, 1a inversa (o conversa) ll de ma re

lacm R(x.y) (es decir, el conjunto de las parejas ordenadas (x,y) ta

les que R(y. ~). es ezplícitameote definible de R y por lo cauro. es exi! 

tencialmente defim1'ie a partir de R. 

De las consideraciones (a), ~ y (c) anteriores. el siguiente corolario 

del teor-ema ~ es imnediaco: 

Corolario l. - (a) Si W y f 80D f. r. &Obre K. entonces f(W) y r 1(W) tam 
' -

biéa san f. r. IIObre 1(. 

+ 
(b> Si f(x,y) es f. r. &aire K. también lo es su diagooa.l f. Si R(z¡, ...• 

ztn. x¡ ••.•• ~) es f. r. sobre K, emoaces para cualesquiera elementos 

i¡, .•.• im, la relad6n Rip •••• 1m<:x1, •••• Xa) es f. r. sobre K. Si f(z¡, 

••. , Zg¡,x1, ••• , ~) es f. r. sobre IC, entonces tam.bi.én lo es fit, ... , 1m 

(x1 •.•. , x_,;. El coojunto de todas 1as funciones que ~ f. r. sobre K, -

es cerrado bajo aa...,mici6n. 



(c) El producto cartesiano s1 x ••• x:S0 den conjuntos f. r. sobre 1', es . 
f. r_. sobre K. El coojunto de todas las relaciones di4dicas que soo f. 

r. sobre K, es cerrado bajo las operaciones de tamar invetso y de -

tomar productos relativos. 

El resultado del siguiente carolario. sed también usado ~ior-

mente: 

Corolario 2. - Si f es una ftmcioo 1 a 1 (inyectiva) QIE es f. r. sobre K 

y W es cualquier atrih.Jto en!• entonces W es f. r. sobre IC~-f(W) -

esf.r. sobreK. 

Demostración. - Si W es f. r. sobre IC, f(W) tambi& 1o es. camo 1o ~ 

muestra el corolario l; supongamos que f(W) es formalmente repr~ 

table sobre K; en ese caso. r 1(f(W)) también ..:s f. r. sobre IC, por el -

mismo corolario. Pero como fes 1 a 1, se tiene que f-1(f(W)) = W. -

Por lo tanto. W es f. r. sobre K. 

SECCION 2. 

Solubilidad sobre K. 

Teorema 2. - El conjunto de todos los atrilutos que son solubles sobre 

K. es cerrado bajo complementación. unión. . intersección y coda ttaD! 

formación explícita. 



Demmt:rac:i6L - De manera m4s general. demostraremos que para 

cua1quier colecci6o r de atribd::os de IBl conjunto s. la cual es ce

rrada llljo definibilidad eristeacial, la colección r' de todos los 
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~ib.ltos w. tales que W y su complemento W- están en r , es cerra . -
da bajo compJementai:ión. unión. intersecci6n y transformaciones -

. eq,lfcitas. Entcnces el teexema 2 sed una coosecueocia directa - -

del temana L 

La complernentaciá:l es trivia.L Para la 1m~ c.onsideremos dos el~ 

1DffdlJS de I '. ctipJ1VJA W y V, que sean del mismo grado. Sea 

M = W v V; por bipttesis, M E r ; es fácil ver que M = WI\V, .y~ 
~ ~ ~ 

mo W y V esdn ramhim en r , se sigue que M E I, por lo que -

ME t'! ésto demnestta que r• es cerrado bajo IDlioo. La demostra

ción para iDterseccióo es obviamente duaL F.o cuam:o a las ttansfor

maciooes eq,l!citas, caasideremos IJl'I attih.tto W E r ' y sea M = >-x1, 
~ ~-

.•• •Xn Wt1 •.•• ,t.klEntonces M = A X1• ••• ,-,w(t1 • • • • • tiJ; por lo --
~ 

tanto M, M E t '. Esto com:luye la demostracioo. 

Qrolario . - La inversa de cualquier relación que es soluble. sobre 

IC. es también soluble solre IC. Para caa.Jquier relación R(z1, ••. , ,n• 

x1, .•. , x.J que sea sobJble sobre K. y para cualquiera elementos i 1, •.•• 
. . , 

im. de!, la rei.:iln &¡1, ••• , im es soluble sobre K. Similarmente --

CClll fuacicoes. El producto canesiano de conjuntos que son solubles so-
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Teorema 2.1. :- La tmtg,ea bawer• de c:mlqn:ier atrlbato W que es .,_ 

luble sobre IC,. mjo .... fuDcMla que es f. r. sobre lC,. tlii!.i.u,; es BOia

ble sobre IC. 

Demostracióo. - 5'4n,ga11-:w que W es sobHe y f es f.r. (ambos ~ 

bre IC). 1m el teorema 1,. sabemcw que f-1{W) 'T c1<w, - ambas f. 

r. sobre IC; pero es Ucil ver que f-1(Vf) es el coq,Jemenro de f-l(W); 

por coosigui~e,. rl(W) y: su c:xwnplernmta. am1 ·ambaa f.r. sobre lC,. 

es decir. t-1(W) es solullie sobre L 

Teorema 2. 2. - Sea w1 !: w7 ea donde w1 y W 2 80D atributm en! ; 

sea W 2• soluble ~e lC. F.ntooces W 1 es sob,ble sobre IC,. si y s6lo 

si w1 y W2 - w1 80D f.r. sobre IC. 

Demosttacióo.- (a) Supmpnc• que w1 y w2 - w1 am1 f.r. sobr'e IC. 

"' 
Por hipótesis. W 2 también es f. r. sobre lC,. por lo tanto 1a uoüm - -

"' "' 
(W2 - W1) u w2 es f. r. sobre IC. Pero esta l8IÜlll es W1(Ja que W1!: Wt. 

"' 
Entooces w1 es f. r. sobre IC,. al igual que W 1; por consiguiente,. w1 es 

soluble sobre IC .. 

(b) Supongamos abara, que Wi es sobJble sobre IC; ramllU!n w2 es f. r. 
"' 

sobre IC. 'Foronces w2 - w1 (es decir,. Ja iDr.eraecci6D w2 ft W1) es f. r. 

sobre K. 1m lo rantc,. w2 - w1 y W1 soo f.r._ sobre IC. 

Discusi6n. - Consideremos. aban,. rodm loa resulradm de 1a Parte I. 
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para el caso en que Je: es el alfabeto { 1, 2} de 1os mimeros diádicos. 

El teorema 1 dice que 1a colección de todos los atributos r. e. (recur

sivamente enumerables). eS cerrada bajo clefinibilidad existencial. es 

dE\Cfr • cerrada J:a jo uniones, interseccicnes, auantificación existen- -

cial y todas las transformaciones explícitas. El teorema 2 dice que -

. la coleccilln de todos 1os atributos recursivos es cerrada bajo las ope

raciaies buwnas (tnión, imeraección y complemettación) y también 

bajo todas las transfannaci.ones esplfcitas. El teorema 2.1. dice que 

la imAgen inversa de un atrihJto recursivo bajo tma función r. e., es -

recursiva. Frnab:nente., el teorema 2. 2. dice que si AS By Bes re

curaho, ~onces A es recursivo, si y sólo si A y B-A son ambas r. e. 

En la siguiente se:ci6n. CODSideraremos mú ~iedades de cerradu

ra de 1a colecci(m de todos 1os ~os r. e. ; estas propiedades, a di

ferencia de 1aa de la presente sección, anolvedn el significado arit

mético de loa u6metm di4dicoa. 

Parte U. - Enumerabilidad R ec ur si va. 

SECCION 3. 

Eaumerabilidad Recursiva de Algunos Atributos Arit 

m.tticos l.tsicos. 

Teorema 3:. - La& relacic.llea "x es el.sucesor de y".(es decir. x = y+l), 

X < y, X' y, ][ > y, X,, y •. ][ = y, ][ ., y, X+ y = z y][~ y = z. son re-



38. 

cursi vameote enumerables. 

DemostraciCJn. - (a) La relaci6a "x es el sucesor de y", esti rt;aCSE:!!, 

cada por ''S" (el significado de Sx. y es "x es el sucesor de y") en la -

aritmética diádica elemental cuyos axiomas son: 

S2. l 

Sll, 2 

\ Sx2.xl ( 

e ? 
Sy,x + Syl,x2. 

(b) Si añadimos a los axiomas anteriores, los axiQmu: 

Sx, y + Ly,x 

Lx, y + Ly, z-+ Lx.z, 

entonces ''L" representa a la re:lacim "x< y". 

(c)_ Añadimos a .los axiomas de (a) y (b}, loa momas: 

Lx,y + Cx,y 

El predicado L' represema. en esta uirmé::ica, a 1a relaci{ll) ~ y. 

Puesto que las relaciones x oe y y x 4 y &m1 r. e., rarnbi& lo aoa 1R11 

inversas x ~ y. y · x > y (por el corolario 1 (e)).· 

( d) Añadilnm a 1os axiomas de (a), ~ y (e). loa aiomu: 

Lx,y +Dx,y 

Ly,x + Dx,y. 



Entonces "D" representa a la relación x 1 y. 

(e) La relación x =yes representada por 'T', con el axioma 

Ix,x. 

(f) Si además de los ~omas de (a). tenemos los axiomas: 

Sy,x + Ax,1,y 

Sy, w + Ax, w, V + Sz. V + Ax, y, z 

el predicado "A" representará a la relación x + y = z. 
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(g) F~e, el predicado "M" representa a la relación x x y= z, 

si añadirnos a 1os uiomas de (a) y (f), los siguientes axiomas: 

Mx, 1,.x 

Mx,w,v, + Av,x·yz+ Sy,w + Mx,y,z. 

SECCION -4: 

Funciones Recursivas y Recursivas Parciales. 

T ecxema 4.. - Si la relaciOo f(x1, ••• , ~ I = y es r. e. , entonces f es -

una función recursiva ( es decir, f(1¡, ••. , x0 ) = y es ma relación recur

siva). 

DeiDOlilUacifln.. - Sea R(x1, •••• ,. y) la relacioo f(x1, ••• , Xo) = y. Por 

hipótesis, R es r. e.; debemos demostrar que R es r. e.. Consideremos 

el sistema formal elemental (E), en el cual ''R" representa a la relación 

R y "D" representa a la .relaci6o x 1 y. 



Tomamos un nuevo predicado ''P'' y aiiadimos el axioma: 

Rx1, ···•Xn•z +Dz,y + Px1, ••• ,Jtn-Y· 

"' Entonces "P" representa a R. 

Observamos que, por los teoremas 3 y 4, las funckmes x + y y 

x x y, son recursivas. 
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Funciones Recursivas Parciales.- Seaf(x1, .••• ~ una -

función definida en algunas eneadas de números, pero no necesaria

mente en todas; sea Sf el conjunto de las eneadas en las cuales f esd 

definida. Llamaremos a f, una ñmción recursiva parcial, si y sólo 

si la relación f(xí, •.• , xJ = y es recursivamente enumerable. 

El teorema 4 no es, sino 1B1 caso panicular del siguiente tecrema: 

Teorema 4.1. - Si f es una función recursiva parcial y si su dominio 

Sf es recursivo, entonces la relación f(x1, ••• , Xa) = y es recursiVL 

Demostración. - Consideremos otra vez el sistema formal elemental 

(E) sobre { 1, 2} , en el cual R(x¡; .•• , Xal~s la relación f(xl, .•• , Xa) 

= y y en donde ''R" representa a la relacíoo R, "O" representa a la 

relación x 1 y y ''Q" representa al comp1emento de Sf (puesto que~ 

tamos suponiendo que Sf es recursivo); tomamos un DUEM> predicado -

''P" y aftadimoa a loe axiomas de (E), loe siguientes u:iomas: 
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llx¡ •••• •X...Z +. Dz.y + fx¡•. •••Xa•Y 

Qx¡ •••.• ~. + Px¡ ••••• ~· z. 

"' Ei predicado "P" representa, en este sistema;· a la relaci6n R • 

• SECCION S. 

Cuantificación Finita; Definibilidad Constructiva. 

Para cualquier relaciOn R(x1 ••••• x0 _ 1. y). definimos 8p(R). como -

el conjunto de todas 1as eneadas (x1 • ...• Xa- l • z). tales que existe ID1 

mmero y < z. tal que R.(x¡ ••••• xn_ :i3). La relacioo EF(R) también 

puede ser eqreaada como: 

Up •..• ~ 1• z (3y) R.(xp •••• ~- i • y); m4s brevemente. 
<Z 

escribiremos: ( Jy)<z R(x1 ••••• Xa- l • y): . Definiremos a Ap(R). como 

el rmjlao de todas Jas f"Df"!dM (x1 ••••• X..- l • z). tales que para todo 

mlmero y~ z. ae c,wcqole R.(.x1 ••••• ~_1.y). AF(R) se puede expresar 

cmno 

. ~xl• ···•X..-l•z (Yy) ·R(x1 ••••• xn-1.y). o más brevemente: 
..,z 

(iy) <Z. ll(x1 •.•• ~ ~-l • y). Dlremm que Ep(R) ae obtiene de R. por ,::uan

tificacim exi&'tenc:ial.!!!!!! y que Ap(R) se ola:ieoe de ll por cuantifica

cim uniYerÍlal ftntra. 
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Teorema 5 - (a) Si R es una relaci&l r. e.. entonces ~ (ll) y ~ 
'· 

también son recursivamente enumera.bles; (b) si ll es recursiva, ~ 

DemostraciOn. - Sean R1 y R2 dos símboJos de relaciones que repre

sentan, respectivamente. a ~(R) y AF(R). 

(a) La relación R1 es existenciahnente definible.de R y .la re.laci&l -

x < y, ya que: 

Como por hipOtesis R es asumida r. e. y la re.lacim x < y es r. e.• R.1 

es r. e. Análogamente para R2; sea (E) m sistema formal elemental 

sobrefl, 2 } en el cual "R" representa a la relaci& ll y "S .. represen

ta a la relaciOn "x es el sucesor de y" (la cua es r. e.); añadiendo .las 

axiomas: 

R:z(xp ••. , xn- t • 1) y 

R2(xp····~-l·z) + Sw.z+ R(xl•····~-l·z) + 

R:z(x1 •••• • x0 _ 1• w) 

a los axiomas de (E). ''R2" representa a R2 (representa a ~(R.)). El 

axioma Rtx1 ••••• xn_ 1.1) se cuq,Je par ftCUidad. ya que no hay niR

g(in entero positivo que sea menar que l. 

(b) La demostracic1n de que EF(R) y AF(B) son recursiftS siempre que 

"'· R sea recursiva. se sigue de (a). ya que ~(R) ~ el cc:,rq,Jemento de 
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"' 
Ap(R) y AF(R) es el complemento de ~(R). 

~efinibilidad Constructiva. - Diremos que IDl atributo nmn! 

rico A es constructi:vamente definible de A¡ ••..• A0 (n attibut<>Et. si y 

sólo si A se puede obtener de Ap •••• A0 , por·tm nmnerofinito de --. 
aplicaciones de las signieotes operaciones: 

(i) Unilln.. 

(ü) Intersección. 

(iii) Tnmsfm mackllles Explicitas. 

iv) Cuam:ifi1:::aci6n Finita (tanto enstencial como universal) 

Y) ~lem~6D. 

Observm que si bubiáwww empezado con 1os atributos A 1 ••••• A0 

"' "' y sus ~Jementos A1 •...• A~ eotmces no seña necesaria la opera-

c:ióa del .,.-0 (v).. 

Si en lugar de (iv) permitiéramos cuantificadares no acocados. entonces 

1oa ~ así <*enidos. serlan llamados "definibles de primer orden 

Un atrihato A es )Jamado "a.rittoético" (según ~l). si y sólo si es de

finil* de primer arden a partir de las relaciones x + y=x y x x y = z. -

Si A es COD8truéti'lalDellte definihle de x + y = z y x ><_ y = z. diremos 

que A es aritmético constnx::tho. Pc:r Jos teoremas. 2 y 5, es inmediato 



de verificar que todos loe atributos aritméticos CCJDStiuctivos. aon re-.. 
cursivos. 

Una colección t de atributos r. e. es JJameda 1m& baae · (para :loe -

atributos r. e.). si y sólo si todo atributo r. e. es una cuutificacim 

existencial de a]g(m e1emento de r . Tambic!D Jlamaremos a una co 

lección i:0 de atributos r. e. una sub-base (para 1os atrillUtos r. é.). 

si y sólo si la colecct6n r de todos los attibutm que son comt.I La:ti

vamente definibles a partir de ~ • forman ma base para 1DB attilaam o 

r. e. De los resultados de Gódel. se infiere b1cilmente. que los atri-

butos aritméticos constructi\'08 forman una base para 1DB atriblnJB r .. 

e. ; dicho de otra forma, las relaciones x + y = z y x ,,; y = :z for

man wta sub-tase. 

Parte III.-Transformaciones en Alfabetos; Numeraci6n 

de Godel. 

SECCION 6. 

Extensión de Alfabetos. 

Para cta)quier sistema formal elemental sobre IC y para cualquier es

tensión L del alfabeto K, definilDOI (E)I} c:amo el si&tema formal ele

mental sobre L. cuyos aJriornae acm 1aB rnimNW •rioroM de (E) (ea P9! 

ticular, (E~ = (E)). Un predicado P de (E). no ~e repre-
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seota el l1lÍS1IX) atriblm en (E>r_ que en (E>tc, sin embargo, dado cual

quier sistema fonnal elemental (E) sobre IC, cm los predicados P1, 

P -r ..• , P m" siempre es posible coostruir un sistema formal elemental 

(E) amre 1(. tal que para toda extensiOo L de."iC, cada Pi representa el 

mismo atriblm en CE\. que en (E); construímos el sistema (E) como -

• sigue: 

Sean a1, ª2" .•• , llu ]Q¡ sfm.boJos de IC; sean ~, ~ .•• ,Xr los axiomas 

de (E). Tomamos m nuew predicado Q (que representará al cmjtmto 

_! ) y para cada axioma X de (E). coostruünos la cuerda X= Qx1 + ••. 

+ Qxs + X. en donde x1, ••• , x8 SQll las variables que aparecen· en X. 

Entooces definiIDos cm. como el sistema cuyos axiomas soo: 

Qa¡ 

Sea L cmlqnier edell8i6n de Je:. Seri ftcil '9el'ifi.car que Q representa 

a ! en (E~ y que cada predicado Pi de" (E) representa al mismo atri-



bt.i:o Wi en (E) que en· (E). 
L 

Proposición 3. - Sea K un sub-alfabeto de L y sea W un at?'iluo en! 

que es f. r. sobre K. Entonces W es f. r. sobre L 

SECCION 7. 

N u m.~ ración de G<Sdel Diadica. 

Sea K el alfabeto {a1, .•• , an} que contiene al menos dos símbolos 

(podemos asumir que al menos contiene a 1os súnbo)os "l" y "2", sin 

pérdida de generalidad). Sea Del alfabeto { l, 2} de 1os nCaneroe di! 

dicos (el cual, por asunción. es un subaHabeto de IC) y cODSideremos 

la numeración de G6del diádica g de !S , explicada en el capaulo I. sec

ción S. Sea G = g(K), es decir, el conjunto de todos 1os números de -

Godel de las expresiones de ! ; G es el conjttto de todas .los nQmeros -

que pueden ser expresados como uoa concatenación de los nQmeros 12, 

122, ... , ~- El conjunto G es r. e. (f. r. sobre D), ya que el ~ 

dicado Q lo representa en el sistema formal elemental solre O; CUfOS 

axiomas son: 

Ql2 

Ql22 
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Q~ 

D 

Qx + Qy + QJJ. 

Para cualquier sis~ formal elemental (E) sobre K, definimos (E)0 , 

, como el sistema formal elemental sobre D, cuyos axiomas se obtienen 

de loa axiomas de (E), reemplazando cada símbolo de K, por su corr~ 

~e mlmero de Gadel diidico. Si P representa a W en (E), no ne

cesariamente P representa a Wo en (E)o; sin emmrgo, si consideramos 

primero el sistema (t} como se definió en la sección anterior y toma - -

mos el sistema (E)o, entonces Q representari al coojunto G y P repre

smtarf a Wo en (i!>t,. Por Jo tanto, si W es f. r. sobre K, entonces W0 

es r.e. 

Inversamente, si Wo es r. e. • es decir. Wo es f. r. sobre D, ea:onces -

Wo es f. r. sobre K., par la Prq,osiciln 3 y debido a que D es lD1 sub-a_! 

fabeto de lC. Ahora bien, W = g-1(Wo} y como g es f. r. sobre K ( como 

se deo--u:6 en el capftulo 1). se tiene que W es f. r. sobre K (por el -

~ l., coroJario l(a)). Henoi demostrado el siguiente teorema: 

Teorema 6.- Bajo la IIIJIDenlcit;n de Godel diAidica g de!, im atributo W 

de ,! es f. r. aoire ¡:, si 'f sólo si Wo es r. e. 

Ahon pooen-• probar el siguiente teorema: 
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Teorema 7. - Sea K wt alfabeto que cmtiene, al menos, dos símbolos; 

sea K~L y sea W \Dl atril:no en!· Entonces W es f.r •. soiJ?:e 

K<~W es f. r. sobre L. 

Demostraci6n. - Podemos asumir que D es un sub-alfabeto de IC, sin -

pérdida de generalidad. Ordenamos a L de tal modo. que loe sfmboloa 

de K aparecen al principio; sea g1 la numeraciOn de Gadel diádica de! 

y sea g2 la numeraci6n de QJdel diádica de !:, . EntODCeS ~ es una~

tensión de la fwtci6n g1, es decir, para toda cuerda X en IC, g¡(X) = 

g2(X). Consideremos ahora, cualquier atributo W de!· Tenemos que: 

(1) W es f.r. sobreK~g1(W) es r.e. (Teorema 6). 

(2) W es-f.r. sobre 1-gi(W) es r.e. (Teorema 6). 

Pero como g1(W) = g2(W) (ya que W ~ !), tenemos por (1) y (2): W es 

f. r. sobre K<-W es f. r. sobre L. 

Corolario. - Cua.lquier atl"iNo numérico A que es f. r. ( en notacilJD -

diádica) sobre alglma extensilJD del alfabeto D, es r.e. (f.r. sobre 

{ 1, 2 } ). 

SECCION 8. 

Solubilidad. 

Con el símboÍo !(n) representaremos el producto cartesiano de!. n -



veces. (1( ~-· •• i«) • 
.... " ,
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Para cua]quier extensión L de K, el conjunto 

! es soluble sobre L (ver capftulo I. sección 2. ejemplo e); por lo 

taato, f n) es solubJe sobre L, por el teorema 2. corolario 1 (3a. 

parte). 

Teorema 8, - Sean ICs; L y W un atributo de! de grado n. 

(a) si W es soluble sobre~ entonces W es soluble sobre L. 

(b) si W es soluble sobre L, entonces W es soluble sobre K, siempre 

que l( conteqga al menos 2 sfmhojos. 

Demostración. - Acabamos de ver que fº) es soluble sobre L. Por 

el teorema 2. 2. W es soluble sobre L. si y sólo si W y tn> - W son 

f. r. sobre L. 

(a) Sl4)Óng3se que W es soluble sobre K; entone~ W y ~n) - W son 

f. r. sobre IC, por lo tanto, por la proposición 1, corolario 1, W y 

t,n) _ W son f. r. sobre L; entmces, también~ el teorema 2. 2, W 

es soluble sobre L. 

(b) Supongamos ahora, que W y t,n) - W ·son f. r. sobre L. y lC con

tiene. al menos, dos sftnboJos; emooces W y ~n) - W son f. r. sobre 

l( (por el teorema 7); por 1o tanto, W es soluble sobre.IC (por el teor~ 

ma 2.2). 
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SECCION 9. 

Or.denación Lexicogr4fica; llepreseataci6a n-4dica 

de n Cimeros. 

Sea K un alfabeto de n sfmboJoe a1, •2- ... , a0 (a ), 2) y sea x1, X? 

... , x1 . • . la secuencia de todas las cuerdas en IC, arregladas lerico

gráfit·amente, es decir, de acuerdo a su ~ y •1fabetk:amente -

dentro de cada grupo de 1á misma loogitud. DefiDimoe 1a fuaciOa S: 

! ... ! de ! en 5 por la condlci~) = X¡+¡; mtODCefl S(X¡) ea -

la cuerda que sucede a Xi en la secuencia lexicogn1fica. 

Sea K 1 el conjunto de todas las cuerdas en el símbolo a1 (ler. símbo

lo de K). Para cualquier entero positivo 4 sea!, la cuerda en i::1, C'Oll 

longitud i. Definimos la fuoci6a ~ por la coodiciOn b CX¡) = !,; b es -

una funcioo de! en K¡ (h~ + IC¡), &'!'!!fectiva. 

Lema. - (a) La función Ses f.r. sobre L 

(b) La functoo h es f. r. sotire IC. 

Demostracioo. - (a) La relaci6a S(x) = y ea representada pcr "S" en 

el sistema formal elemental sobre IC, cuym uiorDas aaa: 



S a 8n-l• aa0 

San, ª1ª1 

Sx. x' + Sxau• x'a1• 

En los axiomas ante:pores, a es una variable impropia. 

(b) Añadimos al sistema anterior, los siguientes axiomas: 

I-la1, ª1 

H.x, y + Sx. x' + Hll:' , ya1; 

H representa a la relación h(x) = y. 

Ptopasición 4. - W es f. r. sobre[(<-> h(W) es L r. sobre K. 

Demostración. - Como la funci6n hes tm0 a uno y f. r. sobre K, el 

resultado se sigue del teorema 1, corolario 2. 

51. 

Representación n-4djca de enteros positivos. - La re

presentación n-idica de enteros positivos, consiste en Jo siguiente: 

Tomamos n símbolos S1, S2- ..• , Su (llamados dígitos n-ádicos) como 

1os nombres de 1ios mhneros enteros 1, 2, ••• , n respectivamente; to

mamoa ahora CIJa)quier cuerda Sir5ir- l · , . Sic,, como el nombre del 

número io + ni1+n2 i2 + ... + nr iy- (esto fue hecho en el capitulo I, pa

ra el cuo especial en que n = 2). Cualquier cuerda c ~ los aún.bolos 

S1, ... ,SD, es llamada IDl Dilmero 11-'.tdico ("enddico", excepto para 
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n = 1, en cuyo caso lo llamaremos número "unario" en lugar de 
. 

llamarlo "unádico''). Observamos que si arreglaramos los nQme-

ros n-ádicos en forma lexicogrffica. entonces 1a posición oc~ 

por un número c. es la misma que el nQmero que c designa en no

tación n-ádica; dicho de otra forma, si consideramos la numera-

ción de Godel lexicográfica de todas las cuerdas en un alfabeto IC 

con n símbolos (ver capitulo I. sección 5). entooces el número de 

Godel lexicográfico de cualquier cuerda X. puede ser ol:xenido sus -

tituyendo (en X) S¡ por a¡, s2 por ªi- ... , S0 por ~ y consideran

do el número n-ádico obtenido en esta forma. 

Para cada número natural n, sea Do el alfabeto de los dígitos n-ádi 

cos; será conveniente escoger todos los símbolos S¡, de tal modo -

que, para toda n, Dn e; Dn+l; esto puede se1 ,1echo tomando una se

cuencia numerable pero infinita de símbolos: s1• S2' •.• , S¡, •.• y de

finiéndo Dn como el alfabeto que consta de loe primeros n símbolos 

de la secuencia. Para n~ 9 podemos tomar s1• 52 •...• S9 como -

los símbolos "l", "2", •••• "9". Paran> 9, cada lector puede usar 

su propio simbolismo. 

Dado cualquier atributo mnnérico A (atributo de nQmeros enteros po

sitivos). definimos ~ny como el COl:respondiente atributo de núme

ros n-ádicos. 
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Teorema 9. - Para n, m }o 2: 

(a) A(n) es f. r. sobre D0 -A(m) es f. r. sobre Dm. 

(b) A(n) es soluble sobre Dr:- A(m) es soluble ss':,re Dm. 

Demostración. - (a) Hagamos a lC igual al alfabeto D0 en la proposi

ción 4; observemos que A(l) = h(A(n)); entonces, por la proposición 

4, A(n) es f. r. sobre D0 , si y sólo si A(l) es f. r. sobre D(n); aná

logamente, A(m) es f. r sobre Dm' si y sólo si A(l) es f. r. sobre 

Dm, pero como D0 y Dm contienen ambos al menos dos símbolos, 

es inmediato, del teorema 7, que A(l) es f. r. sobre Dn' si y sólo 

si A(l) es f. r. sobre ºm· Por lo tanto. A(n) es f. r. sobre D0 , si y 

sólo si A(m) es f. r. sobre ºm· 

(b) Es una consecuencia trivial del punto (a). 

Corolario. - Para cualquier n ~ 2, A(n) es f. r. sobre D0 , si y sólo 

si A es r. e. (A(n) es soluble sobre D0 , si y sólo si A es_ recursivo). 

Demostración. - Por el teorema 9, haciendo m = 2. 

Podrfamos llamar a I.D atributo A "r. e. en notación n-4dica", si y 

sólo si A(n) es f. r. sobre D~. Entonces el teorema 9 dice que para 

n, m ~ 2., A es r. e. en notación n-fdi~ si y s61f? si A es r. e. en 
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notación m-ádica. Así, como se dijo en el capitulo I, n~:ª de

finición de enumerabilidad recursiva, no es dependiente de la base 

n que se escoja. 

S ECCION 10. 

C o rr e s p o n den c i a s de G o de 1 A d mi si b 1 e s . 

En el capitulo I se definió que una numeración de Godel g de! es ad 

misible, si y sólo si para todo atributo W en!, se cumplen las si

guientes condiciones: 

(i) W es f. r. sobre K<-,.Wo es r. e. 

(ii) W es soluble sobre K<- ~o es recursivo. 

Sea g la numeración de Godel lexicográfica de _!5; sea W un atributo 

en~ y sea A= Wo. Si reemplazamos los símbolos a¡, ..• ,a¡¡ por 

los respectivos dígitos n-ádicos "l ", "2", .•. , etc., entonces clara

mente W es el atributo A(n); por lo canco, es fácil ver que W es f. r. 

sobre K«-A(n) es f. r. sobre Dn; también W es soluble sobre K, si 

y sólo si A(n) es soluble sobre Dn. Como A = Wo, también tenemos, 

por el Teorema 9, corolario 1, que W es f. r. sobre K, si y sólo si 

Wo es r. e. y que W es soluble sobre K, si y_ sólo si Wo es recursivo. 

Así, la numeración de Godel lexicográfica de K, es admisible y tene

mos el siguiente teorema: 



Teorema 10. - Existe una correspondencia de Godel que va de !S al 

C01tjum> N de los nllmeros naturales Ja cual es admisible y supraye~ 

tiva: La nmneración de Godel les:imgrifica. es dicha corresponde_!! 

cia. 

SECCION 11. 

Sumario. 

Resumiremos les resukados de este capitulo que serán usados con 

mayor frecuencia: 

(i) La coleccü de todos 1os 11.tti.bd:os r. e . ., es cerrada bajo defini

bili.dad existencial y bajo cuantifü:acióo finita. 

(ii) La-colección de todos 1os atributos recursiwe., es cerrada bajo 

tmióa, imerseccilll1, complemeuraci&I, rodas las transformacio

aes acplfcita& y ~ificaciát finita y cootiene a las relaciones 

x+y=z y X. ,e 'f = z. 

(üi) Para cada alfabeto~ existe una aumeracidn de GOdel admisible 

saptayeaha ea N; ea decir., uaa aameraci6o aal que para cual-

quier atrs.o W ea!, W es f. r. mire~ si y sólo si Wo es r. e.; 

y W ea 90iuNe adlre 1: lli y a6lo lri Wo ea r~vo. La numer! 

ciOa de Godel Jeric ccatnca es dicla arreapondenciz. 
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CAPITULO 111. 

INCOMPLETEZ E INDECIDIBILIDAD. 
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Este capítulo está dedicado a la reconstrucción, generalización y 

extensión de ciertos argumentos relacionados con los teoremas s~ 

bre incompletez de Gódel y Rosser. los resultados de Tarsld co~ 

cemientes a la definibilidad del "conjunto de v~rdad" de un sistema 

dentro del sistema mi,smo y los resultados de Cburch, Rosser y 

JCleeoe concernientes a indecidibi.lidad. Los resultados de este ca -

pítulo son presentados de una manera puramente abstracta. que no 

emplea el aparato de la lógica matemática; aplicaciones más concr~ 

tas, serán desarrolladas posteriormente. 

La idea principal de este capitulo, es la de sistemas de representa -

ción, que nos permitid estudiar representabilida.d en sistemas de -

estructuras sint4cticas altamente diversas. Todos los sistemas en 

1os que estaremos neresados, poseen, al menos, las siguientes ca -

racterfsticas: Primero, tenemos I.Bl conjuoto E, de las llamadas - -

"apresimes" del sistema; prra nuestros propósitos, E puede ser -

cialquier cmjum:o enumerable. completameme arbitrario, aUI1Que en 

sistemas .logísticc&, E debe consistir de gemñnas expresiones form! 

les (eneadas de elementos llamados "sún.bolos"); tenanos también un 

suhcanjunto de E, ~ las llamadas "oracienes" del sistema, y que ~ 

notaremos por S; • Hbc:onjuoto T de S, de las llamadas "oraciones 

dlidas" (en aplicacimes a sistemas semfntic-Ola, T será el conjunto 

de verdad y ea síatemM stclctv::os. T es el coajunto de teoremas); 



se tiene, después, la importante noci6n de "representación de ua 

conjlDlto" dentro del sistema; la manera de hacer esto, ~·coa -

las peculiaridades formales del sistema, pero, ea general, tienen 

en común las siguientes características: 

58. 

Unas ciertas expresiones (elementos de E), llamadas "f6rmulas pr~ 

dicativas" ó "predicados", y a cada predicado H y cada nOmero n. 

asignamos, bajo cierta función t , una oraciOn, la cual denotaremos 

por "H(n)". Consideremos ahora 1a totalidad de los n6meros n. tales 

que H(n) E T, y de este conjunto. diremos que es representado por H. 

La fWlción t varia considerablemente de oo sistema a otro, pero el 

propósito, en este capitulo, es el de estudiar representa.bilidad rela

tiva a Wla función t completamente arbitraria, sin tomar en cuenta 

las peculiaridades formales de sistemas particulares. Los conceptos 

generales de la Teoría de sistemas de representación que desarrolla

remos a continuaciOn, nos permitirá tratar aspectos matemáticamen

te significativos de incompletez e indecidibi.lidad, sin necesidad de in

volucrar las peculiaridades formales de ningan tipo de sistema de re

presentación. 

Parte l. - Incompletez. 

SECCION l. 

Sistemas de Representación. 
. 

Definimos lDl sistema de represercacim z. como 1m coleccic5n de las 
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signiem:ea cbjetm: 

(1) Ua caajaato m.merahle E de elemeatos. llamados expresiooes, -

junto coa 1m lllJIDlenCi6a de Gadel g de E m N, suprayectiva; por el 

mómenta, no necesitaremoB Dinguna condicür de "efectividad" de g. 

de z. 

(3) Ut subconj&Uo T de S. cuyos e:1..,,,.,, •• sm. llamados oraciones 

"1'erdaderas", "d.lidas" o "delnoet:rabJes" o "tearenlaS" de z. 

('4) Ua aegmKlo aubconjidu & de S. cuyos ek:menr11S son .las oraciones 

"refiaahles" o "comtra-dlidas" de Z; m aplicaciooes a sistemas en -

16gica rnatemttica que caati.enea. nepe i(ln. R. sed el conjanto de tndas 

. Jas oncio!e9 cuyas arpcioneB sm. demma:ab1es en Z. 

(5) Ut cooj.-0 ~ de elemewtm de E. Jlarnados predicados (Ymarios "). 

(6) üaa bmción • de E ~ N en E. ea decir, una funciln que asigna a 

cada e.presilla X y cada saero poaitho a ma 6aica eqresim t(X. n), 

que aireriaremaa caa X(D) 6 X:a. Esaa fm.:illll. que llamaremos "fim

d&t de repre• •+ I&!" de z. debe tener la prqdedad de q~ para to-

do precficw1o 8 y cwlquler dmero a. la ezpasim 111 ('78 decir, 1 (H. n)). 

debe ser m w c:i&a (.aer • e• m , .. de S). 
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Nos referiremos a Z como un ~ ordenado (E. S. l' .R.!. t ). 

en donde el orden de T y R es importante. ya que taml:lién ~ 

remos sistemas de I epu:sullaciOn en los que los papeles de T y R -

son intercambiados. En ciertos contextos, 1a 1etta "Q" ser! usada 

en lugar de ''Z" para denotar sistemas de representacioo. El hecho 

es q1,1~ en algunas de nuestras definici<mes y teoremas. el coajunto B. 

no juega ning6D ¡:apel; será en estos casos ea los que 1rili41 ™ -

"Q" en lugar de ''Z", para enfatizar el hecho. Ciertamente. si pen8! 

mos que "Q" denota 1a estructura mis simple (E, S. T. P • • ). todo& -

los resultados permanecer.In válidos. 

R epresentabilidad. - Sean H un p.redlcadD de un sistema de re

presentaci()n Q (ya sea con ef conjunto R o sin él) y W mi conjunto de 

expresiones de Q. Definimos a H¡¡. como el coojunto de todos los nd

meros n. tales que Hn E W. En particular H¡, es el amjmto de ~ 

das las n tales que Hn E T (Hn es Y4lida en Q). Se dice que H ~ 

~ al conjunto Hr en Q. Así. para cualquier COlljuam de nOmeroll 

A, H representa á A en Q. si y a6lo ai para todo nCimero n. se cumple: 

DEA-HnE"T (es decir, A = li¡,)-

SECCION 2. 

Primer Lema de Diagonalizaci6n; Teorema de Taraki. 

Para cualquier e:qnesitia X. aea Xo m IIIIDer., de -Gndel lajo a. y aea -
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Wo = g(W) el conj~o de k>s nmneros de G&lel del conjwtto W de ex

presiones de Q. Para cualquier número t. sea E¡ (tambtén usaremos 

Xi), la espresión de Q cuyo nümero de Gadel es i; la expresión Xi(i), 

~ decir t (Xi. i), sed llamada la norma o ~Jización de Xi; si 

Xi es un predicado (~ entonces au diagmaJizaci6a es ciertam~ 

~ te una ancilJn.. Siempre usaremos la letra "H" para representar un 

predicado (unario). y usaremos "h" para representar su correspondi~ 

te nímero de GadeL Así, Fil es la diagcmali2:aci6 de H y es una ora -

ci6n.. A todas las cracioaes de esta forma. las llamaremos oraciones 

Para cuaJquier caojulm W de expresicmes, definimos el conjunto de n_Q 

meros w•,pac la cmdidm: i E ~ -Xi(i) E W; es decir, w• es 

el coojWKO de .los nmnerm de Godel de todas aquellas expresiones cuya 

diagawiizaci61 esti en W. 

Complemeataci6n. - Para cm.Jquier conjunto W de e:zpresiones, de 

notaremos por W, al compiemmro de W con respecto a E; para cual- -

"' 
quier conjuao A de rimeros, A deo«ari al complemento de A, con -

res¡.,erto_ al ca:rjlttl> N de kJs números naturales. 

Loa •9,..,..es rem..,.... son :fAciles de de.i11M1 rar: 

(a) (W~ = (W)o 
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{b) (\r) = (.,. 

"' 
(c)"w = 8.-

El pmco (a) es mlll u I e :a 111 11· -m:fins .. ia del llledlo de Cf1E g es. ma 

fmcilin infectha de E sabre todo N; para el......, (lt. •,ma:iWW cual-

"' 
qui~ Oíimero D; tenemos qae O E (P} <- a .. .. 

"' - x.(11) • 1lcwc--•1 i.(a) E '1f 

"' "' "I, "' 

for Jo tanto_ D E (lr) <-B E {W)-; ........... {1r') : (W)*. Para 

demostrar (e). tmaemoa nw•; ·= a6mero a: 

"' 
8 E ffw; 

"' "' 
por )o tanto. C01DO D E 8w -· E Hw- te- MMM c¡ae ffw = 8w-

venienle. pero qaetaw llacer amar. qae IDdm w».w resukacks 

esto DO suceda. solo sed aet I iD bac:er mOÍfi W il 

los resultadas • idm 



Oraciones de Godel.-Wrepresentari, alolargodelpresen

te capO:ulci, un ooojunto de elementos de E. 

Def'wiuaJB una oración de Gadel para un conjunto A de números, co

mo aoa oracim X, tal que X E T - Xo E A. También llamare

mos a X ana cxaci{m de Godel para un coojunto W de expresiones , si 

y sólo si X es r.al que: X E T-> X E W. Decir que X es una or!_ 

ciOo de G&lel para UD coojunto W de apresiones, es equivalente ad~, 

cir que X es UDa aracilln de G&iel para el conjuato de nCimeros Wo. 

El siguiente .lema es una recaustrucci6o y generalización altamente 

abltracta. de varios argumentos de "diagmalización" usados por G&lel. 

Chm:ch. Tarsti y cXros, para establecer re&uJtados sobre incompletez. 

~dibilidad y la impoaibi.lidad de represem:ar ciertos conjlllltos en 

ciertos sistemas. Noa rderimoa a él, como el "primer lema de diag~ 

mlizaciln". 

para la ez:Wa,cia de aaa araci6a de Gadel para W, es que W-- sea re

pr e• d&Ne en Q; mú ellt.fl lf* afflfflCe, si Hes uo prerlic.ado que repr~ 

senta a r en Q. entoncea au. diagnma lzación Hh. es UDa oracm de -

GadelparaW. 

De11-.• ta::üa.. - St411,a11aw que H repccaeura ar en Q; entooces, pa-



ra cualquier ntlmero n. Ha e: T-> a e: W" (par def.iuici&t de ~ 

presentabilidad). Tomando a n;,. h. ea c:mie bes el u6mero de G8del 

de H, tenemos que: 

Esto demuestra que Hh es una araci6n de Gadel para W. 

"' "' 
Teorema l. - El conjunto T* (o T•, que es igual a a) DO es 1eptesca 

table en Q. 

DemostraciOn. - Es obvio que DO existe una cración X con 1a prrq,iedad 

"' "' de que: X E T <~X E T; por lo ~ el coojumo T 110 puede te-

ner tma oraciOn de Gódel. El resultado se sigue del Primer Lema de 

DiagonalizaciOn. 

Normalidad. - I.lamaremos a Q m:a sistema nannal, si y s&:> si -

tiene la propiedad de que para todo conjmto W, si Wo es tepteseuta

ble en Q, W* también lo es .. Iotuithamente. la narma.lidad de un siste

ma significa que el argumento de wagona.lizaciOn de G&iel, puede ser 

formalizado dentro del sistema. 

Como ma ~~ tmned:iat• del Teorema 1 y 1a dtftdciOn de nor-

malidad, ~ que en. un sistema aannal Q, el conjuatD To ., es re ,.,... -
"' 

presentable (si lo fuera. entcnce8 por aannalidad, 'r sería reprc:scaif! 

ble. lo cml es contrario al Tettema 1). 
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Llmr.a.www a Q mt sistema ~orado. si y sólo si el comple

mento de todo coajula> rqreaemable ea Q. es., tambi&. representa

ble en Q. Enmnces ....,, w - el stgmeare r.eacema: 

Teuteua l. l. - Ea m ..,enw Q. rml y éomp1ementado. el c.on

jaam To de 1a8 116ma.m de Gadel de las oncioaes vil.idas de Q, no 

puede aer repreaerado en Q. 

SECCION 3. 

Consisteacia y Completez; Teorema de Godel. 

la sistema de np: a w i&t Z es amaieed:e.. si y e6lo si T ft R es 

~ es decir. 11;1¡g1MM anca de z es demolltrable y retan.ble a la 

.e&. l la11amzw a a eiMe11a Z. ?!!5™""\ si y a6lo si TUR = S; es 

decir,. toda araci&a de Z es de,wM • able o 1tfla:able en Z. Un siste-

. ma Z que ea • • 7 FP'lf'e y tonPl«o. es llamado saturado; en otro ca

sa. Z es iDaatmado • Ba abrio que pan todo predicado H de Z, se cum 

(1) Si Z ea • -ee4c By.nffg esaclD. 

(2> Si Z ea nw +4"h1¡ 11¡,U 8a_ s: N 

• • 

~ Si Z ea wU.. R¡, ea el 0ocw-•41111fli!llle44.-x>o de 8..·. 



'· 
ble o refutable en Z; si• es elite el caa. X ea llill:ichF I Seglll -

lo a•ertor. TUR a la clae de• arw il clakW yla~ 

sici&I de que Z ea ow4lifll». es ~ a decir qae IDda oraciali 

es decidillle en Z. Dele:iwww reaer a6dildD de • e ciillí M• d ...

ficado de la palllbn "cleddihle" cmadD .._ es.......,. a - 4WW irlli 
.. 

particular,. rm el slgii4Rrll":lo de deci!W!tded de • •-4•-a.. • d -

sentido de que T a a CGi)a*, e ! R I da e+ t l 

Queremos hacer notar qaae ea • •.aataaA-• Z c:oaaie,,.e. - onciaa -

indecidible de z. ea - cuciaa de <W pan el rmjualu L Ea elec

to. la p1upu&ic:WIII "Z es 111s •·ada", ea eipli....._., a la i*c+ :ew il'w 

''existe una onci&I de G&ld paa ll". 

Teorema 2. (Tem:ema de ino+ ..,ea de G&lel ea NtnMwa). 

Si R • es repr esemall!e • z. riil+w • Z ea 1M +WIM+Me 6 h+H +•e4ko 

Dicho de ma farma ads CiDll:iiLtlq. si Z es ca t•e-e y si H ea • 

M • 111 d .. -)Je+ MI 9l de 

H. es m e.jemplo de - caaciGa -- klNe ele Z. 

Demoatrad611. - Ea h -neo del ...... _.. cte «za Jb+ Mn. c:am-

biando "R .. pcr "W" ' "Z" par "Q ... 

SECCJON 4. 

Represeataltilldad Completa· y .Deflat•tlidad ea z. 
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ea., -ae defiai6 ..,edmiwe, "H tepe: 1crt• a A ea Z"• significa 

qae para CDdl> &6:t:ezo ._ a E A-> Rn ET; es decir. A= Kr· De-

11r-a111m1ra_, allm:a a w:· • de "·111cpepca•ra•111+1ililfdedlidlllld aeplera" y de --

, Dixenaw qae H tep..::a.a.:a ~!!!a11iiriCe (o faettetnece, a 1111 con

jam> .A de a6ae11:.a, ai y 11610 aí para rado iláild.O a. ae cumple que: 

(i)aE A-HRE T 

(ü) 8 E 1 -flll E I 

(es decir, A = 11¡-)-

(es decir. A = fftt). 

I'X:twww qae R ~ a A ea z. ai. ¡:ara 11.to áik..10 a. ae cumple 

(i)• a:A -Hn E T 

(ti) 8 • Á -fil E I 

(es decir A S. 11¡-). 
"' 

(es decir A 5. 9tt). 

Diremm qge a predicado H ea iiiiiiiédc w,e, e ds:idible ~ ~ si y 

a5k> at ¡:ara tDdD llilmero -. Hll ea deciclhle en Z. Obviameme. si H 

es • pndc e1o que de6ae a aJgda ClliiipWCI • m Z. ,,,,.,....ea H es oumé 
' -

:r1rhlcameaee decYlbl m z. Tw14 . ...., ea dm:o que. 8i. A ea comp1eta--
. . 

meaae ... r.ept!!ip1'1!91Elit•lllllwle m z ew,w ew A el} 1ep:cs-e:He y cWiaible eo 

z. 

1',... V+ L - (a> Si Z ea -a-a.EMl!lllie~, W M ~ • IM•jnMO definí-

Me m Z • c:a111111111-•e %1Zi!pil!llll:'1!91!114:aitllillee • Z (a btiuri U!plcaca;ta-



ble en Z). 

(b) Si Z es satunido. earaoces rodo coajwco 1eps: w •wNe ea Z es -

compleramente ~ en Z. 

(e) Por lo tanto. para m stacema Z 1111tllrJldo. la ••• • ebilichd. re

presentabilidad completa y la deftnihilidwd,, - equnwleatea. 

Demostración. - (a) s-.,,,npse que H es bll que ;ar-. u.la a: 

(i•) n E A -HD 1: T y 

(ii>) n , A -Hn E R; debeu.oa demw-crar las ~ inver

sas. Supongamos que Hn E T; enrcmces Hn f R. (par a.uai•es:ia de 

Z); por la condici&I (ii•). es falso que• f A. As(. a E A. ECln es 

tenemos que Hn E T -• ~ A • . fbr m raaw 1dearo an4~ 

Hn E R -n f A. 

"' "' (b) Sea A "' Rr,; entonces A '"'. H¡-- Si Z ea MturadD. esmK:ea 81- :s 9a 
"' 

y por lo tanto A = Hr y A = ffwt• Jo que ....,..nea que- H upa 1 

pletamente a A. 

De la parte (e). DOCalll08 que um cmdtd6a •u6de,c:e para que m ..re

ma Z sea inMturado. es la a-...:=ia de • ,_.,. ... file • T!Jt_p___r. 

ble en z. pero .., ea deftnthle ea Z. 

Tev1ema 3. - Si Z es C4J!Wi--re. tiM•W e- a• _, • def"•ñNe ea Z. 
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De,1-waa:::i&a.- El .lema I dice que para todo pn,rlir:ado H. se cwn-

pie que Rr 1 -r"; en reaJidad ae cumple ama 00Ddici&l mis general 
'\, 

(pr el mismo 1u,+wmiftaX>t· para cwlqnier caajldo w. Hw "/ w•. 
'\, 

pptreiimawirr e 1M14w ,.,,ws•e a ll•. (y simdo Z consiceute. niDg6D predi

, cado H ~ definir a R.•) (pr 1w prq,oaid6P l (a)>. 

SECCION S. 

Separabilidad ea Z; Teoremas de R.osser. 

El bD.ema de i:ac1+11111etez de GOdel {cuya fanaa alatraa:a se presen

ta ea el rearaba 2), fue Jasado ea d ptimer lema de diagonalb;acioo. 

Abara coaside, uwww • lema mis podeu-o. que - pemUtid esta

blecer reaa.emas mts fw!:ttm aabre ia:1 -14_,,,.,,. (y sumecueares teore

mu Mire tni1eM kRN6dedt cHlidm a lloaser. 

514)1 +aaw•• que W ea m c;wjldo de apnet de Q. ajeno a T. Por 

el lema I. e t •• que - mnc:tictOB __...........,e para que eDsta una -

~ que este faera de W y fuera de T. ea IIIJe r aea rq,resaable 

ea Q- frallum ahma • lla::IID mis Iaetr:e. 

Lema D Cieg11Ddo Lema de Dagnnalfzw:if!a) ~ Si H 1epreseuta a aJgQn 

a4,e:u: ...... A de • qae ea ajeaD de ~. tM•& ee su diagona.li7.ación 

Hllelldfmml.deWyeT. 



DemostracióD..- S.1M-• que H repr~ a A; ... ' A 'f A n 'r 

es vacío. Corm H representa a A. para bdD iliiÚIDerO a. ae.c+91de qQe 

n E A<-Hn E T; ea particu)llr. para a = b. te:Pemw•: h E A-> 

Hh E T <-h E 'r. A&r, h E *-la E -r. peroA ee ajeno de 'r. 

por lo tanto. b + A 'f b f -r'. Como II f A 'f r § A. ae tiaE que 

h , w•. Asr. h + w- y h + -r. ea decir. Hb , w 'f Hb + T. Emm

ces. Hh esti fuera de W y de T. 

Separabilidad débil dentro de Z. Sea A y I dm caajallm 

ajenos de números. DiremaB que A es~ separable de Ben 

Q. si y sólo si existe im predicado H que Ii::pi.cacata a aJpa Sl4)el'C01t

jllllto de A que sea ajea> de B; dhemoa que tal JRNfif"adn H sqara d! -

bilmente a A de 8 en el sistema Q. El .lema ll dice que si H aqara ~ 

bilmente a w• de T• en Q. ent<lDCes lll esal Lue:ra de W y de T. TOID9! 

do a Wc:oa>el conjuato R. tenemae i101wti#:ameare el sigtriente teore

ma: 

Teorema 4. - (Una forma ndiNf#wria del teorema de Roaaer).- lma 

condici6a suftcieate pan que Z aea w ·-·•""'°- es que a• aea ~ 

te separable de 'r en z_ Si H efecda eara aeparaci&I. eM•ww ea III ea . 

una oraci&J inl:lecid1ble de Z. 

Observaciones.- Si A es m a:Ml)mo ajmo de a., y ai A es repre

sentable en Q. eM•- ee A es dfN..,_,_ ~ de a ea Q (ya que A 

es un s~ de ar.......,.. ftir 1o IWD. el 1eeaema • es ... -

generalizaci&I del lemeua 2). 
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Separabilida d Fuerte.- Sean A y B dos conjuntos ajenos de nú

me:rm. Decimos que H separa ~e a A de B en z. si y sólo 

si para todo mimen> n. se cmnplen: 

·a E A ->Hn E T y n E B ->Hn E ll.; de manera más consisa, 

A C. H.¡, y B t;. HR.. En este caso. diremos que A es fuenemente 

sq,arabie de Ben Z. 

ObservamOB que 1a proposición "A es definible en Z", es equivalente 
'\, 

a la ptuposicióa. "A es fuertemente separable de A en Z". En efecto, 
'\, 

H define a A en Z, si y sólo si H separa fuertemente a A de A en z. 

Ptuposici6n 2. - (a) Si Z es coosi.steute y H separa fuenemente a A de 

1, entonces H separa débilmem:e a A de B. 

(bt Sean A1 !a A y B¡ S B. Si A es dBriJmente (fuertemente) sepa

rable de Ben Z, eotDoees A1 es d!bilmau (fuertemente) separable de 

8i. ea Z. 

Demostrac:i6n. - (a) Squ,gamos que H separa fuertemente a A de B; en

mnces AS Hr y B S Hg; Si Z es CODBi.stf'llte, f'llb'JDCes R¡. es ajeno 

de HI., y como B •Hit• "r es ajeno de B. Como ff.r es el conjunto re

presentado pcr H y ea un s..,errmj..-«> de A, ajeno de B. entmces H s~ 

¡:ara d&ODMtte a A de B. 

(b} Imnédiato de la definición de separabilidlld débil (fuerte). 
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Del teorema 4 y la propasiciC'Jll 2 (a). el sigui~e teorema es ~ 

to: 

Teorema S. - Supongamos que H sq,ara fuertemente a a• de~ ea z. 
en donde Z es consistente. Entonces la oración fil es iodecidil:r ea -

z. 

Otra aplicación del Lema II.-Usandoelsegnodo1emade

diagonalizaci0n. en lugar del primero. obtenemos 1a siglrienre exten-

sión del teorema 3; esta extensa serA impmtante para nuestro~ 

cuente estu:lio de inseparabilidad recursiva (-rer teorema Zl). 

Teorema 6. - Si Z es consistente. entonces DingQn ~ de R•, 

ajeno de T*. es definible en Z. 

Demostración. - Supongamos que se cumple que: 

(i) z es consistente. 

(ii) H define a A en Z. 

(iii)R• S A. 

(iv) A es ajeno de T•; derivaremos una contradicci&r 

Por (i) y (ii). H representa corq>letamente a A en Z. As~ A :s Hy, y -
~ ~ 

A = 8i{; entonces por (iü). R • ~ H¡-; y par (iv). T• ~ A. es decir, 

r• <; "R.· Por 1o cama. r• ._ Ha y a• ~ Kr· significa que H separa 

fuertemente a R • de ~ en Z. Abara bien. por el teorema S. Hh es in-
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decidible en z. por lo que Hh t T y Hh ~ R; es decir, h t HT 

y h t ~. De lo anterior dedix:imos que "R. no es el complemento 
'I, 

de ff-r; pero H¡, = A y HR = A. Esto es una cootradicción. 

SECCION 6. 
. 

Sistemas Simétricos. 

Sea Z un sistema de representación (E, S, T, R,P, t) y sea r el siste

ma de represaaciál (E,S,R, T,·P, t). ~ se obtiene de z. intercam

biando el orden de T y lL Di.cho de otra manera, 1as oraciones cierno! 

era.bles de ·z. son ]Jamadas "refutables" en ~ y las oraciones refutables 

de z. SOD las onciales "demostrables•• de ~; llamaremos a ~. el sist~ 

ma dual de Z (El propósito al coosiderar ~- es el de evitar repeticiones 

de algnme argmneutos precedelltes). Como~ es IDl sistema de repre-

sentaeil.m, podemos balur de representahilida representabilidad COI!!, 

pJeta. defimñilidad y separahi)klad (fuerte y débil) en~ al igual que lo 
.... 

hacemos con Z. ~ por ejemplo, H represaaa en Z al conjunto HR; H 
.... 'I, 

define a A en Z, si y s6lo s-i A ~ 8a y A S. li¡. etc. 

Los sistemas Zen que estaremos interesados (los cuales se originan de 

teorías cuya base 1llgica incluye el cálculo de predicados de primer or

den), tieDeD la prq,jedad de que papa todo predicado H. existe <no pre

dicado Ir (a saber. la negacioo. de H). tal que Hr = ffk y ~ = Hj,; es-
..• 

to significa que para todo nómero n. Hn es demostrahie en z. si y sólo 
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si Hh es refutable en Z y Hn es refutable en Z, si y sólo si Hh es de

mostrable en Z. Los sistemas que tienen esta propi~ son llama

dos sistemas simétricos. Es inmediato que si Z es simétrico. enton

ces la representabilidad en Z es equivalente a la tept C&PIJl:abilidad ea 

"' Z; análogamente con representabilidad completa. De aquí. si Z es si-

métrico y consistente, entonces un conjunto es definible ea Z, si y sók> 
.. ... 

si es definible en Z. También si Z es simétrico. entone-es 1a separabi-

lidad fuerte dentro de i es equivalente a 1a separabilidad fuerte en~ 

(Deberíamos también notar que si Z es simétrico, A es fuertemente ~ 

parable de 8 en z. si y sólo si 8 es fuertemente separable de A en Z) • 

Consideremos un sistema Z simétrico y consistente. Por el tem:ema 1 

w "' 
(aplicado a Z) R• no es representable en Z; así.por simetría de z. R• 

no es representable en Z. Por el teorema 2 (cxra vez aplicado a~ si 

T* es representable en~ entonces I es ilx:ompleto (o lo que es lo mi! 

mo, Z es iocompleto). Entonces, por la simetría de Z, si T- es~ 

sentable en Z, Z es incompleto. An41ogamente, aplicando 1os teoremas 

3. 5 y 6 a ~. y usando la simetría y 1a consistencia de Z, poie11u1 ~ 

gurar que: 

(i) T* no es definible en Z; 

(ii) Si T• es fuertemente separable de R• en Z, entooces Z es incmDple

to. 
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(iii) Ningún supen::anj1mD> de T4', ajea, de R•, es definible eo Z. 

Pe.- Jo auterial'., beuol deme• tado el aiguieate teorema: 

Ta.tena 7. - Sea Z • lli8tema. sDnétrico f ~isteute, entllO:es te-

"' "' 
(i) Ningnno de .los coajaW T4' y R• es representable en Z. 

(ü) Ningla> de los coajmaoa T4' y R• es definible ea Z. Di Jo es nin

g6a auparmjumo de ID> de elloa ajmo del otro. 

(iii) Si T4' o R.• es 1q,rcsmcaNe en z. o si cualquiera de ellos es fu~ 

tetrJiette (o da MbOmente} aepanNe del otro ea z. enr:ooces Z -

es La , 441a 

SECClON 7. 

Exteasi01tes. 

:Fwf#I iom.w, - "tez....,. que el mlrom de Gtidel. para probar incom

pletez. se centra ea )a~ del rmjldu R* (o '1'4', si Z es 

~ el ...,,dude llaMer O'PlflÍflte ea reprCM or a algún supe!_ 

cxnjldu de R•, ajeno de T4'. EDate • fPllluch nds. debido a Tare~ 

Sea Z un riltema de upa: ttw 161 (E.S. T.,Jl,.P., t). y aean S', T' y 

a.·, COI.Ze..pwwfiecew aaperoWjtMf•W de S. T y ll J. ~··Mlie E; -

sea 'Z9 el ..... a. de J:Ep - • iOa (E.S'. r .... ~, ..• }. Llamar~ 



a z· ¡, WUl extensi&l de Z. O a Z 1111 subsistema de 'Z' 

Teorema 8 fl'arski). - Si ll • es rq,resentable ea aJguaa extensi&l CD! 

sistente Z" de z. en 1a rm1 S = s". accw:ea Z ~ ~Jeto. 

Demostraci6n. - SUJ0igaU1os que H I epu:sema a ll • en -Z:. Enti:Joces.. 

por el lema I (aplicado a Z"). 111 e &<-Hh e -i-. Cano a• es -

ajeno de r (por 1a consistencia de Z'). y R S :g•. elCDnCeS B. es ~ 

no de T" • Entonces III ad fuera de Il y de t' . Abara. CCJ111D T ta T•. 

entonces Hh est4 fuera de T. Pbr consiguiente. fil es indecidible en Z. 

"' Observaciones. - (1) Es :igtwhuesce demosttallle que si 'r' es~ 

sentable en alguod extensi&a cCJIDSi.ste«e 'C de Z entonces Z es incom

pleto. 

(2) El teorema 2 puede ser vi8tO como 1m caso especial del Taxema a. 
en que r = z. 

Parte Il - Indecidibilidad. 

SECCION 8. 

Sistemas con una Funci6a de Iepresentaci611 "Efectiva". 

Asociada a la funci6a de repn+ cad6n • de a si8tema Q y .la JIIIIDera

ciOn de Godel 'J. consideraremos ahora la fund&t. DUllll:l1ca • (i. j). de

finida por .la onticiof'n: • (~j) • k<-.cEi-d> =~;es decir.• (i.j) es 
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el mhnia"o de Godel de 8i-(j). La función • debe estar relacionada 

con g. de tal modo que • sea una fum:im recursiva. 

Dit¾iuimm a la funcióa +¡. como ana famc~ de 1m argumento que e~ 

pJe la condici6n: +1 (X,= +(i, x) .• Puesto que ! 0 es una colección -. 
cerrada ha.jo definihilidad esisteocial, para todo número 4 se cmnple -

que la fnocf6n + 1 es una func:iá1 recursiva de un argumento. Definimos 

ramlrié:a }a funcim. D(x). como la ctiagmal + de • ; es decir. D(i) = 

+ ii). Obaenama; que O es una funci6n recursiva. También anotare

mosque D(i) es el mimero de GOdel de .la ctiagnoalincioo de E¡ (D(i) = 

g(E¡(i)». 

B.ecordamm (del Capitulo 11). _que la inulgen inversa de un c.oojuoto r. e., 

bajo ~ fuaciáa recursna. es r. e., y que la imagen inversa de IBl con

jmto recursiw, ha.jo IDl fundm ~q, es tambi& recursiva.. 

Ptupmi, iM 

P¡ - (a) r = o·l (Wo) 

(lit 9w z .;1 (Wot (ea donde h = g(H)). 

P2 - ea,· Woes r.e. + rea r.e. 

(lit Wo es recunno + r es recursi-.o. 

P3 - Ca> Wo s r.e. -+ 9w ea r.e. 

(lit Wo es IeCUtwho + ffw ea re:::casi.o 



Demostraciones. -

P - (a) Para cua.lquier i. se tiene que: 
1 

Í E W* - E¡(i) E W 

<-> g ~¡(i)) cWo 

-D(i) E W~i E o-1(W~ 

(b) Para toda i. tenemos: 

Í E¾ <->t(ff.i) E W 

<->• (h.i) E Wo 

Por lo tanto, ¾ = 

-•Ji) E wo->i E •;lw~ 
.-1 
•h (Wo). 

P - (a) Si Wo es r.e. + o-1(Wo) es r.e. (ya que Des 
2 

recursiva) + W- es r.e. (por P1 - (a)). 

(b) Si Wo es recursiw + D-l (Wo) es recursivo + 

W* es recursiYo. 

71. 

p -
3 

-1 ---\ (a) Wo es r.e. +th (Wo) es r.e. (por aer •h .re::111.Biie, 

+ 8w es r.e. (por P1(h». 

-1 
(b) Wo es .recmsivo +t11 (Wo> es reeursivo + a,, 
es recursivo.. 



De aqui' en adelante diremos que tm conjunto W de e,rpresiones de Q 

(6 Z) es "r. e.", si Wo es IDl conjunto r. e. de números; lo mismo -

can el concepto de recursividad. Obsenm que cuando E es el -

conjuato de todas las c:aerdas ea el aJfabero K,. y g es una mnneración 

de Godel admisible, ,em:om::es W es "r. e."• si y sólo si W es f. r. so

br"e K; y W es "recursivo", si y s6lo si W es soluble sobre K. Lkma

remoa a Z un sistema de teptUiP7CN:i611 fonna1. si y s6Jo si S es re

cuniw y T y R. son r. e. Z sed mi sistema de representación decidi

ble , lli y aóJo si T y R. 80ll ambos recursivos. 

SECC10N 9. 

ladee id ibilid.ad. 

Antes de estaNecer los siguimtes teoremas queremos hacer notar que 
'\, 

1a pzUf.,Olliriál "T ., ea r. e. " es equi:va.lelae a decir ~ para todo W, 

aub-canjuato r.e. de T. ~ m elemacnfue:ra de w. pero dentro de 

T; es decir, que 8i W es Le.. entonces W 1 T. lpwhnente, la pr~ 

pmidál "T m> ea r. e. .. ea equi:valellre a decir qae para todo coojunto 

W ajeqo de T y r.e., eDlre a eJen @••fuera de W y fiaml de T; es -
.... 

decir, que aing6a ....__jaro de T ~ aea r. e.. puede ae:r igual a T. 

Teor:ema 9.- Si todo rm;-.u de dmetm r.e. es repre& cable en Q. 
'I, 

nccw es T.,• r.e. 

"' .... 
Den<-4 1 ai::::i&I. - &v+c w que T ea r. e..; Hi4•n es -r sería r. e.. por 
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la proposición Pi- En ese caso. ~ sería representahle en Q (por bi-

"' p6tesis), lo cual es cODltax io al Te01ema L ftr lo tanto T ao puede 

ser r.e. 

Observación. - La demaatracim anterior es indiJ t:eta. Una manera -

más constructiva (y mAs cercana al argnrnenro original de Gadel), es 

como sigue: 

La hip6tesis implica (por P2) que para todo conjunto W que sea r. e., 

w• es representable en Q." Sea W cm)quier conjmto r. e., ajeno de T. 

Entonces w• es represeiaable en Q. Sea H el predicado que represen

ta a w• y sea h_ su nmnero de GadeL Par el primer lema de diagnnaU

zación, Hh es lDI ejemplo de una oraci&I que eat4 fuera de W y de T -

"' "' 
( lllla prueba de que W C. T, pero W "'I T). R>r lo tanto, T no es r. e. 

Teorema ~ • - Si el complemento de todo conjunto r. e.. es rep:r~ 

ble en Q, entonces T no es r.e. 

Demostración. - Sea W cua.Jqnier subconjunto r. e. de T. Enr:cnces W* 

"' es r. e., y así (W*) es represer«able ea Q. ~ngw1c1& que H repre-

senta a w• en Q. F.ntc;mces. por el Lema l. 1:11 es una ar:acim de GlJdel 

"' "' 
para W; ésto es. Hb e W -1:11 t: T. Pero como W S T. se tiene -

. 1 

que Hh f W y Hb e T. Enrmw:es 1f 1 T y por lo ~ T DD es r. e. 

Nota. - Debe ser claro que el teorema 9 es v.Oido.. aula bajo la lúpOtests 
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más d&il de que todo conjunto r. e.. ajeno de r- es representable 

en Q; an41ciga11ienre. el teorema 9• es v4lido con Ja mú débil condi

ci6n de que el complememo de todo subconjunto r. ~ de r- . es repr~ 

~ 4Mbte enQ. 

N«amcw que el 1:e01·ema 9 dice que si Q es lo s~icimtemente fuerte 

- para que todos los conjuntos r. e. sean represemables en él. entonces 

Q, aunque poamlemeote sea un sistema fonnal. DO puede tener un pr~ 

cedim.ieato de decisilia. El teorema 9' • par «ro lado. dice que si los 

~os de todca km conjuntos r. e.. son repre&ffllllhles en Q, 

enta1ees Q no puede tener un procemmiento de decisilln; mú aQn. Q 

DO puede ser un sistema formaL El siguieote teorema di una condi- -

ci6n aún más d.!bil para que un- sistema sea iodecidibJe: 

Tootana 10.- Si todo CIJlljLmto de números recursiw. es representa

ble en Q. entmces Q DO es decidihle (mis especlficamente. T no es r~ 

cunifl$.. 

'\, 

Demastraci{n. -~ que T fuera recursiw. Entonces T sería 

tambi& recurai~ emmces r- seria recursi110 par P 2• Así,, ~ seña 

representable en Q (par bipt!teais). lo que es Wihatio al teorema l. -

Por lo tana, T ao ea namli'IO f Q es Jndn::itlihJe 
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SECCION 10. 

Normalidad. 

En la Parte I definimos que Q es un sistema formal. si y s61o si tie

ne la propiedad de que para todo rmjldO W • si Wo es representable, 

entonces w• es representable.. 

Teorema 11. - Si los conj~t08 que son 1ep1csaitables en Q,. sc:m pre

cisamente aquellos que son r. e.• ennnces Q es oormaL 

Demostración. - Supo1Uga01os que Wo es represetnble en Q. Wo debe 

ser r. e (por hipOtesis); asr. W es r. e. y por P2' r es r. e. Por lo 

tanto, como Wo es 1Dl conjunto represeotable arbitrario, Q es un sis

tema normal. 

SECCION 11 

Teoremas Adicionales. 

Teorema 12. - Si T es r. e.• entonces todo conjumo A representable en 

Q, es r.e. 

Demostraci&l. - Supmpmos que A es representado por H en Q. Enton

ces A = ffr• y como por ~esia. To ea r. e.. tambi!n Kr es r. e. (por 

P 3). Entonces. A es r. e~ 
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Teorema 13.- Si Tes r.e. y si todo cooj~ r. e. es representable 

ea Q. e:atanc:es Q es aormal. 

Demostraci6a..- Por el teorema 12, todo conjunto representable en Q 

es r. e.. y pr ldpGtesk, todo conjldo r. e. ·es representable en Q; 

prr 1D taato pr el teorema 11, Q es normal. ya que los conjuntos re

presenta bles en Q. ... precisamem:e 1os rmjt.mtos r. e. 

to repr e ..,.,.at,1e ea Q es r. e. 

Demoatraci.óo.. - S~mos que H representa a A en Q (A = Ky-). En-
~ ~ ~ 

tmces A = Hy, = "i'; asC. como To es r. e. (por hipOtesis). H~ 
~ T 

es r. e. (par P3). Ar Jo tanto, A es r. e. 

Teorema 15.- Si Q es decictihle, entonces todo ccnjunto representable 

en Q. ea n:cutsho. 

Demoatraciln. - Squ,gaoo• que Q es decidtble, Entonces T es recur-

si-,o; es decir, T y T - ambo& r.e. El teorema se sigue de Jos teo

remas 12 y U. 

Los teorema.a U. l.f y 15 pueden aer reformulados como sigue: 

Tem:t:Uia 16. - (a) Si alpa rmjldD que 11D es r. e., es· representable 

ea Q. enrmree T ., es r. e. 



(b) Si el complemento de a.lgGa rmj.-o que no es r. e.. es repr esca-

table en Q, entonces T no ea r. e. 

(e) Si algún conjunto que no es recursho. es tqw se• e+- ea Q. en

tonces Q es indecidi.ble. 

SECCION 12. 

Sistemas Universales. 

Diremos que Q es lDl sistema universal , si y s6lo si Q es ua sistema 

formal y todo conjunto r.e. es representable eo Q. El siguiente -

tE:orema, es el reestructuración, m'5 general, de resultados anterio-

res: 

Teorema 17: Sea Q cualquier sistema universal; entoares: 

( 1) Q es indecidible. 

( 2) Q es normal. 

(3) Dado cualquier conjunto W de expres:ioaes, r.e., eid8te una oracüt 

de Godel para W. 

(4) El conjunto To es r.e., pero ao es re=irsi'IJO. 

SECCION 13. 

Indecidibilidad y Completez 

El siguiente teorema ....,..hle:e 1a graa rele ·i&I es:i«ftlte entre )m re

sultados de Churcb sdre iDdecidilliJida 'f Joa reaukadoa de G3del so-
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Jre incDmpletez. 

Teorema 18. - Si Z es formal. pero indecidible_ entonces Z es inconsi! 

tente o ia:'aq,ieto 

Demostraci6n. - S"1°°gamns que Z es formal y sa.."lJrado; demostrare

mos que Z debe ser decidibJe. 

Por hipfJtesis. Ses recursiw. T y R son r.e.. S = R UT y R nT es -

vado. Como Ses recursivo. (E-S) es r. e.; asÍy RU(E - S) es r. e.; 

pero RU(E - S) = T. Así. T (al igual que T). es r. e.. por lo tanto, T 

es recursivo. 

O b s e r va c iones . - Para 1Dl sistema z. formal y consistente_ la pro

posición de que T no es recursivo. es equivalente a la proposición de 

que para todo coojunto w. r. e. y ajeno de T. hay ima oración de GodeL 

Por otro ~ la incompJetez de z. sólo asegura la existencia de una -

oración de Godel para el particular conjunto r. e. • R. Así. la indecidi

bilidad de 1Dl sistema formal y consistente. es más fuerte que la incom

pletez del mismo. 

De los teoremas 10 J 1S. el siguiente teorema es iJnnediato: 

Teorema 19. - Si un sistema formal es lo suficientemente fuerte para 

que todo canjunto recursi'VO sea representable en !!l. eotooces debe ser 



inconsistente o incompleto. 

Observaciones. - El teorema 19 extiende el te<Xema de G5del: 

"Un sistema formal en el que todo conjuato r. e.. es :represmrahle, 

es inconsist~e o inccmpleto". Este resultado, aunque mis débil 

que el teorema 19, puede ser demostrado de una manera que es mú 

constructiva: S...,ongase que Z es formal y consistente y que todo~ 

junto r.e. es representable en éL Como Z es fannaJ, entonces R* es 

r. e.; así, R* es representable en Z; sea H el predicado que repr~ 

ta a R • en Z. Entonces la oración Hb es indecidi.ble en Z (por el teo

rema 2). También debemos observar que esta demmttaca no apela 

al hecho de que el conjl.Dlto S de las oraciones de z. es recursivo, lo 

cual fue neceskado en el teorema 19 para pasar de iodecidibilidad a 

completez. 

El teorema 19 significa que un sistema formal consistente debe ser ilJ! 

decuado en \DlO de los dos sentidos siguientes: o es incompleto (y tam-

bién indecidible), o es inadecuado. aoo en un sentido peor, a saber, que 

es tan débil. que aoo los conjlDJtos recursivos no pueden todos ser repr! 

sentados en éL Tal sistema no sería adecuado. aún para teoría elemen

tal de nOmeras. El decir en cual de &tos dos sentidos es inadecuado un 

sistema particular, es un hecho práctico q1e involucra t~icas peculia

res para el sistema en CClDSiderack'5n. 
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Parte DL · lndecidibilidad e Inseparabilidad Recursiva. 

SECCION H. 

Defiaibilidad en Sistemas Formales. 

Teorema n- Todo ?-junto definible ea m sistema formal consisten

te. es reem: si 110. 

~ - ~11-• que A es de6nido pcr H en z. ea donde Z 

es m si&tEma formal c:anststePte. Cano Z es conaisrece, H repres~ 
"' 

ta c.w14~ a A ea Z. A~ A = f1y, y A ::: ffa· Como T y R 

._ ambm r_e., pr lüp(ltesis, .,..,...,... "1, y HR. sm r.e. (pQr P3). 

"' AaC. A y A am r_e.; a ~ A es recursi-,. 

SECCION l S. 

Exteasioaea. 

Plqiw -él ;,- l. - Sea 'Z' .. 'eu,,,-,.. de z. F'd:cnces: 

(a) Si H ddlae a A m Z.. ewtmces H define a A ea 'C • 

~ Si H aqm:a fuertem.-e a A de I ea Z. ........-es H sqm:a fuerte

lDl!lllte a A de I ea r . 

Demostraci6II. - l.a l*l4*=á i6P (a) ea m c:aao eapec:ial de O.. en donde 
'I:. 

A s I; por Jo C... de•-MtiMINM (1* Par lrip&:fWis TlaT- J l.k a.• i 



A S ff-r y 8 S Hit; por lo tanto A ~ 11.y,. y B s.e_.. (es decir,, H 

separa fuenemente a A de Ben Z"). 

.. 

Teorema 21. - Si todo conjunto de ni1me:ros recursi-, es definillle ea 

Z, entonces toda extensilin consistente de z. es indecidfhle. 

Demostraci6o. - S~mos que todo conjunto :recunivo es defiaihle 

en Z y sea z• cualquier extensi6n consistente de Z. Por la ptopolti

ción 3, todo ccmjunto recursivo es definible en Z'. Asi;. todo ccmjun

to recursivo es representable en Z' (ya que z• es cmsistente). .Por 

lo tanto, usando el teorema U>. concluimos que z·· es indecidihle. 

Corolario. - Si tódo conjunto recursivo es definible en z.. entooces to

da extensilin formal y consistente de z. es incompleta.. 

Demostracilin. - Por los teoremas 21 y 18. 

SECCION 16: 

Inseparabilidad Recursiva. 

Da~ conjuntos A y B de números ajenos .. seria llamados recursi

vamente separables. si y s6Jo si esiste un s~rmjuato A' de A. r.! 

cursivo. que es ajeno de B (&to implica que existe mr superc:onjunto de 

B, recursiw. que es ajeno de A y que ea l"; pr lo tanto. 1a condici6o 

es simarica). 
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si y.sólo si ellos no son recursivamente separables. F.quivalente

mente. A y 8 son recursivamente inseparables, si y s6JD si para to

da pareja (A', B') de respectiws superconjuntos r. e. y ajenos ,de A 

· y B, existe UD imnero fuera de A' y de 8' • .' . 

"' 
Na:amns que ua coojuoto A es recursivo, si y sólo si (~ A) es recUE 

sivamatte separabJe (ya que la única pareja posible de respectivos -

"' "' s~cnjuntos ajeDls de A y A es ~ A)). También es obvio que si 

A es recursivamente inseparable de B, entonces se cumple lo mismo 

para cualquier pareja ajena de ~rcanjuatos (ya que cualquier sepa

raci6o recursiva de 1a pareja más ~ es ciertamente una separa

ciál recursift de la pareja mú peqnefia). AsC. si deseamos demos

trar que una pareja (A. ~ es R. l. , ameoemos 1n resultado más fuerte 

si denioatramcw que algún subconjunto propio de A es R.. L de algún -

subconjmto prqao de 8. 

Consideremos abara UD sistema de represeotacüi Z. Nos referiremos 

a 1aa caajlmtoa To y R.o, como loa núcleos de Z. En ocasiones diremos 

que 1a pareja (T. R) es recursiwmente aeparable o insq,arable. que-

riendo decir, mH precisamente, que la pareja (To, Ro} es respectiva

mente aepaa:bie o tmaeparahle. Es iomediam que (T, R.) no es R.. L • si 

y 11610 lli eélte m ~ catjuato recursivo T9 de T que es ajeno de R; 
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ble de Z, en donde S' = E y R' = (S' - r). A la bmirsa, cualquier 

extensión z• , consistente y decidible de Z, indu:::e una sepa.raciOa !"! 

cursiva de (T, R), ya que T' es un s...,ercoojuotc>recursivo de T, que 

es ajeno a R. Por consiguiente. la prq,osiciOII de que toda eatt:li!liOn 

consistente de Z es indecidible, es equivalemte a la ptCp.JSiciOa de que 

(To, Ro) es R. l. Asf, pcxlemos reestablecer el teorema 21, coma: 

Teorema 22. - Si todo conjunto recursivo es defürihle en Z, enron::es 

los nOcleos To y Ro de Z, soo R. L 

SECCION 17. 

Separación d-e Conjuntos R. l. ea Sistemas. 

Teorema 23. - Sea (A. 8) mia ·pareja de ccnjimtos R. L ; entonces: 

(a) Si A es débilmente separable de Ben Q, Q es indecidible. 

(b) Si A es fuertemente separable de 8 en Z y Z es coosistente, enton

ces sus nOcleos To y Ro son recursinmente inseparables. 

Demostración.- (a) Supongamos que H separa débilmente a A de Ben Q. 

Entonces A ~ 8r y HT es ajeno de B. Como A y B SClll R. L, ~es 

R¡, no puede ser recursivo, JJO[" lo tanto. Q 110 puede ser decictible (ya 

que todo coojuoto representable en una teoda decidfNe, es recursi\lO; 

ver teorema 15). 
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~ Supo,gw1-• que A es fuertemente separable de Ben Z. Entonces 

A es fw:rtemente separable de 8 en toda eueasilin de Z (Proposición 

3(1»>. Ase, A es dBliJmeote separable de B en toda extensión consisten

-~ de Z (px proposiciOo 2 (a). Parte 1). EJ&'OPCes. por el punto ante

rior, toda estensi.Op COIIIIÜltellte de z. es i.Ddecidible. Así, (lb. Ro) es 

ll. L (ya que Z es cansilrtate). 

SECCION 18. 

Sistemas de l.osser. 

1 Jeando el liepDm 1ema de di19•aa lizaciáa en Jugar del primero, obte

aeama .._ sipialtea ertemriaaes de 1oa teoremas 9 y 10: 

"' ble de-"r ea Q. eM•W ea T mea r. e. 

"' Den• t ac.iOa. - Sea • a,kprie'I" ··- • lljuuto i:. e. de 'F. E',nrnnais ~ 

ea r. e. ; tamHtn r es ajalo de -r, ya que W ea ajeno de T. Por hipó

~ r ea d8•UPM,ire aeparabie de ,-. ea Q; s..,,...,,.. que H efec-

fil ead. fuera_ de W f de T. Aa(. si W es r. e. y ajmo de T. enb'JilCeS -

"' "' W 1 T; ea decir. T • • r.e. 

c.araiu'io L - Si pua rada pareja. f j&ICW A f ... r. e.. A es débil-
- .. 

we *1• 1i4e de I ea Q. ---- es Q ea IP-tes idftr 
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Demostraci&l. - s...,..mos que T es r. c.; ..,.,_ es -r es r.e. AsC. 
. 

para todocODjuatoA, r.e.,, y ajellode -r. A ea dflbikorm:e -..zallie 

de T* en Q (por hipOtesis. tomamo B a Y.). Ecmres,, pcr el teateua 

"' 21, T no es r. e. y par camiguiellte,, T ., es recuniha. 

Teorema 25 (extiende el tecxema l~ - Si para todo rmjadu A recm-

sivo. ajeno de 'r. A es d8,im,oar;e separable de 'r ea Q.. etf•W ea Q 

es indecidible. 

DemostraciCln. (Por red!rciCD al ~ - Sip•lgMN• que T es nlCU!_ 

"' "' sivo; entonces T seña 1ecmaifl> y 'r tambie.t aeda 1ecat&iM4 ar, -

por hipOtesis, ~ sería d8ümeote sepuable de"r. Ed'ca:ee (par el 

"' segundo lema de diagona1izada.a~ llllbd'.a - onc:i6a de Glldel para -r. 
lo cual es una coat:ra(lccj&I_ 

Corolario. - Si para toda pareja. de CODjullbJB recursnoa A y a. ajew:w, 

A es debilrnenre separable de B m Q,, ecc,a. ea Q ea iededdible 

Sistemas de Rosser. - Ma::llaa de 1m IJiM&·-- que aep¡aree1e:aanm 

en la lite:rama. pJBeeD 1a impcara.ae pic¡.Ñ"(illd de que para e c+«jwftw 

arbitrarioa A y B. r.~ y ajew:w, A es fuabiüieae aepmüle de Ben -

el sistema. Nos refer b:ew a talell aiereokM, camo •W aw- de l.u: 1 r e.:. 

N«alD08, par 1a pI...,._ic:i&i S-(llt. que teda e« iCa de • llillll:I- de 
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Tecaema 26. - Todo sistema Z de Rosser, consistente, tiene núcleos 

To y Ro, recursivamente inseparables. 

Den..wttw::iooes, - (1) Toda extensión formal y cmsisteote de lDl sis

tema Z de llosser. satisface la hipOtesis del teorema 2-4 y por consi-. 
guiente. es indecidibie. Así. Z tiene núcleos R. L 

(2) R.ecocdamoa que IDl conjmto A es definible en z. si y sólo si la pa -
'\, 

reja (A.A) es fuertemente separable en Z; así, todo conjlDlto recursivo, 

es definihie en 1111 sistema de Rosser. El resultado se sigue por el te~ 

rema 22. 

OblenacicJnes. - Una manera de construir una pareja R. L de conjuntos 

r. e., es tomando .los núcleos de cualquier sistema de Rosser, formal y 

ccmsisteote. Existe ttro ~odo. debido a ICJeeue, el cual no será con

siderado aquí. Queremos hacer ~r que si ya tenemos una pareja R. 

L de canjuotos r. e.. a nuestra dispoeici.óo, entODCes seña posible una 

tercera derno•hacilla del teorema .26: S~rnos que toda pareja aje

na de conjuntm r. e., es fuertemente separable en Z y que Z es consis

tente. ~onces tomemoa cualquier par ~ , i) de conjuntos r. e.. que 

sea R. L Entooces, ( 11, ~) es fuertemente separable en Z. Así. (To, 

~ es B.. L. por el tecaema ~-. 



SECCION 19. 

lnseparabilidad Recursiva de los Conjuntos Di_agon! 

les T*, R*. 

En la Sección 2 definimos las oraciones diagonales, como aquellas de 

la forma Hh, en donde H es un predicado '/ b su mlmero de G8ael. PII-
+ 

ra"é:ualquier conjunto w de expresiones, definiremos aban w, como 
el conjunto de todas las expresiones diagnn•.Jes ~(i),,qm! est4n en W. 

+ + 

Consideremos los conjuntos T y R y sus con espond:i.emea caajuntoB 
.... .... + + 

(T)o y (R)o de números de GadeL Claramente (T)oS. To y (R)o ~ llo; 

así. si podemos demostrar que (t)o y. (R)o son R.L, ol:teU.hetbJ8 un 

resultado más fuerte que si demostramm que To y Ro son R.. L (en ge

neral, para A¡~ A2 y 8i_ ~ 52' la inseparabilidad recursiva de la 

pareja (A¡, B¡), implica la inseparabilidad recursiva de 1a pareja más 

grande (A2, B2), pero no sucede lo mismo a la in,iersa). Prmao vere--
+ + 

mosque la inseparabilidad recursiva de (T)o y (R)o. es ~lic:ada p:r 

la inseparabilidad recursiva de T• y R•. Enfocaremos. p:r lo tanto. 

nuestra atención en estos últimos conjuntos. a las cuales nombraremos 

los conjuntos diagonales del sistema Z. Abara deseama1 demost:tar que 

si todo conjunto recursivo es definibJe ea Z y Z ea consistem:e, enrcmces 

no solamente los coojuntm To y Ro 11011 recursiTalllente iDsepa.rah)ea. -
+ ·+ 

sino también los menores conj1mtos (I')o y (R)o. 1o son; en efecto, loa -

conjuntos diagonales·~ y R• son R.L Para ~e fin, inaochciremos --
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•lgmas nuews nociones y estableceremos aJgmas proposiciones. 

Sean (A1.A~ y (8i,, 82) dos parejas ordenadas de conjuntos de n6me-
. f 

rm; aea f(I) ma fum::im. R.epxwe,taremoa con (A1• A-} + (B¡. 8:z) • 
.. 

la· ,_.. V- de que f -.,ea a A1 en 8i, y a A2 ea 82; es decir, que --

f(A1) '- 8t y f(A-/ , B.z- Diremos que f mapea a la pareja ordenada 
f 

·- (A1 .A~ ea la pareja ordenada (B¡. 82>- Si (A1• A2) + <B¡. e.;. para 

aJgma funci6n f. recursiva, emonces decimoB que (A1• A2) puede ser 

recuni~e mapeada en (Bt. B-) y esta condicillll la escribiremos 
~ f 

come: (A1 .A.; + (8t. 82>- Es olmo que si (A1• Ai + (8i_. 82) y si 81 

es ajeno de 8r enmoces A1 es ajeno de A2• 

re 
PloposiciCm 4.- S..,.+,pn_. que (A1.A-)+ (B¡. 8:z) y que (8i_. 82) son 

ajeaoL 'Futcw:ea, si (A1.A.) aon R.L también lo IIOll (B1• Bt. 

[)e,p¡. 1 ad6L - Demr:.-raremoa la pt....,aicim _equ;.vaie.e: ai <Bi • 92> 
- nlC&sifMIM wte aq,aral:iles, t;nnhib, .lo son (Al.A~: 

f 
Por btpOresis, (A1.~ + (Bt,~ para..-. f recuni'va y suponemos 

que <lt,.loz)- n:aasivwneote aeparablea. Plil!ODCel mste • s..,er

-1 
aajWID S ra::awlto, de 8t. que ea ajrm de 11.z- Así, f (S) debe ser 

. 
• aapa:aajmau de Ap ajeno de A2' y como f f S - amllOa recursi-

..._ C 1CS) ea xecaabo. Por Jo r.w:o. A¡ ea recur&i9".'IIN"l0te aq,ara--



Corolario. - Sea f - fmcl6a ncasiwa; eea A J I dm rmj&aiW de 

nameros. ajeaoe; eaD&:ea si (A.llt - x.xecae1C11nMli··--re· aeparables. 

t~mbién lo aoa (f-1(A). ,-1«.). Dic:IID de Gin •: a. ai ,-1CA) ea 

R. l. de f-1ts>. entwces A es LL de&. 

DemostraciOn. - Es iemecfiam de )a ..... i6M 4. ,. qae cr-1cA>. 
-1 f 

f (I») + (A ••• 

Proposición 5. - Paxa cualeequiera CClllljaaGi W J V de eeapr1Pfmi1as de 

Q: 
re + + re 

(a) (~•V*) + (Wo. Vo) + (Wo. Vo) 

Demostración: 
-1 . 

(a) Por la praposici&I P1 -(a). aecci&l B. w• =- ') (Wot. ea cbde D ea 

la f\DICiOn diagmaL Ciertamente W* a> 90llo ea la te I ilcWWWM de 

+ 
Wo bajo D. sino que es la imaga bnera del menar rmj..., Wo. bajo 

+ + D 
o. Asr. ~ = o-1(Wo), V*= o-1(vo). Par Jo raro. (W*. V*) + <io. 
+ :CC+ + 

Vo). Corno D es recunriq. se d8le que (W*. V*) + (Wo. Vo). Tem,,.., 
++re + + 

(Wo. Vo)+ (Wo. Vo) (ya qae Wo S. Wo J Vo ~ Ve$. 

(b) En la prapoaick1n P2~ de la aen:iDn l. ..._. qae 8y • .;~ «-* 

asr. (ffw-ffy)!,h (Wo. Vo) f •11 • .1ecailitG. EalD el +a Cit. 

Praposici&I 6.- Sea W y V daa ca. ...... de eieapr11S111aia- de Q. 11jeeoe 



Eccxres: 
+ + 

(a) Si (W"'. Y.) soa R.. l.. también 1o 80ll (Wo. Vo). 

(~ Para cualquier predicado H de Q: 

<Hr By) sat R. L -(Wo. V~ son R. L 

DemoatraciOa.. - Es inmediato de las prq,osiciones 4 y S. 

Teorema Z7.- Sea Z im sietema caosistente en el cual todo conjunto 

recu:ni"°, es de6Pihle Entonces: 

(1) fr' .J.•) saa ll. L 
+ + 

(2) (Ta. .R.~ ·sa1 R.. L 
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Decn>4.1-.i611. - Sup-c-ous que r• y R.• 80ll recursivamente separa

bles; eatcn::ea babña 1111 sq>etéOOjuato recursivo A de .R.•. ajeno de r•. 

Ptr bipl'll eAI. este CCDj\do recm:sivo A aerfa definible en Z. Esto se

rta a.diado al teca.en- 6; por 1o tanto. ~ y R.• 110 pueden ser recursi -

,w1W1i4e aq.uables_ Este demue«ra (l); el IJldO (2) ae sigue de la pr~ 

pasiciOa 6-(.a).. 

Caroiario l. - Si Z es • si8tema de llouer cmsistmte. entonces (f•, 
+ + 

ll•) - l... L (.al igual que (Ta.~). 

Uaa cien-• 1 iiCÜl a.&ltri&%ha del axoJatio amterim', ea como sigue: 

S-4>agw--• que z ea - eM IW de Roaaer, m-i.,,..,.; 8eMl A y B 



mero fuera de A y de B. Por bipateais, bay • predicado H que aepa-. 
ra fuertemente a A de B ea Z; este predinldo aepua KMM"Wa a )a me-

nor pareja (R*, -r') en Z. Eutoncee por el temema S. )a 01n1cila Hit 

es indecidible en Z; esto sipifica que II etd fuera de H¡, y de "a. -
Así, h est4 fuera de A y de B. 



"· 

CAPITULO IV 

ALGUNOS SISTEMAS FORMALES 
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Introd11cci6a. - El estudio de los sistemas formales ha sido de 

t:llib. ema impattanc:ia para las ciencias de Ja compt.UCióo. ya que. 

por m .lado. Ja aatumleu misma de las tmqUÍDllS nos impele a fo!_ 

malizar 1aa problemas a los que deseamos dar solución y las activ.!._ 

dades que queremos "realizar mediante las compl.Udoras. mientras 

··· cp.e por atto lado. 1a fonnalizaci6n representa IBl m!!todo muy ef~ 

tho para eac:ender _clases enteras de problemas~ reduciéndolos a C! 

aaa particulares de esquemas alaractos de tipo general. 

Dedicaremoa este capltu)o fiDal a hacer ver c.omo lll&Cbos de los ~ 

ceptoa qae 1aa ciencias compaacioaales manejan. son efec:tivam:mte 

casm particulares de loa sistemas formales y como los problemas -

eaencia les de kJa sistemas formales. se repiten en todos esos casos. 

Eatre 1m 9isternaB particulares a 1os que dirigiremos nlEStra aten-

cm. eará: (1) La ~ de primer on:lm y las_ teótias axiomáticas. 

iDclu:yendo a .la u it 11w'fica; (2) Los lenguajes (artificiales); (3) Los au

W'mata• y 1m silltemas de thue y. finlllmenr:e (-4) Los llamados" sist~ 

-de iuf&a .. Mw". 

SECCION l. 

Teoría•. 

Ar - tmrll (T). designa, ewww ama colecci6n de_~ sigui.entes com

ponemea. -llteite iendo Jas condiciones que a Ja vez ...,..hlecie:r~: 
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(1) Un a.lf.abeto finito K, jtmto con una numeración de Q)del g. admi

sible, de! sobre N. 

(2) l.m suhcmjtmto recursivo de!, cuyos elementos son llamados -

fórmulas (bien formadas). 

(3) Una ñ.nc:i6n 1 a 1 que asigna a cada fórmula F. WJa fórmula "'F. 

llamada 1a negación de F. El conjunto de parejas ordenadas (F, "'F), 

debe ser recursi.'90. 

(4) Una función 1 a 1 que asigna a cada pareja ordenada (F,G) de fór-. . 

mulas. una fórmula F A G, llamada la coojunci6n de F y G. El con

junto de toc!as 1as ternas (F, G, F A G), debe ser recursivo. Denotare

mos con FV G a la fOnnula .":( "'FA "' G); con F:>G, a la fórmula 

"' (FA "'G) y con F-= G, a la fórmula (F:>G) A (G:>F). 

(5) Una secuencia numerable (x¡. xl9 ••• , x¡, .•• ) de cuerdas (en K) -

lla.madas variables (individuales libres). Ninguna variable será una 

fórmula. La función f(n) = g(Xn) debe, ser recursiva.. El coojunto de 

todas las variables, debe ser recursivo. Para cualquier variable x y 

cualesquiera fórmulas F y G, las siguientes condiciones deben cumpli.!. 

se: 

{i) X ea parte de '\fi. si'/ a6Jo si X es parte de F. 

(ii) x es parte de F A G, si y sóJo si x es parte de F 6 x es parte de G. 
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Para cualquier variable x y cualesquiera cuerdas X y Y. denotare-
X , • 

mos con Xy al resultado de substituir con Y. a todas las ~en-

cias de x en la cuerda X. Las siguientes condiciones deben cumplir-

se: 

X X 
(iii) ("'F)y =,,.,(Fy) 

X X X 
(iy) (F AG)y =Fy 11Gy. 

(6) Una función 1 a l, que asigna a cada f6nnula F y cada variable x. 

una fórmula ( 3x)F. llamada la cuantificación existencial de F ~ -

respecto a x. El conjllllto de tcxlas las ternas (F. x. ( ]x)F) debe ser 

recursivo. La _variable x no es parte de la fórmula ( ]x)F (estamos 

pensando en aquellas formulaciones de 1a lógica de primer orden en 

las que las variables acotadas soo distintas de las variables libres). 

Para cualquier variable y ; x, y es parte de ( 3x)F si y só.lo si y es 

parte de F. Se deberá cumplir que: 

(i) (( 3x)F)~ = ( lx)F; 

(ii) Si y; x entonces (( ]x)F)~ = ( 3x)(F~). Escribiremos (Vx)F. 

para denotar a "'((lx)("' F)). La fórmula (Vx)F es llamada la cuanti

ficación universal de F con respecto! L Diremos que una fOrmula 

u oración es cerrada. si ninguna variable (libre) aparece como pane 

de ella. 

(7) Una fmción 1 a 1 que asigna a cada nOmero entero positivo n. una 
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pa.labn a, llamada la eq,resión mmé:rica asociada l!. n. La función 

f(n) = ~ *be aer recursiva. Ninguna expresioo n&.anérica es una 

Tariable o ... f6rmuJa.. Sí x es parte de F, eotooces F~ es lmB. f6r-n 

mu.la.. 

(B) UD amjum:o A de' oraciones, llamadas axiomas de (T). 

Sea W cmlquier conjunto de andones de (T). Diremos que W es I.B1 

caaj&mto perfecto, si y sólo si tiene las siguientes tres prq>iedades: 

(1) Para cualquier oraciá:l X, la oración "'X está en W, si y sólo si X 

DO esta en W (consistencia y compl~ez). 

(2) Una oac:i&l X A Y est4 en W, si y &6lo si X y Y est4n en W. 

(3) Una anciOn {Jx)F est4 en W, ai y a6lo si existe al meaos un n6m~ 

X 
ro a, ~ qge F- esti en W • • 
Se dice que una oraci6a X ~ ma coosecuencia ~ de un conjunto W 

de arackmes, si y s6Jo si X esti en todo supe:r:coujunto perfecto de W. 

Oiremm que X es ){Jgicamente válida (en el domiuio numerable de los 

enteros poaithios). si y s6lo si X es un elemento de todo conjunto per

fecto; equi.a.lelltemein, si y ll6lo si X e:s una consecuencia ~ del 

rmjuata> vado de ancianea. Ahora definimos al rmjunto T de Jos ~ 

_remita de rn. como el c.onjl.tto de todas 1u onciooes que 80ll conse-

cuenciu J6gicee del rmjuaEo de •rinnws A. 
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SECCION 2: 

Teorías de Primer Orden. 

Los símbolos de una teoría O') de primer orden. - bls:9 AMIWfe las 

siguientes: los conectivos proposicionales"' • ~; las sünbolos de pun

tuación (. ). , (la coma no es estría:arnenre necesaria, pero es conve-
.. 

niente para mayor facilidad en la lectura de f6n:nu)as); un ccnjunto n~ 

mera ble de variables x l • x~ ... ; un conjunto finito o numerable (no va

cío) de símbolos de predicados P1.P~ •.. ; un ccmjwiro finito o mmiera

ble. posiblemente vacío. de símbokw de funciones. f.g.Ji.t1.f~ ... ; y 

finalmente. IDl coojunto finito o numerable, posiblemente YaCÍO. de -

constantes a1(i ~l). Asf. en una teGr'Ía m. algunas o taiDB 1m ~ 

los de f\Dlciooes y de constantes individua.les. pueden faltar y alg,DO& 

(pero no todos) los simbolos de predicados. pueden faJtar~ Dif~es 

reoñas. pueden diferir en aquellos de dichos sfml:olos que ellas poseen. 

Las definiciones dadas anterianneote para U!:rminos y f6nnulas bien -

formadas y para .los conectivos proposicimales A. V.= • Bml adapta

das para cualquier teoría de primer arden. Es obno que para una ~ 

rfa .T particular. s61o aquellas slmbalm que aparees ea K. acm usadas 

para la c.cust.r&a::cillll de t&minm y fOnnulas biell fonnadu. 

Los axiomas de una teoría O') - diYididos en dm clases: 1oa momas 

lOgicos y los ~ pa:opio& o no-Mgicoa. Lo& momaa k'5gk:os SCJD -
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aquellos que ae asumen para cualquier teorfa. a diferencia de los 

ax~ propios, los cuales son particulares para 1a teoría a 1a que 

pertenecen (un ejemplo de axiomas propios. son los axiomas de 1a t~ 

ría de gr~: existencia de 1m. ne.n-o aditiY:o, la existencia del inver

so aditivo y la ~vidad de la ~ión de SilI113). 

Axiomas ~: Sean A. 8 y C fórmulas bien formadas de (f); ento.!!_ 

ces 1os siguientes sao axiomas lógicos: 

(1) A~). 

(2) (A:,(B:,G)):)((A::) lb (.OC)) 

(3) ("- 8::)"' A):)(("' 8::,A)-:)8) 

(-4) (\'x¡)A(xi):>A(t). en donde A(x¡) es una f6nnula bien formada de 

(f) y t es un t&mino de (f). -libre para x¡ en A(xi). Nótese que aquí 

t puede ser idmlico ax¡. prq,orciooando asf el axioma (\fx¡)A(xi)::> 

A(x¡). 

(5) (Vx¡)(A.:>~:)(A:>(Vx¡)B). en doode A es una fOrmula bien for

mada de (r) que DO contiene ninguna ocurrencia libre de X¡. 

Ariarnas Prq,im: Estos no pueden aer especificados. ya que varían 

de teod'a a temía. l.Da teoria de primer orden en 1a cual no hay axio

mas propioa. es llamada un cilcu1o proposicirml de primer orden. 

Las reglu de infe:re:ncia de ciwlqaúer teoría de prtmer or~ son: 

(i) Modus l\ww: B se sigue de A '/ A~ B. 

(il) GeneraJ..izadi1 ( ~ ae sigue de A. 



Un modelo de ma teoría (T) de primer orden. sed ... interpreta

ción en la que todos los axiomas de (T) saa dlidm. 

106. 

Es claro que si las reglas de inferencia (i) J (ii) acm. apticades a fflr

mulas bien formadas. verdaderas. en una •eqretacita dada, ~ 

ces los resukados de dichas apJicaciones. son tarnbílP .erdaderoe; 

por lo tanto. todo teorema de (T) es ft?l'dadero en cualquier modelo 

de (T). 

Ejemplos de Teorías de Primer Orden. 

(i) Orden Parcia.L- La teoría (T) contendr.l un solo predicado P y nin

gún símbolo de función ni de coostam:es individmles. Escribiremos 

x¡ < xj en lugar de P(X¡. ~)- y x¡ / ~· en lugar de "'(x¡ < xj). (T) tiene 

dos axiomas propios: 

(a) cV x1Xx1 I x1) 

(b) ( Vx1.x~x:i)(I1 < x2 A x2 < x3::::,x1 < ;) 

{lrreflexividad) 

(Transitividad) 

Un modelo de esta ceorra. es llamado una est:na::tur.1 parcialrnente or

denada. 

(ii) Teoría de Gr..-,s. - La teoría (T) OJIJfeDdñ ma predicado P{x. y). 

una funcian f(x. y) y una ccnstanre imhidual a1• Escribiremos x = y 

en lugar de P(x. y). x + y en lugar de f(x. y) J O ea lupr de a1• para -

ser cougimttes con la DIJUCi&a cc:uwacmaJ. Como uicwoas piqriol 



de m tenemos: 

(a) (\/ x¡, x2' x3Xx1 + (x2 + x3) = (x1 + x2) + x3) 

(b) (~ X¡) (o+x¡ =x¡) 

(t) (Vx1) (]x2) (x2tx¡ =O) 

(d) ('/ x1) (x1 = x1) • 

(e) (V x1, x2) (x¡ = xi=,x2 = x1) 

(f) ( V x1. x2' x3) (x1 = 9(x2 = ¾=>x1 = x3)) 

(g) ('v x1, x2" xy (x2 = x3~x1 + x2 = x1 + x3 

x2 + x1 = x3 + x1)) 

Jf,-. 

(Asociati vidad) 

(Identidad) 

(Inverso) 

(Reflexividad de =) 

(Simetría" de = ) 

(Transitividad de =) 

(Sustitución de =) 

Un mcxlelo para esta teoría, es llamado llll grupo. Si. en adición, la -

fórmula bien formada ( ',' x1, x2) (x1 + x2 = x2 + x1) es verdadera en W1 

grupo, éste es llamado a.beliano (o conm!Lativo). 

Las teorlas de orden parcial y de grupos son axiomáticas. En general, 

cualquier teorla con 1.111 nCiniero finito de axiomas propios, es axiomáti -

ca (es decir, que dada cualquier fórmula bien formada, se puede deci

dir si es o no un µioma). ya que obviamente se puede decidir si cual

quier fórmula bien formada es un axioma lógico. 

SECCION 3: 

Los Lenguajes Formales. 

Los lenguajes formales soa conjuntos de cuerdas ~e mi alfabeto K 

arbitrario. En au estudio puede interesarnos, bien el decidir que. - -
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cuerdas son parte del lenguaje (sintaxis) o cual es el sign~caclo de 

tales cuerdas (semántica). AlDlQue ambos aspectos pueden estudi8:!:_ 

se desde el punto de vista de los sistemas formales, solo discutire

mos aquí el referente a la sintaxis. 

Una gramática es un cuadruplete G1 = (K, VT, .¡, • a) en donde: 

(a) K es el alfabeto o conjunto de símbolos necesarios para el estudio 

de la gramática. 

(b) VT es un subconjunto de K, llamado el alfabeto terminal, al cual 

pertenecen los elementos que forman las cuerdas del lenguaje. 

(c) .¡,es un conj~nto de reglas de la forma "X+ Y" en donde X E K-VT 

y Y E K, que indica que la cuerda Y puede reducirse en el elemento X 

(o equivalentemente, que X puede generar a la cuerda Y). 

( d) a E K - V T' es el tipo sintáctico fWldamental, a partir del cual es 

posible generar todas las diferentes cuerdas que componen el lenguaje, 

por medio del siguiente proceso: 

Se dice que "y se sigue inmediatamente de x" (escribiremos x + y) 

para x, y E ! , si y sólo si existen X E K - V T y cuerdas u, v, w, tales 

que x = uXw, y = uvw y· existe una regla en ;, de la forma X + v. Di-

* remos que "y se sigue de x" (x + y) para x, y e:,! , si existen x1, x:z. 

.•• , Xn tales que: X= X¡, x0 = y y· -¾ ; Xi+l (l,f i < D). Finalmeote, 

se dice que la cuerda x e: VT es aceptada por la g:ram4tica G (o equiva-
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• 
lente, x es una frase del .lenguaje) si 11 + x; se define lBl lenguaje~ 

sobre la gnumtica G , como el conjunto 

• 
lo=<xfxEVTA11+ x}. 

Esta nocm de lenguaje formal, coincide ciertamente con lBlO de los -

casos particulares de Jos lenguajes de Chomsty (Jos llamados "Libres 

de Contexto"). 

La reducción de gramáticas a sistemas formales es lBl proceso directo; 

en efecto. podemos pensar en 11 ( el tipo sintáctico fundamental), como 

el (mico axioma del sistema; 1( corresponde al alfabeto del sistema fo_E 

mal y+ es el correspoodi.ente conjunto de reglas de inferencia del sis

tema. 

En este caso particular de sistema fannal. las pruebas o demostracio

nes tienen la caracterfstica de que S':! inician s~empre a partir de un s~ 

1o axioma y que cada nueva eq,resillll de 1a prueba se olJtiene a partir 

del paso anterior, pcr la apJicaciOn de una de las reglas de inferencia 

de+. Finabneote., 1os ~jes tienen la particularidad adicional de 

que una pruebl solo conc.luye cando la 6Jtima expresi&l de ésta, está 
. . 

formada. aólo por elernemns de IC que pérteoecen al subalfabeto VT' de 

manera que. a diferencia de otraa sistemas formales. en que a panir 

de UD cierto "teorema" plEden dedm:ine otraB teorema&. en Jos leng1J! 

je& ésto·.., ell p •ihle ya que bJdoa ... teoremas 8011 "tenninales •• - -
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(es decir, que de dichos teoremas no se pueden dedanr otros) • .los cuales 

constituyen las frases del lenguaje. 

Queremos hacer notar que las reglas de una g:ramtrica, ConserYall -

una "propiedad gramatical", mientras que el tipo sint4ctico fundamental 

posee tocias las posibles propiedades gramaticales; asr. por ejemplo. la 

gramática. 

G = ({ S, a, b } , { a, b } , , , S) en donde+ = { S + ah. S + aSb} • define 

un lenguaje formado por expresiones de la forma { ah. aabb, aaabbh, .• . }; 

en este caso, podemos decir que S (el tipo sintáctico fundamental) tiene -

la propiedad de contener el mismo número de a's (cero). que de b's (ce

ro), y que las reglas de 4> conservan dicha propiedad. 

En los casos de gramáticas más complejas, probablemente es muy difi

cil describir las propiedades que las reglas de inferencia preservan. 

siendo tal vez más fácil la descripción de la g:ramatica misma. 

En los lenguajes formales, los problemas de decjdibiUdad son mlilimoe, 

ya que las gramáticas para dichos lenguajes son :f:recuentemeu:e coostna'

das de tal manera que existan a)gcritmos para reconocer .las frases del 

lenguaje (traductores. compiladores. anaJizadores siDt4cticos, etc.). -

por otra parte, el concepto de represer«abUidad de at:rildoa. es de es

trema importancia en el diseño de Jengmjes~ 
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SECCION 4: 

A ut6matas. 

Existen varios caminos para reducir el cmcepto de autOmata al de 

1os sistemas formales, uno de kJs cuaJes (para el caso de autómatas 

secuem:ia.1es con' un número finito de estados), consiste en tomar el 

estado i.aicial del autómata como axioma 6nico; las transiciones son 

las reglas de inferencia del sistema y los a.Jfa.betos de entrada y sali

da. unidos al conjunto de súnb>Jos usados para representar los esta

dos del ~Omata, corresponden al aJfabeoo K del sistema. de donde se 

sigue que cualquier compLUCiál realinda por el ~ coincide -

con el concepto de prueba y las rnnfiguraciooes finales del autómata - -

pueden considerarse como kJs teoremas del sistema. Este tipo de fo_E 

malizacillll del concepto de ~ es frecuentemente usado en la 

ltt.eratun., tajo el nombre de "semi-sist.emas de Thue". sistemas que 

abar~ ademú de las máquinas secuenciales, kJs diversos tipos de 

•«órnat• que se conocen, así como las grarn4tieas di.sc1';idas en la -

Ua semi .... iatema de Thue ea una tt!trada T = (1(. B,. A. •>. ea donde K es 

m alf t Cn fildto ., -.::1:J; 8 es m rmj.-0 de cuerdas (palabn.s) en ~; 

A es 1111 qij.,.. 6aico (o UD esqueri,,, de a:oomas) ~ a partir de 

eJemmtm de ~ es aa c:m:tjwa de repaa de Diferencia de la forma: - -

X ' y + X r y. en. donde L .. E • y X y y IICJII variables sintácticas 
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usadas para representar cuerdas de~. 

La interpretación de estas reglas consiste en pensar que uaa ocurren

cia del elemento (cuerda) g. en la cuerda X g Y, pueden ser substitu!. 

das por la subcuerda g- , para obtener X ir Y. La reducdte de .las -

gramáticas, disc~idas en la secciOo anterior, a semi-sistemas de -

Tbue, es inmediata; para el caso de a..omatas. mata estudiar el~ 

plo siguiente: 

Sea K = { #, a, b, Qo, ql, q2, <13 } ; el axioma A es ''QoX-lt", en donde x es 

cualquier cuerda en "a" y "b" y las reglas de inferencia son 1as descX"!_ 

tas a continuación; en todas estas reglas, R tiene la forma -r#, ea dcm

de x es una cuerda en los símbolos "a" y 'b": 

l. - q0 aR + q¡R 

2. - q1bR + qiR 

3.- q1aR + q3R 

4.- q:zaR ... q¡R 

s. - qibR .... Q3R 

6. - q¡# .... Q¡ 

7.- q2# ... q2 

8.- ql + Q3 

9.- q3aR ... Q3R 

10.- q3bR + ~R 



Este sistema corresponde a un a..-:6mata capaz de reconocer todas 

las cuerdas de la forma ab. a.bah, aba.bab, ••• etc. 

1n. 

En el caso de los aia6matas, podemos decir que todos los problemas 

de loa sistemas formales, son relevantes, ya que 1m tipo de autómata, 
. 

conocido como la mAquina de Turing, es capaz de computar cualquier 

hnci6n recursiva y px- Jo tanto, coim:ide coo el coocqxo más gene- -

ral de sistema formal 

SECCION 5: 

Los Sist"emas de Información. 

Estoe sistemas esdn eseociahnmte coostitufdos por lDl banco de da-

tos (información almacenada en disco. cinta magnética, etc. ) y una s~ 

rie de mecanismos (programas de c~ra) capaces de actualizar 

el banco de datos y efectuar coosuJtas sobre la informaciOn cootenida 

en &te. 

Usualmente, el banco de datos se refiere a IDl cierto sistema real, cu

yo comportamiento trata de imitar el sistema de informaci.6n. El ban

co de datos estl formado por :'registros", cada lBlO de los cuales repre

~ a ID> de los elementos que omponm el sistema del mundo reaL 

Los regi.atroa. a su Tez. esdn formados por"~". en los cuales 

ae •lrnw:msn aJgunaa de los atri1do& que poaeeo .los elemed:os del si_! 
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tema real. 

El sistema de informaci6n puede entooces ser estudiado como un in

tento de formalizar la evaluación del sistema r~ impl~ -

procedimientos formales (reglas de inferencia) que sinan como la 

descripción de los mecanismos del mundo real mediante los cuales 

los ·elementos del sistema son capaces de variar sus diversos atribu

tos. 

En este sistema formal, el alfabeto est4 compuesto por m gran D4-

mero de palabras y letras del propio idioma Español. junto con los 

10 dígitos y sfm~los especiales, siendo posible formar con este al

fabeto, una jerarquía de categorías gramatk:ales, como son el "cam

po", para representar el valor de lDl atrilxn>, el "registro''. para -

describir un elemento del universo y el propio "banco de datos". Las 

reglas de inferencia, como ya hemos dicho. son los mecanismos para 

modificar la informaciOn contenida en el banco de datos y el coojlttO 

de axiomas está formado por IDO solo, que es el estado del sistema de 

información en un instante dado (como por ejemplo. el momento de su 

creación). 

Siguiendo este razonamiento, cada uuevo estado del sistema. en el ~ 

ceso de su evolw:iOn, es m nuevo teorema, de tal modo que el conjun

to de teoremas es infiniEo. 
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En los sistemas de informaci6n se presentan max::hos de los proble

mas esenciales de Jos sistemas formales; en particular todos aque

llos relacionados con aspectos sem4aticos. como los de consisten-

cia y compldez; de esta manera. el sist~ de iDformacioo no debe 

contener contrad.xiooes en sus mecanismos y, por otra parte, debe 

ser capaz de representar y mantener absolaLamente todos los aspec

tos importantes y releYantes del sistema reaL 

En cuanto a los problemas de decisi6n. éstos no son de mayor impor

tancia para el desarrollo de UD sistema de información, excepto en -

aquellos casos en que se intente dotar al sistema de mecanismos adap

tivos que hacen necesario considerar al sistema de informaci6n corno 

parte de la realidad (cambiante), cuyo proceso se trata de representar 

por medio del sistema de infarmacioo. 

Finalmente. como en Jo& otros casos, el sistema de informaci6n debe 

ser ootado de un conjmto de propiedades que deberán ser conservadas 

por las reglas de inferencia del sistema; tales propie.dades se reducen, 

en este caso. a una sola, la de que el sistema conserve la concordancia 

· de la informacioo en el banco con la iDformaciCJo relevante del sistema 

real. 
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