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INTRODUCCION 

En el presente trabajo discutimos &n par de ecuaciones 

diferenciales reales: 

x • X (x, y) Y• Y (x, y), 

donde X y Y son holomorfas en el origen, se anulan ahi 

y el origen es una intersección aislada. 

Hemos logrado una clasificación completa del comporta

miento de las trayectorias en la vecindad del origen. Esto 

se ha hecho módulo la estructura llamada abanico, la cual, 

cuando menos es un caso importante no se puede eliminar, ya 

que de hecho se presenta, como se demostrará mediante un 

ejemplo. 

La clasificación es estrictamente geométrica y se ob

tiene por medio de esquema típicos. 

Para demostrar el alcance del método general, lo hemos 

aplicado a cuatro ejemplos. 

a) El caso en que X y Y tienen términos lineales, y cu

ya matriz tiene ambas raíces caracteristicas di!erentes de 

cero, ~ste caso corresponde a las llamadas singularidades 

elementales. 

b) El caso conocido como sistema de Bendixson en el cual 

X y Y tienen términos de primer grado, cuya matriz ain 

embargo tiene sólo una raíz característica diferente de cero, 

c) El caso análogo con ambas raíces características iguales 

a cero, pero no obstante con matriz no nula. 

d) li.l caso en que X y Y comienzan con té.L·mino de sagun-



do grado, Ya que en éste último caso el número de tipos es 

excesivo, solamente hemos considerado un ~ar de casos parti

culares, 

No faltan en la literatura investigaciones sobre éstos 

temas. Existe la bien conocida obra de Bendixson de ~rinci

pios del siglo, Sin embargo su sistema de clasificaci6n, se 

basa sobre transformaciones analíticas de variables y no les 

da realmente una interpretación como hechos geométricos. De 

fecha más reciente es la obra de Foerster. Esta se refiere 

a un sistema de la forma 

x = ~ (x, y)+ A(x, y) 

y a Ym (x, y)+ B(x, y) 

donde 1m y Ym son polinomios homogéneos de grado m y 

A B son relativamente pequeñas respecto a X. Ym cerca del 

origen. Sin embargo, en vista de las pocas suposiciones res

pecto a A, B se puede esperar muy poca precisión. !'ara 

dar sólo un ejemplo, si ¾i y Ym son pbos de la forma 

(x + y)m, se puede decir muy poco en el caso de Foerster. 

Sin embargo, si A y B son analíticas y comienzan con tér

minos de grado mayor que m, entonces, en general X y Y 

consisten cerca del origen de un número de ramas distintas, 

y el conocimiento de esas ramas nos dará la clave para una 

descripción completa de la singularidad. 

Convenciones~ Series de Potencias, Tendremos ocasión 

re~etidamente de usar series convergentes de potencias 

g(x, y) en dos variables reales x, y, 

II. 



Usaremos las siguientes notaciones y convenciones. Si 

g comienza con términos de grado no menor que !! la denota-

remos genéricamente por [x, y) n 

Una serie g(x, y) tal que g(O, O) ~ O se llamará 

~ y se designará genéricamente por E(x, y). 

Una serie g(x, y) tal que g(O, O) - o se llamará !!2 

~-
Las mismas designaciones se usarán por supuesto para 

series g(x) en una variable. 

Numeración de 1,!! figuras. Los números (arábigos) de las fi

guras, precedidos por un número romano, indican que tal fi

gura se encontrará en la lámina correspondiente al número ro

mano p.ej. III-27 se refiere a la lámina III fig. 27. 

El trabajo expuesto en este articulo fué patrocinado 

por las siguientes dos instituciones: Instituto de Matemáti

cas de la Universidad Bacional Aut6noma de México, e Insti

tuto Nacional de la Investigación Cientifica. 

Este trabajo constituye una tesis doctoral presentada 

en 1957 ante la facultad de Ciencias de la Universidad Nacio

nal Autónoma de México. 

El autor desea expresar su agradecimiento al Profeaor 

Solomon Lefschetz por su valiosa dirección y estiaulo duran

te esta investigación, 
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§ l. COBSIDERACIONES GENERALES. 

l. Nos ocuparemos en el presente trabajo de un siste

ma de ecuaciones diferenciales de la forma 

(l.l) 

x • X = [x, y] p 

y ., Y • [x, y) q 

Siempre supondremos p y q ~l, de modo que el ori

gen sea un punto singular. Supondremos siempre que éste ea 

un punto singular aislado. Nuestro problema fundamental se

rá la descripci6n de los varios retratos-fase alrededor del 

orígen (retratos-fase locales). 

El método consistirá en dividir el origen en sectores 

en los cuales X y Y t~enen un signo fijo. Estos secto

res estarán por supuesto limitados por los arcos de lugares 

Xª O, Y• O que parten del origen. Debemos por lo tanto 

discutir antes que todo la construcci6n de estos arcos lf..i

tea. 

2. Supongamos que 

X • ~ + ~+l + 

(2.l) 
y. yq + yq+l + 

donde ~ y Yr son términos homogéneos de grado r en 

X y Y. 

Aplicaremos a continuaci6n una transformación lineal 

de coordenadas. Observemos que esta transformación no cam

biará el minimo de los dos números p,q. Si r es el mi

nimo, diremos que el punto singular es de~ r. 



(2.2) 

Apliquemos pues, una transformación lineal 

Xl •ax+ by 

y1 •ex+ dy, ad-be~ o. 

y su inversa: 

(2.,;) 

x • o( x1 + r y1 

y • i Xl + ¿, Y1 

En consecuencia x1 , y1 satisfarán las ecuaciones di

ferenciales 

x1 • ~ + bYq + •••••• 
(2.4) 

SupongSJ11os primero que p; q y digSJ110S que p ~ q. 

Entonces nuestro nuevo sistema,escribiendo sólo los términos 

de grado más bajo toma la forma: 

(2.5) 
i 1 -~ (O(x1 + (?,Yl' ~x1 +by1 ) + ••••• 

;y1 • cXP (Olx1 + f?'Yl' ~X¡ +~y1 ) + •••• 

Los términos de grados más bajos en xl y Y1 tiene 

por coeficientes 

~ (o(. ~ ) • ~ ( ~.s ) 

e~ ( O( • ~) • cXP ( ~.b ) 

Resulta claro que podemos escoger nuestro nuevo sistema 

de coordenadas de modo que ninguno de estos coeficientes sea 

cero. Esto significa que podemos suponer desde el principio 

que el sistema básico tiene ahora la forma (2, S) 

2. 



donde contiene ahora términos tanto en como en 

En particular, entonces ninguno de los ejes será parte de los 

lugares X• O, Y• O. 

El mismo argumento vald.r6 también para el caso p • q 

y XP ª kY4 , de modo que no necesitamos repetirlo. 

(3.1) 

:,. Supongamos ahora que p • q, Xp ,', kYP. 

Nuestras ecuaciones toman ahora la forma explicita 

il .,, aXP ( O( Xi -+ r ;rl' ~ xl + s Y1) 

+ bYP ( O( x1 + r yl' ~ x1 + b Y¡) 

Y¡ .. c~ ( o( X¡ + r yl' ~ xl + ~ Y¡) 

+ dYP ( Ol x1 + ~ yl' i x1 + b y1 ) 

\a. 

+ ' ••• 

+ ••• 

No queremos que éste sistema toml!JAforma 

il • .lctlp + (x1, Y~ 
p+l ' 

(5.2) 

Para evitar éste será suficiente hacer que la primera 

ecuación de (3.1) contenga un término en Yi y la segunda un 

término en p 
xl • 

Este requiere entonces que 

aXP( p, ~ ) + bYP( r , b ) ¡l. o 

(3.:,) 
cXP( O( , ~ ) + dYP( O( , ~ ) ¡. O 

Ya que (~~) es el inverso de (~ ~) los términos 

a, b,c,d son proporcionales' a Ó , - r , - r , o( • Reempla

zando en (3.3) a,b,c,d por los valores proporcionales, ob

tenemos 

:,. 



~ Xp( r , b ) - r Yp( p , ~ ) " o 
(3.4) 

~ Xp( o{ , g ) - ~ Yp( 0( , ~ ) 1' o. 

Poagamos 

(3.5) /:l (x, y) acy.Xp(x, y) - xYP(x, y) 

Llamaremos al polinomio homogéneo 8, J,!Olinoaio 

indicador del punto singular. 

Supoagamos que /:'J(x, y)'-º· Entonces u.no puede ea

coger pare& de valorea ( f , S ) y ( o/. , ~ ) tales que 

(3,4) valga, y que ademáa 

(3.6) 0( h - ra t ""º· 
y 

te. 

Porque si (3.6) no vale, los puntos A(O( ' ~ ) 

B( ~ , Ó ) son colinealea con el or!gen y reciprocamen

/ 1, , , , , / p+l representadas Consideremos las lineas 

por 6, (x, y) • o. Tomemos dos lineas J ', f• distintas 

u.nas de otras y de las lineas Í h, (h • 1, ••• , p+l), Si 

A es un punto de f • y B un punto de ./ • (y ninguno 

de ellos es el or!gen), se satisfarán (3,4) y (3.6). 

Por lo tanto nueatra transformación operari como la 

considerada arriba. 

Supongamos ahora que /l • O, entonce• claramente 

Cuando ésto suceda, nuestraa tranaformacionea linea

les no nos permitirán descartar a x como posible factor 

de X y a y como poaible !actor de Y. Veremos, ain em

bargo, que en éste caso no será dificil describir el retra-

4. 



to-fase loca1. 

Será coaveniente introducir la siguiente definici6n: 

Un punto singular cuyo indicador /!l(x, y), O se llllllará 

regular, mientras que si Ó (x., y) • o, diremos que el punto 

singular es irregular. Nuestro plan general consistirá en 

investigar completamente los puntos singulares regulares de 

un orden dado, después de lo cual será fácil manejar el ti

po irregular. 

4. Supongamos ahora 41ue tenemos un punto regular sin

gular de orden p. 

De lo que se ha demostrado concluimos que en un siste

ma adecuado de coordenadas, nuestras ecuaciones tomarán la 

forma: 

(4.1) 
i •X• X + X l + •••• p p+ 

y. y. y + y l + •••• 
p p+ 

donde tanto XP como YP contienen términos en xP y yP. 

Uno puede aplicar ahora el teorema de preparación de Weiers

trass ( (4) § 98 p. 233) a X y Y y poner el sistema en 

la forma 

(4.2) 

i • 0( (yP + A:1 (x)r1 + ••• ) E1 (x, y) 

y • r (yP + 1½_ (x)yp-1 + • •• ) ~(x, y) 

donde O(, r ~ O, Ei (O, O) • l y las '"1_, Bj son no-uni

dades. 

Podemos ahora aplicar el teorema de Puiseux ( [4] 

§ 99 p. 237) y factorizar los polinomios en y en series 

de potencias fraccionarias de x. 

5. 



Cada factor será de la forma 

r 1 
y - ~E(.¿:,.) 

Estos factores pueden ser complejos, y de ser éste 

al caso se asociarin en parea conjugados de la miSJ11a multi

plicidad. Podemos, por lo tanto, escribir 

(4.3) 

P1 

i • O( F(x, y) n (y - :x_llli 

qi 

y • r G(x, y) n (y - ;r!lj 
7". 

J 

donde F y G son series de potencias en y y alguna po

tencia fraccionaria de x que se anulan en el origen y ex

cepto en ,ate punto son positivas en cualquier vecindad del 

origen y los factores bajo los signos del producto son todos 

reales. 

5. ER vista de que nos interesaremos esencialmente 

en los signos de i~ y cerca del origen, podemos reducir en 

(4.3) los exponentes cri' 'j módulo 2, simplemente inclu-

yendo loa factores omitidos pares en F y G. Aai pues, 

nuestro sistema básico tomará la forma 

pi L 
x • o( P'(x, y) n <Y x•i Ei (:ie8i ) ) 

(5.1) ~ L 
y - ~ G(x, y) n (y - x19'j Ej <~i )) 

donde F y G son como antes: positivas cerca del origen. 

Obsérvese que los ,factores bajo los dos signos de 

producto son todos distintos porque en caso contrario X• O 

6. 



y Y. O tendrian en común un arco completo de ceros, y así 

el or!gen no seria una singularidad aislada. 

§ 2. §Q1IB! LAS TRAYECTORIAS ~ ACCESO ! SU DETERMINACIO.N. 

6. Tenemos hasta este momento un lugar geométrico 

xy. O definido por les ecuaciones (5.1). Este lugar divi

de a una vecindad del or!gen en sectores, en los cuales loa 

signos de i y de y permanecen fijos. El siguiente pro

blema del que vamos a ocuparnos ahora es el de la determ1na

ci6n de todas les tr&J'ectorias que entran al, o salen del 

origen; y e las cueles llamaremos curvas o trayectorias ªde 

acceso", ya que a través de ellas el orfgen es accesible 

desde tuera de una vecindad de e'ste punto (caabiándole de 

signo al tiempo, si es necesario). En inglés hemos llama

do "TO-curves" a las trayectorias de acceso siguiendo la 

terminologia de .Niemitzki-Stepanov de "O-curvas" 

Podria pensarse! priori que estas trayectorias de 

acceso pueden presentarse en cualquier sector definido por 

el lugar it • O, sin embargo, más adelante vamos a encon

trar dos condiciones necesarias aunque no suficientes para 

la eaistencia de tales trayectorias de acceso. 

Tomemos ahora un punto P(x, y) sobre una trayecto-

ria de acceso. -+ Entonces O P • (x, y), pero para 

suficientemente pequeño los signos sgn x y agn y per

manecen fijos, 6sto es, P permanece en un cuadrante fijo. 

Por otra parte, en ceda sector definido por el lugar 

xy • O, sgn x y sgn y permanecen fijos. Pero cuando 



P ~ O sobre la trayectoria de acceso la posición limite 

de la secante OP es la tangente a la curva de acceso en 

o. 
De aqui se sigue inmediatamente qua una condici6n ne

cesaria para la existencia de una curva de acceso en un sec-

tor dado es que en tal sector .!.12!.....1: 
agn X 

lo mismo 
. . 

sgn x agn y• sgn x sgn y, 

sgn"X7 

- :: i o lo que es 

o más aún sgn xy • 

Aquellos sectores en los cuales se cwapla la condi

ci6n anterior se ll&11arán "sectores Ulbiguos", porque la 
• • s.~ev,-ipr-e 

colección de ramas asociada al lugar xy • O no~ser6 sufi-

ciente para determinar el comportamiento completo de laa 

trayectorias en dichos sectores, como se verá despups. 

La otra condición necesaria, serA la de que no pue

den existir trayectorias de aqceso que no sean descubier

tas por el método de Briot-Bouquet que se describirá den

tro de un momento. 

Estos dos criterios simplificarán grandemente la 

aplicación de la condición suficiente más complicada obte

nida del método descrito al final de esta sección. 

El método de Briot-Bouquet es de hecho IIUY general 

porque localiza las trayectorias de acceso posibles a prio

ri o también sistemas continuos de curvas de acceso, los 

llamados abanicos. 

En su gran clAsico, (10] Briot- y Bouquet dieron un 

método para aproximar curvas de acceso con precisión arbi

trariamente grande. Tomemos el sistema (1.1) y reemplacé-

8. 



moslo por el equivalente 

(6.1) 

(6.2) 

Buecamos todos los 
). 

X 1 + a y• ª1 2 

sisteaas posibles 

'.).l + ~2 
X + •••• 

que cuando menos formalmente satisfagan el sistema (6.1). 

Los términos de grado inferior en (6.1) deben cancelarse. 

Estos son los mismos que los términos de grado menor en 

yX - xY ª xª yb Z(x, y), donde Z(x, O) y Z(O, y) son 

ambos Á o. Construimos entonces el poligono de Newton pa-

rs 

Z(x, y) .. 

Recordemos su construcción: - Se marcan los puntos 

de coordenadas p,q y se traza el pollgono tal (fig II-1) 

que no haydpuntos (p,q) debajo de él;ya que Z eontiene 

puntos en x sola y en y sola el poligono tendrá un ver

tice encade eje. 

Si CD es uno de los lados que contiene vértices tan

to de yX cuanto de xY, su pendiente será f • -: don

de r,s, son enteros positivos relativamente primos y un 

valor posible de A 1 es A 1 • ¡ . Encontramos suba-

tituyendo y• a1 xr/e y anulando los coeficientes de los 

términos de grado menor. 

Supongamos que ya hemos escogido a1 xr/s. Hagamos 

el cambio de variables 

X • 

Este dará lugar a una relación 

9. 



análoga a (6.1) y cuya soluci6n comenzará por un término 

a2 ~ ~2 • El m.iamo proceso da 82 y A 2 , etc. Se pue

de pues ir tan lejos como se desee. Estrictaaente hablando, 

la construcci6n anterior descansa en la hip6teaia de que a 

lo largo de una trayectoria de acceso, y tiene un orden de

!inido en x. Esto ha sido probado por s. Le!schetz recien

temente [ véase: 0n a Theorem. o! Bendixson, Boletin de la 

Sociedad Matemática Mexicana, Abril de 1956 pp. l}-27). 

Además, si el proceso ea e!ectivo, este no prueba que 

exista una trayectoria de acceso real del orden dado. Por 

ejemplo uno puede encontrarse con que la curva de acceso 

es compleja,; no hay nada en el método de Briot-Bouquetque 

excluya esta posibilidad. 

7. Denotemos por r V 7 r H a las ramas represen-

tadas respectivamente por s.• O y y• O cerca del orí

gen. Es decir, estas son laa raaas representadas respecti

V8Jllente (en (5.1) por las relaciones: 

Re!iriéndonos al caapo vectorial (i, y), vemos que 

en las intersecciones con una rama r V, las trayectoriaa 

tendrán tangentes verticales, y en las intersecciones con 

una rama r H , tendrán tangentes horizontales. Estas pro-
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piedades de tangencia implican in.mediatamente que las ramas 

no son soluciones. Además, por razones clásicas de analiti

cidad, ninguna es intersectada por una solución en un núme-
c.0i,i excepc1ó1o1 t:Ae los foc:.os 

ro infinito de puntos cerca del origen, .En consecuencia es-

tas ramas dividen a la vecindad del origen en sectores tales 

que las trayectorias de acceso sólo pueden estar contenidas 

en el interior de dichos sectores. Nuestro primer problema 

consistirá naturalmente en buscar las trayectorias de acceso 

en los sectores individuales. 

Se puede anticipar que el método a seguir revelará en 

cada caso si uno trata con una sola trayectoria de acceso, 

o con una familia continua de tales curvas, ésto es, un aba

nico. De hecho la descripci6n se reduce paso a paso hasta 

tener al final un caso conocido o fácil de manejar en que 

la presencia o ausencia de a>anicos se determina automática

mente. 

Ahora, nos propondremos analizar completamente un sec

tor limitado por dos ramas rH en el primer cuadrante. 

Los otros casos se pueden tratar con modificaciones insig

nificantes en el argumento, tales como intercambio de coor

denadas, etc. El método seguido aqui, está inspirado en la 

nota de S. Lefschetz (loe. cit). De acuerdo con esta nota, 

sin ninguna reducción mod. 2 en loe exponentes 0-i, Tj, 

y en un sistema adecuado de coordenadas, podemos escribir 

(7.1) ~ • i • E(x, y) n (y - Aj(X)) n (y - Bii:Cx)) 
, j,k•l,2, ••• ,n 

11. 



donde nuestras dos r H : r ~ Y r ~ 
y ½• Sean en particular A1 y ½ 

Poniendo x • uP, tendremos Ai se 'f 

corresponden a 

1/p 
series en x • 

(u)+ aus + •••• t 

½ • 'f (u) +bus + •••• , 'f (u) • m 
p s-1 u + ••• +O(u , 

asi que s > p. 

Podemos ahora dividir las Aj(x) como sigue: - Un 

cierto conjunto A1 , ••• ,A! será de la misma forma que A1 • 

El resto Bf+l•···• Bn será de la forma 

8ii -y (x) + 
\) 

C y X + • • • t 

donde c.p - r es de orden< r . i El mismo número 

* * * * A1 , ••.• , Ar• Bf+l , •••• , Bn corresponderá al denominador 

X, con las ~· A: correspondiendo a 'f , y Hii• ~ a 

la misma 'f' . Nótese también que los productos n <Y - Bit). 
n (y - ~). contienen respectivamente para cada 

sus conjugados y en consecuencia son series de potencias en 

x,y. 

Si aplicamos ahora la transformación 

x. uP, y• 'f(u) + us Y1 

entonces un cálculo simple muestra que (7.1) toma la forma 

(7.2) 
ID F(u, Y1) 
clu • E(u1 Y1) Ffl(ul Y1) uu- ' CT";,, 2 

donde F, F*° son polinomios especiales de grado 

y en particular * ' F tiene por ralees las 

f en y1 

u-s(A; - 'f (u)). 

1.2. 



Ahora, (7.2) tiene la solución u• O. Las imágenes 

de lae curvas de acceso que hemos estado considerando son 

soluciones de (7.2) que tienden a puntos singulares sobre 

el eje y1 • Estos puntos son las raíces de 

(';l3) 

y hay a lo más f ~ n puntos distintos. Podemos ahora 

distinguir dos clases de raíces: 

(a) Las raíces de que no son raíces de 

Sea ~ una raíz real de éstas a~ 5 ~ b. Si ponemos 

y1 - E; • y* entonces (7.3) se reemplaza por una rela-

ción 

(7.4) 
G(u 1 y1f) 

us 

donde G es. un polinomio especial de grado g $::. t ~ n 

en y*. 
En particular, si g•l, ésto es, si Ses ra!z sim

ple de F(O, y1 ), entonces el punto u•O, y 1 • ~ es un 

punto de Bendixson a ~ ~ ~ b. (Para una discusión de 

tales puntos véase No. 14). Por lo tanto, hay una tra

yectoria de acceso o un abanico entre r ~ y r ~ . Se 

puede determinar fácilmente de (7.4) cual de los dos es. 

Notemos que si F(O,y1 ) tiene más de una ra!z, en

tonces 9 < f !::. n. Procediendo de esta manera se llega 

finalmente a un sistema con f • l, o bien a un sistema 

como (7.4) pero del tipo 

~yu*" .... (y (1. 5') k!;(u, y-...) - A(u)/ 

uª 
A(u) • ucr ( 0(,0 + O(l u+ •••• ) 
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Supongamos primero que A,' O. Haciendo el cambio 

de variables y* • A(u) + z obtenemos 

(7. 6) dz E 'U1Z} z! - A' 'ul us 
a:ü • us 

• E(u,z) zr - & u<r E1 (u,z) 

uª 

~ :¡, s, E1 (0,0) • 1. 

Ahora bien, de 

zr - ~ u<r E1 (u,z) ==O 

deducimos 

(7. 7) z -
1 

donde ~? es cualquier raíz r-4sima de ~ 
Sea 0-/f • <1'1 /f'2., donde <í ~ , r son relativamen-

te primos. Podemos resolver (7.7) para z en la forma 

z • 
i1cr, 

donde E(u ) es 

Poniendo u • u' Cf1 

l/ <5 / t l/ (l'" 1) 
~ f u E (u 

~ 1/r es real. real si y sólo si 
V l/f 

si O es real obtenemos un 

sistema como el .(7.4) con u 1 en lugar de u, y con 

tantos puntos del tipo de Bendixson como determinaciones 

reales tenga )í l¡r , e igual número de trayectorias de 

acceso o abanicos, decidiéndose fácilmente de cual de las 

dos posibilidades se trata 

Si A(u) ~ O 

* (7.8) ~ • O( E 

entonces (7.5) toma la forma 

~ 1 E(O,O) • l. 
us 

14. 



La naturaleza de esta singularidad en el origen, en 

los cuadrantes 12 y 42, (que son los que nos interesan) 

se determina como sigue - Primero los ejes son trayecto

rias. Después, en la siguiente tabla se indican las dife

rente& posibilidades, C quiere decir cuadrante y SN, 

SH, sector no~l y sector hipérbolico respectivamente 

'S'3 V\ o(. ¡ere 420 

+, ~ impar SN SN 

+, ~ par SN SH 

-. ~ impar SH Sfl 

-, $ par SH sll 

En 
rQM-

ell\Último caso hay solamente una trayectoria de 

acceso en el sector inicial en consideraci6n 

(b) supongamos ahora que f es también raíz de 

G*(o, y1 ) • O, Entonces todo sucede como antes ex

cepto si tenemos (7,8), Pero tomando entonces du/dy.,.. 

se sigue una relación del tipo (7,4) la cual puede estu

diarse fácilmente resolviéndose las mismas cuestiones, 

En la etapa presente podemos decir que hemos deter

minado completamente al sistema total de las trayectorias 

de acceso. 

§ 3, RETRATO-FA..sE LOCAL, DISCUSION GENBRAL 

8, Se entienda generalmente por retrato-fase local 

la colecci6n global de las trayectorias en la vecindad 

del origen, Podemos decir que el resultado principal de 

este trabajo es que la descripci6h de las trayectorias 

se determina completamente desde el punto de vista topo-
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lógico módulo los abanicos mediante las dos aolecciones de 

curvas r y curvas de acceso. 

En el caso en que el análisis por medio de las ramas 

(el cual es más sencillo en la práctica) sea suficiente 

para revelar la situaci6n completa en un sector dado, no 

será necesario recurrir al análisis de las tra,yectorias de 

acceso. Habrá sin embargo, un cierto número de casos de 

sectores donde el análisis de lu ramas r simpleaente se

rá insuf'iciente, y en consecuencia se necesitará utilizar 

ahÍ el análisis más tino de las trayectorias de acceso. 

Esto son los sectores que se mencionaron ya en el Ho. 6 con 

el nombre de "ambiguos". 

Vamos ahora a comenzar con el análisis de las raaas 

r . Cada rama r di vide su vecindad en el plano cerca 

de la singularidad en dos regmes en las cuales i (o y) 
son de signo contrario. De aquí se sigue inaediataaente 

que el número de ramas de cada clase ( r V o r H) es 

par. La vecindad del origen, queda pues dividida en sec

tores par las ramas r . Buestro problema está en inves

tigar la manera en que las tra,yectoriaa cru.zan cada sec

tor. Esto requerirá un estudio detallado de las diferen

tes posibilidades. Sólo necesitaremos discutir el lado ae
recho del eje de las y, ya que el lado izquierdo se pue

de obtener por simetría. 

En la lámina I, los sectores en discusi6n están som

breados cerca del origen. 

Consideremos primero un sector entre dos ramas r V 
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Estos corresponden a las figuras I-1, I-2, I-3· 

Consideremos la figura I-1; comenzando en el punto a, 

la trayectoria cruza rv hacia abajo, con tangente ver-

tical y con y decreciendo todo el tiempo ya que no hay 

ninguna rama rH en este sector. Cuando ae llega a 

b, la trayectoria no puede tender al origen en la zona 

considerada, ya que 6sto implicaría la existencia de una 

nueva rama Í V ahi. La trayectoria no puede comportar

se de manera "hiperbólica" allí, porque entonces habría 

allí una nueva rama r Hº En consecuencia, la única po

sibilidad para la trayectoria es que cruce toda la zona. 

Es decir, que 6sta se debe comportar como se indica en 

I-1. 

Pasemos ahora al caso de I-2, es decir, al de un mo

vimiento como el que se ilustra allí: x decrece en la 

zona, tenemos esta vez la posibilidad de una curva de 

acceso. Se excluye la trayectoria hiperb6lica como en el 

caso precedente, porque se necesitarían en la zona nuevas 

ramas r V y rs• 
Si no hay curva de acceso, entonces la situaci6n es 

la misma que en I-1. Supongamos ahora que hay una cur

va de acceso o un abanico de tales curvas como se ilustra 

en la figura I-3. Ya que esta trayectoria no puede ser 

cruzada desde fuera y cerca del origen por ninguna otra 

trayectoria, la trayectoria ab sólo se puede comportar 

como se indica en I-3 y análogamente para la trayectoria 
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cd. Para precisar, a lo largo de ab, y decrece continua

mente y ya que el arco no puede volver a cruzar la rama r V 

superior, la única posibilidad para ab es que tienda al 

orÍgen. Análogamente, el único comportU1.iento posible pa-

ra cd es el indicado. 

El mismo argumeuto vale para dos ramas rH consecu-

tivas sobre el eje de las X como se muestra en las figu-

ras I-4, I-5, I-6. 

Consideremos ahora el caso de dos ramas adyacentes 

r V Y r H • Si están ambas en el primer cuadrante, la 

situación no es ambigua y las trayectorias s6lo se pueden 

comportar de manera única. La situaci6n es diferente, sin 

embargo, si las dos ramas r V y r H están separadas por 

el eje de las x (Figs. I-7 a I-12). 

Examinemos prilleramente las figuras I-7, I-8, I-9; 

con la rama r V sobre el eje de las x. Se ve de nuevo 

que la figura I-7 no es ambigua. Quedan I-8 y I-9. Si 

no hay trayectoria de acceso en el sector, tenemos la figu

ra I-8. il entrar al sector la trayectoria s6lo puede ir 

hacia abajo hasta que alcance la rama r H, de modo que 

su comportamiento concuerda con la fig. I-8. Supongamos 

que hay una trayectoria de acceso A en el sector. Como 

desde a en la figura I-9 la trayectoria s6lo puede ba-

jar sin cruzar A su comportamiento s6lo puede ser el 

de la figura I-9. Análogamente, la trayectoria desde b 

sólo puede subir hacia A 
El tratamiento de las figuras I-10, I-11, y I-12 
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sigue esencialmente la misma pauta que para las figuras I-7, 

I-8, I-9 y no necesitamos pues, describirlas en detalle. 

Observaci6n Importante. En todos los esquemas de la lámina 

I, las curvas de acceso que aparecen, se pueden igualmente 

reeaplazar por abanicos. 

La siguiente regla general, que se deriva directamente 

de la condici6n sgn xy • sgn r;¡, y que es bastante clara 

a priaera vista, es muy ventajosa al dibujar las figuras. 

Sieapre que en cualquier zona particular liaitada por dos 

ramas r el vector (x,y) apWl.t .. en W1 cuadrante (o en el 

opuesto) que contenga Wl.a zona o parte de Wl.a zona en con

sideración puede presentarse Wl.a posible trayectoria de ac

ceso (tigs. I-2,3,5,6,8,9,11,12) o aún Wl.a necesaria (!igs. 

I-7,10). 

Los sectores que acabamos de discutir en detalle pue

den muy bien servir como modelos para sectores posteriores, 

de manera que podremos dejar la mayoría de los detalles al 

lector. 

La discusi6n de los casos que se acaban de considerar 

ha puesto en evidencia la siguiente propiedad importante. 

Llamaremos!:.!!.!!!_ rv consecutivas, a las que no es

tán separadas por trayectorias de acceso ni por el eje de 

las y. .lná.logamente para !'..!!!!, r H consecutivas y el 

eje de las x en lugar del eje de las y. Bntonces, des

de el punto de vista topológico, si ha.y un númsro par de 

ramas consecutivas de la misma especie, éstas se pueden su

primir enteramente, mientras que si hay W1 número impar se 

pueden reemplazar por una s6la rama de la misma clase. 
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§ 4 DESCHIPCION DE LOS ~TOS-FASE LOCALES ER 

EL CASO REGULAR. 

9. Regresemos ahora al argwaento de la secci6n 2, 

describiremos en la medida que sea posible los varios re

tratos-fase que se pueden presentar, cuando aenos en el ca

so analítico. 

Ahora bien, el número total de casos posibles es, de 

hecho muy grande. En consecuencia, ser, necesario simpli

ficar el asunto mediante un simbolismo algo extenso. 

Lo que hemos hecho, es construir una tabla bastante 

completa, con dos renglones para cada caso. Usando esta 

tabla es muy fácil trazar los esquemas correspondientes. 

Se pueden hacer las sigµientes observaciones: 

A) Nuestra constante hip6tesis de trabajo es que los ejes 

no son ramas ni ~angentes a tales ramas. 

B) Ya que se puede cambiar siempre t en -t no se 

pierde nada de generalidad en suponer que a través de la 

rama rV Superior a la derecha X va de +a-, + arri

ba, - debajo. Entonces, hBJ' dos posibilidades para la si

guiente rama r H cuando uno se mueve a la derecha cru-

zando esa rama: 
. 
y yendo de + a - o de - a+. Esto se 

indica por uno de los dos símbolos +-, -+. 

O) S6lo están trazadas en los esquemas las mitades a la 

derecha del eje de las y. A cada con!'iguraci6n en el he

miplano derecho podemos asociar su imagen bajo una reflexi6n 

en el eje de las y. Será entonces posible "pegar" ciertas 

mitades derechas con ciertas mitades izquierdas formando un 

retrato-fase completo. Ahora, observemos que en las zonas 
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. 
entre dos ramas sucesivas los signos de X y y pel'llane-

cen fijos. Entonces, en un retrato !ase completo, si exis

ten ramas en cada mitad, habrá dos zonas entre una rama ex

trema de la mitad derecha y una rama extrema de la mitad iz

quierda. Uno de estos pares de zonas contendrá al semieje 

superior de las y, y el otro al semieje in!'erior de las 

y. Ahora, una condición necesaria y su!'iciente para pegar 

do& mitades de un retrato-fase es que los signos de 
. 
X y 

y sean los mismos para las mitades izquierda y derecha en 

las zonas limitadas por el mismo semieje de las y. En es-
• . 

tas zonas el vector (x,7) apunta en un cuadrante fijo. 

D) La tabla ha sido construída con el siguiente criterio. 

En cada caso particulu la primera línea representa la dis-

tribuci6n de los signos de 
. 
x. Las barras verticales re-

presentan las ramas r v• y los signos simplemente cambian 

al cruzar éstas. Análogamente, para la segunda línea y y, 
salvo que ahora las barras verticales representan ramas 

r Hº Por supuesto que no están representadas las ramas 

consecutivas que aparecen un número par de veces en el mis

mo cuadrante. 

E) Las Últimas dos columnas contienen los signos de los 

vectores extremos (vectores en los puntos sobre el eje de 

las y) , al reflejarse sob:mel eje de las 7• Así en el 

caso 19 los signos 

siguiente manera: 

+ 

al comienzo del mngl6n 

en la columna II se determinan de la 

es el opuesto del signo que aparece . 
x; + es el mismo signo que apa-

rece al comienzo del renglón 
. 
Y• Análogamente para la co-

. 
lumna III y los signos finales de los renglones x, y. 
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22. 

La colocación de estos signos en las columnas II, III es para 

señalar como se pueden pegar mitades izquierdas y derechas. 

Observación General. Al describir las posibles mitades iz

quierda y derecha de los esquemas y dar condiciones para 

poder pegarlas, estamos dando condiciones necesarias, que 

no se deben interpretar coao condiciones suficiente• para 

la existencia actual de un sistema con determinadas mitades 

pegadas del modo indicado. La existencia de mitades izquier

da o derecha por si misaaa es trivial, puesto que las ramas 

se pueden realizar por medio de lineas rectas. 

10. Se presentan ahora dos situaciones especiales que 

constitUJ"en excepciones en nuestra descripci6n general: 

cuando h!Q' raaas de una s6la clase o cuando no hay ramas 

de ninguna clase. En los caaos 10 a 14 hemos descrito lo 

que ocurre cuando h!Q' r1111as de una sóla clase. Pueden en

tonces presentarse dos tipos posibles de tr!Q'ectorias, que 

constitUJ"en los subcasos a y b. 

El caso con una mitad izquierda y una derecha ambas 

sin raaas r 88 mú coaplicado. Iaplica que el vector 

(z,y) apunta dondequiera hacia el aisao cuadrante. Ahora 

bien, los únicos sectores posibles alrededor del or!gen 

son abanicos e hiperb6licos. Debe haber algunos sectores 

hiperbólicos ya que de otro modo el origen sería un nodo 

simple y esta posibilidad evident-ente queda excluída, 

ya que h!Q' sectores hiperbólicos,deben existir cuando me

nos dos separatrices. Examinando las con!'iguraciones po

sibles se encuentra que deben ser de alguno de loa tres 



tipos representados en las figs. II-2, II-3, II-4, con 

dos, cuatro o tres separatrices. 

Observación. Se ha supuesto siempre en los casos 9-40 de 

la tabla que las alternativas discutidas en conexión con 

loa esquemas de la lámina I, tigs 3,6,7,6,9 no se pre

sentan. Para precisar, en los casos 9-40 hemos excluido 

la posibilidad. de trayectorias de acceso que perturben la 

reducción general de ramas rv, rH m6dulo 2. 

11. Para ilustrar la utilización de la tabla, con

sideremos uno de los casos mis complicados: el número :,a. 

Suponemos pues, como se ha dicho antes que se han po

dido hacer todas las reducciones de ramas r m6dulo 2, 

sin conside.ar posibles trayectorias de acceso. Sin ea

bargo, a fin de tener una discusión completa en esta ca

so p.articular, ciertos sectores se han marcado con * 
(!ig II-38). Estos sectores son loe que se pueden afectar 

esencialmente por la presencia de nuevas trayectorias de 

acceso - sectores "ambiguos"~ Las diferentes posibilida

des que se pueden presentar, están descritas por las fi

guras II-38 a,b,-c. 

Las ramas r del esque111a se denotan por o/.. , r 
i , S , E Examinemos ahora el esquema. A través de 

ol, y aumenta primero y disminuye después. La tra.yec-

toria s6lo puede descender hasta que alcanza r . Entre 

o<. y p no puede dar vuelta hacia el origen, ya que el 

vector (x,y) siempre apunta en el cuarto cuadrante, e 

igualmente en. toda la zona. 

23. 



Por lo tanto la trayectoria debe alcanzar p das-

pu6a de lo cual x disminuye, y como la trayectoria no pue

de cruzar ~ , deba tender hacia el or!gen. Comenzando 

ahora en c, la trayectoria de nuevo solamente puede tender 

hacia el or!gen. Trazándola hacia atrás, sin embargo, y ya 

que por hip6tesis en la zona b ir no hay trayectoria de ac

ceso, tenemos que llegar a un punto d sobre S . Yendo 

nueva.menta hacia atrás y ya que en la zona SE el vector 

(x,y) está en el primer cuadrante, es decir, apunta a tra

v6s de la zona, la única posibilidad para el arco de tra

yectoria es que alcance E en un cierto punto e (yendo 

hacia atrás). Esto dá el análisis completo del esquema. 

Vamos ahora a discutir el efecto producido por nuevas tra

yectorias de acceso posibles en las zonas marcadas con as

terisco (fig. II-38). 

Hay tres sectores de esta clase: Entre el semieje 

superior de las y y OC sectorj'¿,/ y sector entre 

E y el semieje inferior de las y. 

La segunda zona es la más interesante. El efecto de 

la t~ayectoria de acceso se muestra en la figura II-38a. 

Como la nueva trayectoria de acceso Ó no puede ser cru

zada por ninguna otra trayectoria, el arco trazado hacia 

atrás desde c' debe tender hacia /:i. El arco trazado ha

cia adelante desde d' s6lo puede tender hacia el orígen, 

o sea, que es una trayectoria de acceso. 

El efecto de las trayectorias de acceso en los otros 

dos sectores ambiguos se indica en las figuras II-38b y 
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II-}8c. Por ejemplo en la fig. II-}8b el arco trazado ha

cia atrás desde a' sólo puede tender al orígen, ya que no 

puede cruzar la nueva trB,Yectoria de acceso ~ 1 • Análoga

mente para la figura II-}8c y el arco trazado hacia atrás 

desde e' . 
Recordemos que las trB,Yectorias de acceso D. muy bien 

pueden representar abanicos de tales curvas. 

§ 5. PUNTOS SINGULARES IRREGULAR.i!;S. 

11. Refiri6ndonos a nuestro análisis del comienzo (NQ }), 

en el caso irHgular era imposible eliminar los factores 

x,y en los segundos miembros X,Y de las ecuaciones dife

renciales o en sus primeros térmiaos ~,Yp. Esto signifi

ca que las ramas r pod,ían ser tangentes a los ejes o aún 

más, coincidir con uno u otro de los ejes. Estrictamente 

hablando, ésto no introduce ninguna diferencia mayor en el 

argumento, y lo que hemos dicho para el caso regular, tam

bién se aplica con pequeñas modificaciones al caso irregu

lar. Hay sin embargo otro enfoque interesante del asunto 

basado en el uso de coordenadas polares y que nos propo

nemos bosquejar en su aplicación al caso irregular. No 

hay duda que este método es también aplicable al caso re

gular, pero la situación geométrica total se hace más ne

bulosa. 

Recordemos que los puntos singulares irregulares se 

caracterizan por la propiedad de que el indicador ~ • 

xYP- ~=O, para ver lo que ocurre es conveniente ex-

presar x y y en coordenadas polares. Aplicando las 
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bien conocidas !6rmulaa 

. 
(11.l) rr• XX+ yy 

obtenemos illllediatamente 

(ll.2) rr. (~ + yYP) + 

r 2 6- (xYP - y~) + •••• . 
Podemos escribir el sistema (ll,2) en 

(11.3) rr • up+l (x,y) + up+2 (x,y) + 
2 • 

r 8 • l::,.p+l (x,y) + l1p+2 (x,y) + 

f!l (x,y) + •••• 

la forma 

con!),,,• Óp+l, y los demás términos con significado evi

dente. Denotando por U j ( 8), f1 / 9) al resultado de 

reemplazaren Üj(x,y) y ~j(x,y), x y y por sen0 

y coa e obtene.mos 

rr • rP+l U p+l 

r 2 6 • rP+l /),, 
p+l 

e a) • rP+2 u e e ) p+2 + ••• 

+ ••• 

Introduzc1P108 el cambio en la variable tiempo definido por 

dtl. rP-1 dt. 

Escribiendo todavía t en lugar de t 1 por comodi-

dad, el sistema se vuelve: 

r • r U p+l ( 8) + r 2 up+2 ( 0) + . 
0 • fl. ( 8 ) + r fl p+2 ( 0 ) + • • • • 

donde nu~vamente hemos escrito /:J. en lugar de Íl p+l • 
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t-fo.,c.Le.-id.o ~1 c.a.V"\6\o ole Vlo\-a.,c.Lo 1
V\ ei-, (l\.6) 

U¡ ::: Z ¡, J 6 J = U-j* ¡ 'J 

Ya que fl • O el sistema toma la forma: 

rr - r,_1 + zp+2 + 

u :-+2 + •••• 

Con el cambio de variable dt1 • rPdt y escribiendo 

nuevamente t en lugar de t 1 , se sigue el sistema 

(11.11) 

. 
r • 1\>-1 ( 8) + r zp+2 ( 8 ) + 
. 
e - ... 
Las únicas singularidades posibles sobre la linea 

r•O ocurren para las soluciones comunes de las ecuaciones 

* ~-ice) - o, Up+2 ce) - o. 

Tenemos ahora dos posibilidades: 

I. El sistema (11.5) no tiene soluciones reales. En

tonces el eje de las e consiste sólamente de puntos or

dinarios. Cada punto de este eje es cruzado por una so

la trayectoria. El reato !aae (x,y) consiste entonces 

de un nodo con una sola trayectoria de acceso en cada di

rección. 

II. El sistema (11.5) tiene soluciones reales. Sea 

8 O una tal solución. Si ponemos 6 - 0 0 • ~ , 

r • "1 el sistema toma la forma 
. 

11]-oC ;q+ 

t • ~ Sr'+ 
donde o( , f3 , O y q .!: p-1. En consecueAéia el or!gen 
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en el plano ( l;, '7) o lo que es lo mismo el punto 

8 • 6 o• r•O es una singularidad de orden < P• Si 

suponemos conocidos todos los tipos de puntos singulares 

de orden<p, conoceremos el tipo de la singularidad pre

sente, o más bien, la mitad de esta singularidad en un la

do de uno de los ejes. Puede presentarse un número finito 

de tales singularidades de orden< p distribuidas a lo 

largo del eje, las cuales conjuntamente servirán para ca

racterizar de un aodo completo la singularidad irregular 

de orden p. 

Loa esquemas III-1 y III-2 ilustran la situaci6n, 

en el esquema III-2 tenemos L q1 < p. 

Observaci6n evidente: Ya que los 6rdenes de los nuevos 

puntos singulares son< p el proceso terminará a lo más 

despu6s de p etapas. 

Es interesante notar que en el caso de una singula

ridad irregular se puede tener un abanico que no incluya 

ninguna rama r V o rH . El procedimiento que vamos a 

seguir también servirá para demostrar que existen de he

cho, singularidades irregulares que no son n:ae~s nodos. 

12. Supongamos que hemos obtenido relaciones de la 

forma 
. . . 

• F(x,y) rr • XX + " 
r 2 8 . . 

• G(x,y) • X:, - yx 

donde F y G son no unidades. Nos preguntamos bajo 

qne condiciones se pueden resolver para x,y, también 
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como no unidades. Resolviendo (12.l) para x,y encontra-

moa 

(12.2) 

donde 

en que 

r2 • 

(12.:,) 

X F(x,y) - y G(x,y) 
. r2 ll(x,y)r2 • X 

• Y r2 2 Y l!'(x,y) + X P'(x,y) • N(x,y)r • 
11 y N son de la forma: 

11 - J.\n + J.\n+1 + ... ' 
N ._ N 

m + Nm+l + ••• 1 

lli .,. Ni son poliDlbmios homogéneos de grado 1. 

Resolviendo ahora (12.2) para F y G y cancelando 

obtenemos: 
co 

F • llx + Ny ., Í:. 14 A,A.. x + N/" y , 
p-a I 

00 

G • Nx - Jly • L N u x - ».,.-. y , 
J,A- •m+l I 

donde ~x + Nmy en la primera ecuaci6n tiene raíces rea

les y 

(12.4) 

en la segunda, porque queremos tener una singularidad irre

gular. 

De (12.4) se sigue inmediatamente 

Substituyendo estos valores en la forma de grado me

nor de F en (12.3) obtenemos como término de grado míni-
2 2 2 

mo 1\..-i x + 1\..-i y • 1\..-l r, así que podemos expre-

sar (12.3) en la forma 
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F • ~-1 r2 + ••• 

(12.5) 
G •O+ Nm+l x - ~+l y+••• 

5eo.. -:F=.. S~YI 9 c.o~'f8+ Sei,¡'10 C..oS8 I "J>"*= t>(e->it-) 
Es claro que podemos escoger 

a.-1 (e) - o(, sen e cos9 

».+i < e) • (3 cos 0 (sen3 B + cos'B ) 

N (0) • '11 sen 0 a+l O (sen3 e + cos3 e ) 
N ( 0 ) • 6 ( sen5 0 + m+2 

+::F 
Cos5 e,,.> • ~+2 

Las únicas singularidades posibles sobre la línea 

r•O están en los puntos sen8 • O, coa 9 • O. Por lo 

tanto 0 -o y 9 • 'Tt/2 son puntos singulares y no hay 

otros entre ellos. 

Vamos a escoger ahora las constantes de manera que 

en el plano (r, 9 ) tengamos dos puntos puertos en los 

puntos r•O, e -o. y r•O, e. -n.12. 

Ya que el eje de las e no es trayectoria, las se-

paratrices de los puntos puerto ea el plano (r, 0 ) , 

cruzarán este eje. El eje de las B fuera de éstosp1A"to~ 
puerl;o cons1sbra'. de p1An+-os. ordi.,.o..r,os.. 
Las conf'iguraciones en el plano (r, 9) serán en con-

secuencia como en la tig. 111-3. 

Tenemos ahora: 

r • o(. sen 9 COS e +r l ~ cos2 e (sen3 e + COS} e ) 
2 3 j \ + i sen 0 • (sen e + cos B )J - ol. a+ r' r + •••• 

é - < X sen e cose <aen3 e + cos3 e ) - f3 sene cose 

(sen3 0 + cos38 ) + r{ (ó coa 0 (sen5G + cos50v') -

b sene (sen56 + cos59")} +:E 
-t-J.> 
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• (o( - f> ) sen 0 cose (sen3e + cos30 ) + 

r 6 (cose - sen e ) . 
•(sen5e + COS5e V) • (' - ~ ) 0 + r s + "' 

+'I * 
Pongamos ahora 6 • 11 - 0, substituyamos arriba 

~ 

y desarrollemos ahora en potencias de r y e* , 
Tenemos entonces: 

r m o( sen 0 * cos a* + r( ~ sen2 0 * + 't cos2 e* ) , 
. e sen' a* + cos' e* ) .. o<. e* + K r + ... 

-* * 3 3 * - e - ( ~ -p ) sen a* cos e (sen e* + cos e ) + 

r Ó (sen 8* - COS e* )(sen5 e* + cos5() -JtV) 
* +~~ -C~-B)0 -rb + ... 

. * 1 * t 9 -cr-~)0 +ro+ .. , 

Recapitulando, tenemos en el punto r• 0 mO, el sistema 

0-(~-~)9+rÓ+ .. , 

r .ex.e +f>r + ••• 

y en el punto r•O, 0*-o (i.e. 0 • "11 /2) el sistema 

e*. < r -~ ) e*+ r S + ••• 

.r • « e,t- + X r + 

La condición para que haya punto puerto es que el 

determinante de los términos de primer grado sea negati

vo. Para nuestros dos puntos se necesita entonces 

{3<~-~)-o<b< o 

X e X -~ ) +«b > º· 
Los siguientes valores evidentemente satisfacen am-

bas desigualdades: 

°' . b - 1, K • ~. ~ - J4 
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En consecuencia, esta elección de valores dará lugar 

a la configuración de la figura III-3. La imagen de esta 

figura en coordenadas cartesianas dá claramente el tipo de 

abanico que se busca. 

Como la dirección de aproximaci6n incluye todos los 

valores entre O y 71 /2, el abanico construido no inclu

ye ramas r V Ó r H • 

§ 6. ALGUNAS APLICACIONES • 

13. Vamos ahora a aplicar a algunos ejemplos los va

rios métodos desarrollados. 

Los dos primeros ejemplos son los puntos singulares 

elementales u ordinarios y el punto de Bendi.xson. Estric

tamente hablando estos dos tipos no se pueden considerar 

como ilustraciones completas ya que su conocimiento se ha 

supuesto de hecho en la discusión. Sin embargo, los dis

cutiremos simplemente para demostrar que nuestro método 

general puede dar alguna información interesante aunque 

simple en estos casos. 

Primer ejemplo. Sistema~ términos lineales ;t_ ambas raí

ces características no nulas. Este es de la forma 

(13.1) 
x • ax + by + [.x,y] 2 

y • ex + dy + (x,y] 2 ad - be/ O. 

Discutamos simplemente el caso en ~ue las raíces 

características A , J-" , son reales y distintas. Una 

transformación lineal simple reduce el sistema a la for

ma 
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x • >.x + A(x,y) 

(13.2) 
y • fA"Y + B(x,y) 

donde A1 B son de la forma [x,y) 2 • 

Hay una sola r V y una s6la r H r V es tangen-

te al eje de las y, y rH al de las x. Notemos que 

estemos apartándonos aquí de la "posici6n general" de rv 
y rli. Como en casi todos los métodos matemáticos gene

rales es conveniente no ser demasiado rígidos y hacer sim

plificaciones en los casos elementales. 

Si A • r son del mismo signo. los vectores apun

tan dondequiera en la dirección general de la~ bisectrices 

y el retrato-fase es el de un nodo. Si A yr son de 

signos contrarios, los vectores en los cuadrantes I y 

III apuntan en la direcci6n general de la segunda bisec

triz y en los cuadrantes II, IV en la dirección general 

de la primera bisectriz, y así el retrato-fase resulta ser 

el de un puerto. Estos resultados, bien conocidos por 

cierto, se obtienen aquí sin ningún trabajo; ésto es sufi

ciente para ilustrar el método de las ramas r 
Por supuesto que no se obtienen los "puntos finos" 

de la situaci6n. Esto, sin embargo, requiere un trata

miento un poco más analítico, el cual no es necesario 

abordar aquí. 

14. Segundo ejemplo. El sistema de Bendixson. 

Este es un punto singular con una ra!a oaracter!s

tica diferente de cero. Ya ha sido tratado por Bendix

son [3] .PP• 45-58 y por Lefschetz en su libro de ecua-



ciones di!erenciales de pr6xima publicaci6n. Lefscbetz 

demostr6 que el sistema se puede reducir a la !orma 

(14,1) ~ • y-A(x), ff • {y-B(x)} E(x,y); E(O,O) • 1, 

Los principal•• aspectos revelados por el estudio 

del sistema son: 

a) Hay cuatro direcciones de aproximaci6n para lastra

yectorias de acceso: Las dos direcciones a lo largo de 

la primera bisectriz y las dos direcciones a lo largo del 

eje de las x. 

b) Hay exactamente dos trayectorias de acceso que tien

den a la primera bisectriz en las dos direcciones opuestas. 

Todas las otras trayectorias de acceso tienden al eje de 

las x siguiendo las dos direcciones opuestas. 

c) Sea R1 la regi6n abajo de la primera bisectriz y 

~ la regi6n sobre la primera bisectriz, Los retratos

fase en cada una pueden ser de los siguientes tipos: Un 

sector nodal, o bien dos sectores hiperb6licos separados 

por una sola separatriz, Estos dos sectores se pueden 

combinar de tres maneras posibles, 

Teniendo presentes los hechos anteriores, el análi

sis de un punto singular de Bendixson expresado en sis

temas diferentes de (14,1) se vuelve muy simple, Por 

ejemplo, consideremos un sistema de un tipo que se ~re

senta frecuentemente en las aplicaciones, a saber 

ax + by + (x,y] 2 
x2s s ~l 

'4, 



Supondremos que b "7 O, a< O, asi que la r H est6. en 

loa cuadrantes lQ y 3Q. Como el eje de las y ea eolu

ci6n, la única posibilidad es un nodo a la derecha del 

eje de las y y dos sectores hiperb6licos a la izquierda. 

Si tuviéramos b < O y a> O los dos lados estarían in

tercampiados. El eaquema III-4 ilustra el primer caso. 

Recordemos la siguiente propiedad debida a Bendixson: 

Teorema: .il retrato !ase local de un punto critico aisla

do con una s6la raíz característica no nula es de los si

guientes tres tipos: nodo, punto puerto (cuatro separa

t~ices), o dos sectores hiperb6licos y un abanico (tres 

separatricea). Los indices correspondientes son 1,-l,O, 

de modo que pueden servir para distinguir los tres tipos. 

15. Tercer ejemplo. Las raíces características de 

los t6rminos lineales son a.abas nulas, pero su matriz no 

es idénticamente nula. El sistema se puede reducir en 

un sistema adecuado de coordenadas a la !orma 

(15.1) 
i: • - >. y + [x,y] 2 , >.. ¡. o 

;y • [x,y) 2 

:ID una nota previa (6ontributions to the theory o! non 

linear oacillations Vol III, .lru.i.als o! Math. Studies, 

Princeton U.P) el autor ha estudiado el sistema 15.1. 

Su propiedad principal es que se puede reducir mediante 

trans!or11aciones analíticas adecuadas, a un sistema or

togonal a uno del tipo de Bendixaon en la !oraa: 
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dx 2 ] dt • (Y -2A(x)y + B(x) E(x,y) 

(15.2) 
ff • y - C(x) , 

donde A(x) • (x) 1 , B y C son del tipo [x] 2 • Ahora 

bien, el sistema (15.1) sa analiza muy fácilmente tomando 

en cuenta las observaciones anteriores y ortogonalizando. 

Se han deducido las ocho configuraciones posibles , (La

mina IV). Se han presentado sin embargo, algunos casos 

ambiguos, indicado por lineas-.-.-.-. en los esquemas 

IV-2 y IV-4 dando lugar en particular, a posibles secto

res ovales. En una nota que aparecerá en el vol IV de 

las "Contributions" mencionadas antas, s. Lefschetz ha 

eliminado estas 8lllbigüedades mediante un análisis bastan

te difícil. 

Hay que observar que en los esquemas: H,N,O,F,C 

significan respectivamente: Sector hiperbólico, sector 

nodal,(abanico), sector oval, foco y centro. 

Del examen de los es,uemaa resulta claro que IV-1 

y IV-2 son esencialmente equivalentes, quedando en rea

lidad siete tipos distintos. 

16. Cuarto Ejemplo. Los segundos miembros son de 

la forma [x,y] 2 • 

Suponiendo presentes los términos de segundo grado, 

podemos, mediante nuestras transformaciones, poner el 

sistema en la forma 

x. (y2 + A1 (x)y + ½(x)) E1(x,y) 

y• (y2 + B1(x)y + B2(x)) E2 (x,y) • 

;,6. 



Todo depende de los factores de los paréntesis. Cla

r-ente ha,y muchos casos especiales y no sería de inter6s 

real considerarlos todos, problema que en sí no presenta

ría dificultad. 

Ya qua siaplemente estamos buscando ilustraciones 

de la teoría general, vamos a seleccionar dos casos espe

ciales. Co•o primer caso supongamos que las ramas r V 

7 r B tienen la d1aposici6n de la figura III-5. Es de

cir, las ramas rV y r B existen en los cuatro cua-

drantes y se separan entre sí. Tambi6n suponemos que los 

signos que tienen las ramas 

cuadrante son raspectivuaente + 

en el primer 

En esta con-

figuraci6n tenemos seis sectores h1perb6licos. 

La figura III-6 corresponde al caso e~ que hay ra

aas en los cuatro cuadrantes, pero no se separan entre sí. 

La d.ispoaici6n de los signos que tienen las ramas r del 

priaer cuadrante es como en el caso anterior. En esta 

contiguraci6n ha,,- dos sectores hiperbólicos y dos nodos • 

.Examinando las figuras III-5 y III-6 se ve que en 

uabo• ejemplos, m6dulo abanicos, no se presentan ambigUe

dad.ea. 



(1) s. Lefschetz 

[2) W, Hurewicz 

[3] I. Bendixson 

[4) E, Goursat 
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DESCRIPCION TABULAR DE LOS }::SQUEMAS TIPICOS 

Los números marginales son consecutivos a los de algunos esquemas 
del texto 

Esquema Cuadrantes (Eje de las "y") Signos de las mitades 
reflejadas sobre el BII &gil e,je de las "l" 

I IV II III 
9 sgn ~ Ujo (11.0 h:5 

s~ l. u¡¡o ramas 

10a ' + 1 + 
y 

lOb i + + 
y + + + 

lla i + + 
y + + 

llb i + 
y + + 

12a i + 
y + + 

12b X + + 
y + + 

13a i: + + 
y + + + + 

13b f + 
y + + + + 

14a ' + + 
y + + 

14b i + + y + + 

15 i + + y + + 

16 X + + y + + + 

17 i + 1 - + y + + 

18 ' + 1 - + 
y + + 

19 i + + y + + + + 

20 i + + y + + 

21 i: + + y 1 + 



- 2 -

Esquema 
N!I sgn Cuadrantes (Eje de las "y") 

Signos de las mitades 
reflejadas sobICel 
eJe de las "l" 

I IV II III 

22 sgn X + + 
sgn y + 1 + + + 

23 i: + + 
y 1 + + + 

24 f + + 
1 + 1 + + + 

25 ~ + + 
y + + 

26 X + + 
y + + 

27 f + + 
y + + + + 

28 i: + + y + 

29 i + + y + 

30 X + + 
y + 1 + + + 

31 i: + + 
y 1 + + + 

32 X + + y + 1 + + 

33 i + + y + 1 + + + 

}4 i: + + y + + 1 + 

}5 i: + + 
.Y + + 1 + 

}6 i: + + 
j + + 1 + + 

}? i: + + 
.Y 1 + + + 

' + + 
+ 1 + + 

;,9 i + + 
1 + + 1 -

40 f + + 
+ 1 + 1 + + + 



t...~ 

c....:t 
\
~

 
' 

\ 
-

' 
\ 

" 
'
'
 

\ 

' 
"" 

..... 

I 

1....:t 

I 
I 

N
 



S' , 

A 

\ 
B 

E -
f 

3 

1 //, IS 

77//1.777 

s(/~I 

2 

5.2 

4 
Lámina II 

* 
.... °' I / 

~ 

r /A" - ..L. r I % 

~ 1 

* 
~Jó 

1 ~ 
'é 

laso.jl$ 1 38a 

_, 
Q{ 

/ 

1 / / /,/' ,....-u 1 / 
AÍ P r 

s 

38/, E 



-



' ',{ 
,,,,,,. 

,, 
/ 

I 
I 

\ 

<' 
~
 

~
 

<X) 

-.. ,, 
,I' 

<:) 

:t-
(
')

 
"
t 

~ N
~

 
1 

:i: ~
 't:I 

,S::: 

,,~ 
~
 

,, 
'e:, 

,I' 
,I 

-
.)

 

<'.' 1 

:tC
\J 

~
 

C\I 
o 

IQ
 

ll.. 

' ' ' 

/ 
/ 

/ 
/ 

<' 1 
..... 

::i:: 
:t 
N

"1
 

C
\j 

' 
' 



Resumen 

En este trabajo se consideran sistemas de la forma 

::ic • X = [x.,y) p y• Y: [x,y] q 

donde [ J r designa u.na 
vergente en u.na vecindad 
términos de grado? r. 
singularidad aislada. 

serie de potencias en x,y con
del origen y que comienza con 
Se supone que el orígenes una 

Se obtiene una clasificación completa de los nretra
tos-fase locales" posibles módulo "abanicosn (el nombre 
indica claramente la naturaleza de la estructura). 

El método seguido es esencialmente geométrico. 
Se puede expresar (1) como 

x = xP + xp+1 + ••• , Y= Yq + Yq+l + ••• , (2) 

donde Xr' Yr son formas de grado r. Mediante u.na 
transformación lineal preliminar se puede escribir el 
sistema de manera 9ue p=q; en lo que sigue supondremos 
que el sistema esta en ?sta forma. 

El polonomio l::,,. (x,y) • yXP - xYP se llamar!~
linomio indicador. Si b,.. • O el sistema se llama ~
fil; en caso contrario irregular. Como ya Bendixsonoo
servara, en el caso regular, las trayectorias que tien
den hacia, o salen del origen ( "trayectorias de acceso"), 
lo hacen en un número finito de direcciones. ~elcaso 
irregular1 sin embargo, las trayectorias de acceso tien
den al origen en todas las direcciones. Nos ocupamos 
principalmente del caso regular. 

Usando el teorema de preparación de Weierstrass y 
el teorema de Puiseux, se puede reducir el sistema a la 
forma 

. 
X • 

Pi/mi 1/m. a-i 
O{ F(x,y) n (y - X Ei (x l.)) 

qj/n. 1/n. 't. 
(y - X J E.(x J)) J 

J 
y m ~ G(x,y) n 

(3) 

donde -::,/, y f3 son constantes, los factores son reales 
y F y G sbn positivas cerca del origen. De hecho, 
aún se pueden reducir los exponentes módulo 2, sin cam
biar topológica.mente el retrato-fase local, siempre y 
cuando no haya trayectorias de acceso en los sectores 
donde se lleva a cabo la simplifiación indicada. 

a) 



y=O. 
Sean rv, rH las ramas reales de los lugares 
A lo largo a.e una rama r V las tangentes a las 

yectorias son verticales, y a lo largo de una rama 

horizontales. 
rH 

x•O, 
tra

son 

A menudo es posible hacer una simplificaci6n importan
te. Sea V el vector (X,Y) y supongamos por el momento 
que se tienen dos ramas rv consecutivas en el primer cua-
drante. Si en el sector entre las dos ramas el vector V 
apunta en una direcci6n comprendida en el segundo o cuarto 
cuadrantes, entonces, por lo que toca a la topología del re
trato-fase, las dos ramas se pueden suprimir; análogamente 
por lo que respecta a ramas rH o sectores limitados por 
uno de los dos tipos de ramas y uno de los ejes: el eje 
de las y para ramas r H y el eje de las ll para ramas 

rv• Por otro lado, cuando el vector V no apunta de la 
manera indicada, se presenta una ambigüedad ~ue s6lo se pue
de decidir por métodos tomados de la Geometria Algebraica. 

Por métodos análogos, que involucran el uso de coor
denadas polares, se pµede tratar ubién el caso irregular. 

Aplicaciones: Consideremos el sistema 

x • ax + b;y + [x,~ 2 , y = ex + dy + [x,;y] 2 

Si las raíces características de la matriz (~~) son dife
rentes de cero, se tiene una singularidad elemental, y nues
tros métodos nos permiten inmediamente determinar los tipos 
posibles. Si una de las raíces características es cero, se 
tiene un sistema del llamado "tipo de Bendixson", y se pue
de obtener el resultado de Bendixson, a saber, que los re
tratos-fase posibles en este caso son: punto puerto; nodo; 
y combinaci6n de ambos (dos sectores hiperb6licos y abanico). 
Si ambas raíces características son cero pero (~~) i o, 
el autor ha probado (Contributions to the Theory of Nonli
near Oscillations Vol III pp. 127-135 Princeton U.!'. 1956) 
que el sistema es ortogonal a uno del tipo Bendixson. Es
ta observación, junto con nuestros métodos, permite obtener 
todos los tipos posibles: nodo, puerto, foco o centro, dos 
sectores hiperbólicos (con o sin abanicos), dos sectores 
hiperb6licos y nodo; y un sector hiperb6lico combinado con 
un sector oval. 

La posible existencia de sector hiperb6l1co con sec
tor oval fué señalada por C. Coleman (Tesis, Universidad 
de Princeton, 1955). Un análisis exahustivo llevado a 
cabo por S. Lefschetz puRo en claro que éste era el único 
tipo d~ sector oval que se podía presentar en la familia 
de ecuaciones diferenciales considerada. 

b) 
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