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INTRODUCCION
T E) ProFc'ss:To de éste Irobajo es proporcionar un esludro vela

Twealateoria de las matvices pos:‘ﬁvas y nom.gcd'\vas de orden nxn yal-
quna de sus OP\\cacxoan, escencialmevile en los modelos Leontiel y
en las cadenas de Markovy . )

Se wicia dicho Trobcx_go en un primer CQP'\TUl.O cov un 2:5ludo
de las malrices Fosf(‘was , @ PorT\r de los radios es Peﬂro\ea hasta
.n‘z‘ﬂo" al teorema {Lmdamenfc\( para las malrices Pos(h\)as)‘fam‘b\-c"w
COnoc_(do como e'. TEOREMA DE PERRONM q‘ue es aP'\\ccdolzn las . —
madlrices no negalivas que dan como resvltado nuevesTeoremas que
tienen su Q\>\\C.C1C.\6n en los modelos ccondwitcos . ‘

las aPhcac.\ones en el modelo de msumo produd\'o son
modzles simples de cambio para una econoria , a Por't\r de ellos
se de-}mem los modelos Leon'he_g. cerrados 'y modelos Laonhizl
abierfos en la cual el Frob\e.mc\ a ser resuelto ol dralar cown
"0‘25 ecuraciones es Aeter‘muﬁar- las COV\AIC(oncs q_ue asequrzn
una solucion para  dichos modelos,

E 5Q-3“”50 COP;MO e‘;\q" dedicado o las valrces no
negativas irredocibles que son debvidas a parhiv de una mairiz
?ermuTaqén . Neerca de |a \vreducxbaltdad ‘detales mdalrices la PROPO-
siciov 2.4 es wszorTah't'e para los S\%u\en“\cs desarrollos que ¢an-
c\ogen con el teorema -\undamevxfal para malrices rreducibles no
negdhivas fambien llamade el TRoREMA DEFROBEVIUS y sus ress
PeC‘tWOs corolarios Todes \qurTZ)r\Tes en \oe_, Aasarral~s Pﬂ“-jﬁ—
Yiores,
E| tercey caP‘\Tulo TraTa sobre \qs maotices nPn;egoT\VG'sz re-
docibles | Pr\m\\—qu e \mpr\m\T\_\:as ; se desfaca en esle c:aP\Erlo
la J(orma normal para las mdlrices veduvables Y haciendo vso de

ella se demuestra que al valor caracterisfice de cada malriz rz-
ducible le corres ponde un vedor caraclerisTico Posmvo .zniuaa
Yo a las malrices prim Mvas é‘m'Pv‘m\Rvos'és\'os se dehneno ?or'nrd.z.
losvalores cavadlerishicos , @s Fecm\manfe § @ manera de unteo

rema las maTr*zce-s Prl'mth\/as *"am‘me'.n se demuestran hocten do



use. del teorema de Perron y de laddrmula de inlerpolacion de Logmn-,
ge- Silvesler) dicha Yormuola paro no gruﬁom continuidad al teva es
sushihicada en el dpendice F.L .

_ El cuarlo caP‘aTu‘o esla dedicado a las QP\\c_ocmnzsde
las matrices rredocibles u veduables en las coadenas de tar
kov/ en la cual la madtriz e<tocaslica es una Yorma especial
de una mathz no nca_ciof\\\!q por lo Tonte Yodos los conceplos Y
Profomctonzs de.l %eggv\do x.i"\e_rcer caP‘\rC\(os. BSON aPlxcarb\-e-S--
Fn esle mismo caplmlb es necesario hacer uso de los dwrorzs
Q‘QY_Y\@V\-\-Q\ZS en ‘Qs md’\\'ltes Q51.0CO(-S“CQS' dlC_l’\OS CA{V(SOYCS Q\Q.W\?-ﬁ-
tales son Posre\—tormen'iz Jud'\-‘r‘co.dos en el c&fmzndac.g_ §.2.La
QP(moctén de los diwiseres =e e'leC.\UQ'QV\ \a exizlencia delama-
triz de Probabllldad?-'s de transicidn -}ma\ , basica para las cade-
nas de MarKov , se delinen cuande una codena de MarKov es
\ra.%ulor %*o"'('olwwen“e \’¢_3u\m~) \wreducible | redverble , ociclica & ci-
clica, \mPorTonl’es para la demosfrocién de los tearemas Era -
dico Y CQS\-E!‘%C')dlCO en las covaenas de Markov . T')ostemorﬂwe_r_\v
4@ =e hace uao de los ind\.ces' de _\mPrlm(’f\wAac{ de una malna
para la denjosjt?ocxém de la wmeda de Probob\\&dacl de tronsi~-
ao'\r\%mol Y la media de \as Probabt‘\dades absslulas que =
fesumen en un f’e.oremq .

Se conc\uge este trabajo con los dPenélces RL %ﬂz
C%ue sSon ﬂe;esamos Parq e\“Tar- qu\"'ar C_ov;t.\r\l.:udad Clvlos éc\f.’"“""

-

los.



A LAS MATRICES POSITIVAS YNO NEGATIWAS .

Dz.[-\mcu‘bn 11 = Sea A =l\a;j\l una ynalriz c.uodrado ,s\To.

dos éus elemen‘os aij son no ne.gcﬂ'wos s¢ dendla como A=0,5!
20 30\g&n aij >0 se denotara A >0 y s toda aj; >0 =2 de-
nota A >0 y se denommnaran estriclamente Pos\'\'was .

fst AR = A-B>0O , enfonces se fiene que una ma

-*r\z cCOMoO uno +ray\$“_ormac\oln "l‘amé(éy] P\"C%Qrme_\ OT"d@aV\ W\"C_\O\
\ "
dc-\m\do por >,
!
De'l"—mc‘orll'?: Unvedtor R =erd lamado POSﬁWO sito.

das sus componentes =on Posﬂwas y no neaahvo = Todas sus

componenles son ne neqativas, enfonces , 51 Res posihwo se

] — —
de.ho'\'am X>0 yX20 en el seaundo caso .

larelacion X 25 es equwalévde a decir gue XYz o
y X>3 s1 X-FJ>o0

belmieidn 13: Un escalar X es un valor caraceristi-
code s, para a‘gtﬂm vector X 20 ,sefiene que XA = AX don-
de el veclor X es llamado el vedor caradleristico de B corres
ponclm.\nTe al valor caraclerlslico N .-

‘Sea :{,\ |x A 22X para a\ﬁuna Rzo}

. Siendo \nomoszneo \q re.\ac_lén Rﬂra )\32 Se \DW?-de-
suponer sin perdida de generalidad gue el veclor nonegatwe

"X Corres Pon c\\e_n'\’z ql VQ\or )\ eé\o’ Y\ormo\\‘zado c:\e,+a\ manera q}ue

ui“: ) xf = L

L

{zs

/

\lseca \a norma de \a mdatre A c\e-lm\dc.i oMo

I8l =) ay

3
gi=L



PROPOSICION L.l . Sea R>0 y ;
A ={)\\>—<RZ)R , ;<>,O} ) zh*onces Ao="MAx A on e
Demos"mcxc'm
St AX£AX  setene que
RN 2 1ZWAY & o=X <Ay

eslo demucstna que A es un onuvilo aclado que eswo vacio s\

Aes Posf\wq . Yor dlro lado suPc;nc&ase que Ao = Supd , Xe ), sea

ﬁ)‘;_} una suces\on de M's que Ferre_ﬂece.h a A 3 que convergen a A,

"EMB\QY\ SeQ 6;({-} 2\ COV\JUY;‘O de_ VCCTZ)\'QS QSOC\QdOS de ‘*a\ manenmn
Q\ue, ’ .

ALSZ‘/; z¢ A (=24,2,.00
Ja Qe Nx“fl=1 ﬁe-‘:uzo\e. e(e.clnr-:,uma subsucesion de las X{, sea
i)'(-jf%ue, converge a X% un Vzaov no ncﬂcﬂ\vo Y no Yrwvial . Na aue

)«o Xe é.'i°g, Se s\ﬁue %LLQ )xae. A, \o %u.e S\csm-}\m c%uz e\ su?re_ |

mo es tambin un mdximo .

TEOREMA L. L. (PERROV)S A eshermifiana Y A=>0 Y S Yo
es el supremo de A enlonces (a) exisle X°>0 f'ro\ gue
A=\, X° ;(b) st A%\, es cua\g\mg}- S\ro valor caracleristico
deR se S\que que PP ; (c) lo es um valor carac ferls -

heo de mubhplicidad 3eomé'rmm Y mubhplicidad olge braiea, de
\Io\or L, ‘

Demostrocidn

G) Sea X°=20 ,X°%o0 *o\%ue 7-(°g7,)\o§°, o que R >0
se‘hene que XA>0 para X 20 ,svpéngose, C¥,\Q zo= XA >0 de
o%u( que R°A= §°>o0 4 nuevamente IR 2 XoY° | SuPo'y\%agg que
JeA> X030, pero s eslo sucede <e Fueo\c enconirar una 8>°‘_*°\ que

f"ﬂ%()\o’r&)go pero al oce,PTor que No = sUpX Neld se es\—o'.\ )

_CohTraA\C\e.ﬂolo el S‘ﬂ““l"cado de )olev'\'\omces zx°R= Xo X°



'

-y neccsar\amen'\’e X°>0
b) sea A3)s un valor cnmaeris'\'\co de R y Sea Z sUucorres.

pondiente vector caracteralico no trwial ol que 2R = AT | sea |E|el
el vector cuvas cow\Fomzr\‘*es 5on(\2¢\). E.n'\'onczs, de la PoS\h\ndao(
de A = tene qué. 1zta 2 WIE) pere 12lA>0 y por (&) se Tiene
que 121R =212 lo cual \mplncq que Yo \Zl = IZE] de esTodl-
timo se Tiene que Yo = 2 pevo Y2 )Xo de aqfu( que (DY P2 P

C) Sea S una “Ya'ng,l.ormamo'n \lvmal *a\ que S:E"s EV
se dz*me al Ker de s come USYH= {ie‘ﬁ“ \52:0} el cual es un
S“bES.POC‘o de En, $Imu‘arW\QV\+e, =e de-‘me_ o\\'owio de S como
P(S):ﬂ$)-< \)?e’ﬁh}' )ademc'xs s2 sabe q{ue

dm Ny + dmRG) =n

Sea L(E) o COV\_SQ“‘\O de Yo0das las '{mns-l-ormamones linea -
les de E"on E" y sea S una ‘\‘mns-\.ormoc.\c'm s\n%u\or de L(EN) \jcon-
S\derese a los subespac.\os NE), NS, - - o
Como NSY = {X\ 57 =0} enfonces se Tiene que
7[(5z)ﬁ$;<\522 = SBR)= ()= o}- o Qq\,\: e @hc\utse que
NSYC NUSHCAUSHC =+ » ; pero por slro \oc;ol subes pactes Pm‘t.
P‘é’-s }iernen cada Nez dimensi\ones Mas chueﬁos , enlTonces exisle
KeZ , kKen para \o cuol

NEG) & NEDENGIE

pero como AmNEBS) 4+ dAMRE)=nNn e
\o ov\'\'erlo\’ Se A‘lene C\ue

RIIZR(MZRGNR - R() = RS = -

Sea (R-X1) uno )h'cms j(ormar.\ér\ smqu\ov- o\cjfm\cla como
ro (1o r_ I P = L=

Nl = 57( ‘)( (A-21) =0 y -.\V\l: ‘\x :B(R—Xﬂ \y arb\\rar\o}

~

B

\acionando eslo Uhimo con

Y
OP\lCOV\do" :}oo\o \o anler'or gse ‘\\enc que_

Ne / 2e . K _ ka1
x%ng'\&g %N)—Nx—



para o\guno-maf\'nz A Y e\ :
E|enlero ¥ asidelermmade es Wamodo el indice de 3, la
dimension de N; es lamada la mquF\\Cldacl %eom:'xr\ca de % u \a
dimenision de N'i es \lamada la mul—\\P\\mc\oo\ a\%e braica de \.
Pe..ro s\ N;%N;gN;%'!- gN;: N:"'-;...

eh',fonce_s M‘;‘ :_3 M.). 2 M; 2 s 2 M\;-:_ MK;‘ = ... paro O\au\'\a kel
421 Aes hermitiana enfonces la mu\hp\mdool a\qcbm\m es 1qual @ la
muu\p\\qc\ao\ %eomé Mica cuando este cuceda para Xzl se dice
quelos dwiseres e\amear\‘l‘c‘jes =0omn svales.

Suponqase que el conunle de veclores caradlerislicos
@w valer caractericlico %o es al menes de dos d\mav\s\ov\es_x_ga g‘ue

Aes una mdfriz real existe unveclor caracleristico 7 que es real y
ademds linealmevle mdepend\evd‘g_ deR° ya que >‘<°>o‘axns’¥euna
me\homon\mco{ O =txXe+ge donde t = Vr\;'ﬁé (—%}{Q) conW3o
pero no Wso, yaque WA>SD y Yol 20 se Sique que G A > AW
‘j no \de'l’\“\COYV\Q‘V\tQ cero IQV\fDV\CCS és"lo &\4\\4»\0 Co'\(\‘l‘Yool\CQ ‘Q dc-

de‘mmw’u de Xo Yy tomo la mu\hp\ldclacl claomu;lm es\gua\o\
~numero de vedloves carac ev(s\Tco.s' linealmente mol.eFenolleru de lo
QV\Tenov- 'j deé_:‘:o L'lnTmo se S\%U-L qfu'L so\amzﬂle ‘Qx\{TQ Un VccTér
Corrgs?ov\glnen'(e a ')\o %%u.m es Rf‘ de Q%Lu.' Que \Q muH\F\\c\docl
qv.om'e,l?ic« de Ny es L. ‘

. far slre lado supév\%ose que J(A-21): 9 qugi(m—')ol):o
por \a\:r\mcro FarTe de este arclumem\"o 3 es an mulhplo de e, es
decir Z 2aX® wnaze

ﬂF\\cando el \WNaso (a) ex\s“'(z umvcc'\'oy- camc’\en's-
dico \)osdwo g0 para la mdlrnz estriclamente Pos\\'\v_t_l A donde $°
Corresponde al 'mismo valor caraclershica X, 4ol gue

(axs 1°) = (J(A-21),5°) = (5, (R-DeT)F°) =0
yague 94 >0 debe tenerse q[u.( azo , enfonces s\ \j(n-)o'&)z:o

Necesariamente J(A-YI) =0 y asi se liene que N; - N:
0 °



. . T<to
a =u Wlu“‘\\:\u:\da
Can
Pﬂfq
edad propia Asy
proyzccion, que

cQ rQC_\LV\’S“-\COS a
ta
2°ﬂ = \QRQ (1 e\ i

r

hzandose ambod

PR

-

S\CSVH{»ICQ que la mu“-\P\\C\dod 9\32bm‘ca de Yo QS\clua(
qeomelrica . :

es¥o =2 conc‘uge. \a
esludiar won mayor dedalle \a

’csnada a lo , e wnireduce una ope

proyecla veclores en el espacto

Lociados a Xe

h este pmp&s\t'o sea %° e\ vedlor caracleristicotal que

eddor caradenslico F°50 donde A = Aot° ,norma~
en la torma 2, Xife = 4.

demosiracion .

etructura de la vari-
racion ?rogc_ccu:fn
lineal de veclores

zf\.\'es PTOF\C&AQ
RP= (R, f-")i"
Dey

O xP= Rk =

=@l ;X

DPODIAIOMI2 coq P =\ x;’{.';“ \a moTriz con las s\qu-

s L) fara cua.lesq‘u\erq vectares Ryt se fiene que
; P; - .(;)xo)fo . .LC) Pz:-.P ).Lu.) RP= PR :)op-
’Y\OSTT'OC‘C‘)Y) _ .
' f . e X € XS
(anz)'-:; h) x‘q X:{-: X:,&: -
KV fa Yo b o o ¢ daifn
- _
E’fog y ) X inﬁ): ,2-"”;("7»"3} X3) ‘/x:)z(szo X®
’ cL

Qw‘z\o'aamenfé se Tene quz

PF= X

-~ mran s

e o ..o oaf I8
(LAl ST S 4 | (A
D M | KN
L I
4
= Vhafi| GRF
.L:Il:. . ' -
T %




W Pepp = Il = DAk = <5 (LEE = x5 = P

{)AaP=AG) = (Axf) = Do 2% F°) = M%) = AP
PR = (48R = (R, AT9) = (R4 2ef0) = 2No(%%¢°) = )\, P

-
Para cua[qu&er malriz B se Tiene que (8-2T) vepre

senla una J[unc‘_\dn analilica de )\ , es decir cada comyone'n“a es
una Juncign analifica de A siem

se nlido .

pre que \a nversa ‘l"¢n<3a —
Cada valor caracterisTico de B da lugar a un polo de

(B‘)\I)-'l es decir un polo para d(guna com\ooncn‘\‘z , cuyo or-
den esla relacionade a la 'mu\-hp\\mdo.d a\qebra(cq de\ valor
caraclerisfico , ade mds

(B-2I) "= x'(-)‘;b--l)“ :_:Zo ;\H B"

q}ue cénver%e para INI>Y  donde r dendta el radio del cireulo
mas Fag‘ué_ﬁo que contiene a los valeres caraclerisiicos de B

‘("'am‘o\e'n escrifo como Ao (RY= v (R) =¥ ) ; pero por \o anteror

(B—\D-l trene un Po\o en o\g(m valor cqracfgris\xco ¥ donde
Il = X, Y aP\(condo el teorema de Qawchg-'HchMard eeTiene
oo - ,

éﬁé’z, %—_} B" converge, ! IX >r donde ;
nzo ' '

r= Ly mdx 6™ con B = “bgjm“
U

n—oo

TEOREMAL2: Pirg AS>0 ), = sup),Ps|
Se .hQY\C q‘ue .

L AP

.J;emos'rmcxén ' -

los valores caracte risTicos de la mafrniz B= B- \oP\ )

|

deben estar estriclamente denfro del civculo devadio s ya que:



i) Qualquer. valor caraclerisfico distinto decero de B es un valor caracte.
Hslico de A . \

() Xo o €s un valor carackrislico de B

5ul><;n3ase_ q,ow. lo anlertor no {ucse aerfo | entonces
ZB=)z para alﬂ&n T30 , Se sique que: £BP= XZP y
2BP= T(AP=-),P?) = T[N P-2.P) = ), (P-P)=0

por lo 'fanfo, st Ao, se Sigue §B-P = )z P =0, y se tiene que
§P:o, por lo Tants =, 2B= 2(9;)°P) = \Z ce Sique que
2h=22 Yya que FP=0 .

En parficular 1 28 =)o2 enfonces 2P0 y 2A= A2 ;
por olro lodo ya que X°Q= ) x° , se hene C}ue 2A= ), 2 s0lo suce-
derd sy 5 es‘m&lhplo de x° pero enlonces ax°P no Fuede ser cero, esla
conlradiccion demuesfra que las q}trmaggms son aerlas,

Asi el radio e.spec‘fml de B debe ser menor qu e X, y >e S)-
Gue que la’ maxima comloomn“”e de 8™ %Cﬁns-}ace la cola ‘b(::"é- ‘<€m

para toda m con una adewada & Ao o
m m [ m
Pere BM= RT-2J P ) de agqui e M-}lcre que A /"‘
A
covwcr%c a P ,con la ra2ém de convergencia ?/)
: o
Varios de \os resultados evunciodos anleriormente son validos

CuanAo F)>o/ Para e”o consaclc'resc una ma\?\'z cuaa(mda U con

COM?QNV\T% 1 enfonces sehione %u'e_ A+SU » o pare §>0

Jun Gr‘c&umew10 de limle sobre S establece la vai dez de las

gParT@S (@) y (b) del Sljuuevx'fq {eorema s ~



, TEQREMAL.3.— Sea A>D , Xo= sup ), enbnces, @) Ao
es un valor caruc"erl'srlco:f exisle x°z0 tal q{ue_ %P = \.x° ) (5)5\

l es Cun\quler va\or' carac‘ter'usrlco e ‘henz (}ue \1‘ £ 1o )' (C)

:':) ; )ch converge siempre gue X°>0 'j(d) st A es unvaler

caracterislico de A con =, se Sique gue \}Ao es una raiz de la

unmdad 4 '(mlo es un valor caraclerislico de A Fam‘ mz 0,42,

Demostracion .
a)-\a que A+SU Do, se Tiene gue x°(A+SVU) >a

para %0 , de G?W’ gue X°(A+SU) = Ao X° para $>0 Yy lan pe-
Quzﬁo como se ?uccra ) evﬁonces Se S\ﬁua a_rue-'-

X°A = X, X° para A>0 Y X’zo

b) es valide por nciso (@) yteorema L.

C ...Por conveniencia sch;wciasc g}ue 10:1 ; ofose'rve_Se que
- m . . - m _
los elemetos de R eslan um.}ormemevde acoTaolosl evi e}ec'ro J X°fA= x°

\mPhcq que :

(m) o‘ ‘ ° m) o
[2 aij Xi] = [7(;:’ entmccs A £, y en Fdi:l'w)ar

- (m) ’ . .
se¢ fevie que : o Z Qij = Max L
MDIH‘. X:

S' .ﬁ den?‘a el esPauo de,e]emenToS Pamloscua|es

ZR=3 , [ esun espaun lneal corado Hal que Fara"ée!l se he-

3 e M = =N = M
2B T AR 3R _ w5

m m ™

ne Ci_ue :




Y converge cuondo m—s oo .

Se define a K :{:ﬂj—_ i(I-Q)} , es dear K es el rango

de (I- 9)/. sea:

< = R+Qz+. .~+9m . \3:5 I_g
m m J ja grue (

) se s\gueque

Vomz §RAs oot L (1o ) Bblene e

= BA-SAEAN a3 a7 g Lgm
- T m
en consecutnuq IS — =R-5p"!

ﬁut COMU’C7’8¢ a Cero

cuands m Fiende o m{-mﬂo en virlfud del hecho de ?ue los Co&l-lé‘m_
‘lES ole HMH esfaw um-}'ormzvntn'rc Glcojao'os-
ﬂs{ se oslablece que Sm con verqe para Yodos los vee -

Yores contemidos ewn. la <uma de L+ K.

Queda dmgmenfa por dewostor que d + K 2= dodp el
espacio n-,e_uchdeano/ para esho obsdrvese que, cua)g}uuv veclor X
Puede ser esenlp como: '
X= (R-ZSm) + X Sm = 3, + 20,
\
Ja Que Swm consisTe de uva sucesion de walmices unl{—ormemevdl
acotadas , e diewe gue cuands m tewde a 00 , 2, convergea

;o ) dovde i,C;i , por e’s—fo Mismo S{m P I_( y X 5,” converz

a Yo )QVJ;)MCQS Sa e K -
d).— SuFo'njase, sin P('ro\lola de gemrolldad que exisle C\]g(,;_l/_l )

veder F°>o0 para la cual AF°= f° / (F° exicle por mase @) de ¢=Te



mimo teorema QP\!CGdO a la motriz A ),. con Q\iudQ de ¢e=lo se demues-

tra(d) s porque , supongase quz X\ es un valor caraclerisTico de

Ade modulo 4 Y que XA = X% para Q\%UY\Q X , es decir:
n -
indij = >\XJ- ) e.nrznczs se*lcne g‘uc_

=1

i’b(la.J 2\ o IX]A 21X coni¥)= CAREAREILAY
{=1

pero (foli’l)‘ (§.° IRIR) = (RFe, 1X1) = (§° \<1) y esto es'unq contra-

diccion a menos q‘uc \x1A = \7| cJe o w e liene Qrue

)Zl;ou = ) = Z\;(\q.J
=1

e.s‘_o \W\F\lca \q ‘&x\S"—enC‘G. Je V\umer'os U' conNn \UJ‘\:L ‘*0\ %UQ

X, (i = \X\Q,J qua cada L 3~.§ (1.1)

MuUnF\mando la relacion ?reczdzn’te Por Ui sumandola < e

"“QV\C %ue.
(Xu)A = (u.11)Au

Yde (L.1) tomando los sumandos =obre ¢ se.'hcneq_ue

Xlu = (Ix18).u = %8 = \%
usande las u\hmcxs Y‘e‘dC\OV\e.S se PY'UZ.-b’OL C}u&
RWA= (WIR))A.u = \RAU = Nzu

;e.ni'onces X.u es un veclor caracteristico que corresponde
i 2
a X , ademas -



2 2
We Iclaizu; = u; X, 0;;
szlslﬁue que [Xl.u?2 = IX\u.u = AX.u

(IRL.uD A = MRu)A = A0%.u) = Bux

pero
g asi (xlu?)Au= VBuix
t‘sTo o‘emues’\m 4'u¢ X.u? es unvedor caraafer\'sﬁco dc_ 'XB-

Procediendo de esla manera  se encuentra que \ zs unvalor

caradlerislico de mc;Aulo .f.) gn‘fbnces X es una raiz de la unidad 4) l) 13

3 n
Ay .) A ;o o+ sou lodos valores caracleritbicos como <e oJf\rmo'

dt es"o Seé s gue aut un vecTor- caracﬁrl's\'(—(o de ),r'” es X‘.u" en 'O.
e 9 )

cual )? tja "htnew al MIS b sxﬁm}\(ado que am‘fenormemTe ¢ mo\(co',

3 ésfo com F\et& \a o‘emosjrauo'w .

I\ radio especlral A, = A,(A) ;;aro la malriz Ague
J(ue'. usado en los deoremas Frccedenﬁs ,es real y o neﬁa'hlro donde

=mix k4 A={dRAZ2IX %20}

o -
A ~
@Ovno onsecuenttla e ~||em .
COROLARI0 1.4 *— Siexisle RO 4ol que z° A ﬁ/i>7°
enfonces M es una <ola supertor para el radio esFech\ de A.

3
A Demos racion

] < promixe i goge p= |l a7

4
. / (-]
Mmh. X;

AQ UJ’ YA ’\NWQ ue .
o ]

| JI'W\ W & ).4 es dectr o =
Nveo




TEOREMAL 4 T =1C¢>%.(R) y Az0, enfonces (¢I-A)™

‘fruns.].orma veclores o neﬂaT\vos en vecelores moncﬂaT\u-os .
Nemostracion
fara A>2,(A) donde ), (R) es e\ radio especlral se fie-

nk que

(XI-R)-l - l-|(]_'— %H)-\ - °2° nK

K=o ')\Ki-\
K
3-30 Qrue_ Cacla R "\r‘ans-l»orma un Orrant'e noncﬂaf\v'q wm SEMmIsmo
la suma \n{»\mTa de Tmns.}ormomones '\'c\m\oxén lo regliza.
-
El inverso es tambien valido | es decir, s (¢I-p)

'Irans-}orma el orfante wo huﬂahu-o 2n S\ Ymismo ,evd'onces ¢ esuna

co"“a su]DerlOV' Para e' radlo es1>acrm| Ole Q; es decir, sy ’?ZO,
Xto0 Yy con mq's componenfes cevro ljﬁl XA >,)>—< ) znﬁances;

-— ‘ . ’ _‘ —-—
F= R(0-QD) + (€= N)X 20 , enlonces (¢I-A)" aplicadoaZ

Pu‘oduce

: (¢T- AY'S = (¢T- AV (A-¢D)+ (e-NR(T-A)

= -+ (- MR(T-A)' 20

que ¢s un IVGCEJV V\omclahu-o Porqfue
60 K
(QI—H?-I = 2—?—“? donde A >0 y como Zz0

K=1

emtnces sc"ﬁeme @rue (@I-H)" >0
-1
Pero comp X =0 y X ((I-H) 20 neces‘qr\qmen’\’z

3Q4ltnc q_ue €>) ;) Y en FarTlcular Q>\o(9>



APLICACIOUES EV EL MODELO DE IUSUMO PRODUCTO DE LEOVT\E®™

Uno de los modelos wnas s‘mF\es de cambio pora una econo-

1
Mia puede ser descrilo como s\que

Sean n adlwidades (o wduslirias) cada una produciendoun
products . SUP'OhgoSZ que A; ve?resan'\e el Produc’\o total de la adlwi -
dad y %UW— Xij fe\:’reseh‘\e la carilidad total del ?"‘OdUC‘\° de \aach-

vidad { usado por la J’-éS\ma adhwidad . st
J

%= xi-ix‘j

3=1

entonces 3¢ expresa la d\\»a\'enc\q ertre lo canlidod stal de adwidad
l y la cantidad de =su ?rodu;‘\o consumida por \as n oc.'\\\ndode.s; NI

es comunmernte llamada la demanda Linal de comodidad L .

St ¥=o pora Yoda i , no exislen sobrantes | s 2s¥o sucede
enfonces Yizo e= \lamado un wnodelo \eonlie} carrado . si el drabago
es un Y1po de adlwidad el {rabajo tolal es @mpleado, s1 el acero ez &tro -

-po de actwidad dodo el acers producido es consuvmdo .por el sistema . Un
modelo cerrado wmcluye actwidades come servicios , admimstracion de.

S1 3; >0 para al menos una {, este modelo es conoade
como unmedelo lzonTief abierlo , desde un punto de vista econdmicoun
modelo abierlo vnplica la precencia de malerial exdgeno,alqma can-
+idad de ca?ﬁa( ,trabago y malerial enbrito efe. guees summstra-

do desde el exlerior . La carodterislica escencial delos modeles abierlos
esla exislencia de demanda exlerior. ‘
Se dc?.\lmz
Gi; = Xy
X; . (1.2)
que puede ser wlerprefada come la cartidad de adwidades s, como-
didad necesaria para producir una unidad de comodidad i .las con-

A\Y .
i~l\«tz\c:c:\e.s Qi; =on \lamados los coc*\cw.n\‘cs de preduecitn” g son su-

fpue_sTos a ser conslanles mdz?end\ex\‘ls de li



"De Q2)se sique que
@z -, Xig= Qix , enfonces Y= (T-A)X (L3)

i
donde A =lag;\ | X.':(X,,X,_,-H;Xn) ¥y Y= (N, e e e Y0)

Enla Pra'c“cq A debe ser estimada 0 conoada -

E| problema mas recuedte que concierne almodelo Leon-
hel abierlo es como =\que , dado que las ¥; son conocidas ; se debe
enconfrar X; que 50‘\\3-‘-aga w3 . Por supueslo la contestacion es sigrijica-
+wa =1 la solueidn X = (I-ﬂ)’lﬁ exisle yes vn vecior noneadiwo .

SuFénSQse. qoe '

(r-A)™ =Ma;l

erfonces 1o "
Xt:;ﬁnss LER S

delal maneraq que puede e,evaerfmTaAo como la cavitidad por \a cual 2|
predudlo de laadhividad { debe ser incremenlada para produar vna
unidad adicional de comedidad j .

‘ OTro problema que envuelven los modelos abiertos es el s\quiesite:
“considerense n Pcn’ses, suFo‘n(iase, Que ayj dendlen los f;a(ses propenses a m-
?or\'ar desde e\ ?ais L. Sean X; los Pq'lses con 1Mgreso nacional y oea C;

/ , ‘
los paises i's con qas'to nacional ,que es mde.?eno\\e.n'k de\ \ngreso,en-
tonces ‘

n \ -1
IL:ZO"SXJ +Cp o (= (T-A)X
J=1

donde C y X deben ser vecloves Pos(\wos .
Esle ejeml:\o puede ser m"evpraTado como un modelo cerva-
! by . -
do de tralado enfre paises . iufo'mgase- ape todos \os \nqre-Zos para | pay )
seés Qe.vxcso. de la venla a ofros ?a\':es 6 as\ nsmo ; sea ij ‘QJI‘TOCC“?“
‘ : 1 las \mporfadas desde el
de paises cuyoingreso es gaslado en mercancias ymporiadas desde e
i?a:s L, sea Xj el Mgreso anual del ?ais i, enlonces el valor Tolal de

i .
la exFoFTocw'n de! pais L es

L AGX;



/ .
.y esto, por defmicion rc‘iz un modelo cerrado es X; , es deawr
X,L' = Z d.i_" X.\' i‘:L.2,000,n
3=

donde

El Prqb\ema a ser vesuelto altralar con tales ecuvaciones de
este fipo, es determinar \as condiciones que asequran una solucion posi-
tiva .

Tnel caso de un modelo cerrado =e busca una so\uc\én‘;o_
sifiva % del sistema de ecuaciwones BX = X . Soluciones vodriviales
exislen =1 y solo =1 el valor 4 es on valor caracterislico de la mainz A
cuando eslo sucede =e asz;:&ura la existencia de un vector caracteris-
4o posifivo .

Aseﬂ"’“‘*" la exisfencia de =duciones posilivas para Ax=X
e requiere de alqunas condiciones adicionales. Una consideracion vazo-
nab\e sucle,ndo\ por consideraciones Econdmicas es que

izvx-“- = Xj

es decir, que el Produc.'toTofq\c\z\aj-és\mq‘oé‘ww‘ad sea eomplefamenle usada
en odq‘mr\r +otalmente bienesde insumeo. Esto ?ao_c\e. sex pens ado como parle
de unsistema economico cerrado , por qem\;\o , &N una economia que

conssla solamenie granjeros ,tejedores, y car ?mreros la suPostuén dice

que el gqrangero consume 1odo su wgreso en vopa, casa yalimenlos .

El problema es deferminar la carlidad aser ?roduadq,
[}
consistente con los coe{-\mevﬁes de F\‘oducc.to'ﬁ ."En Terminos de los coe-

;

heientes | la SuPOS\C\c;V) deja a la relacion
2 Q'\j jomit S.
(2%

para cada j . }
Qom‘o wnsecuencia la mariz B debe ener radio espec-

tral 4, perosi U= (4,4,...,4) con n componenles , enfonces yA=T



oSy ﬂi'-‘-,)\i con Z.‘\?c\ =1, enfonces
(@,AE) = W22

nuevamenie (2| represevla-al veclor con cOmPona\ﬂ‘es 2, pero
(A,12) = (,Bl) = Tz

=e s\que que IMel g ya que los valores caraderislicos de Ay R’

comaden A,z ) , se sique ?orTeorema 1> que exisTe un vector
T

X20 , X=%o que resuelve a XA= X , con esfo se¢ ho probado

el s‘lﬂum.n’f‘e

TEOREMAL.5 . En un sslema Leonlief cerrado con

n
Z,xis = X

i=t

existe una sducidn notrvia) Pos?‘.\\la para \as ecuaciones AX= X , s R
fene un vedor esthctamente pos\\'wo , enfonces la solucion eslntca:
e.xccP\'o para un -\ae\‘ovde'. mu\*’! f:l:cqmdn). y posee solamenle componen-
'\'CS esTT\CTOmzY\“-Q. PO‘-‘:\-‘\VQS .

La dhima Par;’(e del teorema se m\azve.&el"\"edrcmal.l

Enel caso de un =islema abierto el Prob\emo es defermi-
War condiciones *G\QS que (T-A)% = 3§ Fucdcm ser vesuellas paracual-

quier veclor demanda Yinal S 4al que la so\uc.s_én‘ % es un vector no-
negalivo .

TEOREMALSL: Siexisie c\qdn Vzc_Tor ?'roc\u&\'o %° al que
(T-A)%° es un veclor eslrclamente PosxTwo , evilonces (r-)* exste

Y +m¥\5+orma Vveclores Mo neqalivos en veclores nonegalivos .

4 ﬂ-a ex?\-c‘p\c'm (T- Ay puade ser Viila como una trans—
JrOTMOC\C;V\ \mea\ que oc’fua ya Sea sob\—c'. Ve.c\'bras co\‘umna'ouzc-—
tores venglon)
“Demostracion
Por Teoremal.dy es su}m\en'fe_ dewosirar que ’\'oclos\os
valores caracterishicos de A son de maggmbc\ menor que L . <ea Xtal
que ER=22 , F=%o ,la posifuidad de A wmplica que |21R =Ml



La \’\\PbTesxs reguiere que
(T-M%,,12) = (%,18) = R, 188) = (%o, 121} = (R, 1Al 12)>0
Y ya que X, >,.0A se s\%u;z que

(Zo,12D(L-12l) >0
Se Sique g}ue.
| NP
Ugta - = \a \/\\-P‘OTO-S\S de esle ‘eovema s\qu\c.a que ex\sle
Q\eLuY\O. combinacion de Fr-oo\ud’os que ciaravxﬁzan un excedente para
cada comodidad.

Un corolario de esfa clase

) cuya demesiracidn es un pard}ra-
ma pr-e.\uo 1 es e| S\au\cnre

sis de| teore

COROLARIOLY: S exisle olqun veclor precio P° +a\g}uc

{3°(I—-9) es esTnc.Tame.n"é Posmvo ) enﬁncas ( T-/)* “‘ra\'\s'\orma vectores
"o neqalives en vectores no nég&r\vos .



2 LAS MATRICES MO UEGATIVAS TRREDUCIBLEDS.

DQS'-\mc_\c')n2.L T Se dice c_}ue .Pes una malviz Pe_rmuTacxén

s P ez una malviz cuadrada +q\ que -en cada -}l\a \ cada columna

Yene un elemenls singulav de valor Ly todos lus ofros elemenTos
S0N Cevo.,

!
DZ{\“‘C‘OH 2.2 Una maiviz cuadrada R es reducible si

ex1sle una malviz szmuTamo'n P tal que

PAP' = ‘(B °l 2.1)
¢ D

donde B y D son molrices cuadradas de ordenes ¥xv y in-¥Ix(n-r)
sino existe tal malnz PzrmuTac,\c'm P que haaa 905\\9\@ (2.1) , enlon-

ces la mdviz B serd lamada irreduaible -

PROPOSICION 2.L': S, A=0 esuna malnz 1¢reduaible deor-

den nxn , enfonces

(L+8)" o
NemeosTracidn

Es su{xcxcm“‘e demoslvar que Fora cuq\qu\av veclor X2q
X%0 | (I-:,—F})n"f( >0, c\c-‘-lmano‘o \a sucesion de veclores no negqa -
twos X, = (T+R) X\ 0%k &n-2 ,donde X°= X, la pruebacon-
sis\e en demostrar que ;(k“'\lehe_ menes comFone.n't'es cevro gue X
Ja que Ay = X+ AR se puede suponer c%_ue.ikﬂ
¥ X Yienen el mismo nimers de cwomponenles cero, enfonces para
una malez PQ.\-mG\ocwo'n occ,p'to.b\a P, se puadz escribir
P.. =3
X = ( )
3

1 (o]

’ P,zh: (g) , >0 ,B>0

o\cmAe_ ambos A ,E -he.nan m comFonan'\"e.b para Leadmaen

."\QC.\Q.\QC!O.



Rll 9'2
A= [ ] seiene ?ue

qz.; A2

R

Se sique Gue F)Z‘F—.o pero A, =zo Y (§>0 ,¢slo =do Puede ocCu -

rrir sy R, =o qrue covlradice la l\nPchS\s de g’ue A sca irreducible

! -
Asi Xss +Hene menos com,oonude.s cro que X 4 ya que X° Yiene a
lo mas Cn-o)c{)m‘:onm’\‘es caro ,c.n"'onces’x( tene alo mas (w-k—\)' componen.

fes cero ) asi
- h-\
xh-u :?(O(I+A) >0
Supdnqase que X = (R1)X2 ) = - y%n) , XFO SO UN vedor
real ijo , y <ea , h
. ~ecmTd .
= m{n—(x—el— ) x,:'-\'-'O ’ (? H) = 4 XK Ak
X . X, ) t K=
1&&n [ =)
de esty =e Yiene 9rug r2a y Tk esun numerp real guees el supre-
mo de todos los nidmeros ¢ para lo cwal X =« X0
Scea - 2
' 1 ”
r.= k= max Iz = max minXA)C ;. 2 z0 (2-2)
X320 o0tisn X" 4

de la de‘lmcu’m c’z X se sique gue I g ‘—A’_‘_ Yonen e\ mismo val_or pora
alcjc'm escalar A >o ) seq Mel Coyuuvflo cerrado e veclores X=zo
Yales que
\4)
(3—(,52) = 2,7[5 = 1
L=y
si la -}uncléw Iz Jruése conTinua =obre M ) la exisfoncia dd max bno

podria ser goranl—saaala ; St em(mrgo, aun cuando uese continua en
cada X >0 ;% Podm’q tener disconlmuidades en los Puvﬂos bronlera
de M, e la que una de sus ceordenadas desaparece , Pm—|o Jarito



.52 inlroduce en lugcr de M un cbnjuﬂ'to Mde vedores I dela -tokmh

3 f:.?(l%\)n—l - , xeM

este cowjunﬁ‘o N eecerrado y acolads debido aque M escervado ypor
la Pro‘:osmc'm 2.4, entonces U consisle de Ve»é‘forec_a, Posf\wos) odemds

51 se multiplica a ambos lados de la desiqualdad Yy X XA por
(T+A)"™ >0 se obliene

D n-1
Y2§£l'\:,ﬂ con “(T+R)

~ed r}} = min E&Bl& de eslo Otimo sg‘l\ehe que
—~ .

Y;( ﬁ\’i}

. K

sobre el c.on_‘uh"'o compac.fo Mg .}uncto’vy (z 2scontinua N doma su maxi-
- . St LA .

Mo zn C‘\ﬁ‘l‘m veJor 220, s1v toma su.mdxlmo a.n.o\%un'vec‘\p‘r S

_—

Z 320 ,i“'z"v‘deC\\’ Y3 ,ﬁn_‘—o-ﬂce,s % =eva \lamado vector exiremo .

PROPOSICION 2.2! £\ pdwiero Y= Yz 'e_sPosT\'\vo \

esun Valor caraclerisTica de A y cada veclor exlremo 2 es positwo
. ' ¢
Yyes un Yedor caraclerislice de R para el valor caracterislico ¥

es decir

ZA == , ¥>o ,Z>0 ; (2.3)
Demoslracidn n
- . . - ] . !/
51 0=CL,L, ..., 1) | enfonces g = vhmz Qi )AQ'O‘]"“

setiene que fg>0 porque ninquna '-}\\q de una malnz o \rreduable

parede consicliv solamente de ceros ,enlonces r>0 ,va que (2 Y.

5- [ =/ Nn-y f “
ea X ‘-—‘-Z(’L-\j Pl) =0 'y %u{:or\ciase. C{uz.
AZ-rZ %o por Pr'oFos\mo'n 2L se tiene que

T+A) ™ EA-rz)>0

@hfonccs E ﬁ'(I"«-mmﬁi - i(I+ Q)n-lr- = xR-rX >0



esla ulfima desiqualdad corradice la delrmmén de v, porque para €>0.
6e‘hene, qiue Rﬂ—(\’-t'&); 20 , €5 decarr YLY+E £ 1x por lo
+OY\TO i-ﬂ :\":';

- = n-1 -1
Sea X% =T +R) = (L+¥) Z >o
-1 -
Como (L+v)"z = %S>0 y ¥>0 <e sique ¥ >0
1) ]
con eslo ullime =e concluye la demesTracion .

9 YRz <Y con Yo , choncés se snguethz

5 £ \|3\\ﬂ3 en consecuencia ol £ ¥Vgy £ v , con eslo se

demuestra que e wmddulo de todos los valores caracterislicos

rio exceden a v."

Ne ‘.os malrices \rreducibles y no no_gaTwas conside
rese la s\qmen"\'oz

PROPOSICION 2.3 ¢ S4an A y € dos malrices

del mismo orden nixn,donde R es \rrct:\UC\b\e Ny no nzcld\wa y

C una wnalriz compleja, 515 jcle A (2.4)
| \\c.,ncu(-..\c.nl
.dOY\&Q ‘Cl: \C'm' I(nlil"' \ »Kvm‘! .
(42.’5)

anloncces IMer,:
stendo ¢ un valoer cavacteristico de la matrnz €

valor caracteristico de la malviz A, la \qualdad en (2-5) e

¢ el maximo

valida cuando el =8, entonces ¢ toma latorma -
Cz QiQDF\D"'
donde z‘@:—v— y D esuna maliriz le?OV\Q\ en la que sus e\emen-

Yos 20n de wmddulo L.

Demoslracion

N ] ’
Sea J un vector caraclerislice de la mo\Twz-.Cc‘uz



corres ponde al valor caraclirisfico ¥ onfonces
yC=71y Y+to
_de(2.4)3 (z-5)se tiene que
Y «Jict « |y)a PAIES CIRTARIR)

por lo +anfo Wl < I?Sl <y

(2.6)
(2%)

cuando \p| = ) de =ique de(2:7) que 1T es un vedlor exiremo ﬁar‘a
[}
la malriz B y consecutnte mente (5| >0 yes un vedlor cc““f“'-t“‘" 'co
]
de la mah-lz R corres Pomdiem’re al valor caradericlico Y, enfonces la

re\acm'n (2.F7) "’omq la +orma

9 = 1Stlel =r 9] IS1>0 (28)
y por (2.4)

lel= A (2:9)

Sea N (3”‘/:,,‘/5)' * + V) dowde

SJ- = \SJ-‘ pr(“@) ;0 =420 00
ﬁdc]ll'nasz. a la wmalriz a\naqonal D por la sgua\dad

D= 'fe'.e’,z'.ez, C e z'e"f
Q—VI.’»OWCQS _

¥y = DY o
sushilfuyendo esta expresion €n (2.6) y haciendo ¥ = re'® se encuemlra
que

' ®\510'cD = r19)

Comparanolo (2:8) con (2.40) se obliene

(2.40)

é¢®3Ic'cp = 13liel = 9IA t(244)
de ésto &lr\mo Se concluﬁe dfue

celsap|=lc| = R
yde (2.41) se >1que que

¢ CIBIT'cD = & 3|5tenl



Na que ISl>0 , esta \jua\ dad wle cuando

¢®p'cp = €°\p'ep|
e¢s decir

éep'ecp = a
(Zw‘hm ces
C=e°pap!

cjruz es lo c%uz sz desczapa .

ﬂF‘Icondo \la Prorqsm.ldn avlerior a una malrz |r—r¢c‘dclb‘e
fi=o que fiene exactamenle " " valores caraderisficos fodos demodu.
lo r ’ donde F e= el mdximo valor caraclerislico de_ A ) €5 de“-"'.

' .e' .
Ao - r‘e'e")l,: I'Q‘ ') . s ‘) lh_l: y6|9h-l

donde 0:6049, L. - s L eh-., £ 2T

Sien la i;roFosm\o'n anleror =e hcna que Cc=R Yy

A"-’)K , k=zo, L2, . ¢ . ,h- ) emTonce_s
A= 2% D, p D.' | (2.12)
donde D, es una malr iz dlaﬁomal com D =1 5 (l, ma'frna unitaria)

Muevammfe sSeQ i_ un vec.‘tor carbe.ﬁr'lsﬁco Posd'\u‘a.

de la malrz A corres-Fondxen‘}c al valor c_m-oc_’(éri:s.ﬁcv' -, es decrr
ZR=rz ) (2:43)

f‘nTonc_e.s).ss cedebine g% = D;( A (214)
<on \SK\>O i de lo OV\—(ErIO\" se dzduce que_

Skﬂ - )KSK ) )K: T.Zie" yK=0,4 <« h= (2-\5)
. , - e g (h1)
las dHimas Jemgualdo,de: demues firan que \os veclores §°, 9, . -, 3

son veclores caracleristicos de lg molna A para los valores caracte-

.)';ST;COS Xo} ),) . ’ ’ / )h'l .



De(z2.42) s tiene %ue

Rse = € DAD? 3 = ¢ ™D A0 = ¢ * DA\ =

Fe'®p, 13 = rE’Y° = rye
de esto dHimo <e sique que Ao=v  ,donde, D=1 y3I°>0
de (2.02) Yambidn se concluye que X}, A, - - . ), son mmples y

-t
c;u e

A= exp{i(e te,)}(D, D) A (50"

/. : 0 -
= exP*(L(ejz eu)} D_‘,DK A D:.‘ DJ_' ) K= 0420 gt

£1
como en el caso cm\‘er\or- ‘lam(vle'n se concru e que D, Dy =z es“'ﬂ”
) / J

veclor caraclerislico de la matria A que Perﬁnce al valor caracteristi-
co Iexp fiteste))y por lo Hanto exPﬁi(e_‘-:eK)} comerde con

. . £t \a
uno de \05 n&mtros exP (L6’€) :) la MaTr\z DJ' DK COlYlC'.\ dQ. on

c_orresPono\mm"le moﬁrlz 'DP es dearr ’ @Xléie 04, £, & h-i +a| g4e

exp §i(o;+6,)) = exp(ig) ; exp{iies- o)y = @xp (i) Y

D, D;' = D,

2

‘Dj'DK = D

f, / .
' ;6 '8 . Leh-(
fsi los nimeos (e c,et, . .., e ) por un

lado y las corres Pondxe»des malrices Cl'aﬂom\l“ Do, By - - -5 Dy por
el ofro Jorman dos qrupos munlphcafwvs abelianes ¢ 1somordos,

.y C(La!qulc? grupo -‘lml’o a_rue. consieta Je L\ e.lcv:qcufbs
dishinlos , la W-esima PoTen'ma de Cua\q,mer elemadds | es -ujual a la 1den-
+hdad del grupo - (£\ orden de cada elements ou un grupo -}m(To divtde al
orden del 3;-u|>o).

Por lo +a,n*(o c’.'e", Qie' y ot ) g O son lqs h-esinas

!
_raices de fa untdacd y 0 848,49, Lyeee L£6,, 2T quom.es,



7
9K=2K//I7’ ) K=0,L,25- .., h y

.GK i s T
¢ = e j (e= ¢ = sz/h) @416)

Necesariamenle se Sique c_}ue_
XK: l"&K ,'K:o,_x_,a - e oL hey (2:13)
por (2.16) \j usando el ISOMOF+ISMO evitre los grupos muH!P('COTW"’S
%, €%y (o o} se sguege
DK = p~ ) (D =D, y K=or,2, . - h- (_313)

st A= Z,GK DK QA D;' para kK=l e '\’IQV\Q
ani -
A= ¢ th DAy (2.19)

es dec_n— e\ 3@3(114/_{0 mnEmlrro cte e,s'}a lﬁual Olac{ 23 una ma’\"nz 'SIW\\‘OF‘

de A | as! ol sisfema enfero de b valores aaracleristicos de g motriz A

an¢ ¢
cuando son muH\p‘\codos por @ f sou Hlevados en simismo .

Mevsds D=1 ) por lo danto dodos los eleméntos
ollaaona[os en D son h-esimas raices de la umdad donde los elemen—
os diagorales cle D"=1 son h a lomés Y Puz&ew rePdlrse per-
mutando los 'ndices de la madlriz 9 Y Aambidn los de D, eeﬂa.u“r!-

ma m&trtz Pb(ecfe ser Pueda V) la -(rorma caS\'—d(dﬂOﬂa‘

D= {7201.0 )72'10} D )T(ﬁ-» I.5~l @.20)
donde. LI, ) - . _'{._'S_, sou malrices \dfiv\hcas/CO;q szh y
T €t = m,
©n nPé Z

) P:Oll‘,. . -/ s-—.\. )O:‘_Holéw,é_ﬁz_é.~'-4n$_!4,f)

De (220) se S\que que la molriz A toma a 4arma
de bloquea



By A e o - Pug |
nll HZZ- N ﬂzf,

LQSI ﬂsz- [ GSS.
D se \Fcemp\azc \o\\guo\c\oc\.(a.m) por el <1sTema

Ehpg = i ps (2.22)

-1 5 ‘ 21T.L/h
Pg=L2.-,5 , E =@

ani’bnczs} para c.ud\c%u\e_r Pyq .=e {iene que Nt - € 5 QF%:O

Me-2
cuando p=t aetiene . , Na [ee ) Na-L dende C‘\Cium: de elles 25
° Yo o

. : . L _

tqualo € y elle sols sucede cuando n,=1L ,enionces @.= an [
an i

Y=«

S TlQﬂQ =2 Q%i —Y-l-‘— = €. . Hn:g\E =
y que 9 | - y "

: . - . WNs-n
ﬂha\oaomzn’fc cuando p=2 se.'heﬂ_e e ) %—?—- ‘-;',T;‘
donde a\guno de ellos es \gua\ a &y ello sucede cuando n.=2

: 3
QY\.\O\(\CQ,S @, = ‘.“Tlh Yy M= qu'{h = & enconsecuenca C_\"—'3 per
consxau\en'\‘c Ne_ g2 _ ¢

~
2Ry zRy o e e 0 = . . ce ane-
oo Z 39-4.—921-924--_-. Aas ; de eslam
ra A debe tener la -&o\-vma
—.O ﬂlz O LA . O .1
O O 925-. . O
s N
o o O .. .(—}5_1)5
_RSI 952 gsa. . ﬂss

donde nzi ,n,= 2 J ot N T S-L
Fero cuando p=>s e lado derecho de la \guo\dqd (2.22)
"II(ZHG @\ .l-ad;or .

_E&:.’;: UP‘L(q-s)zni[h} BCER TR (2-232).

>-L



aniln

; 3 une de esos numeros debe =er \ﬂuq\ at =@ , esto s

posible cuande szh y q=1 1 de esla manera se flene que

) .1 r—" - - . 2'-.-
Q(L-h)ﬂ’\'ia.lh _ Ql“’h amwe QQ“L\V\. 2=

2xp ({=h) :ni\h =
(Z.Qnélh e

. @n Consacuencio Se_‘.(e_ng qQQ Rs2=:-- = Ry =0
esTo dewm LLQ&TYQ que
A

D={l., el , €1,,..-, £ T.,}
Ylamalva & Yoma la -\.ormq

. 0 n|1 o o A' . o .l
0] @] HZBO o ° O
A= 1. N

OO-O . "‘ﬂh-Lh

thl o O . - - O

3m¢dlan+e uno Permxf\ac.\o'n de Yeng\ones y co\uvv\nas A P,u.e..dz
Ser Pues'\q en \a .\.orma

© o . . A
911 LO I (@]
O fzp- - - O . (2.24)

'.O o .. gh-‘LHOL )

donde \os ceros de \a diagenal =on malnces cuadrodas -
© la \ee\a\-esen\'acm’n. (2.24) para una mcﬁr\z wredu-
cble Az20 es conocida como ‘q - or de cka.\nQ mq-.tﬂa.
TOC{OS Qs'\'as ProP\edgcies Pucdem ser yesumichs -
enun Teorema conocdo como el Teorema de Frobenus yque

2s una 32\'1'2?(1\&0 c_\o'n o\e\ Teorema dz Pe.rrovi {:ara maTrtces
o nac}c:\\\ra's \wrreducibles y porlo Yarte =< tene : -



TEOREMA 2.4 (FROBELIUS) : Una malriz nonegdliva A de o
dennxn”y valor cama"erfsﬁco‘ PO$th'O r,que es una raiz stmple de la
ecuacion caroclerisic jexcade e\ médulo de Fodos los otros valores
caraderishicos . A esTe wmaximo valor caracteristico r c.orrcspomo\eum
veclor caraclerislico zZz(252,,- -- >2,) de A con coordenadas post-

'l‘lVQ:- 2; >0

Ndemés | st A diene b " yalores caracliristicos , ho=v, X,
>\1J' R }th_l c{e wodulp r entonces esos wineres soun dilinfes
Y 3w l-ct'\t.es de ‘a ecmé\ém ')\h- v-"‘ =0

Has ﬂamrq\vnevﬁe , todo el espec.,ﬁ'o Noy Ay y = ooy Muny
de 3 , considerado como un sizfema de \oun']'os en el ;\-P\avxo comp\ejo'
va sobre simismo bajp una rotac&o'v\ de el Plano por el o'nﬂu\o ?-“']h.
st h>4 , enlonces A Puede ser pue:jQ‘For vnc_cllo de uno PermuTac.\dn

en \Q S|ﬂu|ew‘\e ‘}O\"W]C\

Ie) A, © .o ]
O ©O Pz. . . O
A = . .
O o o - - :hun
_Qh- o o - - - O ‘

donde los bloqrucs alo lorgo de la d(d%ona\ prmmPaYson cuad rades, |

Qo'nsw\éremse a\cw\as obser vocones muy m\ForTanhS rela -
'
cionadas con el teorema aque se demosiro

copoLario2d - Lamafriz aduata BQY de la malriz araderisTica
A -8 de]lnnldq como BOY = [Bic OO de ordennxn ,dmdﬁ Bicl)
es el Comf\cmtv\)fo o‘gebm\co (colactor) del elemenits X‘Sik — Qi tn el

c'ef'erl«‘v\manf& AQ) = l}I ~ H‘ .

Del hecho de que un veclor carachrisfico 3 eorresponde



alvalor caractertsficor se sique gue Bir) %o y que en cada columna dia-
tbinta de cero de B todos los elementos son del. MiSMo S\gno, e=To

mismo Tambien es verdad paralos renglenes de B(Y) ya que A puede zer
reemP\ozm{a por su‘lrans'guzs_'fa, de estas me;\ec{aéc:: se Slque que to-
dos \os Bic(r), (k= 4,2, « « +, 1) sewm didfinloes- de cero Y del wiismo
stgno o, por lo |'amfa .

e Ay = r2|3 By (r) >0
es decwr Alr) Fo yr es Jwa raz swp’é de la ecudaron caraceristica
A=o . por ofro lado ya que + es la mdxima raiz de A)=X4-

A()\) crece para A=v deesto se diene Qtue. A >o y =1 es decir

Bik (r) >0 GLr=1,2,. 04,1 (225)
de ag}u\' Gue
B(r) >o ) (2.2 6)
Mueramedle considérese g malriz adjuvta reduadq
dQlM\AQ coOmo
INRE

donde DV-IO*) es él mémmo LoMun lef.o\‘ de. 40&03 \os Pa‘mow\zos .B‘KOL).

Como B () >0 se Sigue que D, (r) %o todas las raices de

Do, (1) son valores caraclermshicos dishmlas de r | por lo tanlo dichas
Falces son comp\e_\as 0 son reales wmeanores que r , en consSecumela
se hene q’ue D, (r) >0 Yy Como Bw) >0 =e Blque qQue

| C(r) = Bw)
.bh-! (r)

COoROLARID 2 .2_

>0

S\ roes el maximo Valor-'carac'\'er'ne;ﬁco
!

s = win 5 .
JsL & § L= P
s con 5& = ﬁa,.( 3 (L~Ll2, )V\)
S = maxs, =

1¢0%n



! ‘ /
COROLARIO 23 ¢ Sir= maxrz donde Tk es el mayorni-
A ?20 .

mero @c_‘_v\e sa"‘lS'\'a_Ce Q?&T(Q ) :swmlm-m(vdz se Puec(e J@{.umr- para

- - - . | = '
cada vecdor X20, (X+0) un numean F= comp el Menor numup T para

locual % = 7R , donde

FX = méx_(.z_mi L
14Len X

> C‘\S‘“”“ ;=0 y(XA);Fo enbovces % = +oo . ‘
> \C\ -i‘-lV\C\'OM Y‘; -Stoma U wn'mvno \Ialm- U"' e a(ﬁu'.n uecTor-V:»o

QV\Tomce,s r que se o\e%me como |

]
- - - \ e,c_,\'e_ wWminimo es
comarde con y q_u;t e\ rector V=20 (V=£0) pora lo cua

™ —_ ue S\
Yomado es um veedor caracterislico de A para A=v , porg

vy - R 2zo

SQPF"V‘CZ\QSQ que la 1qual dad no Puadc <er ciefla en'to»@es- por propo-

s\eion 2.4
(I+R)" (ro-vR)>0
Y haciendo _ .
G: V(I + H)n
Se 'tlenc c_:iue_ ‘
ra > dn
¥ para g€>o0 ]
(r-¢e)a > uR , & >0

conlradice la da}m«cao’n de r! , 0si
A=Y
]
as se 'hene 3ue
b= v
en consecuencia rilene una doble caracler zacidn

r= madx Min _@ﬂ)_( - v max (_Z_B)_(.

X20 1%(&n R20 1&lan



. . 1
Jeomo el mdx & &) mn es tomado en un  veclor <araclenstico Fo:‘r‘-‘ra
x>0 x>0

para A=t |, de eclo dambidn se concruuge que

min EAl < ¥ < wmax \ XA/ X20 , Xxo
& XL ‘ > X2o0 , (22%)
1elan X Gelen X

por esfe miamp Se sigue que

rFZ < 26 )y £zo, Zzxo

O~

Q.mTonces zA =rz , >0



3 MATRICES MO NEGATIVAS REDUCIBLES
Enel CaP'\Tu\o anlerior se mvesT\gc': lateoria de lasma-

: '
Trices nonegafivas irreducibles ,considerese ghora , exlensiones deesos

resuH‘Gdcs en laleoria de las mdlrices veduc.\b\es) Pom’éno se Tiene
la sqwen‘ta :

Definicion 3.1 : Una wadlria cuadrada A 4 nonegdliva
se dice que es veduable 51 exisle una mdiniz per mulacidn P+a\g‘u2-

Ay R
O R

PAPT -

donde Ru R, Ais son mdlvices cuadradas .

Lo= propie dades espacjr'a\es para \acs vnalrices no -
haacﬁwas \wreducibles que anterior menile .\uzré‘n e<lablecndas o
Son preservadas cuando se e<lvdian las madlrces Mo negqalivas
reducibles . Sin meargo ¥a que cuo\qmer malriz cuadrada nonega-
'}\vc pucde ser puesla an una sucesion de malrices cuadradase
trreducibles Y Fos(‘(wva,s is;mP\ema_Jg, %ecmplaacndo coda cero de
la matriz por una £>0 qx-bﬂ\-av\amayﬂe Peqfu,e.v'm ,de O\QYUL( Q‘U“’- f
puede ser Frzsent‘adq como

A= \\'m Amnm con BRm >0 e‘. veveduaibles

" —v» QO m:l,z'...

v fara una mdinz no negalwa \ arbifraria sediene el si-
quiente -

TEOREMA 3.1 : Una mdlnz no negafva A de ordennxn

' \OS
siempreliene unvalor caraclerfsfico v tal que el modulo Ae_"%odos
] -
valores caraclerisficos de A no exceden a r. flesle maximo va

! a
lor caracterishico corres?onda un vector caraclerislico § *al que

4

JA=r§ (\]ao,s-.to) }
Lamdlriz adpurta B delimda como BO)= (I A A

;a'hs#ocz \as o\es\g ualdades



By 2o, 4 BO) >0 pare Azt

' T
_De_mo:;\'mClO'ﬂ

Seaq
\r ! A bl -
A= twm Qm con Q,‘,‘)O e \rreducibles o m=4,2, ..

mp00 .
. i

! (m) -
denolese por r™  §™ gl maximo valor caradleristice dela WaiFiz posi-

’
twa B, y SUcorres ?gnd\e\ﬁe vedlor caraclerielico Posx‘hu‘o normalizado

QHT5E1CQ.S )
. tm ) - - - 3
N, Ry =y +o\c]w< (gem gem) =4 &4
= m)
J >0 ,m=z=i2,...
<o . hiw A ‘
mo R = lwm Hyy, >e si\gue gru'e.
™ -y 00
t .
Ibm ™ - p exisle
m-y00

dende v e ¢l valor caracleri<lico para la malvriz B y comp T >0y
{
S ) donde o ™ 25 unvalow caraderisfico arbifrorto de Am , de lo

anTerm\— se T\enq ‘1—“
u \A v para 1 un VG\O\" caracﬁ\-\sTlco arbi-

r‘Bo [31%
jrrcmo de A Yy en luam— de (2-25) =e obliene quc. )
B 20 . (3-2)
' . - — (m)
ﬂéemas olc Ia suc,ezlc'm de vec[ore_c. caradar:gﬁms _:f J =174 $elCCC(OI’m una
(m '
=ubsucesidn \} P ) P=3.2 guec converge a un vedor normalizade v
uﬁomc es \ "
Lim 9‘""9;\ - SA . “m r“n) ,SJ(M) -y’
m —-co m-—» 00

Y por (3-L) e sigue que
YR=ry  §zo 930
' . - ’ g AL L0~

Pom demos"'rar \a un-!mﬁ qu'\e, D€ as’bb\acz una nduccion



bre e‘ora\cn de la mc\'lrl?: , para nz 4 )

se sabaque BOY= (ANI-RA)'A()  enlonces B = T y BdT B(\)=0
Sea A una mdlriz de orden nxn y 3“{’0"‘\“32' que es vahdo para malrices
de orden (n-1) x (n-1)

Exlendiendo el derermman'fe caracteristico . A(H‘—‘- IXT - ~ Rl com
"CSFQCTC a ‘05 E‘Q"Held’o.s de Ia (L”.Il"}‘{a .} ia j an “Qﬂ(“dq cowv \"CS?Q.C'.‘OC\

los elemendos de \a.t\fima columna ze obliene

AQ) = ()I"H)Bnn()‘) - 2 o ke A) Qin G ny =3

LK-—.
donde B, () = | X - 0| g el determimante caradlerislico de una wdlnz deor=

den n-1 y Em) (\) es el co{aaor del e\emen‘,o )\gm.. 0|\< en Bunld) -

LK= 4,2,...,nt | es dearr

(n)
—Onl. Bnl = (-ah-')n Bn-llL - a""l,ﬂ Bn.zlL - . ¢« - OIV\ B\L)('Qni)

(n)

n-|
-0 Bn( = ("Kz—{ Qv Br: )éani)

-l

' n-! n-i
§ )
On = : (h)
B Z 2 Bei (V) 6y an;

L‘=-l .
= K=y

! ' .
\O YY\O.XlW)O. ald Vloncgahu*a AC_ Bhn()\) e‘ra ACHO"adu, For " L‘aqey\do X‘,‘_ Y'n G.V)
m) ,
(2.3) se tive que B (r) 20 Cr=8,2,.-.,ma , de at%uu que Atry <o

por dtro lade AGN)= 3\“+-—-+ ¢ ol Mmancra que AGieo) =%c0 , por 107[0",1’\'5 P
unaraiz de A()) & es meor gue a\au’.mq‘t—'a,lisrta\OKQJA()‘)/ en ambas casos
PR y pora cua\qu\er menor principal Bjp con valor caraclerislico rscTione
que G o=r (34)

. Ddemds By (n) puede =mer rcPrewwttdo Coma un mmorc\e or—

den (n-Vxfr-) delamalvz caraclenstica AT —A muHsP]mado Foy— (-1,)

clerwando se cbliena

dd Biv (M) = Z Bm (X) K= 4200 0 Wy (3.5

e (), .
donde BN = [Bm)p‘)] Ckf jrx]  ,524,2,.-9n es la malirz adjuita



,C.{Q_ ((1 Wla—?‘r\?. “Q‘K“ L,l(:l,z,..-,:l—l)fﬂ,- < m dq ordan n-4L .
Por l’HF'oresx_s c]e |VIC}LLCC_\C'JY’!
()
B()) 20 _para }21'_; =42, . - o,n

Y Por"fon’*o por (3.4) Y (5.5)'

d g N

~d—): D) >o0 para A=r )
de (2.27-) y (3.4) e sique gque

"B =0 para X =¥ (2¢)

- COQO.LAQ\O 3.1: S-l n ées '“y\q ma-_\“—rz. hO VIZEQT\U-Q AQ Ordel/\

hxn'con"mc{x‘tmovalor camc"er'lsfico vy C()\) es su Yna—‘rlz adjun‘la redu-
cida , erlonces

C(y) 20 para N 2Y | (3.7

_Demos'fracn‘on .
70y ~ _BO)
CX) = D ) (32

como D, (N es el mdximo comin divisor de los elemeatos de BIX)
y dwide al Fo\momm caraéleristico AQV) y Doy 2 ')\n“'} Ce enlonces

D, (M) >0 para A >r (2.9)
A>T

pero BX) >0 Pora A\=r se sigue qqc_ C.'.(l‘):zQ ParC\

-Coao's-amos,g; =) A20 es una malriz 1rreductble

con mé( ximo volOr coracTe\-\'s'hco r ) ev{’-cnczs
B()>0 , CA)>0  para A" G:)

por(2.26) B(r)>0, Pero '\'amﬁ-ue'n % B 20 para \=r
por lo EmLo BN >0 para Azr (3.44)
Y de C5-8)) (34q) Y (341) se Tiene que ¢ (X) >0 pora =¥



(OROLARIOZ% . ='A20 esuna mdlriz (rre ducible <on mMaxi-

mo valor aaracteristico v | enlonces

(A —a)" >0 para A>r (312)
Demostracion
G1-Ay = B2 K
Ax)

va que B >0 y ANy >a para A= ,de aqut’ 3¢ sique (3.42)

COQOLAQ!O 34 . El -Méximo Vc(or c.aracTcr{s'hcn v’ da cu.o.l%uur

maor ?rmcspa\ de uv;a malriz V\cmeﬂa\—\\ra, A wo excede gl Max 1Mo Va -
lor caraclinstico v de A. es dear '
- Yey (313).
a) 5 A es irreducible | la \3ua\oQac9 en (3.13) ho Puedc-ocurnr
b) < R es reduable | la |<3ua‘olad en(343) vale 'Para al menos
un menor Prmc_\Fa\ '
Demostracion

a) la desxgua\dad (343) 2= verdadera paTa cualqruter menor
PrmcxPo\ de orden n-t  por (34) - S R es irreducible enlonces por
228) B;(r)>0 j=4,2,--.m Y por lo fanfo t'=t -

' 3 mulacion
B) =1 A es veduaible, enfonces exisle una ma‘trlz per

a= [ 3)

de qqm' que ¥ debe swer wnvalor caraclerislico
vores *;rm:clPales 53 D )éé\o Pruebq.(b);

P 4al que

dq uno aa\os dos me--



C.ons\'clére:m una. wmaln 2 rec]uc.lble arbﬁrar\q H de orde nxn

por medio de una wdlnz Parmu’fauén e, 1a mdtriz A pucde ser puas'}a enla

1L0rmo -
B ©
A= {iC D} i | (3.14)

donde B Y D =on W\O'h‘lczs cuadradas . S una de léxs m&'\nce; B¢é Des

re.ducible , Pue_den ser refrzse,nfadas en +or ma similar a (3.14) de fal

Wanera q}uc A +oma la -)ro'-ma

K O O
A=- | L o
E 6 M

s .
Vuna de ‘as vm'\'mc_e_s K,L, M es reducible ,emTonce_s e_, ?roceso ¢on'1muo.,

\lelmm"‘e_ Y \mad\_avde una mdiriz PermuTachw aceplable la mdlrz A foma
la Jiorma 1ran qu.)ar en b\oqoe:.'. ) es decirm

n, 0. . .07
A= Ry Azze - - O

(345)

:;_LFJS\ Qsz . . . nSSJ
dOhle-\as Vna'h—nccs de ‘a dmt{onal won cuadradas e |rr¢.duc\b\€$ .
los b\oque,s dela Alaﬂov\al A ; (1L £s)son l[a mados atslados st

Aic =0 para k= L1200 en)lat,trt,me oS

por lo Tom"o ft toma \a +orma

-
| 8, 0. . .0 O- ¢ -0
o fz- -0 O--.0

st T om0t ‘ (3.46)
H: O O. . 'Qﬂ o . - - O

ﬂgﬂ,n; 9%,2“ . Qq...,)g Fiq-m ee ¢+ O

n$| QSZA’ . 953 q:_,ﬁ,n o« 0 ’ﬂi



donde A, A yo o, RBs son wdlrices \rreduc.\blo.s) yen cada. %—\{a de.

HQ-H,L) Qqﬂ.z) < .. A = Tiene grue, al menss uno. mdtriz es distin-

4+,9
1o de cero. y a la vaalriz A en(z46) es lamada iorma normol de
‘O\ W\cﬁ'r\z rzducnble. A.

Haciendo uso de \a forma viormal de una madtriz redueible se
prucba el Siquitle

TEOREMA 32 : Rl valor caracteristico (mdxiwo) v de la mdinz
Azo Pzr’l‘eneca unvedor caraclerislico Pos\T\UO- si ysolo=t an la +0Hy‘a e
mal de A =< Tiene que a) cada una de las wmalrices B, Bz, - .. ,rqs Hrenen
a ¥ como valor caracteristico 4 b) ninguna delas watrices oy, - -« , Rs
Henen ésta Pmp\edao\ .

Demoslracion

{ —_
Supongase que Z>0 sea un veclor caradler clico posifiro
que ?erTmecza ¥ yyes Necesario diridira T en ?arfes de ta) manera

que para

20 =rZ
. (3143%)
es Yzewx(;‘a%ada pov dos swsfonas de ecuaciones
i': Hi = YiL t':-'LiZ; v e ey ﬁ (5-11()
“3-1
=h —rt . K . 1
2" Ry ¢ 2R, para  f=qu,...,s (347")

h=i
dQ(E.H’) S2 sique que. Y é¢s un va\o\— carac‘?r'xsT\io de cada una delas
matrices. B, 8, -« -, Ay ; de(z.17) se observa que
3 Ry 2 vzl qu s ifﬁ_;:[; v 24 . (3.48)
Para {=qun, ..., s
Sea v el maxime valoy'mrac'(erl's'hc_g de Q_-‘ y por(g.z?) sSe

\}éh’\éxwﬁr

[
<

2n cu.d.-n'hrq q}_xe

_\:q.;.j_). s e, S



por diro lado #* ¥ , por lodarlo &Y

. . \ ]
ln\lersammre ) supc'mga'se_ q‘ue. \os maximos va\ores Camct%ﬂ%‘

_ . ) ‘.

“\COS de \as ma-‘\*tczs ﬂ-,_ Parq t=24,2,--+,9 Sown lgua\es ay Yy '3
=on los maxymos valores caracterislicos fara TR H; g ; ewlonces

st ' as 2b ' irices
se pueden dehr columnas caradlerisTicas posiivas %] para \as wa

o lum_
B (=42,:-4,9 por mddto de (3AF) Y de (z131) =2 Q”‘“QMF‘:‘” colum

nas 25 fz=gs, .- -, , es decir

nd }
Zil’njh = 2 (xI;— R)
_h':-l . .‘--'

. -1 § Zhnp. .
=2 5\34,(@ g‘fug 2 = (\rJIJ.— Q‘J) 'Z" RJh PER LY L TR (S.Iﬂ)
h=)
donde T; es una mdlnz unilaria del mismo orden que By Y ya que

K<Y y por (z.12) se tiene que

(V L~ Ry )-' >0 jzam, ...,s (3.20)
1=\ ' 1.
Y como Zi’vﬂjh >0 para iihﬁjh'ﬂ‘—o
L=

hzy
Que Juvdq con (3.20) se tiene que 24 >0
i Por ‘\o'\‘on’\o Z es unvedor caracjerfshco deﬂ pam
el valor caracleristico v

EL 5\6&1(2"1—{& '*eorczma dO una CﬂmC-.(QJ"I-ZdC-U'DVI PCU‘Q una ma”ln-&
P Ye) que Juvdo con su TmnsFucsTa A +iene la Pro*:uo_.dad gue un vedor

caracleristico POS\TWD ?@fienec.e al mdximo valor caradieristico v
i

TEOREHC\.B'S: Q' Wla'X\mo Valor comc.'\e r'xsT\c;J ¢ de una ra-—
o Per’lenecc un veclor caraclerialico posilivo para ambaos H"jgl
stysolos: R pucde ser represenfada en forma casi-diagonal

A=4R,A,, .- A4

triz A=

&.20

donde B, Az, - - -, As =on maTrices wwreducibles , cada unade las cua\é_s'('ltne.'
‘a ¥ como mdximo valor caracferistico .



Damos—h'auén

! ? " *
SuPongase. %ue 93 9 “\‘\zna,n Vtcfore_b ca racfer(shcos Post‘hvos
para X =v ; por Teorema 3.2 R puede sev vepreserlada en su Jorma normal

donde O

FRREYE A Tienen a v como su yaxmo valor caracteristico y los

’ N
maximos valores caradleristicos de Ag ) - - - ,A. son menores que ¥, se
+l 2he qu£ ‘

.
.
.
£

O'. . -.g.g Eg;_‘_‘)ﬂ
R= 15, . .0 Ag,

.
v
v

.

0. . .0 0O . F\;

mvirtiendo el orden de \os'b\oq_ug_s en b<ta marz se tiene
la, o 0. - -0|
A, ARLW O~ - . O
| . . (3.22)

: . LA
LH_, Asyi . -

- 4

Ya que Q's ,P,'s_‘ oo e, P.', =on vreducibles | de aqm' sa_obhev;e una‘{-ormaﬁon
wal para (3.22) psr una pewmdloadn de los blogues, colocando los blogues aisla-
dos a lo large de la diagonal prmcipal, uno de esos blogues es @, por
Shro lado yau grué la lorma wvormol de A debe sa'hs«}acer' las comchc..tones

del teorema Frt_c.e_clevd'a, el mdximo valor caracteristico de Ry debeser
“}ua\ ar, esto es Posd;\e cuando q=3
esHodo A,, Rzyv . ,As .

| Pe_ro QHTOHCQ_S la +DI‘YYIC\ YIOH’”C\l

Inversqmuﬁe ) 31 una re,prczseﬂauo'm de B es dada comg

.Q:M;”Qz, -, As} enfonces



A=A, Ay, e, s °23

sededouce de a2y y 329 ypor el teorema anferior que Ry A tenen

vedoves caradleristicos Posﬁwos para el mismo valovr caraclerislicor.

COROLARIO®.5: <1 el maximo valor caraclerisTico ¥ de una
malriz Rzo es sme‘!e y s vedores caracleristicos POST‘\VOS pew=
tenecen a A y A enfonces R es irreducible .

MATRICES PRIMITIVAS E IMPRIMITIVAS

lle_lrm\oégz._g - SeafR=20 una malriz irredcible ysea ¥ su
maximo valor caraclerisTico - Supéngase que e.x\si'of..n exadlaimen-

te h valores caradlerisTicos de medolo v (M=Walz - s = 1\=r)
Sih=1 lamatnz es llamada F\'\mﬂwq

. ' '
da ‘mP*’lm\T\VO- y el nbmero h es llamado el ndice de \mpvuﬂf\\-

vidad. ’ T

; sih>L la matriz es llama-

-E\ Slﬂ\)l@ V\'\Q ’*e.oremq da una P\-o F\Q dad \mForchﬂe
Fm—_a vncd‘rtce,s Prtm\"f\\:as .

solo ¢ exysie una polencia de R que e= Fosﬂ\\rq ,es deawr

HP>>O 'Fara p=4

De ‘mos.‘mc\ o‘n

SIA>0 la malrz A es irreduaible o que cada pdlen-
cvade Ung malviz vedocible es reduaible : Ademds elindice
de imprimitividad h para la malnz A debe ser L, destro mady

- : P
la ma r|P2 s;osf\\va HPPodr'ta“e:.ncr h \ra;ce‘.ﬁ. caraclerislicas )j,:, M

! )‘h (C.‘ua Fuzéen L X \guales) de mb&r.,do rnc':mmu ’rPloqruemn-
tradice e\ 1eorema M. L.

- a 4

Tnverzamonle, zuPénQC«se:. que R es una mainiz primi-

. X ) X%
Tva, usando \a lor mula de \nkrpo\a aon lagrange ~-sivesler para B
se e 9’\2'-* paro Yormula de inferpelacion ver apendice L, pages- 7o



p i L. [CO) P T M=) :
R = (M- 1) 1 ‘VEK](}) (3‘24>
K=\

RS

_C\ono\e YO = (A= )\,)Ml<)—>\;_>mz- - O\-Xs\)ms )\_; + )‘_ para (e
es ef polimemis minimo de \a malnz 8.

‘VWJQM - YO
()\“'\K

i K=l2,..-;9

¥ CIN) es \a malviz adwnla redueda, delinida como
Cy = (NT=RYT 9
S\ se “\oma X, =v >\>\2\3 e =\ conm, =L (‘5.28)

\a 4\6rmu\a (2.24) Yoma \a -\-ormq

P (mk -1)
— C(v)_ CO
A= r 4 (
LV (Y) Z (\'Y\K-l) | [\V{. 4] ()\)}}‘ —1K

de(3.25) 22 s1que que

||'VY\ %Pi = C-,g\"l (5'26)
p->»co Yir)

pero v >0y por (3.25) Y(r)>0 ; sesigque que

i \’"PHP>>Q

pP—voo

TEQREMAD.5 | S, A=0 es unha malriz irreduable
Yalguna polencia & de O esreduable  enlonces A%es COmP\tE':“AQnTe

redoable |, es dacie, Qq' Fuade <sev re;?raao_.h'fada por medio de una per-
mulacidn en la 4orma

Hq‘zfﬂuﬂa)" ‘;QS} (3.27)



donde B, Rz, . . ., Ay 3on marices \rreducibles C](ue'rlmen uno yel msmovalor .

caradlerishico, y d es él maxima comim dwisor de g 4 h, donde hes el n-

dice de tmprimifividad de B.

Demoeslracion _

Ja que Bes \rreduable )Porel,TEOP.EHA.DI'i: FROBEWIUS \o= vedlo-
ves caradteristicos .‘:osﬂ\vos ssociados a v pzﬁzheccn‘on'\'aa R como 9‘ . Pero

shicos delas

N 1
zn‘oncas es0s Ve_c'to\'es Poﬁﬂwos son Toml)\en vzcjorzs caranY‘?-\"
q

mdlrices nenegdlvas Aty (n%) para el valov caradlerisfico N =¥
el teoremq 53 a Hg' , Se reFre_sz_vftn esfa mdlviz (al.gtendo una mainz —

permulacion aceplable) en la lorma (3.37) donde R, .- Ay =on wmalnces

\vreducibles com maximo valor caraclerishico ¢ .

t
Pero B tiene h valores carodlerisficos de mcdulo ¥

| - zm/h
Y,Ye,- . . re £= <

; aP\ lcando

' .
esto sngmbm que AY tambien Hene W valores caracloristices demsdulo -
wdximo

% 9 % (h-)

% $
\’)r_&,..,)rf.

entre las cuales d som \gua\zs ar? . Esto solameile es Fos-\'b\z cuando d s
! ]
maxime comun A\v\sav de qy h .
COROLARIO3S Una Po\Encta de una mdriz Frlmx“va es
\yredueible y Prmn“ﬁ\m ‘

Sy q:h e el +eox‘ew\q Praczaevd'z e o\oh-avw.

covoLamo 3.3 S, A es ung malriz \:\-\m\T\Va\ conindice

W

de \mp\"lmﬂ\wdad h )en'\?:nce.s Qhes \'epw‘resenTo\:\c en

(1] E
.md\\'\ces ?\“‘mﬂ\‘m‘—‘
con el mismo maximo valor coracleristico . |



4 APLICACIONES DE LAS MATRICES NONEGATIVAS ENLAS CADEUAS DE MARKOV .
Considerese un sisfema {(slco capaz de exishiv en" n"es-
tados ?os‘b\es .
S ,52 ) 53 ) . - ,59n (4.1)
Yuna sucesion ordenada de inslantes de 'hcmpo
to, &, %, , th .
Supénqase_ que en cada mnslanle deliempo , el suluma esla enunoc \
Solo uno de los estides (4.1) . Sea £y la Probabl\\o\ad condicional
de que el sidleyng este an el eshds 5; en el mslante “ZK) Suponien-

do que el s(s‘lma .e.s'tuwo en z\ eﬁado S en e\ mstm-\z Pr‘ece.c\evﬁz

e . »

Yol (Li=4,2,...,n ;o K=u2, .. ) . Suponaase que By -

Yambien Namada Probablltdaci cle*!mnsxudm es mdaPanA\eﬁ‘e. del -
+'QMP° 1':K ) @3 °\¢C‘\’, «P;. V\ovav'ta won e\ "lemPO.

S \a mcﬁr\z Ae Prokabsl\doc‘les de "\\’dn$\<‘-\0't4 e's'\a claah
poyr

P= “Pif“
de orden nxn ,entonces se dice que se tiene una cadena homogeneade

Markev com un nuimero dinilo de ‘eslados | ademas P satistace que

Pij =0 ) i: 'P,J =1 Ly=242,...,n (a.2)
=1 «

Delwicion 4.1 “ Una malviz P=“ﬁ;“ de orden nxn es
de ca~

llamoada es—tcmc'x___i\lc& st Pes vno negd\\va y St la sumd de \os e\emerilos
1
darengldn de P es \qual a L, es decarr =i las velaciones (4.2)son validas -

Psi, para cadenas homogendas de Harkov la raatmz
Pes eslocastica ¢ inversamente cada mafriz elocdshica puede
ser ‘considerada comoe la malviz P de _o\gunq cadena ‘nomogenza
de Markov, y sl es la base para mvesligar las cadenas homo-

denceas de MarKov.
Como una malriz eslo aslica es una fovma especial de

una malriz nanaganva ,"rodos los covxccpﬁ‘os y proposiciones anleriov -



menle esfdiadas son aplicables .
PROPOSILION A L © P20 es eslocaslica s ysolo =1 hene el vee

tor covoJarx‘sT\':o @. 4, .. -,L)I para e\ valor caraé‘ev;s“co 4 J Y N una ma-
-‘\42 esToc:‘tha a.l mc'mmo Ua\ov carac'ten‘s“co es i.

.Demos"'rac\éw
De la dedinicidn de una malriz estocdsfica’ se sique qrue."hene

-

valoy ca\-acTer'\?T\co 1, con vedlor caraclerislica pesttive 2 +al que  —
2= L, ..., lnve.\’samen'tz, cada matyiz P20 Q‘Qz +¢V\:3q vecfor
carader'\sT\co L.y, .. .,1)’ para e\ va\or camcrer\'snca A es es’tb&"-‘-s“m;
por E:\'\ro \ado A m&xxmo VCL\or cm-ac'teru'sﬁca_ swmpre. 25‘6'1 mduwdo
entre 2| mdxime y el mimmo de las sumas de los renglones ,yco-
Mo en una mo:h"\z e_srocq!S l.l_ca 400\03 las sumas ol: \05 re_ng\.ones =0
\EWGIQS' a il ) enlTnces L es el maxima valer caracterislico .pdra-
dicha malviz

TEOREMA 4.1 ¢

, @,Qda dwisor e(eMQhTC\‘I cle una mojr\z eslo -
CQ.S\TCO que corres Pondc a\ ua\or caraJerishco i ,es de primer qmssio. *
‘Demostracion |
Por (3.16),1a wmalriz e<locdstica P puede ser deswm-

pue§\q en su *ovmo. narmal.

R, O - . . O]
o A - . . O
Y e} _

g%‘“f-l PR . nq.\.\,g q%-‘-\ T O

LQg.- . . ﬂss. . . QS

donde A,AQ;,. » - ,As son malrices (rreduvables gy B Roy e ,Ag son ma-
~h"u:cs es‘iocci%*fths n‘reAUC\b\e's con&m\ov cO.rac"er\'shC.o S\VY\P\Q. .L,pam
cada una de ellas , por d\ro lado, los la\oa‘ues diagonales Rqu,. -, Rs
sonirreducibles con valores caracterislicos menores que 4.

X En el apendtce Q2 \oc'xg =13 se expman los diwisores elementales



ﬂﬁ\,, lo ma‘trtz D Se raPreso_rda en [o. Al,or‘yna
O
S Q.
do”d‘?- en G, 0& valoy coro.c’fe.m'shc.o Lle COrvesFOnc)e.n dwisores c'le.’men'\.ales

de primer grado, la matriz Q. noTiene valor caraderistico -L)- y el teorema
-~
se sique wmmediatamenle del S\%Ule.h"fe

LEMA 4L Siuna mdiriz Tiene la -\orma

, O
S @

donde Q, y Q2 son malrices cuadradas y el valor caracleristico Mo de A es
I
'I'Clmr)‘én un valor caracfe.rfsﬁco dc C\)_L pero no de (ON I

‘Q.-—)\ol":O 3 \Qz_)‘ol\‘-'t-o

zn'tonc.es !Os dwnsore.s e\ema.nfales de ﬂ Yy QL corrczsPond\enfesd'\o son
los Misnos.

Demestracion

1.

t) Constderese el caso donde Q. y Qa2 no Tenaan valores carac—
e H

slicos an comi ) en este cazno \os d\yusarzs elemanlales de Q,.gQZJ;or.

Mman el sislema de dwisores elemantales de A para eso sea T una
matnz tal que ‘

Q O
TAT = | ‘
B 3

St Tesdela -\-orma

T - I, O
v Ta
donde T, yI, son malrees unilarias | evlonces

[In o}[@;. ollTs © - @ O @.3)
U Taf|s Qlbu 1.  |ue-Quss @, |

Q

\a ecuacm'h @a43) se reduce a \a -\-crmo. @3 si se e\lqa ala matra radi-



.Omlu\on’ U delal manera que sahs}a%a a la zcuacion
Q?.U—UQl = 5
s1eslo sucede evlonces los dwisores elementales de QL 4 Q er.man

el sislema de dwisores elementales para la mdtniz B i ya que @y @, no
henen valores caraZlerisficos en comin |, enfonces =u ecuaadn siempre
Liene solucion tnica aracada $S.

v\ . - \
U’> Enel caso dande Qrv @, +engon valores caradlerisiicos en
comun, se \‘GQV’NP\qzq a Q por su -\ormq de lordan J (como un resultade Res

reemplazodo por una. malmz <wntlar) . Sea I=13,,3.} donde Yodos los blogues
d2 Ior'c‘iaﬂ con VQlO\"CS caraCTQ\'(‘S-t\COS )_0 sSOn Comb(ylodos zn lI.l ; QW-TO”CQS

3000 J O oo
ﬂ— O Jz Q..Q - o E.-.-.--o.
= Sn S 3 Q - S, éz
Sa S22t - 5,

Ela walnz cae bajo el caso \:mméenTe ya que 'as.man‘tces
J. 4 @, nolieven valores en coman , de dc*ll\'x ue los dwisores elzmentales de la
Yorma (1- Xo)Pson,lcs mismos para Ry Iy por loTanlo para Ay Q, .

COROLDRIOA.L:Sium veTor caradleriilico Posﬁwo (\DQ\"J‘\_eﬂ.QCC al
waximo valor caraclerishco v de A R uﬁonc.e.s }odos los diwvisores elementales
d(’. p. QUQ PGF‘EV\(CCM a }o) cown \I\o\’: \’) <son Aal ?\"}Yﬂﬂ\’%rad(‘)-

Nolviendo a las codenas de MarKov ‘suPc\nqase; que S.,S2 e
=35 seandodos los posibles esfados para.un sislema en una cadena de Har
Kov y sea P la mdina eslocasfica determinada por esa cadena , que e
lormade de las Prafoa.’ouho\ades de Trancicion B L= h2een

Sea )‘D(z) la \)robakx\\c\qd de encontrar el sistema enel

ésfqdo SJ- en 0_\ ms"ani‘e "(K :>q!:le.nd0 quc_ en e\ \Y\sra'r{ta. t\e\q_ g_\ 3\5""cm

eSTu‘.ro en 2‘ es‘-ada 3L wra i“):‘ :J’pzj *re; n ) q: J.|2‘/~ e o » Jot\de
(1

P‘Lj = Plj y haciendo uso de la. suma q YY\UH\P\\cac_xd‘/\ de Probc&n‘.ida-

des A SlY\’\\)\Q.'\Y\QﬂJ‘Q 0\4\ hec‘no de qug me\ :‘P‘m Pﬂ %e‘\‘lenz Q‘,'J.C

(Q"\'.\.) , (q.) i .
Al Y - T S 2 ]
i ih,P\nj Gy =42, )

h=y



(sl velacion es conocida como la relacion CHapman -Kolviogorov
para las cadenas komogene_os de MarKov)

_'-'Eh V\O\EClC;n thi_h"tcta\ sz'\"\ena

%571 = 16 e ,

donde ambas mamces sen de ordennxn y dando valores suceswesaq |
g=4,2,---, se obtiene que

el = p* g=t2.- -
S el limide
}é’gﬁq{) = ﬂjoo

i - f
o en nolacion vnawicial

Lim P9z P° = i8]
zx\e?‘e. ; aV\TOncZ:cTos nameros P_‘f" son llamados \qs Profoa‘o\\\dades d¢+mn-

' co P ! frene que - B° o
sicien fmal y P es eslocdstica, fambien. o2 Tie que - fy
de Pendo_n del indice kK del -hempo orqmq\ . Yora \vwe_s'hgar ba_\q que condicto-
Q0 ] ¢
nes fi; exisfe | se inlroduce \a s\quienle Aermnologia

Una watriz esfocashica P y su Cor\’ZS?Ond\eY\TQ cadena ho-
mogenea de MarKov serd Wamada ceqular sv P vnoTiene volores carac—

feristicos de médule L |, wmads que L wasmo 3+olfa\mev\to. rzgular sien
)
adicion |, L es una raiz :—\my\e de la ecuacén caraclerishicade P.

.

Una matriz mgulav se caracleriza por e hecho de aue en u

rw'\o ncrma\ IC\S VY\OTY\C@S ﬂ, ,Hg_, ey, ﬂﬁ 01 P\"lh_’\ﬂ\\ld?a . POTC\ una V‘.‘\O\*:H'&
tolalmente veqular debe lanerse que g=i -

\ .

Dg_{\mmonz;.a * Una cao\enq ‘/\OMOC&QY\QC‘L de MarKov sera
\K’\”Qduc\b\ei,\-edumk(e , aciclica & c,_l\c\\ca =t la matnz esfochslica P de
la cadena es reePec_T—Wa mante rreductble ,re.duclb{e, p\‘\mﬁ\\lqé \m?\-\mﬂ'\\lo .

Qomo‘uV\C\ mainz estocdslica Frlm\T\va es una -\-O"V‘/‘Q espe—
)
cial de una malriz ve ciu.\ar ) por Yailo una cadena de Harlov aei-
chica es una torma especial de una codena veqular.



. TEOREMA 4.2 ¢ Q) Enuna cadena \womoﬁanzo de Markov todos .
los Frobobuho\adzs deTransicion gma\ exislen s1 y solo s\ la cadena es ve-
qular , en ese caso la malriz P lermada por las Frobab\‘\dqo\es de

transicion final es deleriminada por
pP” = )
P'(L)
b) Enuna cadena reqular homogenea de MarKov las Probab\l\dodes detransi—

cion final son indepen dientes del eslado wicial sty =olo o1 la cadena esto-

talmante reqular , en ese caso la malriz P%s delerminada por
f= b
A(L)

) Enuna cadena reqular homogenea de Markoy todas las Probab\\\dao\es de
+ransxcxo'.n-\mo\ son dishintas de cera a1 ysolo =1 la cadena e acielica .

Demosiracdn
o) Sea Y()) el Po(mor.‘.\o mmimo de la malrz regular P, entonces
YOOz O-0) " G-0a)™ ()™ (4.4)
yporTeorema 4.1 sa puede supgoney que N=Ll, m=1L, enilonces
‘ (M -1)
oWy cO) 9 < s
P= et KZ; <mm![v"<x) }J 4-5)

= Ak

donde C(\) = ()\I- P)_L Y esla malviz adjunia reduada Y

‘VK(_X) SR 20,9 B K=12,.« -, u

(X=h<)Mx g
ademds
1 - (X L ’
P = _:\KIL para Y= YI(L)-
Si Pes una materz re.gu\qv, enlonces \)\K\Z—L y K=22,3, 0., U )y por
lotanle todos los +érminos del lado derecho de (4-5) ‘Z"CO‘PT° e\ pri-
mero fienden acero cuando' @' tiende a'oo” 3 de O.C.{U\( Gre pava

uNa Malriz reqular P, la matviz P Lormada por \as Pr‘obab\\to\o.des'
de {ransicien +1nal ex\sie Y esla dada pov

"= g

~—”



anversamente sy .

Lim p*= p® @9
exasle ,enlonces la matria P wo Puwle_ Tener a\ﬂdn valor caraéTer\'sT\co XK para
lo cval N, %d y Diel=L Yo que witouces el v AT cuando q~¥yo0 po-

dria no exislir 3e’s’Te v fe debe existir por 4-F) .
Pesumicndo ) i PQS \a VY\O:t\"IZ. Cje “rmws‘c.mm daun_a cade-
na homoqenea de MarKov ; ailonces la wmafnz #° (delas proboabilidades

de+¥‘ansmt3m %maD ersle s Y solo s la cadena es \-equlc:xr/. Y la madtriz
Pooes la malria de%m&a por (4~'Q )

Sea o " o
CAGY = =) O e (=)

el ?o\momm camcren'sffca_ de P

Sea

o= (AF =B B0
.\a malriz aduvita de P, enfonces:

B) L cw)
DY) YQX)

ypara n,=y, )\ =1 So.hc_vm
-1
nB W cwy
oAty Y
Fbr\o tadte 40 puede ser reemplazado por

- BT W
A1) (4-2)

pParauna cadena totalmerle \-equlat-, antanlo como es una -Lot—ma especial .
0‘2 una cadena re@ubr ) 'a motria P ayls‘l‘e Y esta c\d‘érmmad'@ povr

“4.6) o (4-8); como n=L se sique que (4.8) foma;‘q-%orma



b/\ (onsidére=c una cadena reqular (noTstalmente reqular) ;ysea P
Sucor‘r‘e.sfono\\en"‘e malrz estoedslica , y que Tenga la Jorma normal

—CQ, o . . O o .. . 0 7]
.. l
(o] . QS (o) . e ( )
- - U , 4.1.0
P - | Uﬁ“*ﬂ QQH ' + + O
. L:tj;‘ . - . t]_.sa N . U’")S' QSJ

donc\e COFEI ;g son mdlinces ?\‘\Ymtvas 4 eslocaslicas g Qg r Qs

Sov Malrnces \rreducibles cuyo maxmo valor caraclerisfics es menor qued,

Haciendo
TSR 0 B N
Uzl . wol. . o
Us, . U53 t_gﬂﬂ o Qs
'QV\{B'nces-
Q. ,0....0] .

EV\ Qomszcuenc.\o. se he. he que Pg Fua3£ Ser e.sc.rgtz coma



oN .0 - 0 .
p‘i = ‘ (a.11)
O ‘Qg o ‘
u* W ¢
3 J
Q. o . ol
5 .
\\lmp = | . _ 2
. g0 o. .. Q;o el P
u® W ®

-+
Pero “Yn Wq‘: W?_ o) ?orq(ue. e\ mddulo de _\OS Vo\oref.s COTACS IS,
q->c0

-‘\cos de W ez wmewor qwz i}. Pm— \o \'anto

I

(4.12)

Ja que Q,, - -

. ,Qg son ma‘tr\ces estocaslicas F\*}m&T‘V‘”,‘Qé
malrices ar,

- ,Q;o son ?os{\'\vos por (4.9) g (2.26) , es

| © "
deair | @S >0 ,. . ., Qg >0

-



i . .
Los estades 50,92, - . +,5n del sislema en con-.

sxo\erqmo‘n puec\e'n pcr‘\\?’sa& en qrupos de la a“-o.y'ma

Zx. {Za. oo ‘123 ,Zqﬂ_;- : -)Zs (4.43)

donde <) nimere de edlados en el primer qrupo es \gual ol

namare de henq\ones en el b\oqum Q. en (4.10) ete.

loses"\OAOs c_‘ue Fet-‘\'ene.cen olos Qi po3 21,- .

. ’23 son \\OmO.clos escencales ) loe estades de los qru-

pos vestantes - son \\amodos No _zscenciales .

Observese que de \as -\-ormas (4.10) y (arl) de
IG Mo'tr\z Pq %o\a\v\enTe \o: s\qutehﬁes q—PﬂSOS *\-ows.e\cm’n
desde el inshinie .{“'q. al ms\-cm'te 1 son ?os\‘a\es (a) de
un eslado QséenC\q\ a dre eslado escencial , (b) deun
eslado no escencul a dtro eslado escencial , ) de un
eslade o esc.enma\ a oTro e-sfado no e.sccv\cto\ del ws-
Mo qrupes o de un 3rd\ao anlerior .
‘ Ne (4.12) se sique é,“‘e las ?robab\\\&ade.s de
'Lmns\c'.én enn uwn QsToc\q no escenc\q\ d’es\:ués de G- pases
Yende o cere cuando 9 Liende o ndmnide por esfa

—

Y‘az_c;n \os .es‘oc\os csczvxcm.\e.s son a‘\ckur‘.as‘ veces \10*’”0-
dos e*s'\'o‘clcs \\'W\\Tcs

Por olro \qdo
(1-0)9p™ = o



.es‘lo olemu%sfrc\ q!_le Cada uhna o]cz. ]as co'un'mas 0{@ la‘ m:ﬂ'r_-lz Pooqsun,

veclor caraclerisfico de lo mdfriz eslocqslica P c,orresPond(endo al

valer caradlerislicn 2= 4.

=Y Pc’_s una maf]‘rlz. fo‘i’o\\men're_ raﬂu\m— ; a_\ nlmero Lesuna

oo ) - . ,
ratz .,\m\)\@ ce la ecuacion caracterslica Yy come =L seticne Qruc
Fuede szr solamerile unvedclor caraclerizlico oty ast jtodos
los elemedlos en una columna {—t_(a : Chﬂqn\og \a j-ezima de la malvz

PP iene el nitsma. valor JP::'

B 6P 20 - jehzem; L Bne=d @l
IR D 13t

i
‘Oc%ue ¢ 1&\’}711?\05 .F\_g;c,o_g 3\qn|+|cq C_}UQ Porq_t.ma mo\ena “‘5To\rn0de
heau‘ar las Fro'babxhdades dedransicien dinal vo d‘ZPeV“(“‘dd aclado

inicial Si *
’ ! ‘ N
SUPOWgGSZ m\;ermmerﬂg q{u_e)c\ (mmtz C‘,Q \as Pr’Oba‘O\hda,_.

des de transicion pora una clefla  cadeng r@a\'k\a\" \“°m°ﬂmm de Har

. ) d l ad \ - Aec\r SUPONIADEL qQUR
Koy sea mde_Pendlt‘-‘rC el eclodo wiatal | es ) supong 9

@.14) vale , anfonces en @.12) debe denerse que q=4 y Por\a

+an+o h=41 y \a cadenq es reﬁular.
C) Para ung cadena aciclica , QUe es un caso e_s{:ec;(av\ de
una cadena fotalmerle r'@ﬂu(ar Pos una maline Fr—umtl\_lra Yy por feorema

5‘%'P>O para a\auna (5‘r>o ) pere Q-“{T’V‘CQS

60 : m : ]
P = Lim P Pq >0 'Par_q m>q
m-00
0 %+
\ﬂ\lt\‘same»\'t'c_ st P >0 se =\que que P >0 para ohu—

na 93>0,y por Teorema3. 3 se Fiene que Poes Pﬂm\hU‘a_ ' Y entonces \a ca-

d@m l\owwﬂznea es ac;c['\cq .
7l ' o5 | ‘
Jidemas <P >0 \mP'\ca ue la cadena es acichica k) P°"\°

tarito rzﬂu.\ar de aqw" que las meoablh dades detronsicion ]lmél Mo de.Fena’en

el e:‘-:.)aclc wiaal .



D_‘Zré‘n;ménllj: Las columnas JRK, /E_", .. .)PK ) Hamadas las.
pro‘oab\\\dao\es abso luTas del proceso , donde 'P‘K e= la Pmbgbllldad de encon-

‘lrm‘ Ql S\s"’\’ma ana.l esf&do .‘55 Para i:L,Q,. s a,N K=0O,L1,4,. ..

en el \ns.iqn'l’e tk .

K K ‘
Sea P = («P' ) ﬁk) ce . ),F:> K =0,4,q-. (4.15)

hGC\zndo uso delos feoremas sobre adicion Y muH\phcamo'n de Pro'oab'.hcla-

Cles se a.vxcum‘h-q c_}ue_

M
’PCK: 2, ?:R,(ik) S L=l e, KEL2,. ..
oenndacion malricial
;PK':: (P.)Kfo k:L.?,-.'. . (4-16)
donde P'es lo:lmns Pucs'}a de P .

TOAGS lo.s Pmbqbl]ldades OBSOlu.tls Puadevl e deTermmadas POY‘
410 s\ las FFoBa'mhdctd& intciales £ P A

)

y la mdlrne Pson cono

cidas . .
Es necesario miioducir el limife de las P‘”Oba bili dades abeolu-
"}03 oo
@ l: K .
ﬁ: tm -p LI442,- 44,1
R %00
é
00 20 0o 20 K
P = (ﬁ RN - lom P
_ K-von
Sl en ambOS ‘ados O}c (4.LQ < —p» 00 ,gyﬂoncq,s dz(a.((,) sSe olo'Ttenz
| oD 1 o0
P =) e @.17)

asi, s la matrz P que s e\ resultado de las Probablhaiacles‘ detransicion
Ybinal,existe , enlonces el limite de las probabilidades absolulas P talque
= (ﬁw’ By 'P.:') debe exishr para P'rabqf:(hc\adeé miciales arbitra-

o 6 , °
vias  P°= (p yPS, - . ﬁ,) » Y Viceversa .



De .17 y de «.12)para P* se s\que c_]rwz , el limle delas P\jo'};zab«\u?ades.

abeolilas corres Ponc:\lemTes a estados no escenciales ~on cero .

De la 1qualdad P (P> =P®) st se multr plican ambos
miembros for, ;Po\ﬁ usando @139 se obliene que

P‘, (POO)I?O - (POO)I?O
P = g @49
es deeir el vedlor columna pZes un vecor waractiristico de la matriz P pa-

Cde
ra el valor caraclermsfico A=t .
Sy lacadeva es -‘Eo"‘q\m{vf}e \*«.ﬁu\ar‘ ) en"'onczs’ A=l esuna

i - ~ 1
roiz :\mple cja la ecuacion c_ara.cre.r-l'shca de-- \a ma‘h—\& P | en e.s'b?. caso
el vzdior co\umvm Pmes"{a &é"'cr:&mado L'kn\camm"te \DO" C‘“-E) ja 0-[-“‘2'

<0

00 - —

43 Zo0 Y susuma es L ,es decir JiL\«'P.\ =4
=\

|
pr propiedadl ‘f”és de una cadena {ofalmate t—aﬂu‘ar‘ se de-
riva al combina (4.1.'4) con @,H)

L. 2#1:” — f‘"j v _
T h=y Wiy = T'j e ﬁ" T Ty s =42, 00 @.lq)
=y

a"sx' el l'nmlfe de las Pml:qb\luiaoles CLbSo‘l(AtJS /P|°°.,,ﬂ°°) Cen f>:° o aler_.
den do las Pmbalouholacles Wictales P . o

t.)v'o

| TInversamente ,-Pwes mche_nohe_yKTe_ de 1)° sty ASO‘OS‘-{;OdOS
\osreng‘onzsdtpw son lqua'es , es decir

(=2 ®© .
Ph_; = ng l’\,j:-‘.z.--',h
Y por teorema 4.2 'P es +o\‘a\mevx)('e, reaular.

| 31 Pes Prlmsfxm,evﬂomczs >0 y por @19 /'Bw>o
_\‘:.\_,'2,...)\4 .

Inversamente <, toda x:“ es Fos\Tum Yy no dtpm-&en e
J

las probabihdades 1mciales 5 enfonces dodos los elemendss encada cduinua

de % son \3ua‘es gpof (4.19) P> 0 Y por +<0rema4.2 Pes P)‘\mtrlu-a
‘es dear la cadena ¢s actclica .



de estas ProFlz.dades 3e sique (_iue. el +Qor2mq 4.2 Puede Tevr =2Scri-

'l'o ‘como sique

TEOREMA4.2" - q> E nuna cadena homogenea de Har-

kov todos los limifes de Prohobxhc\odzs absolilas exislen para ?rob&
bBlidades iniciales arbirarias =i N solo =1 la'gadena e }’Cﬁt'tGV-

b}En'una cadenq homogenad de MarKev el limiTe de P\’obabl\(da_~
des absoldlas exisle para FYo'babdtdades wiciales arbilvavias yeo
mdcz.?eno\\zﬁ‘\e de dichas onbab\\\dad-es st ysolos lacadena eststal-
menle vequlay.

&) En una cadena hovnoaanaa‘ de MarKev el lirnile de \;roboblhdﬂ-
des absolulas exisle y es Pos\'\wo para ?vaab\\\dades M-
ciales @ mdependiente de 2llas si y solo s la cadena 2s

1
Clc.mhcq .

» Este teovema es d\guncs veces quodo el teoverna
EY%C"d‘QOJ y el fearema Precendm".e 2s conocido. como el teorema
qeneral Casi-Ergodico para cadenas homogeneas de MarKov.

Muevamenle, sopévmgasé que (3.16) sea la lrorma nov-
‘mal de g malrz P y dendese por he, hyy oo ';\‘\g \os \ndices
de imprimitvidad de las maltvices R, R, ..., Rq ; Sea h el mi-

NnimMo coan miltiple de \os enteros h, ,hy - .-, hg, de esto Ol
Mo se s1que que no. tiene  valores daracle risficos demadu-
lo.1 mas‘.qqg:uv'\o'mfsmo,QS&ICC\,\', Ph es una molviz \’ecsu\cw, ade-
mas P:ipz/ ey Phﬁl Nno son \feﬂu‘a res . lameze a h el
Fetu;do de Ya cadena \/\0mogana de Markov. ‘

Ja que P"esuna malriz Y‘aﬁular el limile

Live Phq = (Ph)m

qrvv-co



cexisle, y azi los “m(res

PY: [{m Pv+qh — Pr(ph)ob

=

Y: OI-L|2)' - h-—l—
famb!
ambien exislen
1
/—‘5‘ en gzno_ra‘, \a sucesion de malvices
2
P,P°, P, . . .
h
se dividen a9 h suvbsuces sloves con los \\m\\es P\. = P (P )co
Y- O,-LI- . '/h L

M pasar por medio de (4.1¢) de las ?m‘oa\;\\\c\odu
dﬁTY"ﬂ\\S\C\O‘n a \05 P\‘ObaL dadz ql)__o U‘\GS sz Q_V’CUP\"‘.rO quc \CI 5UC2-‘S!OH
'P‘l P'z) . )'Ph) | |

Se d\\nda (A% k sulosucesioned <o lm’. \\'m\\—?.s

Y:o/'\‘l. Tt

lim p1%" = (P oy -y

Rava una cade no V\omoqznea de MorKov arbifvaria

conun nimero 11mle de estados los livnles de \a mod\a avil-

m q'zrt ca m_m\)\' e exls"(ﬁh

+r o ¥’ sy (0]
\,m k=3 ZP = lm®P 4h :(Ph) P:(I-t—Par_...*P/ )(P) (4.20)

Q,-vco

y N | < e |
P = i —ﬁ— ZPK :':I:M-:\;-i(P‘) ‘PO: P’P @20)

Nvom K= L K=4

donde '[5:\\“4“ es una malriz de ordennxn y 13 = (p‘ Bt uB) e dos

-1-,2,.-.,,\1) “5'@ , (32142, MY son |a media delas ?rol‘a_buhdr.\c\esc_\a

VO\OY&.: f'J )



Tmm\qo'n [inal y la media deilimie de las Probabthdodes absoldlas ,respeciivamente.

Ya que
. + 1 K ' N .
mﬁi‘ P = limi) P
Kzt N>oo K=u .
1
‘56-\|cne grue o
pp="P
y por (420)
pEt : 3.2
es decir ,’P’ es unyec‘lor caraclerislico A}a 12 para A=yt
Por (516) y (4.20) P ?U.ule ser \'e.Prz.‘sz.ﬁTada an‘a'-\-orm
—;ﬁ| O. . . O 1
o A,. . .0

™
i

donde
K , " "
. - \ i
A -.-\{m-L-lép«t Lar2, . e0q W= lim Y
N N N-% 00 -
N-»oo 1 oY v
A O O
*  Hays. o
W = .

X X A

Va que todos los valores camacerislicos de w7 son menores que.i se Yene que
lim w* = o
K00

Y por lo Tan"'o W =0

E thces



O O,

o
i
os)]

0o g O “.22)
v
30 que ©es una mdlnz eslocdslica |, las mdlrices 1Y aa tambien son

es'iocc'xsTico.s . _ -
‘ De é.s‘a. re.Fresan\Ec.\An de P y cle.(‘u?) Se s\que c_xrute. :la

media de las ?roba\:\\\daclas corre'sFondw.n"fes qes't'aclos no-escenciales sonsiem-
pre cero .

S 4=1i en la +Orma normal de P evlonces } =i e~ unaraiz sim-

P\a de P' .
Eneste caso {5 esla dmcamenTe dterminado por (4.21.) Y :-{5.,'{5:
-+ - £ nedependen de las Froba‘m\\clc\-des \niciales BB - - f: .

Inve.r‘samen‘\e) =) ,F no de\:e‘nd@ de fo , evtonces P Fm-@eo?
s de rango 4, pero el rango de (1.22) puede ser 4 solamente cuando
q=4 .

Todos \05 resultades anteriores Puv.dev\ resumirse en el s\guw.vﬂe

TEOREMA43. Pqo-

a una cadena homoaenea de MarKov arbiira-
Yia con Fehédo h las malrices ?ro'oab\\\dod Pk y ?“' tienden a un Pe_r\édo

de reFeTludn con periddo h pare cuande K—vco , ademds, \omo.dmj'z.
las FroloaB)\ldqdzs de Tranaicidn -}mo\ y las Pro'bab\-hdodcs absolulas P y
’?: (F:,ﬁz ) -,13.-,) de%mdas por &-20) y (4-20') Slempre easten .

La media de \as \srobcx\o\\\dmo\es absolutas corre.:a‘:omhcn'\es a
Z.STOdos WO-@SCC“C‘G\es 30N 5\Qme‘€, cavro.

Sy g‘-‘-i en la -\-orma normal de P (3 dnicamenle anesle caso)
lamedia del limife de las Probab\\tdcdw absolutas ’ﬁ)‘é_,.. 5 '1'5“ Son -
o\eFandezs de las Frobabahdas maales BBy ey £y por @21 son

y . ' ¢
delerminadas en -\-arma unica .



AL TUUCIONES DE MATRICES ,

Delinicon de una Juncign de una malriz

Sea A una mdirz cuadrada y £ una lfgnc\o'n de \.%e
prelende de]l\mr el S\q‘n\}néado de f£(R) , es decir extender \a -‘;UY\C—‘O"’"

{N) a un valor matricial .

Se sabe que @n el caso swmple donbe ()= ¥ Xl X
« +.+ + Y es un polinomo en X, y en esle caso se tiene que
{—(PA: DL (R %E, Fm-'hendo de este caso especal se
ob\‘\ene Una de-‘»lmc\é\q para .&(n) en e\ caso gzno_m‘,

Sea Y\ = (X—X,)m'()‘- ),z)m"‘ . . ()\_)\S)WB el Po\mow\lo
minimo de R para A% N St Ly

"Sean g(k) Y h ()C) dos Po\momtos "o\zs q;,LLz

j(ﬂ) = h (F})
enlonces \Q.o\\]le_mhc\a Al = %(x) -h(X) es un Po\mowuo dwisible por
Y(\) sin residuo, es decw

g(X) = h(x) mod P

. ]
ycomo Y(AY es Q‘Po\momm minimo =e llene q{uw, -

d) =0 ;d'()xk):o) o d(v.nk'”(ka":o | KL 2,000 S

s dQC\\f‘" 3QK)=‘7()\K3 ) a'(}\k‘): "\'()‘K),' oy 3QMK‘3-)()\K3: h(MK—L)(XK))‘@&‘g
para K=1,2, - .., s

los m nimevos :
: ' (Mx=L1) ) ‘
F0, 40k, « A0 ket s (AL2)

serdn \lamados los valores de la -\unc\én L)) sobre el espediro da

la moTr\'z'lﬂ y el con_sun'\o de todos esos valores sevd deng

+O&O PO\“ %(Ag) .

S para una luncion £(0) \os valores (AL.1)exislen ,
enfonces se dice que la duncion $00) esla definida sobve el es-
pecire de la matriz A, y(@1.1) demuesira qué‘ qa M)y h(X) lienen

los miemos valeres sobi-e el especiro de B, es decivr:
P )



. fsi dada ung malriz B ,\os valores del Pohnormo‘ 3(>\)‘sob'-e el espec
trodefl delermman alo maliia q(R) , esdear lodos los polimomios q() que
Yoman los mismos valores sobre el especlro de A tHienen uno y el mismo
valor matriaal 3(9); de aqui que

Losvalores de 'a luncion {) sobre el especiro de R deben defer-
mnar comp\z'i'omc.nte Q f(P.») , es decir ,“iodqs las *\mc\or\e_s f—(A) G}UQ foman
los mismos valores sobre el Qspec'fr-o def debentener el msmo valer ma-

tricual ) enfonces ) para la de{m\ao'n gcnerol , es su{.\c\zvﬂc_ buscar un ?o\momw

3(2) que Tome los mismes valores sobre el e_spe.c."'ro de R,y ;[‘zndrc;g(ue_
Ha)=q@)

b@l,‘”‘C\énAl-l :s1 la .‘um\'on fQ2) &l dejf\mdo, sobre o espec-
dro de f}, enfonces {(Aﬁ)—_—_ S(A") , donde q(x) es un polinomio arbifra-

Yo c_lue“fomo.' sobre el espechro de A los mismos valores que {-()\); esde-

air f(ﬂ): 3(}3) . l

.-lt-anre. "lodos ‘os 1)0‘!)\0)’\’1\05 con mex\cxaxﬂo_s COW&P‘QSOS g\u&fowan
<obre el asPe.c-\r‘o de O los mimas valores grz.{o. ;-()) existe uno Y se\p un po-
siendo m el grado del poline-

’
Mmio mm\mo; Be's‘te PO\MOW\(O es oE'(o.mdo cle. cuo\quuz.r oT\’o Po\momlo c-‘a..xe.

) oY
“znga \os mismoes valores esiaec'\mles {omando el residuo enla dwision P

\inowno Y(2) que es de gqrado meror que m

N U
YO de ese Pc\mo'mzo . Esle Po'.mowno t()) esla delermmado antcamenle

{>0\- IOS cond:mono_s dctﬁ'\er—\w\acto'n

. K'._ My —1)
V() = (O, vOu) = FOW),- - 1) M L)().«): {‘ ()
K=4,2, .., (ﬁl‘b)‘i‘

d P°l'"°m\o YQ2) es llemads el pol imomio inferpolacidn de Lag\"aﬂgz's‘\“e‘-‘”‘"
fKara )[(k) —wkare el esFec'Iro de ﬂ'; de o\gfuj e Sque

Delinicwonp W sea V) una -‘unaén defimda zobre eles-

y F)) el ortes pondieviie palinamio c\e.mTerolacxén, erlonces
£R)Y= v(R)

Nwangra de ejemplo considérese

pectro de A



WA

ot10- - .07
ooit. . -0

H= | s, . .4
-O oOV. + - 0_ ;
su _?o\mom:o minimo  es X', por loTlanto losvalores de {()) sabre el espediro de Hi
son los nlimeros $(0), {-'(o)). .. (n")(o) y el Po\momto Y(\) es de ‘q{orma
' (n-1)
r(x) = §(o)+ oy .. -\-L.LQL..A““
il (n-1)'1
por Lo Horlo . o £ ..&L‘““"’s?f
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EL POLVWOMIO TUTERPOLACION DE LAGRANEGE-SI\LVESTER.

Conzderese e} caso en la cual la ccuacion carederistica |\I-Rl=0
nohene "‘"Fzs de\F\es , los \mu'c.es que =0Nn los valores cq'\-acTcrfﬁ'(l‘;"s d"'\“
maTna ‘9 S0n de_no-lados .PO\' l. ) )L,_ )t ly, i chonc.as
POY = INI=RE = 0N YD) - - (O )

V(AL3) puede ser aserilo como  Y(XA) = FOx) pora K=L,2,- -0,

?ov ofre lado sea ¥ un Fo\momm dz 3rado n, cn'\onc.eﬁ ST\Q-

’ -+
ne alomds n raices ; Se€an ¢, ,Cp, -+ Sm las raices defiidas enion-

ces aplicando m veces se tiene que
Foy = (f-aXt-ca) - - (t-cm)s§ , enfonces
gmd?&): qrad({—c,)+. - . +'qraal£t-cm)+ qr—odé =m
asi qrad€=n se sique que men

G—Oh':‘at‘lltsasc una coleccionde Fohnom\o:» de grado (n-1) que
lorme una base para ¢! espacio de todos los pohnomios de grado me-



nor o 1qual que V-1 . .
Sea ¢, . . -, ¢ tales que Ct= ¢j para L{ ,se deline
Q( = (H-CYt~Ca)e ¢ o (£-Ceoa Xt-Cinn) - o . (£~ Cn) (Al.A»)
(€ ~<Y(Ce-Co). - - (¢ - CGaXCi-Copd) . - (G-Cn)

[= 1.,2,... ,ﬁ
/
P: ¢ obliene altomar el Producto de todos los lodores del numera—
dor exce[:?\o el *ac'\'ar(“t—C(“ sobye el Pr‘oduc’"o de todos los {-o.cTores en
e\ de.nommador Qxcep“to e\ J‘Qc'\'or- (Ctr Q) J Jzn'tonce,s Qi_ s un Po\\Y\O-
mio de qrado (n-1) 4 R (¢)=o Para L oy Ri(C)=L, izt,en
Sea % un Polmovmd de cir‘ac\o menor-c'y \clua\ que (n-1) yseq

€= §“ §<Ct)2l~§<g’;){22— N _§<<n)Qn Y €xo, enfonces CA"‘QA €2 (n1)

de agruz c‘,ue, C(c) =5(G)-8(0)Q,¢¢) - 8¢, (¢))—+ - ~S(Rl) | s
sique que RCG) =1 4 P (()=0 si i>L, en consecuenaa een =9,
s \armaile €(G)=P(C) = - - .= €Ccu) =0 , eslo quiere deair que ¢ Jienen

ralces ystgio, grad € = (n-1) que es una covxTradlcc\c;n ) enfonces ¢=0
eshs ProP\cdades se resumen en el suiuley\"te_

TEOREMA ALL 1 5, ¢ ,C, -+4Cm son n Ija\'ces dislinlas ,sea
L. de.‘mndo por (AL.4) para Lz1,2,- -0, suFo'“Clc‘se gue S sea un (30\\—
nomio real al que §=0 6 grad% & (n-V , ertonces

€ 2B+ - +E(CR, (AL.5)
CuCeyevv,he |, Coac; |, R uon los Po\momnos damTerPo\ac\o°n de la-
grange BL.5) o5 Namada la 40’rmu\a de w\".e{-Pg lacion dLla(immse.

Para el caso que mbresq,r(k) es el Fc\momw m_\erpo\a-

con de .Laqranc;\e para \q -*unc\o'm {()‘) en los ?Z,lvi\os P )‘1) v ,’Xn , en

cons e cuencia
du= 3t Oehil s BhedQodee) - Ooda) €3
kot (A= Xy)e s - ().K-\k-u)(kk-}\m,‘)‘ . (}\K. )m) i

Por de{\n\c;én

A) =)= T A=AD)e (Bl DA NennT) -« - (A-An1) [ (y
FB) =)=, HRh- BTEUR IRV TIR WAL



s el Fo\.mom\o caracleristico Tiene raices Yhué-l)ﬁ\e\_s ,Pe:o el,
' eris\tco ,dlene

polinomto minimo que es un diwvtsor del Polmomto carac \ s
ralces s\mp\es , en este caso como <\ Preceéu\’rg todos \os expo-

newles My =4 y r(X) tiene \a vmizsma Ye_\:rese.w—\_dc\én que lex anTer\ar
Tonsiderese el caso %e‘nera\ , es decr
m ™
wWy=(A-\) ‘()\-)zm"i . e ()\-)\55 * M, 4 ke -« 4= 1M

Sevepres enta ala {uncen vracional YO ( donde <\ c\mdo de Y(2)
Y (X)

es menor que e\ qrado de P (X)) como una suma de tracciones ?awa\es

_!(_)i _ - Ay X2 . . A My ‘ .
YQ) ;[(x—\m)’“* TP WL *'—"xmg] (AL-¢)

donde °<Kj son constanles para §28,2, 000, M s K=L2,.00,9

fara determinar lo: numeradores Anj,se mu\“'\P\lmV\ ambas

:_Oics de(AL.c) por (}—XK)MKE} se denota por YO el Po\mom‘o(—;f_-_%?g:,\“
hionces

- ™M
LPYZt) = °<V\ 4 O(Kz O\-)K)’t‘ - .o kel M ()‘—.XK)MK L+(>‘-)\K) ‘ek())
K

‘(:L'z’...i,s (A'.Lo#)

donde ¢(3) es una -\ruv\cxc;r\ mc.\ona\/vzciu\o.r para PR

enlonces o« = | YA
T 0
K A= N ke

e 2lx0L] == ) =
[YK(x)L_ —.Y(M%&)}nn ¥ Y i)

(hL.8)

w

K=24,2,...,5
.\.qs-“»érmu\o._s (R.L.%) A(’.m_ue.%'\rcm ue ki se expresan ‘en lerminos dg
los valores de Y()) =obre el 23?2;:*\"0 de &,y esos valores son \gua\?s.
G \os valores c_orresFonA‘evxTes de la -\unmc’m 1)) , Por\o tanto -

.,;:'i(x.‘) _t <__.l;___' 'yt AL-]
e e O k) 2 "ee —-T(M)LPKU\X.‘-“XK)\VKQQ) A )

K:lczﬁ "'—‘)s~




Las Jrérmu!a‘b en (AL9) Puéde.n sevr obreviadas como que

- L ‘:i(—l)}(l‘n

Ky G- [T Q) V=), K=4 2,0+, S

y=a.2,- Mg

(M0

cuando 1odos los =Kj han side encorlrados se .Puede c\eTer-mmavr*

r(}) de la Siquienle +brmu|a oblenida de (AL &) d mu\-\\F\\CG\’ ambos
\qdos ?0\’ "PU\) ; €s decir:

S

. L
Y(A) = Z[G(K_L +a(\<2()\")\<>+ R AKMK()~)K>M :]\YK()\)
Kzl
(AL.14)
Enesh ‘\-E)YYY\U\Q la ex Prc&ma’m evitre los ?a\*e'vxfems que mc.:\-
'}lp\\ca a ‘PK()) es,por (R1-10) u&ua( a la 3uma de \os Fr\meros mn*?"'
minos de -JLQ) en la e.xiaans:\dn de Taylor en PoTenc.\as Ade O-\K).

Cuands en (A1.11L) se s‘us'T\'tugen las expresiones de (AL.Q) por
los co&‘-m\entés de yse C.OW'\\')mar\ fodos los termimos c“ue coville —
nen uno y elmismo valor de¢ la -lu.nc‘én .[.()) _t'> por una de sus dert=
vadas | se repres.en"}‘q a ]l()\) en la -l—orma .

3, , - (ML)
r()= KZL B(mmune,<xk)fe,<z(x>+- cex b O %Kmkm}

(AL.12)
Aonde@kj(x)son polinomios en X de qrade wnener que, m pard Kalgzeee, M
. ]
J=42,...,5 . Esos polinomios se ddlerminan cuando es dade P(1) que
no de‘:;enda de{-()) ; 2|l nlrmero de esos Po‘mo-m\os' es \30@\ a m gue
es el grﬁdo del Po\mowno minimo . las )runmones'@\‘j(.)s) Veprese.n'tom e\ poh-
nomio m'\'e,rPo\aoén de -\.a.gm»;\cle -Si\\Wester para la Junaen cu;\&os valores

sobre el espectro de A somn \quales a cero excep*o para f‘“ﬂl)()‘):.\..

Ndemés Hodos los ?o\mom\os @y ; (X) =on linealmiente ndepen-
dientes Porque)suycjnéjasz que

X2l =)

de las m condciones supongase que \’(LL)(}\K) = Cw (ﬂlfb)

Se Slﬂb\e %uz



S m

= b

=\

¢ w§ l?\q =0

2\

t~

por \o"(an)fo por (AL CKS:O

De (AL12)se deduce lo ._[Q_Lm_uh %:undamgvﬁa\ para },(9)_
" ' (m L) _
4(9)22!,}(}‘()2\0.*‘ 5 ()R)ZK?.*_” .+¥ ()‘K)ZKMK] (‘H‘\“H')

dOth ka,{‘ = (OKJ(Q> S:Ll2,.-./mk 3 K=1,2,...,5 (G'lﬁ))

-LC'$ YY)GT"ICCS 'ZKS éon délermmnadas cuando es dada A Y
no ngQnde de la elecaidn de $(X), y son lamadas las malhices com-

ponenles de B, tambien son linealmente wde Fe—“dlCY‘TQ ) porque supo,
dase que

S

m K \
§ ijz |‘J. :.O
K=t

d=)
M

para L) :i ), Cs0,; O

.
= (S
- -’ |

x

por (AL.15) A(A) =0

pero el qrado de X()) es menor que m (grado &e\ Po\momyo'm'\mmo‘j
Se stﬁue_ qfue

A\ =o

For airo lado \as m lunciones @i (N) son lineal menle mAa‘:athe‘Afts
dea_qu.,' q‘ue_ CKJ’ -0 J=L2, o0, My

. .De_ \a \WdaPcn o\c.nCla.\\ne.a\ dQ Z wj De s\que q_ue n\ntj&nq
de esas mafnces puede sercero . Cuands la matriz R es dada y <erve-
quiere encovitrar sus c::m9omnt=3 , hdgqase ‘l‘()") = -L_ donde X esun
paramclro yse obliene F

'HQ): ()I"H)ﬂ para {-(M.:Y(Pr) donde Y‘(P)Qsel Fo\mg

p K=1,2,...,°>




.mio mTerFo‘m:lc'm de logronge- Silvesler . Dg‘ hecho de que ‘f-(P)j Y‘(jJ)COn‘lC.ldz”l .
sobre el a:si:ec'\ro de A, se <\que que ()"P) Y(p) = ()\~p){-()_4) =1 cona-
den =obre <y esPecT\'o ,de qqui Ses1que que (LE-n) ((g): (ZE-R)(A=T
y por lo anferior se obliene

ey S -Zu p M et Lo, 116
AI-A)"s Y0 *KZ;[)-)K G +(x-lk)m“ ’.G\ )

donde C(\) es la malwz adjurila vedueida de (VE-R).
Las mdirices (3-1)1Z «; son los numexadoves d e lastracaio-

hes parciales en la descomPosm;c;n (AL16d por qna\og‘\q con (ALO
son expresades por los valores de @ ()\) sobre el QSPQC-\-\,O de R por
"é"m‘)lﬂs s\h'n\a.res a(AkB), es deary.

: ~ 1 2O ‘
K K =)y

eh'\'onces Se T\ene cx})c_

Z. K L ) (e §) 1,200, My |
RS G- V(M= (1O Nay, C KELZ.s (AI‘H)
N

Cuando se rz.«:mp\amn en (AL14) las csm Ponc’.nﬁs de la malvia
A porsus expresiones dadas en (ALI¥), se re{;re.se.rﬂ'a la -lérmuh -lundam(n-

ol o £ 9) o .
L ¢ ( k* |

2=

' . ul
Tn COhC\UQlO‘Y\ ; Pofencms mayovre.s de una mq'\wz A Pmdzn

sercomFd‘qdds Fov+ér;ﬂuhg (AL14.) ‘namendo f-()‘): P



A2 .Depmuc'm,qzd,: Una malnz Folmommo o A-malrz es yna malriz rec:

‘langubr A0 cuyos elementos son polimornios en X, es dear

A= BawOol = lafo s diatee v arll 707

K=1,%,--9N
Supsngase que RO Yenga ranqor , es dear la malriz Yiens menores deordent
ne 1d enficamente \@ua\ acero ., Dewvolese por :DJ-(.X) el mdxino cambin dwisor
de todos los mevores de orden i en A para J=h2 ey, enlonces
en las seres .

Dr(>‘>)D,._L(>‘);' Y D\(/\) ,DOQX)EL

€ada ?o\movmo es dwvisible por e\ que \e precede .

E‘SZGV\
(0yz 0L ey = D L y=2O) (a2
D, T b WY

.De_lr\mcco'n A2.2:1os Fo\momws LY, GO0, o0 L) "(4‘“"
dos {Jor (e.L) son lamados Polmomuos mvariantes de la ma‘h—.a"rec_ﬂngu\a\'n()\)

la mdlria Po\mom\o \'ec‘romsu\ar AN es siempre equwa -
lenle a una matriz diagonal canonica

L o0-. .0 O-

0

O LR SR o ©0...0

o O

0
0
Kel

—

donde v o= el rango de R(X) y LL()) y LGy, - - L) son los pelino-
™M10s wnvarianles de‘-m‘.dos por (Az.1)

S los polinomios mvariantes won descompuestos en lac-
fores irreducibles sobre el campo dado F, es decrr

Loo= o)) [em)®. . -[‘é“ﬂcs

Loy =l leo]s - ool KELEe sy A22)



donde ©,00, - -, 0. ()) =on {-chot’es wrreducibles sobre F

: S)_ZL!f‘"‘C“;n Aé‘j '.*odut-, las Po"enc_ms evilre B?,(kﬂc',. .. ,[tes(_x)]‘s

en (A2.2) hasla donde sean disfintes de L , Son Hamados los Awisores elemen-

talee de la wmalriz ARG enel. campo F.

St R es una ndlriz de orden n enlonces su mdalrtz carac-
+er:5’ﬁ°.q es una A-mafnz de rangon . Sus Po\mom\os Wvarianies =on
l\amado; pohnomios wvarionles de la malnz A 4 los corres pondierites diw
Sores daw“éhﬁles con Nlamados los dwnisores elementales de la malrz A.

SuPo‘ﬁgase ue e campo F conliene no solamarte elemen—
{os de B, smodambidn vjorcs caraclerislicos de la wmdinz , evlonees los

dwisores elamavftoles de R +|¢_V1zn la —‘-orlma
=Y, O™, e (A23)

PRt oap=n,
|

Qons‘dé-'{'ﬂse uno de esos divisores e.le\vno.v\'\a\es

. 1 . .
§ asoclese con \a s\clu\evde_ walrre de orden P

)‘o L o.. .O-\
O ke O-- -0
° ®) )
= AE T+ W (Az4)
o o O 1
LO o O - ‘1‘5 ‘.

' ? -
és’iq malrie \'(ene. como unio annsor elemedtal.a (h=2o) - Lamatz
delmida i:or(AM) es llamada a\b\oquz de Jordon Corresfond;en"e. a
e\ dwisor eleviental (_‘A—lo)‘P .

los Hoquesdz Jordan corre:,\;onohzn‘\'es a los dwisores cle-
menloles enfAz3) =on denclados por h

3.8, - -, X
EL conjuv\'\o de b\oguzs de Jordan 3,4+ - ) AN )rormcm la

ma’rrlz Ca5|_chagov\a\
T=43,%,. .., 5t



esta watriz J pucde ser escrila en \q-‘-orma

NER DY PR W AP TEND Wi SRFSRCIN

- @ (P
donde T = 1 ) > Ho= y K=L,2,---,u

\ * . L
Mo que las walrices D y J Renen las migmos dwisores elemenia-

} :
\es, ellas 0N $\n\l\GTQS ) ¢S dec\r,_exlsT& una v%a'\—ﬂ’i no smau\m— ) “C\\C%‘Je-
R=TJ7°?

da matriz J es “aquq _\Q ~\-orma de Jordan de B yYyes

C‘aracl?rlaaéq por sevr casx-ci;acionql Y por Buw estrudlura esFecta\\ (A2.4) de
los b(oques Jraﬂonq\es

El -squtevﬁe S\s"'em;x esunziemplo que describela matnz de
lordan para los dwisores elementales (X P, (- )u,)a , O - \5),0\- )‘4)1

— -

Miloeo o0 0o
\

b o e o —'--‘ _—-———

0O O0,,, v O10 O O
|

!
© c'o 0 )\zio o o
0O 0 01 O Ao b
[} .
L,___‘..-——--"
O 00 00 oirt
O |

OOOOO}QL}

= +odos los divisores elemu\mm c\c una Walra ‘50M de pri-
mey %rac\o , la matria de dordan es u

na W\CL_\»‘F\E'. d\o‘ﬂov\ai 3 en Q‘STZ Gz o
=e )rlQV\e. |
Q’: T‘{),, }\‘L) | )\n>T~L

!
‘QS‘/ una mdlna flse dice gque es de esfructura ‘3‘“’\?\6-)5\

Y so\c =3 ,*‘oo‘os lo:. c‘wmorc-: e,le.manlla'(es =0 &e aner c&ro«&o .

Para un ealudio complito sobre divisares elementales consu\r&\r“Thaorj ol Hatrix ! Gavtmacher
Vol 1 ?635\3?—;’!58‘ '



CONCLUSIOUES
Hislaricamenle PERROM (1907) enconlrd Propxedades
hofables de los valores caraclerishicas y vectores caracte visTicos pa-
ra las malrices PoscTwos, mas Tarde FRoBEWMIUS (1912) qeneralizd el
TEQREMA DE PERROV al invesTigar las ?ropledodes esPec’(m"es de las
malrices no negalivas irredvaibles y constderar a ias mdlrices posi-
Tivas como un caso especial Jde las sequndas, Senem(mcn’fz a
? ambos leoremas se les conoce como uno solo denominado eI:
TEOREMA DE PERROVM -FROBEMIUS . Res FQJO o las demoslraciones da
dicho Teorema exFues"os en este Trabajo se basan enlas demos:'\roc\o-
nes dadas por SAMUEL KARLIM GANTMACHER , ademas de éslas,

] = ™
existen olras Pruebos similares dadas por WIELANMDT (1a5¢ y DE-
‘OS mq"f\'lces no nesq'\was re —

BREU-HERSTEIM (1953) que Jun'fo con t
stae Ulimas co-

ducibles y las malrices Pr\mﬂ\vos e \mP\—\m\T\vas e ’
mo un caso especml de las malrices irreduaibles -}ormcm la base de

lcs aphc.c:monefp _\J"odos los desarrollos expue?d'os en é.%TQ—"rqu\JO-
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