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IUTRODUC. e IOU 

'El pro pbs,to de. éste. iYobo..10 es proporc.1onqr un e.s\vd.to 'r'"e\q_ 

twoaL:..ieor~a de las maine.e"" pos1livo~ 'j ~,one.gatwa<:, d(l orden Y'\){"l ':1 a\-

9u_na d<l.. sus ap\1ca.c.tonr¿s, escer\c,a\r11e.Y\"1<t ~n \os l'Yloo\e\os 1-<aor11"1~(- 'j 

en las cadenas el~ Uat'\<ov . 
i 

Se m,c.1a dtc.ho 1ro baJO q_,,-¡ I.JY\ prm,~.r ca p\iulo coV"\ un ~.s1iid10 

de \as ma\r-1c.es pos,twas I a pat"t, r d <Z. los rod1 os e.s pee\ ra\es ha'='i~ 

l\cz:\ar a\ feorem~ fun_da mo.n"tal para. la.~ mQtr1ces pos,t'",ªS> f.amb\-•1·'-1-

c.onoc.,do c.omo ef TE.CR"E \V\6. S) E ~EJ?C201\J que es a f:\1 cado e.n \as , '-:"· 

ma1r 1c.c2.s no Y"lega \\\JO':. 'tua- da:vi como Yesu\tado Y'lue:.\'os. teo~~mai ~µet 

~1enevt ~u a~1cac,ori «:.Y\ \o.s. mode \os. c2c.011ómtco~. . 

las ap\1 cac.,one~ (2.Y'l el mode:\o de w,~umo produc:..1"o son 

rnoc:i-2\os -s.,mp\es. d<? camb,o pora UY'\a e.conom~a J a pariH' de e\105 

se de11vu2Vl lo':::. mode. \os. Leontuz..~ cerra dos -~ h'\ode. los l.~ontiet 

ab1a:r-to5, ~V\ IQ cua\ el probl(¿mo. a se.r- t"é-sue\to a\ iratar c.ot-·, 

ia\cz~ ac:.uactonecs. .es. d12terYY1\\-')C::u- las. cov1d1c.1one.s ~l..'<Z as.e.q_u.'V"eV\ 

uV"la.. ~oh.Jc\on po.ri:x. dtc\,,os modelos.. 

Ei °SIZ_~undo cap; tül o ~s\d ded\co.do o. \as vno.ir\C:.e."":,. V'IO 

negat\'ilQ~ 1rre.duc,b\e.s c.¡.ue 50n de.\,w11da.s o Frl\Y' dcz. una. motY-12 

pt2r-muÍo.c,Ón. /Jc.rucQ de la' \Y.''(edoc.1kil1dad deia.\e.s W\o.ir,c.e.s \o. P12.0PO· 

s1c.101\J 2, • .L '2"$ HYlporfa~·Je pa~a.. los S.lljV.\12:n1es desat"rO \\os 1-ºe C.c\ll-

c\u~e\) C:.OY'! e\ ieo~ema \u.Y\clo..VY\enta\ para mo.,r.\c..es 1rrcz.duc.lb\es "'º 
negat\la~ 1"amb,~n l\oYY\ado e\ "TE.oR.1:H-11.:) t>é. "rQ.OBo'=:\.J\U~ ~ -sus res..:· 

?e.e.ti VCl$ c...oro \a r1os 1odos , VY'\ pr¡r-tt).r1 tes en \o~ d~~a.rro \\~ Pº~"':\·<?. -

Y\Ot"CS, 

1:-.\ Terc.~y cap\tu\o tt-a.t"' -sobr-e \as mo.h"1ce.s \'\OY'.l,egatwas·. rc
duc.,b\es, pnm\t'Vas Q. 'Ynft"\m\\\\JO.S ¡ se da.sTu~a. e.n ~~t<Z cap~fr".1lo 
la f,rm.a norYYla\ paro \as. mci\r1ce5 redu<:.Able.':':> 'j ~o.c~~nd.o uso de 
IZ.\\a se d<Z.h'lllesrra ~lAe ª' \Jalor c.a.ra.c.t~t"l1S.\lCO d.e. cada. Y'Y'"la.tr1'2. r.z.

duqble la c.0
1
r-re'".ip0\1d.e. UY\ vecior ~a.ro.ct<t.,-{s \\c:.o fº"=>;t1vo_ · ~n ~a.11_ 

to O. la. S n-ia "tnc.~ S f'rl VY11\\\/Q5 a'. ,mrnm,tva 5 'es~a'=> se ct.zt\nQ'.n O roriir-d.2. 

losvo\ot'"es ca,-ac\er-~st,c.os, es pec,o\n"\e.nte ~ a. YY'tC\ne.ra. d,:2 U.V\"1e.o .... 

t"c2ma las Wla.tr-1ce-:. phrnt~vas ~J-amb,é"' ~e demtl.~stra.Y\ hoi!1'<l..-ncto· 



.uso.del teot'"e.ma. de Fe.rron ':j de \o.~v-mu\o. de 111terpolo.c.tÓn de:.la3rnYl-: 

.9e- S1\ve<;,\,z1-; d,c.ho 1-ormu\a paro. Y\O ~u1iar c..oh11Y1u\dad a\ fe\·Y)Q es 

ju'S\·1i1cada. e2n el ápe.nd1ce A.L . 

El CW)rio c:apitulo es1~ de.d,c.ndo a \a.s ap\1c..oc.10Y\.z.sde 

las matr\C.<l'.S \ rre duc.1 lo\e =- ~ '<"'2 duc,.h\e~ e.V\ \o~ c.ode..Y'\OS de. Uar

kov1 e.Y\ \o. c..W1\ \a maTr12. eslocJs.\lc.a es uno.. ,tar-YY'la. e-spe.c.\o.\ 

da: Ln~a. ma. ti-12. no nQ.~o..\\'JQ poi- lo tan fo "todos \os. c.oncep·10.s ~ 
propo-s,c.tones de.l '::>egµ.V'ldo ~ --\ercer ca.p'i\ülos -::::,0\'1 apl"cab\.es .. 
l=n ~ste l'.1"' IS.VVI o cap: tu.h, '1:.'S n ec.e.sarlo ha.c<2.Y- u.so d 12: \o-s. ch\Jt~or.¿s. 

~\<lm12"'ta\~s «zn lo. s YY>at-1 e.es cz st ocds.tco.s , el 1c:. hos d\ v1.so'('es <ce \<t..Y>"tt.?..n

-tC\ \e<;, .:30n pcs.t121-tO~'«\e\o'\-le juc:.t-tic.ci..do.s eY\ e\ ópend\c.~ A,2 .. LQ. 
apl1c:ac16V\ de. \os chvtsar~s 'Sc2.. e1ecluo. eV1 \n ex,s\enc.\Q de \o. mo

+r-1~ de. pro6'_ bd\da.d~s de.. +rQ.YlS. l C.IÓYI f IV\0 \ 1 k,as1 CQ fó. rct \as code.
r\0.S. d<2. Ua.r-'l<ov • Scz o\e~1Y11&1'\ c.u.a-ndc UY"IQ. cacle no.. de. IUar kov- e.s 

Y<Z.~ulor Cji-oio/~'Y'tc2."'lt2. \'<!.'3c.>.lar) \\'"reduc.1ble , r-czduc.rb\rz.., o.cíd1l:a. 6,c.._,' ... 
die.o..) \\/)'\por-ta11l-e.s para. \a demos lro.c.lÓY\ ele los tc2:crema.s crq,') -
d1c..o ':1 Ca.,~, - Ei-'3.od1co en la.s c.ade.v10 .. s de J-{a.l"'\<o\L. ?o-steno;,-n'l'S!)· 

~~ "'5'2. hac.~ u.s:.o de2: los tYld\c::e.s_ d~ \rnpr1rníl\"rde1.d de. u\"'\a ma.irt'2.. 

rara \a d.emosfro.c1ov¡ de. la \'"ne.cha.. de. ptobob, \,do.d c\e iYOilSl-

0 dY\ ti Y\ól j \~ n-H¿d10, de. \os proba.bt \ \do.des o bso lu1a.s q.u Q.. '?a..e. 

re su.me. ~"I e. "' u Y'I t-12.0 r ~ 1'Y) ~ * 

Se c::ondu'je. ~'5 te. +ro ba_so COYl \os 1reY¡cll<.~~ . A 1. -~ A~ 

~U<2 "3.Q\'\ Vlece.:5G.r1os par4 <2\Jlta Y" 'lu\ta:r C.ovi'hncu d~d, C\ los CQf\ tu

\os. , 



_i L6S M~TR \C.ES POSIT\\/~S ':1 ~O J..J:E.G~T\\J~~ 

Def,n,c.1on 1.1.. : S(Z.o -A:::: \lO.i:J\\ una rnatn2- c.uodroda .s,io-

dos sus ele.me.nios ºU <::ion no ne.9at\"os '$e d.r2no"ta. c.o\""l'lo A~O, si 

Qij ~ 0 ~ ol~un Oij .>O se de~otord· ti> O ~ SI +oda Q ij >O -=,e de

nota A '>>O ':í se. denom,na.:rÓY1 e.stnc1amenrcz F::.,1wac¿, · 
J)s: A'>">B '51 R-B >>O , entoY'lc<25 se t,ene '4ue una mg. 

-\-ni! como uno. +roV\Sfotvnac.,ÓY\ -fam61é1-1 prt:. ~er V"l::l. e.\ or-de\l\ ?:x:r·c.,o\ 

d \ ,, " 
e.,1n1do por >> • 

.Det1"' 1c. 1o'n 1.2 : Un vttcior- x ~e rd \ \amado posíl\\lo s,"to_ 

da~ SUS compoY'\~V'\tes ~OV'I po~li\\/QS ~ Y\0 V'\e.<:~f~.fwo ~\ todas 'SUS 

c:::.orn ponen \cz.~ 'So\11 YHI 'r"\t:~c,. t,va 5, e.n ton ces , ~, x es f>OS.\\\\10 se. 

denotara X>O 'j x~o ene\ s.~gundo C.0.''elO. 

la ,e.lac.loV) X ~'j ~~ e~u,vo.léni<l a d1Z.c.1r'fue. X'-~~o 

".j x>,g S\ K-5j'>o 

.beJ,vHCIOY) L¿: Un 12.~<:.o.\o.t" Á es U\'\ valor c.o.rac..\e.r\':,t,

_c.o de .fl'S1, ~ro. al'3ú'r"I "~ctor x-:!:o, ~e.ti~n<Z. '4u...e. :XA-:. >,.X don

de2 e\ \/<Z.c..tor x es. llamado el v~aor c:.arac\er\st\c:o d~ A corres 

pon el, cz. V\ te. a\ 'l al o"' e.o r-a.c T~rlsi,eo ~ . · -

·se.Q ~ ::.{). \xA ~A~ po.ra. a\~uno X'?:-0} 

S,endo homo~~n12.a \a. ,e.\ac..,on xA-~ \x ~e rue2.de 

~uroner 'SlY'I f~rdldo.. de 9iene.ra \,dad ~u~ e\ 'tec1or no ne.'jo.two 

· ~ e.erres pon d,~ntiz ~\ VCA\or). ~s\a norYY'\o\1"Lado die+o.\ ~an~l"ó. ~u.e 
r\ 

lx ti = [ :( =- 1 
t:1. 

~ s cza. \a no rrna. de. \"' ma1Tll. fi de~1t\1cb. como 

111\ \\ = !, a,J 
!)-:.l. 



PQOPOSICIOtJLl ·- Sea. R ~o j 

A= {). \x.A-2: }x' ><~o] I eY1ionce~ Ao-= vnó.x.). C..O\'"\ Ae:i\ 

.!)emos\rac,on 

51 A>< ~ fi.x ~.e. i\f nrz ~ue. 

IX\\\xll ~ \\x\\l\A\\ 6 o~ A~ I\A\I 
es1o demu<.;\ro,. ~UC2. /l ~$ un C.OV''.~UV\\O a.coto.do '\ue .e~ V\O Vac,o ~\ 

A e'=> pos\\\\/0. • 'Por o"\ro lodo csu~Y\~a~e; 9iue. A0 -: "$Uf). , \~ b I sea 

1 ~C} ~Y'la ~u.c.12-s\~t'\ de. ).·~ c;¡.ue perttZ.V'l~~n o. ~ ) 1\J.e C.OY\Ve,r'l~"' o. ). 0 

r\:imbH?Y) "::>~Q ix l. f e\ COY\jUY\io ele. 'i~ctorrz5 a.~OC.10.ctOS de. -ta.\ 'tY\aY\~rQ 

A¡_ ic: = xl A i. ::..1.,2, .... 

~a. 1ue.. \\x~tl-::. l s.e fut.d.e. e (<2.q1r 'u Y'IO.. "SU bsuC.G!S\¿r'\ de. la. s :XL' sea 

t,x'j f 1ut. con\'e.r~~ o. Xº UY'\ v2.élor no n~~ólwo ~ no inv ,a\ . '::lo. ~IA(, 

}o Xº :0 Xº~ J SlZ. 'S,\~~H!. ~u.et Ao ~ A¡ lo ~u.rz 45.\~t"l\f\C.O. '3¡ue. e\ ~r'l"<l_ 
' 1 b 1 1 rno es ·.am \t.Vl UV\ YY'\ax1mo • 

'TfOR'E\.-\t1..l,-tPER~O\J)5\P.e=,'n.err,nt1aY\O. ':\ A>'>O ~ S\ \o 
es e\ sv.pre.mo O<l. ~, ení"OY\ces (o.) ex,"Ste. X.0 >0 ¿-a\ ~ue. 

x0 A =- ). 0 xº j (b) s·, \-:t.. }0 es c.uo.l~u,t.·.,... o\ro "ª'º\- caro.e.te r1~t,co 

de A .-se2 "5\QU~ Q.u.e \)J¿ }0 • (C) ~º es\.O'\ 'io.\oy c:o.roc.te.rt's •. 
J 1 J \ d' 

~,e.o de .mu.\.\.q)\1c,do.d ~eom¡¿, trie.a. ~ mu~hp\1 c., o\o.d O ~<:c. bro.,c..a.. ~ 
\Ja\or !: 

· .!)emes 'rroc1 óY'I 
a) Set.a xº~o 1Xº::;o ta\1u.e. x0 íl~)oxº, ~~~\H. ~'>':>O 

s~ f1 ~ r'\e 1\J.Q:. x A > o t'°ra x ~O 1 ~ l' p~n~a-=,e. ~\.A(¿ R~ ~ X~ > O d~ 

a~ut ~u.e xº A-::. ~º >O :1 Y'\ue.vamen1~ ~0 fi ~ ).º '1° 1 'SU poY\~a ~e iu. 2 

'3°fi > fo '3°, pero "5\ ésto suc.ede. -=,.e. pu.e.d.~ encov"I tr-a'r" ü.V'IO t >~_ta\ qu. ~ . 

j 0 A ~ ( ).0 t é.) '3° per-o a\ ac.epio.r ~ue >-o-:. -sup)... , \. ~ ~ se es rJ -

corJraclic1¡¿:nd o e\ -s15Y)\ f I caclo d ~ ). 0 1 12."'\on ~ s x O R = ''t, ~ 0 



-) n12.cesor1ame .... rtt Xº>o 

b) ~ea l ~ Ao U.Y\ VQ.\or carocier~~t,co de -A ~ -seo. ~ -:sUC9\'"re.s .. 

~V\cile.W\1t. \J~c.tor co. rae tri~tic.o \'\o tnv ,al ta\ C\llC. ~ R = A~ , <;,ea \~I el 

el Vczc:ior- CU':\a';, CO~fOVU!r\1es ~on(\~~ \) , [ntoV\ces, de. \a pos\ I\\JtCfoc.( 

d.e fi -:>e. t1tn<2. ~u.~ 1~\A? \).\\1\ ?el.Yo l~\ A-::>o ~ ?º\"" (a.) se T,eY\~ 
~u~ \~\A ':. Ao \~\ \~ c:ua.\ ,rnpl1co. ~U12. '>-o \ i\ ~ \ ).\ \ ~ \ de ~s r O~¡_ 

·hmo 5e ticzY\~ ~U(l. \o~ \A\ r~"'º ). ~ \o de o.qu{ que \).\t..}º. 

e) 5'20. S uY'\o.. 1raY13,t,rmo.cloY"\ \i Vleal ta\ 9ue S: E~ Ewi 

'=>e de~Me Q \ 'r<'~Y" .da. S como ?1(5): i x e- 'E.,, \$~::o 'r ~\ cv.o.\ ~s uY\ 

-su.bes.pa.<:10 de -'En 1 -s,m,\arm~V\+e. ~~ d~{,Y\e. ah·oY\~o e!~ S como 

R(S):.~Sx \XE:C.V\ r ) ade.mb.s 'S~ so.be 1-ue 

d,m J"1(5) + d,m R<s) = n 
Sea l(E"') c2\ c.oV\jUY\-\o dca {odas la~ 1roY"IS~rMoc,ones \11"\ea.-

l~s de 1:.r\QY\ 1:."' l;i sc2a. s UY\O. "tta"ns.\ormo.c.1dn s\f\~u.b\'" d(. L (c.n) j con

s,dév-e:5oe.. a \os subesP3-C.\OS Jl(S), :)1_(«:?·) J • • • 

Como 11.('5) =\X\ Si( =.o} ~"'toV\ce.~ '=>~ 'tiene. ~ue 

-91(s1)-::.i>< \ '=>'>< -:. s(Sx) ~~(o)-:. o} dt2. ~ut ,_ conc.h.l\~e ½\-u e 

Jl(S) c. 'J1(St)( )1 (~3)(.. . j ?taro ?Or- o\ro \o.do., ~u.bes paclo5 ?Y"O-
. · - J , - ron.e.es <?xl~t~ 

p\~S i,en~V\ c.o..do.. "lez cMM<!.\l\<::.\OV'l.e.S mas pe~llenos, e.V\1 1 

\< e; Z K ~ n oo. ra. \o c.uo. \ . 
' 1 ) ( '11.~'-) . 'Yl ( 5) ~ 11 ((:?·) i J1 (S3) ~ . . . ~ 71_ (SI< ::;, J1. S' :::. •.• 

d 'Y'>,\ .l \)tc..)-n r~\ac.,-onaYlc.lo e.<;,.to v\hmoc.on 
pero COV"Y\O IY'Y\ ,~,5,-+ QIYYI ...-.;: ~ - 1 

lo ª°"'1er10~ se. \1eV\e ~u.e 
R(s)::>R(s1 )::,R(s3):,· • • :)R(:,'<)::. R(s~"I') = ·· 4 

:t q: -;t:. ~ 

5~a {A-).t) uno. tl'"ans\orrv10.c.\ÓY\ "5\~qu..\or Jctw"da.c.or.,o 

N¡-:. ~ x \ ~ (A-). 1) r= o 'j · \\I\; = ';l =. ~ (A-Xt)r\~ ar'o~rar10} 

op\1caV\do ~odo \o an1e.r• or se 11eV\e ~ue. 

Nº e N' e: N' e . . . e N K -::. N 1<•1- ••• 
>..:t ).:t, }.i: ~). ). -



·Fro. a\~uYlo. -McÍ\l'\'? P, 'j ).. e-~ • 

1: \ en\~l"O ~ as'\ det<1.rm1\'\odo e'S> \\amoclo e\ Ín.d\c.e. o\e A, \o 

dune.n~,rir\ d~ N~ (lS \\Clmo..da. la. mu\~, ~\1cu:la.d. ~eoW\~ \nea de. \ ~ \o. 
ó\YY'l<?.V\'i.\O\\ J~ N Í <?'s \lamaJ..o \°' mul4, phc.\dacl o.\ ~e 'oro.ice.. de. )i.. 

0 · Nº l,, Ni e r K N '<+-• 
re.ro ~, ). <i "'l. l: ). i:- • • • ~ N>. :: ) -=- • • • 

et'ltor'\ce.s W\~ ;> t'r'\'). ~ M~ ~ · · · ~ M;-=. tv\: .. , .:: ... · pa.ro. o\~uYIQ ~e7l 

'j s, ~'ls h<?rM1"tana C2V\tonc:e.s la mu\\,'f\,c\clo'°" a\~ebro.tca. ~s ,qua.\~ \a.. 
W\u\~,phc.tdo.d ~eovn¡ r;,co. ':i c.uo.V1do J.s\o ~uc.eclo.. po:ro., '1<~1 se. d\Cll 

que.\ os d \\/1 <:.oY '1.s e\ e.W\ tZY\fules ~01-1 s, w, \' /12 ~ • 
Su~ticp-s.<2; '1ue e\ coV\~uY\\o clq, 'iec.ToYe.s ca.ro~e..,.:-sft"c.01 

CO\i\ va.\or ca.ro.ckYLSÍ'ico '>.. 0 e.s a\ mQ.~os de.. dos dP'Y1~:r'\~\oV'\ e~. ':\O.. ~u2. 

Aes UY\O.. rrio.'tn'2. Y~\ ex\sfe UV'l....,~cior- c:a.racte2:y(c;t\c-o 'eº ~t.At e.s. re.al ~ 
adem!s \1ru:.ah·,1t.·,'1e. \V\d'-pt-nd,eY\te.. ~e.xº \jª que. X:º>o º ta'<ts1e.uVlo.. 

<oVY\bnac\oV\ \, Y\ eol üi -:. t x.º t- ~º don.d1t. t =. m ;l'\ (-~½.:) COV\ üi ~o 

p<2:.YO "'º ÜJ ':>O '~q ~Ut ro A >o 'j \oüi ~o ~ ~ Sl~U(Z. 'tl.U. w A> ).ow 

'j \'\o \d.é'V\iltO.YYlt\l\te e.ero I eV\to~c~s ~.flo ú.H,mo co"r'\+Yoc.hce \o dc-

dQ.t1Y'ltcl~1,,1 ele )..o ':j C..OW'IO \a mu.H,p\Loclo.d ~e.om~l~1c.o. e.S\Cj'-'O..\o\ 

·- V\U.TY\ er-o de vccl on.s e.a. ro.e te t Í ~ \, c.o.s 1 1 t1 eo.\ m e""t~ , ""d~ pe'V\.cl, t'V\ tu Je.. 1 o 

O.V\tertor 'j ele ~c.:í'o ~llím o -se. CS\'jl..Lt. ~u.L so\amutte. e2-x,ct"e.. UY\ \Je.cJor 

C.Orr~f0~1evde a_ \ 0 i ~\.U. es ~º dL ª'1w.' ~ut.. \a. mu.H, p\, C\~od. 

qto~u..lrt~o.. de.. '). 0 e'=- l. · 
fo r ó\Y'O \o. el o sv. f~Y\ ~ O 'So .e ~ue. j ( A -).º l) :: ~ ':i ~u t. í(A~ )o1):::o 

\X>r \a \'t"\~(YO. parte de. ~\e CAr~uYY\el'\ fo 1 2 es Ü.V\ vnÚ.\~\f\o c1~ '>< 6 J '-S 

d.ecn· ~ ~a,¿0 c.c:>Yla~o 

Ap\1cafülo e.\ 1V\c,~o La.) e:x,stq, V.Y\\/ecto.,. c.oro.cleYi's-
4,co ~o">it,v o r~ poro.. \o. mo..1,12 ~".! \rt'€ta YYIQ\'\fe r>°s,n\/~ R' 1 doY\d.~ fº 
C.Orre.sFn'\J.e. a\ m\S.WIO va.lo.,.- C.O.Yac.\~r\sl\c~ )..0 ,-\o\ C\u~ 

(ax~ r·)-::. (~(4'.l->.oI)Jfº)-= (~ 1 (A1
- }o!)f0 )~0 

~a qut- G<º,fº) >o debe. teY1erse. '1-u.t a.::o , eY1\oV1c.~s s, 5f(~-}o1.)1::o 

"'f.C e"=>o r1otv1~V'\ \e ~ ( A - \ 01) :: o '1 a si' -se +1 a.V\ e. 9-ue.. N 1. -:... N2. . 
1-o )..o 



~· . tsio S\~nif1ca. ~ue. \a vnu.\t,p\,c,dacl a\~ebro,co. d~ \a e~\1ua.l 
O. "!>U mu.\½,f\1c1da. ~c2om',tr1c.a. - . 

G!\n k.sto '5.12 c.onc.\u.';ie. \a. d~vnosiro.clOYl . 
~ar e.~tud,,o.l"" COV\ Y'Y\O.l;iOY- c!~-\a.\\~ \<1 e,c¡,-\rt.tc.tu. Ya de. \a ua,..,-

~da.cl ¡>rop,o. ª~D""ªc\a. C\ ).0 ":.e ,Y'\ttod..Uce unQ. operactÓV\ '?ro'jCC.C.\óV\ 
pro)'~c.c:o~, qut pro"1e.c.1o. v~c\oYes ~Vl ~I e.'ipaclo hne.o.\ al~ 'lec.tores 

e.a. ra.c\u,s.tc.o.s a oc.iodos Q.. \o 
. 'Pat esre. ?ropós,ro ~~ x: e\ v_e.clor car~é\t.r,st~nta\ 9i-ut. 

~ºA~ \o'xº y e\ ec.'Tor caract~s t; e.o fo:> o dol'\d(l A-rº: lo ~D 'notmo.-

h a.o.ncJ.o:.e ambo e."' la +oY-ma 2: ><tti :..l • 
PR PO~IQ\OU 1.2.. seQ. ~-::. \\ X3 f ~·\\ \a. Ma1 rrl: C.OYl \o.~-s~u.,-

tl'n"T~s prop,e.do.J~ t) _?aro. _cu.a.les~lA\e.ro. \/~¿\ores x ~ 1 s.e. t,~\"\I! ~U(. 

X p -::. <.x, fº )x'º ) Pf. : (r I xº) Fº . U.) P2:. p > 0Llt) fi P=- PA ::- ) 0 p • 

. . xº c..• • ""r, 
.J. l. o 

• "lol')TL -

• ¿' - • • • • 

ºt.º • ,o 
1 Jn '><1. T" . . 

"' r ,1 1º o~ +º)- ')\.,¡ 'º( o o· o ··) ,,-i'o)-L. "' r¿ ; • • • j Xn t....X~ i - .L/'i.1, ){, '~ J X3 J • •• I ,c., : ~><,r ¡Xº 
1:L 

Q~\~Q\"t'\Qr•J<? Se . \~V'I.CZ 9t~i!. 
Joto "º fº 
" 1 T1 "t 1 • • 

. • rº )(.,. 1 t, .. 
• r• 

Xi t2, • • r ,(~~ t1. 

• . 
. x:f~ f)I 

" - lh><°i r~ -:: (f,xº)F' 
l: 1 :. 

_-; 



JO p\: P P = \\xj f7 II I\ :( r: \\ =- r, )<.J f-i >( f-: = X¡ ([ f x: )_r: = x:·f~ -= P 

ti.t) AP=- -R(x0,\-º)= (Axº,fº) = ('>-º tº,fº) - }.ºt"x'\fº)-=- ).ºP 

P '1 :_ (x•, fº) A :: (xº I A tº) : O<•, ). 0 tº) ~ )o (xº, fº) ~ ">-o p 

; Por-o. cuali1..ner ma-\n-z. ~ "3<l.. t,c2.n12 ':}ue.. (S- \1f1 '<'e.fr~ 

s:enio. UYla iunc.\dn ano.\:tic..a. de).,, es dec.\r cado.. comfot"\<Ú,ie e-s 

~Y'\; i\...\.Ylc,ori anal,'rica. de. ). s1em pre. 'tue. \a \Y\Ver-sa ta.ri'3a. ·
s_er't ido· ~Qda valor c.ar-ac.teri"!>T1co de. 5 da. \lA~ai- o. U)"\ ¡=,o\o de 

(&- ).!rl es dec\r V..Y1 po\o par-a al~una COl'Y"lfOYHl.Y\te. ; C.V..~O 0,

d<l-V'\ e~1Q rela.c.tonado o \a mu.l..\,p\,c.,dad a\g~bratca. d~\ valor 

co.ract12.r1'sí1co , ad~ t'Y\ci.s : 
00 

(.B- )Ir1=- >..-' (.d_ B - I.)-i. =. - ,' ~ ~"" 
~ ). {__, \ n.._, 

n-::o A 

1UG? con'l<2r~e paro. 1 '>..\ > r donde r de.nota e\ \"""ad1c de\ c.1\·c..u\o 

má~ ?e~u.~ño ~ue c:.ont1en12. a \o'=> va\ore5 c:o.roc\er,~\1c.o~ d'2. ~ 
{-+arnb\eY\ ~sci-1to como }., o (~) -:. '<o (A) ~ '( ) ; pe ro Pº~ \ o on 1 ~HO\-

.,t 

(B-'>-rr1 +,o·u. UY\ po\o en a\9úY'I va.\or c..a.ra.c."tcz.ds\\C.O A donde 

-,A~I = ~º 'j o.p\1co.Y1do e\ +e.o~ema de C!.awch~--\-ladomard "!.etiene 
co 

~u~-~ ~+-• B r"I c.orwtZ.r-~ tl., ~ 1 1 ).. \ > r dond <2. ; • 

r1:o 

\ "l I b',,<n) J r::.. 1 M r1;~" J con 
lJ 

TEOQEM!':i 1.2 : Para A~ o , ). 0 -= -sup)..; P:: !Jx;(1\ 
~u.e : 
~ A~_,. p. 
)t' 

o 

.Demos Troc,dn : 
los vo\or-es <:..o.ro.c.\eris.Ttc.os de \o Matriz- 8-::. R-- \oP -

.de2be"' estar es\r1c.\am1tnie d~ntro d€..\ c;rcu\o d.t:.ro.d10~::, ~a. 1u.e.: 



l) ~uo.lcrrer. v()lor cara.c.ier:s.lic..o cl,st,..,to de. c.c2:ro de. B es U\1 vo.101-camc.te., 

rlsÍtc..o de. A • , 

LL) ,Áo YlO es u~ valor caracter:srcco dt 8 

5UFY\~Se ~IA.~ lo aV\iertor Y\O iutse c..1frto, e.r-itonc.es 

2 B-=-} 2 para. al~úl1 ?-::t:o , 5e s1g~t. ~u~-: i B P-=. >- ~ P .'.j 

~ BP~ ~(R-P- ).OP2 ) - ?{)o P- ).or) -=.· ~)o(P-P)= 0 

por- lo +a.,to, s, A -=t. o, st.. s19u.e i 8-P =. ~ 2 P-::. o J ~ s.e he)'l{¿ 9-u~ 

jf-:.o, poi-loianto ~, "?6~2-(A~). 0 P)-::.. }iF se s1gu.e 1ue 

2-f+-=..) r ~°' ~u.e. ~P-:: o • 

1:~ rirticular '51 iB =-Ao~ 1 e.V\fo~c.e5 ?P-::.o j ?:A=- } 0 ~ ; 

por oi~o lodo 'jª <¡ue x0 R::. ~oxº I se i1e.vH?. 1ue ~ A-:.. }o I. "=:>O lo suc..e~ 

de,-á s, Zes..mt'.i.l-1,plode 5< 0 J r~ro e:niol1Ct.S ax~P YIO pue.dese.rcero,esto. 

c..o~tachc.c.1Ól"1 J~muetro.. q-u.e \a..s Q.+1rt)')ac.1o~ts -s.0111 c.1erta.s.. 

~"51 cz.l rodio e.s.pcac.tro.l de. B debe s~r mer1o_r 'te ~º, lj ~t:. 51-

9lle 11A.e la rna')(1ma C.Ott,\f0>1e\1te. d t BWI c:sa.t,sfac.e. la c.ota 1 ~ü'I L. l<em 

rarCA. 1oda YYl C.on U.Y\0.' ad~a..tacfq e L }.1> • . 

Pero Btn-= Arn- ).;;1 P I J<l. a.1u, ~~ '"'~rer-e. 1u~ Awi/)v;i 

conve.1-~~ tt _p /º~ \a. ra2.b~ de conver9 ~V'lC\O. f/1-o 

Va,1os de \oc:; resultaJo!;;. ~Y1LO')C10..clos a~Ter1ormole '$011 v~l1dos 

cuando R>o I para ello C.ol'\.s 1d~r-~se ~na ma\r12.. CtAaJmda. V COYl 

COMp_oVl ti1J~~ l. 1 Q. l'\ to)')C~s ~e. 11 H1 e ~u.e. A+~ U » G> paro. cS > O 

ju~ ar~um~\-1io da. l1'm1le "5obre ~ estobl(!.c_e lo. \Jo.i J~z. de. las 

1 parte~ (a..)~ (b) del 'Sl~Ul<!V\1t ~e..or-ema! --



. Tt012EHC:i l.~·- Sea A >O 1 ~ o = ":.V.p).. 1 <?.>1fovices ~ (.a.) ). o· 

esu..,va\or carnc~er,s.fico ':1 ~,s1e x.0 ~·0 ial ~ue. xº~= ). 0 x.º j (b)s, 

,1 es (wi\~uttr vo.lor atra.c:...Íerisfico ~e i1en<2 rru ~ \). \ L 10 ) (C) 

~ Z ~.: c.o~ver-13e. -s1imprc2. 1ut. X°>o 'j (d) s, l ~s UY1\ta\or 
h') t::.1 ic, 

car-a.c.ier,'s17,o cll ~ COYl \Al-::. Ao s~ 'Sl~ue <.)°'~ \/Ao es UY\Q ~í2_ de. \o. 

un,cla.cl ~ 1'WlAo e.s uYl valo,- c.o.r-a.cte.r1~Í1c.o ote.. A Fro .m= 0,.1..,i, ... 

!)<.Y>'lol 1rac.to'l1 : 

o.).- 'Ja l:Ju e íl + S V ~ o , se t,evi <l 1u.e x:º (A+~ U) ·> o 

poro x' ~o , de. ªf;.( que xº (R +Stl)-:.. }o 5(º para ~ .>O ~ ~<lV\ pe

~utrio e.orno ~e 1u,cra I e"'io.-,c.e~ "5><2. -s,~u.e.. iue.: 

Xº A -=- Aº X O para A >o 'j ~º~o 

b) es v;,. \,&o por 1nc.1"!>0 (.o.) j teoreW'lo. l. l 

c)-?or CoV\ve..,,eYlc..1~ -sup¿~ase 'q.ue. ).0:l i DhsJrves<2: que 

-los eleme111o..s de. AW\C!SiaYl 1 .. 01,}tJr-t11e»1evtie. aéoiadtos' (!v; eJ-e.c.to i x"R~ xº 
\ tl'\ pl •ca. <:J.º e. : ' ~ 

[? Jtxr] = [,<] .,,t.~us a1J ~."-r ~ q,i f",:l"ular 

(m) I o >nax,· y· o ~ Q ~- =- --"'"· ..;;;:'l..i::._ 
i.,.,, o ,,,,..,. ~. 

' ( 

S' Í.. dQ1-1ó10. el <2spac., o de...e1ewiert1o.s paro los. cuo.les 

it:l =- ~ , J es UY) espac.10 liY1,et) c,rrado tal 1-ue. Fra 2.é !.. ~e. i-ie.-

tle fue : 
~ a·T 11"2+ ••• + Arn = 



~ COYlV~r-ge: CUO Yldo tri --9 00 • 

St2 def, ~e a R -= i 5) j-:. ~ (I- A) 7 , es cfec11- l< C?.S 12.\ 11::w1~0 

de (I- íl) . s~a: 
/ 2 ~ 
Sn, = R+A+· ··+lt ~ ~a 1ut '9-=-~(I-A)_~f?s\sue.'i°uc 

.m 

3Sw.-:: 5R-+l:f2t··-+AWl:: ~(r-R)A-+R¼ .... +Rm -
m h1 

-n - tíi - A"~ · · · - /4 - R""1-1 .... _._1 
2H- i! H.+ 2- rt +- • • • + '2:R"" - ~ _ ?-R--;;A''IT 

'9 SW} -=- ? A - ~ f)Y11TI 

t')1 

m 

cua."'clt> W1 ·banda. a w,t,~~o en v1 yfud d~l hcc~o ele ~€ l<1s coe+1,1t"l_ 

ies de Rw.+i e.1:.ta11J 1.n,,1órm(w,tnit. C\Colo.dos • 

jl ~: se. ac;ta hlece ~u€ Sw, co1-1 ver~e F r~ foclo.1 \o.s "'ec. -

_tores COl'l'fe'11do.s e\A. la ~urna.. de. J_ 4" ~ • 

Qufcla J.n:,~rnhtte. fºr ciew.osfH:1r- 1<.H J. + I< es iodt> ~1 
~spa.c,o Yl- e.udt d~aY\l) I Po ra esrD obse.'r VtS (l ~u~. cue.i.l ~l,.(I(.)"' vecio \"" X 
pu~d e s.e.r esc.t,t o e.o wio ~ 

~o. ~ue 5v-., c:0V1s,st~ dt uV\~ suce~,¿~ de vYlalr,as u.-\1torwie""'e"tt_ 

~co'bJa.s. 1 ~e ~IHH!. 1L'e cuando m t1ev1cle. o. oo J 2-m. C.óll\Vtr~ta. 

~o , oloYlde i 0 ~- f... / por- € sio n-ú~ »1 o .J,., E- l< j si :::J w. coY1vo=. 

G\ ~o JCl."\toVIC.<S 'S 0 e-R. 
d)._ Supo~jase.. S.ll/\ ptrJ.1ola. J~ ge.y1ero.l1do.ol q.ut t.x1sie. olgú~ -

.vecio,- fº;:,-o r:1ro. lo. cuo.\ Rfº=- fº 1 (fº e,<1ste. por- \v'c,1so (_Q.) de ::.te 



.m\Smo tQoremQ ap\1c.ado Q. \o. mo.tr,;. A1 )j C.O't'\ o.'luda. de e.~ro 5Q. devnl..\CS.

+ra(d) 'porque J 'SUFv"l~QSe C,.UR. ~ ct<S un 'lalov- c.o.ra.cTe.n~t,c.o di 

A de modu\ o t ~ 1u..e ~A=-- )je Pª ro. o.\~uYlO.. ~ , es de.e.u-: 
V'I 

[ X¡ a,¡ "' ). X; 1 e..,lo.,ces ,.,e-\:, e.ne. c;u.e. 
l:.l 

t \lid ª'i =:::. \ xj I O \ic) A =:: IX I <:o"' \X):. ( 1~,1, lt,\ .- •• 1 b'" \) 
l:1 

p~ro (f~lxl) ~ (f~ \xlA) ::. (Afº, \5<\) =. (+ºJ \;e:\) ~ esto es uno. con1t0.

d,cc,~n a me.nos 1ue \xl A-= \xi. , de a~u{ se: \l evte ~ue 

t :(¡Q;j) =:. \x._¡\ = t \l(¡\ OiJ 
~l l ': 1 

e-sto \mp\1co. \o.. ·Q..x ,sTut"tc,~ de ~Úme.ros Uj con \ Uj\-= l. 10.\ 1u~ 

(1 .1) 'XtOiJ-:::.. \Xi.\ Q¡j U¡ pav-o. e.o.do. L ~ _J 

Y'Ylul{1p\1co.ndo \a. re\o.c.t~Y\ rr-~cedente por Uj '1 s~nc:lo\a. 
haV\t. 1lA~ -_ __ 

(xu)~ ~ (u.\x\) A u 
j de (.L.l) +omal'lclo los '-suVY10.11.clos -:.obre _i. '=>.e. tcne. c:¡.ue. 

-lxl.u -= (fxlA).u -= x A -:. Ax 
U~ndo los úl h WlO.S re 1~ CtOl"les ""' pru~hC\. il..l.e., 

(x.u)A ~ (u.\xl)A.u-::. Ax°R.u-::.. ~'"x.u. 



z a 
U{ /Xd Qij U j -:: U¿ Z¿ QLJ° 

Set srsu~ ~ue. lx/,U2 :. lx\u.u -:, Ax.u 

pe.ro (\xl.u2.)A = A(x.u)A = }()..2i.u) _· ).~u•x 

~ a~, Qx'l.u4 ) R u =· · )?ui. x 

esto donues\ra. ~ue. ;<.u1 es UY\ v<Zdor carac..1<zn'~f;°c.o dt ) . ."~. 
Proc.edteV\do de es-fo. tnoY\tra.. , se .encue.,h-a ~u.e. A (2.S w,·valor 

carac:Te.rr~fic.o de wiÓdu.lo Í > tV11'ovices l e.s una ra,z. Je. la u"'1dad ~; 1) ).~ 

A3, • • ·, ,t"\ • • • -:so1;1 todos valor-es caracferi~líco..s COMo ~e. a.}n·v,,,ó 

dt ~s1o se s,~u.~ ~ue. u~ vecTor carac.Rrr'síico de. ).r+i ~s ,R. u.r, eY\ fa.. 

c.ua.l X ~Ll i1ei-1en t.l ml':.W\O ~111-11},(ado ~ue a,,darion'VleVlte ca.e. ,noltt.61 

~ ~st () C6wt r' e ta. \ O. J ~mosl rac.1 O~ , 

.r \. r-ad,o espeétro\ Ao -::: ) 0 (A) para la mo.t-1'2- Af{u~ 

_iul usado Q.~ los 1eo remas pr~c~ dfn fts 1 ~.s reo.1 ~ no ne~aii iro donde 

~o = m& JC ~ j A -= {). l ~ A ~ ). x · J ~ ~o} 
h 

(Povno covis.e.c:ue.l1tta. "!)t. ~1~111t: . 
cot201r.ig1ol.1 ·- s, ex,sfe X°~º -fo.l 9-ue xºA !:.fXº 

tl'\+onc.~s f e~ uvio. ·c.otQ. suferlo\- pira. el ra.dco e.c;pe.c.tro.\ de -A· 

. J)em!>s11"ac10~ 

de. ~ui' ~e. 11c.ne. 1ue : 

J,Wl ~la~])I 
Vl~a, 



Tl:012El-.\~ ,l. 4 : ~ 1 ~>).o (A) ~ ~ ~o I entonce5 (~!-Ar' 

trans}orma v~c.1or-e~ Vlo ne~a1wos l~ veciores 111one~o..turos · 

b (! h1osirac.1Ón ' 

Para. A> ). 0 (A) doY1de. Ao (A) e.es. e.\ ro.dio especirnl "=>c2 tic-

j ~a <tue. cada Rk ~rans+orma un orta 11 f-e noVlc.~tw~ 01 <:.1 m,s.mo 

lo. "Su.ma. \Hf'"'"ª d~ tra.ns-}ormo.c.,ones tam'o,.e.Y'\ \o rea\1'i!a. 
) -1 

1::.\nwcr<::.o e.s-famlr,e'vi valido es dec,.,..., es, (eI-F+ 
I 

iravtsforfy)Q e\ orf"aY\te. Y\O nt~ahiro c2Vl ~I rn1swtO I e.11toY\C.~S e es ul1a 

,oto. supenor po. ro. e, rad1 o e~ re.el ro I de. A i <2. '5 d <.?C \ r, ~, 5( ~ o., 

X :t. O lj C.oVl mC:.s e om po rn2~ fe 5 e.ero ~ -s 1 5<: A ~ \ x J ( n lo V1 e es : 

¡I =. ~ ( {) - e T) + ( e- ~) X ? o ) e Y\ to VI Ce~ ( e I - A)-' a p I l cado o 2 

p,-odu.c..e 

' 
~ue es UYl vedo)- Vlont~a\\u-o 

(eI-At1 ::. ~ I< A -~O 
lo'= 1 



JlPllC./H. IOUt.S EV EL MODELO .DE. IUSUMO ?20DUC:TO D'E:..L1=.0Uí\"Er 

Uno de los modelos vnd.::;. s,Mp\e.~ de c.a.mb,o poro UY\a. e.cono

rt'\\o. pu'2.d~ ~'2.Y de.sc.rí\o C.On"lO ~\caue. 

Saar, Y) o.c\w tdade<:> (o mdu";,lt1<ls) codo. uY'\o. ?roduc.,~ndo ul'\ 

ptoduc.io • Supon~a::.e ~Utl. XL YefrtZS~Y'\ltZ <2\ pr-odvc\o +ota\ de \a O.ct\\11 -

dad L ~ ~ue. X~· rerr~se.n1e \a c:aV'li,dad -teta\ de.\ ~roduc."\o de. \ao.c."'\,

\'lóad i. uso do por I o. j- ~sHr10. ac.i, \/tdo.d . ~ 1 
J 

~: X. - ~ X·· 
" L ~ 'J 

j-:.1 

eY\1onc.e.«;. ~.:. <1xpre2sq \o. d,te.nnc,a 2ñ'tte2 \ 0 c.on-\,docl -\o,a\ dci a.c1wtdod 

l ~ \o cani,dod d.e su r-oduc.io coYl-svm,da por \as n aC:\\\11dad~s J° ~C 

es C.OYY'UV\W\ent<l \\ome1c\a \a d~rnando .\-mo.\ díl. c.omod,c\ad Í.. • 

51 ~i. ':. O pota toda l. , Y\O e,nsfe.YI sobrara 'fes I S\ ¡s'to c,.uc.cz.Oe 

~ntoY\Ce.s ~l. "=O c2.-s. \\amodo uV'\ mod.12.\0 l.eoY'\i"v~.\. ceYrado. s, e\ -trabo.Jo 
e~'-'"' .\-,po d~ oc.""\,-., ,dad, ~1 -t raba~o-\-o~a.\ e~ ,u-r,?\~ado 1 '51 e\ oc.ero <Zs o"tro +,

- p0 de o.c.1widad ,{odo e\ oc.e.ro prcduc,do e.-=, con~uvn,do .por e\ sistema . Un 

rnode\o e.errado 1nc\u'je actw1da.des c:.cvnc ~cU''<11C.10":., odm,,...,~"tro.c,on e.'tc.. 
5, ~t -:::. o ~ar-a a\ meno~ uno t 1 12.sie. moo\e.\o e-s conoc.,do 

CO\'Y\O U.Y\ mod~lo \.sz.oY"I\\Q; f ab, ca.r"to J d'2:.-.:.d~ uV\ ~uV'\\o o\e '11~\a 'l.Conón"\ICO un 

Ynode\o o.'o,e.rio ,m¡>h<'-0 \Q pnz.c.cu,c1a d <l mat~rio.\ <Z.J'\01eno I a\qVV\o.. c.on·

+\dad d~ capital J trabo.JO~ mo\er1a\ ~n 6r-u1o e2tc.. ~u.<2. es sum1msira

do des.d12. d e.x\~r-1oy . La caroc.\et'1s1,ca. esc.<2Y\c.10.\ de \o!. YY)odll\os. o.b,~rios 
Cl~\o. <2..x1ste.nc.1a dca. d~mando ~x\2.r1or. 

$(2 dc:2. }1YH¿ 

Xij 
Oij =-.... --

~j (1.2) 

~UC2. puede SC2.\" 1nie.Y-fr<2iado. como \a canl1o\ad de. ac\w,daoe.s L'<:> ,c.omo
d,dad nt.CCl.'S.OrlQ. para t>,-oduc.\r UY'IO. un1o\aci 012. C.Orf"IOO\OO.d ~ .la~ COn

iidade.s Üij "3.0n \\amo.do~ \o~''c.0'l..t1C\~Y"1Tes de. produc:.c,óY1 11 ~-5on sl.A

pue.s\os. a se.r consion\e.'5, \nde.r'enc.\1e.Y"1l<l..S. d<L x~ 



:· .De. (l.~) se S\<]Ue g,ue. 

a.. X1j 1,.... ( A) •J= X- ) Xij = _C,j Xí , cz.n\Ot'\CCS ~ =: .r- A 
J 

donde A-::\IO¡j\\, X.=(X,,Xa.>···,X"') 'j ~::. l~,,~,>·º •)~~) 

(i.3) 

'En \a ft"O.~\tca. A- debe. "$er e;t°,modo. o c.onoc.,oa , 

E\ prob\emQ mas \.re c.u<l.ñ\e ~ue. c.onc.\et'ne a.\mode.\o lcz..ot1-

·he\ o.b\e.rio es c.omo "=>\qu e2. , dado iu<¿. \as '::it ~V'\ c.orio c\da s , "5~ debe 

enc.on\ra r Xt ~ve. ~o-\1~+i.~a (l."~) • '.Por -:-,upu~"!>\O la c.onie"!:. laclC:>Vl e.~ '>\';!Vl\-\,tc.a-

1-wo. ~\ \a. ~oluc.,on X= (r-At1~ '2,..)(\'S1e ~ e.sun\J~C.\OY Y\OY'le~C\\WO. 

Sup6n30.se. tue 

(r-A )-1 -= \\ íl¡i\\ 

Y..• ..:... ~ ~t/~j 
l j 

de1al mo1Hiro. que. ?u~de <;.e\" ,nt~r-.pre\a.do como la <.avii,dad ?O'" )a e.u.o.\ 2.\ 
produc'\o d<Z. \a: oc!,v,do.d L debe $~ r IY'I e reme.n1ada Faro. prodvc.w una. 
ur.1clod ad 1c.1onal de c.omod\dad J . 

_ . , OT~o prob\eVY'io. ~u12. <Z.nvue.\\/e.V'I los Y),ode\os_ a~1~1""los. e.se\ ~,~u,u.-\e.: 
cons,der~Y'lse t1 pa,s~$, -svf>OYl~o.se. ~ve. dij denóto-1 lo~ ¡:o,~e.s. profe.V'ls.o~ a.,m

fOt\ar 1de.sde. e\ fOh. L . 5~an X¡ \os pa~ 5e.s c._oYl IY"\~{·e-so Y\óC\oYlo.\ '-;i seo. Ct 

los pa1-s.e.s L•s c.oY\ ~as1o nac.,ono.\ , ~1.Je es ,nde.?encher.ie. de\ ,n,~re.so,i2"n
fonc.es 

1 

o 
-l 

t2 - (r-R)X 

donde. C. ~ X de.6<2.n s~r 'lczc.toves pas,i\\loS . 
°Es"\.e. e~en'\r\o ~~de S~t" 1vit<¿..rpre\ado c..omo ll~ YY\OO.e\o •c..er~a.-

60 o\e_-\ro.""\ado eY1t'<"~ fó-1<:>e.$ • SufÓYl~~s.e °1ue. t~dos \os ,nc.!Y-~:::.os para ~ pcu~ 

'$es VeY\~a, de. \a '\le.n\-"Q. Q OlroS ra\-:.e.s O Q.S\ n"l\""-VY10 j se.a. o( iJ' la frocc.t~ 

de. ro.(se> C.U'jO \1"'1'3T"eso es 9a.s.Tado C!.Yl vYle.Y<.a.YlC.ta'::> ,n,pe>rtadas desde. el 
ipa:s Í.. 1 $La Xj ~\ 1"r'\1r~so ariua.\ de\ fO.\S ,l > entone.es. t.\ va\o'°' 1o\o.\ de. 
1la t.2xpoFTac.101n d~1 rª~~ ¡_ Q.S 

[P{ijXj 



dond12 
Y'I 

2:oCij -:l 
J:.J. 

e.errado es. X.: , es. dec:.,Y 

e;( .. ~o 
~.l 

l'::.L,2 1 •••,t"l 

"El prob\emo. a c;.e.r Y-esue\to a\-\ro.\oy c_on \o\e.=, ecuo.c.,oY'le.s de 

e"!,.te t,po, e.s de:te2.rm1naY \as c.ond1c1one.'5 '4lJ<2 asecl°\"'aVl una ~oluc.,ÓI'\ ro~1-
+\'va • 

1:n ~\ caso de ur. VY\ode.lo e.errado "=>e bus.ca urto. soluc.lc>t1 fl('
s,tva A. de.l s,s.te..ma dc2. ~cuo.c,one.s HX. = X. . S0\vc.1on~~ V'\o-\r,,uoJes 

~lsÍe.V'I s1 ~ solo -s, e.\ "alor i es UV\ \Ja\or c.arac"te..rl~Í\c.o d~ \a matn1: fi 
cua.V\do esfo -svc<2:d(Z.. ";,<?. ase~ura \o e~,~~enc.ta.. d.:z. uY'\ "e.c.toY c.o.rac.terÍs-

4-o ~os11'vo . 

nse.sura.r la. ex,s.tenc.1a. de. ';>o\uc.\O\l'\es p0$i\\\/aS ~ro. A-X:=-A. 
~.e. Ye~uce:re. de al9uV\as ccnd\(:.tone..<:. ad1c.\OY\o..\~s. Uno C.OV\s.1de.r-oc.1on YO~O

'\'\o.b\e ~u.~e.r Id o. pot CDV\s.1derac.,ot'\e.~ ~c.onÓm,c.a.s rz.s ~u e. 

[ X.¡3 =. Xj 
l 

e::. de.c.tr, ~ue el produc.1o total de \aj-~\M~_aclwrdo.d ~ea C::>vn~eioMe.n1e usada 

<lVl ad'\utt\ Y foro. lmctiie bl~l'l<sd~ (V\SUmo •. '"fslo pae.de Se..\' ~~V\S odo C.OVY\0 par1e. 

de UV\S\<;.~(l..w,a CZ.C.OY'\Om\CO c.e.rr-ado J ?Or ejem\'\o J <l.~ una <Z.COY'lOm(Q. ~u.e. 

C.OY\';,\~O. '$Olamen1e <3ran1ero:. ,teje.dores J ~ e.ar r1r.le.ro~ 1 la csuposlC.IOY\ d,~ 

~U~ <l.\ qrOYIJe.tO C0Yl'5U.V'Ylt!. iodo "=>U \V\qre.~o en YOpa. 1 CC\SQ ~ a\1m~ntos · 

'tl prob\en,a. es de.t"e.rm1nar la C4Y\tdo.d a. ':..t.\" produc,da. > 

consiste.V\+~ c.on \ 05 cc12.\-1c1e..\"\Te.s de pt"oduc.c.10V"t • :'"rvi ie.rmmos. de. lo~ coe

~1c.1c:2V'\tes , la supos.1c.1~vi de. .lª o \a re\ac.10Y\ 

! ª°'.i ::. i 
L=..1. 

-para c.ada j . ..... 
~OW\O C.OV\se.c.ue\l\C.IQ \a YY'lo.tr1c. A debe. \eV\(lr rodio espec

"h-oÍ i; peros, Ü= (i,iJ .. ,,i) (OV\ Y" c.ompoY1ente.s Je.\JoncesüR=D 



.~ s1 Ai:::. A~ c..on 2:\rd =:.1) tvitoY1c.es 

(ü,R\?I) ~ \>-\Li\i!~\ 
r1L\~VaMe.'l'IT°'2. l~ 1 rc2.pre.se.n1o,-a\ \/e.c.1o\" c.o\l) c.ompoY)e1°1f'!.s \'z:t\ J r',2. ro 

(üRJ \~I)::: ·(~,.\il) =- t,\id 

"=>e S\~ue. ~Ll/2. \).\~ l ~ J.:>. ~ue. \os valor-e~ c.co-ac.\,Qr-1~1\CoS de.fi '1 R1 

c:.01y¡c.1d<2.n Ao ~ l > se. s1'ju<2. por-Teor-e»,a l.:, ql.Aa= a.>< 1st e..U'r'\ \Jl2:.c.iov-

X ~o .) x::i:.o ~ue r-.e.sue.\"~ o. x-A: X. , con ds10 ~e ho probado 

e\ "$13u ((2.Y\re 

TEOREM{).1.5 : l:V\ un sistema l.e2.ont"1e~ e.errado covi · 

Y\ t X¡j := Xl 
l =-.L 

ex,st-12. t.H"\a. "=>o\uc..tÓn V'IO t.-w,o\ pos~1\Ja .para \as ec.uoc,ol'\es Ax= X 3 -si A· 
·he.\f\12. u\'\ ·vecTo Y' es1 rrc.iam~.rJe r¡>O":a.\\Wo I eV\lOV\ ce.s lQ. soluc\on e~ Único.· 

<Z.)(Ce.pto ro-ra. U~ -\-ac\oYde. mu \4'! f\ re.a. c1dn ; j ~O'SIZ.<2 so \a. YY'I '2.t'\te. C...OV"\ roner'\

t e.s e-str-,ctan1.en.t~ ?º~'11\JaS . 

.Lo. u\hma. par\e. de\ teorema. se 111~\~\'e. Je1·,ecr~rna.l.l 

rl'\ el e.a.so de. UV'\ -st•,~"'fe~a. ab~r\o e\ prob\e.mo e~ detc.rw\\
Vlar c.on.d1c.\0V\es ia. \e..s q.u.e. (I- A) X -::.. '9 pu e.da.Y\ ser re.sue\ins. para cua\. 

~U\(r- ve.c\o\"' dewietY\cto.. -\-ina\ Si +a\ 9rue. la. so\Ltc_6Y\, X es u.n \Je.cto'I"' Ylo-

1/1·/l..~a.t\'\JO , 

D;..QRc. r--.tA-..L.G.: 5, <2.x1-;,ie o \qJV\ '1tt4°0Y ?i-oduc.to ~o "ta\ <4U~ 
(I-A)xº es UY'I \/<2.C.lor ~sir-,c.Tame.V\ta. oo~atwo > 12.Yila\l)C.~S (r- A)-1 Q:.X\'3.te 

1 

:1 frol'\Stor-ma. "e.c.tor-e.s Y\O n.eqat\\los '2\-'\ \le.c.\ot-<2.s no Y\cz..go.\\\/0$ • 

: (l. o. exp1·e.s\~n ( r - Af1 ~ua.de -s.er '11~..l. c.ov-,,o v.na. tret'l\$

..\-onv,o.c.\61'\ \ IY1~0.\ ~lle, OC.fUO.. 'j O. "::, e.a. sob\-G?. \Jc2.C. \ores c.o\'u..W'l\-10. b Vlr?.C.

-+ores ren_glón) 
. __})QYV'\0$\rac.\Ón 

, ·?or T~oremaL4, e.s su41c.1e.V1te.. de.~,ostraY' qu.e ·h:ic!os \os 
va\ote.s caroc.fe.rist1cos de A sot'I de mo...gn1füd w,e.v,o\"' ca.ue. i. • -Se.a ). to.\ 
-~u<2 "2Pi-=- \~ 1 ~ ~o J \o. ?os\\\\11dctd de A 1mpl1ca <:\-u.e \?.-lR ~\\\\il. 



La 11\\ pbte':..\!:. r~qUler12. ~ue. 

-~I-A)XO) \2D = (xo.,\=i\) - O<o,\~\R) = (xo.J\'i:l)-(><c,¡ \).\l~l)>o 

~ ~Q '\~e. >?0 ~o se. s.,c.1ue2: 'tu.e._ 

(xo.1 l~l)(1-\i\) ">0 

Uoto. . - \a V\\f~ra.~\S de. e.sle. +eo~e.tna S.\qYH\\c..o. que <2)(\'Síe 

o.\~UV\Cl CCH'f\b\\'10.c..tOV) de produc.tos C".\Ut. t::1ara\l\ti-ao.t1 U\I\ a.x.c.e.de.Ytte. paro 
C.O.do_ CD h'\oc{ 1 c\q d • 

· 1 Un· eoi-o\a r,o de. ~stQ c.\asfl. , cu':io. de)'),lo~trac.toY'I e.'Si uYl paro.}t(l-
'5a\s de..\ 1:e.ote)')I\Q. prt\110 , e.s el 'Sl'!U\eV\te. 

C020L/lRtOJ.,2: 'St ~"'"Sote: a\qun v~ctor pYec,o pº +a\ qu~ 
~º (T-A) e.s estr-,c.tctm12..n ~ positivo; e.ViloVtc.e.s (r-Ar1 4ra\'\i.\orm~ 'lec.tore~ 

~o nesa.'hvos eV\ \la.c.tor-(¿s '(\0\1\.~átwos • 



. 2 U.is ?v\JiTQICES WO UtG~T\\/1:\S TQ'QEDUC.\BL"E.S . 

l)Q.~\nl(.\On 2 .1. : Se d,c..z ~u C2. .Pes úna ma.1'<12- p12..rmvto..c.1on 

s, P ~s u·na. malv12: cuadrada +a\ que. cz.n e.oda f 1\a ~ <:.ada columna 

ivz..n~ U\'\ a.\<2.m<Z.nic 611'1'3Vlo.v dt. valor l_ ~ todos. \u::. 0\-1'05 e2:\e.Y\'\e11to~ 

son e.e ro. 
t\ r ' . .L 
.!.lelll'\lcion 2 · 2 : U ria mo \Ylr: e.u.adro.do. 

ax1s-\e. una n1a"\r1~ f>!2.\"'t"r'lL.\to.c.1ov, p -ta\ ~u.e 

PAP' = l~ ~l (2,1) 

donde B D t d I d- ovd ennc._ y x r " cn-d.x(n-r) ::J son n-10 nce.$ cua raaa'$ = , "' J 

SI Y'lo e.x1s"\cz. ial vnalnr piz..ymutac.loY\ P que. \.,o,:la fº 5,\o\e. (2.,l) i ,z.nlon-

ce.s la r-no.lY12 fi sera \\amada \Y'reOVC.\b\~ • 

PQOPOS\C\OIJ 2.1: S 1 R~O es,una mal'(\r. 1rY-e.duc.1b\e deor-

d<2n nx n , entonccz.s 

(I+fif1-' ~o 

.!)e.mo:') trac1 dn 
"E~ S!Ji·IC.,e.r)'\·<.l. demo€\var ~ue. Fra. c.u.q..\qu.,e.r ve.c.foy x~ 

X ':\:.O , (:r +A)n-i x >o , de.tin,endo \a csuce"::>16n de vcz.c.tore<;, no \'lega -

iw9s xl<H::: (I+A)ic\ O~k~l'i-'2. .¡donde.><º~ x 1 \a pruebac.ori

"5\s\<2. <2.\i) d~n1o~tra.y- ~U<2. xk·H \1ene2. 'Ml~nos c.ompcne.n1es c.12:ro ~ue. XK 

- ~a <:\,L\e x\<\-1 '=: xi<+ A xi( l "5 e, pu<2.d'c -suF°n.~Y' 't{J.(?~-~+\ 

~ XK -t\€.Y\<Z~ ~J Yl'll~mo nÚmcZ.ro de. C.Oh'I ponen t"e.::; e.ero, entm"c.~.s para 
uno. ·ma1v,-i pc2.t-n1ü1ac.,o'n ocL-piab\e. P, se pu<2..de. e5,c.nb1r 

Px,., ,o (~) PxK:: (~) , "'"º , r,>o 

donde. an,bc-.s J:.. J ~ .\-, tZ.n e2.t1 m com pon«z nt~~ paro 1 ~ m '- n .) 

.hac.\t2.Y.1do 



A 

se. -=>l~u~ 9-ue. R21 f-::.. o ptro R-2 , ~o j (3 ::> o 

rr-1r s, /\_,-=o 9-ue. coviirod1c.<2 \a h,pbTts,s de. 

As¡ ~*'' +1 O-H ~'Vlt110.s c.ompor1e.n1e.s c..t ro 9-1.u xK 

, islo s.o\o pu.e.de ocu

qu e. Ft s2..a 1rr-12Juc,b/~ 

'j ~a 'tu e.. X: º t I e"'· ~ ~ 

lomos (V)-1)c;mporHl.Y11°es c.ier-o ¡e.nton.ces XK htY1e. 9 \o más (vi-\.!-\) c.01,1-1po1101.. 

fes cero I QC:.t 

- h-1 

xn-, -=-iXI+A) > 0 

·Su po1--,~ase ~u~ X-= (x, ,1(2. J • •• I X.n) ) X-::t:O -Seó. UVI \J l?.dot" 

, lj sea . ~-

·~ -=- \'Ylt't'\li.& J XL :1:. o , . (x A)¡_ = ~ X t< a,· I( 

1 !-L ~ r¡ X Í. ) \,C -:.1 

de QSto ~e. .\1HH 7u t t¡¿ ~ O 

mo ele. -todos los Y1Ú111tro S e 
Sea 

r . -== r~ -=-- yYJ a' )( 1x 

!:j ~ es· u V'i vt~mo1> re.a I Cf u.e. Q s ~\ 'Su.pre-· 

para \ti c.uo.l e>< =. ~ ~ 

- max ~')')lv¡(~R)i: 
x~o o~i:Y/ X:.;_ 

· 2, ?O 
I 

(2-2) 

de la de.JIVllCl~\11 Je_ lx Se Sl<jUIZ 1u.a.. ~ 'j ·s.x +1~1t1elt\ e.\ hr"\1$1N\O valor pcrct 

a!~uVl escalar- A >o/ --seq H 121 CDi-tjuvdo C.Q..rraclo de. ve.dore~ ~ .¿Q 

tales que 
VI 

l ~ x) :: ;2: tt - i 
1.,::.1 

$\ la }.tV)C..lÓV\ ~ +ués.e. C.ol"\li'nu.a. 'Sobr-e ~ 1 lo e.x,ste.Y!C.10.. de.l mo.'x 1>-Yló 

podr,'o. s.e ¡- ~arnnli:rnda. / 'Sli J e1,i,Jo.r5,o / aun cuai,tJo -\u/~a c.01-1tí~1ua e¡.,¡ 
ca.da. X> o 1 'k podri'a. i-eV)er- d1scovil\nl)1t\aJt!'l e'YI lo.s puYlioJ tnn11"en::t 

ék H I eV\ la. que. UV\D. de sus ccorcle1r1oofa~ desapa rtce I Pª 1-lo ianto 



.'::,.:2. 1r11rodv~e CZY' lugcn~ dc2. H un C~Y\jUYito tJ de \J'2ciores :g d¿ \o tormo 
9- ::.5?(1..t-Af-1

· ,xÉi-t 

este CO'í'jUrJo tJ es.cerrado ~ oc.orado debido ac.+ue. H e$c.e.Y''rO.do ~F"" 

la propos1c.1ón 2 . .L > ~Y'\tonc..e'5 .U coY'\'?.l~~e de \lec\oy-e-=, posih\/os J ode.mcis 

s, ~<l. muH,pl,ca. o. ambos \o.do'=> ci.e \o de.s{gud.\dad -rj x ~ x-A por 

(I.-tF\ )11-.L > o s~ o.b 1ie ne 

C.OYI s ~x(r+A) 
\'\-.l. 

V~ ¿_ '(.-
1,X - ~ 

sobre. e\ C.OnJUY\to compac.to tJ ~(_\ +unc,ov, r X <Z.sc.ontfYlua. -':::!-\-orna.~\>. rr,~'x1-

mo ~ri a\~0.y¡ 'Je.c.io-r 'ª°>º J ?IY lol'Y\C. sü._mdx1l'J10 a.ri,o\iG.Vl 'lrzct_o'( ·_. 

~ ~-O / ·e~ dec.1 I" 'r,-=.. Y"~ > e nto.~1 ce..s ~ '5CZ. 'l"Ó.. \ \ornado v<2.cto r c2xt'r'emo • 

PRO POSI C. 10 U 2. '2: 'E\ n6.YY\.ero '(-:::. \'i · e.s po::.\\wo ~ 
esuY\ \la\or t:a\"'ac.1'e\"1~T1c.o d~ fl, ~ cada "Vec'tor <axtY<Zt'Y'IO ª ~s pcs\i\\/o 

~e-=- U\'1 "(ecior c.arac.Tu.r'1slico de. A para e! vo\or c.aY-oc.t~Ytt:.1\co r J 

czsdec11' 

i-A :::: r2 1 r ,.o (2. 3) 

]e: l"rl Ó':) rr a CI d \1 

' -pot" Propo~\c1on 2 • .L 'Se 

1 • ' 
1 ~ cs.upor1~a~e. 9u.e. 
+l(2.ne 9v..e 

(I + At-J. (1::A- ri) > .o 
1 

en1once.s ~ H(I~A)"'~.i._. - ~ (I + A) Yl-l r · x -R- rl ~o 



.ésia ul11n10 de'$l1uQ\dad c.onirad1ce la detin 1c1on d~ r / p,r1ue para r>o, 

~ehe.ne.~u12 Kíl-('(-té.)~>0 1 <?sdecH· r-¿Y+E. ~rx· por lo 

+aYlto i·-A ::: r~ 

Sea 
Yl-.l = ( f_+r) ~ >O 

como ( .i. + rf')-.1 i ::. x > o 'j \'" :,,- o es e s \'3U e ~ > o 

COY) <Z-sfo u\ri)'Y\O "S<Z C.ol"lc\u~e. la demost\'0.C.\bn . 

S, fqf..\: e:>( 5 c.on j ::to , ~nTonc ~s 

\~\\l9"\I !f:: \1:9\\fi 'j en c.on.~ec.u..z.nc.1a \o{.\~ r-\\g\\ .f:.. y-

dan-iuq,sira que e\ VYlÓdul o de +odo~ \os \lalore~ 
d ,, ,, 

no e.xcc2 e.n a e 

se s1'3ue~ue 

1 co Y\ e-::.t º <:>e. 

e.o. rae te.y\st, CO$ 

_be \as mo.h·1ces \rreduc.,b\<2~ ~ Y\O nesat\\JQS Cons1d~ 

PROPO$tC\01\) 2.5: Seal'i A ~ e: do<:> ma\'flCe~ 

da.\ m,smo orden nxn, donde Res \rre.duc.\b\e ':J no n~~a\wo.. ~ 
e un a m o.1 n 2 co m p \ rtj Q J '5 \ ; ·, c. l ~ A- ( 2. 4). 

oond <l .\C:l-=- 11 ~,;,_ 1 c_,,1: '.. '.c,:1 \ 
1 C,11! IC.,21,, .\(l'ln\1 

<211toncces \o'\~ r, · t2 .·s) 
S\a.ndo r UY\ valor caroc\t2Y:s\1c:o de la Yna\\"'\Z. C \j '( <Z\ mdxll'110 

valor c.a\"'ac::ier{stc-o de \a ma\Y-12. A, \a. \~uo\dod 12.Yl (2 -5) e'!, 

valida c.uando l\cH =--A J ~ntonce.':, c. +oma \·o. -\-oYma ·. 

C = ei'(> DA 0-1 

donde e.\'(J = ~ 'i .D es una ma1n2 d1a~oY10.\ cz.n \a qu~ <:>U':> e\iz.m~l'l~ 

-tos. son de YY'lodu\ o 1 . 



.coi-,-espondr.:. al VQlor cara.dtr1°sltc.o t e.~,+onc.es 

~C=.fj 

de(:2.4)~ (2.~)45e. f101e. iªe 

ld'IISif ~\-3\IC:I ¿_ 

(2.".J) 

cuaY1do \i" \-:. d ( -1 .,.. r, ':::1(2. s1'3ue ·e. 2,1) '1u~ 151e::. u.nvec.1oi-- extrem~ paro.. 
la malr1"2. ft ::J <:oVJ~ec.uczi,de.mtY\h \j\ >o j es UVI vec.ior carac.ter1sITc.o 

de. la mciti-,z. I+ corres pov.d1e.~-de al vnlor- coroc.1e.rki,co r/ ~ir.foY?<:.e.s lo. 

t--~ \oc1Ó1t1 (2.=¡:) 1oma /a +o~m ci 

,~ 1 > o (2·8) 
~ por (2.4) 

(2·q) 

Se.a 1= (~,,'J;,'I~,· · · 'j.,) do11de 

. 
) j-::J.,2, ... Y) 

j clcJ{no~e. o \a mC1.h·1c.. d1a1oi'lal D poY" \a ,~u.alelad 

J):: 1 e_Í&,, fiez J , • I eiª11 J 

g = D \ 9"} 

susrriüje.vdo esta e.:<rre.SIOV) .e V\ ('2.G) ~ ~a.,1e11.Jo ~ -=: t- eie se. ~\-lC\A!l<lir(t 

qu.e 

el 9 \jlo~1CO = r\jl 

comp:1r-ando (2·8) con ('2.to) se ob"i1 ei-1e. 

ite l'.il o'c D :::. \ 8 11 C! 1 

el e J.Jo ~lt¡ Ytl o ~e c.on c:lu.~e ~u. e . 

ii e I ó 'c. D l -:: ! e 1 = R-
~ d12 ('2,H) se ~ 1~ue que 

t~\ A 

-LS 1 

e 1 ~ f D- e o - elª l 511 o'c o 1 

(2.iO) 

(2,i1.) 



_'~a.1ue l9J>O I esta ljUa\dad llllle. C.UQl,,1do 

elGD-'C.D -:: li.e \D-'CDI 

. 
C = ·e19 DA n-' 

iue IZ!> \o 1ue s.e. d-e5e.o.ba . 

JJrl1c.arJo \a pr-o FS.IC.IOvt avi1e.r1or a U"1a mo.tr,2 11-r-1td~c.1ble 

R~o ~ue.. t,e.-1e. ~x'oc.tome.~t..''t-i''valores c.aroétu-t.s.t,c.os -lodos dt.mottu_ 
\ o r , do11de r- es el md,nrn o va lo 1· e.a ro c:.le.r( sT,c.o de_ A , _e.s dec.,~ 

\ - ,._,.,is., . , - re¡&. 
/\o - , "" J ~, - ) 

donde. o-:: e0 Le, L. • • ·• L.. e L.. 2-Ti 
h-1 · 

51 (?Vt la pi-oFs,c.10'"' aVlle.,-,~,- ~~ f¡q~a. ~ue ·e-:: A ~ 

) k :. O, J. J 2 1 • • • J h - 1 / (! V\tO l'l Ce. S. 

A =. e! e)< DI( A ol<.-' (2.!.2) 

dc 11de Dk es uV\o. wt<itr le d,a~o~al co~ J DK \ = J; , (1, matrr l u"'1tor1a.) 

lJue.vaWl~vtte. -:.eo. 2. U.Y\ vec.io,- carilck1-hJi,o pos,iw-o 
dt la malri2: A C:.Ol""t"t!s·po~d,e~te al valo,- c.arcic.térl:Ji,o ,- '<?S de.!:.,r 

.¡A-= r-i <~·13) 

!=vi to\llc.e.s 1 -si ~e de\.1 r1 e. git. -::. D~ \ 9 '< \ 

C..OV\ \jK\ >O I d~ \o 01'\ier1or ~a. de.dL.lc.e q.u.e.. 
(2,1A) 

- KA. - \ - k. \ . i 8 ' '1 \ 5) 'j - ,.K':::J , .1-1<..-::re k ,K=o,.1,---)n-, '""' 

\a~ úH11/\l\as dc2s,guol<ie1dtZ:. dcvnuc.:..h-nn ~u.e \o·s:. \leciot"e.s: ~º,. 51', · • · J J(tt-,) 

~Ot\ ve.e ior~s ca ra.d~i-1's ri'co~ ele. la mo.tr, ~ A para. lo.s va.11!>;-e.s ca racte-

t-istcos ~º 1 1, J • , • ) ). ~-, 



De (2,12) ~e. -\1rz.11e 1ue 

Rs 0 :: e:180 D0 A 0:1 5° ::. 

- ' e'ªº ºº \ S º 1 :: 'e.º 51 º -::. r 3 º 
de ~CS.11) Jl11r110 se ~lQ q_ c2 \ J d t"\ r ~o o /..te 1u ¡.. 0 ::.. i- ) aoYl e.

1 
v 0 -::. ~ J > 

d~ (2.1'2) i011Yl&1éi-1 '$e. <:aY1c\u.~e 9-tte ~. , l'l. 1 • • • \.,_, ~O\I\ ";;.\mp\es j 

~t.UZ 

A::. exp 1l (~ 1 e~)}(~ D:') A-( o~ Dt')~1 

- ex p l i. ( &j :t ek)} Dj D:' R o!' Cf 1 ) Íi 1(-=. ó,J.'<, • • .,h-1 

~ CO}'YIO €11 el e.aso O.V\tei-101- ,ia~lT1é1,,, 5'2. covzc..ru~e ~ue / Dj D~1 2 ~s UV\ 

vec.ioi- c.ar-ac.ie.r(dic.o el~ lo. n1ah-12: P 1-u.2. per-t'e~c..e a\ 'lo.lo, roro.c.ierbt-

co r ex:p ií (a_; te.,.)~ J poi- \o ial1fo e)(.p 1 [(e_¡ :t. é,,J~ co1V\C.1de c.ovi 

u"'º de \o~ nb.mcrns e.x p (¿~e) ~ la ma. tn 2: Dj .D; 1 co 1n ~' de.. c.t:m 'a. 
c.orre.spov,J1o·de. n1cilr12- Dr es d~cn-, Q..><1sie ofi, 1 l, !: ¡,,_, tal <fl(e 

12>< p 7 ¿ (~- +e.J} ~ e,<p (i ~,) ; 

¡ Dj D~1 
-:: ~~ 

n • 1 1 e isº ,e, (lt.é.,_,) 
/.J:SI os YILl~'l1\?\-0~ e. ) rt.. I - • • ) poi- uvi 

\ado ~ las coi-re~ ~ovid1 e~iic..j moJ1-,c.e$ d10CJ0Y10.le.s ~o I D1 1 • - • , D..,_, por 

121 airo +orvna\.1 dos :fupo.s 111uH1plicatiros abel1avios. rf.. 1S.0VY1or-\-o'!). 

. "E~-\ cu.o.l~u10-1rLLPº +,~1ro iue. có1-1cs.1~ta. de ~ e.leH1Cl-ttos 

d,.,t •. .Jo~ ~ lo. VI- ~sima. poie,.,,c,a de. c.ua.\q.uter e.\ew\t\\iu , es ·t.ljuo.\ Q. \Q 1de,1-

-t1dad del srupó ,. (t.\ oróe"1 de. coc\a. e\QL-V\~11\1-o Q\.1 Ul-'\ ':\r-u.po ft11 tto d1vtde. cd 

ordn, dd ~1-upo). . . 
.Por lo fa.t1to n' e..,_, 1 h , · > ~ so~ a.s -e.S.l»IOS' 



e _2~ 
K- h ) 

,el<; 
ÉK. e: -= ) 

necesar1atY1"1-dc. se. '5l~t.te. c:;¡.u~ 

A - r e.k. 
I< -

) 

k::O,.L 1 2,. • • ) h-1 

(E.-= ie, ~2.Tiy'I¡) a. -- (2,1G) 

i k ::.0,.1.,2., . •. , h-J. ('2..11) 

. ( D -=-D, ) K :::.0,1..,~, • • • h-,) (2.18) 

('2.19) 

es d€c.1r et\ s~~úVldo rY11e~H~ro ele tZ.s1a 1~ual dad ~s U\l\a. 1,rwt.n2. '51mdar 

de A ; aes.\ e\ s1stew¡a <2n1tro de h va.lotes. caro.ctet-:~ticos d'l la 11r10.tr12 A 

cual'ldo SOi--\ mul-l,p\1c..c,-L1~::i por -e"rri/r., :>el,\ -\levados 01 -sr'n11H,,,,o. 

~de·(,·,o s Oh-::.. I ; por \o ~a~tu -L,do.s los e\e.1rY1e.uto;) 

d1a.~o,1.ale~ e."' D -soi1 h- ~1w1_0.s ro.ir.e) Je la unidad/ dond(G los .elewit11-

+os d,ojonales de D"-= I so11 l--i a loma., 1 pucZ~e111 repeJ1rse J pe.r

»--iuianclo los 'n,d,ce.s de. la ma.ti-,~ -A :l 1am~10v\ -lo:> J~ D, es'ia_&lh-
1110. mátr,2: püe.de ser pueila. e.),\ 1 Ol {orma. casr- d 1as.0~1a.l 

.D = { 1{o To / 1, I I J , 
~-?O) 

-so11 ma tr,, ces. 1dív. ti cas ~ c:o n s ~ l? ~ 
; ~P = np ~r;¡h 

) .P -:;. 0 1 1. J • • • 1 S - l ) O::.. Vl0 -~ V> 1 L Y. z. L 4 • • ¿ y¡S-t <.. h 

.Dil (2.2.o) 'Sé S\~l.\e que \a mo,fi-12- íl fo\lYla la fanna 



A -

.. ii,1 A,1 , , • A,"" 

A2.1 A,i . . • fi2.~ 

1 ' •• 

As, fls:i., , , Ass 

( a .?.1) 

5, <:,e n~em p\a-ia \o. \~ua\dao\. (2,LC\} Pº r e\ "';i ,~te.ma 

e R º ª -= ··1 <\: -l A 
¡ "t r¡_ ~-- J. p' 

. 2.rrt/h 
p, cq. -:. 1.12 , • • • , s , E ::: <2. 

(2.'22) 

~nto""ces, par~ c.uci\~Lu¡r p ':\ ~ .-e.'2 lt~ne. ~ue. '1. c¡_-1 e , A -- o ~--=- L o Fi-
~p-J. 

cuaY\do \''=-\. ~e1t'1-l'\e. !lL , ~ 1 ••• , ~J. doY'ld e. a\.qu\'\o de P.:\\o~ ~$ 

t\_o 'rt O '1.o 
i~-uo.\a f: ~ e\lc.i '3-olo suc.ede c.uaY\do n1 -:::L ,€n.+-onc~s <.e1~ ~ti/h 

.tri i../1, t ' "11 - c. A - A .:. .. 
~ ~, =- ~ ~ -=, e I e2. n. e ~ u e. ~ = 2 1 Q 51 Y\. 0 - t. · ~ ." -:- 13 

•• :: A \ti ::. o n. \ • l.. . d t Yli. '13 ~ 
JJ na. 0<3om ~YI \'l. c.ua n o ?'== ~ se. ,e V"le ~ i ~ • • ·, t\1. 

donde.. a\~u\f\O de e\\os czs 15ua.\ o.. e. <j 12.\lo "=>uc.ed.e. cua..Y1do n2.-=-2. 
.l. / 4ITL{h =l -3 

<2n \0Y1 ce ... s ~ 2 ::. 4TT' 1-1 _;1 Ylz::.. e ~ · E.. tZ.t, <;:.onse: c.tJ.<2.Vlc.\a '\ - fº"" 
COV\S\~uteY)-\-e ,:1t =. .t__ = E 1.1 A_ ,,=-An=í\'1:-=: ..• ., -= fi-as 1• de. <2:sh YY'\OV\.{t..-

\11 t. J 

"'ª A debe +~n.czr la .\-or ma; 

Q R12. D • • 0 

o o A2.3~ •• o 
A = .. . • .. • ... 

O ·O O • • • fts-1 s 
J 

As, As,2 As'!>. ... Ass 

doY\d.c '1,-::.l. il'"l2.":.< J ••• ,l'ls-L= s-1. 
Pero cua'lldo p::. 5 t2\ \ado d~'(~cho da. la \~ua\da.d ('2,'2'2) 

4,ene e\ +oc.fcr · 

~q.:i.:_-= ex.pl(C_\-s):2.11t(1,} ; q:·1.,2., ... , 5- ('2.-2?.i). 

~~-l. 



· ~ni.111 
-; ) uY\o dQ.: asos ·\'\umero::. d~ be -s.Q:r 1'3ual a. t: :=. e. '· esto <Z s 

pos\b\12. CLlOildo -5::::.\.-i 'j ~-=-.1. , d (2. ~sta. VY\O..Ylt2.ra cs.~ tí<2.V\~ ~u.e 

\ 
(J...;.h):211qh ~r.é.{vi - :i.ri¿ ~nt\11 ~ne:_ 

Qxp(i.-'-h) ::1ni. 1-i - e. ::. e. :::. e. . e -

..... '2r;¿/i,¡_c: t 
- <2 - <- j en c.onsa:c.ue.nc.,a.. -se. 1ev\<z ~u.<Z R,s,-=: ··=.\:\~':>=-O 

esto de.vvH .. uz. stl-0. qu..e 
·r 

D = 1 Io 1. E: I, 1 f:.:2.Ia) .... 

J \a m@l-1 e -A toW\o. \a .\,o""ma. . ¡ o A12. O • . . . o 

o o Az3 •• • o 
A = ' . . . . . . . . . 

\o o . o 
lR1i 1 0 o . 

· ~ Ri,-lh 

. . o 

o o . . . A,h 
A:2.1 o . . . o 

b R~,_. • • o 

o o . - .fi.._¡ ~ o 
l. ' • ,L 

\,-1 I l 
' E. "'-1.. r 

(2..2.4)" 

donde. \o-:, Ce'f"'Os de \a dta.<3,ona\_ <:>ovt rnaTrtc.e.s c::uadrodo.-s-

: 1-a. v-e ~1-e2 sevt\ac\(?>'n (2. ·'24) rro.. una. mü~t"\e \\"'1""<2d.u.-

c,b\e R ~ o es conoc,dQ como \a. *5?Pl1ª Y\º rmo.l d<2. dlc."1a mci't'f',~-
Tod.o. $ e5-ta s rro ?'e.d:1-des pu~de.."" ";>tZ.\'" r~su. rn 1cb.s -

~ u\'\ ttZ.onzma. c.OV\-Oc.ldo comn e\ T12.or«..Wla de 'frob~Y11us ';)que 

es u\l)Q.. 3encz.ra \1'r.ac.\0Y1 o\<2J Teorq.mQ de Pe.rron ~ro. l"()ct\rtc~s 
'no ne.c_\a.i\ "º s WY<Z~u_c, b \es } ?ºr lo -\-ant o -se -t\ eV1.e : _ 



. T1:.0RE!JiA 2 ,L (F~0BEU\\J5) : UV\Q. \f\l'\a i'r1:c. V\ol'le:f~' va. A ,1e. or-. 

dE:;nxn") va\or c.ara.c..tel"'l1';,r¡CO. pos.,f¡tro Y, 9-ue e.-s. uno.. raí=. -s.nvq,\e de la. 

e.c.c..t.a.cton ca roe.Te. i-i's i, e-,~ ~ c2xc e.de a.\ wióJ.u.lo de +udo::. lo';, o+t-o!'. \/alot-,::. 

caracier·rs.t,c.os.. A <2.si~ W)(l,(IY\10 valor- caro.c.1e.rbiic.o ~ corrt:..s.poY\cleUM 

V~c.ior carac.fe.r-11sfi°c.o i--::. (r, ¡,::z:21 ••• > -i!.,) de. ,A é.dv, c.ooi-Jeviacta.S PoS\

-t1va~ zr :>o . 

Ede-wi&s, si- H-\1u-,e ·~ ";1alo~e~ corac.fe'r\shcos J i 0 -::.,-J ).,, 

Ai) .. J )..J.i_, el.e. VYIÓd..ulo 
, 

e.sos \t\U\Yl(ros 

~ ':!16\.\ t--a\us.. de. \Q. e..c.uac.\Ó~ 

Há.s ~t1-1C?t-o.\me"'ie. J 1odo e\ e.':1..pec.fro Ao, A, , • • • J 1 ~-, 
de.. .A , c.011s. rderaJo ·c.oW\o UV\ ~:~ fen-1 a d, pu Vitos (Vl e\ ~-p\(tVlO c.om plej o· 
YQ. sobre <5Í mismo bajo u\.'\a ro_\ac.idlll Je e.l pla1·10 por <2.' a1Yl~u.\o 2.rr/~. 
51 h>.i. 1 e.~1t0Vlces -A puede ser pues1a.. · por me.dio de UHO.. per-mt.Ata.c.\01,, 

<?.111 \a. 'S l~U.te~~ tOiV'/10.. 

o A,2 o o 
o o A13 o 

A 
o o o A-., .. ,¡1,, 

R11, o o . o 

dol'lde \os b\o'tues s I o la i--go de. 1 o. d 1 ª1ºV\ª \ pr-1r1c1 pa\ -~º"" c.uad rac~o ~ • 

~Q°Y)5 td~ i€.v1S'2 a\cjlAY\ó~ o!ose.r \J"OC.\OVI!'~ Yi'IU.j 11'\,\rrtQY\ fe.s r-elct-
1 . 

é1ovia.clo5 CO\t\ e.\ 1-eor{'VYIC.. ~1.H .. "5e de1Y105.lro _ 

COQOlt.Q1g2.1..-La.matr,~ adjunto. BC-\) de lo wiáJ·r-,2.. ca-taciir-tsÍ1c..o.. 

A 1 - A de.+ n\l da. c:oy,, o B (.).) -=. ~ t:S,1::;. (>,.) \\ J cz o.rdel·, -nx h ) do vide B¡~'1) 

es. '2\ comr\qmtVtto a\3'2:bra.1c..o (cotac.toi-) de.\ _eleW'le.111To A.Si"' - Oii<. C\I\ el 

d12 rer~,l~lQ\'\te b.(>..) ::: 1 A I - A\ . 
l)e\ hecho óe ~U.~ UVI V€.ctor C.OrQ.c.ti-1'stc.i:> ~ eDt-rc.ro1-,Je: 



.a\ \/olor carac.te.\""ts\\c.o r- se. s19ue. ~ll\.~ B(r-) ~o :1 9.uc2 e111 c.ada_ c.oluwW\a. cfi.s.-. 

-t1vi+a. de. c..e.ro el~ BCr) -todos \o'Z:. .e.le~~<.'\t\t-os so 111 ele.\. \'>'il.SW\O ~\~Y\0 1 e-s;to 

w11swio -tam~ré.t, <2:e;; ve,-clacl paro. tds \'eng!ona":> ck B(\'") ~°'. 1tH A p,1t.de ':=.e1-

i-eeW\p\o 2..a.da por ~uit-a>'lspt.tt~to., de estas prop1edode.s ";:,12 st~ue q.ue_ -to
dos \os Bu<Cr)J (¿,l<::..1. 1 2J •• •;\1) -sc111 dtst'rv1fos·~e.ccr-o J de\'t1',1svi,,o 

-stqno 0- J por l-o ra., t 11 '1 

rrtl.(~)::. a- 2 Bt¡,(r-) >o 
l-::.I 

e.s decu- fi 1tr) +o 'j ,- e.~ uy¡a.. rn,2 s\w-i~~- d1t \~ ecu.a·c.,0V1 c..ai-ctc..ter-is\\c.a. 

D.(A)-:..o; por- oTro \adt> ~a ~ue i- u \a vna'x,ma r-a'i-r. Je. t.O.)::.~\ ... 

.l\ C>.) e rt:c:.e. paro. ).. '>,. ,- d.e esto es.e 4 t tjl) e. 11ue· A1 (r) >o 'j o-:::. .1. , a..s de.e.ir 

BíK(r) ).Q l,k ~ l., l, .• ~, ~ (t,.2s) 

B (r-) >o 
(2~2 6.) 

fJue.v-o.v•r1e"1e COV'l':>I di re. s.e. la m6Jr1.z adJuV\iq. r-e.d.u!.,dQ 

C(~)-::.. BO.} 
J)l'l-1 (>,.) 

do~e D~ .. , (X) e.s e.l ma x1mo C.0111lB1 d11J'1~ot"' d, iodos \os ?º\1\/)01,V\!O!. 8,K o.). 
~Ol'\-10 B"~(r) ">o s~ cs15ut. c\ue }\ .. , (r) ":F-0 J -\-odas. lo._s t-a.\ces de. 

~-, (>.) ~º"' vo.\o res e.a r-a.cie,-,\ ltcos d,s\1y¡f(ls de. r- ) ·Fr le ia\'\to d,chas 

r-a.1é.es 50\1\ coh-1ple~QS o sot-1 reale.s 1.Mo1oi-es cq.ut, t- , ei,, c.0111se.c.uih1C\t'.l 

se t1ell\t ~t)t D11 _1 (r) >o ~ c.om-o BU-) ::>O ~e2. s1~1.1t. ~u.e.. 

C(r) = B<r-) ;::,o 
ll'l-1 fr) 

COr20lOP.10 2 .2. 
est~ aeota.ch, por s ~ 5 

s = ~:Vl sl 
1 !'L !;:VI 

S= 

S\ r- ~~ <2.\ W1Óx1VY10 vo.lor- ca.i-acler:~tc.o 

.J es dc.c.!l- s !:::- r -==- S ) do11de 

COVl S• - . ~ q. • ( t-:. l.. 1 21 • • •1V'I) '- - d., IK ) 
~::.I 



C0'2.0L~ D..10 2 • :3 : --·------ donde •:x e.$ :zl ma.'jor v¡&-. 
. "~º . . 

)'V\(ro e ~v.e. sa.l1s.to,ce. ~i< b_ x.R 1 ~IW11larVY1{V\ie se pue.de de.f1Y11r par-u 

ca&a. vector .¡~O> ( X -::f: O) U. }1 Yl~V'll(rD r->< C.OW'l o .e.l W1 H10\- V\~ Vl'\lro Ü para. 

lo C.ull\ ff"~ ~ x. fi I doV1d e. 

r )( -= W\ a >< ~_ali: 
X l. '~i.~"' 

\ r 1 

'S1 a. il..lY\C\OlA 

~Y\to111ces r' 'Ju.e. sL de.11~c. 

r)( -\omo. c;.u \IVl:Y"11wto va.lor r' eV\ olgl"' veilor-'7:>o 

C0\1\.1 O 

r'-::. m\i.1 rx-::. m 1111 md x i~ A)¡ 
ir~o 1:i~11 te: 

c.o,nc.,de e.o"' r ~ q.u.t l\ V-~ c. \o r y >- o ( V -=t. o ) ro. ro. \ o t.UO \ 

4-oV'l<lo.do t.s l.,lN\ va.t.1ov- cora.c.ftrls.T1co ele. A paro. -;\-:::. r ) parc;¡.ue. 'S\ 

~·v _:;;¡ A ~ o 
5t.tp6"'~ase <?ttJ.C... \a \~uo.ldad V\O pu.e.de... '$e.1- c...,er'ta, e.\-\tO~'\~c.s.. fºi- propo-

' S\CIOVt 2.i 

(1 + A )'1- 1 (r'v- v A) >o 

r'ü > aA 

O-'- e)u. > ü A J Ü >O 

co vit rad1 e.e. l1a. d e.f n'lf c.1Ó111 el .z. r' ) o s. { 

.;¡A::: ,:....iv 

0'5: '=>e tiene 1ue 

r'::..,... 
evi C.OVlsecuenc.10. i-4revie uvio. doble. caro..cJenz!..a.c.'1óY'I 

r ::: mdx m 11n íRB.Jl· -
>{~o 1f::i=11 

1 

YYl IY1 



.'::ICOvYlo e.l \11&.x ¿,· el "W111Y> es +omado t2V1 uvi 
~>o 'x?o 

f'Ot"O. )... -= ,, 1 de. esio 1o.mbtc'/l ~e. c:.on d~~e qv..e. 

mh, (x A}i !:... r ~ Wláx {8.ali x ~ o J ~ :t:. o 
1 .!:-L !:. v, ¡<' ·1 ~t ~n X;, .) (~.2.-:¡.) 

r.i ~ ~A, } ~~e, I ~±o 

' o 
r~ ~~A J ~ ':?-o ~ ~'="=-º 

(.11lo11c.es ¡ A ::.r~ 
) ~>O 



3 t---\~TQ ICES #JO UEG-üTIV!.l':l R.EDUC.IBLES 

En e\ c.ap\tulo an\e't"1or se. \Y\\Je$i,9~ \a-\eor,a de \o.sma~ 

tnce5 nonet30.l'wa5 1 rreduc.1b\es I c.ons1d~re.s.e ahor-a ~x1ens11>V1e.~ dq_esos 

resul+adcs e.n \ai~or11a. de Ías ma1Y1c es red.uc., b \es J' poro. e\\o se.. i1E!n e. 

\a ~,~u1 e,.,,t'?. , · 
.De{ 1r11c1on :3.l : U.na YY1a."tr1a c.uo.di-oda R 'j no n~á\,v-o.. 

se die.e q.u12 e..s teduc.1b\e 'SI ex\~te una mo.'"\n2. permu1ac.,oY'I p +o.\~ue. 

dond~ R 11 , Aai , -A13 ~ovi mcih·1c..e~ Cl..\O.dra.das 

lo~ f.rop,12 dad e<;;, espec.iro.\e~ para \a.s YnQ.\r\ces no -
h.e.<3ai\\la:. \n·educ\b\e.s ~ue avJ((:.r1or\'Y\en"\e .\v.12.r~n ie~iaki\ec:.,d.o.<:i no 

Son pl'"ese.l'"\/Oda!:> c..uando se es1ud1an \as. •,-na.lr\Ce~ 'V\O V'l<2.Cja\1\/a~ 

r<tduc.1b\es. S,n czmbar~o ':iª q~~ cual~r..a.112.r vnci\nc cuadrada \'10nego

+wo pu~ de ~et" puesta a,,,, una. '5uc..es. \Ó V\ d <i mo.1r\Cec?S c.u.o.c\n:t.das d 
1 t"t-<iduc.\ \a les ~ pos\llVas i s 1m ple. rna..nt c. t'eemp\aaando cada

1 
e.ero de 

la motnc ?ºr una E><.) o.rb1i,-anarne.Y1\<?: ?e~v...~ria., de °'°tu.' qv.'l. A 
pu.~de. '$~t- pre.s~nfo.do.. C.OYY)O 

A-=- \;m Rrn con Rrn >O ~ \\"nt.dvi:.,b\ee, 

m __,,. 00 m =- l , 2 , • • • 

?Qra U'()O. maln~ no V"\'2.S(ÍlWa ~ aY-b,t,-arlc;\ <;.e.41<2.n 12. e\ 'SI -

TEOQt:\'-'\~ 3.1 : Una mo.tnz. nonesatwa Pi de ord<Zn nxn 
$\empre\\en~ uY1va\ov c.arac.\e2.Y"($\\c.o '( fa\(.\v.e ~\módu\o d.e.;odos\os 
valo'<"~s c.ar-ac.\e\":st,cos. d-e ,A no exc~.den a'<".~ ,b,\e. ma,qmo ..¡a-

loY c.o.rocterb,\\C.O corresrond.e:. UY'\ vector c.arac\~'<'{sTico ~ +a\ '\ue. 

g 14-=. r5 
la rna\n2 

(~ ~o ., '::I -:t: o) 
-1 

aoJun\a BO,) det111tda. c.omo B<.)..):: C\.I- A-) Íl (>.) 



BC\) ~o ; _d._B(>.) ~ o 
d). 

...Demo.:,t~c.10YJ 

Scz.a 

• 

A= 1 :m Rm c.o\.:I Am > o ~ 1 rn:.duc..,b\e.~ . m = i.. 2, ••• 

W\...:000 

d , ;- (m) -(h-\) [ , \ -\ 1 t- d \ ~ e1"101es.e '?Or r ~ ~ a l'r·1Qx1w10 \/O. or cara.c.1e.,1-:::.11c.o Q. a. \IY\C.ir\"t. po"Sl-

t\\Ja Rm. j -suc:..orri:2s. -pvid112vJe. v~c.1or cara..c.lé1·\1<;.,\\c..D pcs1t1t1-o Y\OT"vna.\t~do 

a.rlónc12.s 

_ Ctn) ,, ,.,.,.. . 
.) --V ¡ l'Yl=...l.,'.2., ••• 

Cbm.o 

1 t'm r<IYl) ~ r· 

~-\'CO 

(3,i) 

dor1d~ r es e\ vo.loi- co.ro.¿1e.,-isi,co pC1ret \a l·Y\a.1n;z_ A _, J cor-110 ¡Cm).>o ~ 
rcm) > \A:wi)\ do~,de ').~I'\'\) fls 1.m \Ja\m~ carnc1err~tc.n arb,trano ele An,, ele. lo 

avJe.r10\- st.. t1 ~~, t 1_ut 

i~o c.·::i\l"\ \)..º \ ~ r pora ). 0 u,-, va\01- caraé\e1-l~T1c..o o.rb1-· 

trar1 o de.. A ~ e i,¡ lu~ a i- et~ (2. 2 5) -::..e ob"\1 t\l\ e. ~l.le. 

5(r) ~<.) (3.2) 

nde.w1á~ de. la SUC.<:::'.'..l;Vi cie VIZ:ifore,.s 

b , (1>1p) 
~ll SLIC.IZSIOI') j ) p-::...l 1 2, ••• 

'Q..v,lv ,:,c«s 1 

li'm -9<Y'r\)A·tr\ ::: i9 A 1, (n,) , 1 Cm) __ 1- ,, 

1 n1 r- . ..:i 1 ...;J 

vn -t,,01;) m-400 

• 
) 

D d .f. \ 0 u' \t 1i1,.,1 l)ct,1"e., -::.e e.s"bble.c.e ur1C1 1n.J!lcc.1o'r'J ~:.D-. 
rora e11-"lo!il,ar ~· 1 



.bre. e I ord<'V1 de la \,1C\lr1 e , poro. n:: 1. 

s~ ~ab~ ciu e BO,) ::.. (",._ I -Ar'~ ( )_) en 1onc.es B C ).) :: T. j d 8 (,\):::o 
1 d).. 

5'2a Runa w,011-1'.2: de.orde.11nxn ~ ":>U.f;",~e1se. "fU<l es \J~d,do p:i.i-o 'Wlair1c~~ 

de 01-del-1 (Yl-J.),<(Y!-·.&.) • 

'fxiend1e.11do el d<?.térm1nal')le caroc.terbllc.o . l(~)::. \ )..."I - A\ C.oVl 

i-t;srectc C los eltiv11e1·\t,..s de la u.lhn1a i' la ~ a~ ~(l~:.udct C.01/1 resr'e.cioo. 

los elQlr')H\lo~ óe \a.u)inna. C.0,Ul'YIY'\Q Se. ob-hu1e, 
11-1 

b,. O,) :: (). I- A) B.," 0-) .- ~ ~:lt C>.) a;., a,,"' 
c..,K~I 

donde Bn.,O,)::. \JS¡K - ai'J< 1 es e.\ de.terW'l(YIQ nte c.ar-ai\e.ríst,c.o Je. LlVló. wio.tnc. cleor-

deY\ n-l ~ f)~{ (),) <?5 el coto.Zio\- ·Je.\ ~\emeY1lo )..~¡"'-- Q¡ 1~ e~" Bttn<.>.) j · 

. - ª'Yl B,i..)(-Ch,¿) 

~ -~ ])º'! . . 
~_, -~ 1<:.L C\) al<n 011 ¿ 
L::. I K=.¡ 

\a Mó.XlW)O. l"!l~:t. nol'lt.ga"l1tra.. de.. B11nO,) ':.(2.~0. dci,o1ada. ror r.,, / ~ci.CJeYtdo '}..-::. r., (!.Y) 

l'1) 

{3.3) '5ct i1<"'~ <tuc. B1<i. (rtt) ~o L,,c=.1.,2., .•. ,,.H , dt º·f-CÍ. que_ ~(t"'n)~O 

.poroiro. lado tO.)-::. )_l1+- •• -,d~ 1·a\ 1·1·1at11:ro. qu~ l(~co) ==-~oo, .por lo~a~"to r'l e~ 
UV1aral:l de~() .. ) O ~s nH\110~ 1ttle etljUV1Q rá.12..,rt.alo\~:t:..ct-), e"l an,,bo.s,casos 

\~.;, r ::¡ Fr·o.. c.ua..\~_U\er 1,no,or pr111c..1F\ Bj_¡ coi,\ v-a.\o,_- Có.n:1¿\e.r1~Í1c.o r.1 se. .. 'hm'-

9rut Yj ~ r (3.:4) 

AdeWJás B¡ 1< O,) pue.de ~tt-r rc.pre.$~~-,tdv c.omo u11 mrn.or-.cie. or

d t vt l~-.1.. )K(~-.1.) de \o matv1 z ca ró ctt ~ s t <:.it ):I - A \11 uH I pi ,ca.ti o fº ~- ( -l) l + K .::f 

derivando .:;.z. ob1itH¿ 
d J" cj). 

e\).. B ÍK O.) = ~ B¡~ ( A) L, 1(-;. . .1, 2, •• , ,v1-.1, ('3.5) 

dºV\d b · ...Cj>, ') -- rBc,~ '(>)] l. J. s ; ,,. .... J, 1 t 1 + ._ t> \" L ..... -" -+- .,,..... , J=.. .1.,2, .• - 1 11 es o. ~na ,-,z dC1Jm1,a . 



.d<2. la ~Y10.in'r. ll a¡'<\\ L, f< = .i, 2, ... )-1 J~1,. 

'Por h1pbfes,:;,. de 1ndu.c.c..1bn 
(J') 

B. ().) ~o .po:,o.. A >--rJ 

~ porfanlo por- (3,4) j (3 .5) 

J}. B().)~o por-o..Á~r 

de (2. 21) .':J ( "3.+) -s e 'S 1 ~U<? ~Lle 

. 
..l=L,7,,. •.1YJ 

' BO..) ~o pora ) ~Y (3:,G') 

- COQOL~Q.\0'3.:t: SI A es V.Y\a ma..Ír1c Y1011cz:so.tiv-o. et~ ordeV\ 
Íl'l,xrrcori,\Y1ci)(1mo valor cai-ac.1a.r'1-si1c.o ,r, ~ C.( A) ~s su ~')')oir12. ad.JuY\i'{ redu
c:1da I añlonc ~ s 

C ( A) ~O poro. \ ?- r ( 3 . 'i=) 

J)tZ.n-,o:;;.irac1~n . 

c.( X) :: BO,) . 
J)n-, (A) (o.e) 

c.omo t> .... _,(A) a.s e.l md.x1rnc comÚY1 d1.v1~or de \os e\<:>mt'l-\ios ck. BlA) 

;} d1v1de o.\ po\1Y1om10 caroé:ie.r1'si"1co /).().) ~ Dn-,::. Al'\-,+· · · J e.vi+onc'5 

.D.,_1 O,) > O par-a ). ;>r (3.q) 

D, ) '\ ,,,.,ci.) >_ o. para. )..~ r f>t2r-o D\A ¿O paro.. /1..? r 'S cz. ~,su e ql.lt. ~ 

COQQJ_f.W.\0'3.~: "'=>I A~o es una. ma.ir1~ 1,rc2duc.,b\e. 
e.en mÓx\tno valor c.ara..c.te,-i'::.ttc.o r I e,,..ifon.ce.s 

B ( ~) > o , e C>.) >o pa·ro.. ~ ~ \- (3;!.o) 

por(~-2(;) B{r).:>o, pe.ro -\·o.mt-1e'n ,t B(A) ~ O poro \~r 

.poi- lo tanto B (>,_) :>o paro. A-=3r (3.ii) 

~ de ( ~.8) ; ( ~.q) ~ ( '3,J..L) -s ~ t, c. V\ t2 \U.~ C. CA·) ·/Ó ~o. ro. A~ Y 



~Ot?..OL~Q\Oo.:i ·. si A ~O es uno. mo:\r12; \rredv..c.1b\e covi ~~x,.~ 

mo va\or cárac.tu-',!>iíco Y , ~V'ltoV\<:.e::, 

B(A) 

fJ ( >..) 

(3.12) 

~a qu<l Be A)~ o , 'j ,A()..)> e f>ª íO. ~ ..> i- , de o.~u i' "el.!. -st~Lla. (?>.12.) 

COt2ol..~Q1.o aA: 1:1 11-1Óxn~,o valor carac.te1-l!:J1c.o r' dt cua.\~urtr 
'M(Vlor ft'IYIC\ p::i\ &e una. mati-1-: Y\OV11?:~..::1.IT\f"a., A V\o· excede o\ tr1~x 1VV1.0 va

\or co.ra..cltnst1co Y de. A. e.-s de.c,r 
1 

. r' !::. Y (3_-13). 
a) S1 A ~s lt'l'(Zduc.,ble. 1 la 1gua\cla.J e..v, (3-1'3) Ylo pu(2:de.·ocurr1Y 

b) S, A <.2s r~duc.1b\e, la 1~ua.lcla.d e.n(3,i'3) \J'o.\e p,.i--o. ~\ VYltV\O!:i 

UYl \IYICV)OI'" fl"'IYIC.\F\ 

.D e.mosirac.10 n 
a.) la de.s,~ua.\dod (3.i."~) a.s v~rdade1:-o p::fro. ruo.lq.u1e.r me.nor 

prn1c.1pa\ dt. orde\l'\ n-1 por (3.4) . S1 fi e5 \rre.d,uc,b\e , éntol'ic.ts p:,r 

(2.2~) .BJj t r) > e j=-.1, -z, . . • JYJ ~ pc1- \o ta)'ito r' ~ r · 

b) s, A e.s '(~duc.,b\e:. I evJonc.e.s e.x1sk UVIQ mo.ii-1z. Frmu1aCJÓl1 

p -\a\ ~U(!. 

A~ ,[~ ~) 
de. o.1u.{ 'tu(. '( ~e.be <:;,er v...,, valor ca. rac.\er(s\1c.o dQ UYlO de.. \os do::. me.-

nor-es fr1V\CI pales B j D l &~o pr1Jebo...(b). 
1 



C..Ot1s,d~rese LMO. w1'i.\n?; raduc.,ble. arbiti-cn·,o. A ele. orde11 Yl>'- Vl 

pot \'l'lc.d\o d~ U\lla Y\,1atn12: pt.rmuia.c.,ó~ P , -Ja mair1?: R pl,{c.de. s~r ~ia '2.lt\ ICl 

tor1·Yla 

A = r.B ú l 
Le oJ · (3.14) 

donde. B J D S.O\I\ motnc.e.s c.u.a.dro.da.s • -S, uY\a. de 1~ ma\rtces. 'B b Des 

re.duc.1ble 1 pua..deV\ ser- rerJ-e·::di.vdadas e111 -ri- ma s,milai- a. (o,14) de. Ta.\ 

Wlat1tra. 1ut A -toma lQ. -}ci-mo. 

A= ~ ! ~J 
s, •1via de la m ~ f '"' s Vl'ki t-1c.e.s k I L, M es r(ldu.c.,Io\e. , e11110111c e.s e. proces.v C:.OV11t>'lUil, 

t1"'4lmtl'\tt. ':1 ~t.d1avtte u11a ma1r1r .pe.nY1u1i1.,,~Vl ace.p1abl~ \a mat1""1'2. A fovna. 

la.. t>rtV'I~ ·h-1ar1qll)ar e.~ b\O<f~:i I e.s dec11-

A11 o. . . o 

A= A2., An· • . o 
• • . . . (o,LS) 

¡ As, As~. • • Ass 

dondcz. · \as ~d1i-1c~s de la d1i:11011~\ ~oVi CUtldra.~s fJ. 1 r r~du.c.,b\e.s • 

losb\oqt1e~de\ad1aso"'a.l Au ¡(i~i.:s)son IÍama.dosa,s\acló~cs-, 

A¡I(. ':. 0 raro. \iC. =. 1., 2,, • •) i.-l.)L+I,•.• .,s 

Por- lo taV\1o ft tomo. \a. forma 

A :: 

A, o. ,O O•••O 

o tt2.· • • O o , · . o . . , . . . . .. . , . 
o o. . Ag o - - · o 

A9+11 1: A411 ,2 • • • A'*,,S fiia+1 • • • O 
.. • • • • • • • • • .. 111 ~ 

("3.1.G) 



.doY'lde. A1 i R.2 J • •• 1 l=l-s so't'\ 'VV'lo.l1-1c.12.s. 1rreduc..1b!Q:.$) ~ evi ca.da. t1\a. de. 

R13+1,1.,1 A·q,11.~ J ..... , Á:1-1-,J 9 -=:.e l1e.v1~ ~u.e. a\ \IYlC}'lO!:> Ut'.O... W"tair12:. es ct,~t1>-1-

to. de C.(!.ro; ~ a la .. ....,ati-- 1 ~- A €.V\(3.iG) e s.· \ la mada. la. +ormc~ Vlor-ma1 de 

lo. ~Yla.'ir12;. r~duc.1ble. A. 
+lac::1evtdo us.o de \a. +onna. V\O'rma\ deuV\a. 1ma.tr1"l redu.c.tble. se 

pruebe... el s1~u\ll,tlt 

TEOQE.l--\f.l o.2 : Al va.\or coi-ac.ier1st1co ( má,c1VVlo) Y de la Yn:J.in;; 

A PO pe..i-te1-1ec.e. UV\ v~cTor caro..cler1~tic..o ros\\\u-o SI ~ solo ~, <Z. Y1 la fcrM.ó 'y)l)r"...;. 

Wlal d~ A se..11e..V1e c..1ue.. a) e.oda. uno. de. \as Wla.tr,c..~s r:l, i A2 , ••• , Ag .i,e.vio, 

Q \' cowio valot- c.ara.de.r1~t1c.o J b) Yll'Vl_gUnt'.i de bs VY\a\r\Cil-'$ f¼t, J • ... I As 

ti en~\/1 isla P'-Of>\ e.dad . 

J) <Z.!~ ,aslrac1on 
-supovigase q.u.e. 2>o sa.~ UI'\ \Jec\OY c.arac.le,-{s.T1c..~ p,s,t\tro 

que fer te.Y\e:ce a r ·, lj es Vle.c~r-,o dtu-1d11- o. ~ 12111 raAe.s de_ -40.) vnar\era.. 

que. fXl r-o. 
i A -::. ri; 

e S t".e:en,p\a-ro.da_· ,>O'r" do.s S\.Sfe.n-1a.S d~ <2..CUO.C.IOV\€.'$ 

, 

t-:.l.12,. ··,j 

·j-1 

~ 2 h n.l.L ·n · ¿_,-- rt'"' t ;á'Jn1 
h -::.1 

("3 .i-=t') 

(3,i.t") 

dt(o,H') s~ -s11ue. que. Y es un vo.\o,- c.aroc.ttr~l1¿0 dt c.acla. UVlO. de. \as 

W\at1-1c.e.":a. A, 1 A11 .•• , A9 ¡ de (!i,l.1·") ,se obs~l-:trQ ~u<l 

i-Jftj ~ rªj ':i ~u~ i)Rj=#;.Y~ 1 (3.i8) 

J?lr(\ j::. ':;l+\' • J 5 

-Se.a "j e.l máximo va.\oy· ecirac!<2.rr'.si1c.o de Rj ":{ por(2.21) se. 

J:::.. ll+l, • • • J 5 



por óko lado 1-t- r , por lo ianl o Yj L r 

1. · t: ' \ .,,.,,a' ~r»1os va\ore.5 caroc.\erh.-V\ \/<2rsa.nH..1,He.. J supoYtga.s.<l. '1ue os ,,. .A 

.\.1cos de. \as ma11-1tts ílt pa.r4 í.::.J.,2.1 • ,.. ,'3 so'tl t<3uo..\es o. Y '.:1 Yj 

~0\.1 los maX\\1'10.S va.\.ore.s cara,;te.rlslrcos faro. Aj 1 ) • • • J Rj)q-1 j avitonc.es 

\ 
""' 1 1- . -t- · - t. · \ s V't1air1c.e..s S(2 pu~de.Vl cl~tlYtlr co umYlaS c.aro.c..1e.r-,s He.as ?OS.111v-o-s '=-1 ~í'O. a. 

n. • 1 l ( ,, d rz 1111) ., e,. ~V\l.Ulv\(ró'V! coh.tM_ 
ti l l ':. .l. 1 2 1 • ,. • ' ':f .Pº ,- V)-1 <.a l o l1. t. 3 ,l T'.) '1 e \."J. ..... 

j-=.g+1, •• -~ s , es dec.1r . 
~~hAjh ·_ ~¡(lj!j- Aj) 
h~, . 

J-1 

S(l ~11u~ 41..t ( 'ªj =- (rj Ij- Pr-,r r1 2 ~.h Rj., ., 1:.1+1, ••• J s (3.l'1) 
T ~~, 

dor1de. I j e.s u.,Yto, :-:',ajr'\2 u11ito. rlC\ O.t.\ W\tS.W\O od~Vl iue. A- j ~ ~a. q.u.e. 

r5 L. y ~ por ('3.1'2) s~ 4,~\l\!l 9ue. 

(r lj - A-j r' °?" Ó j::c ']H 1 ,, ,,S (3,20) 

~ c.omo 

que.. JU.v\ia e.o\'\ ("'3. 20) se +, e.\11t. ~ue.. ~j >o 

[ 'Por \otanlo ~ e.s UY\ V<Zc..toy cara.cierlst1co de A ?"ta. 

a.l va.\or ca rac.iu·{s 11<:.o t" • 

Íl 5\:1Ul!Z()-ilZ. l"eO~cZVY}Q da Una úlracJe.,r1.2aC.\óVJ para UY\ll l'YlOiil-:.. 

A~o qut- JuY1io C::OV\ -su tn::rnspue.sla. A' +tll.V\~ \<X pi-o.p1c2-da.d cq.ue..un vedor 

caro.de r 1'st1c.o posit1v D .pe.. Yi e2 ~)ll.<.<2. o.l ma' x I m o va lol"" e.a ro..c.i~Yist1c..o Y 

i 
fEOREHl.13,3: RI vndx1mo valor corac.ie r~s.11~~ y el~ una nu-

irir; -A~o p~r1a.Vl(U:.e u·..-. V'!c.io\"' c.arac.t"erls.T1c.o \'osit\l.rO paro.. o.mbo.s R!jfi1 

S\~so{os.\ A pu..~de.~Y Yepr-~s.c2.V1ta.da e.\l\ -\-or-W10. c.as1.-Gho.10V10.\ 

A -=- ~ A1 , R2 1 • • · J As-~ (3.2.t) 

donc\e. R-1 J A-2., ••. > As -:;.o~, W1otr1c<2.s 1n·aduc.1b\~.5 J cada. UV\a de.. las c.ua.\~s. 1"1,V\e. 

·a r coWJa máximo vo.\or ca roc.tc..rl s.i1c.o • 



D2 m:>.s 1i-o.c\dY\ 

~upd1119as:e. ff.UC?. R ~ A' +1ena.n ,u.e.Y-ore.=, e.a r-ac.tarrstcos. pos.1t1vos 

parQ.. >.-=. Y j por t<Z.0Yc2ma 3 . .2 Ft p~e.de s~y Y~pr1Z.S~n1ada. tZ.'il su torVYJO.. r1orYY1al 

do11de A,l .'. ªJ A1 +,eV1~v¡ a. r- C.OYY'lo -::;u ma'x,mo Ya1or carac."'te.rlsttc.o ~ lo::. 

vY)óx,mos valore:;. cara.dLr-lst,c:os de.· R'.i+-• > ••• > íls soVI }~LY\DY~::. qu.t.. Y1 se 
+1 t..rt ~ '4Ue ' 

A' 1 

• A~I . . o Rll+1,1 • 1 . . 

• A' A' • A;.'3 o. ·• • 9 : 9+1,g • • 

A'= o. .o A~, 

o. • o o • 

rnv1ri1 it.ndo e.l ord~11 da. \o'5> b\oq.u.es e.V\ k.'$1Q. Yha\r11: se. l\t..Y\e. 

A~ o o · · o 
o ~ .o 

(3.'22) 

'j.,.. qu,. A' (\ 1 A' '!!>Olil 1n~du.c1b\e.".;> 1 cl<Z. oqu.11 ':)e.obt1ene UV\O. torl"'lC\ nor-'"' T ._ '> 1 h s~1 > • • • I , . _ · . 

\/Ylúl poro (3,22) ?Jr u.-.a p'2.w1Ú\oc.10Y1 &e lo.s bl04ues1 c.o\oc.avtdo los b\01oe5Q1s.\a.-

dos a lo largo de h d1a1onal prM.c..1pa\, uno de. e..s.o~h\09rve~ e-5 fi.~ 1 por 

Olro lo.do ~o. ~u.e 11'.X foi-»1a ~oi-~~\ dt A' c.leb~ scit,s to.c:e r las c_o1-1d1c..1011~s 

dd fe.or-ey1a. fil..C.t..de.11\te 1 .z.l W1Q)(1wto valor c.a.rac.te.rh.t\c:.o de R-~ cle.bt.. $Lr 

iqua.\ a. 1" 1 e.sto e.s pos.1b\e c..uc1Y1..do q:::.s. 1 p<2.ro .e.nto~i.c..e..s la forml\ vtor-n1ol 
i.s-lodo A n n ·· 

, J rrz; • - • 1 ns . 

Inv~r-sa.mt~1e. 1 7>1 w·1a ,<l.pr-a:s.er\iac..,ó11t de. A e::.'da.di::t '-OW\O 

. A -=- ~ A, , A z , • • • , A s l ~ I'\ loV1 ce .s 



A 1 ~ l A". 1 A~ i • • .. ) íl ~ ~ (3,23) 

se deduc.e de (3.'2.L)) (3.2:5) 'j por cz.\ -feorcz.mo. o.n\eno\" <tue R:::, A-' +•c2n<2Y) 

ve.cloYe..$ carac\e.Ylst1c.os p<:i-5,Í\\IO:. para e\ m,::.mo \/a\oy_c.a'(ac.1'2.t'l$1tc.or. 

CO!aOL~1210.;5.s: S 1 e\ mo'..x\mo "ª\º" co. r-ac. 'te Y~s i,c.o \"' de una 

mo.\n2· fi 30 '2.'.S ~1mp\e 1 'SI vec\ol"'es c.aracte.v-:si1.c.o~ pos"ihvo~ pe,-:. 

ie.ne.cen a A~ A' er.Jonc.es R es \t'reduc.1b\<l. . 

fv\tTl21C.lS PQ\1--\\1\\Jt.':)-1: IMP121~\T\\/f?,::i 

De f 11"\ \e 10112._~ : se. e A>~-0 una n"la 1n -z. 1 l'l"e duc.1bl e. '.j sea \' -su 

mdx 1mo valor ca rac.i~ rísi\c..o . Su p6ng,a.se ~ue. ex 1~J a:.n ~x.ac.~a 1'r"'IQ.l'l

t<2 h valores carac1e, ... ls1,c.o~ d<2. \'n~du\o ~ (}. 1 -:::-\}q_\:: ... = \>-11\-=-r) 
S, h-:: l la \'Y'\Ot-1c. ~~ \larYlada. pr1rniÍwa ¡ ~, h :>l \a matY12 es \\an,a-

da 1mpnm1i,vo. je\ y¡Úmero h ('..5 \\an')odo e\ ~nd1c,e d~. 1rnpY1n1\\\-

v1dad. · 

1;_\ 'S.1<:!Vlc2\l\lt2 -\-e.Or'2n'IQ cta U.Y\~ rrop\edad \mpo\"1on\e 

~l~a vi1t.J.fr-1ce.5 pr,rnct"was . 

TE012EH/1 :3 .4-:, u,._'\o ·. ;mot-,z. A>-.o e:; py11'Y1i\WQ -s, ~ 
~ol o c.•. ..\- .¡ d n ¡\ d .., e.x,~,e. una .po,-e.nc.\Q ~ n ~ue. '2.s. pos, \\/Q J e.s ec.\r 

p • 
R »o Fra. p¿.1. 

.be mos\1-0.c., ¿n 
s, Rfl>o \a mah·11. A es ,rnz:duc.1ble jª ~-u~ c.ada '?ºl'.:n

c,a d.e.. una mo.~Yl'l r~duc\bl~ es rc2duc.1b\~: /Jdemds czl :nd,c.e. 
de. ll'Y1t1\,1~\V1dad h para \q 1-na-\,-1:a. A debe -se.~ l ,_,d i:z o'tt-o r,1ccb 
\ . -4 ? ,..._,J 1 -\ :• t , 1'" ' p \ p 
CI \)10 l'I'~ rcs.111va A r-"~r-,a ~l"ll!..1- h 'íc:llCe.'$ CO.l"OC e.,-,s I\CO.S t-, i A¡ 

.. .-J }: (~u?.. f'U!ZdeH ::...~v- ,suo.\12s) de. mo:\.r,\.{c;, rnO'><'\\YYO rP1~'+ueco11-
+ i-a d I e Q; e.\ --\ e o , e~, C( l. . J. . 

Inve.r·::(.H1'\CV1ic. ¡ ~upc11~CtSe. ~.ue.. A e.s Ul10. 'n1G\\tl:. ft'lm\

i\\Ja, u~ai-,d(') \a{~tn¡u\o. de \¡1lz.1-Po\oc.,b,1 la~ra1·1~e. -S1\\Je..,.1<2r p::ll""O Rf> ~ 
.--5'2 1(e~·H!.'* paro -\-órmula de \\''1terpo\aG1bY1 \/c.\'ap¡n,hc.e Rl. f<1S1oS-'fO 



donde \.\J {~):. (x- >-,)m'()__).~f'li_ , , (~- '>.~)f11s 

e-:;. e\ po),no\'ri\o m\nn-no d<Z.. \a ma"\n2- ~. 

\-< = .l., 2.., • • . J ~ • 

'j (( °)\) G?S \o. l'ii0\'(12. ad_JUl"\\O \".'2..dUC\00, dcz.\-1ri\da. C.01Y'l0 

c.(),) :: ( )..I. - ~ )-t e.y(>,) 

'5\ se iorna )., -=.y >\~z\~., • ~ \).s\ 

\a ~ormula (~.24) -\-oma \a i·Ol'l'Y\C\ 

rt' = ~(Y¿. Y'p -t 
1 

~ (r) 

de._(3.25) 5:e '51~Ur2. cy,\~ 

límlt. -
i,f' -

C.(r) 

i''(Y) 

t 
l<-::2. 

·pt:ro e:! (v-) >o ~ por (~.2 5) 't''<r) >O ; se s113vci? '1ºca. 
\n-n f"PAP>;i-0 

p-t>co 

{~.24) 

(~.25) 

(3,2G) 

Tf:Ql?.E,l_,\~.5 : ·s, A >-o es U~')Q 1-YlQ\\'"\ 'l- 1 '(\"e.duc,b\e 
~ . 

~ a\gu\'°'0 pot~\"\C.\a f.\C\- Ó~ ~ et~ l"educ.16\ !l. I enlOY'IC.eS f\ e.$ COn,p\t'lám~'rtfe 
r~doc:.1b\e, e."5 d~cir J A!:\ pucz.de. ,s¿r re:..pre.~~ht<:tda p~r medio di! V\1(1 pt2..Y

\'Ylu\ac,ón tl'l lll i"OYH-'lQ 

A q. = f A-, , A2 , • • • , A s r ( 5 · 2 1) 



dor¡de. R,, A2., - • 'J-Rd ~oYl má\r-1c.e.~ 1rr-.educ.1bk!> c.¡.wz .. t,~Y\12.Yl uno je\ :111.sn,o'\/.:1\or . 

CL\n:.1c.ia..r-bt1co·, j d e.-s él máximo C.OW\UYl dwr50\" c\<e. q. ~ h} dond~ hes e\ rn-
drcc2. d~ ,YY\rnm1t"1dad de.. ·A. . . 

.D € }')'lOST'rac:, º"' 
~Q ~tú, Ft es \ r r-e.duc.1b\e. ,1 Po" 1Zl_1l:OOE ~ll. .D}1'= WOOEU\U~ \os. vec.10-

'(c2s. co.ro.(:t~r-11sTtcos .posílwos a~oc:.10.do~ °' Y pertenecen 1aflto a A c.omo R' . '?e.'íO 

CZ.Vl~O\'\US rLsos '\/ct.c.tote.s Fo-e,,h\lo.s ,SOY\ 1a ;nb1e.n "~aor12s c.arac.tel'"h\lC.OS o.e hs 

YY¡a.1\'"1c.es nont..piwai A':\. ~ (A4")' po..ra e.\ \la\oY CA.l"a.ci~r-b,\1c:o ).. -=- '<'C\- ¡ c:'l'p\1c.ar.do 

<Z.I +eore.mct ::>-.5. Q fi-~ 1 se. r~r\-e..$e\l\-h Q:..sta Yllalrlc (e.\1'31<2Y\do UY\O h'\O.t'rl'c:-

p<t.il'YIU1ac.\ÓY'I ac.e.pfab\c) evi lo +ormll (3,21.) donde A,,_ .. 'J ftd ~l-1 VY'O\rtCLs 

W Ye duc.1 bles e.o~ VYla x I Ylll o V o.\ O'I" e.o rae.\ (t tl s. t, e o Y~ • 

fer-~ A tl~Ylit. h uo.lor'2..s. carac112.rlstc:.os de. mtc:lµ\o \" 
h-, 

• ) y- é é ::. 

e.sto -s11n1 ttCJ::\. 1ue. A't tam~1~111 il<!.11\t- h va\ote.~ co.i-ac.l~\'"ls.tic.a':> d.e..M6!u\ 0 · 

' 'MOll\VYIO 

':J.,:. .:;¡.(h-1) 
• J r '-

a re:\- • r.st o sola }"ll.e, .. d·<2: es pos\b\e. c.uando d e:s 

~J..Afll03,G t\l')a po\enctQ. &~uno. Yl'1álr1:c pr-1m1\\vG\ e·~ 
f r 1 \'l-1111 \rG\ • • 

51 'i- = h e.V\ r2\ te.or~W\Q pr¿c.ed~.Y1t'2. ::.e. o6t'~ne. 

c.o12..0Latl.,o ;3-~ S1 -R es UV1a. mo..:t"ic ?r\VY\\t\V~ C.OVI ,ncl\ce. 

d~ 1mprrn1,/w1dad h , en1oVlcfl.!:> A~f> r~p~·~se.nta'c\c en''½''.rn~\'\Ce.';) ?r1mihva;;. 

COY\ <ZI m l':IW'IO h'la.x \ W'lO val a'!" c..a.roc\<2..rlst·c.o • 



4 .tPil (/.).( \ OtJ'eS D1: l.~::> 1-\~TQ\CES IUO tJEG-AT\V AS 1::-U.L/.\':;, C.f.\DB.Jt.ó DE. Hl:d2. kOV . 

C!.ons1de'.l'"ese. úY\ '5\s\erna +;,sic.o c.qpaa de <2x1s11Y- ev-i" YI \2:s-

+ados fº!:.' 6\ es . 

5, i 52 , 53 , . J 511 (4 .1) 

~ UY'IQ ,suc.estOV1 ordczn.ada d c2. 1ns1a 11te.3 de t e.rnpo 

'te, i, J t,'?. i • • ; -l: n • 

Suponqctse_ 1u .e. el') <:.ada \Y\Stanle de.\ l t2..YY1pO 1 <Z.\ 5\Skrna. <Z:s1o. e.Y\ U.YlC, ~ 
~o\o UY\o d~ \os. e~iados. (~.1) .. Sea --RJ \a probabt\\do.d condlC\O}'lo.l 

dt2. ~U 12. e\ s.,sle~,1a e.~f~ <Z..Y\ e) ~s-bdo 57 eY\ e\ 1n-::.b.~te "t'K.) "3Uf0Yl\~>'l

do que 12\ S\S~tma e..stUt.ró <2Y) ~\ esfado 'S~ a.V\ <l.\ IY\SbY\l<Z pre.c.edeñ1e 

t.1<-J.. 1 ( t.,j= .J.,2, •• , 1 Y'I .i k::. .1.,2, ••• ) • Supbn~a.s.e. ~Lle f¡j -

ia'YY1&1~V1 \\a.ma.&ec. proba bil1dad de ../ ro11~1 c.,on; es r Yl dcz pe.VI di eni e:?. del -

-hernpo -/: K I cz~ c:L~c,r- 1 f·· no va/10. c:.on e\ 4,empo, 
5 1 \a YY1ó.1l"1¡ c\e p,ciba bi 1, d<'.\de::i de --\ rans,c, Ól" e.sla da-*t 

P =- 11,p)\ 
d~ orde\'\ V'l )('V'\ 1 e\'t\o'l'lc.:.~ ~a:: dice qu.~ se. hczV\e U.\l\a. cadena. ~owio1enea..de 
J..lay\<ov cov. UYI YlLll'>'H·ro 1'Yl~o ole. <'~io.clos , adon;: P -:sa1istace. iu.e. 

-p. ' :~ O ~ ~. - l ' ' l 2 ("" ,2.) 
lj J .~ / ÍJ - lJ..I =. 1 1 • • • I \"\ "-1. 

J::.I 

l>e~wHc.\ciY"l 4 .1 : Una mo."\v,2. ~ = \\f;;\\ de orde\1 nx n es 

llamo.do. es"toc~~T,ca. s. 1 ? es Y)O ne:10.i. wa ~ 51 \a. "Suma. ele \os e\eW\~nio5. d-2 ca

da reV\glón d{)_ 'P es ,~ual o. i J es dec,r s, las \'"e{ac1..ones (.::¡,2) '30YI \lal,do.'$ · 

~'=';; par-a c.adenas homo<jeneas de Ha:rko'l \a rr1a°ir-l2 

Pes estoc.~stica. '2. ,n\/et"samente cQda. m.atnz. es\oc.á..s.\\ca. plle.de 

S<2r ·cons, dc2Yada.. cama \a l'Y10.lr1 z. ? · de . o.\C31.Ana. co.deY1(l homo~IZ:nea. 

de 1-,{o.y\<ov, ~ e-5fa es lo. bct-::;~ para \Y\V~51t<30.'<' \as cc.deY"laS hol'\'10-

gen~as d,e2 ~(m .. kov. 

<P.omo V...Y\ó. ma.\YIZ. esloco..'>rca. es UY\a ,to\'"'fYlQ espec10.\ de. 
.una \'Y"tó.\Yl2 Y\OY\~<:,al\\Ja /tOctOS los COY'IC~ptos ~ vropos\C\OY\e.S O.Y\iertO't-. 



. m2n-\e e'5füd,a.das °50'(\ o..p\\c.o.1ole.':l. . 

. ?QOPQS\C.\OU 4J:_: p ~o e.s e.s\om::.tco. SI 'J $0\o ~\ ..\-,e.ne e\ \/E'X-

+o\' Ca\"'<'.ld'2.~i'sí,c.o (J..,lJ ... /1 .. )' paro. e\ va\o'!' ca.rac.1<!..\";stt,o i /';! t~ UY'la ma-

4-Y, 2 estoc...;c:.\¡c.a_ ~1 rr\dX!YnO Va\oy c.a,-ac.tenSflCó €.S 1, 
temos tra.c.,oYl 
.D<2: \a de~wnc.,ón de UY\a motn2. e.s.\occr.\t¿o.1 -se. '!>t~u-e. '1ue. +,~Y\e. 

va\oy- c.a.ra.cter~s.\\c.o i J C..Oy1 vecioY' c.ó.ra.c.\er,s.\\c.ll pos"ctwo -a +a\ 1u.e. -

ª::. (1, 1, · · 1 J 1} , 1nva.\"'same .. .Je, cada. ma\\'12. P ~o qu..e "t!l.Y1~a veclor 

Có..,o.c.1e.y~sf,co (1.,1, ••• ,1) para e\ vo.\o"" caro.c.fe~5.1'c.n i e~ e.~"toco.stca; 
por @,o \a.do 12\ m~x,mo va.\or c..aracler11'=!.\\C..l) 'S\~mpre. cla indu.1do 

evJni .2\ rn¿x,m o ~ el m in,m; de. las sume.as dt \o.s 'í'e}1q lohe.l , ~ co

mo e.1-1 uvta matn2. e.~\oc.ds IÜ:.a 1odo..s la~ sumo.s ole. \01 Y-e~v~\one!i ·s~:n1 

\<3uales Q i I e.V\l:;,,ce.s .l <2s e\ vná)(,w,n va.\o"r" c.arac.tt\·t!.\i.c.:n p~r-a.-

d le.ha. ma\,1 2 , 

TE.Ol2Elv\fl 4 ,1 : ~ac\cx d\\Jl-s.or elema.YJa.\ d~ una ma1r12 <?.:..to .. 

cd'=>\tco. qu~ c.orrespcmdt:. a\ valo\'" caro.cier1sÍ\co 1 1 es de. ?.'r\~l?Y qrt:t:~b. * 
· l:>e.mo~ tnl~\OYl 

Por (~.lb); \o.. Wia.tn1. e.s\Oeó.S\tca. P pu.e.de. ser desu,m

pue.'§\a. eVl ~u. \ol'Wlo. nor-m~l. 

~l 
o . Ag. o 

dondQ A, 1 ~ 2 , ••• ,A~ son mo..~nc.es 1rre.duc1bles '1 A-, ,P\ 21 • •• ,A<3 sonmo.-

4-nctts (lsloc.d~ilca.S ,r-redvc\b\es COY\"to.\ov- eo.ra.cl<lri'shc..o s1mp\e.. .L,po.ra 

e.a.da. U.\lia d.e. ~\\o..$ ; ~C\'" o\'<o \ad.o , los b\o qu'lS. cha.soY'la 1~';, A~H, ... ) -As 

50\1\ \t'r-12.d.uctb\c.s CO\I\ va.\ore~ c.a,ac.te..r,st1c.os mty¡orct.s °ttAI:'... i. 



cbnde. cz.~1 Oi. a\ -va\o\' caroct2.r~':::J1c.o i le. c.orl'espcnde.Vl 01"-l1s.ore.s ~{e·w1el"tlo.l;:~ 

di2. ?r1n·1er a_rado, !a w,0irt'2: Q2 \1oti~1·1e. vo\or carnc:\e.r;si1col..i ~ ~I teor~n1et 
"' 

-;.e. ~11ue.. ,rimed1a.tamenie d <l. l -s1~u.1~.nl'"t2 

l.EUl).4,l: S1 ul"\a rno:\n2.1'lene. \a -\-oi-Wlo. 

dov,d.z 01 ::¡ Q, son máii-1c.e.s cua.droda.s ')J cz.\ va.lC>Y <aro.cier\st,c.o ~ de A es 

+amb,e.n UY\ valor c.a.ra.c..te.:-k1tc.o d"' Ql. ?fl.ro no d.e. Q2 , ~ 

J \ Q;i: - ~Q 1 \ -:t. o 

czntonc.e.s los d\Vr:G.or~..s ele.t'r\(Z.rltale.~ d<2. A ~ Ql. corrczspond1ente~ a:. \o '$OVI 

1 o~ n \ 1 ~ 1~r, o':, • 

L) Cor,stde,-ese e\ CL:l';,O dol"ld~ Q!. ':\ Q2. Vl.O te.n~an \Jo.\oi-~~ ca rae.-
.¡, 1 t . I_ 
,czr-,s:,c.as '2.VI C.Ol'Yl~Y1 J (ll''\ es1":i ca,;.o \os dw,sorc!S ele.l'Ylti.V\IOle_s de. Q.L';;IQ2.'tOl"'-

VrlC\n el S1s1e111a. dc:2. d1v1sore.s. e.le.w,a:Vltale.:. de. -A, par-a e::.o s.e..a. T ui'\Q 
m.a h1 2:- -ta\ 

º] Oz. 

'Si \ es de \o {or\~1a 

T :e[~ ~J 
doV\de I1 'J 12 



.on~u\ar V dGi!. i.al Yt'\.a.Y1<2ro. qu.(2. ""50.hs}-o.tr·~- o... \a.. 12.C.UQ.C.\Ol"\ 

Q~U-UQ1 = 5 

s.1 es\o ·:::;.uc.cz...c.\12. <2.v.lm1c.Q.:S lo':.-d\\/lsores eldl'Y\e.v,ta\e-s. de2 Q¡_ ':! Q2. .\-or-rna.Y1 

e.\ "=>1~!QY11a. de. d\\/\s.o:-e.s .-z..\em_t2.'r'ltale.~ para la.ma.tr1e Pt; ~a qu..t. G\~ Q;,_110 

+1a..;1<2Y1 wtlores c.o.r-aC:le.r~~tc.os <Z.Y\ común , enfoV1ces <;;;.Ll e.c.uoc.JÓY'I -s1'2.~Vlfi 12. 

+, 12. n 1!. so\uc.,o'vi Unte a.. f ª 1-a c.ado. S . 

i.i) Cl'I c:z.\ coso doride. Q.1. '!i Q2 +e.t"l.goY\ \/a\ores c.ar-a.¿\er-1s\1c.05 en 

c.on·1~n, ":>e ree.vnph:ca a. Q.l por -su -\-onY)Q. de. Jordon J l C.OYYIO u Y\ re:su\+cdo Hes 

re.<Lmp)oi!odo por una. má1r1'c ~\m1\a r) . S <2 a J -=. 1 J, J ] 2 ~ don da -\-odoi \os bloS\ues 
d2 Jordan con 'lalores co.r-a.ct~1-11st1c.o~ '>. 0 -SOi'\ col'\'\b,-vwolos e.va J.L , e.vitonce:; 

J, o o o s. o o o 
o J¿ o o .......... 

-A - o - 511 S,z. Q2. 02 s,., . 
5 21 ~2 . 52, : 

"l:slu wio1r-1~ c.a.<2: bct~O L\ ca.so ~ie.~óel'lt'Z. ~ n q.ue l~s._mali-1ce.s 

J, i:! Q¡ "'º \le.Y\Q.V\ vci\o,·e~ ~l'I <:o}Y\to, ., de. a,y_,_; <'.'.\ue los ·dw,sor<!.S e.\e. V"r\~V\-\a.\t2.,:;. ª" la.. 
-k>nna (\- ~o{ -sovt los WltSV}\O!. parC\ R~ 1, ~ po)- \o'tanto p:1ra A l:J QJ. • 

COl20L~t2104.l :5,un \112.C.Tor cnr,;.¿\er11i\1c..o rosÍ\I\JO ?car-°\(Zrl<¿,.::.e o\ 

'Wlc"lX\Y',\O \fa\o'r' ca.rocí'tr/~í,, o r de -A J üt'toV\c.~ 1odo.s \os d1v1sote:S e:.kw,c¡.,,ta\es 
dP. P. C:\u~ p(! r-le"' l ,e.\11 a. } º; C.OV\ \). º \ = r J ..;,º., d<Z. \ ?rn'1't e.-r- 1 rad <'). 

\lo\'l,e.V\~O o. las cade.Y1os d.e. ~a'r'Kov J "5Llpon(Ja"S.C!. '1Ll.e S1Jsc. >º • 

• • "JSr¡ ·s.e.m, 1'odos los fos,ble.::. e~todo$ ?ar-a U\!\ ...,.,s.lemp e\'\ una. c.adrna de. Uar:.. 

. Kov ~ '=>~C\ p la nw"'h·ra c2slocast1c.a. de fe.rm1na.da. ~O'( esa. c.aden:1, q_ue. 12':'. 

+oi-madcr. de las pro.b:\b1\1c\a.des dei1-o.Y1s.1c1on 'ft.i _ i..J.l-= .1.,2, ••• ,n 

esta.do 5. e11 
J 

es tu \.ro e.Y1 el 

Seq .PY \o. rrobab,\1dQd ~e e.nc.on.t,o.'( c2.I '51slel"l1a ~r'lc2.\ 

a..\ 1nstanfe "t.< :=,a.bte.l'\do ~u.e. e\t\ é.\ 1n'ita"1e.. t'lo!-~ ¡2.\ '"5\stc.wu 

e.s.rodo SL· Mr i.. · , 2. , J r- o.. J J ::.- , ' ••• J n > <q::. l, 2:,-. • • °'º~,e1e. 
(!) 

ftj := fLj ~ hacl'2.Yló~ U'50 de?. lo. SUY\,'"\Cl '°1 mu\-\,p\1c.aC..lÓ~, de rróbo.b\1d;l.-
de.s 6 stmf\Q.\YlQ.\'Jct de\ he.c.~o de. ~ue. pn\+t'\ ·=.Ph"I ?V'l -5elie.n.z.°;.'-'C 

(~+1) 

'A·· lj 
't . (<,t.) 

'Rh f"'.i 
1, :l. 



(1:sia te.lac..,~t'l ce.s coY\oc.1da c.omo la re.la..c1on C{-iapman-koh,,ogoro\l 

t>Ora las cod,rnos homo~eneas dca.. 1--tar\<o") 

3: n Y'IO\o.ctoY\ vnciti-1c10.\ -se "t112.ne. 

I 

dondcz. ambas. mo.~\<;~ ':)01') c\c. orde'rl nxn. ':J da.vido vo\ore.s. ~CR.s\\lo~ o.~ J 

q.-=l,'2 1 • ••. s<2. cbt1eV\e. ~ue. 

\1 f~~) 11 ~ p ~ ~ -::. l, 2 1 • • • 

s, e2I lim,te. 

l' (~} 00 

e;¡...:.~ 1\ =- fti 
1 +-- ' .L. 

o cz.n V\Olu,:1011 Yt1a \r1c.1a.l 

l(m pC~)::. P00 = l\~p¡tJI 
12.X'1~l<?. ; e.V\tOV\.c!. .... ios Y\~W'\e.Y'O':. f:~ soV'I \la. madó$ \a.~ probo. b1\1 dacle.s d,z.1ron-

oo IJ R'OO 
s,c1¿n {,na.\ 1 ':i P .... es esioc_á.si1c.a ,taY)')btén.se. +,ene C\'-A<l1· U V10 

d~p~nde.11 da..l 1il"ld1ce. K d~\ .\-,~wipo or1q1110.\. '?at'a \V\\11?s.11'3ar tla.J? '\úe. conc\1c..10-

\'\cz.s f~ 12.,<1ste. 1 se. \l')t-odu.c.Cl. \o. -::.1qu1".11.te. -\e..rvn1nolo13Ío.., 

Una. Y\'la."\r,~ e."Sioci:b:\,co.. ? ~ -s.u c.orrest'ono\1et1te code.\f\Q ho

Y\l\o~e.ne.a. de. Uar\<ov <:.~rá \\ama.da. fe.guJru: s, P Y\o i1~\l\e. vo..\01es carac-

4et-:s.t1cos ele modulo 1 ¡ rnds ~uq__ .i ·m,sYnO / ~-\-ota.\ wiel'\I<!. r~ ~I '2Y\ 

adic.l~\1 1 i es UYIQ rat~ S\mp\<?. de. \o. e.cua~on c.arac.ler\~\C.(t de P . 
• 

. ul'\~ mi\rt=a Y.z~ular 5~ C.Orac.\e.r1~a. por e.l i•,i:tcJ'lO de 'tC.Hl en '2.U 

i°r~a ~,at-\'Y\a\ la.s matr,c.ct.s íl, 1 A:i., ••• , íl~ "!>OV'I pniyiilwci_~ • Para. una ~~10.~i-1~ 

..\-otalna\/lt'l- re~tAbY dt.be. la.nttrs~ que ~-::.1 .. 

.:be±'"''ClóYl;'.4·2 : UV\o- c.ade"1o... h~'MI0~<2.~'2.a.. de ~a,-l<'ov se.i-0. 
\\"Y".zduc,b\Q¡,reduc1b\e, ac~d1c.a d dd,ca 1 "S1 \a h1a\r1~ e.si"ocbst1c.a Pde. 
la. C.a.cl~\'lO. e':) t-e~pec.Í\\la, Ync.~\~ \ír<2.duc1ble_ 1 rt:.du.c1ble. 1 ?l"t)')\\\\'I~'¿, IY'r\r"WV'\\\\\JO. • 

. <:!omo. uV\o. VY1.o.1'r1~ esloc.a.sll C.<l. pr 1m1t\va. e5 UY'ia. tormct es.pe.-

eta\ de. una l'no.tnr: Yc,3.u.\ar, por -\-a",io u.na cQde.Y\Q de. µa.,\<'ov ac.,

c\,c.o e.s UY\Q .\,orl'Vlo. e..-spec.10.\ d12 UY\o.. cade.,-,a 't"~it.\\o..'(. 



TEORE.1--ll\. 4 ,2 : a) "Enuria cadena homogtzne.a de N~Y-kov t.'),fos • 

las rrobab1ltdade';J d~1,-on5\C.\On t,f\al ex1sle.Y'I "3\ ~ solo S\ la. c.adena CZ.'=i re

gu\ay I e.Y\ ese.caso \a malnz ?00 .\-onna.do. por lo.s f>rob~1bd,da.de.s. de 

-traY\$\C.10\ll ~\ no.\ e5 ciei.zl' ,Ynt1ada pc,r 

p00 ::. e..CL) 
'Y'( l) 

b)
1
tY\u'/\a c.ad~na y,z.gular homogenea de. ~ay\<ov \a$ probo.bd1dode<2:a de+mY1s1-

c.1oy¡ {,Y\a\ sol'\ 1ndepe.n d1eY1te'!> c\el csiado ,n1c,o.\ s\ ':l solo ":>I \o. cadeV\o esto
+a\m,z.yJ-e ye.sula'() C2V\ ese caso lo ma.iYtz. P00e~ detel"'\'Y'llnada por 

Poo::. BCl) 
ll (.l) 

c)±l"IUYla c.adena Yesu.b•: homos~ruÚ,. da. 1-(o.rkov -\-odas \as pro60.b1\1dades de 

·h·ans,c1ÓY1-t1na\ ~OVl disi1 nio.s d.e ce ro "=' ~ ~o\o s\ \a cadena. <2:~ a.c.khco. · 

.De.moslro.c:1ó n 
a) Sa.a 'fO,) ~I pol1no;-.·,10 m11Y\1mo de la mair1, yequ.\o.~ f\en"1on~ 

\f (>,.)::: l '>.- ~. )rn, O. - ).'2. )"'11.. • • (>..-A 1,1.)wi~ 
i 

~ po','trlO\'"<l.l'YlO. 4 .,l <;,~ ?U2di2 SU fOne\' <:\-U.12!. ). 1 =. l 1 \'Y'\ 1 -=.. l. J czv¡tonC:.CZ.':, 

~ - C.(l) f 1 [CD.·) q.j(YY\k-1.) 
p - 't' 1(1.) + Li (r'\t.1.H t1\:>..))... 

1<=-2 >..-::.)..1<. 

donde. CO.):: ( >-1- ~)-.l ~O,) es la. n,a\'(; z. o.dJLJ.'f\\o. \'e.óvc.\do.. 'j 
, .. 
't' KO,) :: -~(>,) 

();_).1<fn"< 

~\).) ::: 'fo..) 
). - l 

(4.4) 

(4.5) 

S1 Pes U.Y'IO. rnatn2. r-e.9t.t\o.Y > eV\\oV\ce.s \')..K.\L.l 1 \<:::2,"3, ..• ,Ju,~ por 
\oi-anto +-odos los+~rmw1os de2I \ado den?c.ho de (4.5) <z:xc.a.pto <2.\ f!'rl-

m t d _\ ,, " + , '' " .J · • , <2.ro lC:Z.Y\ eY\ a e.ero c..uo.n.o.o q.. 1010\e. aoo ; ue. ª'ti.A' ~1..ke p::i....-a. 
una mo.1Y-lZ r<2qu\Q'f P , \a. ma,\YtZ P 00 tormada. por \o.s proba.b, \ida.des 
de 4- ro.Yls1c,o'n 11na\ <2.xl"!>ie. j eslo. d.o.du poi'" 

00 

p -- C(l) 

~'(1) 



. \n\J'2í"'$Q\'He.V\f.?. 'S 1 

L:wi p 4::. peo (4.1) 

ex,sle., e~\foVJu.s la 1/Y\atr,2: P \iio putd@_ 1u'lo- al~~V\ valor c.a.r-a..ci<2.r\1:::.iic.o )._I(. ~ra. 

\o c.ual ). i<. -:t:. i. ':) \ ).¡,J "::.. i. , ~ o. 1ue evd º"' c.cz.. $ e\ l twi A. t c.u.aVlci ?> '4---=t-00 pa

dr1 o. Y\O e)(1s11r ,, ~ JsitZ. \1'wi1 fe debt. e,c1~t,r por (4.::¡:) . 

R.e-suw,1c.V1do , "::>1 P~ \a. VY1a.tr12. de +ra'vtS.IC.\0111 de.u.n~ e.a.de.

no. how-.o~e."'co.. ele. íl(arKov J C!Vtiol1us \q vno.fr,~ f'00 .( de. \as probo.b1\\c\ad~s 

de fraHS\'-1.0Vl +,mi) tX!Sti s1 ~ solo si la. cadena. e.s re.~u.bv-; 'j \a. wiatrte 

P00 es: la. mAtric de.t, n1di r>ºr ( 4·9 . 
Seo. . · l'l n l'l 

. .1 C\) -= ()..-°A,) ' ( ~ - >-1..) 1 • • • ( A - A1,1,) 1( 

~, po\1nom10 caro.c.tensric.o de. p 

-Sa.a 

B O.) =. l A t - P f 1 ti (X') 

_\a mat r1 a ad jU 't'\to.. · d 12 P > € n '\óV\ e <!.S: 

BlA) _ C t),)_ 

b.O.) ~ O,) 

~po.ra. Vl,::.l, \ 1 -::.l scz.t1e.Y1t 

ri,a-1 

n1 B ti) 

.il '1L ( i) 
C(i) 

'f '(1.) 

puede.. st2.r re..ewir\a~do. poY-

00 . Bn.1.-l (i) ? = _;)"t:,.:aJ,,...:::--=--

/jYIJ. ( i) (L\.•B) 

.para UV\~ ca.OtV\O- -to"tt1.I VYlrn1e. re0.ular J CZ.VI ta111ro C.0\11.0 es. U\/\~· to~m~ espeC!o.l. 

de. UV\O. ca.d~Ma. re.1ul.:i.r J la ~v\otr1 ?a. ~00 €.'J(t~te. 'j e<l~ de.TI:rwiP·\a.cttA. por 
(4.~) o e 4$) / COMO VI,-::. i. "S (2. "51 '3Ll t. ~u e. (4,B) toma; \o. formo. 

peo :: BU,) . 
t(i) 

(4·9) 



. b) Lorisid¿r.!..·~,<Z uno. c.adei,10. nz.g(ilar (nototalwirnte re.:fulo:) J ~ s '2.o.. P 
su <orre.sfond,e.~de.. mair-1c es.to'-0'~1tc.a. , ·~ ~u, Ttn~a lo. +or-wia Vlorwial 

p 
o 

u 
<l+',i 

.o o 

; Qg o 
u . 

i,3+1,g Q~+I 

. V~ .. 

·; o 

,O 
(4.1.q) 

·O 

donde Q, J • • .• J Q_g '5ol"l mo+\1c.e.s p,1rn1t"i.ro!. J Q.stoc.d.sllc.4s ~ Ot.3,1-1>' • • Q $ 

S 0\11 \IYIO. t n c.c..s 1 t-rcz..duc., bles c.~jo W10,<1mo \Ja\or car-o..c.le: r:s\tt.D es VYltY1or 'tue.1, 
\..\ac..teYldo 

u1+1:,1 . 
u 

Ust 

~ U5~1,ql ºC3~1 • . o 
·w: . . 

Vs3 t.J;,~t-1 • • Q.5 

<l.Y'lic>nc:es-

Q, ' . o. o 

• 

P= o 
; 

Q~ .•. o 

V w 



o: . o . .o • 
p~ - (4. !!) -

o . ~ ,0 ·O.s·· 

u <+ wi 

00 

Q,. o ... o 

\imP ~ -. - o. . . 
o, 

~ - p 
09 ... o 

\ \ ..,.. . 
e\ Móctu\o ele os va ores ca.ra..c.ie.r,s_ 

~_,.,co 

+\cos de w 2 :s, vn~vior ~u.e i¡ ?º'" \o \a\'"\10 
00 q, . . . o .o 

.. 

o . . : Q;'. . . o (4.12) 

t)00 o 

~Q 9-u~ Ql 1 • ' • I Q<j ~On matt"\Ce.5 esiocást\<::QS f\~\M\t\\10~ > \as 
V"no.11·1 ces ot 1 • • 1 Q;a ~OV\ ~\t\\/aS por ( 4 • q) ~ ( 2 ,2C,) J e S 

d1Zc1r r:..0:'l O r\00 
· 1 ~ J. > . J . • • •) 'V<3 > 0 • 



Lo..s es(ados 51 ' 5, l ••• 1 s..., da:\ ":)\~1.e.ma <l'Y'\ C.OY\ -. 

Slden1,C:\Ot1 f>\H?deV'I par\\\""'50. ,ZY") :l\~upos de? \o torYY)Q 

'r -r \' (4 ,i3) 
• , ~ CJ ' L q+i. ) • • • , L. s. 

doncl~ ~\ Y'\~Ynl2r'O d <2 es\ados eY'I ~\ f\'"\YY\~\'- qrlJpO. e5 \~v-a.\ o.\ 
\"IU.mr¿ro d~ ~en<;1\ov,~s 12n e2\ b\o~uc2.. Q.1. e.V\ l4,iO) etc. 

lo-s e-i\ac\o~ ':\u e pe.i--1enlt!.OZl'l ü \o":> ~'<"t>.po~ I: .1. 1 • • 

'J ts 'QOV\ \\ama.do~ e.SC'2Y\<:.\al<l'$ ¡ \o..._, e·~/\oóos Ó(¿- \os '3'f"U-. 

pos '°"e.sla.-)tzs · ~OY1 \\amo.dos Y)O esc.~V')C'\.ales • -
Obsc2rve$e 9-u ~ de \os tor rr1a~ (4,lC) '1. (4.l. Ú de. 

la W'lo.1r11. Pe;¡ "::io\o. \'Vle,1te2 \o"! s1qu1~111e';, ~-pase$ travi-s,c.\Ó,1 

de~de e\ ,nsb"'1~ 11-<-~ 0\ ,ns\a~1e tK '!>on r'º~,b\es (o.)de 

UV\e2st~_do 12.s~eV1c.\o.\ q o\\~o '-?-s1ado esc2Y1cla\ , (b) d<.:.un 

iz-3iodo Y'IO e.-sce.ncta\ a o\ro e~\ad~ e~c.~V\c\a\ J (C.) d~ un 

e~.tado Y\O e<SC.IZY\.c.to.\ o. otro e~to.do Y\O ~sc.c.Y1c\ol d~\ Y',i\'5-

mo ~r-u.po o de u"1 ')""'ut>o o.n.~r\O\". 

·JJt2: (¿'.j,J.2) 'SQ' 'S\~UC'l. ~U<l. \as "'F'Obab1 \,dad+!.':t de 
+ra.Y\s\cl~Y'l <lY\ uY\ czstodo Y\O l2.'$CeV'c,a\ d~-5fU~$ d« ~-pas<-?~1 

+tcz.nde. o.. c.~,·o C.UaVióo ~ +1e.ndt. o 1~{\\'1\i"o , Pº""' e-s\a. 

Y°0'2.~Y\ \o"3. e-s1ado-s. <2SCe\l\<:.\.O.\e.s 'SOV\ a\~UY\Q.5. Vlf.Ce.S \lamo._ 
dos e<.;. i·o.dos \{ Yl'Ht~.s 

~or ot,-·o \ado 

(I-P)P~ -::O 



.eslo de~r1u~strq que cada una d<2. la$ colwmias de la 11')ci-1·~12. P00 QSUr1. 

\Jec\oi- c.cirac.i<ln1::. lrc.o de. /o 111ai-na- es1oc/2d,ca P coi-i-e.spondreYldo al 
valer-- c~rac\e.r-i'sl1a, ).. -=.. .i. . 

51 Pe..s Ul')Cl. vna.lr1"t. toic.kt1e.l\tE:. r<t~u\c:n-, a.\ nÚmtm le~tH1l\ 

ra/-~ ~1111p)e de. lo. ct.cuac10~, CLlrac.l12r-1slrc..a. ~ c.omo ~-= l -=:,ei1evte2 q.u.e 

puede .sz.~-·so\awie,-de. Ltk\V"éL,,- caroci"r:i-:-z,fico (..L,.1., .•• .,1.)•-; a~( 1fodos 

los ca\<Z..~nc1"1os <?.VI una colu1111-\Q t•Jo. 1 d,gaYl\D.; \a j- e.s1ma de la máh12 

Pt>a ~ IH'\c. el "1·11$WUL \/Alor -p-'i: 
00 00 • f-'oeo' -q, -=- -D. ?0 j-::.1., 2 ,···Yl j 1-, l*J' = 1 (4.14) 

l 1_! i *J .) j::1 

\o1ue c:1 tJrn,11,,os +\sic.os ~,5nif1cq_ 9.ue pot-Q uv,a c.adn10. +otahn~~-le.. 
hz~u la,- \as proba b, \, da des d<?. -i r-a.l"\S\Cl~V\ ~: via I V' o de.pe 111cle.n d e.l ¡.~~'to-do 
ll'llCIQI 5i: 

. 5upéV1-3a.se 1n\J7,-~w)e1íl<?... 9ut) ctl \i'rrnte d12 \~·-=, probabd1da.
de.s dei1-ciY"t$\C.l~V1 po.m ut'\a c.1i?rL1 co.d,.na re.g..a...\a.r \-iomo~cvKo.. ÓC:;. Har

·ko'1 se.a 1nde.po,1d1e!1lc del e....:lndo \l'\lC.lC\\ ' c.s deor 1 ~uporv::r:x::::,v_ 9-u~ 

(fl..14 ) \Jale J evJN,c.e.:. Q.V°I (4,L2) de..be 1<u1er-se iue <3i-=-i. :l pcn-\o 

+an·-1-o h-:: 1. 'j \o c.ctdQYla es re3ular. 

c.) Para U.Y\() c.ado11. ac..,c.\ 1ca., qu,e. ~s u~, ca.so esp<Lc.10\ d-z. 

Uno. ~o\~V\a fóta.lmtvile t-a,~ular f>,:'"" C.AV)a wic,d,-,2 prim1ti-vn. j po~ teóreMa 

:>~_P,.O paro. ª'guYla 1>º J piro '2-f¡fov,ces 

Pro= \ 1m .P WJ p 4 > O Pª r:o.. m > <t 

co 
P >o -sc2..s,~u'2 <tu.e. 

Y'la. <:t>o)~ porte.ore:ma3/'t se l1tll\~ 

devia 
iue.. P es .pt-1m1t\l.ra.., 

i,ow1°3e.ne0-. es ac.:d,~a.. • 

f>~.;>O para a~u.

j ~vJovices \a ca-

/Jdt.h1as s, P00>o 1Ynpl1co.. ~ue..\Q.CajeYICt. es adc.\,co. ~ poi-\o 

1a ~-to rcguJ" r d ~ a 4 t.< ( ~'-'t I a.s probo b, / ,d., de, el d,,m s , e ,0\1 j-, "~ 1 n O d'f"" J,~ 
·c\e..l e:dadc 1~\tc..1a l . 



D(lh1n;c,on4:0 = Las co\un-mas tf J fz.l( ) .. 
?robab\\1dade~ ab'.:lo luia~ del proc.eso J donde.. ft' e:;. la 

• ) ;oK :::,ovi \ !amada:::. bs. 
In , 

pi-obab1 l1dacl de:: e.ncon-

iror 12.\ '51s i(?wia c2.Yl a.! e.sfado 5¡_ poro. t ::. .!. 1 ~, ••• , n j K:::0,.1.,2.J••• 

en e\ \Y'\sia11i·e t K • 

5 rJ'<·-. (..0 1< fo:. K) ea í - r, ¡e} ... 1,p,, 1<::0,.!,7•• 

ho.c,e'V\do uso da.. los 4e.ot-<::.mas -sobre. nd1c.idV\ ~ vnuH-1 p l1c:..ac.10Y1 

de 5 -sc2. ~l-'lc.uo1 tra.. 'tue. 

(4.15) 

de.. proz,a.bt l,da-

1{:::. , k-::...l.j2., ••• 

o en no1ac.iov¡ VY1ó. rric.,a \ 
{= (p')~fº k::..J.,2,. •. 

dond f2 P' '2-S lo..~ r-aV1s pu C'.stc¡ d. e. P . 

Todas las probo_b1l1dade.~ abso\u.ta.~ pue.devt -se.v- deiermmodas p»

(4.1G) s1 \o.s p~bab\l1da:d~ intc.i'ale:s, f.",f;J···>f..,º 'j la wiairtc P~ovicoi,10-

ctda'> 

00 I' li: f,: = lWl ft 
, 
L."::J.,2., •• ·,11 

k'.-¡,00 

' o 
Doo ( oo i,o ,"f.) ) I ' I::' 
T ::: ~ ,t J'' •Jf.., =, 1-w1f 

K~oo 

s, e~ o.wibos lado$ de. (4.L<9 \< ~ce j e\'llovic.~ d~ (a. 1 (,) '5~ obt, ene 

., 

as~Js, \alÍYlotnc f>00 qLLl?. lt.S e\ ,e.~uHaJ.o Je_ la.s probabi\1Jo.de!:>_ d2...tral'\SIQ~ 

1'"'ªl;.e:q~Tu., e.lt\tonc12s el \,'m1te. J~ la.s prob::1bil1dade.s Qbso\u.fa.s fºº+a\que 

.1/t\: ... (t.º'\ f: > •• , -p;') c{e_he. e.i<1s\1r paro.. pt".obobtl1c\odes \Y'\IC\alt~arb,fta-

'rlél':, fº-=. (f," ,..P;, • ~. f,.;) J 1:) '-,11c.eversQ. • 



.De (4.H) ~ d<?. (4.12)po.1-a P00 se "=>lgue ~Lle.. 1 <2.I \{w,\le. dt.las p:obctb,\1(bd~. 

abso\utas e 01-i-e.s povicl1<?.1,Je.,s a ~stá.do.s >,o e.sc.e.nc.,a.le.s -:"lOV1 c.ie.ro • 

.De la ljUa)dool PI - (POO\I -- (PCO\I .ce : I+ 1 - .1 .1 .e> s~ mu 1p IC.l\Y\cnnbo..s 

Wl¡en'\br-os fºr f 0
1 ~ usaY1do (4 .. L=t) '5e. ob""he.Y\e 'tu.e. 

P'. (Peo) ,f º = ( p°' )'-pº 

f' ,poo -=. foo (-4·1.,B) 

iZ:'$ decu- e\ \leclor c:.olui,nl'\a. foo e.s U\/\ \/<t.c.tor co.rac.~r~stc.o de. lo. w10.t'íl'e. p F

ro e.\ valor c.ctra~r~'i.\sc.o ~-=- i . 
S 1 \a .:..od e. VI a. t$ ·to+o. \ mt V\1~ \-i~ula.r I el'\ to ne.es ). ::..1 e..s una.. 

role -:.imple ele. la. Cl.~ua..c.1ó1-1 c.ctrac..ltr-t'slic.a. de..· \a ma.t-,~ p' 1 eYI e...sf-2. ca~o 

<ZI "tc.loi- colu1,vw10.. ,Peo e~io.. d~ter:·.1 1nodo u.n\c.a.me.V\le ~or- (4.16) 'jO. '1ue. 
f:00 ~o ':i su sU.mo_ e.<;;'. 1 1 e$ de c.. n- ¿ {i«> -::: :i • 
J J-:.1 1 

Uno pi-op1e.dao\ ~ás de UY\D.. co.cltna. 1otc 1 ~n{nie t-e.~ular -se cfe-
11\Jn a\ c.omb1na.r (t:l .• .1;4) con (4.n) 

·feo 11:t Oco (Y) 1 o ro 
j :;, ,. ~ l~J = t~j' f1-r -=. ,P, J' _i-:::1.12,. • • ,YJ fA,19' 

l'l":.J. h-=..1. • , .. J " :/ 
' 

así el f', VY1tte de las probab, \ 1 do.d(S Ct.bso.llA'tas fi°º 1 ,t;00 J ••• J 

de V\ de. la.s ~roba bil;dades \\'\tctale.s f.º) f: 1 ••• J f:7 . 
+>~00 l 1., •110 a epe.~-1-

. I.n\J<2r-;.ameV1te , -p00 es 11'ld-:.pct.nol1~~e.. d~ pº st 

\osl"<lnglon,sckP00 
'SOV\ 1qu.ale.s 1 e.s dec..1:-

00 a:, 

'P.,j = ,gj h,j -:=.l ,2, •• ·,YJ 

~ ~Or teorewio.4-2 .?es 1-ota\me,\,'\fe regu..lo.r, 

S1 P e.s p~1m1t11ro, e00V1ces P00.»o ~ por <4-lq) . co 
~ >O 
J 

IV\V<2.t-S(lh1t.nie. 'St +ocla ·ff es pos1t1.n1. ~ Y)O de:pt11,dtl'\ de. 

\a~ probabd,obd~3. 1n1c.\ales., e,,1to11u.s iodo·s los e.\e~ev\to.s · t1tt cado c.alu1n~a. 

d~ 'P00 ~011 lju.o.les ~ por(4,lR) P0~>0 'j por fe.orema~.2 Pes. f),m1tiu-o. 

· ~s de.e"- \a cadeYlo.. <2s a.C..: c..\ 1 e°' . 



.d~ ~sto.·:. p1op1<2.dades 5'2 "::,\3ue. ~ue. e.l-/-<2orema 4,2 pu.e~e -:.ex ·::scr-1-: 

to e.orno s13ue 

TEORl: ~J\4,2 1 
• c.\) 1:. n una c.adeno hon1oge.nea deHav--

kov +cdos los lím,te.s de probab1!1dade.'$ abso\uias c2.x1slen para proba. 

b,,1dades 1n1c1a\es arbtiYanas s1 J -so\o s, \a·qo.Je.na e.~ \'"~~ulaY. 

h)l=n UY)a c.aci<Z.V'lq hon1C19enea d~ ~'"'{av-\<ov el Uth1Te2 d<i pt"obabd1d~

des abso\uia.s <2><1s112 f'ª""ª pyobabil1dade.s 1n1c1al~s a\"b_ctYaYtaS ~.z<:> 

1ndLperid1c21~e de d,c.has prot>etb1\1dades si 'j so\o ~, la cadi2.na ~sioia\

m e.Y)-\~ Ycz..qu\o. Y. 
y 

e) 1:.Y) una. cadcz.na hOr'Yl"9'2.Yl<Z.a. de fv\ay\<ov .e.\ \11m1\e. do: \''°'obob1\ida-

de5 obsolu1as 12.x,de ~ es f>o-s,i,vo fª"°ª pv-oba'b,\idad~s n11-

c.1ales. d.. 111d(l.p~nd1e2n!"2 de ¿\lqs s1 ~ solo s1 \a cade..V)a. e~ 

odcllc.a.. 

1:si<2: +eo\"'emo. · es a\<3vnos \/<l.C.<2.'S \lomado e.\ i-eo\"ci.rno. 

'Er<3odic:o) 'j el ~eore.mo. pn2cend;,_r1\e (25 c.onoc.1do_ e.cm~ ~I t<ZOYcll'lla 

se.na.ro\ ~·as1-Ergód,co Pª'º cade.na-s, hon109.e.Y)<GQ';i o\e ~ark'ov. 

Uuevqm/l.n"\e, '$Up~n<3Qs~ ~ucz (3.lG) -sea \a tormo. -no\"'-

. VY1a\ de \a rnair,?. P :1 d~nhte.se por- h, 1 h2 , , • ·; \¡9 \ O':> ~n d1 e.e. s 

de1YY1prm1~1'11dad de\asmo\r1ce.s R.,R2.,··· 1.A 3 ¡ 'Sec- h elmi'
YI I YY'IO c.ol'Yi ~n m¿J\1,p\o d.z \os e1··i\~ros h, , h 2 > ••• 1 hs , d <?.. ~sto 0\t,_ 

h"I ~ e>e ~.1 ~u~ ,ve. Y\ o , .ti· ~n .cz. ;: : ,V OJO re S ,¿a rO c.1 e \': s.r1 CO~ ·d ~ mod U

lo :i mas ·,t;_{UC :UV\O .YY1 ismo 1 ,z,sdec 1.\"' ¡ _ph e.s una ma\V'l'e y2~u\av-, o.de-
' p , p2 p h-J. \ \ \ , h m ª 5 , ! ., • • • 1 n o son ,,. e'3 u ~ v- es ,· a YY1 -2 s <2. C\ ~ 1 

p~t:,~do Je \a c.ad<2:na homo~e.na d,z. ~cn·k'ov. 

~o ~ue. Pi, es vna mal ri ~ Y~ljulo. r e\ \ { m ,1e 

t:rn ph'-l - ( Ph)a, 
Q ->o:, 
T 



.cz.x15le, 'J o·~i lo:=, límite.:, 

py = ( ~ m p r + ~ h 

~--'J>Cú 

. 
y::: o, .l 1 2, - - '' h - l. 

-tan")blen e)(\~ten 

Js~ e.n '3"-ne.Y-01, \o. s.uct:<:.\6n de. n;a\nces 

P nª ~ 
IÍ ,P;· .. 

Se d1v1de.n fl."' h 1 \ \' 4- n n""(p")co .-·· ~U()'$UCe.."":>\0\"le:s C.OY'\ o~ \YY1\l~S 1¡-::. í 

y':: o, J., • • • / \., • .l. • 

~\ pa-sor- pot- W)czdto de. (4,\~J de las ?rokah,\1dades 
de.trans1c1on a \os p,~Db1bl1dade::; a1m\uias siZ c2.vicu~11fra ;iue la "!ouu..srdi1 

.Ji:>' ~ lj r'fJ· '')fJ··· 
.s~ d1'11d~ e..,'\ h '5V'c~uc'"=~'º''~:~ .;:011 IC1s Hm,\-~.s 

\ 1 Yt(ln ( · 1 )CO 
l\'Y) ·p "t ::, pr, y 

9i--4>CO ? y-::.0,1 1 ···,h-.1 

'Para· una cade.~o V'ioMo~e\ieC\ d<Z. i--tar-l<ov arbct·rarta 

Con un hU\11~ro i'"''To de. <2.stado.; \os \lm,\e.s efe \a n1<2d1a C\V'fi

m ~ t, co s, '2. 1Y1 ~v· e e~ 1sle h 

p·~ \,'m 1:_ ¿p~:: .l,'m pq_h+r::(Phfp""~ (¡-1.P+···.+P~-.1.)(flTºc420\ 
N . . , 'J 

~~co 
N ..:¡. oo \<:: l. 

(~:20') 

donde P::. \\{ijl\ <acs Uha rna\\·1~ de. oyd~nnxn :J f-=. (.f, 1 f-z. 1 ••• ,.p . .). l.o'5 

\JO \oY<tS f U J (L,i-:.".1, ¡21 , • ., 1 ,1) 'j ~ ., ( j ;:_ l, ·i, '. "/ l1) ~Ol'l \ C\ w, c.d I (;l de \o..s pi-ot--.abil, da e\<? S d.i 



!ral'ls1c1Ón~\no\ ~ la mcz.d1a de.! l11mITe de las prob::tb,\idodrz.'=> Qbso\u"h~ >'~spec.twamen\il.. 

~a 'tue 

;: ~ t' PK =-. \irn-¡¡-[P" 
k::: 1 N-,.co 1<:.1 

...., N 

PP ~ P 

(~.'21) 

~s dec\~ f (¿~ un\lec:tor carac1ctr{5\\c.o_ de. P' pa~).. -:.1. ·• 

'Por (3.1e:,) ~ (4.20) P ?ude ste~ tepnt.;,<Lñ\o.da ~n \o. ~ma 

A, O• . o 
o R2.. . o 

~ 

p - .. - . . . -o O· . A9 
,.._ -u V,.{ 

o:>ndt. 

n ..... \1'""' J.. ~ n"' ·L-- .1...,2., • • ., a Ht - "I N ¿ lii, ,.l 

N...:Po:> ~:.\ 

A'l+I o . o 
JI'. A1~2. o 

w -::. 

*' '* 'f\ s 

1 

~O. <:\IJ.e foclos \os \Ja\ore.s caro.c:..ter:s.1icos de W son vno,or~s 1v..e..,i s.12 t,.,_ne 'fue 

límwt< -=o 
\<~oo 



R,o o o 
o Az.. o o 

rv 

p 
ºº . A1 o (4.22) 

,.._, o u 

~a ~u.e. ? e~ UV'la. vno.lr1-a esioc,h11c.Q , \as Mair,c.es A,, A2 , • · ·, A1;¡ +amb\~r"l ~011 

esioc2i."':.t1Cas . 

. De e.sra. re.rre.SLrt\ac.\on de. p ::l de..M.n) -se. -=,\gu.e. 9-v.12. : La 
W\<l.d1a d2. lo.. s. ?•ºtlc:A. b1\1da.de.::. col"r~ Fnd1~11+e.s a e-s.tados 'f'IO-esceY1c1a\e:!i -son s\ern

f""'2. CLl""O , 

p\e. de. p' . 
I.n este C/lSO f es\d (m1camen.Te déermlo/\<i.do por (4.·2L) ~ f,)'-f~ 

f3• • • i \"\o de.p~nd~ de \as probabi\,dade!> \r\1c.,a\e~ f.D, -yf,. · · J f~ . 
Inv~rsamei,1~, ~, f r'IO dere.Y\d<Z. de. fº , rz.vitoY\c..e.s. p rn-e.i-20, 

izs de raV\~1° !. J yero ~1 rdV\so de ~,i,'22) fuede ~e..r i so\omcz.\'\\!l. cuando 

9 = !. • 

Todos \os res.u\tado~ aY\tn,or-e~ pucz.deY\ ,cz.su.mit"'s.e. 1tn ,~\ ~,s\A\<t..t,ie 

Tf:OQE.H/~4.'5: Pa;a una c.adv,a hom~e.ne~ de ~ar-kov ar-b,ita.

na COt'l pe2..r-1~do h \os Yno.\nc:e<;, r,obab1\1dad ple' '1 -pk.' ·henden Q UY'l pe.r1odo 

de r.z peilC.IOYl C:.01'\ re.nodo h f<l•O C.UC\11dO \<.-l>C:0 J Odt.W\(b / \o n'l.<Z.d10.J·~ 
\a'=' probab) \ida. de.-:. d<2 trun:.\c1Ón tina\ ::1 \05 pr--obah ,\, dad e!> o.bso\utas P 'j 

-f-:: (f,, 'f2. J • • • > fn) cietl'flldo!!> fº' (4-20) ~ (4,201
) S\<Z.mrre ~1~1<l.Yl , 

1.o. mti.d1a diz \q:::. rrobo.6,\dade5 abso\uta~ corr'Z-spcind.,en\<Z.~ a 
estado<::, V10-tL-sc.e.nc1a\e5 ~ol"I ~,eYY\pre. cct.ro. ., 

· s, S = i iz n \o. .\oi-mo. normo.l o\~ P ( ::i ÚY11<:.Qm<ZV1ict.. a.Y\ cz.."i'\e c.a~o) 

~a m<Ulia. ct<Z.\ \tmi\e. ó(l \a~ probo.b\\1dad~ o.bso\v.ta.~ f,, R' · · •j fn '5011111-

clepe.t1dt<lY'i~~ de las ri-obo.b,hdo.~ 1111c.10\es fi\ ·r: J, ·• •) f~ 'j por- <4·<1) '50t\ 

d 12: fe n1n I f"t a dO: s e V"! +<'.n" m a éu, 1 e.a • 



--Ai ,:ul\JC\OrJES .D"E \v\b.il2.1Cr.S 
J)~+lY'I\C.1011 de una 4u'r\c.lQn d<2.· ut"lo. v-ncilrtz. 

S~o. A \).'{\0 \l)"\C1h11 .. C.uodro.c:io. ~ t (>,) Ul-10. \-u.nc:,éV\ ae. ~-Se 

?reTende de}1Y11r e.\ S\~{"t1~odo de. t (A) 1 e$ decir e2x.1eY1d12.1- \.o ~u.nc..,oVl 
{-(>..) o. un \/a\or- n""ta°tn<:\o.\. . 

(! ('-1 
Se sab<2. ~..1.12 12n e.\ ca.so s,VY\ple do~~~ f-{>-)= ~º ~ +t, A + 

, ~. · + fe es un pc\1nom\'O eV\ A , J .eY\ J"S.te co..~o SQ.. t\e.ne q.ue 
~(A-)= ro A(-\. f. A(-\+••• t- fe C I pctr\e.ndo d.e ~ste. e.aso espe.c.10.\ "\:.e 

obne\i\~ U.VIO. de:ftY\\C.\~YI para t(Ft) <2n. (l.\ e.a-so s~Y\Q:.n::\L 
s~a ~O.)::. (>.->..,)m'(>.->-2.)W)~ ••.. (A->.:,.)m~ rz\ ?º\,v,ovv110 

m ~ ti , m ~ J. e· A F°' r~ ). ~ -:;:: }.. j ; 1 L -:l: j 

·S~an ':i().) ~ h(}.) dos pa\,~om10.s ia\es~_u.e. 

j(A):: h (R) 

el'llol'lc12s la..d1tera.t1c1a cH~)-= ~ (>-.) -½()t.J o2s UV\ po\1no'tl-\\o d1\/1s,b\a. f>ór 

"t'O,) S\Vl r~s,duo, es dec.1y-

g ( ).. ) ~ h (). ) M;cl tf O,) 

~covno lfO.)" es 1.2\po\1Mrnto m~n1n·,o se\lCZ.Y\'2. ~u..t... · 

dl).k.)::.o 'd'(~.._):::o; . . ; d(vn1<-1.)0 .. K):::o , ~~i.,2.J· •• ,s 

'2"!> c\ac\r g 01<)-=: ~ (°XK} , 'J'(,.X.K):: h'(} .._),, •. 1 <3 ('rV\ K -1.) (),.'!(.')= \ .. tn K-\.\>..1<) j~l·~ 

pa r-a \< = .t , 2 , , • , , 5 

los Yn n ~ m. <2 \-O 5 : 

. ·,, (m~ -.1.) 
f{).K))_f(~,<) 1' ' 't (~~) . "\<' '::. l 1 2 1 • • • J "';, 

) 

(A1.2) 

Sl2r'bY1 \\oniados lo.s va\o\"e.~ d<2- \o. 4unc.,o·r, { ()_) so~re e\ ~-speélro da 
\a YVlo.\r1~ 1-R 'j e2\ conJun\o o\e. -4odo'$ e.sos VG\,ore:s ~~n-d deY\cz 

+ac:i~ Pº"" f C L\~) . 
5, par-a uria. iu"'cl~n tO.) \o"!> vo.\o,es (,Ai.1)ax1c;.ian) 

entonces 5e dice. ~uQ. \a ~u"'c,ó.., {O) ~s{¿ d<2.11n,do. sobv~ c:a\ 12-s-

pec\ro d<Z. la VY10.t,-,-z q, 'j (Ai.1) dr¿1'Y)U(¿-sh·a ~~<2. ~ ().) ~ \.¡ ().) -l-1c2.nen 

\os m,smos va \o,.....es sob1,-e e.\ espec.tro d<Z. .A , 12s dczc\\"': 

9 (~A) ::: h \L\.R) 

' 



~si dada. UV1a YYt:ltr-1c Pr, \o~ va.\or~s d~l Flinomto <3('>1.) :~obt-tt. <?.\ t.-spe.~-
1-todie.A d~ia.rmlYl<lVI ola maÍ\·1~ ';l(A), esd~c:,r\odo~ \ós po\1Y1om10~ ~O.) 9rue 
iOl'Y'iClY\ los m11Smos \Ja\ot-e5 ~~bi-~ ce\ e.spec\ro de -A -\-\e~i2.I'\ UY'lO ~ e.\ t'-Hsrno 

'ia\or rvuíi-1c.1a\ :l (A) j d<2. aqut ~ue2. 

los valores de ta t~V\c.ton f-(}) 5obre. e\ e-s.pecfro da A dtZ..ben dL"tzr
't)'HY1ar c.ompletam12.nte a f(P.-), e.s de.c1, 1 -tocla$ \a.~ -\u.nc..,one.s f-(>-.) ~u~+oman 

\o<:. m\smos va\or~s :>obre. e.\ <2spec.ir-o de A debeY\ ten.e.r el rn,smo \/0.\6'r \'Y\O

·h-1CJ01 ) entovic.ct.5 1 ro.ra \a dQ,f \nlc:.IOY'I gencZrol / es suf 1c.1e.Vli~ busco.\"" UV\ po\inom\O 

<30.) 1u~ tom~ lo.s ~\SVY\OS \/<1\ora.s. sobt-<2. el e.~pe.c.iro dcz.. A ' ~ :=,t2.1cz.ndro~e 

f (ft) -=- 3 (íl) 
1e~rn1c.\011Al..l: -s1 lo. 4uY1c.10\1 fO.) ¿{¿ dtl.t\""ilda. ~olort. <Zl e.spec

-\.r-o de. t\, <Z.ntonc..e.s f (ñA)-=. .3 (fi.R) > donde. g(>.) es un fOhY\om10 o~b11r-a

\'"lo ':JU~ 10111a ~obr€ e\ e-:.pec.h-o d~ A los YY\ISYYH>S valoi-ct.s q~t. fO.) / es de-

cir f(A)= 3(A) 1 

1:ntr(l. lodo~ lo~ ro!n,orr, 105 C.01') COl2.~IC.\~1~~ COY\-'\p\Q._\0.S ~Llt. tow-,011 

~bre. ez\ e.spc?.ciro de íl \os V't":mru \/11\or<e.s 1ue.. f(},) CZX't$'Te. U.\'\0 ~ $0\0 UY'l r-
\\Ylo'M\~ YO) ~U( e.s de ~ro.do mtV1or ~tAt. m , s1eY1do rn e.\ c'.3r-ado di\ po\;no

h-110 h11YIIY>-H>; ~ J~te po\n'lOl'l'\IO 125 ob10..n1do dfl. cuo.\~ul~r otro po\1YlOIYII~ (.\~e. 
+en~Q. \o~ Yr"~mos valore.:; espec·li-ale.$ iomando e2..I rt2..s1du..o <2-n \a cl,'J,-..,on FºY' 

'¼'().) de es<?. pcb1om:o • 3::sie ?ºll'tiM'Yl\o \'(}) eslci. de\~rmmado \J.~,icamer.-le. 

~r la S C:O\'ld IC IOl'\eS d <t. 1 ~12. t-po\ac.\OYl 

l'()K) ::J0,1<)) r'().1<.)::.f'0,1e.)J· · ·, /m"'-1.\)."")=- fn11<-l)(">-,") 

V J. (fH.~J'. ·-:.' r-.:::. ,2,•••;S • , 

cz.\ polmotn,o '((J.) e.s llama.dD e.l poln1owi10 1nl~rpolac1Ó\'\ de l..a~ran1~-S,\\ILS\tL~ 
fCra. f ().) -::;~re cz..l espec.1ro d12. R 1, d12 o.~UI ~e -s,gue. ., 

_ J)'41nic.,~rA,Q'.·: Sea f ()..) uno. {unc1oy¡ de{1n1da ~bre. e\es-

pec.tro de Aj ro.) e\ cortespol'ld\cz.n-\e r1o\1nz,m10 c\e..111!<2.t-pz,lac.\Ón, e.v1lonc..c..::. 

f(A) ~ r(A) 



n 
,.....c-

o l o - .o 
o o .L. , .o 

H 
. -- 1 o 00, . 

o o ú. . o 

su pohnon11o·rn:nm10 es A",pc,-lolanto \os.vo.\on~:.s de+(\) s<ibl"'e e\ e.spe.éírc,d<2,H 

soi,;los núme.ros f(0) 1 f'(o)J .. 'J {ri-t)(o) ~ e.\ po\,Y1on-tto y()-.) es d~ la.f>rrna 
, (n-.1..) 

r().) :: Ho) + ..f.iQl_ A + + t (o) -A n-1 

1. t <n-1Yl 

Ho) +~co) . 
i ~ 

f(o) _ 

por\ o +ante>_ 
' L ('11-1.) lo"' n-L f (11) =. f<o)1 t f(o) .\4 + • · · + -1 _\\-!J.....,_ µ 
i 1 (Vl-i)l o 

. 
o o 

:E.L POL\UOHIO HJTr:P.POU.:.C\01\J DEi.f.).G12~fJ61:.-S\L\/'E':)TE.12. 

. t(Yl-l\o) 
lYl-1) I_ 

• f'< O) 
--rr 

: \-(O) 

C.o~'!.,d<lre.s!Z.. e.\ c.a<.:>o eVl \o c.uo.:\ \o e.cuaoon c.aro¿\e ris hc..a. \)J-A \=o 
Y'lO TI<lt'\<2 r-a:ces mult 1p\ es , las 'l'""O ¡' e.e~ ~U<l. -SOl-1 lo~ '/Q \oi-e S. CQ1-ac.tt. r1-:, \ lt..0$ de. \a 

vnat r-1 i!: -R sol/\ dt..V'loiado";. -P°" A, J ).-z. J • • • J )..l'l , entoVI~ 

'P{}.):: \~1-Af-::: ().-\,1).-}2.)· ·. (). ... }~) 

~(f\l~) pu2.de ~<Z.r ti:.sq-rto ccmo t'(>,K) = f().k) Pº''? K=.l.,2., · • ·, Yl 

Po\' otro lado -se.a 'fu.vi ro\1Y1ovv110 de ~rade y¡ , et1ioV1c.e.~ 5 tie
ne. alo mcis Y'I 1'"tl.1c.e"S/ 5t.aV\ e, ,c1. 1 ••• 1 Cm \.as ta[c@_s. di.!.1,.,...1c\a.s.1e~\\ol'l

ces apl1caY1r!o m 'le.ce..s '5e h<l.,Vl.12. ~u.e. 

Jt-t)::. (t-c,Y-l-C2.)· · · (i-Cm)~ 

1 

as, '3 md s = n ""::> e. -s1~u.<2. 4-u.12. m .= Yl 

~n-s.t~u.Ja.se. u Yla cole.ce. 1Ón d <2 polinomio~ de. gr-aclo (n-J.) qu<Z.. 
}or-me uV'\a ba:s2 paro t2I <2sFc.10 de:-fodos los polinomio!> de. '3iOdow,e_. 



. nor o 1~Uu.\ ~ú.(t. Vl-1. • 

. 512.a e, 1 • , • 1 c."' +o.\es. ~u.c2. Ct ± C.j ?o.ro. L :t Í , se. de.{-1V'le 

R~ = ({-c.Yt-c:,) •. , (-t.- c.:-.1.X-l-Ct+.1.) - - • (t-C"') (Al,4) 

(Ci-C,)(C:-¿) ..• (C,-C¡__.1.XC.-Cl+l.)' (C,-C"') 

i=l.,'2,, .. ,Y) 
I 

t?c se cbt1ei'\e al -torna\' el producto de. todos \o~ {oclores de2\ Y\Un'le,o.-· 

dor excer'o el ,\-a.c\orH-ct'.) sobre: e\ produc:t"o de todo~ \os -\-a-c.torQ:s eV\ 

e.\ de.nominador e2xc.epto e\ -\ac.to'I'"" ( Ct- Ct) 1 entone.es k\ es tAY\ po\,Ylo-

h'Ho de. ':irado (n-.1.) ~ Q¿ ( Cj) ~o ~n,. ¿_ ::\: j ~. Q ¿_ ( Cd = .L J i.:.1. 1 ... ,n 

Sea ~ U.Y\ poknom\o d.a <;!ro.do ~e."'or· o lc_\Llª\ ~U{ (n-.1.) ~s~ 
{' -::: ~ - ~<e,) QJ. - s (e~) Q2 - ..• - ~ ( Cn) '2n , '5, é':l: o> e V\ \o'll c.e.s <3 t-0.d €' ~ (n-.i.) 

d12 ª'fU.~ 'tue ~(C1) -::::s(C,)- S(C,)12,(C,) _ 5((L)~z.(C 1)- ... -. ~((..,)Q.(C,), S~ 

'SlCJUtl. ':¡.t-'-L Q,((,) -: l 'j t:\ ( (¡) = 0 '51 c.. > .l. I eVl conSit.C.t.l(¿.l"\C.\Q e(c,) = °' 
SI\-Y'I\ \ar-rne2111e f(Ci.)=·f(C3):; .•. :: e(c"') :::o , <?s lo qu1t2.l""e. de.e.ir C\-lke ~ -lien e.''n'' 

10:ce-s.. ~ ";il ('. :t,Q / gr-ad(!~ (n'-.1.) 1-U./l IZ.S. Una, CO\'\tra.dtc.Cl~r, ¡ (l.Y\\oV'IC.e.S e:o 

esia.s prop,e.dades sc2 ,«z..<:.um~~, ti!n c2.I s\~u, e\'\ie. 

TEDRE\--itl Al. l : 51 c. 1 C;z 1 - •• ,cYV"\ SOV\ Y\ ro.;ce s d1i\11'1tas , s~ 

Q¿ d.e11mdo fºr (AL4) rúro.. i..=1,7,. ·-.,Yl,1 <a.up6nC:io.s.e <:fu.<2. ~ sea uV\ po\,_ 
nOl'Y\\O rea\ -\a.\ ~ u.e ~ -::.o Ó CJ h:ld 's ~ (n-.\.) 1 "-.Y1+ov,c..t:5 

~ ::~(C,)12,~· · ·+~(Cn)QV\ {Al.5) 

c,,Cz, ···,e"' E l1Z. , C'" :t C¡ 1 Q.: :c:cV) \os po\1y¡om1os d.e. 1Y1tupo\ac,01V"1 d«. lO.-
qraY\~a:. J Ü+l.5) '2s \\amada. la. ~~1-mu\~ d.(. IY'--\;~~fC? \ac,o'Y\ dt.l6.~\"Cl\1~Q.. 

'ta.ro ~l Có.~o 9u.e wJ'1.t<2!>Q., r().) es_ 12 \ fc,\1nom10 11'1\erpo\o.
c.~~n de. la~ran~~ \)ClY-ó. \a.. -\unc.,o'\/\ f.o.) ~Y\ \os ~uY\\os )., 1 }.,.J •• 1 J )..."" J ~V'\ 

con<.:: e cu.e.vi C.\a. 

y:(X)= t .a-~.) ... (A - )_ t<-1}Q_~l<i-t) ... (A.->.~) ~ (A K) 
1<:1 (>."<. >-,). · · (>..1<-'>.k .. J)(\- >-1-<+1)", • Ü-1<~ )."') , 



5 1 e\ F\1V)om10 caro.c.~rlst1co tlel'\e ra,c..e.s Y'OÚ \-\,,p\~s , pe\-o et. 

po\1nomto m~mmo -'4ue es UYl 0.1'\lt"!>O'\"' dd pol1nom10 ca.~ccter~s\lC.O ,4te.l'\e. 

ra.'ic.e5 -s.1mp\czs , e"' éste Có-'.:>O e.orno c2.\ preced~\'\t-e i-od.os \es e:xp0 -

\"te.V'lte.s Y\'\, -=l. ~ r(.)._) -\-,e.~H .. \o YY\\S:YnC\ Y't:..'rrtt.sev1\o..c\ÓV\ 9-ue. lQ.Ql'\tenor 

~OY\s\d<?res.e.. e.l c..o.~o ~IZ..l"\.et"'a\ > e.s d.(2..cir 

· 4" O.) ::. O.->. ,t'' { A -1' tY'',. ~ . -• (1- }.. s) Wl.s m, +W\1. +· • • +wts. "::. m 

se repre.senta o.. \o_ iuY'lc1Ón r-a.c..,ono-\ r(X) ( cloY\Je. c..\ qrado ele r(>.) 
ljl (>..) 

como uno.. -s\..ltn~ Je_ tro.cc..lonts F.,,ta. \es 

-1- °"~ 2 +~··-+o<.l<ml(.) 1Al.') o, - )_ K)l'Y\ 1~-.1. ~ b }..-\1<. 

doncl~ o<k..j !>OVI eonsl-~Y\t"i:s paya. 1 ::.\.,2, • • •, V'Y'\~ j K-=.l.,2.., •• 'J-s 

?nro.. d<Z.tev-m,l'\a.r \o::. Y"IU.meYo..doYes · c(Kj ,-s~ mv.\-t1p\1co.Y\ ambas 

lados de.(AL<:,) por (>.-~t</""K ~ s~ cl.~\·lo\a .por 'VK.l).) e.\ pohnow\lo~Ln\,~ 
<Z.l"\tonces <.>.-}~ 

Y(A) ...:. o(, r, . m1<..-1. ( <m,~ 
lj}KO,) i--1.\- o{Ki,\.A-'>-K)+- ••• ~o<'.-Kn'\1.; l}..-·)..\<) + }~}.i-.J {'~(>i) 

l<::i,'2,····¡"5 (Al...1) 

K::l. 1 2, ••• JS 

.la.s~Órmu..\o..s (Al.%) dc..mu<LslretY) C\u..e:. °'-Kj ~e2. ~xpr<!..5aY1 ·t..n. l~1-m1nos d~ 
\os 'ia\ore.-s d.e r().) ':'.'.>obn~. e\ espectro de -A , '1 e.sos va.\ores soV\ t~ua.\es. 

a. \os va.lores c..o.rresrond1 e.V\\es de \a. {u.nc\6V\ t O, J I por \o -\~Y\10 

. ' - J (>- I<.) ( t '\ f · J. l I f '( .) J. ( ) 
c::<.Kl- o/"'º'K) ) c,{1(2. =- t }1<.JLq}~lA)J + t ~\(. \fk~'>.1<) j.... ,J\1.9 

\<.-::. .\. 1 2, •.. ' l ':) • 



s~1,2, ... ,m" 
(-A1.,ó) 

K-=. .l., 2 1 •• ·J s 

c.uand-o -lodos los. o<.\<j ha}1 s1dC' eY\coni, ... o.do; -se -pued~ d<2.term,Y1o_r 

\""()..) dr¿ 'ª 'S\'3Ule1'1-\e ió\""WJU.la óbt~n1da. de. (.fi.l., b) .d\ mv.\-t,rhc..o.\' o.n,bos 

\ados ?º\" r ().) J es dcecl\ ... ~ 
5 

ro. l = fu [o<.«+ o<.1<2 (>->") + • • 

(-fli.i.i) 

L()esb.\,::,'<mulo.. la. <2xpres,~Y\ enlre. \o.s pa'("J:\f\te~,s '4U<Z.. m~\
t1p\1c.('.\ o.. ~K (~) es >Pº\'" (l+J..-1.0) 11uo.l Q. \a_ ~uma. de. \os rr1m~ros: VY\I<. t€Y"
h'l l t\0S de f.f}) en la exyan~,dY\ d~ Ta~\oy <2:.Y\ pot'e.nc.\.a.S e,\e.. tl-\.¡c,_'). 

C.u.al"ldo ~n (-A1.1L) s.e su..s1,1u!IC2Yl \as expr<Zs1on.e.s ele (f\t..C\) fOl' 
los coe.-\-1c.Hantes d.e. o<. ~ -s. e C?YY1b1nan todos los tén--nmos ~ue.. c.QY\Íle

ne~ UY\0 '1 e:!.\ h'\\SY)')O va.\or dt. (q iUrlCIOV\ fo) Ó ?ºr u~a.. de. "5US de,-,_ 

vadas ,se. repr<2senia.. a fO.) e.1) \o. +or-V)-1a·. 
f-' G . (ml(-.L) J 

r (). ) :: fu J \ ~- K.) '(' I< 1. \ 1') .i- t ( )- k ~ 'f 1<1. (A) + • • • + f n K) ~ K tY\ 1/ }.. ~ 

(-Al.12) 

dOl"\012~k'j(},)sOY\ Po\1nOWllOS le.V\). de ~ra(io \''YH?nO'!" <tu"'~, Y.n ~Q.T"a. K_:..l. 1'2.¡•••,m-1< 

j:l,2, ••• .,s • °3=.SO$ rol1nom10:i. ~~ de1e.r\Yl\Y\"n c.u:a.ndo e.s. da.do <t'O,) ~Lle. 

"º dere.nda. de.~O.) í tt.l nunlero de e.sos pol,..,o _mto~· es 1<:iv..o.\ a m ~ue 
cas 12l 9rndo de\ poh,omto m:111mo • .las tune.iones ~\'.j(>-) Ye.pi-ese.Y1ton e\po\1-

\'\0YY'I\O 1nte.r¡x,\ac1Ón de. l.a.~t"t\~'3.e. -S,\'H?.=,ie.r fnta \a ~u.Ylc.\oY\ c.~\\os va.\ores 

sobre. e\ e-srec;.t,o de A >O~ \qua\izs a e.ero czxc.ep1"o para. flS-.1.)0.)::..l.. 

I .llde~'l-,a!::. 4-odo¡ \os ipo\1nom1os <('-l<i ().) ~on \1neo.\~t.Y1tt::. 1Y1clt.pen-

d1 i.nt-es ror-que.} "'!>upón~a.s.e. ~ ue , 

t L C~s te\<J ().,) =o 
\(:J. .i:::l 

de la.s rn cond,c,ones su?~t1~a'=>e. que Y(~~.1.)()-~) =- CKj (~.l. 1"3) 



por \o 1anTo 

(1il-14) 

S-=-1. /2, ••• , mi< K=.l,'2, ••• ,S 

las. matr1~e.s 7, l<j ;on d~iervn1na.d.a";. C.Uó.Y\OO e<::, dado.. A~ 
·ho de2'reno~ óe \a ~\~cc:.1ó11 d~ ,\-0), ·\j ~on \\amad.as .\a.s ma'rr-lc.es c.om-

~on12.n.t<?s de A, +ah'"\b\evt 'SOi/\ \,neo.\m~l"\t~ 1~de.f>~nd1tnte.s I pat-~u~-sup01_ 

(:jctse. ~u.e. 

\Xlra. 

por (Al.15) ~ (A) = O 

pe.ro e:I grodo d.12:. XO.) es rnc2nor c_¡ue. m (~r-o.do 6.e.\ ~o\momto'm{n1mo') 

S<2 Sl'3Ue. ~u.e, 

X<~)-=-o 
Por ó\ro lado \as Wl \unc.\Ones 'eKj(~) son \1vie..o.\mt~e. \Y\óe.fe.V1d1,V\tc..s 

d'1.~ut que. CKj -=o j-=1.~, ..• 1 rnt< 1 \<-=....l..,2, ••• 1.~ 

. l>e_ \a 1Y'lde..pevi d~vtc.ta. hne.o.\ de.~ Kj ~e -s\~ue <;\u.'2. n,.,...<;lu.nq 

de «zso.s ina.'\nc.es pullr.f~ -ser e.ero • <!:'ua.ndo \a YY1a.t-Y"l2. -A e-=. el.a.da. ~ ~e ,e.-
1U\tre. evtcon"lt-o.Y' ~u'i eom pov,e"' tes J há130.5: e f Cf) =. d_ cJoy¡d<¿_ ).. t.s uvi 

' }-f 
~ro.. tfl<'..\rn i¿ se o b tt Y\ t.. 

f(A)= (">-I-Rf1 par0-tU~)-=r(A-) doY'lcte. r(f-A)eselro\,.,,q 



,mm m1npol,,c:-1on de lo9ron9e-S1\11es1u. D.zl hizc.hod<2. 9,uc2 f(p) j r.9"-1)co1nc.1dc211. 

sobr~ ~1<2.~rec\l'O d<2 R 1 '5/l 'S\<;!Ue. 9~~ C>--p) '<(JJ)-::: (>.-J,J)f-(J-,1) :::.1 ((.)!nC\-

d<Zn s,ob re ~v espcec tro , de 09uí ~e.,<=:,, g uc:2. l_\ue. (), 1= _ A) r (A)-= (')J:-- A )f (AF1: 

'j por b ant,,._rior ~e abite.ne. 

(~r-Rr\: · C.(A¿::.. T' ·¡~ + .h.1 2 1<\+ · · · + (Y'lj\1<-i)!'Z1<m~l >(A:1.1c;,) 
lt-10,) fu }- }t<. (>-- ),~) ().._ ).\<.)°''" J 

donde CO..) es la mo.f\"12: odJun1a YQ.óuc1da dcz(\'E-R). 

las ma·\nces (.J-1) \ Z 1<j -son \os nt;m~~\"ado'(e.S de.. las\.racc.10-

h~-s p(.lrc,a\<2.s _ a.n la d<iscornpos,c1cn (A.\.,IG) ~ t'º"" ~no.\o~\u CDn (AJ..G,) 

son a:.xpreS::ldos pm-- \as va \ores de ~ ( i) sobre e\ ~spec1~o de A poY 

fot'mulas ~,m,\a_res a (AJ..8), e.~ d<t..C.\Y. 

(1111(·-J.) !ZKn1 - (!( A) j (m'<-2)! 'ZKm't(-1.-=- ~-~~(t;)l' :i • ·' 
k '-i)K (). ) L ) J 

>-~h. 
eri-\·onces se t1<in<t. 9ui1.. 

. (\'11 • ) 

z 'i ::: U-•) t( m,- j) \ [f ~~lt :~' , i:,:·:.~,. _''.:; (AH<) 
1"1-. 

'<!uaY1do s12. l'e.<l.mp\a'2.an <?.n (Al.14) \q~ c.,mpon~,J~s d.t. la maTv14 

A por-sus IZ)(presron~s dadas en (At.11) 1 S<2 1'"1Zfi<2.'5~ni~ \o 1ormulü 1undamm-
+-a\ para t (A) cómo 5 • 

-- ~ ~_ [('J1) J(h\:· .1.) 
f (R) - fu (,n,-1) ! [~~ ().j j-(A) ( A1 .1.s) 

~= ~k. 



.A2 .. 
ian4u lar -A- O) 

.D12t1n1c,¿n A2.J.: Uno. mo.1r12: rol1YlOYY\lO o }.-YY]O.\r\'2: .es lJ.)"ó. mcih-1rre..c-: 

c.u.~o.s e.\~m-zntos SOY! po\n1om10.=..e.nJ.., es o\ec1r . 
. ó f Ul l ( 'I l-=. J..,2.,·. •/'rl R(>.):: \la1~(;,\).\\-= \\~i1<A-+ Oit<A-J.+----+ Q¡"- t 

K-:: 1. 1 :.O:, ... l Vl 

~l..l~nq<1$<Z. qua. A(>..) t-a:.V\~a. ran~o.r I is. de..c1r lo. !'Ylotrra. -tia.na. me.norf!.s dc..orde.vt r 
'rto 1d12.nticaVñ11.11ta. l~ull.l o. ('..ei-o • .De.~1~J~se por .i)j(>--) el ma'>:1r>10 c.omLAV\ Jw,~or 

d~+odos losm~Vlott..s d¿, or-d(l..V\j '2:V\ A().) .p:ira.. j:::.:..1 2,) •• 'JY, <l.Vlloric.~s 

<ZV\ \o..~ ~ e r1es 

Dr C>,), D. (>-),. · ·, D,O,) )D0 <..>-) =-l 
r-.1. 

e.ada 

(A:l,1) 

.l)e.+1vitc10Y1A2,2.:los po\1Y'lom1os ~,ü) 1 t2.(>--)J ••• 1lr{.>,) de{n,1-

dos pol'" (l!.L) so~ !\an-;a.Jos pol111om10J 1tW<'.\r1antes d~ \a. matr,?:.1 ret:.fan5u\ayR(>.) 

la mo.\,1c po\,nom10 \'e.cto.n~ular t\0,') e,::, s\e.VY\pre. ~\)'"ª
\e.n\e2 a uno. ·ma.tr,2: d1a110Y1(Al c.o._11~Y\\La., 

T.rO.) Q. . o O· .. o 

o L O,) •. o o. ,O 
Y-L 

·O o . . ll. o .o 

l ~ o o o a o 

donde l' 12s. Q.I i-Qn:iº de A(>-) ~ LJ..o.) , l2.o.),. . , Lt-o.) scm \os po\,1,-0-
m,os \l'\\1Qr1an ie::. de ti nidos fDY (A~.l) 

'=>1 \os po\.1\1\om,os \Y'\\lar1anTes "=>OVI de..sc.om·pu..e.s.To5 eV\ .\ac.
-fnres. l\'redu.c.1\:i\es -sobrlé. c2\ <:.a\'Y\po da.do "':\=. e.s de.c1f"' 

. 1~ e r1 :-t' J L/>-.) = l~O-~ 1 L'fiO·'>.J ~. . . ['r~l>-)]'s. 

. 
Lr( ~) = (<(l,o)]1' [<f,<~ut1. · K -:: l , 2 1 • • • s • (A '2 ,2) 

) . 



.donde. ~.O.), •.. , !f5 ().) ~011 +~clorc:a5 1ne.duc.\b\es -sobY"e r 

. Detin 1c,~n A g.5: todo..., \a-s po1".er.qa.';) e\'\tYl2 [lf, O)]'',. · · 1 [<f~~>.fl 1!> 

er, (r12.·2) hasta donde. $'2.QI"\ d,st°ü,Jo;. del, '=>O'f\ \\am0.do~ \os d,\J1'=>0i-e.5 e\e.Yl'w.1-1-

+a \ t.$ de la. w.ah-1"<- RO,) e.n e l. e.a. m po r. 
51 R c.:s t1'1)a. 1nai'r-1~ d~ or-du1 n , 12.nlm1c.e.s su m~\·1-¡_ co.i-·a.c.

"ter:stc..?- ~s una A-vnatr1r de. ra~110 n . Su.s po\1now\\o.s \V\\T'O.rta.V\te.s -~,, 

\\an1ados rºllV\Ol'>l\O,!:, IY\V"ól"lanfe.~ d!2. la ma"tM=. f\ ~ lo-s c.orye=-pond1cz.nt~~ dN1-

sore.s e\e.VYte.11ía.l~s s.oV\ \\on'lo.dos \os d,,11so1-es e le.wie.nta.le$ de \a vnair1c.. fl. 

Supo'.n13ase. ~utt '-Z\ c.,u1''Pª + cov1t1e.Y\.~ \I\O so\a.m2.V1--'ie. e\e.w.e'Vl-
405 de. A, '=><V101ámb1e'.II) "ª lo r-es 'é::a.raz!e. r-'r:. \l.;o~ de \a. mairti: J ~~0Y1c:1t.s los 

d\\/\S.OY-E..~ ele.ll\'"12.ll\1ale.~ de. A +, t2 . .Vl 12.vi lo. torwio. 

·(). -tf'j ( ~ -'>.~/1.) . . (). _ )..u.)fu. (Aa,"3) 

C!oV1,:,1d~i-€.se uV\o d~ eso-s dw1so'í.es. ele\1'\~Y\-\a.\e:l 

(A-}o)f 
'j a<;.OClese. C.OY\ \a. "$\':_\U\~V\1<2 rV\O.frl'it. d12. orde.V'\ f 

~o 1 O, •• O l 
O }. o O . . . O - Ao E li') + \-\ tf>) 

º ~ º .... :1 
o o O·· ·A-Ó 

(A2.4) 

~-sia. mo.1r1c fte.Vle. c.omo ~~w:.o d\\11sor ~leW\e.Y'l+a\.o. (}.-).o)~· l.avno..h-l"c 

de.\m,do. 1or-(A24) e.s \lo.1-Yiado. e·lb\c.1ut o\e Jor-do~, corresfond1evit"e. a 
cz\ d,\J1c.:.or e.\~vi\e."1\~a\ LJ!.-)..o)f. 

los bloquesd<t .joYdan c.orr~~r:>ndlrl!nte':> O \o::, ciWl':>Ot"e.:::> cz\e.-

VY\<Z.tl'O\e.~ e.n{A2,3) '!5.01" de.nora.do:; por 

J1 , L J • •· ·, Jc..i 

1:.1 c..0V\_\1..1V\1o de blo1\.res ele. Joi-daYl .:f, , • • ·, Ju .\orYriO.V\ \a· 

mott1 i! cas,- <ha~ano..\ 
J -::. ~ J, l J:i. l ••• J J~ 'r 



e.s·\a. moir1~ J pue.d<?. ~ce.r <".~c.rílQ 'l.n \o. +orn)C\ 

J =-i >..rr, 4 ~. ; A1. T,. -i-+12.J • • • , ).u'Iu + \.\u T 

donde. 1~ =.. l <P ... ) 11 - \:-4 {r ... ) 
,, J i,K - k-::. l., 2, • • • 1 U. 

\es , c2 \ \ o.5 

~a que. lo..-s. YY'i\1r1c~s Q ':i } fle.V'\el/\ · b.s \IY\l~mos d,\115o"re~ e\~W1t~~a

"!:i1vn1\at<:.!S > C.'$ d<?.c.1r, ex1~te. una \Y,ati-1r. ~o -s1Y1~?)0.y-' -\a\~,;e. 

la ma'tr-1 e. } e.s llamo.da... \a. torr{\CI. de. ] O\-da.n de. A, J tj es 

CGra.cln,~ada. por se.r c.os1-d1a..'loY10.l ~ pot" ~u_ est-L.tc\u.ra. espec~a\ (A2~4)'d~ 
los blo~u~s dra1on~\es . 

t'..\ -s1'?iu1~\l\'Te s1o;;..iewi.~ e~un'?Jemp\.o'\v.cz..de.scr1biz.Ía wiá\r-1=. &e 

Jordav\ Fra \os ÓI\I 1sores ~le. vn ~\'\to.\e~ (>.-} 1) 2 , (), _ ).,. ) 3 
1 (), _ \~) 1 (:l.- ). 4f 

).,: , \o o o o o o 
1 

Q). 1 ,0 O o o o o 
- - - - -, - - - - - - -, 0 0 

O 0 1 }.. 1· Oto 
... 1 

o o'.o)..t, \º o a 
O O 1 O O ).z I o O O · 

:_ - - - - - -+ -" . 1 

0 0 0 0 º: ),.3: O·º 
L - •• , .. • - - • -

0 0 Ó O O O 1 >..4 l 
1 

000000:0~4 

. 
S1 +odos los d1\J1~0,e.s ele..vY1ti,tql~s de Ul-)0. W'lo.f~,a ~on de.rr\-· 

Y'rHv-qrado,la. mo\,1e de. Joi-da.V't es Ui'\O 1Y1a"\i-1r; cl1c:i.~o~,a.\ ~e.1r, isteCil.:..o 
-se. 'tl~V\e 

A -:: T 1 ) 1 ' ~"1. ) • • • ) ~ YI ~ 1- l. 

Asr/ una. YY10.ir1e. .fi ~e. d_1ce. ~O.€. E:.S de. e..:st'\A<.lun:1 St)'y\p\e.J~\ 

~ 'bo\o ~\ Aodo~ le:. dl\/t!,.ore~ el e..me\.'\f(.\le.:. 'l:;.01'\ dí? p'l-n'r\€.r '-1r-o.do . 

. f'ar<1 uf\ c~Í:;o,c, c.ompl11:io -:,ob""e d1v1sor~-. .elit""'<Zntale~ · c:oy¡~ullár'tl-i.?.or) o\- l-loll'"t,c ,, Ga1,+l"Y1a che r 
"ºL 1. yá13~ \3'f-•58 



cmJCLUSIOUE'::J 

H lSlor 1c.am<:2 l1 ie. PE..RROtJ (IGO-=l) e.n con iró prop1 edad~:;) 
hoiab\es d~ los valor<!S cQroc1er-/st1c.cs ~ vectores i:aractc2 \'1s\1cos po

ro \as molnces pos111vas) mas iorole Fl2.0Bc.J..JtUS Ú'11'2) 9en~ralizó el 
TE0!2'EM!lD1: Pl:P.R.OV o.\ 1nvest15ar \as rroftedades espe.dro\es Je \as 

rna\nces no 11e3a11vas 1rrcz.duc.1~:i\es ~ c.0~1s1d12rar <l,l·JS mo.lnces po::.1-

1'1\J05 con...,o un <:aso e.sp~c:101 de las "S.e.gutidas J genczralm(¿nttt Q 

a ambos 1eoremo.s se. \e.se.oncee con10 uno "=>o\o dQnom,-.,odo <ti: 
• 
TEORt~~'-1 DE ?E.RROtv -"f-ROBE~.J\US11

• RG!'s pecio o \as clemo~lroc1on.e';. J¡:z 

dicho teorema <2.)(pvesios e2n e'5te irobaJo 5e ba-z,an en \as de·."Y"losiroc\0-

11~~. dadas por SC:if-.,\l.lF.:L \<l~Rl.lrJ 'j G-~\\JTN/l(t\c.R I ademó5 de es\q-=,J 

<2.:><.1s.ten otras pruebo=:. s1m1\ares dadas por Wlc..l .. JHJDT (1qso) ;'j Dc.'-

BR"E.U-\iERSTE:\tJ (¡q53) ~ue Ju11Ío c.on las mC\tr1ce5 no nega1\\/a$ Y<Z -

d bl \ ~ . -t T: C2.'31'a c. u\t,ma=, co-
. uc1 e5 :) ct5 moirrc.es pr-1Yn\ll\/CS '1. 11-np'í1m111vas -· . 

mo un Cf.\So e.s pec:1a I d!: 1 as ma 11'"1 ces I rr ed uc1b\c2s -torman \ o ba~e. d.P. 
\c.s ap! 1coc1one~ ~ -\odo::, \o:::. desarrollos expueslós en J:.st<2. +rabC\JO · 
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