
-oúo-

TESIS que ~r~~enta 

...... ---·---~;;,o;_·~~-. ,·· ".'.. -~' .. . 
:. : ... ' 

f!COLTAD DE CIEROIJ& 
Blblloteea 

NO S1\LE DE LA 
11JL10 TEGA . 

\ 
\ 

• .41..c..ar... 

F,h;RN.a.NDO ALBA AtD:iADB. 

~ara obtener el $ado de: 

\ 
\ 

\ rv2:.,~rcc. n. F. 

\ 
1 •• 

1943. 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



.,-
~uiero exyrbsar mi mas ~rofundo y sinc&ro a;radecimi~n-

to al Dr. Manuel Sandoval Vallarta 1Jor sus valiosas st.6est1._:2 

I nes, y su entusiasta ~st1.mulo; al Sr. Luis ~nrique Erro p~r 

su generosa ayuda, y .tlor haber ~;ermitido que esta tesis se -

desarrollara en el Obsbrvatorio Astn~fis1co de Tonanz1ntla., -

as~ di~o cargo; al Dr. Joa~uin Gallo por haber tenido la• 

amabilidad de discutir en detalle este trabajo, y de hacer -

\ 

im.k)ortantes observa.c'l.ones; y al Dr. Carlos Graef .é,>Or su con! 

tante y entusiasta ayuda. 

-000-

. .;;:,, . 

l ..... Ji' :liflliMI 



B I B L I u G i~ A F I A. 

1.- Astronomy and Cosillo6ony. Autor J. Jes.:rn. Cambrid0e 

1929. 

2. - :i.~rinciple s of Stellar Dync:1.mics. Aut.or S. Ch~nd.raoekr.tal". 

The _University of Chicago ~reas. 1S42. 

3.- Stellar Statistik. E. V. D. :ahlen. lS137. 

4.- Stellar Dynemias. ½. ~. Smart. Cambrid0 e. 1S38. 

5.- 'i'he Astrophysical Journal. 

Marzo de 1941. (Vol. 93, }Jo. 2) 

Nov. db 1941. (Vol. 94. :¡,;o. 3f 

l\íarzo de 1;1¡.3. (Vol. 97. .No. 2) 

Los Artículos anteri0res s~n db s. Chandrasekhar. 



IN T RO D U C Q ION. 

I 
El presente.trabajo, pertenece a la rama de la astrono-

tid'..a moderna llamada "Dinámica Estelar". 

Esta disciplina científica se ocupa de la distribución -

de materia y movimientos de un sistema est6lar. Entende1·emos 

por sistema estelar, a una agruvaciÓn im~ortante da estrellas; 

esta materia se ocupa entonces del eBtudio de los movimientos 
/ 

de nuestra Galaxia, de las galaxias exteriores,y de los cumu-

las estelares. 

Por galaxia entenfü~remos una agrupación muy importante -

de estrellas del tipo de Andrbmeda, El Triángulo, etc. La ga

laxia en que nosotros nos encontramos, es la llamada vía Lac

tea. 

En general estos objetos son simétricos, de forma elip-

eoidal o ~sp1ral, pero un 3'}& son de forma irregular. 

La vía Lactea es de forma discoid~l, con fuerte concen-

traeión central. El di~metro del disco es de unos 100 000 -

años luz. Este disco se encuentra sumergido deniro de una - 1 

• I 
esfera del mismo diametro, en la que se encuentran qistribui 

dos los c&nulos globulares. 

Los c"-unulos estelar6s son de dos tipos: cJmulos globula

• res y cumulos abiertos. 
1 / 

Cumulas Globulares.- Son estos aglomeraciones de un nu--

mero considerable de estrellas," de. distribuciJn mas o menos -

f t 1 eaferica y de gran concentracio~ central. En los cumulos mas 

brillantes como m Centauri, 47.Tucanae, etc. el nluner0 de es

trellas pasa de 50 ooo. 
l Cumules Abiertos. - Constan estos de uno·s cuantos cienten.§ 

res de estrellas, y se encuentran dentro de la galaxia. 
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La. Dinámica Estelar, es de reciente creación, fue desarro

llada principalmente por J. C. Kapteyn, K. Schwarzschild, J. H. 

Jeans, ~. s. Eddington y, recientemente ha sido desarrollada 

sistematicamente por s. Chandrasekhar. 

Sistema Z,undamental 4e Befet~nc~~. 

Para un sist.ema estelar establ~e1do• llama.remos 11 Sistema. -

Fundamental de Ref<:ireneia" a un sistema r1Jo, que coincida con -

el centrol,.de de movimientos de todas las estrella.a del sistema. 

Si u, v. w. representan las componentes de la velocidad de 

una estrella en el Sistema Fundamental de Referencía, tendremos 

que& 
<. U:: 'i.. V= ~ W= O 

Cuando la suma se extiende a todas las estrellas del siste 

ma. 

Sis~ Local~~ Referencia.• Conside~emos una regi&n Sal -

rededor de un punto dado. Las estrellas de esa región defini-

ran un sistema de referencia. Puede suceder que al tender S a 

o,obtengamos en el límite un sistema de referencia que sea ind~ 

pendiente de la forma en que S tienda a O. En este caso, este 
/ 

sistema que esta perfectamente definido en ese punto, recib1ra 

el nombre de Sistema Local de Referencia. 

Si Uo(S), Vo(S), Wo(S), representan las velocidades del -

centroide de movimientos de la r8gion S, respecto al Sistema 

Fundamental de Referencia, n8c8sitamos que: 

f_ [u - U o ( 5 S = f. [y - V o ( S ~ = t~ - W o { S 1 = O 

cuando la suma debe extenderse a todas las eat~ellas de la re--
t gion s. 

Se requiere adem~s que Uo(S),Vo(S), Wo(S), tiendan a un lj 

mite frnico cuando S tienda a O en ..oualq~ieP forma 
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limite [uo(S), Vo(S), Wo(S)] = ( Uo: Vo, Wo) 
S...+O 

Es evidente que por la discontinuidad del medio, no es -

posible llevar el l!mite, sino hasta un volumen relativamente 

pequño (comparado con las dimensiones del sistema) pero no 

hasta el grado de que el número de estrellas en el sistema 

sea insignificante. 
l En el caso en que Uo, v., w~ existan en una region, se -

dice que eetas cantidades definen Wl campo de movimientos .di

ferenciales. 

Las velocidades de una estrella respecto a.i Sistema Loca 

de Referencia, las designaremos con las letr~ u, v, w, y r~ 

ciben el nombre de velocidad.es residuales. 

u= U - Uo, v = V - Vo, w = W - Wo 

Ley de Schwarzsc.hild.- En la vecindad del sol, con ayuda 

de 1.o-e paralajes. movimientos propios y velocidades radiales 
. I 

de las estrellas, podemos tener la distribucion de veloc1--
,. 

dades residuales ( u, v, w,), esta d1atr1bu.o.1':Sn esta caracte-

riza.da por: 

a}.- En una direoo1Ón dada, las componentes de las velo
,. 

oldadee astan distribuidas al azar. 

b).- La velocidad residual media en una dll'e-Oción dada -
, . 

depende de la direocion de que se trate. 
. \ , t 
Esto ultimo implica Que habra w;ia d.1re~a1on en la que -

lA ·velooida.d residual será máxima, a aeta se le llama n.Diree

' e ion de la Cor•riente Es telar". 

Se encuentra adem!s que la d1str1bucibn de las oo.mponen

tes de la velocidad en una dir~caibn dada. ~ie~ una...diatr1--

' bucion Ga.uss1ana. del tipo 

.. 
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li..n donde 11 j 11 es una constante y fes la veJ.ooid.ad. 

La Vt;locidad residual media, ~staJ?.i.da..a.a ,or: 

f= _&_1e-l·fªtJ? : 
/rr /,1 J' o . . . , . , 

La Vt:lo.c.idad residual media é:iS. f1.m4.ipn .:O.'- 1-i. .4-ire;:ccion. 
, 

,Jor lo que II J II tambien lo sera. 
, , 

Habra una direcoion en la <:¡_ue li,. trelocidad x-~1.d.:a.l me--

I , ~ I f ' 

dia sera minima. y en .t.a rc;alidad 1,:,Sta éi.1rL,ccion, esta a an-
, 

o,UJ:"•'ré:cto con la dirbccion de :i..a Co:critnte i:;st1::-lar. 

Sean 11 ,J.11 las com:Jonent.es de las velocidades en la dircc-
, ~ , , I 

cion del maximo, 11 w1' las com oneütes em la d1r-~ccion e.el m1--

nimo, y usemos una 11 v" _¡_Jara indic&r las com onente,S en una -
, 

dire;:ccion normal a las anter1.,r..,s. 
, > 

i_,na funcion ¿eneral de d1str-ibuc1on quEi _¡,.,redice una d1s-

tribuoiÓn \Jaúas:i.ana de v ... ,locidafü.,s en cualquier dirc.cción, es 

la lE::y-:de la. Distribución ~ll.!.JSOídal dé las velDci.dadt::s, de-

b),Ci.a a Schuarzsch1ld. 
, 

Nos dice que el numE:1ro de 8Stjellas -
,, . 

cuyas com..,..,.onentes dt la velocidad estan com,,pt-ndUias entr¿ 
, .\ 

u y u+du, v y v+dv~ w y w+dw, es-ta dacia _,,.,or: \ 
a t ~ .. ,.z "'~wª . . . --J. ,L( -1;v -JJ 

dN= N ~..J..2..ls. e du dv dw 
/,,3 

,, 
en donde N es el numero de est.rtdl.as considerado. 

, , 
Se yuede demostrar qu.e la dü~tr1bucion en un.s. dir-eccion 

., 
dada, definida ~orlos cos~nos dir~ctores {l,ru,n) esta dada 

por: 

en donde 
z 

ao= 1 j~j~ + m~J!Jf + n2 jfJR 

y 
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TIEMPO ~ RELAJAMili.NTO DE Jlli SISTEMA ESTELAR • 
• 

Este concepto fue introducido et:i la Astronom!a. por J, H. 

Jeans, con el objetó de poner una cota superior a la vida de 

nuestra Galaxia. 
I 

J. c. Kapteyn demostro en 19o4, que en la vecindad del 

sol, las velocidades residuales delas estrellas, ten:tan un -

marcado favoritismo en una direcci6n dada. 

Después de un tiempo suficientemente grande de intera.c

cibn entre las estrellas, es f~cil ver que las velocidades r~ 

siduales, deben estar distribuidas de acuerdo con la ley de 

Maxwell, sin tener direcciones privilegiadas. Jeans conclu-
, 

ye de esto, que las estrellas no han estado 1nfluenc1andose -

unas a otras, durante un tiempo muy grande. 

• J. H. Jeans calcula este tiempo haciendo hipotesis que -

simplifican 
1 

esencialmente los calculos. Posteriormente s. 
, , 

Chandrasekhar de.sarrollo un metodo con hipotesis que s:e aoe,r 

can mas a la realidad para calcular este tiempo de relajamie.!! 

to. 
1 l ., 

A continuacion veremos el metodo de b, Chandrasekhar. 

Consideremos una pequfla regi¿n de un sistema e.stelar dado 

en la que esta de.f ini.do un sistema. local de referencia. 

Pensemos en una estrella de esta·regibn. Debido al 
. , ~ 

campo gravita·cional, esta describ:1.ra una orbita respecto al -
/ de-

sis.tema local de re.f~rencia, que estara dado por dt¡ ='"'grá.dW 

en donde res el vector de posición, respecto al sistema lo

cal" de .referencia, y W es el pote:ncial sravita.cional. 
f 

Esta orbita se obtiene suponiendo que no existe influen-

cia entre estrella y estrella, es decir suponiendo a la masa 

de las demas estrellas dispersada. y con su misma distribución 



de densidades. 

El efecto de ·encuentros entre estrella y &strella, con 

el tiempo produce cambios notables en la órbita teorica. 

El Tiempo de Helajamit:nto lo definiremos como el tiempo 

necesario, para que una estrella por efecto d~ los 6ncuentros 

tenga ¡a misma probabilidad de desviarse mas o menos de 90° 
\ 

de la orbita teorica+ 
• I Este problema se r0suolve usúndo como aproximacion, el 

problema de los dos cuerpos que v0re,mos u continuacitn. 

Problema de .1.9J! ~ Cut;)r;e~.- La solución de eStEJ .i.Jróbl.§. 

ma, nos da en funci6n de E, paramctro de impacto, V, veloc1 

dad relativa antes del encuentro, y las masas de las 6Stre--

llas, la desviacion 
1 

de la velocidad relativa en el plano -

de la orbita 
1{ y------ ----= 

/i{ 
·¡· 5 \ 

Plano de la orbita 

'/ 
1 1''1g;ura 1 

Designemos con Ja. y re, los veotorE;:s de posición. ele las 

dos estrellas respecto a un sistema de coordenadas conveniente. 
1 

Las ecuaciones Newtonianas del movimiento seran; 

•........... ·· .....•• ( 1) 

d2 ~ rz-ri 
dt-a- = - G mi. - = Iª /ra-ri •..........•..•• ( 2) 



-1-

Multiplicando ( 1) por m1 y ( 2) por me, y ·sumando obten--·-·

dremos: 

............ ( 3} 

rtestando (2) de (1), obt~ndremos 

d2 (- f~) =· - G (m1 + m2)(~1-&s/ª •.• {4) ~ r1 - ~ r 1-r2 

De la ecuaci6n (3), obtenemos imnediatamente: 

m1V1 + m2v2 = V (m1 + m2) =constante •.••.•. (~) g 

Esto nos dice que el centro de gravedad de los dos cue~ 

pos se mueve con velocidad constante. 

Si llamamos r y/\. a: 

... - -r= r1 - rs ............... ( 6) 
A = G( m1 + m2 ) 

1 / 
La ecuacion (4), se trunsformara. en: 

- I 

= - t\-~s = r. v r ................. ( 7) 

Multiplicando vectorialment~ (7) por r encontramo~: 

r X = o ••...••.•••••.••••• ( 8) 

pero -r X : -d-~----,( f X ~t ) = 0 •• .,, •••••••• (. 9) 

De la ecuacibn (9), deducimos que: 

- dr - e > r x dt = h = constant~ ••.•.......•..• 10 

- dr , 
r y dt definen el plano de la orbita relativa, y el· plano 

es fijo, puesto que su normal h es,constante. 

La órbita estara dada por la ~un.cibn de Lagrange#. en -

donde 

L = T + ; j 
w .;::: - -A. r 

• ..................... ( 11) 
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T es la energía cintt-ica por unidad de. ma.sa. fACOi:.T~D r·~ 
Ui !¡I[,;' 

Expresando Len coordenadas polares. obtendremos: 

L = 1/2 ( r2 + r 2 ~~) + ; •••••.•..•••••••• ( 12) 

Como tenemos que: 

AplicJndola a la ecuacidn { 12), obtendrE-:mos·: 

............. ' ....... ' 13) 

~t (r2 6) = Ü 

La segunda ecuación (13), ~s equivalE-:nte a la ~-0ua.cibn -

{lü), y de ella obtenE-:mos: 

r 2 8 = h= constante 

e= ....hir r 

................. ( 14) 

\ . i 
Usando esta ecuacion (14) con la primera t:icua.cion'.(13), 

obtt:nemos: 

d-2 r h 2 X 
dt 2 = 7 - 7 

................ ( 15) 

La solucitn de esta ecuación dif~rbncial, se obtiene --
1 t haciendo el cambio de variable r = -, y la eolucion obte. u 

nida es: 

; = A cos (e - 80) + ~e 

Si se empieza a contar 8 en la dirección en que res -

mÍnimo, la ecuacion se r~ducirá a: 

_1_ ). 
r =Acose+ 7 ............... ( 16) 

Como vemos, la ~cuaci~n (16), es de wia cónica en coor

denadas polares, 
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.P. .,, , 
for definicion de conica 

r 
e-d- ª r cos ci 

o bien 

el--~ _L 1 l ( ) r = &d + Tcos a . .. 17 

Comparando las ecuaciones (16) y (17), obten~moa: 

l 
ed ; 

1 
A= d 

Por lo que: 

hª r = ~ • -----...,,..~ ••...••.•.•••••••• (18) 
/\ 1 +ecosº 

1 

Ahora biE.,n, es necesario expresar la exentricidad (e-)~ -

en funcibn de los parámetros que d6finen el encu~ntro. 

Tenemos las siguientes r16lacionE:iS: 

1/2 v2 = 

h = p V 

T - i 
r ................... { 19) 

.................. , .•• , , , •• ( 20) 
' 

En donde11 V~ es la velocidad rolativa al infinito, y"¡( -

' es el pa:rametro de impacto, 

Tenemos que: 

= .-h: 1 
ro ,.,\ l+e .................... ( 21) 

J • 
L..a ·ecuacion ( 19), para r = ro·, r = O , se transforma -

en coordenadas polares a: 

1/2 1 (r~ é)~ - _¿_ = 1/2 v2 n ro •••.•• ( 22) 

Substituyendo en la ecuaci6n (22), las ecuaciones (14) 

y (21), obtendremos despuee de algunas o~eraciones: 

e 2 = 1 V2h2 ........................... (23) +y 
Substituyendo h y A por sus valorEis, obtenemos: 

r2 v• e 2 = 1 + . .,,..a¡;. _ _,_ {24) Ge mi +m;-J e ••• • ••••••. ' ..•...•• ' • 

Ahora bien, de la ecuaciln ( 18), obtendr6moe si r __,,. oo 
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1 + e coa e= O o bien cos & = - _L e 

S1 hacemos S=rr-f' obtEindrEJmos: 

1 . . . . . . . 
V PªV,. 

1 + G-1 (m,-+ ma.)' 

.... (2,;J 

,, 
La def1.e,xi,on en e} "plano dé! la 

I 

Órbita11 esta dada por -
• ó' = rr - 2 t' , esta no es la d&flE.:.x ió:n varda.dBra, pu~s esta 

no se encuentra en general Bn el plano d& la Órbita, pero 
,. ' nos servira para calcular la d6flE.:xion V6rdadera que esta da 

' da por la expresion: 
- - , 
Vg • Vg = COS Ji 

V2 v, O 7 

~ 1~ ~eflexion verdad~ra sufrida Eºr rn ostrblla~ .2.Q.!!!2 -

r0sultado de .!ID encuentro.- El problema que se nos prbsenta 

es enoontrar la deflexio1n verdafü,ra O = rr - 21}r en funci6n 

de 'f' ( minuscula), de la c3', y de los otros para.metros que 

intervienen en el &ncuentro. 

Consideremos una estrella Se de masa ms, y de veloci

dad residual iie,que entra en un campo de estrellas. 

' J..,os pa.rametros que definen un encll€.ntro f;:ntre la estre,-

lla Se y la estrella S1 son: 

a.: La velocidad rbsidual de Si ( ~i). 
I 

)) El angulo 8 entre vi y Ve. 

e) El á'ngulo az.imutal 'P de vi referido a un sistema de coo,r 

denadas cuyo eje z coincida con va. 
d~: El par~m6tro de impacto ( p). 

eJ El ángulo @ (maytiscula.) entra el plano de la ~rbit.a. }/ e.l 

plano que -0ont6nga a vi y va. 
f) La maaa m1 de la. estr<;.lla S.1. 



·- .... .1.-

El siguiente diagrama ht!cho por "Chandrasekhar y-·--- .. 
W1llia.meon11 • nos relaciona algunas de estas cantidades. 

-:r., 3. 

Plo...,,, dQ laD,-f)¡_ta.. 

Algunas r~lacion~s importantus qu~ se obti8nen, son: 
- -

v = 8 
ID1V1+m2V2 

mi +in.a 
~T -
V -

- -Vz - Vi •••••••.••.••• ( 26) 

Vi= 
- - - -ID2V2-m2V~+m1V1+Q~V~ = - -ID1 V1 +IllBY§ mdv2-v1l 

mi+m2 mi +m2 mi +ma 

vi= v3 - m2 
mi+m2 v •..••...•....••••..•....••• ( 27) 

- 2_ 1 ( 2 2 2 2 2 ) ( 28) V~- (mi+m2)2 m~vi+m2V2+ IDiIDsV1V2COS6 •••••..•. . 

-2 _ -2 -2 · ( } V - V:a. + V2 - 2vi v2 cos 8 • . • • • . • . . • • • • • • • • • • 29 

-2 2 m2 V V cos w + ( ma ) 2 V2 ••.• ( 30) Vi= V - 2 mi +mi:: ~ 3 . m1+m2 

2 cos w = mi+m~ 
v v2 m2 [ v3 - vf + (mi!~./ v• J ... ( ;l) 

Substituy6ndo V y v3 por sus valor-éls, en la ecuaciln -

(31), obtendremos: 

senw= -· v1v2(m1+mz) s~ne 
V (mfv1+~+2mim2viv~coseY(v¡+v[-2viv~cose) 

2 .. , 

cose.o.= -r-=-= ID2V¿-ID1V~+V1V2(m~-Illti.Q.Q=S~8 __ _ 
v( mi vf +iñKv~ +2miin2Y'i"Ve co sef[vf +v~=- 2v i V 2 cose) 

.••• ( 32) 
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I 
Como hemos visto, la v~rdad~ra deflexion de la bstrt.iJ..la 

S 2 , est; dada por el ¡ngulo qu~ forman los vectores ve y v~, 
o sean las velocidadQs rt.sidual~s de la estr~lla antbs y dE;;J! 

, 
pues del encuentro: 

cos (j = ••••••••••••••••••• C 33) 

I - -De esta expr~sion, va es dato, y nos falta tmcontrar v1. 

Tenemos que: 

v28= v2 - v8 ; 
,, 

Por fü,finicion: 
- -V _ m1v1+m2v2 

8 - m1+m2 
- 1 - 1 m1v1+m2v2 
m1+m2 

Substituyendo en la ecuaciones anterior~s ~l resultado -

ant~rior, obtenemos: 

-
v23 v . 

' 
v• ..... (34) 

1 V f Y f V 'J, · son iguales por s~r velocidades r6lativas al -

infinito, por lo que fv2~=f végJ por ser v28 y v~ amp11~1ca--

ciones 1guales de V y V'. 
Necesitamos ahora, valuar el producto v2•Vé, de la --

" ecuaoion ( 33). 
" 

v2•v! = v2•(vé8 + v0) = va·v~B + va v8 •. , ........• (35) 

_v2·v3 = vav~ cos k ••••..•.••.••••••••••.••..•••• (36) 

- -, Nos falta valuar v2•v28 y para eso, necesitamos encan-

tar el ángulo qut: forman. ·Usaremos un sistbma de coordenadas 

cartesianas, cuyo eje de las~ coincida con v1 ; cuyo eje de 

' las "y", se encuentre en el plano de la orbita, y en el que 

el eje 11 z11 , forme un sistema dE,rE:::cho de coordenadas. 

Los cosenos 

-
Ve 

dir~ctores de va y i~3, serán: 

[ cos (ro-k); -sen(ro-k)cos@ ;sen(0>-k)sen~~ . 

[ !\ , ] {37 cos(CX-~J;-: s(?n(G)(-.Q() ; O 
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pero: (O(~ 0<) = rr - 2 't" 
Por lo que: v~8 ( - cos 2 'r ; st:n 2 'f/ 

Por lo que: 
' 

o ) ...... (38) 

-vz•vi~: V2V¿Í) (cos2'-jlcos.(ro-k)+sen24' SE:ln(cb-k)O.O.S 0) • • .(39) 

Substituyendo las ecuaciones (39) y (36), en (35), y --

esta a su vez en (33), obt~ndremoi: 

-cos t)= ~z~ [ cos2ifl cos(c.i>-k}+sen2~ aon(0>-k)cos~- ~~. cOsk (40) 

' Lo unico que nos falta, es encontrar .el vaior de v! y -

' ,I substituirlo en la formula, sustituy~ndo tambien, por sus -

valort:s las cantidades V~, v½ ~n función de loa ,pará111.E:tros -

q~~ de.finen el encuentro. 

() 

p 

PIC\no de. 1 el 

Or·bita.. 

Esta figura nos muestra algy 

nas rülacionts que nec~sitamos 

' para ~1 calculo de Vé. 

De una figura semejante a la Fig. (4), y de .la Fig. (3), 
obtenemos: 

coa e.o'= cos-cx'cos i ...•..•....... ; ...• (41) 

Pero: I 
O( =o(+ TT - 2'f' 

Por lo que: 

cosro'~ = -coa i [ cosO( cos2'f'+ sen()( se:n2v,J •••••• (42) 

En la Fi6• (3), vemos qu~: 

vJ = v!3 + v3 ......................... (43} 

Elevando al cuadrado, encontramos: 
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v!8 = vj8 + v5 +2ve8 V~ cos co' •••••••.••••••••••••• t44) 

De la Fig. (4), podemos obtbner estas r~laeion~a: 

senoc cos i = sen w cos@ ) . . j ............... (45) 
COSO< OOS l. = COS <.O 

, 
Substituybndo en la ecuacion (44), el valor encontrado 

para e.o', o sea la ecuación ( 42), obtendrvmos: 

,~ 2 v2 2 ( ) (4~) v2 =v2d + d - Vsg Vg cos2y,coS0(oos 1+st.n2\j,'sencxcos. i . . . . . {ji 

,, 
y por las ecuacionus (45), su transforma en: 

ía 2 2 
vJ =v23 + v8 - 2v28 Va ( cos2'f'cosru + sen2Y,senmcos @) ••.•••• ( 47) 

Sabemos que: 

, 
Al substituir Va, v20, sene.o, cose.o, en la ecuacion (47 

obtendrumos: 

2 1 ( k? ); [ 2 " v~ = (mi+me) 2 ¡ (m1+m2) v2 - 4m1 (m~v2 - m1v1) + 
\,. 

+ (m1-m2)V1V2 COS9J COS 2 \V .. (49) 

-4m1(m1 +ma )v1 vasenecos@sen\y'cos'fl}. 
I 

Este era el valor que buscabamos para substituirlo en -

la ecuaciÓn(40), y obtener: 

( Vs8 L -V~ cosk J (m1 +m2 ) 
-coso= . - . -

\!(m1+m2) 2 - M - N 
•••••••••••.••••.•• ( 50) 

en donde: 

L = cos2fcos(co-k) + sen2'f,'sen((l)-k}cos® 

M = 4m1((m2v:-m1v~)+(m1-m2)v1 va aoaeJoos 2 'f 

N = 4m1(m1+m2) V1V2sen·e cos@senfcosf 

De la Fig. (3), obtenemos: 

V cos(co-k) = vs-v1 cose 

V sen(c.o-k) =Visen 9 
•..•....•.• ., ... ( 51 
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Mul t1pl1ca.ndo v3 • Ve, obtt..nemos: 

v1 cosk = mi:me {m~v1 cos e+ m2v2 coa 8) •••••• (52) 

Substituy~ndo v28 por eu valor, y. usando las €.cuac.ion~s 

(51) y (52), y recordando que aen2J = l - coe 2c1 obwn~mos: 

...... (53) 

en donde: 

. . 
Puesto que las defl~xion~s en el plano de la orbita, --

van a· ser muy pequeñas, ( rr-2'f ~ u ; 'f :!: ; ) 'POd(;;mos ~noon-

trar i.ma fórmula mas sencilla, y bastante aproximada para -

s~n2 & . 

o bien: 

sen°8:; 4m~ Id 2 ~v2-v1cos e) 2 +v~sen 6cos@lcos 3:f ····(55) 
( m1 +m~a) v .a l I J 

1 I 

Numero de Encuentros.- Nec~sitamos conoc&r el numero de 

encuentros caracterizados por (v1 ,9 ,'f, P,@), qu~ s~ ~f~c

tuan en el int~rva.lo de tiempo dt. 

Sean N ( v1, e, 'f) dv1 de d 'P, el nÚmero de estr~llas por 

unidad de volumen, con velocidades entrb (v1 , v1+dv1) y en 

' I la direccion compr~ndida en el elemento de angulo solido 

sene d8 d'f. 
, ' 

El numero de encuentros buscado, estara dado por la si-
, 

guiente expresion: 

N(v1,9,f) dv1 de d'fd2~ 2rr p dp V dt ••.•••••• (56} 

Ahora bien, definimos el" tie:mpo de rE-lajamitmto, como ... 

el tiempo quo debe transcurrir para que la ~strblla S2 a& --
' ' , 

desvi~ de su orbita teorica, en promedio,un angulo de n/2. 
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' c1on (55), obt~ndremos: gclH.T,1.D DF e;:. 

Cont.~ sen2 d(v.,,.,e,'f,®)= &tN(vi,0,\f>)G8 ~ vª!: 
x[(va-v.1.oosa) 2 +v~sen2 8aen2 (!t)J 

1 sen 'f' d 'f' _ d@ dv d.9d ..o d t 
x coa '+' 2TT l. T 

(62) 

Es evidente que esta 1ntE>gral diverge logar.Ítmicam~nte -

cuando f ~ rr/2, esto se debe naturalmenttJ, a lo inapropiado -

que es el uso del problema d~ los dos ou~rpos en est~ caso,

pues al comE.:nzar un encuentro, este ya se encu6ntra perturba

do por otros encuentros. 

Lo que se hace on este caso, es considorar oomo dea1s1-

vos, los que se producen por oncuentros cercanos, y as1 los -

llamaremos cuado E sea menor qué la distancia m&dia entre las 

estrellas, a esta cantidad. lv.. déisignaremos con "po"; para e,n 

ouentros mas lejanos, no es posible usar el problema de los 
I 

dos cuerpos, ni como una bu1·de. aproximacion, y es mas razo-

nable consjde:rar, que estos encuentros lejanos, se nulif1can 

unos con otros. 

Integremos desde 'fl =O, hasta f = ~, definido estti ~l

t1mo por el valor p = Po. 

1 

I 

Esta integraciones inmediata, y obtsndremos: 
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' 

Cont.i eenªó (v·2.,a,f )=4rrN(v1,e, 'f )G2 m! vª' 2 
Va 

X [ ( v~-V1COS~): +(J./2)v-:s&n8 eJ 
xlog \1~ . eoV ljdv1 d9dfdt 

L G~(m1+m2) 2 

( 64) 

Las integraciones post~riores, no pu&den ef~ctuarse an

' tes de conocer la forma de la funcion N(v1 .a,'P ). Esta fun-

1 ' oion, es en r~alidad elipsoidal y úS tambi~n funcion del ---

tiempo,debido a los encuentros ~ntr~ estr~lla y ~str0lla. 
I 

A este respecto, J. Jeans supon~ una distribucion tubu-
, 

lar por simplificacion, y s. Chandrasekhar la supone ~sfer1-

:,a,. 

' En este caso por no hac~r dir~coionee privil~giadae, y 

~or definición de lo que bS N(v1,9,'f), t~ndremoa: 
1 N(v1,8,'P) :; 411 N(v1) senE, •.••.•••.••••• (65) 

y N(v1) = •••••••••••••.• ( 66} 

:rE::cordando que: 

Substituybndo estas tlCUaciones (65),(66) y (67), en --

' la e~uacion (64), podemos efüctuar las intbg:r-acion&s poste-

riores. 

]ntegración respE;cto ~ f_.- Esta int~gral &s inmediata 

y e.e c'btiene: 

Cont.¿ sen\:f (vi,e) = 211N(v~)G8 mf V3~I sGn0 

x [ ( v2-v1cos e) 2 + (1/2) vfsen2e J ( 66) 

xlog [-l+ g~v• lo.v1d8~t. 
G2 (m1+m2)j 

, , 
I~tegracion resrecto ~ §.- ~sta into¿racion se pu~d~ --

&factuar directamente. 
I 

Conservando unicam~nt~ loe tttrminos 
, 

mas important~s, se 1lega a la ~cuacion sigu~ie~n~~=: ____ _ 
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8 ¡¿ 2 ( . 
fl'G m1N V1) 

3 
3Vie 

dv. dt 

(ve~ v.) 

Int8&§:.Qi¿n ~~pecto~ Y,¡..- Fara ~fvctuar Eista int~gra-

' oion, nec~sitamos substituir N(v1 ) por su valor, y d~scom--

(6 

ner la integral en dos; una de; O a ve, y la otra de va a,:x;, -:- -

61 hacemos 

<;' sen8_l = <.. (.) 
(70) 

dt •........•..... ( 71 

f:ln donde: 
., 

(/) (xo) y 
... 

H( x;) = 2~ [ Xo T( Xo )+( 2xf-l) P (Xo)) • .... (72) 

p ( xo), son la !unci6n d& tJrr-or y su dt;;riva.da • 

Ll tiempo de r:elajamiento de un sist&ma ~ate.lar, viQnEi -
I 

dad.) por la ~xpr~e1on: 

Í J'o 
0 
~ sen 2 J = rr2 / 4 • • • • • • • • • . . • . • . . . .......... ( 73 ) 

pcr lo que: 

•••••• ( 74) 

por lo que: 
3 

T~ = · Tl'Va - ., ••• (75) 
32NG2 mfH(xo)log~ov!/G(m~+me1 

Fodémos I 
aplicar E..sta f )rn1ula. al caso de nuestra Galaxia, 

en la que usaremos los datos quti tE:inemos para el sJstema lo

cal, y por ej~mplo como v~locitlad residual d~ la estrella Se, 

la ~u~ __ tie_ne el sol,._ que es de 20 kn./s., y que &e una velo-



cida.d m1:..1d1a. 

~ -· Los valortis que usaremos se::ran: N = • l varstJO • 

Po= 2.5 parsecs; m~= .5 masas soleras; va;= 20 km./&.----

J = • 032 seg/km. 

El titimpo de r&lajami&nto encontrado con ~atoa datos &s: 

T_D = 2. 96xl014 año a •.••••• , •••••••••••••••• ( 77) 

~ompo de Bela,jami.:into .9:~ .1ill Sist1;;ma li.stt..lar.- Una cota 

superior, absolutament~ segur~ para la vida de la galaxia, -

se obti~n~ suponi6ndo un astado inicial, lo mas altamente or

ganizado posible y calculando su tiEJU.b)O de r1;;laJamiento. En 

este EiStado inicial, supondrtJmos qu& toda.e las estr&llas, 
I 

ti~nen sus velocidades r~siduales en una misma dir~coion, --

unas en un s~ntido, y otras en ~l contrario y, su~ondremos -
I 

que tienen una.distribucion Maxwelliana. 
, 

Debido a los encuentros, esta distribucion pronto se --
, I 

transforr,nara en una distr1bucion elipsoidal, siendo t::;l elip-

soide muy alargado y tt.inümdo los fijes lilt:mort.s 1gualtie: es -

decir hf1brá simetría circular. La distribucidn inicial puEJ

de considerarse tambien como el1pao1dal, pero con dos ejeis -

nulos. Con el tiempo, el eje vrincipal del elipsoid& irá -
., 

disminuyendo, y los menor,;;s iran· aume,ntando hasta teinder 
I , I , 

asintoticam~nte a una distribucion ~sfer1ca. 

' Si pensamos en una ~str~lla S2, ~ata t~ndra 1n1o1almen-

t& una velocidad residual que .ooinc1df.t con el eje principal 
, ' del elipsoide, y esta velocidad Be a~artara d& ~sa dir4~oion 

I 
en un titimpo T7> en promedio un angulo de 90º. 

Plantear~mos el probluma con hipótesis que probabl&m~n

te et: acerquó mas a la rt:;alida.d fisica. 
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Nuevas Hi~ot~sis. 
I / 

a) Es valida la aproximacion 

del problema de los 2 cuerpos. 
/ 

b) La distribucion de veloci-

dades bS elipsoidal. 

c) Esta distribuci~n cambia -

con el tiempo. 

d) La Vblocidad r~sidual de la 

bst1~lla Sa, gira con veloci

dad ane~lar constante, un án

gulo de rr/2 en un tic:mpo T • 
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I 

fiipotE;sis do §.. Chancg·as\.,kh&r, 
/ ' 

a) Es valida la a.pro.i<.imacion 

a.el probl6m~ de los 2 cuerpos. 
I 

b) Lú dietribucion dE-: Vbloci--

' dadE;s &s ~sfbrica. 
I 

e) ~sta distribucion ~s oons--

tantc;. 

La distribución do Vblocidad~s será en &1 ~je principal 

del elipsoide: 

........................ ~·-: ••..•• (1) 

y en los dos e::jes igualt;S con los que f )rmamos un sistbraa -

,,, 

•....•.••.•••.•••••..••..•••• ( 2) 

' .................. \~ ..••••••.••• (3) 

en .donde j1 y ja seran funcionbs del tiE.:1u¡10 y d.E;ben satisf~ 

cer las condicionE::s iniciétl~s y fin&l&s fü;l probléma. 
. . ,,, _,,-

La ley de Schwarzschild nos d& en-un momento dado el 

numero de estrellas con VE.il:lcj_dadtiS &ntl b ( U y U+du), ----

(v y v+dv),. 

~ 

dN = N _..1.i.Ll. 
/ TT3 

•....••••• ( 4) 

El elipso1de so obth:n~ hacit-ndo f-:::i. t:;~<:pon€--!1te de "e", -
~ constante. \ , 

S u.pong1:.mo s 'q· 1 '.e1 1 / · . • 1/ ~ · .. 1 .. :-; .., a 80 11 f 1 ~u.~i."nel::i l.i.realfta del 
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t1&mpo. 

Necesitamos conocer los valorGa inicial~s y fill.S.l,.t;,a ele 

j 1 y Ja. Como &stamos tratando qub nu~stro p~obl~ma se acbr

que lo mas posibl~ a las condicionbs qub exist~n en nuestra -

Galaxia, en la vecindad del sol, deb~mos terwinar oon una di~ 

tribución esfé'ríca qt...e ttJnga (1/Ji)f = 30k.,1./s, y tambi:n 

(1/ja)f = 30km./s., pues la distribución elipsoidai del sia

tbma local, tbrminará en una distribución ~srtr1ca que apro-
, 

ximadament~ tbndra esa const~ntb. 

qut::: 

Por las condicion~s inicial0s del probloma, se r0quiere 

( 1/ j 1 ) ..l = o • • . • • . • . . . . . . . • . . . . . . • • • • • • ( 5 ) 

Nos falta dbt1;:;rminar 01 valor de (1/jz). , qi .. e será dEi 
.(. 

~ 

lo que nos ocuparemos a continuRcion. 

Inicial~ente, tE.;nbt1os qut; 
I 

el numero 6e &str~llas con -

Vblocidades t::ntre (w y w+dw), 0stá dado por la siguif,nte ex-

. - ,2. .. ~ presion: lli). -(ju, W 
dN = N " e· " dw ................... ( 6) rrr 

La energía cin;ti·ca inicial se-.irá': 

00 1. .i, 

E = N(,h ),if € <12.),\ W we dw ••• • • ••. • • ( 7) 
rrr 

o 

Como la distancia media ~ntre las ~stréllas de-.il siete-
,, 

ma local, se conserva constante, mismu hipotbsis que hacen 
. . . , , 

J. Jeans y s. Chandrasekhar; la energia cinGtica inicial 

d 1 . t , ,,, ,, 
e sis ema sera igual a la un~rgia cin&tica final, 

,, 
D~spues de haber transcurrid~ bl ti~mpo de r~lajami~nto, 

.; 

la distrlbu.cion de 
~ ; 

v~locidaQbS ~atara dada por la funcion: 

N _(.....,j'-""2.J.J)~4rr e-(;1,)~ V l. a 
V dV •••••••••••• ( 8) 

/rr3 
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que: 

,, 
La EJnergia 
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/ ,, 

cin&t1ca del sistema sera: 

E = lf lli.!I 4·rr r ~--(Ji)! vz., V4 dV 

/ rrª J ... o 

.......•.. ( 9) 

S1 hacemos (j 2 )f V= y,~ intbgramos por part~s, obtene-
0() 

E= _6N j e·Yi.y2 dy •••••••••.••••• c10> 
rrr < J fa,¡ (.) 

Si en la &cuaciÓn (7) hacemos, (J2);V = y, obtt..ru;mos: 
,.oo z. 

L = h___ j e - )' y 2 dy •.•.•.• • ••••.• ( 11) 
/ TT (j2)} 0 

De las eouacion~s (lJ) y ( 11), dE:ducioos inmc..diato.mbnte 

(jz)f = 2.45 (je)-t .................. (12) 

Substituyt.:ndo el Véi.lor db (j2)f , 1:1ncontra.mps que ----

1/ ( j 2 )¡ = 73. 5 km./ B • 

,., 
y ( 1/ J 2 >+ , y con la suposicion t.& quE. son vstos funcion~s -

linc:alli:l e del tit:mpo, t~ndrc;mns: 

1/ ji = 3ut~TJ> •.......... , .... , ...... } ( 13 ) 

l/j2 = 73.5 (l-.59t/T, ) ••......••.• 

Los desarrollos qub t~n~mos qu~ hacbr, son ~xectnm6nt6 

iguales a lns de S. Ohémdras .... khar, hasta e;l momento que:, ten

gamos que elbgir una función de distribució'n. En v~z d6 ~ear 

a la funciÓn'N(v1 ,e, 'P) dt..:b~mos usar ·otra del tipo N(v1 ,~,'f ,t) 
,,,. . ,, 

pues por las nuevas hipotvsis, la distribucion elip.soidal -

es función dei'-,.:t;.ittmpo. 
1 ,,, 

El numero de t;ncuentros caract.c;rizados por {v1.,e, 'f ,P,@, t) 

que se efectua.n en t:,l int~rvalo de tibmpo dt, y cuyas veloci-
- ,,, . ,,. , ' 
aade:s estt:.n comprt.;n11das en ol angulo solido st:.n8d8d'f, s~ra: 

) 

( 1 _ª-® . ~ 
N v1,0, 'f, t,) dv,1. de d 'f 2rr 211 .:,1 dp v a.t ........... (14) 

.,, ., 
La contribucion dEJ t.,;1 num~ro de 0ncuvntros a le. suma ---
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~sen2 J 1 sc.:ra: 

Cont. t s~n2 J ( v1., e., 'P .. P.@, t.)=2rrN ( v 1 , a, 'f, t..~t::ii;:n'\)' V 

. Xil d¡J ~w clv1d8d'f,>dt } (l~) 

en la que: 

SE;n2 Ó = 4ml E V1i-V1cosí,) 2 +v~ sEm2 es~n2~c.G-2 2 'ji 
(m.+me) 2 vi 

,,. ; .. 
La. intbgracion sobr1:.1 los varc~:.ié-.>tros II p't\ y 11 ®~, t. a in-

m€1d1ata e idt!ntica a la hticha bn E;l c&p{tulo ant1:..rior- 1 y ob

tcn~mos: 

Cont l_a~nªÓ (v1 , e, 'P , t) =4rrN(v1, s, 'f, t)G2 mf v3~i 

x ~v2 -v1,cose) 2 + ½ vfs\;;n2 a] (16) 

xioe; [l-+ _"J¿:v" l dv.ded'f c~t 
G-2 (m1+m2) 2J 

La tunc1on de dist1°ibuciot1 N(v1,6, 'f,t) dE:ip1:,nd~ dt:l --

t1~mpo po~ dos cosas, una de 6ll~s os dE;b1do a que ol elipsol 
... .,. ,, 

de ira thndiendo hacia una oonfiguracion ~sf~rica, con ~1 --

tiE;mpo; la otra es porque el ~j~ principal dol elipsoide, 

irá girando r~specto a la v~loc1dad va, un ángulo rr/2, en -

pro~1.o # en un t1~mpo Ta,. 

Es eviden~ QUi; nos convi~ne cambiar de s1stema·de coor 
.,. 

dcnadas, el1g1~ndo uno qoo t&nga como ej~ A, la dir~ccion -

del eje principal del el1pso1dti; en· v0z dE:1 e y~ que t&_n{s.

mos en el siswma anterior, t~ndr~mos ahora "e" y ")t.". 

Supongamos que Vs gira sobr~ el plano (z,x), con una ve

locidad angular constante, de manera quE,: 

t • • • • • • • • • . . • •••••••••••••••• ( 1·7 ) 

E •a el ángulo qu~ la \Jblocidad v2, forma con el eje -

principal ~ 5111¡:)soJA(... 
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-, -. 

1;t; la. fi 6urc::. ( 5) 1,ode.mos obt;;;nt.:r lé=.s r6l¿;_cl.on~e tintr¡¡ --

t::1, 'f t e, A , E • 
- -Sean los co~enos directores~~ Vi y v~, los sl~U1hntcs: 

-Vi (cos ¿,cos b,coo e) 

vz ( s~m f , l; , cos f ) 

por lo gue: 
00bo = senf cob a+o0&f cose .....••••..••• (17) 



r·6 -;¿ - . 

pero: 
coa .ª = sen e cos A } 
cosb = sen e sen A 

.•................• ( 18) 

J:'Or lo que: 
cose=sen [ sen o cos .\ +cos f coa e •.•..•. ( 19) 

,. 
Ya teneoos Qosé,, ex1Jr~sado en funcion ele las nu6'.vas varia.-

bles (e,)\ , E ) : ~os falta encontrc..r 'f en funcicin de las misr.1a2 

variables. 
I 

~n la figura, 'f-) ~sel ~ngulo que forman los ~lanos (x,z) 

y el formado ~orlos vectores (vi y va). 

bl vector unitario, norú1al a el plano (x, z), es 11 j 11 
) 

J - -
~l vector unitario, norrn~l al plano ( vi,. va)es V1XV2 

V:a.V~Sen6 

( 20) 

fin donde: 

.. -
. 71XV2 
V1.V2Sen6 a!ne [icosb•cos[. + j ( cose cos E. -·cosacos f. ) } 

J ..... (21) 
· -kcosbsen f. 

I -

El angulo 1P lo encontra..10<:1 ¡r:1.1.vt:.ij,Jlicando escalarmente, J -
I 

por l~ ecuacion (21). 
\ 

~os 'f = 
cos ecos f -cos __ a _ . .,os E. 

sene •..••.•... ~ .•••••.••• (22) 

r ; 
·~ue 1->or la ecuacion ( lG), ~.ie ;jransforma en: 

cos 'f-1 = 
I 

cos ecos€. - sen e cos A cos E.. 
sene •..•...•.... ." •• ( 23 ) 

• 

,,._,c1L1 bien \podemos ca.l,:rnla:i~ y> ' mul ti.LJli~undo vt:ctorialmen-,, 
) 

·.:.¿, los vectores\ uni tarics, 

sun\f• = 1 ~ ·\-~ t cos b + J{ 
··. sen·:! 

º \n' , sen- T ~e·.:1 ;,t) -

~8r la ecuac:oh (lJ~ 

coa t ..:os F.. -.------ ---
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Ya en ~osecion de estas formulas ~odemo$ clé;..oular el ~aco-

biano, .l,)ara ex.l:Jresar (dE,d'fdt) en funció'n ele (c,A, t) 

d8 oe oe 
' d ( e-) .A. dt 

de lA dt= lle d 'f J-t: a'P d 'P_ cl'P 
d( di\ <)t 

Q o 1 

iill. o'P 2Je IT)Jc JAJtccJeJ-PJ-t: · · .(¿s) 
( Oc dA c)A c)c 

De las ex..t,,1resiones encontrc:t.dél.s anter-ior·mente; ecuaciom,s 

( 23) y ( 24); de::rivandolas 1,riuero res~,ecto a II e" y d.es.t'ues re.e 

pecto a 111\. ", obtendremos: 

A=sent. senc+cosccos)¡ cosE =-sen 'f sene &cf. +cos 'P coso J~ 
\ .~-.p '<:UL 

B= COB C sen ,1 = COS 'f sem, "Je +sen f cosb dC 

d= - sen e sen~ cosE = -sen 'f s·en1c ~r +cos 'f cose Jf 
D= sen e cos ;\ = coa 'P sene 3{ + sen 'f cose i: 

r(esolviendo las ecuEcc1one:; s ( 26), obtt::nemoa: 

¡yp 
= B cos 'f- A sen 'f 

\ de sena 

\ 

~= A cos 'f + B sen'P 
clc coae 

ae e cos'f + D sen ...P --,= 
dA \ coa~ \ 

•.••....•.•...••.. ~ { 27) 

j -.P \ co s lf': - e 0 __ = ~ r sen r 
~.>i \ 86;].t:l 

/ , 
:)e lo anterfor, en~ontra.i11os des.Jues de hacer al0 un&s sim-

t1-if icaciones: 
< 

( 1c8 ~: u~ -~ ~ ) ~ -:~;~¡¡~~Tu-



Por lo que: • 

-28.-

sen<'. sien2 c cos'1 +se~c 9osecosE 
senecose 

\ 

Substituyendo cose por su-v1lor, encontramos: 

( ·1-~ J'f 
de d.\ 

sen e 
sen 8 .••.••.•..•..• ( 2B) 

Esto es: 
de d >i dt sen e= d6 d_'{dt sen e .............. (29) 

Ahora n~oe.eitamos saber el número de estreL1.~, -con velo-

sena cl6 d 'f . 
El nÚÍnero de estrellas con velocidades entre (u y u+du), -

( v y v+dv), ( w y w+dw), está d~ .i:;or la ley de Schwarzschild. 
· 2· • -r.- - j 2. ( ,u_z + 'ir 2.) - 1 :-W l. 

dN = N .J.1. __ .J 2 L.J - ' ' ' "" du dv 9-w ••• ( 30) 
/rr3 \__ , 

Considerando el espacio fase, con ejes 11 u, v, w," .Podemos 

encontrar el número de estrellc:1,s con velocidades entre 

u = visen e cos -~ 

V = Vi. sene ss3n A (31) 
v· 

w = V1 coa e 



,,,. 
Tenemos que el elmanto el~ v;p¡umi'~h 't-~ta dado .f.,Or~ 

2 i du dv dw = Vi dv1 sen e de dn ..................... (32) 
,,. 

For lo que el numero de estrellas con velGCid~s -~ -
, , ; 

(vi y v 1 +dv1), en la direccion del an&ulo solido sen e de dA, 

es t,ará dado por: 
-J¿!·· 2c--- 2- 1 2 .,....., 2c1,.-2.. 

.. ,. 1 ·".Íl/l'l t.'1 ,; , Lvu ¡ 

f.-) ... v1.dv1.sencucdA (33) 
'-.. 

,, •' 

Considerando esta funcion de d1.str1bucion, la ec,:acion 
~ / 

que nos suministrara el tiempo de relajamiento, sera: 

- .12. ·,r, ~~vn 2 e - J :- 1. ;- 2.r úd z. e{\ .. 2. 

Contz..sen2 ~)(vi,c,,1\ ,t) =4rrN ~-;iª C) , ,,. 
t: 

XG2m! Vª~~ -r V2-V1COS6) 2 + Yh¡l!!~ J J. ( 34) 

xlog /1+ - 2 1)fv~ J vf éividcsencd ;\ dt 
L G ( Dl;i. +Vi2) j 

,, 
h:ecordand, q"Lle des.i:Jues de haber efectuado las inte 6racio-

nes ~ sen2 ,-J =rr 2 /4 ; y pasando al mienbro izquierdo lo que per-

manece constante, al intesrar obt1;:;n--mos: 
íT;, iT¡, :i ~ 2 f ¿ llr i?, 2 C ' 

2 ¡--;,- (T!) f . '2. ( ,¿r·oe 2 e-· .J,"· -1; ,,U,'rt C - ' ¿ f I C C"'J 
___ YJi?:. ___ !!_~-- :;; / / . j j \ 

• 4 34 3xl28NG2 mf / .. _ /,- 0 / ' 2. \ ,.o ·1·· .c::o. 1 r-o 
" l . .. . ·,-

)C -- L ( V2-V1COSt::l) 2 + 
y3 -

xlog, 0 ( l+qV~ )vfdv1 sen e de drl dt 

o bién: 

j 
( 35) 

____ yj_{=;1' --
• 4343xl28NG2mf 

T ·Jíi¿í:1if2. ,')() - ~2,..J,Z~/(-
D i f ,./ i! J ¡;_: . f ' 

I .;, ,z "--
,> ~:;(') C':: (l /,-,=<) 

1 2 2-
x ~ (v2- Vi sen~) 

ya'¡ 2 

,, 
En esta 

xlogi~ l+q1/4)vfdv1 sene -d~ de) dt 

ecuacion todns los datos son cDnocidos, 
' 

exce!,lto el 
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ultimo limite T~,que es lo que tratamos de encontrar. 

~ / 

En la. ecuacion {36), {~1 V,q), estan definidos .l:-'01 las si-

gui.en tes e ouaciollb s: 

V 2 = vf •vi~ 2v~v2 cos S 
••••.••..•.. ( 3 7) 

. E 
.... ~J.Jo ,. --' 

cos ~ :; sen t sen 0 cos A + eos t cos e 

La solución de la e:ieua.cio~ (36), se c:fectu¿, },or inte¿;racion 

aumér1ca, dibuj and, las curvas corres!-'ondientes y encnntrar!do -

las areas, con 1:-ilanímetro. 

Las 12 ..,.>r·imeras gráficas, corres_ponde;:1 a la intee,racic(n -

res.::ecto a 11 v¡¡ 1 • Las graficas ( 13a, 13b, 14a, 14b), corres--

ponden a la integracion rtlSj_Jt-Ctc a 11 c 11 , Las 6ra°'fica.s (15a, 15b) 

corres.i.J0nden a la intt..graci 1n ... re; sf;ecto a ".-' 11 • La graf icp, ( 16) 

nos re¡,resenta la integracion res .. ..,ecto al tiEi:t1.i,,o. 

Las tablas,(la,lb,lc,ld), sÓn los resultados obtenidos al 

integrar res..,.>ecto a "vt , la tabla ( 2), nos rek,resent'a el re-
/ 

sul tado de la integracion resJ.Jecto a "e 11 , la tablo. {_3), nos re-

1,resenta la integracion reseecto a 1\\ 11 • 

-10 

.c.l area de la figura (16), tiene un valor de 1225 T_0 xlJ 

este valor, es el rtsultad0 de todas las integaciones, y ~ode

mos substituirlo en la ecuación {36), obteniendo el siguiente -

resultado,vara los mismos datos usados ,~or s. Chandrasekhar. 
l.4 -T1) == • 95xlu anos. 

i!.ste resultado es menor que el obtenido .,or b. Chandrasekhar 
1""- .. 

(2.96xlu -años), y esta q.e acu(::r;do con la Ese.ala Corta del Uni-

verso. 

-000-
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Resultado de la integr2.cion res:i;,ecto a 11 v1 11 • 

:i,o 

Ixlu 
r··--·-

t~ 3v0 60° o··º 1 _,,L; i 

Ot> G u u 

..,,___3u-· ,·¡ --°i:55 J 163 236 3J4 _ 
--· 6u~----¡-; 71-·~··""¡--2-2_8_.....,_2_6_~-:-_....,...._3_4_2_ 

¡ : ····-·-+·-·----",-~----...----t-----; 
9UQ : 196 212 22d 
•·- ··---- _i. ·-------· ----------------

lt, 
3.-e 

Ixlú 

1-----------.--------...-----~-~l--·-0_º _____ 3_~u_º_.-,-._6_v_º_---t"-__ 9_v_º__, 
-O ¡ f Ü J l V . Ü U 

1 .. --+-----+----t-----+-----t 
l._ __ ~~:--t--ª-~_6 ____ 8_3_~---,¡----9_tJ __ 5_T

1 
___ 9_8_3-1 

! 60'! 1 147 220 334 1 669 L 90~ T-343-·-, _3_7_5__, __ 6_2_¡_, __,1 __ 6_0_3_ 

--~----------· 

e>--~ ; oº 1 3uº 
1 1 
1 60° 90° ! 

-- . ···--~---------
o 0° v u o 

--··-··---· --·---
30° 889 938 936 

1 

1044 
. ·-···· ··-··---- -------------·· 

60° 667 620 71...1 lv93 1 
·•·-· .... ------- --------· ! 90° 383 514 742 881 ¡ 

: 

10 
Izlu --,--------- -- ---

1 

1 

o 3vº 60° 90° ' V 

--·-·--- ._ 

_J ____ -· o u v v i 636 587 67'1 759 1 
----·- ._ 1 

1 

889 898 lú(7 1314 J 
1 

6v2 

1 1255 lJ!( J.191 1Sl1 ! _J : 

Tabl.a l.a.,. 

t/T = .25 
[) 

Tabla lb. 

t/T:,:, = .50 

Tabla le. 

\ t/T0 =. 15 
,1.0 

Ixlü 

Tabla ld. 

t/:i.~ = 1 
1> 
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/ 
· Resul t.ado de la inte1:5r"acion respE-cto a 11 c 11 • 

,l.O 

Ixlu . 
rt)~)S__···;----··0° l 30° ------- 6jº ---- s_r_J_O.-, 
-, - -t-- ---¡---- --~-----~-----------JI 
~-- •J ---+---L.:_ .J .. ···-·--· J --+----· v + J __ 

l .25 1 231 ; 267 33J ' 45( 
¡·· . 5v -·- ,· 6~~. ····: ··-·-·--i3·ü--t-·----9ú;· l llU~--·-
! \ . - . ··+--·--· ---+---------¡--· 

,· 
1 
; 

• 75 : lu86 · lu33 1 1158 i 1514 
---~ -------~---·-·------+···- ......... 04 ___ ,__¡. ___ _ 

l:i 75 . 1086 1 '13.Jü ¡ 1567 
. -· - ......... ----·---·-·-·-· .. ···• ...... _J_ .... -----·---'--·------- j 

1 

:.:,esul tado de la inte¿;racion rt:sl-'ecto a. 11 r1 11 • 

;\ = \., o ; 4S; :;;¡; 
.. --- ~·- -. ----+ 

A =3uº 1 1336¡ 
Tabla 3. 

IxL._;10 

R.esul tado de la inte¿racLfrL res.1,-"acto a II ti:. 

Í -~ = 1225 ~. )( 1() -l<)J 

Tabla 2. 
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