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Resumen

Las enfermedades respiratorias agudas continuan siendo una de las principales causas de morbilidad y
mortalidad a nivel mundial. Al tratarse de enfermedades infecciosas los modelos matemáticos son una útil
herramienta para describir y entender el fenómeno biológico. En el caso de las epidemias la modelación
matemática nos permite incorporar información directamente relacionada con los eventos epidemiológicos
permitiéndonos describir y establecer escenarios de decisión importantes para la salud pública. En este
trabajo se analiza un conjunto de datos de infecciones respiratorias agudas (IRAS) estructurada por edad
del estado San Luis Potośı, México, para comprender el impacto de la edad en esta clase de enfermedades
y proponer estrategias de mitigación dirigida a los grupos de mayor aporte al proceso de transmisión.
Se propone un modelo multigrupo SEIRS compartimental para describir la dinámica de infección entre
grupos de edad. Determinar los valores de los parámetros de un modelo que describe los datos de IRAS
se considera un problema inverso no lineal. Para lo cual se propone un enfoque de inferencia bayesiana
para estimar los parámetros relevantes del modelo como el riesgo de infección, el tiempo promedio que un
individuo permanece infeccioso, el tiempo promedio en que un individuo permanece inmune y la fuerza de
infección, entre otros. La exploración de la distribución posterior de cada estimación se realizó mediante
el algoritmo t-walk, un método MCMC de propósito general para distribuciones continuas arbitrarias.
Basado en las estimaciones, nuestro análisis nos lleva a concluir que los niños menores de 5 años son los
principales diseminadores de infecciones respiratorias en la población de San Luis Potośı desde 2000 hasta
2018, ya que son más propensos a enfermarse, permanecer infecciosos por peŕıodos más largos de tiempo y
se reinfectan más rápidamente. Por otro lado, el grupo de adultos jóvenes (20-59) es el que más difiere del
grupo de niños pequeños al presentar caracteŕısticas opuestas. Finalmente, se propone una distribución
de las vacaciones escolares que provoque una reducción de casos por semana, disminuir el tamaño de los
dos brotes que periódicamente se presentan cada año y retrasar la aparición del segundo.
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mados desde 2014 hasta 2018. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

5.10. Mediana posterior y los intervalos de 95 % de probabilidad para todos los parámetros esti-
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2018, separados por edad. (b) Porcentaje de casos semanales con respecto al total en cada
clase de edad. El porcentaje se obtuvo utilizando las proyecciones de CONAPO 2000-2031.
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dos semanas de vacaciones: semana santa y pascua. Las regiones moradas corresponden a las

vacaciones de verano e invierno, según el calendario de la SEP. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.5. Casos semanales de IRAS del grupo 2 (5-19), San Luis Potośı, México. La región rosa corresponde
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continuas son las estimaciones medias posteriores. Las ĺıneas discontinuas representan las bandas
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al número de semanas. Las ĺıneas punteadas negras representan los datos observados. Las ĺıneas
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ciones posteriores marginales. Las ĺıneas rojas corresponden a las distribuciones a priori para cada
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registrados en la tabla 5.14 del periodo 2003-2004. Escenarios de las vacaciones de invierno (Vac.

Inv.). En la parte superior se presenta los escenarios Tipo 1, 2, 3 y 4 del grupo 1 y del grupo 2.

En la parte inferior se presenta los escenarios Tipo 1, 5, 6 y 7 del grupo 1 y del grupo 2.. . . . . 88
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Caṕıtulo 1

Introducción

Las Infecciones Respiratorias Agudas (IRAS) constituyen un grupo complejo y heterogéneo de enfermeda-
des ocasionadas por un gran número de agentes causales que afectan algún punto de las v́ıas respiratorias
y representan para todos los páıses un importante problema de salud por sus grandes cifras de morbili-
dad y mortalidad, para lo cual contribuyen las dificultades inherentes a la implementación de programas
eficaces para su prevención y control. Las IRAS representa la principal causa de morbilidad en el mundo
y la causa más frecuente de utilización de los servicios de salud en todos los páıses. En México consti-
tuye un problema de salud prioritario por su continua presencia dentro de las diez principales causas de
defunción en los distintos grupos de edad. Estas infecciones respiratorias pueden complicarse y dar pie a
neumońıas y bronconeumońıas que afectan principalmente a la población infantil, adultos mayores y a la
población de cualquier edad con comorbilidades crónicas (infecciosas o no infecciosas), provocando con ello
complicaciones y por ende mayores d́ıas de estancia intrahospitalaria. Es de esperarse que en temporada
invernal, todos los padecimientos de v́ıas respiratorias altas y/o bajas incrementen su incidencia asociada
a las bajas temperaturas entre otros factores.
Nos nace la inquietud de conocer cuáles aspectos son los que más impactan la fuerza de infección de las
epidemias con el propósito de proponer estrategias que ayuden a mitigar los futuros brotes y abrir el
camino hacia nuevas investigaciones en el área. Los modelos matemáticos son una herramienta valiosa
para describir por medio de simulaciones numéricas las formas óptimas de administrar los antivirales, las
vacunas y la implementación de medidas no farmacéuticas como el cierre de escuelas, cuarentena, cierre
de transporte público, cancelación de eventos sociales, entre otros [72].
La estructura de edad es un aspecto principal en la dinámica de las enfermedades respiratorias debido a
que la tasa de contacto, el nivel de susceptibilidad, el tiempo promedio de inmunidad, entre otros aspectos,
pueden variar dependiendo de la edad [39]. Aśı mismo, los contactos sociales influyen directamente en la
incidencia de las enfermedades altamente contagiosas como las infecciones respiratorias [2].
Sabemos que las condiciones climáticas de alta humedad y bajas temperaturas favorecen la proliferación y
contagio de virus y bacterias que causan enfermedades respiratorias. Por lo tanto, no es extraño observar
en los datos de IRAS que las cantidades más altas de casos de incidencia reportados ocurren en la época
de invierno, sin embargo en México se otorgan únicamente entre 15 y 20 d́ıas de vacaciones de invierno y
alrededor de 7 semanas de vacaciones en la estación de verano.
Dado que contamos con una serie de tiempo que registra el número de casos nuevos semanales de in-
fecciones respiratorias agudas del estado de San Luis Potośı (SLP) en México, desde el 2000 al 2018,
realizamos una exploración de los datos y observamos ciertos patrones importantes: un aumento excesivo
de casos en niños menores a 5 años comparado con individuos de otras edades y la presencia de dos brotes
separados por aproximadamente 3 semanas las que coinciden con las vacaciones escolares de invierno.
Desafortunadamente, hay poca información sobre el impacto que los diferentes grupos de edad tienen en
la propagación de este conjunto de enfermedades. Diversos estudios nos aseguran que el aislamiento social
es una de las medidas más importantes en la disminuición y prevención de casos aśı como retrasar la
trayectoria de la epidemia [1, 19, 60].
El objetivo general del presente trabajo de investigación es modelar, caracterizar y describir el rol de
los grupos de edades en el proceso de transmisión de infecciones respiratorias agudas. Dicho objetivo se
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conforma paso a paso con los siguientes objetivos espećıficos:

1. Proponer un modelo matemático determinista de ecuaciones diferenciales ordinarias multigrupo
SEIRS, estructurado por edad que describa la dinámica de transmisión de las enfermedades respi-
ratorias.

2. Proponer un segundo modelo estructurado por edad que incluya los efectos vacacionales y el efecto
climático en la tasa de transmisión.

3. Proponer y resolver el problema inverso: estimar los parámetros de ambos modelos a partir de
observaciones de casos nuevos de IRAS de la ciudad de San Luis Potośı en México, utilizando la
inferencia bayesiana como herramienta estad́ıstica.

4. Describir y cuantificar el rol que tienen los grupos de edades en el proceso de tranmisión de las
enfermedades respiratorias a partir de las distribuciones posteriores de los parámetros.

5. Describir el impacto de las vacaciones de invierno en la morbilidad de las infecciones respiratorias.

6. Describir los cambios en la transmisión y las trayectorias epidémicas de las IRAS en individuos de
edad escolar (0-19 años) antes, durante y después de las vacaciones de invierno.

7. Proponer un nuevo esquema vacacional que reduzca la transmisión de las IRAS y retrase la trayec-
toria de las epidemias de la temporada de invierno.

Esta tesis está organizada de la siguiente manera:

El caṕıtulo 2: Marco de referencia. En su primera sección se explica con detalle la problemática
a nivel mundial y el caso espećıfico de México y San Luis Potośı que ha tenido y tiene actualmente
las enfermedades respiratorias. En la segunda sección se exponen los principales aportes que ha dado
los modelos matemáticos en el área de la epidemioloǵıa.

El caṕıtulo 3: Planteamiento del problema. Presenta un análisis exploratorio de los datos a
partir del cual se observan patrones y caracteŕısticas que generan las hipótesis en las cuales se base
este trabajo. Finalmente presenta el modelo matemático, las hipótesis y sus propiedades básicas.

Caṕıtulo 4: Resultados. Se presenta la solución numérica del problema inverso y el análisis de
escenarios.

Caṕıtulo 5. Conclusiones. Los aportes del trabajo son discutidos y se presentan las ĺıneas de
investigación a futuro.
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Caṕıtulo 2

Marco de referencia

2.1. Epidemioloǵıa de las enfermedades respiratorias

Las enfermedades respiratorias se clasifican en transmisibles y no transmisibles. Ejemplo de enfermedades
crónicas no transmisibles que afectan el tracto respiratorio son el asma, alergias y enfermedad pulmonar
obstructiva crónica (EPOC). Algunos factores de riesgo para que estas enfermedades se desarrollen son
el tabaquismo, alérgenos, exposición a productos qúımicos, etc. La contaminación ambiental generada
por el desarrollo industrial expulsa al aire una gran cantidad de desechos que se convierten en irritantes
respiratorios, lo cual ha potenciado la aparición y constancia de estas enfermedades respiratorias de
carácter crónico [107]. Las enfermedades respiratorias agudas (no crónicas) de etioloǵıa infecciosa son las
de interés para este estudio y se detallan a continuación.
Las IRAS constituyen un grupo heterogéneo de enfermedades ocasionadas por un gran número de patóge-
nos que afectan algún punto de las v́ıas respiratorias. Las enfermedades pueden variar desde un catarro
común hasta una neumońıa, a través de distintas entidades nosológicas como otitis, amigdalitis, sinusitis,
bronquitis aguda, laringotraqueitis, bronquiolitis y laringitis. Las IRAS evolucionan en menos de 15 d́ıas
con la presencia de uno o más śıntomas como tos, rinorrea, obstrucción nasal, odinofagia, otalgia, disfońıa,
respiración ruidosa, dificultad respiratoria y fiebre [104, 107]. Entre los agentes patógenos que causan estas
enfermedades en humanos están los virus de la influenza A y B, virus de la parainfluenza, el rinovirus,
el virus sincitial respiratorio (VSR), el coronavirus y, con menos frecuencia, bacterias como haemophilus
influenzae, streptococco pyogenes, streptococcus pneumoniae, clamidya pneumoniae y coxiella burnetii.
[107, 151].
De acuerdo a la clasificación internacional de enfermedades (CIE-10), las IRAS se agrupan en infecciones
respiratorias agudas de las v́ıas superiores con el código J00-J06, neumońıa e influenza con el código J09-
J19 y las infecciones respiratorias agudas de v́ıas inferiores con el código J20-J22 [105]. Hasta el momento
se sabe que la transmisión de IRAS se produce a través del contacto con secreciones del tracto respiratorio
expulsadas mediante la tos, el habla y los estornudos de personas infectadas [108]. Sobre la epidemia más
reciente de COVID-19 causada por la cepa de coronavirus SARS-CoV-2, se tiene la sospecha de que el
virus también se puede transmitir a través de la ruta fecal-oral puesto que hallaron part́ıculas de virus
vivos en muestras de heces de pacientes infectados, lo cual pudiera ser, en caso de confirmarse, un aspecto
importante a considerar en la modelación matemática de enfermedades como el COVID-19 [24].
El propósito de la siguiente sección es mostrar evidencia de los problemas de salud pública que han causado
las infecciones respiratorias a nivel mundial desde hace muchos años, tanto por las pandemias como los
brotes estacionales recurrentes anualmente. Primero comentaremos el nivel de mortalidad y morbilidad
que tienen las IRAS mundialmente de acuerdo a informes de la Organización Mundial de la Salud (OMS).
Posteriormente haremos una breve historia de las pandemias de enfermedades respiratorias de etioloǵıa
viral.
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2.1.1. Mortalidad y morbilidad de las infecciones respiratorias agudas

En esta sección se mostrará el impacto que han tenido las IRAS en la salud pública a nivel mundial. Primero
veremos cómo ha afectado cuando este conjuntos de enfermedades permanecen de manera endémica y
finalmente un breve resumen de la mortalidad y morbilidad en las pandemias.
De acuerdo a la OMS las IRAS se ubican entre las cinco principales causas de muerte a nivel mundial (ver
figuras A.1). En particular, en los páıses de ingreso bajo1 durante el 2016 se ubicó en la primera causa
de muerte y en los páıses de ingreso mediano está entre las primeras tres. Solo en páıses de ingreso alto
ocurre que las enfermedades respiratorias dejan de ser la principal causa de muerte (ver figura A.2) [103].
Diversos patógenos son los responsables de las IRAS pero los únicos que han causado pandemias y epi-
demias cobrando miles de v́ıctimas a nivel mundial, debido a su capacidad de mutación genética, son la
influenza y el coronavirus. En la siguiente sección se presenta una breve descripción de las principales.

Pandemias de influenza

La pandemia de la influenza del 1918 es considerada la más grande de la historia sobre infecciones res-
piratorias agudas. Hasta el 2005 los cient́ıficos lograron secuenciar con exactitud el genoma del virus de
la llamada “Gripe Española”2 gracias a una muestra obtenida de cadáveres congelados en una tumba
de Alaska [84]. Ahora sabemos que la pandemia fue causada por un virus de la influenza A (H1N1),
denominado aśı por contar con hemaglutinina (HA) antigénicamente distinta a otros virus de la influenza
y glicoprotéınas de neuraminidasa (NA) encontradas en el exterior del virión [65]. Uno de los trabajos
más importantes realizados por investigadores del Centro de Control de Enfermedades de Estados Unidos
(CDC por sus siglas en inglés) describe la reconstrucción exitosa del virus de influenza A (H1N1) respon-
sable de la pandemia de influenza española de 1918 y brinda información nueva sobre las propiedades que
contribuyeron con su virulencia excepcional [84].
La gran diferencia de esta gripe, con otras pandemias de influenza en la historia mundial, fue la alta
tasa de mortalidad y la fuerte virulencia en adultos sanos con edades comprendidas entre 20 y 40 años,
en contraste con las gripes estacionales donde los grupos más vulnerables son los niños menores de 5
años, adultos mayores y personas con enfermedades crónicas (ver figura A.3) [65, 83]. Las investigaciones
médicas tienen la hipótesis de que la enfermedad causó una reacción exagerada del sistema inmunitario
provocando que en personas jóvenes y sanas el sistema inmunológico se atacara a si mismo [65]. Otra
teoŕıa mencionada en [83] sostiene que el virus de 1918 teńıa una virulencia moderada solo en aquellos
pacientes que hab́ıan nacido antes de 1889 debido a la exposición previa al virus, lo cual pudo proporcionar
inmunoprotección parcial contra la cepa de 1918.
Se considera la tercera pandemia más grande de la historia, siendo la viruela y el sarampión, los dos
virus que más muertes han causado a nivel mundial. Se estima que el virus H1N1 de la gripe española,
infectó casi al 40 % de la población mundial en apenas 18 meses [65], de los cuales murieron entre 50 y
100 millones de personas [83]; entre el 3 % y 6 % de la población mundial en aquel entonces. Las personas
recuperadas de la infección sufrieron complicaciones durante muchos años después.
En verano de 1919 las poĺıticas sanitarias y la mutación genética natural del virus pusieron fin a la tercera
pandemia más grande de la historia. Sin embargo, el virus de la influenza ha sufrido otros tipos de cambio
antigénico dando lugar a nuevas pandemias. Ejemplo de esto, en 1957 se produjo en Asia oriental un
nuevo brote ocasionado por el virus de la influenza A(H2N2) que se difundió por todo el mundo y causó
hasta mediados de 1958 entre 1 y 2 millones de muertes. En 1968 un nuevo tipo de influenza A (H3N2) se
declaró en Hong Kong y produjo entre 1 y 4 millones de v́ıctimas. La más reciente pandemia de influenza
sucedió nuevamente debido al virus de la influenza A (H1N1) desde abril 2009 hasta mayo 2010. Fue
detectado primero en los Estados Unidos y se propagó rápidamente por todo el páıs y el resto del mundo
causando entre 151700 y 575400 muertes el primer año que circuló el virus [87]. La pandemia de 2009
presentó mayor morbilidad y mortalidad (fig A.4.(a) y A.4.(b), respectivamente) por neumońıa severa en
adultos jóvenes con edades entre 25 y 44 años comparado con distribuciones observadas durante periodos
previos de influenza estacional (2005-2008). De acuerdo a Chowell et al. en [86], el 87 % de las muertes en

1La clasificación de ingreso bajo, mediano bajo, mediano alto y alto se basa en el ingreso nacional bruto per cápita, de
acuerdo al Banco Mundial.

2Es llamada la gripe Española porque España se convirtió en el páıs referente informativo internacional sobre la pandemia
[65, 88]. Varias referencias[65, 88, 89] han registrado los primeros casos en marzo de 1918 en Kansas, Estados Unidos.
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personas de 5 a 59 años atribúıda a la neumońıa por el nuevo virus pandémico, fue evidentemente mayor
comparada con el 17 % de muertes durante periodos previos de influenza.

Otras epidemias

Los coronavirus (CoV) son una gran familia de virus que causan enfermedades que van desde el resfriado
común hasta enfermedades más graves. Este tipo de virus es el causante de epidemias como el śındrome
respiratorio agudo severo (SARS-CoV) en el 2002 y el śındrome respiratorio de Medio Oriente (MERS-
CoV) en el 2012 [102]. Las estimaciones publicadas por la OMS indican que el SARS infectó a 8096
personas y causó 774 muertes, aproximadamente [94]. Mientras que el MERS infectó a más de 2442
personas en todo el mundo siendo un patógeno más dañino para el ser humano causando complicaciones
respiratorias más graves que el SARS. Hasta la fecha se conoce que murieron el 35 % de los infectados
por el MERS-CoV [95]. La más reciente epidemia que enfrenta la salud pública mundial es la causada por
el coronavirus SARS-CoV-2. Los primeros reportes a la OMS sobre un grupo de enfermos de neumońıa
con causa desconocida fueron el 31 de diciembre del 2019 en la ciudad de Wuhan, China. Hasta el d́ıa 7
de marzo del 2020 de la OMS declara que el COVID-19 ha sido reportado fuera de China en 93 regiones
con 21110 casos confirmados y 413 muertes. China ha reportado oficialmente 80813 casos incluyendo 3073
muertes [93].

Mortalidad y morbilidad de las IRAS en México

Las IRAS en México constituyen un problema de salud prioritario por su continua presencia dentro de las
principales causas de morbilidad y atención médica en los distintos grupos de edad ([104, 107, 108, 109]).
De acuerdo a los informes de morbilidad en México de la Secretaŕıa de Salud y la División General de
Epidemioloǵıa (DGE), desde el 2000 al 2019, las IRAS ocuparon el primer lugar de causas de enfermedad,
seguido por las infecciones intestinales. En la tabla 2.1 se muestran las causas de muertes registradas por
la DGE para el año 2019. Puede consultarse en [91]3 todas las tablas de las principales veinte causas de
morbilidad del estado de San Luis Potośı.

3Sitio web de la Secretaŕıa de Salud del gobierno de México donde se encuentran los anuarios de morbilidad separados
por edad y entidad federativa desde 1985 hasta 2019.
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Tabla 2.1: Causas de enfermedad en México, por grupos de edad en el 2014.

Enfermedad

Grupo de
edad

IRA Infec. in-
testinales

Infec.
v́ıas
urinarias

Úlceras, gas-
tritis y duo-
denitis

Otras Total

< 1 2 275 842 311 718 23 394 418 188 440 2 799 812
1− 4 5 695 780 916 270 154 274 2 059 668 715 7 475 024
5− 9 3 876 920 531 735 204 095 7 570 668 715 5 289 035
10− 14 2 372 298 374 062 165 503 79 840 525 082 3 516 785
15− 19 1 502 503 272 487 322 612 123 593 534900 2 756 095
20− 24 1 525 799 363 041 456 375 159 303 673 573 3 178 091
25− 44 4 758 240 1 058 540 1 332 361 488 500 2 133 534 9 771 175
45− 49 1 305 330 253 323 344 366 161 793 606 687 2 671 499
50− 59 1 893 386 364 955 516 591 209 503 873 268 3 857 703
60− 64 828 312 157 034 227 070 96 478 383 693 1 692 587
≥ 65 1 445 389 334 776 494 011 166 469 711 116 3 151 761
Ign 13 440 3 486 3 401 2 276 13483 36 086

Total 27 493
239

4 941 427 4 244 053 1 497 802 8 019 132 46 195
653

Fuente: SUIVE/DGE/Secretaŕıa de Salud/Estados Unidos Mexicanos 2014.

A finales de octubre del 2017, el Instituto Nacional de Estad́ıstica y Geograf́ıa (INEGI) hizo un comunicado
de prensa con las caracteŕısticas de defunciones registradas (703047 muertes) en México durante el 2017.
En este reporte se contabilizaron las 10 primeras causas de muerte separadas por sexo y por grupos de
edad. Durante 2017, el 88.6 % (622647 casos) de las defunciones se debieron a enfermedades y problemas
relacionados con la salud y el 11.4 % (80400 casos) a causas externas [101]. La figura A.5 resume las diez
principales causas de defunción por edad. Si se desea conocer la distribución por sexo y edad se refiere al
lector a consultar las tablas 4 y 5 del anexo del Comunicado de Prensa del INEGI en [101].
De los grupos antes mencionados es de particular interés la clasificación por edad, más espećıficamente
lo relacionado con los menores de edad. Con respecto a las IRAS en menores de 5 años (1447 casos), la
neumońıa se presenta como la causa más importante ya que concentró el 89.9 % de los casos registrados
(1 302), seguida de la bronquitis y bronquiolitis agudas con el 8.2 % (118). Las defunciones por influenza
y neumońıa se ubican entre las cinco principales causas para personas que fallecen con menos de 10 años.
Para facilitar la comparación entre años se presenta las tasas de defunción registradas por neumońıa e
influenza por cada 10000 habitantes en la figura 2.1.
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Figura 2.1: Tasa de defunciones registradas por influenza y neumońıa por cada 10000 la habitantes en
2008–2017. La tasa se realizó considerando las proyecciones poblacionales 2016-2050 de CONAPO. Imagen
extráıda del INEGI [101].

Al revisar las principales causas de mortalidad en México nos da una dirección de dónde deben centrarse
los esfuerzos de la poĺıtica de salud pública. Con base en lo expuesto, nos queda claro que las infecciones
respiratorias no son una enfermedad controlada en el mundo y mucho menos en México. Estudios que
aporten al conocimiento de la dinámica de los virus y el sistema inmune; aśı como la dinámica poblacional
frente a un brote siguen siendo de vital importancia para que las instituciones de salud pública tengan
conocimiento y herramientas para proponer nuevas medidas que controlen más eficientemente las futuras
epidemias.
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2.2. Modelación matemática de enfermedades infecciosas: esta-
do del arte

Las pandemias y epidemias más grandes de la historia de la humanidad han sido de etioloǵıa viral. Algunos
ejemplos de estas enfermedades son el sarampión, la viruela, el SARS-Cov19, la gripe y el ébola [139]. Los
virus de la influenza, el coronavirus y el virus sincicial respiratorio (VSR) son algunos de los microorganis-
mos causantes de enfermedades en el tracto respiratorio, altamente contagiosos y potencialmente mortal,
particularmente en niños, ancianos y personas inmunocomprometidas. Por lo anterior, resulta fundamental
y prioritario conocer la dinámica del sistema inmune frente a las infecciones virales. Bajo esta perspectiva,
Perelson en [142] describe la interacción de las células del sistema inmunológico (células T, células killer,
interferón, macrófagos, linfocitos), antivirales, entre otros, frente a virus que causan infecciones crónicas
(VIH, hepatitis B y C) e infecciones agudas como la influenza. A partir de [142] se han generado más de
900 trabajos cient́ıficos multidisciplinarios.
Los modelos matemáticos en enfermedades respiratorias se han enfocado principalmente en el virus de la
influenza. Una importante razón para esto consiste en que se trata del virus que más daño ha causado a la
salud púlica cuyo peligro sigue latente cada año debido a su variación antigénica y facilidad de transmisión
[92, 139]. En [140, 141] se expone una excelente revisión de los modelos sobre la influenza y sus principales
aportes y en [149] se expone con detalle los modelos matemáticos desde los más básicos hasta los bastante
complejos en epidemioloǵıa.
Desde hace muchos años se ha generado un intenso esfuerzo mundial por desarrollar programas y resulta-
dos para la vigilancia epidemiológica que busquen combatir los altos brotes de enfermedades infecciosas
emergentes y reemergentes. La modelación matemática tiene un papel importante en la comprensión de la
propagación de las enfermedades infecciosas; proporciona apoyo teórico para establecer medidas de con-
trol efectivas como estrategias de vacunación [20, 23], diseñar protocolos de cuarentena o aislamiento [19],
predicción de futuros brotes, entre otros [143]. Entre las cuestionamientos más importantes y de interés
epidemiológico es determinar porqué las epidemias pasan por una población sin afectar a su totalidad
aśı como conocer las condiciones para que una epidemia finalice. El trabajo de Kermack y McKendrick
en [145], es uno de los primeros y mayores referentes históricos de la modelación matemática de las en-
fermedades infecciosas, el cual ofrece las primeras respuestas a estas inquietudes. El modelo de Kermack
y McKendrick supone que todos los individuos son igualmente susceptibles y la inmunidad completa se
adquiere una vez recuperado de la infección. La formulación matemática más simple de estos supuestos es
un par de ecuaciones diferenciales ordinarias para el número de susceptibles (no infectados) y el número
de infectados (e infecciosos) miembros de la población. En su trabajo [145] describen la solución y un
completo análisis cualitativo del sistema de ecuaciones diferenciales, en términos de una cantidad llamada
Número reproductivo básico (R0) el cual mide la cantidad promedio de infecciones secundarias que puede
generar un individuo infeccioso cuando el resto de la población es completamente susceptible. Éste puede
calcularse en términos de los parámetros del modelo. La solución matemática afirma que si el número
reproductivo básico es menor que uno entonces el número de infecciosos se desaparecerá y la epidemia
se acaba; si el número reproductivo básico excede a uno, la cantidad de infecciosos aumentará dando
lugar a una epidemia, mientras que el número de susceptibles disminuye pero nunca llega a cero. En
[138] se muestran los principales resultados del art́ıculo de Kermack y McKendrick del 1927, empleando
la formulación en términos de la ecuación de renovación para la fuerza de infección.
Para ofrecer respuestas espećıficas sobre las predicciones del número de personas infectadas en una epide-
mia, crear estrategias de vacunación, protocolos de aislamiento y cuarentena, cuantificación, descripción
y alcance del brote, seŕıa necesario hacer suposiciones más detalladas sobre la situación, lo que genera
modelos matemáticos más complicados por lo que seŕıa más complicado encontrar soluciones anaĺıticas
y realizar el análisis cualitativo. A pesar de las limitaciones mencionadas, la modelación matemática ha
demostrado ser una herramienta valiosa para comparar el efecto de diferentes estrategias de control, para
aclarar y probar hipótesis sin poner en riesgo a la humanidad a diferencia de las propuestas in vivo o
in vitro ya que la modelación matemática en epidemioloǵıa proporciona una comprensión de mecanismos
subyacentes que influyen en la evolución y dinámica de transmisión de las enfermedades infecciosas para
posteriormente sugerir estrategias de control de epidemias ([20], [120], [122], [126],[127], [130]).
En este sentido, Hatchett et al. en [121] examinaron sistemáticamente el papel de intervenciones no far-
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macéuticas4 en pandemias pasadas para observar el impacto fundamental en la reducción de la morbilidad
y mortalidad en los brotes. Los autores obtuvieron datos sobre el tiempo de implementación de 19 tipos
de intervenciones no farmacéutica en 17 ciudades de EE. UU. durante la pandemia de 1918. Su hipótesis
sosteńıa que la implementación temprana de múltiples intervenciones se asociaba con una reducción de
la transmisión de la infección. Se descubrió que en las ciudades en las que se implementaron múltiples
intervenciones (cierre de escuelas, iglesias y teatros) en una fase temprana de la pandemia tuvieron ta-
sas de mortalidad 50 % más bajas que las que no lo hicieron, curvas epidémicas menos pronunciadas y
una mortalidad acumulativa más baja. Estos beneficios no se lograban en ciudades donde solamente se
aplicaron una o pocas medidas de control.
Dentro del objetivo de estudiar las epidemias de enfermedades infecciosas, una gran cantidad de enfoques
se han propuesto para analizar el problema desde diferentes puntos de vista espećıficos. Aqúı comentaremos
dos enfoques: el de los métodos estad́ısticos para la vigilancia de datos de incidencia e identificación de
patrones especiales en epidemias reales, y el de los sistemas dinámicos utilizados para pronosticar la
evolución de una propagación epidémica continua.
La modelación matemática de la dinámica epidemiológica y ecológica de las enfermedades infeccio-
nes se presenta frecuentemente por medio de modelos compartamentales de ecuaciones diferenciales
([72, 131, 136, 143, 149]). En las propuestas más simples se considera la población homogénea. Sin embar-
go, para enfermedades de transmisión, una modelación matemática más realista debe considerar variables
adicionales al tiempo para estructurar la población, tales como el tamaño poblacional, edad del invi-
dividuo ([133, 146, 147, 148]) y localización espacial ([134, 135]). La edad es una de las caracteŕısticas
más importantes en la modelación de enfermedades infecciosas debido a que en individuos con diferentes
edades la susceptibilidad, la virulencia del patógeno, la tasa de recuperación, la tasa de mortalidad, entre
otros parámetros, pueden variar. [39].

En este aspecto, algunos de los trabajos pioneros son Sharpe y Lotka (1911) y McKendrick (1926) quienes
estudian un modelo para la dinámica poblacional, denotada por u(a, t) en el tiempo t y edad a; consideran
que las tasas de mortalidad y fertilidad son dependientes únicamente de la edad. Generando el modelo en
ecuaciones diferenciales parciales lineales dado por:

∂u(a, t)

∂a
+
∂u(a, t)

∂t
= −µ(a)u(a, t),

u(0, t) =

∫ ∞
0

β(a)u(a, t) da := B(t),

u(a, 0) = u0(a)

(2.1)

donde u0(a) es la distribución inicial de edades. Se sabe que la existencia y unicidad de la solución de
(2.1) está garantizada bajo las siguientes condiciones.

∂u0(a)

∂a
+ µ(0)u0(0) =

∫ ∞
0

β(a)

[
∂u0(a)

∂a
+ µ(a)u0(a)

]
da.

u0(a) ≥ 0, u0(0) =

∫ ∞
0

β(a)u0(a)da

u0 ∈ C1([0,∞[,R) ∩ L1([0,∞[,R)

β, µ continuas, acotadas y no negativas en [0,∞)∫ ∞
0

µ(a)da = +∞

(2.2)

Posteriormente en [32, 33] se consideró el modelo (2.1) con mortalidad y fertilidad dependientes del tamaño

4En [121], intervenciones no farmacéuticas se refieren a poĺıticas públicas destinadas a reducir los contactos infecciosos
entre las personas
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poblacional generando el modelo de ecuaciones diferenciales parciales integro-diferenciable hiperbólico no
lineal definido por las siguientes ecuaciones:

∂u(a, t)

∂a
+
∂u(a, t)

∂t
= −µ(a, U(t))u(a, t),

u(0, t) =

∫ ∞
0

β(a, U(t))u(a, t) da := B(t),

u(a, 0) = u0(a),

U(t) =

∫ ∞
0

u(a, t) da.

(2.3)

La existencia y la unicidad de las soluciones de (2.3) para t > 0 es presentado por [32, 33].
Los modelos compartamentales tipo SIR son los más populares para la modelación de enfermedades in-
fecciosas. Estos consisten en dividir la población en los estados de la enfermedad que interese estudiar;
por ejemplo Susceptibles (S), Infectados (I) y Recuperados (R). Bajo esta ĺınea de trabajo también se en-
cuentra [27, 28, 29, 30, 31, 36, 37, 38] los cuales trabajan con modelos epidemiológicos compartamentales
estructurados por edades definidos por sistema de ecuaciones integro-diferenciales parciales no lineales. En
cada uno se realiza un análisis cualitativo del modelo que involucran resultados sobre las condiciones de
la solución, estabilidad de los estados estacionarios asintóticos, valores umbrales, entre otros. Agregando
algunos efectos adicionales como la vacunación o tratamientos farmacéuticos.

En [36, 37] extienden el modelo (2.3) a un modelo compartamental epidémico SEIR estructurado por
edades, para lo cual utilizan aspectos elementales de la teoŕıa de semigrupos de operadores acotados en
espacios de Banach, teoŕıa espectral y aspectos elementales del análisis funcional con el objetivo de esta-
blecer la existencia y unicidad de una solución no negativa para asegurar que las ecuaciones del modelo
están bien planteadas. Además, usando aspectos de la teoŕıa espectral se encuentran valores umbrales
para la existencia de estados endémicos los cuales son establecidos bajos ciertas condiciones. Finalmente,
la estabilidad de estados estacionarios también han sido examinados, estos son relacionados con el ĺımite
espectral s(A)5 de A, el cual es el generador infinitesimal de un semi grupo quasi irreducible generado
por las ecuaciones del modelo. En particular, se mostró que si s(A) < 0 entonces el equilibrio libre de en-
fermedad es globalmente estable, si s(A) > 0 entonces el equilibrio endémico único es globalmente estable.

Los modelos comentados en el párrafo anterior conducen a sistemas de ecuaciones parciales dado que
consideran dos tipos de variables independientes, el tiempo t y la edad a. En este trabajo se utilizarán
modelos de ecuaciones diferenciales ordinarias multigrupos separados por grupos de edad heterogéneos
pero con dinámica homogénea dentro de cada grupo dado que se asume la misma tasa de recuperación,
la misma tasa de envejecimiento, entre otras. Estos modelos se han abordado desde 1978 por Hethcote
hasta la actualidad. Hethcote aborda un modelo SIRS con inmunidad por vacunación, inmunidad natural
e inmunidad temporal después de la infección. Desmuestra la existencia y unicidad del punto de equilibrio
endémico mas no explora su estabilidad.
Existe una cantidad vasta de referencias que podemos citar en los que se utiliza este tipo de modelos que
se generan a partir del planteado por Heathcote [40] en 1978. Trabajos como [44, 45, 46, 90] estudian
modelos tipo SIR, SIS, SEIR, o cualquier otra variante de los modelos compartamentales utilizados en
estudios sobre epidemioloǵıa matemática. En todos los mencionados se explora el análisis de estabilidad
global de los puntos de equilibrio endémicos, persistencia o análisis de bifurcación. La demostración de la
existencia y la unicidad de los equilibrios endémicos de modelos multigrupos en altas dimensiones es un
problema muy complejo y bajo algunas condiciones son problemas abiertos [45, 47].
Para estudiar la estabilidad global en los modelos multigrupos tipo SIR planteados en [42, 43, 45, 46, 47, 90]
se utiliza teoŕıa de gráficas con la cual construyen funciones globales de Lyapunov para distintos tipos
de modelos biológicos acoplados. Estos se aproximan mediante una gráfica dirigida interpretando que
cada vértice representa el subgrupo homogéneo de toda una población heterogénea y los arcos dirigidos

5s(A) = sup{Reλ : λ ∈ σ(A)}, σ(A) es el espectro del operador infinitesimal A
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representan la inter conexiones e interactividad entre los vértices del sistema. En todos los casos los
autores han demostrado que el número reproductivo básico R0 es un valor umbral global en el sentido
de que si éste es menor o igual que uno, el equilibrio libre de enfermedad es globalmente asintóticamente
estable y la enfermedad desaparece. Mientras que si este número es mayor que uno, existe un único
equilibrio endémico el cual es asintóticamente globalmente estable y por lo tanto la enfermedad persiste
en la población. En [45, 47] se modela la incidencia con una función general no lineal donde βkjfkj(Sk, Ij)
representa la infección cruzada entre el grupo k y el grupo j y la matriz B = (βkj) representa la matriz
de contacto entre los grupos k y j. La diferencia entre los modelos estudiados en [45, 47] consiste en
que [45] estudia un modelo SIR donde una parte de la población tiene inmunidad natural y se vacuna a
un porcentaje de la población susceptible. Mientras que [47] analiza un modelo SEIR sin condiciones de
inmunidad.

Por otra parte, [46] utiliza una forma de incidencia bilineal

n∑
j=1

βkjSk Ij donde, al igual que otros autores,

se considera a la matriz B = (βkj) como la matriz de contacto entre los grupos k y j. Aśı mismo
considera la hipótesis de la existencia de población con inmunidad natural y la vacunación de una parte
de los susceptibles. Concretamente, la diferencia de todos los art́ıculos presentados o de cualquier otro en
relación a este tema, consiste en las hipótesis consideradas en el proceso de modelación, lo cual modifica
la tasa de trasnmisión, introducción de individuos en el estado de susceptibles, entre otros. Por ejemplo
[43] estudia un modelo SIR multigrupo en donde se interesa evaluar la influencia de los movimientos de
los humanos en el proceso de la transmisión de la enfermedad. Similarmente, [42] incluye en el modelo
SIS el efecto de la migración de la población entre diferentes regiones.
A la luz de estos resultados es crucial determinar cómo se forma la incidencia u otros factores epide-
miológicos que influyen en la singularidad y la estabilidad global de los equilibrios endémicos.
Como se ha podido apreciar, existe basta literatura sobre resultados anaĺıticos de modelos compartamen-
tales. En la sección 3.2.1 discutiremos los resultados utilizados para garantizar el buen planteamiento
del modelo que se propone en el presente trabajo. Otros enfoques recientes que involucran aspectos
biológicos más reales, son los modelos deterministas de ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales
([20, 123, 137]), modelos de red, modelos de simulación estocástica ([120, 126]), entre otros; a partir de
simulaciones numéricas del modelo se permite visualizar computacionalmente el comportamiento de los
individuos en una comunidad infectada.
El reporte de casos confirmados de enfermos y muertes por unidad de tiempo ha dado la oportunidad
de realizar innumerables estudios estad́ısticos que han permitido entender las epidemias y pandemias
pasadas. Los principales aportes de estos trabajos consisten en cuantificar y dimensionar el impacto que
tuvieron las medidas de control y prevención como son el cierre de escuelas, vacunación o cuarentena de
los infectados en alguna epidemia.
Por ejemplo, la gripe española se caracterizó por una alta tasa de ataque, varias oleadas de infección y
alta mortalidad en adultos jóvenes. Tales observaciones pueden ser comprendidas mejor ajustando modelos
explicativos a los datos para estimar el R0 y otros parámetros que describen la propagación de la gripe
([125, 126]). Estas estimaciones de parámetros se pueden usar para simular escenarios que examinen las
posibles consecuencias de estrategias de control de brotes. Los trabajos [123, 137] son otros ejemplos de
ajuste de modelos matemáticos a datos de incidencia cuyos resultados aportan a la comprensión de la
dinámica de la transmisión de enfermedades infecciosas enfatizando cuáles grupos de edad son los mayores
diseminadores de las infecciones respiratorias con lo cual darle mayor atención en las medidas preventivas.
Con el propósito de incluir mayor realismo al proceso de modelación otros trabajos han tomado en cuenta
el papel que tiene el contacto social de los individuos. Sabemos que este se relaciona fuertemente con el
grupo de edad y la forma del esparcimiento de la infección, aśı como en los patrones de inmunidad, la
efectividad de las vacunas, entre otros aspectos. Además, esta información también cambia en los páıses
por distintos patrones de conducta y culturales que intervienen en la dinámica de la enfermedad. En
consecuencia los resultados determinados por otros estudios son dirigidos a explicar brotes epidémicos
espećıficos de la región estudiada con las condiciones establecidas. Por ejemplo, Schmidt et al. en [1] de-
terminaron el impacto de los patrones de contacto social y factores demográficos sobre el esparcimiento
de la influenza mediante simulaciones numéricas de su modelo, aśı determinaron cuáles resultados de va-
cunación podŕıan ser generalizados a otros contextos.
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Similarmente, en [19] se estudia el impacto que tiene el aislamiento social como estrategia de control de un
brote de influenza. Dado que los programas de vacunación suelen ser caros o pueden resultar ineficientes
al no llegar a toda la población en riesgo, se investiga un tratamiento alternativo evitando el contacto
entre los niños y adultos mayores. Determinan que el 50 % de las infecciones de influenza en los adultos
mayores son causadas por el contacto directo con niños, aśı que el distanciamiento social entre abuelos y
nietos es mayormente efectivo para reducir las tasas de ataque de esta población en riesgo.

En la actualidad contar con los datos de la evolución de una epidemia es cada vez más sencillo. Los autores
en [1, 19, 21] confirman la importancia de obtener información a partir de datos reales y que la fuerza
de infección es uno de los parámetros que más aportan al entendimiento de las enfermedades infecciosas.
Considerando estas dos importantes ideas, en el siguiente caṕıtulo se presenta con detalle la metodoloǵıa
a seguir del presente trabajo.
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Caṕıtulo 3

Planteamiento del problema

Para estudiar el problema inverso se requiere un sólido conocimiento acerca del problema directo co-
rrespondiente. Por consiguiente, en este caṕıtulo se presentará el modelo biológico asociado al fenómeno
descrito en el caṕıtulo 1 y se hará una detallada descripción de los datos utilizados en el estudio. Final-
mente abordaremos aspectos de la inferencia bayesiana como la metodoloǵıa utilizada para resolver el
problema inverso.

3.1. Descripción y análisis exploratorio de los datos

Nuestros datos consisten de registros semanales de casos confirmados de IRAS del Hospital General del
Estado de San Luis Potośı, México, reportado por el Departamento de Epidemioloǵıa y Servicios de Salud
del Estado. Los informes disponibles comprenden desde el 2000 al 2018 para cuatro grupos de edades.
El grupo 1 corresponde a los niños de 0 a 4 años (incluyendo el periodo de lactancia y niños en edad
preescolar), el Grupo 2 está formado por niños pequeños y adolescentes de 5 a 19 años en la primaria y
secundaria, el Grupo 3 tiene adultos de 20 a 59 años, incluye personas de la clase trabajadora y el Grupo
4 incluye adultos mayores de 60 años o más, en su mayoŕıa personas jubiladas.
Los datos de IRAS cumplen con el norma de la Clasificación Internacional de Enfermedades, Décima
Revisión de la OMS. Nuestra serie de tiempo incluye enfermedades respiratorias clasificadas con los códigos
ICD-10 J00-J06, J20, J2, excepto J02.0 y J03.0 [63].
El total de individuos infectados por semana se muestran en las Figuras 3.1(a) y 3.2(a). Notamos que
el número de casos es similar en los primeros tres grupos de edad. La clase de edad con menor casos
corresponden a adultos mayores. Sin embargo, si presentamos los datos como porcentaje de la población
total en cada grupo de edad, se puede ver que el grupo de niños (0-4) tiene considerablemente más casos
mientras que los otros tres grupos son más similares entre śı (ver Figuras 3.1(b) y 3.2(b)).
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(a)

(b)

Figura 3.1: (a) Número semanal de casos nuevos de IRAS en San Luis Potośı, México, desde el 2000
a 2009, separados por edad. (b) Porcentaje de casos semanales con respecto al total en cada clase de
edad. El porcentaje se obtuvo utilizando las proyecciones de CONAPO 2000-2031. Fuente: Laboratorio
de Viroloǵıa, Facultad de Medicina de la Universidad Autónoma de San Luis Potośı.
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(a)

(b)

Figura 3.2: (a) Número semanal de casos nuevos de IRAS en San Luis Potośı, México, desde el 2010
a 2018, separados por edad. (b) Porcentaje de casos semanales con respecto al total en cada clase de
edad. El porcentaje se obtuvo utilizando las proyecciones de CONAPO 2000-2031. Fuente: Laboratorio
de Viroloǵıa, Facultad de Medicina de la Universidad Autónoma de San Luis Potośı.
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Para analizar los datos dividimos las series de tiempo en ocho periodos de un año cada uno (52 semanas
consecutivas) a partir de finales de julio (30a semana de 2000). Por lo tanto, los periodos inician en julio
del 2000 y finalizan en julio del 2001, aśı con todos los años. No hemos analizado los datos de los periodos
2008-2009 ni 2009-2010 debido a que durante esos meses se presentó la pandemia de influenza A(H1N1)
del 2009 presentando caracteŕısticas at́ıpicas en comparación con las IRAS de los años anteriores. Para
cada periodo definimos una semana pico como la semana del calendario con el mayor número de casos
de IRAS. Posteriormente identificamos un periodo de incremento en los casos de incidencia (semana pre
pico) para comenzar con la temporada de gripe que generalmente se presenta a principios de octubre
(semana 40), y un periodo de decrecimiento en los casos de incidencia (periodo post-pico) para terminar
con la temporada de invierno, generalmente a finales de marzo (semana 12) del año siguiente. La figura
3.3 muestra datos desde julio de 2000 a junio de 2001 para cada grupo de edad. El pico de la infección se
indica con una ĺınea continua púrpura mientras que las ĺıneas punteadas de color púrpura representan el
principio y el final del brote. La banda rosa indica las vacaciones de semana santa y la semana de pascua
(dos semanas) y la banda morada indica las vacaciones de verano e invierno, como se lee en el Calendario
de la Secretaŕıa de Educación Pública (SEP) de México [14].
Observamos que para los grupos de edad escolar (0-4 y 5-19), el primer brote comienza alrededor de
la primera semana de agosto y finaliza en los últimos d́ıas de diciembre, aproximadamente. El número
de casos disminuye y aumenta nuevamente dos o tres semanas después. Estas semanas de disminuición
drástica de casos coinciden con las vacaciones de invierno de la SEP (últimas dos semanas de diciembre
de 2000 y la primera semana de enero de 2001). Se observa un efecto distinto en el grupo de personas
mayores, la semana pico es la más lejana en comparación con los otros grupos de edad.
Las figuras 3.4-3.5 muestra la incidencia del grupo 1 en todos los periodos, desde el 2000 hasta el 2017. La
banda púrpura corresponde a las vacaciones de invierno. Nuestros datos sugieren que el comienzo de las
vacaciones disminuye la incidencia en individuos en edad escolar (grupos de edad de 0 a 19 años) y que
el momento en que el número de infecciones comienza a aumentar nuevamente se aproxima fuertemente
con el regreso a la escuela.
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Figura 3.3: Casos semanales de IRAS por grupo de edad desde julio del 2000 hasta junio del 2001. La ĺınea
vertical continua morada indica la semana pico. Las ĺıneas verticales discontinuas moradas indican el comienzo
y el fin del brote (semana pre pico y post pico, respectivamente). La región rosa corresponde dos semanas de
vacaciones: semana santa y pascua. Las regiones moradas corresponden a las vacaciones de verano e invierno,
según el calendario de la SEP.
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Figura 3.4: Casos semanales de IRAS del grupo 1 (0-4), San Luis Potośı, México. La región rosa corresponde dos
semanas de vacaciones: semana santa y pascua. Las regiones moradas corresponden a las vacaciones de verano e
invierno, según el calendario de la SEP.

18



20
00

40
00

60
00

80
00

10
00

0 2000
2001
2002
2003

2004
2005
2006
2007

Ju
l

Au
g

Se
p

O
ct

No
v

De
c

Ja
n

Fe
b

M
ar Ap

r

M
ay Ju
n Ju
l

20
00

40
00

60
00

80
00

2010
2011
2012
2013

2014
2015
2016
2017

Ju
l

Au
g

Se
p

O
ct

No
v

De
c

Ja
n

Fe
b

M
ar Ap

r

M
ay Ju
n Ju
l

Figura 3.5: Casos semanales de IRAS del grupo 2 (5-19), San Luis Potośı, México. La región rosa corresponde
dos semanas de vacaciones: semana santa y pascua. Las regiones moradas corresponden a las vacaciones de verano
e invierno, según el calendario de la SEP.
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Lo contrario sucede con los ancianos; el fin de las vacaciones parece ser el momento en que son más
susceptibles a las IRAS. Este patrón ocurre en el 87.5 % de los periodos estudiados (periodo 2000-2001,
2001-2002, 2003-2004, 2004-2005, 2005-2006, 2006-2007, 2007-2008, 2011-2018. Ver figura 3.6). Es claro
que una proporción de individuos pertenecientes a los grupo 3 y 4 (20-59 y más de 59, respectivamente)
tienen actividades que no se ven sustancialmente afectadas por las vacaciones escolares, por lo tanto, es
esperado no observar durante esta etapa cambios significativos en la trayectoria del brote en estos grupos
de edad.
La propagación de virus y bacterias que causan IRAS está directamente relacionada con el cantidad
de contactos entre individuos. En consecuencia, como sugieren nuestros datos, es natural esperar una
disminución en los casos de infección durante las vacaciones escolares, principalmente para los grupos 1 y
2. Otros estudios sobre enfermedades similares [1, 19, 60] han confirmado el patrón observados en nuestros
datos: vacaciones y aislamiento social disminuyen el número de casos de infecciones.
Trabajos como [63, 74] utilizaron la serie de tiempo de incidencia mostrados en 3.1 pero con los datos
acumulados ya que su interés no estaba en estudiar el papel de las edades en el proceso de transmisión.
Garćıa et al. en [74] presentó un nuevo método para detectar la aparición de brotes epidémicos usando
herramientas de inferencia Bayesiana. El método estima la semana epidemiológica del brote, R0 y la tasa
de infección β a partir de un modelo SIR con demograf́ıa estocástica. Por otra parte, Comas-Garćıa et al.
[63], han utilizado los datos, mostrados en la figura 3.1-3.2, para describir las principales caracteŕısticas
demográficas y cĺınicas, aśı como los śıntomas de los pacientes hospitalizados, para obtener información a
nivel epidemiológico y estad́ıstico del hospital.

Antes y después de la semana pico

En este apartado se muestran algunas medidas estad́ısticas que proporcionan información sobre el riesgo
de infección de cada grupo de edad en la semana pre pico comparada con la semana post pico. El riesgo
relativo (RR) evalúa el cambio en la proporción de individuos infectados en la población antes y después
de la semana pico del brote en relación con el número total de casos reportados durante el año. Siguiendo
a [52], el riesgo relativo para el grupo de edad k se define por:
donde el número total de casos que ocurren antes y después del pico del brote se denotan por Bk y Ak,
respectivamente. Los valores de RR informan sobre el grupo que tiene un mayor riesgo de infección en
el tiempo previo al pico. Estimaciones de riesgo relativo para cada grupo junto con sus intervalos de
confianza del 95 % se muestran en la Tabla 3.1. Detalles técnicos sobre el cálculo de los intervalos de
confianza se pueden encontrar en [62]. Observamos que el grupo de edad 5-19 tiende a tener un mayor
riesgo antes del pico, mientras que el grupo 20-59 tiende a tener mayor riesgo después del pico. El patrón
no es claro para los niños (0-4) aśı como para los adultos mayores (más de 59) ya que los RR antes y
después del pico cambian según el año.

Tabla 3.1: Estimación del Riesgo Relativo y su intervalo de 95 % de confianza para cada grupo de edad.

2000–2001 2001–2002 2002–2003 2003–2004 2004–2005 2005–2006 2006–2007 2007–2008

5 <
0.87

[0.86, 0.87]
1.22

[1.21, 1.23]
1.07

[1.07, 1.08]
0.95

[0.94, 0.96]
1.81

[1.79, 1.83]
1.03

[1.02, 1.04]
0.98

[0.97, 0.99]
1.22

[1.21, 1.24]

5–19
1.11

[1.10, 1.12]
1.07

[1.05, 1.08]
1.06

[1.05, 1.07]
1.18

[1.17, 1.19]
1.25

[1.23, 12.6]
0.96

[0.95, 0.97]
1.35

[1.33, 1.37]
1.17

[1.16, 1.19]

20–59
0.97

[0.96, 0.98]
0.78

[0.77, 0.78]
0.80

[0.79, 0.81]
0.95

[0.94, 0.96]
0.48

[0.47, 0.49]
0.77

[0.76, 0.78]
1.04

[1.03, 1.05]
0.71

[0.71, 0.72]

≥ 60
1.78

[1.73, 1.83]
0.76

[0.74, 0.78]
1.16

[1.14, 1.19]
0.83

[0.81, 0.85]
0.50

[0.48, 0.51]
2.39

[2.33, 2.45]
0.37

[0.36, 0.38]
0.78

[0.76, 0.80]

3.2. Modelo Matemático: descripción y propiedades básicas

3.2.1. Modelo 1

Para evaluar el papel de la edad en la transmisión de las IRAS, utilizamos un modelo determinista
multigrupo SEIRS con estructura de edad. Se han introducido modelos multigrupo en la literatura para
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Figura 3.6: Casos semanales de IRAS del grupo 4 (más de 59) en San Luis Potośı, México. La región rosa
corresponde dos semanas de vacaciones: semana santa y pascua. Las regiones moradas corresponden a las
vacaciones de verano e invierno, según el calendario de la SEP.
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describir la dinámica de transmisión de enfermedades infecciosas en poblaciones de hospederos hetero-
géneas [31, 36, 37]. El modelo multigrupo se formula dividiendo la población de tamaño N(t) en m
grupos distintos. Para 1 ≤ k ≤ m, el grupo k− ésimo es, a su vez, dividido en cuatro compartimentos
de acuerdo a su estado de la enfermedad: Susceptible, Latente, Infeccioso y Recuperado, cuyo número de
individuos en el momento t se denota por Sk(t), Ek(t), Ik(t) y Rk(t), respectivamente. Nuestra hipótesis
es que las personas nacen susceptibles y pueden contagiarse por transmisión a partir de un individuo
infeccioso perteneciente a uno de los k grupos de edad. Entonces pasará un periodo de latencia antes de
volverse infeccioso. Mientras permanezca en el estado de recuperados Rk(t) se consideran inmunes. Una
consecuencia de la formulación del modelo es que suponemos que el tiempo de espera de cada individuo
dentro de cada compartimento está distribuido exponencialmente. Este aspecto se discutirá con más detalle
en la sección de conclusiones 6.
El reclutamiento de individuos al primer grupo de susceptibles (S1(t)) está dado por una constante νk,
llamada tasa de fertilidad. Se asume que la proporción de sexos es 1:1. El tiempo promedio en el estado de
latencia viene dado por 1/ηk. Suponemos que las personas en estado Ik se recupera con una tasa constante
γk, y una vez recuperados, permanecen inmunes (compartimentoRk(t)) a la enfermedad durante un tiempo
medio 1/ωk. El tiempo promedio que una persona permanece en el grupo de edad k es de 1/αk. Sabemos
que la tasa de mortalidad podŕıa variar según la edad, por lo tanto, para los valores de µk usamos los
resultados obtenidos por Comas-Garćıa et al. en [63] donde se dedujeron las tasas de mortalidad para la
población de SLP separadas por los mismos grupos de edad usados en este trabajo. Finalmente, λk(t)
denota la fuerza de infección del grupo k y representa la tasa per cápita a la que se infectan las personas
susceptibles, en la semana t con k ∈ {1, 2, 3, 4} y t ∈ {1, 2, . . . , 52} y está definida en la ecuación (3.1).

λk(t) = βk

4∑
j=1

cjk
Ij(t)

Nj(t)
h(t), (3.1)

donde Nj(t) = Sj(t) + Ej(t) + Ij(t) +Rj(t) y la función h : R→ R,

h(t) = ρ

[
1 + cos

(
2π

52
t+ φ

)]
(3.2)

describe la estacionalidad en la tasa de contacto [59]. El parámetro βk representa el riesgo de infección
del grupo k, o la probabilidad de que un contacto hecho por un grupo k individual genera una nueva
infección. La matriz cuadrada m×m, C = (cjk) es la matriz de contactos y cada elemento cjk representa
el número promedio de contactos entre grupos de edad j y k.
En la tabla 3.2 se muestra el significado y valor asociado a cada parámetro del modelo. El sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias que define nuestro modelo SEIRS se muestra en el conjunto de
ecuaciones (3.3). La figura 3.7 muestra su diagrama.

Ṡ1(t) = Γ + ω1R1 − (λ1(t) + µ1 + α1)S1,

Ṡk(t) = ωkRk − (λk(t) + µk + αk)Sk + αk−1Sk−1, k = 2, 3, 4,

Ėk(t) = λk(t)Sk − (µk + ηk + αk)Ek + αk−1Ek−1,

İk(t) = ηkEk − (µk + γk + αk)Ik + αk−1Ik−1,

Ṙk(t) = γkIk − (µk + ωk + αk)Rk + αk−1Rk−1, (3.3)

22



Tabla 3.2: Parámetros del modelo SEIRS definido en las ecuaciones (3.3).

Parámetro Descripción Valor Referencia
Nk(t) Tamaño del grupo k en el

tiempo t
Proyecciones CONA-
PO 2000-2031

µk Tasa de muerte 2,7 × 10−6, 1,1 ×
10−7, 7,3 × 10−7, 2,9 ×
10−5

[63]

νk Tasa de fecundidad Definida en las tablas
5.1-5.2

Proyecciones CONA-
PO 2000-2031

αk Tasa de envejecimiento 1/(52 · 4), 1/(52 ·
14), 1,0/(52 · 39)

Tomado a juicio de ex-
perto

ωk Tasa de inmunidad Estimado
ηk Tasa de latencia 1 Tomado a juicio de ex-

perto
γk Tasa de recuperación Estimado
Ckj Número de contacto entre

grupos
Definido en la tabla 5.5 [2]

βk Probabilidad de infección Estimado
κ Parámetro de dispersión Estimado
λk(t) Fuerza de infección Definido por la ecua-

ción(3.1)
h(t) Función de estacionalidad Definido por (3.2)
ρ Amplitud de la estaciona-

lidad
Estimado

φ Cambio de fase de estacio-
nalidad

Estimado

Las enfermedades respiratorias reportadas en nuestros datos no poseen transmisión vertical. Las infecciones
ocurren necesariamente a través de la interacción entre individuos infectados e individuos susceptibles.
Definimos Γ como la cantidad media per cápita de nacimientos por semana, por lo tanto solo se define
para el primer grupo de susceptibles. Los valores tomados para Γ se muestran en la sección 5.1.
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Figura 3.7: Diagrama de flujo para el modelo SEIRS definido en las ecuaciones 3.3.

Sea (mkj) = βikckj el coeficiente de tranmisión entre el individuo Sk y Ij . Consideramos mkj ≥ 0 donde
mkj = 0 significa que no existe transmisión de enfermedades entre los compartimentos Sk y Ij . La matriz
M = (mkj) contiene los patrones de contacto y transmisión entre los grupos del modelo. En consecuencia,
se puede construir una gráfica L = G(M) asociada a la matriz M , cuyos vértices k representan el k−ésimo
grupo, k = {1, 2, 3, 4}. Una arista directa existe desde el vértice k al vértice j si y sólo si mkj ≥ 0.
Asumiremos que M es irreducible, lo cual equivale a suponer que G(M) es fuertemente conexa. Desde el
punto de vista biológico esto significa que cualquiera dos grupos k y j tienen una directa o indirecta ruta
de transmisión de la enfermedad. Para el resto de parámetros consideramos las siguientes hipótesis:

(i) Γ, µk, γk, ηk, ωk, αk son positivos para todo k ∈ {1, 2, 3, 4}.

(ii) La matriz βk · ckj es no negativa e irreducible para todo k, j ∈ {1, 2, ...,m}.

Si sumamos para cada k las ecuaciones del modelo (3.3), podemos definir Nk = Sk(t)+Ek(t)+Ik(t)+Rk(t),
para k = 1, 2, 3, 4 y N(t) = N1 +N2 +N3 +N4. Por lo tanto,

Ṅ(t) =

4∑
k=1

(
Ṡk(t) + Ėk(t) + İk(t) + Ṙk(t)

)
= Γ− µ1N1 − µ2N2 − µ3N3 − µ4N4

≤ Γ− µ(N1 +N2 +N3 +N4)

= Γ− µN(t). (3.4)
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donde µ = mı́n{µ1, µ2, µ3, µ4}. En consecuencia:

ĺım sup
t→∞

N(t) ≤ Γ

µ

Entonces el conjunto

B = {(S1, S2, . . . R3, R4) ∈ R16 |S1 + E1 + . . . E4 + I4 +R4 ≤
Γ

µ
} (3.5)

es positivamente invariante bajo (3.3). Es decir, toda trayectoria de (3.3) restringida a B queda contenida
en B. Lo que proporciona sentido biológico al modelo planteado.
Considerando lo expuesto anteriormente, el sistema de ecuaciones diferenciales (3.3) y sus condiciones
iniciales definidas en (3.6):

Sk(0) = Si0, Ek(0) = Ei0, Ik(0) = Ii0, y Rk(0) = Ri0 (3.6)

definen un problema de valores iniciales, que describe el flujo de los individuos en cada uno de los estados
de la enfermedad en cada grupo de edad, cuyas soluciones existen y son únicas para t ∈ [0,∞) dado que
el lado derecho de la igualdad de (3.3) es Lipschitz continua en B.
Para la demostración de la unicidad y la existencia del punto de equilibrio libre de enfermedad del modelo
(3.3) denotado y definido por

p0 =

 Γ

α1 + µ1
,

Γα1

2∏
i=1

(αi + µi)

,
Γα1α2

3∏
i=1

(αi + µi)

,
Γα1α2α3

4∏
i=1

(αi + µi)

, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0


aśı como de la existencia y la unidad del equilibrio endémico es necesario utilizar la hipótesis de que la
matriz M es irreducible. Para los resultados de estabilidad se define una función de Lyapunov y se hace
uso del Teorema de Perron−Frobenius. Sin embargo, los resultados anaĺıticos no son presentados dado
que no son parte de los objetivos de la tesis.

3.2.2. Modelo 2: Incluyendo efecto vacacional

La matriz de contacto del modelo (3.3) posee la limitación de ser constante para todas las semanas del año.
En México, las vacaciones escolares de invierno inician alrededor del 21 de diciembre y finalizan alrededor
del 6 de enero, es decir, duran tres semanas aproximadamente. Durante ese receso de invierno, los contactos
de las personas en los grupos 1 y 2, naturalmente son más bajos con respecto a la temporada escolar.
Suponemos que los contactos del grupo 3 y 4 no se ven considerablemente disminuidos. Considerando
esto, propusimos una matriz de contacto dependiente del tiempo. Definimos que para los grupos 1 y 2,
C(t) disminuye un porcentaje denotado como AVacaciones cuando corresponde a las semanas de vacaciones
(la semana 51, 52 de diciembre y 1era semana de enero, intervalo denotado por TVacaciones). En tiempo
no vacacional se supone la misma proporción de contactos ckj .
La matriz de contactos informada por Mossong et al. [2] corresponde al número promedio de contactos
entre grupos de edad. Se han realizado estudios similares en otros lugares: Francia [56], China [55], Kenya
[54], Perú [53]. Para los propósitos del presente estudio, los datos acumulados generados por el estudio
POLYMOD [2] se pueden clasificar en nuestros grupos de interés (0-4, 5-19, 20-59 y 60 o más años).
En las regiones templadas del hemisferio norte, las epidemias de gripe muestran una marcada estacio-
nalidad invernal, con circulación detectada de octubre a marzo, aproximadamente [10, 73]. Los factores
que causan esta estacionalidad no están del todo claros. Los cambios estacionales en el comportamien-
to del hospedero, como la asistencia a la escuela durante la estación de invierno, el hacinamiento en el
interior durante los d́ıas de baja temperatura, la alta humedad y la dirección del movimiento del aire
en la atmósfera superior, son factores que intervienen directamente en la propagación de enfermedades
respiratorias [8, 10, 68]. Aunque estos estudios se refieren espećıficamente a la influenza, las conclusiones
también son válidas para el estudio de las IRAS de nuestros datos, dado que la influenza es uno de los
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principales virus circulantes en la temporada de invierno que impacta en todas las edades afectando el
tracto respiratorio y, en caso de complicaciones, se desencadena otro tipo de enfermedades respiratorias
incluidas en nuestra base de datos.
En la sección anterior incluimos la estacionalidad en el modelo utilizando una función de forzamiento
estacional comúnmente utilizada en otros art́ıculos [59]. La novedad de este modelo es la inclusión de
información climática (función h), usando espećıficamente la temperatura semanal promedio en el estado
SLP, con el propósito de obtener un modelo más realista.
La fuerza de infección del grupo k en el tiempo t se calcula como

λk(t) = βk

4∑
j=1

cjk(t)
Ij(t)

Nj(t)
h(t), (3.7)

donde

βk es el riesgo de infección del grupo k (interpretación alternativa es el riesgo de que un contacto
hecho por el grupo k genere una nueva infección).

C(t) matriz de contacto en el tiempo t.

C(t) =

{
cij · (1−Avacaciones) si i, j = 1, 2; t ∈ Tvacaciones

cij si i, j = 1, 2; t /∈ Tvacaciones

cij representa el número promedio de contactos por individuo entre miembros del grupo i y miembros
del grupo j.

Nj(t) = Sj(t) + Ej(t) + Ij(t) +Rj(t).

Ij(t)
Nj(t)

es la proporción de individuos infectados del grupo k en el tiempo t

g: información del clima (temperatura).

g(t) = exp

(
−T (t)− Tr

σ

)
(3.8)

Con el propósito de evitar aportar más aleatoriedad y ruido al modelo, T (t) representa la tendencia de
la temperatura media en el tiempo t y se aproxima por medio de un polinomio Pn(t) que se ajusta a
los datos de temperatura. Se utilizó la función curvefit de la libreŕıa Scipy de Python, la cual usa el
método de mı́nimos cuadrados no lineales para ajustar una función a los datos. Exploramos el ajuste de
polinomios desde grado 3 hasta grado 11. Observamos en la figura 3.8(b) que a partir del grado 6 los
errores de ajuste no decrecen significativamente. Aśı mismo en la figura 3.8(a) se observa mayor diferencia
entre los polinomios P3(t), P4(t), P5(t) y P6(t), pero mucha similitud entre los de grado mayor o igual a
6. En la figura 3.9 se muestra la gráfica de la función de información climática usando el polinomio de
ajuste P6(t), que fue el utilizado para realizar la estimación de parámetros.
Tr se llama temperatura de referencia. Esto significa que para temperaturas inferiores a Tr la fuerza de
infección es mayor y para valores superiores a Tr la fuerza de infección debe ser menor. El parámetro σ
regula la amplitud a la que crece la función g, por lo tanto, para las semanas de invierno, la función g
le da mayor fuerza a la tasa de transmisión que a las semanas correspondientes a las otras estaciones del
año. La figura 3.9 muestra el gráfico de la función g de un peŕıodo completo (julio del 2002 a julio del
2003). T (t) se refiere a la temperatura en el tiempo t.
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(a) (b)

Figura 3.8: (a) Datos de temperatura promedio por semana desde julio del 2002 a julio del 2003 y poli-
nomios Pn(t) ajustado a los datos. (b) Errores de ajuste del polinomio de grado n, Pn(t) a los datos de
temperatura media.

Figura 3.9: Función de información climática (función g definida en 3.8) utilizando los parámetros Tr = 3,5
y σ = 3.
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Caṕıtulo 4

Formulación bayesiana

Utilizar un modelo matemático para describir la dinámica de la población, seguir el camino de la epidemia,
encontrar medidas de control o predecir los brotes es posible si se conocen los parámetros apropiados
del modelo. Desde el punto de vista matemático, estimar los parámetros de un sistema de ecuaciones
diferenciales se considera un problema inverso no lineal. La forma estándar o frecuentista de resolver esta
clase de problemas es usar un enfoque de optimización. La inferencia bayesiana es una herramienta formal
que permite encontrar una distribución para los parámetros y esta es la solución del problema inverso
bayesiano.
Dentro del marco de inferencia Bayesiana, supondremos que todas las variables aleatorias que aparecen
desde ahora son absolutamente continuas. Es decir, se pueden expresar en términos de una función de
densidad de probabilidad. Estas se denotan con letras mayúsculas y sus realizaciones con minúsculas.
La inferencia Bayesiana tiene como objetivo extraer información y evaluar la incertidumbre acerca de las
variables basándose en el conocimiento adquirido en el proceso de medición y aprovechando lo que se sabe
previamente acerca de las incógnitas. Los puntos principales de los que se parte son:

Todas las variables incluidas en el modelo se representan como variables aleatorias, incluyendo los
parámetros del modelo.

La aleatoriedad describe el grado de información que tenemos acerca de las realizaciones de estas
variables aleatorias.

El grado de información concerniente a estos valores se codifica en sus distribuciones de probabilidad.

El problema inverso se expresa de la manera siguiente: se cuenta con mediciones (u observaciones) Y ∈ Rn
que están relacionadas con la variable de interés X ∈ Rm la cual no podemos determinar directamente.
Existe una relación conocida entre ambas variables, ésta es la función modelo f :

f : Rm × Rk → R
n, Y = f(X, ε)

donde ε ∈ Rk representa el error o ruido de las mediciones Y . Esta expresión permite relacionar las
funciones de densidad de las variables aleatorias involucradas. El problema inverso consiste en determinar
la distribución condicional posterior de los parámetros de interés a partir de los datos Y , denotada por
π(x|y).
Todo el conocimiento disponible sobre las incógnitas (parámetros) es codificada en una distribución de
probabilidad conocida como distribución a priori con una función de densidad conjunta π(x). Se asume
conocida la distribución conjunta de X y Y , la cual denotamos por π(x, y). Entonces la densidad marginal
es ∫

Rn

π(x, y)dy = π(x)

Por otra parte, si se conocen los valores verdaderos de los parámetros, es decir, X = x, el modelo
observacional corresponde a la densidad de probabilidad condicional de Y dado X:
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π(y|x) =
π(x, y)

π(x)
, π(x) 6= 0,

conocida como la función de verosimilitud que relaciona las observaciones Y con los parámetros. En
ocasiones la construcción de la verosimilitud parte de la expresión matemática del modelo a estimar e
integra la incertidumbre en las mediciones.
Análogamente a la verosimilitud, se tiene la medida de X condicionada a conocer la observación Y . La
densidad de probabilidad condicional

π(x|y) =
π(x, y)

π(y)
, si

∫
Rm

π(x, y)dx = π(y)

es llamada distribución a posteriori, la cual integra la información inicial con las observaciones y nos dice
qué conocemos de X después de obtener las mediciones de Y .
Estamos interesados en determinar π(x|y), que es la distribución posterior de parámetros desconocidos
dadas las observaciones conocidas. La distribución posterior representa el conocimiento actualizado, se
obtiene por la combinación de la distribución a priori con la verosimilitud a través del teorema de Bayes
[71].
Resumimos las notaciones y resultados anteriores en el teorema de Bayes.

Teorema 4.1 (Teorema de Bayes). Supongamos que la variable aleatoria Θ ∈ Rm tiene una conocida
densidad de probabilidad πpr(θ) y los datos consisten del valor observado yobs de una variable aleatoria
observable Y ∈ Rn tal que π(yobs) > 0. A continuación, la distribución posterior de probabilidad de Θ,
dado los datos yobs es

πpost(θ) = π(θ|yobs) =
πpr(θ)π(yobs|θ)

π(yobs)

La densidad marginal π(y) es un término de normalización tal que π(x|y) sea en efecto una medida de
probabilidad. Usualmente este valor es de poca importancia pues se omite de manera que tomamos una
expresión proporcional al término de la derecha. Para darle sentido y consistencia al trabajo se deben
tomar datos plausibles, es decir, con probabilidad no nula. Por lo tanto suponemos π(y) 6= 0. [106]

4.1. Inferencia de parámetros del modelo 1

4.1.1. Verosimilitud

El modelo observacional está dado por la función de verosimilitud π(Y |Θ), la cual expresa la probabilidad
de los diferentes resultados observacionales dados los parámetros Θ.

Nuestros datos consisten en informes semanales de casos confirmados de IRAS. Tomando en cuenta la
naturaleza discreta de estos recuentos, es razonable suponer que las observaciones son realizaciones de
una distribución Poisson donde el parámetro de la distribución (la media) es dependiente del tiempo. Sin
embargo, gracias a conocimiento previo con respecto a este tipo de enfermedades se sabe que la varianza
de los datos es mayor que la media, lo cual indica que hay sobredispersión. Por lo tanto, un modelo más
apropiado es la distribución binomial negativa ya que tiene un parámetro adicional que permite que la
varianza supere la media. Este parámetro es denotado por κ [62].
Trabajamos con cuatro grupos de edad y 52 semanas por cada periodo. Sea Yik el número de casos
reportados para la semana i y grupo de edad k, donde i = 1, 2, 3, . . . , 52, k = 1, 2, 3, 4. Entonces, dados
los parámetros Θ, suponemos que Yik sigue un distribución binomial negativa con media Aik(Θ) y el
parámetro de dispersión es κ, donde Aik(Θ) es la prevalencia de la infección para la semana j obtenida a
partir de solución numérica del modelo SEIRS definido en (3.3).
Suponemos que las observaciones Yik son condicionalmente independiente dados los parámetros, eso es
equivalente a decir que toda la dependencia en los datos se codifica en el modelo SEIRS. Este último
supuesto permite escribir la función de probabilidad como un producto de funciones de probabilidad
binomial negativa, es decir:
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Yik ∼ BN (Aik(Θ), κ)

π(Y |Θ) =

4∏
k=1

52∏
i=1

Γ(yik + 1/κ)

Γ(yik)Γ(1/κ)

(
1/κ

1/κ+Aik(Θ)

)1/κ(
Aik(Θ)

1/κ+Aik(Θ)

)yik
.

Utilizamos el mismo parámetro de dispersión para cada grupo de edad para reducir el número de paráme-
tros a estimar.
En nuestro planteamiento, suponemos que las mediciones Y de los datos tienen un ruido observacional
gaussiano η con media cero y varianza σ2, η ∼ N (0, σ2).

dη = F (Θ) + η

Ademas suponemos que los parámetros y el ruido son mutuamente independientes, esto garantiza que
si fijamos Θ = θ, la densidad de probabilidad η permanece inalterada. Por tanto se deduce que dη
condicionado a Θ = θ, se distribuye como η, por tanto

π(dη|θ) = πnoise(dη − F (θ))

Donde πnoise denota la distribución que sigue η.

Distribución a priori

La construcción de la distribución a priori es el paso más importante y a menudo también la parte más
dif́ıcil de la solución. El principal problema con la búsqueda de una distribución a priori adecuada se
encuentra normalmente en la naturaleza de la información ya que a menudo el conocimiento previo de
lo desconocido es cualitativo. Entonces el problema consiste en transformar la información cualitativa en
forma cuantitativa, que luego pueda ser codificada en distribuciones.

Para muchas enfermedades, los parámetros involucrados en el modelo SEIRS pueden ser fijados basado
en estudios previos o conocimiento del experto. Considerando que las IRAS representan un conjunto de
enfermedades, decidimos experimentar primero estimando los parámetros en lugar de asignarles un valor
único. Dado que estamos trabajando bajo el enfoque de inferencia bayesiana, es necesario considerar estas
cantidades como variables aleatorias. Los parámetros que se estimarán son: el riesgo de infección βk, las
tasas de recuperación γk, las tasas de inmunidad ωk, la amplitud y el cambio de fase de la función de
estacionalidad ρ y φ, y el parámetro de dispersión κ de la distribución binomial negativa. Estos parámetros
fueron elegidos porque son considerados como los más relevantes e informativos para el estudio.
Proponemos una distribución a priori Gama truncada con hiperparámetros1 aγk

2 (hiperparámetros de
forma) y bγk (hiperparámetros de escala) para las tasas de recuperación γk; las tasas de inmunidad ωk
con k = 1,2,3,4; y el parámetro de dispersión κ. La elección de los hiperparámetros para cada parámetro
del modelo se muestra en la tabla 4.1. Consideramos a priori que el tiempo medio de recuperación 1/γk
debe estar entre 0.5 y 4 semanas, lo cual es razonable para esta clase de enfermedades, por lo tanto
0,25 ≤ γk ≤ 2. Como el soporte de γk está limitado, simplemente podŕıamos usar una distribución previa
uniforme, sin embargo, esta elección generaŕıa mucho peso a la información previa asignada a 1/γk. Al
elegir los hiperparámetros aγk , bγk como mencionamos en la tabla 4.1, proporcionamos conocimiento
similar a ambos. En efecto, los hiperpámetros se utilizan para garantizar que el valor esperado de la
distribución de probabilidad resultante coincida con un valor de referencia para el parámetro de interés
tomado de la literatura o deducido de la comunicación personal con expertos en el campo.
Supusimos un tiempo de inmunidad promedio de al menos 4 semanas (1/ωk ≥ 4), lo que resulta en que la
tasa de inmunidad debe ser inferior a 0.25 (ωk ≤ 0,25). Las distribuciones a priori uniformes con soporte

1Los hiperparámetros son los parámetros de la distribución a priori, este término es utilizado para distinguirlos de los
parámetros del modelo.

2Esta notación indica que el hiperparámetro a corresponde únicamente al parámetro γk. Aśı sucesivamente con los demás.
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(0, 1) se usaron para βk y ρ. Para φ se propuso una distribución uniforme con soporte (0, 2π).

Una lista de todos los parámetros involucrados en el modelo SEIRS se muestra en la tabla 3.2. Para
aquellos parámetros que quedan fijos, la tabla muestra el valor usado para modelar los datos descritos
en la sección 3.1. Estos valores se obtienen de resultados anteriores, sitios estad́ısticos oficiales y otras
fuentes. Se darán más detalles en secciones posteriores.
Dado que los parámetros Θ son independientes, la distribución a priori resultante es:

π(Θ) =

4∏
i=1

Ga(aγi , bγi) ·Ga(aωi , bωi) ·Ga(aκ, bκ))

Tabla 4.1: Resumen de distribuciones a priori. Distribuciones Gama son usadas para κ, γk and ωk, k =
1, 2, 3, 4 con hiperparámetros denotados como aγk , bγk , aωk

, bωk
, aκ y bκ. Distribución Uniforme es usada

para el resto de los parámetros

Parámetro Valor Experado Soporte Distribución a priori
γk 0.8 [0.25, 2] Gamma, aγk = 4, bγk = 0,2
ωk 0.06 [0,25,∞) Gamma, aωk

= 3, bωk
= 0,02

k 1 [0,∞) Gamma, aκ = 2, bκ = 0,5
ρ 0.5 [0,1] Uniforme
φ 0.5 [0, 2π] Uniforme
βk 0.5 [0,1] Uniforme
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Distribución Posterior

La distribución posterior de los parámetros de interés Θ = (β1, β2, β3, β4,
γ1, γ2, γ3, γ4, ω1, ω2, ω3, ω4, ρ, φ, κ) satisface

π(Θ|y) ∝ π(y|Θ)π(Θ).

No tiene una forma anaĺıtica ya que la función de probabilidad depende de la solución del modelo SEIRS,
que tampoco tiene una solución expĺıcita y debe ser aproximado numéricamente.
Dada esta complicación resulta muy útil y conveniente utilizar un algoritmo MCMC (Markov Chain Monte
Carlo). Los métodos MCMC permiten tener una muestra de una distribución de probabilidad sin tener
que simular directamente dicha distribución, para lo cual se forma una cadena de Markov X(1), X(2), . . .
que tenga como distribución estacionaria a la posterior de interés. Utilizando entonces un método MCMC
podemos obtener una muestra de la distribución posterior π(Θ|y) que puede usarse para estimar densidades
marginales posterior, media, varianza, cuantiles, entre otras medidas descriptivas.
En este sentido, el algoritmo t-walk es un método MCMC de propósito general para distribuciones conti-
nuas arbitrarias, no requiere parámetros de ajuste o adaptativos y converge debido a que está construido
como un algoritmo Metrópolis-Hastings. [64]. Remitimos al lector a [61] para más detalles sobre los méto-
dos MCMC.
La finalidad de utilizar t-walk, es precisamente permitirnos enfocarnos más en el análisis de los datos que
en la elaboración del algoritmo MCMC. Por tanto, utilizaremos el t-walk como herramienta para estudiar
la distribución posterior en la solución del problema inverso

4.1.2. Inferencia de parámetros del modelo 2: incluyendo el efecto vacacional

En este apartado mostraremos el planteamiento de la inferencia de parámetros para el segundo modelo. En
este caso decidimos hacer algunos cambios en las distribuciones a priori propuestas los cuales se explican
y justifican a continuación.

Distribución a priori

Es posible encontrar en la literatura el tiempo promedio que un individuo envejece, se recupera y que
permanece inmune a patógenos espećıficos. Como comentamos anteriormente dado que nuestros datos co-
rresponden a un conjunto de enfermedades respiratorias, es dif́ıcil encontrar valores promedio para estos
parámetros. Sin embargo, al consultar a médicos en el área de inmunoloǵıa pediátrica y referencias de la
Academia Española de Pediatŕıa (AEP) [96, 98, 99, 100] podemos tener una idea de la cantidad de veces
en promedio que una persona adquiera una infección respiratoria al año y su tiempo de recuperación. Los
valores de ω2, ω3 y ω4 son fijados puesto que, gracias a la experiencia adquirida con el primer modelo, ob-
tuvimos una distribución posterior muy similar a la a priori, lo que nos hace concluir que estos parámetros
no son fácilmente identificables a partir de los datos.
Por otro lado, es bien sabido que las vacaciones generan una disminución en la tasa de contacto entre
individuos, lo que resulta en una disminución en los casos de incidencia, sin embargo, todav́ıa no se ha
estimado una cantidad promedio aproximada de la disminución de los contactos durante las vacaciones
escolares de invierno espećıficas en el estado SLP, México. Debido a lo anterior, estimaremos los parámetros
βk, γk, ω1, Avacaciones y κ.
De acuerdo a [96, 98] y lo conversado con expertos, si un individuo excede los valores de inmunidad
promedio, se sospecha una inmunodeficiencia. Este aspecto no se considera en nuestro modelo; suponemos
una población sin complicaciones inmunológicas. Por lo tanto, básandonos en el criterio de expertos y en
las referencias [96, 97, 99], supusimos válidos los valores promedio explicados a continuación.

G2 : Los niños en la escuela secundaria y primaria en promedio adquieren 4 infecciones respiratorias
por año. Supusimos una reinfección cada 13 semanas, es decir, el tiempo promedio de inmunidad
del grupo 2 debe ser ω2 = 1/13 ≈ 0,076.

G3 : Los jóvenes y adultos sanos generalmente contraen infecciones respiratorias de 1 a 3 veces al
año. Tomamos como hipótesis que cada 26-33 semanas se reinfecta. Esto es, ω3 = 1/26 ≈ 0,03
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G4 : Similar al grupo 3, los adultos mayores sanos en promedio contraen infecciones respiratorias de
1 a 3 veces al año. Suponemos que cada 26-33 semanas se reinfecta. Sin embargo, dado que es natural
suponer que esta población posea un sistema inmunitario debilitado, se propone un promedio de ω4

ligeramente superior a ω3. Es decir, ω4 = 0,04

Es diferente el número promedio de IRAS por año para niños menores de 5 años y están involucrados
aspectos como asistencia a guardeŕıas, poseer hermanos en edad escolar, lactancia materna, entre otros
[96, 98]. Por la dificultad en proponer un valor promedio para el grupo 1 se ha decidido estimarlo.
Se propone una distribución a priori Gama truncada informativa independiente con h́ıper-parámetro de
forma aγk e h́ıper-parámetro de escala bγk , para las tasas de recuperación γk y la tasa de inmunidad ω1.
La media de la distribución se muestra en la Tabla 4.2.

Tabla 4.2: Resumen de la información de las distribuciones a priori de los parámetros κ, Tr, σ, Avacaciones,
ω1 y γk, βk para k = 1, 2, 3, 4.

Parámetro Valor esperado Soporte Distribución a priori
γ1 0.77 [0.5, 2.33] Gama, aγ1 = 18, bγ1 = 0,042
γ2 1.2 [0.5, 2.33] Gama, aγ2 = 20, bγ2 = 0,06
γ3 1.7 [0.9, 2.33] Gama, aγ3 = 17, bγ3 = 0,1
γ4 1.0 [0.9, 2.33] Gama, aγ4 = 10, bγ4 = 0,1
ω1 0.13 [0, 0,25] Gama, aω1 = 10, bω1 = 0,013
k 2 [0,∞) Gama, aκ = 2, bκ = 1
Avacaciones 0.2 [0, 1] Gama, aAvacaciones

= 2, bAvacaciones
= 0,1

Tr 12 [0,1] Gama, aTr
= 10, bTr

= 1,2
σ 12 [0, 1] Gama, aσ = 10, bσ = 1,2
βk 0.5 [0,1] Uniforme

Dado que la población de los grupos 1 y 2 tiene grandes diferencias inmunológicas y de comportamiento
social, se considera que el tiempo de recuperación puede durar desde 3 d́ıas (γ1,2 = 2.33) como una gripe
común o generar complicaciones que pueden tomar hasta 2 semanas para recuperarse (γ1,2 ≥ 1,2 = 0,5)
[96, 98, 100]. En consecuencia, el soporte seŕıa 0,5 ≤ γ1,2 ≤ 2,33. De acuerdo al CDC de EE.UU. [97], los
adultos se recuperan entre 3 y 10 d́ıas. En consecuencia, 0,9 ≤ γ3,4 ≤ 2,33. Es importante aclarar que el
tiempo de recuperación se refiere al tiempo en que un individuo es infeccioso.
En promedio, un niño de 3 a 6 años se enferma del tracto respiratorio de 6 a 8 veces al año, y un bebé
de 0 a 3 años en promedio entre 4 y 6 veces [98]. En el valor promedio del parámetro ω1 debe estar en
[0,077, 0,154]. Suponemos que el valor mı́nimo para reinfectarse es de 4 semanas, es decir, 0 ≤ ω1 ≤ 1/4
[98, 99].
A partir de lo comentado anteriormente podemos proponer las distribuciones a priori de los parámetros
detalladas en la tabla 4.2.

Distribución posterior

La distribución posterior de los parámetros de interés

Θ = (β1, β2, β3, β4, γ1, γ2, γ3, γ4, ω1, Tr, σ, Avacaciones, κ) (4.1)

satisface

π(Θ|y) ∝ π(y|Θ)π(Θ).

De igual manera, se utiliza el algoritmo t-walk para la simulación de la distribución posterior.
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Caṕıtulo 5

Análisis y resultados

5.1. Detalles de implementación

Todo el análisis se realiza en el software Python 3.7. Para resolver numéricamente el sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias SEIRS definido en (3.3), utilizamos la función odeint disponible en el
paquete scipy. Para explorar la distribución posterior utilizamos la implementación del t-walk disponi-
ble en Python [64]. El algoritmo se ejecuta durante 3 millones de iteraciones y los primeros 500000 se
descartan como el burnin. Utilizamos aproximadamente 300000 muestras para construir estimaciones de
distribuciones posteriores marginales, las bandas de probabilidad para la evolución de la infección, entre
otros. Ejecutamos el algoritmo a partir de diferentes puntos iniciales para asegurarnos de que cada vez
el MCMC converge a la misma distribución posterior. Estos puntos iniciales son generados al azar de las
distribuciones a priori.
Para inicializar el modelo para el primer periodo (julio de 2000 a julio 2001), suponemos que la cantidad
inicial de infectados (Ik(0)) para cada grupo de edad es igual a los datos de incidencia (mostrados en la
figura 3.4) de la semana 30 del 2000. Este número está cerca del dato registrado más bajo de infección
para ese año y asumiremos, para efectos prácticos de esta investigación, que aqúı comienza un nuevo
periodo de infección. El número de individuos susceptibles se establece como (Nk − Ik)(0), k = 1, 2, 3, 4,
donde Nk denota el tamaño de la población para el grupo de edad k. El número de Ek(0) expuestos y el
número de Rk(0) recuperados se definieron en 0. Como se comentó en la sección 3.1 no se utilizaron los
años 2009-2010 porque se tratan de casos at́ıpicos ocasionados por la pandemia de influenza A (H1N1).
Por lo tanto, para inicializar el periodo 2010-2011 se utilizó el promedio de la poblacional inicial en
cada estado de la enfermedad (susceptible, latencia, infectado, recuperado) obtenido de las estimaciones
en los periodos anteriores (2001-2008). Aunque esto no es ideal, el algoritmo de estimación corrige este
error de aproximación inicial. Por esta razón los resultados del periodo 2000-2001 y 2010-2011 aunque
son reportados no se tomarán en cuenta para el análisis y las conclusiones. Una vez que obtenemos las
estimaciones para los datos del primer periodo, los usamos para inicializar el algoritmo MCMC para el
siguiente periodo.
Fijamos las tasas de nacimiento, muerte, envejecimiento y latencia como se muestra en la tabla 3.2. Las
tasas de mortalidad para cada grupo de edad se tomaron del estudio realizado en [63]; este trabajo analiza
el impacto de la pandemia influenza A (H1N1) sobre la mortalidad de una población mexicana, y obtiene
tasas de mortalidad para nuestros grupos de edad, atribuidas al VSR y la gripe. Las tasas de fertilidad
fueron tomadas de un estudio realizado por el Consejo Nacional Mexicano de Población (CONAPO) 1.
De acuerdo al CONAPO, convencionalmente se considera que la población femenina fértil está entre los
15 y 49 años [67]. Para cada periodo estudiado se utilizaron los datos poblacionales obtenidos de las
proyecciones anuales del CONAPO. Se denota Xk para k = 1, . . . , 8, la cantidad media de mujeres a
mitad del año t en los 7 grupos de edad: 15-19, 20-24, 25-29, 30-34, 35-39, 40-44, 44-45 años, y a νk, para
k = 1, . . . , 8; como la tasa anual de fecundidad en cada uno de estos grupos correspondiente al periodo t.
Por lo tanto, la cantidad semanal de nacimientos del periodo t, Γ se define en la ecuación (5.1). Los valores

1Aproximaciones al nivel de fertilidad en México 1990-2033.
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de Xk y νk usados en nuestras estimaciones se muestran en las tablas 5.1-5.2 y 5.3-5.4, respectivamente.

Γ = X1
ν1
52

+X2
ν2
52

+X3
ν3
52

+X4
ν4
52

+X5
ν5
52

+X6
ν6
52

+X7
ν7
52

(5.1)

Tabla 5.1: Tasa de fecundidad anual por grupo de edad del estado San Luis Potośı. Desde mediados del
año 2000 a mediados de 2008.

Edad 2000-2001 2001-2002 2002-2003 2003-2004 2004-2005 2005-2006 2006-2007 2007-2008
15-19 0.07413 0.06706 0.06065 0.05543 0.05212 0.04826 0.04613 0.04288
20-24 0.14726 0.13604 0.12662 0.11903 0.11356 0.10845 0.1053 0.10189
25-29 0.14325 0.1348 0.12831 0.12319 0.11884 0.11592 0.11374 0.11279
30-34 0.10095 0.09602 0.09253 0.08986 0.08722 0.08602 0.08487 0.08513
35-39 0.05511 0.0524 0.05048 0.04901 0.04756 0.04691 0.04627 0.04641
40-44 0.01826 0.01736 0.01671 0.01622 0.01573 0.01551 0.01529 0.01533
45-49 0.00366 0.00348 0.00334 0.00325 0.00314 0.0031 0.00306 0.00306

Fuente: CONAPO

Tabla 5.2: Tasa de fecundidad anual por grupo de edad del estado San Luis Potośı. Desde mediados del
año 2010 a mediados de 2018.

Edad 2010-2011 2011-2012 2012-2013 2013-2014 2014-2015 2015-2016 2016-2017 2017-2018
15-19 0.03834 0.0386 0.03739 0.03635 0.03662 0.03716 0.03738 0.03591
20-24 0.09645 0.09603 0.09483 0.09382 0.0936 0.09352 0.09333 0.09228
25-29 0.11045 0.10949 0.10932 0.10924 0.1087 0.10813 0.10778 0.10821
30-34 0.08474 0.08388 0.08417 0.08446 0.08399 0.08342 0.08312 0.08402
35-39 0.04618 0.04569 0.04585 0.04599 0.04573 0.04543 0.04527 0.04576
40-44 0.01524 0.01509 0.01512 0.01517 0.01508 0.01499 0.01492 0.01509
45-49 0.00305 0.00301 0.00303 0.00303 0.00301 0.00299 0.00298 0.00301

Fuente: CONAPO

Tabla 5.3: Población media de mujeres a mitad de año por grupo de edad del estado San Luis Potośı.
Desde mediados del año 2001 al 2007.

Edad 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
15-19 124180 124180 124180 124180 127699 128257 128746
20-24 108783 109860 110967 112032 112965 113784 114528
25-29 95843 96618 97391 98219 99095 100008 100984
30-34 85837 86717 87557 88385 89227 90042 90800
35-39 76101 77553 78877 80038 81057 82011 82916
40-44 64686 66650 68500 70239 71880 73428 74881
45-49 52072 54195 56380 58566 60700 62749 64690

Fuente: CONAPO
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Tabla 5.4: Población media de mujeres a mitad de año por grupo de edad del estado San Luis Potośı.
Desde mediados del año 2010 al 2018.

Edad 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017
15-19 128121 126357 124014 121098 117685 113860 109681 105300
20-24 116611 117058 117388 117549 117362 116514 114927 112816
25-29 104523 105193 105745 106192 106617 107082 107495 107802
30-34 94008 94915 95841 96730 97502 98178 98797 99306
35-39 86290 87043 87772 88534 89323 90135 90998 91877
40-44 79408 80334 81216 82079 82940 83764 84518 85241
45-49 71433 72890 74231 75425 76484 77481 78429 79331

Fuente: CONAPO

Las tasas de envejecimiento αk se estiman a partir de cantidad de semanas que los individuos permanecen
en su grupo de edad correspondiente. Finalmente, las estimaciones para el número de contactos entre
grupos de edad se pueden encontrar en la Tabla 5.5 y se basan en el estudio POLYMOD sobre datos de
contacto. [2].

Tabla 5.5: Matriz de contacto C estimada utilizando los datos del estudio POLYMOD [2]. Las entradas
se refieren al número promedio de contactos por persona por d́ıa.

0–4 5–19 20–59 ≥ 60
0–4 2.21 1.13 2.86 0.53
5–19 1.13 10.12 3.87 0.71
20–59 2.86 3.87 9.69 3.08
≥ 60 0.53 0.71 3.08 2.56
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5.1.1. Convergencia del algoritmo

En esta sección se muestra los valores que toma la distribución posterior de cada uno de los parámetros
estimados con el objetivo de ver la convergencia del algoritmo y determinar cuáles parámetros son más
identificables en los datos. En el Apéndice B, vemos en las figuras B.1-B.2 que los parámetros del grupo
1: β1, γ1 y ω1 toman valores en todo su soporte dejando su distribución posterior con una variabilidad
muy amplia. Esto se puede explicar debido a que el primer grupo contiene edades con caracteŕısticas
inmunológicas y sociales muy distintas.
Al proponer diferentes distribuciones a priori para los ωk observamos que estos parámetros son muy
sensibles a la información previa, lo cual sugiere que los datos no poseen información del tiempo de
inmunidad. Desde el punto de vista epidemiológico esta conclusión tiene mucho sentido y como se comentó
en secciones anteriores, para poder recuperar este valor a partir de los datos se debeŕıa poseer información
de la cantidad de recuperados por semana. Considerando estos resultados se presentará en la sección 5.3
los resultados obtenidos fijando los valores de los parámetros ωk y estimando los restantes.

5.2. Resultados del modelo 1: modelando el proceso de transmi-
sión

En esta sección ajustamos nuestro modelo SEIRS (3.3) a los datos de IRAS descritos anteriormente en
la sección 3.1. En lugar de estimar todos los parámetros de interés utilizando los datos desde el 2000 al
2018, analizamos un periodo a la vez (2000-2001, 2001-2002, 2002-2003, 2003-2004, 2004-2005, 2005-2006,
2006-2007, 2007-2008, 2010-2011, 20011-2012, 2012-2013, 2013-2014, 2014-2015, 2015-2016, 2016-2017).
Esto nos permite identificar si existen cambios o patrones importantes de un año a otro. Se debe recordar
que cada periodo inicia en la semana 30 y finaliza en la semana 29 del año siguiente. Por lo tanto, el
primer dato que se observa como semana 0 en cada imagen de las figuras 5.1-5.8 corresponde a la número
30 del año, aproximadamente la tercera semana de julio.
Las figuras 5.1-5.8 muestran la mediana posterior de la infección con una ĺınea continua que representa
correctamente la tendencia de los datos. Las ĺıneas discontinuas representan las bandas del 95 % de pro-
babilidad para el valor esperado de la infección en cada momento. Se puede ver en las figuras 5.1-5.8 que,
de acuerdo a los datos, el número de infecciones disminuye sustancialmente al final del año calendario 2,
posiblemente causado por el periodo de vacaciones de invierno como ya hemos discutido. El modelo no
puede recuperar este comportamiento ya que supone que el número de contactos entre grupos es constante.

2con base en la enumeración de las figuras el final del año calendario corresponde al número 20 en el eje horizontal, lo
que significa la semana 50 del año
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(a) 2001-2002

(b) 2002-2003

Figura 5.1: Modelo ajustado para la evolución de la infección por grupo de edad. El eje horizontal corresponde

al número de semanas. Las ĺıneas punteadas negras representan los datos observados. Las ĺıneas continuas son las

estimaciones medias posteriores. Las ĺıneas discontinuas representan las bandas de probabilidad puntual del 95 %

para el valor esperado de la infección en cada momento.
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(a) 2003-2004

(b) 2004-2005

Figura 5.2: Modelo ajustado para la evolución de la infección por grupo de edad. El eje horizontal corresponde

al número de semanas. Las ĺıneas punteadas negras representan los datos observados. Las ĺıneas continuas son las

estimaciones medias posteriores. Las ĺıneas discontinuas representan las bandas de probabilidad puntual del 95 %

para el valor esperado de la infección en cada momento.
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(a) 2005-2006

(b) 2006-2007

Figura 5.3: Modelo ajustado para la evolución de la infección por grupo de edad. El eje horizontal corresponde

al número de semanas. Las ĺıneas punteadas negras representan los datos observados. Las ĺıneas continuas son las

estimaciones medias posteriores. Las ĺıneas discontinuas representan las bandas de probabilidad puntual del 95 %

para el valor esperado de la infección en cada momento.
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Figura 5.4: Modelo ajustado para la evolución de la infección por grupo de edad. El eje horizontal corresponde al

número de semanas. Las ĺıneas punteadas negras representan los datos observados del periodo 2007-2008. Las ĺıneas

continuas son las estimaciones medias posteriores. Las ĺıneas discontinuas representan las bandas de probabilidad

puntual del 95 % para el valor esperado de la infección en cada momento.
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(a) 2010-2011

(b) 2011-2012

Figura 5.5: Modelo ajustado para la evolución de la infección por grupo de edad. El eje horizontal corresponde

al número de semanas. Las ĺıneas punteadas negras representan los datos observados. Las ĺıneas continuas son las

estimaciones medias posteriores. Las ĺıneas discontinuas representan las bandas de probabilidad puntual del 95 %

para el valor esperado de la infección en cada momento.

42



(a) 2012-2013

(b) 2013-2014

Figura 5.6: Modelo ajustado para la evolución de la infección por grupo de edad. El eje horizontal corresponde

al número de semanas. Las ĺıneas punteadas negras representan los datos observados. Las ĺıneas continuas son las

estimaciones medias posteriores. Las ĺıneas discontinuas representan las bandas de probabilidad puntual del 95 %

para el valor esperado de la infección en cada momento.
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(a) 2014-2015

(b) 2015-2016

Figura 5.7: Modelo ajustado para la evolución de la infección por grupo de edad. El eje horizontal corresponde

al número de semanas. Las ĺıneas punteadas negras representan los datos observados. Las ĺıneas continuas son las

estimaciones medias posteriores. Las ĺıneas discontinuas representan las bandas de probabilidad puntual del 95 %

para el valor esperado de la infección en cada momento.
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(a) 2016-2017

(b) 2017-2018

Figura 5.8: Modelo ajustado para la evolución de la infección por grupo de edad. El eje horizontal corresponde

al número de semanas. Las ĺıneas punteadas negras representan los datos observados. Las ĺıneas continuas son las

estimaciones medias posteriores. Las ĺıneas discontinuas representan las bandas de probabilidad puntual del 95 %

para el valor esperado de la infección en cada momento.
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Las figuras 5.9-5.16 muestran las estimaciones de las distribuciones posteriores marginales para todos los
parámetros desconocidos y sus correspondientes distribuciones apriori. Se puede ver que, para la mayoŕıa
de los parámetros, existe una diferencia considerable entre sus distribuciones a priori y posteriores. Para los
parámetros β2, β3, β4, ρ, φ, κ y ωk para k = 1, 2, 3, 4, la distribución posterior es claramente unimodal y
con baja variabilidad. Todos los parámetros γk (tasas de recuperación) y β1 (riesgo de infección en el grupo
de 0-4 años) tienen diferentes distribuciones posteriores con respecto a sus a priori correspondientes y existe
considerablemente más variabilidad. No hay mucha información en los datos para estimar adecuadamente
los parámetros ωk (tasas de inmunidad) ya que sus distribuciones posteriores son muy similares a las a
priori. Justamente, al realizar diferentes muestreos de la distribución cambiando la distribución a priori
pudimos observar que los parámetros ωk para k = 1, 2, 3, 4 son sensibles a las condiciones iniciales. Por lo
tanto, esto nos sugiere que podŕıamos simplificar el modelo fijando esos cuatro parámetros. La dificultad
de hacer esto, como mencionamos anteriormente, se debe a que los datos corresponden a un grupo de
enfermedades con tiempos de inmunidad muy diferentes.
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(a) 2000-2001

(b) 2001-2002

Figura 5.9: Los histogramas azules representan las estimaciones emṕıricas de las distribuciones posteriores mar-
ginales. Las ĺıneas rojas corresponden a las distribuciones a priori para cada parámetro.
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(a) 2002-2003

(b) 2003-2004

Figura 5.10: Los histogramas azules representan las estimaciones emṕıricas de las distribuciones posteriores mar-
ginales. Las ĺıneas rojas corresponden a las distribuciones a priori para cada parámetro.
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(a) 2004-2005

(b) 2005-2006

Figura 5.11: Los histogramas azules representan las estimaciones emṕıricas de las distribuciones posteriores mar-
ginales. Las ĺıneas rojas corresponden a las distribuciones a priori para cada parámetro.
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(a) 2006-2007

(b) 2007-2008

Figura 5.12: Los histogramas azules representan las estimaciones emṕıricas de las distribuciones posteriores mar-
ginales. Las ĺıneas rojas corresponden a las distribuciones a priori para cada parámetro.
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(a) 2011-2012

(b) 2012-2013

Figura 5.13: Los histogramas azules representan las estimaciones emṕıricas de las distribuciones posteriores mar-
ginales. Las ĺıneas rojas corresponden a las distribuciones a priori para cada parámetro.
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(a) 2013-2014

(b) 2014-2015

Figura 5.14: Los histogramas azules representan las estimaciones emṕıricas de las distribuciones posteriores mar-
ginales. Las ĺıneas rojas corresponden a las distribuciones a priori para cada parámetro.
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(a) 2015-2016

(b) 2016-2017

Figura 5.15: Los histogramas azules representan las estimaciones emṕıricas de las distribuciones posteriores mar-
ginales. Las ĺıneas rojas corresponden a las distribuciones a priori para cada parámetro.

53



Figura 5.16: Los histogramas azules representan las estimaciones emṕıricas de las distribuciones posteriores mar-
ginales. Las ĺıneas rojas corresponden a las distribuciones a priori para cada parámetro. Periodo 2017-2018.
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Tabla 5.6: Mediana posterior y los intervalos de 95 % de probabilidad para todos los parámetros estimados
desde 2000 hasta 2004.

2000-2001 2001-2002 2002-2003 2003-2004
Inf Med Sup Inf Med Sup Inf Med Sup Inf Med Sup

β1 0.116 0.375 0.920 0.165 0.421 0.911 0.265 0.702 0.977 0.195 0.640 0.962
β2 0.026 0.084 0.154 0.034 0.091 0.135 0.035 0.101 0.147 0.043 0.107 0.142
β3 0.006 0.020 0.086 0.017 0.048 0.073 0.013 0.039 0.062 0.017 0.040 0.060
β4 0.030 0.107 0.259 0.070 0.167 0.242 0.039 0.114 0.204 0.057 0.152 0.225
ρ 0.002 0.073 0.164 0.043 0.077 0.123 0.023 0.055 0.091 0.035 0.062 0.100
φ 0.572 5.418 6.181 3.441 4.372 4.745 2.789 3.983 4.850 3.486 4.467 4.935
γ1 0.333 0.907 1.936 0.457 0.987 1.934 0.608 1.458 1.915 0.531 1.426 1.971
γ2 0.460 1.356 1.984 0.625 1.532 1.982 0.634 1.569 1.983 0.844 1.756 1.991
γ3 0.258 0.686 1.969 0.563 1.557 1.984 0.561 1.447 1.976 0.702 1.533 1.977
γ4 0.281 0.921 1.957 0.702 1.515 1.982 0.437 1.176 1.934 0.604 1.471 1.977
ω1 0.014 0.078 0.227 0.028 0.129 0.240 0.033 0.110 0.231 0.056 0.162 0.247
ω2 0.004 0.037 0.186 0.016 0.070 0.220 0.007 0.047 0.211 0.010 0.047 0.211
ω3 0.003 0.034 0.181 0.004 0.037 0.178 0.004 0.050 0.194 0.005 0.047 0.187
ω4 0.004 0.039 0.191 0.004 0.038 0.180 0.009 0.063 0.203 0.006 0.046 0.187
κ 0.031 0.056 0.198 0.028 0.040 0.109 0.021 0.031 0.115 0.023 0.034 0.108

5.2.1. El rol de los grupos de edad en la dinámica de transmisión

Para comprender mejor las estimaciones posteriores y el rol de la edad en el proceso de transmisión de
las IRAS, las tablas 5.6-5.9 muestran la mediana posterior estimadas e intervalos de probabilidad del
95 % para cada parámetro. Analizando estos valores podemos deducir algunos patrones en los grupos que
vamos a comentar a continuación. Podemos ver que el primer grupo se reinfecta con mayor frecuencia
dado que su tiempo medio de inmunidad 1/ω1 es el menor entre todos los grupos de edad en todos
los periodos analizados. En términos de la probabilidad de infección βk, está claro que los niños de
0 a 4 años tienen mayor probabilidad de infectarse puesto que β1 está muy por encima de β2, β3 y
β4. Incluso el valor menos probable que puede alcanzar β1, en la mayoŕıa de los periodos analizados,
representa un valor más grande que el valor más probable de β2 y β3. Con respecto a β4, los adultos
jóvenes (20 a 59 años) son los que tienen menor probabilidad de infectarse. Si observamos el tiempo
de recuperación, no encontramos un patrón definitivo en los 4 grupos de edad. En los periodos 2001-
2005; los niños pequeños presentan un tiempo promedio de recuperación mayor con respecto al resto de
individuos, cerca de una semana en la que permanecen siendo infecciosos. Durante estos periodos los
otros tres grupos se recuperan más rápido, t́ıpicamente entre 3 y 5 d́ıas. Comportamiento diferente en el
tiempo de recuperación se observa en los periodos 2005-2008 y 2011-2018; donde los que presentan mayor
tiempo de infecciosidad son los adultos mayores (60≥), seguido por los adultos jóvenes (20-59). Razones
importantes por las se puede atribuir este comportamiento son en primer lugar que los adultos mayores son
una población con mayores deficiencias inmunológicas debido a su edad aunado a enfermedades crónicas
comúnes como diabetes, artritis, hipertensión, entre otras que comprometen su sistema inmunológico y una
recuperación más rápida. Por otra parte, entre los años 2010 y 2015, la detección de influenza en México se
ha caracterizado por una temporada donde predomina influenza A/H3N2 seguido de una temporada donde
predomina influenza A/H1N1 [22, 12]. A partir de la temporada 2015-2016 el comportamiento de influenza
ha mostrado que en una misma temporada se detecta la cocirculación de ambos subtipos de influenza A
y B. Los virus de influenza son el cuarto agente más común (3-10 %) de infecciones respiratorias agudas
(siendo las tres causas más frecuentes, el virus sincicial respiratorio, enterovirus y metapneumovirus). A
pesar de que en México los datos de epidemioloǵıa de los virus respiratorios y cobertura de vacunación
en adultos son escasos, se ha documentado que la mortalidad por IRAS en adultos mayores de 20 años se
ha elevado debido a infección por la influenza A(H1N1) [22]. Por lo tanto, realizar conclusiones generales
a partir de las estimaciones de las γk puede resultar un poco impreciso dado que las circunstancias que
intervienen en la recuperación son variadas, van desde desde el estado de salud y la edad del individuo
hasta el tipo de patógeno causante de la infección respiratoria.
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Tabla 5.7: Mediana posterior y los intervalos de 95 % de probabilidad para todos los parámetros estimados
desde 2004 hasta 2008.

2004-2005 2005-2006 2006-2007 2007-2008
Inf Med Sup Inf Med Sup Inf Med Sup Inf Med Sup

β1 0.116 0.375 0.920 0.165 0.421 0.911 0.4720 0.836 0.988 0.182 0.778 0.988
β2 0.026 0.084 0.154 0.034 0.091 0.135 0.061 0.112 0.137 0.050 0.100 0.134
β3 0.006 0.020 0.086 0.017 0.048 0.073 0.013 0.041 0.053 0.017 0.038 0.056
β4 0.030 0.107 0.259 0.070 0.167 0.242 0.066 0.134 0.176 0.056 0.126 0.170
ρ 0.002 0.073 0.164 0.043 0.077 0.123 0.039 0.059 0.091 0.030 0.054 0.094
φ 0.572 5.418 6.181 3.441 4.372 4.745 3.162 3.737 4.204 3.074 3.858 4.541
γ1 0.333 0.907 1.936 0.457 0.987 1.934 1.1226 1.756 1.987 0.456 1.524 1.938
γ2 0.460 1.356 1.984 0.625 1.532 1.982 1.051 1.771 1.993 0.9362 1.659 1.988
γ3 0.258 0.686 1.969 0.563 1.557 1.984 0.606 1.707 1.985 0.763 1.584 1.988
γ4 0.281 0.921 1.957 0.702 1.515 1.982 0.846 1.630 1.985 0.768 1.591 1.980
ω1 0.014 0.078 0.227 0.028 0.129 0.240 0.097 0.190 0.246 0.069 0.147 0.239
ω2 0.004 0.037 0.186 0.016 0.070 0.220 0.015 0.057 0.202 0.015 0.065 0.210
ω3 0.003 0.034 0.181 0.004 0.037 0.178 0.010 0.060 0.191 0.010 0.065 0.200
ω4 0.004 0.039 0.191 0.004 0.038 0.180 0.010 0.062 0.192 0.007 0.049 0.196
κ 0.031 0.056 0.198 0.028 0.040 0.109 0.020 0.029 0.077 0.023 0.032 0.097

Tabla 5.8: Mediana posterior y los intervalos de 95 % de probabilidad para todos los parámetros estimados
desde 2010 hasta 2014.

2010-2011 2011-2012 2012-2013 2013-2014
Inf Med Sup Inf Med Sup Inf Med Sup Inf Med Sup

β1 0,309 0,766 0,996 0,096 0,749 0,982 0,096 0,749 0,982 0,096 0,749 0,982
β2 0,037 0,096 0,135 0,048 0,103 0,131 0,048 0,103 0,131 0,048 0,103 0,131
β3 0,011 0,036 0,060 0,019 0,039 0,057 0,019 0,039 0,057 0,019 0,039 0,057
β4 0,053 0,139 0,203 0,062 0,133 0,179 0,062 0,133 0,179 0,062 0,133 0,179
ρ 0,021 0,050 0,084 0,034 0,055 0,125 0,034 0,055 0,125 0,034 0,055 0,125
φ 2,796 3,912 4,838 3,055 3,814 4,429 3,055 3,814 4,429 3,055 3,814 4,429
γ1 0,645 1,458 1,965 0,275 1,507 1,948 0,275 1,507 1,948 0,275 1,507 1,948
γ2 0,708 1,615 1,982 0,824 1,724 1,991 0,824 1,724 1,991 0,824 1,724 1,991
γ3 0,450 1,384 1,970 0,824 1,577 1,985 0,824 1,577 1,985 0,824 1,577 1,985
γ4 0,555 1,461 1,972 0,807 1,637 1,984 0,807 1,637 1,984 0,807 1,637 1,984
ω1 0,039 0,118 0,224 0,064 0,151 0,243 0,064 0,151 0,243 0,064 0,151 0,243
ω2 0,012 0,064 0,210 0,019 0,073 0,216 0,019 0,073 0,216 0,019 0,073 0,216
ω3 0,007 0,060 0,210 0,009 0,069 0,205 0,009 0,069 0,205 0,009 0,069 0,205
ω4 0,005 0,047 0,190 0,008 0,059 0,202 0,008 0,059 0,202 0,008 0,059 0,202
κ 0,023 0,033 0,095 0,020 0,028 0,081 0,020 0,028 0,081 0,020 0,028 0,081
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Tabla 5.9: Mediana posterior y los intervalos de 95 % de probabilidad para todos los parámetros estimados
desde 2014 hasta 2018.

2014-2015 2015-2016 2016-2017 2017-2018
Inf Med Sup Inf Med Sup Inf Med Sup Inf Med Sup

β1 0,268 0,644 0,935 0,180 0,717 0,990 0,306 0,671 0,970 0,211 0,722 0,976
β2 0,020 0,091 0,138 0,032 0,076 0,119 0,033 0,104 0,129 0,030 0,069 0,112
β3 0,009 0,033 0,059 0,012 0,031 0,057 0,011 0,032 0,067 0,016 0,045 0,079
β4 0,045 0,115 0,173 0,045 0,101 0,167 0,039 0,094 0,164 0,033 0,106 0,188
ρ 0,050 0,074 0,112 0,043 0,074 0,113 0,029 0,052 0,104 0,032 0,066 0,108
φ 3,072 3,829 4,215 2,886 3,518 4,167 2,923 3,775 4,427 2,873 3,646 4,442
γ1 0,684 1,392 1,918 0,388 1,448 1,924 0,602 1,476 1,978 0,566 1,486 1,909
γ2 0,377 1,476 1,986 0,586 1,305 1,944 0,722 1,793 1,994 0,597 1,309 1,966
γ3 0,384 1,305 1,962 0,520 1,245 1,951 0,379 1,050 1,950 0,556 1,385 1,981
γ4 0,594 1,414 1,958 0,610 1,269 1,956 0,492 1,126 1,897 0,420 1,244 1,963
ω1 0,061 0,188 0,247 0,029 0,121 0,235 0,050 0,144 0,240 0,029 0,111 0,242
ω2 0,012 0,054 0,205 0,017 0,088 0,206 0,002 0,011 0,114 0,037 0,122 0,226
ω3 0,009 0,060 0,204 0,013 0,073 0,202 0,018 0,084 0,210 0,003 0,027 0,164
ω4 0,007 0,061 0,205 0,012 0,067 0,195 0,012 0,068 0,196 0,003 0,027 0,179
κ 0,018 0,027 0,110 0,033 0,046 0,124 0,029 0,041 0,131 0,030 0,043 0,129

Una función que incluye la información completa acerca del proceso de transmisión es la fuerza de infección
definida en la ecuación (3.1). A partir de las muestras de la distribución posterior de los parámetros
podemos estimar la mediana de λk(t) para cada grupo, que se muestra en las figuras 5.17-5.20. A pesar
de que para algunos periodos los niños menores de 5 años tienen una recuperación más rápida que los
demás, nuestro modelo describe que este grupo tiene la mayor fuerza de infección seguida por niños entre
5 y 19 años. Por otra parte, se estimó que durante algunos años los adultos mayores se recuperan más
lento que los demás individuos, sin embargo, sabemos que su probabilidad de infección es baja, el tiempo
de inmunidad es de los mayores y que realizan menos actividades sociales; lo cual se puede comprobar en
la matriz de contactos C en la tabla 5.5, cuya proporción de contactos asociada al grupo 4 es menor con
respecto a los otros grupos de edades. En consecuencia, nuestras estimaciones lo colocan en los grupos
con menos fuerza de infección.
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(a) 2000-2001 (b) 2001-2002

(c) 2002-2003 (d) 2003-2004

Figura 5.17: El eje horizontal corresponde al número de semanas, como se comentó al inicio de la sección
5.2. Estimación de la mediana posterior de la fuerza de infección, como se define en la ecuación (3.1),
obtenida utilizando los datos de periodo correspondiente.
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(a) 2004-2005 (b) 2005-2006

(c) 2006-2007 (d) 2007-2008

Figura 5.18: El eje horizontal corresponde al número de semanas, como se comentó al inicio de la sección
5.2. Estimación de la mediana posterior de la fuerza de infección, como se define en la ecuación (3.1),
obtenida utilizando los datos del periodo correspondiente.
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(a) 2010-2011 (b) 2011-2012

(c) 2012-2013 (d) 2013-2014

Figura 5.19: El eje horizontal corresponde al número de semanas, como se comentó al inicio de la sección
5.2. Estimación de la mediana posterior de la fuerza de infección, como se define en la ecuación (3.1),
obtenida utilizando los datos del periodo correspondiente.
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(a) 2014-2015 (b) 2015-2016

(c) 2016-2017 (d) 2017-2018

Figura 5.20: El eje horizontal corresponde al número de semanas, como se comentó al inicio de la sección
5.2. Estimación de la mediana posterior de la fuerza de infección, como se define en la ecuación (3.1),
obtenida utilizando los datos del periodo correspondiente.
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5.2.2. Cálculo del número de reemplazo

Dos importantes parámetros en la epidemioloǵıa es el número reproductivo básico R0 y el número de
reemplazo Re(t). Ambos son valores umbrales, que dependen completamente de los parámetros del modelo,
utilizados para determinar la severidad que un brote epidémico puede tener. Estos valores ayudan a medir
si cierto brote inicial en una población terminará en una epidemia o se extinguirá. Para obtener más
conocimiento del R0 y su procedimiento para calcularlo se puede consultar [50, 48, 81]. Nuestro interés es
obtener un valor umbral que prediga con algunas semanas de anticipación el brote de mayor incidencia.
Por lo tanto, en este estudio nos concentraremos en el número de reemplazo: Re(t) definido en [49]
como el número promedio de infecciones secundarias producidas por una persona infectada durante todo
el periodo infeccioso al tiempo t. Note que el número de reemplazo Re(t) cambia en función del tiempo t
a medida que la enfermedad evoluciona después de la invasión inicial. Es esperable por lo tanto que este
valor disminuya en caso de que se implemente medidas de control como cuarentena o vacunación. O bien,
aumente en caso de que crezca el número de casos.

Re(t) = R0
S(t)

N(t)
(5.2)

El número de reemplazo es siempre menor o igual al número reproductivo básico [82]. Esto se deduce
fácilmente ya que la fracción de susceptibles S(t)/N(t) es siempre menor o igual que 1:

Re(t) ≤ R0

Podemos encontrar en la literatura [79, 78, 77, 76, 75] otra manera de encontrar este número reproductivo
dependiente del tiempo. Se denota como R̂. Los autores implementan un método para estimar una variable
clave que informe sobre el potencial de transmisión de una enfermedad e indique el número esperado de
transmisiones secundarias, a partir del número de casos reportados. Siguiendo a [78] se le llama número
de reproducción efectivo a el número promedio de casos secundarios por caso primario en el tiempo t
y se define como 3:

R̂(t) =

(
It+1

It

)1/n

(5.3)

donde It es el número de casos de incidencia en el tiempo t y n es llamado factor de corrección t́ıpicamente
tomado como 1.
Usando la definición dada en [78] y las medianas posteriores de los parámetros reportadas en las tablas 5.6
y 5.7, podemos ver en las figuras 5.21-5.27 los números efectivos para cada grupo comparado con los datos
del periodo correspondiente. En la literatura [70, 74] se ha reportado el valor del R0 de los datos total de
IRAS de SLP mostrados en la gráfica 3.4, sin separarlos por grupo de edad. En [74] han estimado que el
R0 vaŕıa entre 1.7 y 3.2. En [70] usaron la función EstimateR del paquete EpiEstim del software R para
estimar el R0 y sus valores oscilaban entre 1.0012 y 1.0078. Es claro que estos valores son muy diferentes
y, en caso de [74] son valores mayores a las estimaciones presentadas en esta tesis, sin embargo, esto no es
de extrañarse por dos importantes razones. Recordemos que por definición el número reproductivo básico
es un valor mayor que el número de reemplazo. Por otro lado, el R0 estimado en [70, 74] fue usando el
total de IRAS por periodos menores a 52 semanas y nuestras estimaciones fueron a partir de los datos de
IRAS separados por grupo de edades y por un periodo anual de 52 semanas, iniciando en la semana 30
y terminando en la semana 52 del año siguiente. Una de las principales e importantes ventajas que tiene
nuestra estimación de R̂(t) es que su valor excede a 1 y alcanza su valor máximo aproximadamente entre
10 y 15 semanas antes a la semana de mayor incidencia (o bien, podemos llamarla semana pico como se
mencionó en la sección 3.1). En todos los periodos la semana pico ocurre entre la semana 20 y 30 (entre
la segunda semana de diciembre y la última de febrero). Esta predicción de la semana pico se logra en
todos los periodos. Sin embargo, un aspecto que no predice nuestra estimación del R̂(t) es la magnitud
del brote. Vemos que en la mayoŕıa de los R̂(t) estimados su valor máximo es cercano a 1.1. No ocurre
que para valores más grandes (o más chicos) de R̂(t) el tamaño del brote es mayor (o menor). Esto no
es de extrañarse si observamos que la mediana posterior del modelo no logra ajustarse a los valores más

3La definición de R̂(t) coincide con Re(t), la diferencia de ambos es la manera de calcularse.
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altos de incidencia en ninguno de los periodos (ver figura 5.1 - 5.4) lo cual ocurre porque son valores fuera
de la media y se presentan durante pocas semanas. El modelo es capaz de describir el patrón general y
promedio que toman las IRAS por semana pero no puede tomar valores extremos fuera de la media.
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(a) 2001-2002

(b) 2002-2003

Figura 5.21: El eje horizontal corresponde al número de semanas, como se comentó al inicio de la sección
5.2. En la ventana superior está el número efectivo definido en la ecuación (5.3) usando la mediana posterior
del modelo del periodo. En la ventana inferior los datos de IRAS del año correspondiente separado por
grupo de edad.
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(a) 2003-2004

(b) 2004-2005

Figura 5.22: El eje horizontal corresponde al número de semanas, como se comentó al inicio de la sección
5.2. En la ventana superior está el número efectivo definido en la ecuación (5.3) usando la mediana posterior
del modelo del periodo. En la ventana inferior los datos de IRAS del año correspondiente separado por
grupo de edad.
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(a) 2005-2006

(b) 2006-2007

Figura 5.23: El eje horizontal corresponde al número de semanas, como se comentó al inicio de la sección
5.2. En la ventana superior está el número efectivo definido en la ecuación (5.3) usando la mediana
posterior del modelo del periodo. En la ventana inferior los datos de IRAS del año correspondiente.
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Figura 5.24: El eje horizontal corresponde al número de semanas, como se comentó al inicio de la sección
5.2. En la ventana superior está el número efectivo definido en la ecuación (5.3) usando la mediana
posterior del modelo del periodo. En la ventana inferior los datos de IRAS del año 2007-2008.

Se ha presentado una forma simple pero frecuentemente utilizada para encontrar el número reproductivo
efectivo. Para llevar el control de un brote o una epidemia, como es la del COVID-19, se han utilizado
otras metodoloǵıas para encontrar este número. En [77] se presenta el uso de la paqueteŕıa EpiEstim,
desarrollada en el software estad́ıstico R para estimar el número de reproducción instántaneo al tiempo t
durante los brotes de enfermedades infecciosas utilizando el número de casos nuevos por unidad de tiempo
aśı como la distribución del intervalo serial (tiempo transcurrido entre el comienzo de śıntomas del primer
infectado y el comienzo de śıntomas del segundo). [18, 17, 15, 16] son algunos de los recientes trabajos
que han utilizado esta herramienta para controlar los brotes de COVID-19 en distintas partes del mundo.

5.3. Segunda versión del modelo 1

En la sección 5.2 se comentaron algunas razones por las cuales los parámetros omega no son tan identifica-
bles a partir de los datos de incidencia, en consecuencia se recomendó realizar la estimación de parámetros
dejando a estos fijos. Adicionalmente, en la sección 4.1.2 se propusieron valores para fijar ω2, ω3, ω4 ba-
sado en el juicio de experto y bibliograf́ıa. Por lo tanto, en esta sección se presentarán los resultados de
realizar la estimación de los parámetros ρ, φ, κ, ω1, βk y γk, fijando a ω2, ω3 y ω4.
El objetivo de esta sección es observar cambios en la forma de las distribuciones posteriores. En efecto, con
esta propuesta se obtuvieron distribuciones posteriores marginales de los parámetros con menor variabi-
lidad alrededor de la moda (ver gráficas 5.28-5.35). Únicamente en los periodos 2004-2005 y 2014-2015 se
observa cierta tendencia a generarse un comportamiento bimodal. Mediante las distribuciones posteriores
de los parámetros estimados se observa que estos cumplen los mismos patrones obtenidos en la sección
5.2.
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(a) 2011-2012

(b) 2012-2013

Figura 5.25: El eje horizontal corresponde al número de semanas, como se comentó al inicio de la sección
5.2. En la ventana superior está el número efectivo definido en la ecuación (5.3) usando la mediana
posterior del modelo del periodo. En la ventana inferior los datos de IRAS del año correspondiente.
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(a) 2013-2014

(b) 2014-2015

Figura 5.26: El eje horizontal corresponde al número de semanas, como se comentó al inicio de la sección
5.2. En la ventana superior está el número efectivo definido en la ecuación (5.3) usando la mediana
posterior del modelo del periodo. En la ventana inferior los datos de IRAS del año correspondiente.
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(a) 2015-2016

(b) 2016-2017

Figura 5.27: El eje horizontal corresponde al número de semanas, como se comentó al inicio de la sección
5.2. En la ventana superior está el número efectivo definido en la ecuación (5.3) usando la mediana
posterior del modelo del periodo. En la ventana inferior los datos de IRAS del año correspondiente.
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(a) 2001-2002

(b) 2002-2003

Figura 5.28: Los histogramas azules representan las estimaciones emṕıricas de las distribuciones posteriores mar-
ginales. Las ĺıneas rojas corresponden a las distribuciones a priori para cada parámetro del modelo 1.
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(a) 2003-2004

(b) 2004-2005

Figura 5.29: Los histogramas azules representan las estimaciones emṕıricas de las distribuciones posteriores mar-
ginales. Las ĺıneas rojas corresponden a las distribuciones a priori para cada parámetro del modelo 1.
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(a) 2005-2006

(b) 2006-2007

Figura 5.30: Los histogramas azules representan las estimaciones emṕıricas de las distribuciones posteriores mar-
ginales. Las ĺıneas rojas corresponden a las distribuciones a priori para cada parámetro del modelo 1.
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Figura 5.31: Periodo 2007-2008. Los histogramas azules representan las estimaciones emṕıricas de las distribu-
ciones posteriores marginales. Las ĺıneas rojas corresponden a las distribuciones a priori para cada parámetro del
modelo 1.
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(a) 2011-2012

(b) 2012-2013

Figura 5.32: Los histogramas azules representan las estimaciones emṕıricas de las distribuciones posteriores mar-
ginales. Las ĺıneas rojas corresponden a las distribuciones a priori para cada parámetro del modelo 1.
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(a) 2013-2014

(b) 2014-2015

Figura 5.33: Los histogramas azules representan las estimaciones emṕıricas de las distribuciones posteriores mar-
ginales. Las ĺıneas rojas corresponden a las distribuciones a priori para cada parámetro del modelo 1.
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(a) 2015-2016

(b) 2016-2017

Figura 5.34: Los histogramas azules representan las estimaciones emṕıricas de las distribuciones posteriores mar-
ginales. Las ĺıneas rojas corresponden a las distribuciones a priori para cada parámetro del modelo 1.
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Figura 5.35: Los histogramas azules representan las estimaciones emṕıricas de las distribuciones posteriores mar-
ginales. Las ĺıneas rojas corresponden a las distribuciones a priori para cada parámetro del modelo 1. Periodo
2017-2018.

Aśı mismo se presentan los intervalos de 95 % de probabilidad de los parámetros estimados en las tablas
5.10, 5.11, 5.12 y 5.13. En consecuencia se puede ver que dinámica entre grupos se mantiene siendo los
miembros del primer grupo los principales dispersores de los virus respiratorios. Con el propósito de no
ser repetitiva no se presenta la gráfica de la función fuerza de infección λk(t), los números reproductivos
efectivos Rt ni la comparación entre los datos de IRAS por grupo y la mediana posterior del modelo con
su banda de probabilidad ya que su comportamiento es similar a los resultados obtenidos en la sección
5.2. La muestra de los valores tomados por los parámetros estimados mediante el MCMC se presentan en
las imágenes C.1-C.2.

Tabla 5.10: Mediana posterior y los intervalos de 95 % de probabilidad para todos los parámetros estimados
desde 2000 hasta 2004 para la segunda versión del modelo 1.

2001-2002 2002-2003 2003-2004
Inf Mediana Sup Inf Mediana Sup Inf Mediana Sup

β1 0,103 0,485 0,886 0,267 0,656 0,972 0,288 0,695 0,956
β2 0,035 0,093 0,126 0,056 0,109 0,132 0,057 0,105 0,123
β3 0,021 0,050 0,071 0,016 0,033 0,057 0,020 0,042 0,058
β4 0,087 0,168 0,231 0,055 0,119 0,203 0,079 0,156 0,218
ρ 0,060 0,085 0,146 0,031 0,057 0,092 0,041 0,067 0,091
φ 3,640 4,445 4,754 2,872 4,084 4,813 3,415 4,428 4,794
γ1 0,301 1,117 1,820 0,581 1,396 1,914 0,722 1,531 1,948
γ2 0,669 1,566 1,968 0,973 1,733 1,985 1,036 1,806 1,992
γ3 0,742 1,602 1,984 0,607 1,219 1,929 0,799 1,540 1,971
γ4 0,870 1,532 1,983 0,580 1,204 1,952 0,805 1,491 1,976
ω1 0,050 0,122 0,237 0,033 0,111 0,207 0,041 0,166 0,242
κ 0,028 0,039 0,115 0,021 0,030 0,099 0,024 0,034 0,097
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Tabla 5.11: Mediana posterior y los intervalos de 95 % de probabilidad para todos los parámetros estimados
desde 2004 hasta 2008 para la segunda versión del modelo 1.

2004-2005 2005-2006 2006-2007 2007-2008
Inf Med Sup Inf Med Sup Inf Med Sup Inf Med Sup

β1 0,234 0,682 0,986 0,452 0,730 0,951 0,395 0,819 0,971 0,367 0,842 0,993
β2 0,052 0,103 0,127 0,055 0,111 0,130 0,077 0,116 0,129 0,059 0,105 0,122
β3 0,016 0,040 0,058 0,019 0,042 0,057 0,029 0,046 0,057 0,017 0,041 0,056
β4 0,065 0,165 0,220 0,074 0,147 0,212 0,056 0,157 0,191 0,064 0,137 0,180
ρ 0,038 0,058 0,090 0,048 0,068 0,089 0,044 0,059 0,095 0,037 0,056 0,084
φ 3,047 3,873 4,442 3,790 4,520 4,858 2,968 3,761 4,144 3,199 3,860 4,443
γ1 0,610 1,443 1,972 1,011 1,623 1,972 0,778 1,774 1,987 0,857 1,638 1,932
γ2 0,919 1,695 1,983 0,981 1,797 1,993 1,337 1,876 1,995 1,038 1,798 1,991
γ3 0,633 1,549 1,982 0,743 1,576 1,982 1,183 1,756 1,991 0,678 1,563 1,987
γ4 0,666 1,588 1,985 0,784 1,450 1,975 0,661 1,702 1,984 0,754 1,576 1,972
ω1 0,048 0,120 0,226 0,077 0,165 0,242 0,040 0,188 0,247 0,074 0,141 0,231
κ 0,016 0,024 0,096 0,022 0,031 0,088 0,021 0,029 0,084 0,023 0,032 0,081

Tabla 5.12: Mediana posterior y los intervalos de 95 % de probabilidad para todos los parámetros estimados
desde 2010 hasta 2014 para la segunda versión del modelo 1.

2010-2011 2011-2012 2012-2013 2013-2014
Inf Med Sup Inf Med Sup Inf Med Sup Inf Med Sup

β1 0.335 0.679 0.957 0.450 0.791 0.988 0.347 0.689 0.985 0.445 0.777 0.981
β2 0.069 0.113 0.133 0.066 0.108 0.126 0.061 0.114 0.129 0.056 0.105 0.129
β3 0.021 0.045 0.060 0.020 0.039 0.052 0.018 0.040 0.054 0.017 0.039 0.057
β4 0.084 0.163 0.209 0.061 0.120 0.155 0.057 0.103 0.153 0.053 0.090 0.143
ρ 0.059 0.076 0.099 0.040 0.055 0.078 0.056 0.073 0.111 0.050 0.071 0.096
φ 3.717 4.355 4.627 3.225 3.834 4.241 3.199 3.737 4.123 3.311 3.858 4.253
γ1 0.785 1.521 1.972 1.072 1.618 1.955 0.783 1.432 1.948 0.974 1.574 1.949
γ2 1.146 1.768 1.993 1.139 1.787 1.990 1.104 1.846 1.996 0.935 1.687 1.986
γ3 0.806 1.644 1.986 0.855 1.610 1.982 0.793 1.609 1.976 0.679 1.500 1.971
γ4 0.895 1.644 1.982 0.849 1.594 1.978 0.782 1.388 1.967 0.798 1.299 1.955
ω1 0.079 0.189 0.247 0.095 0.181 0.245 0.066 0.163 0.242 0.099 0.179 0.244
κ 0.018 0.025 0.074 0.018 0.025 0.069 0.018 0.025 0.079 0.025 0.034 0.082

Tabla 5.13: Mediana posterior y los intervalos de 95 % de probabilidad para todos los parámetros estimados
desde 2014 hasta 2018 para la segunda versión del modelo 1.

2014-2015 2015-2016 2016-2017 2017-2018
Inf Med Sup Inf Med Sup Inf Med Sup Inf Med Sup

β1 0.202 0.532 0.917 0.156 0.762 0.985 0.209 0.626 0.965 0.367 0.729 0.980
β2 0.046 0.098 0.128 0.033 0.083 0.120 0.043 0.090 0.112 0.023 0.055 0.108
β3 0.013 0.031 0.057 0.013 0.03 0.053 0,008 0.025 0,063 0.011 0.0411 0.067
β4 0.032 0.084 0.146 0.032 0.086 0.144 0.032 0.077 0.150 0.038 0.091 0.15
ρ 0.050 0.076 0.113 0.045 0.075 0.137 0.034 0.064 0.107 0.045 0.076 0.123
φ 3.166 4.006 4.318 2.620 3.384 4.117 3.161 4.095 4.604 2.752 3.605 4.324
γ1 0.494 1.186 1.833 0.415 1.455 1.928 0.553 1.349 1.911 0.731 1.449 1.947
γ2 0.871 1.619 1.976 0.609 1.446 1.959 0.875 1.737 1.990 0.482 1.033 1.915
γ3 0.596 1.215 1.966 0.594 1.256 1.944 0.286 0.844 1.907 0.464 1.331 1.974
γ4 0.481 1.180 1.945 0.502 1.238 1.935 0.463 1.024 1.895 0.583 1.295 1.960
ω1 0.053 0.180 0.246 0.0423 0.121 0.231 4.180 7.284 18.361 0.035 0.113 0.225
κ 0.017 0.026 0.115 0.033 0.045 0.132 0.035 0.049 0.144 0.030 0.042 0.128

79



5.4. Resultados del modelo 2: incluyendo el efecto vacacional

En esta sección mostramos los resultados de ajustar el modelo SEIRS (3.3) usando la fuerza de infección
definida por la ecuación (3.7), a los datos de las IRAS del periodo 2002-2003, 2003-2004 y 2004-2005.
Estamos interesados en evaluar los cambios en la incidencia de las IRAS al organizar de distinta manera
las semanas de vacaciones escolares.
En este caso el algoritmo se ejecuta durante 2 millones de iteraciones y los primeros 100,000 se descartan
como el burnin. Utilizamos 3996 muestras para construir estimaciones de distribuciones posteriores mar-
ginales, las bandas de probabilidad para la evolución de la infección, entre otras figuras. En las gráficas
(D.1-D.2) se muestran que todos los valores que toma el algoritmo se concentran en la media. Se visitan
otros valores extremos pero a estos se les asigna una probabilidad muy baja, como se puede ver en la
gráfica de los histogramas (5.36-5.37)(b).
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(a) 2002-2003

(b) 2003-2004

Figura 5.36: Los histogramas azules representan las estimaciones emṕıricas de las distribuciones posteriores
marginales. Las ĺıneas rojas corresponden a las distribuciones a priori para cada parámetro. Resultado de
los parámetros estimados correspondientes al modelo 2 para el periodo 2002-2003 (a) y 2003-2004 (b)

81



Figura 5.37: Los histogramas azules representan las estimaciones emṕıricas de las distribuciones posteriores margi-
nales. Las ĺıneas rojas corresponden a las distribuciones a priori para cada parámetro. Resultado de los parámetros
estimados correspondientes al modelo 2 para el periodo 2004-2005
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5.4.1. Rol del grupo de edad en el proceso de transmisión

En las figuras 5.38-5.39 vemos que el modelo puede ajustar los dos brotes de IRAS en los grupos 1 y 2. En
la tabla 5.14 se muestra la mediana posterior y los intervalos de 95 % de probabilidad, de los parámetros
estimados para el segundo modelo, definidos en (4.1). Similar a los resultados obtenidos con el primer
modelo las personas menores de 5 años tienen una mayor probabilidad de infección y permanecen más
tiempo siendo infecciosos, por ende son el grupo de mayor fuerza de infección. El grupo 3 tuvo el menor
riesgo de infección y recuperación en aproximadamente 4.3 d́ıas. Con este modelo encontramos patrones
similares en los roles que posee cada grupo de edad con respecto al primer modelo que no incluye el efecto
vacacional.

Figura 5.38: Modelo SEIRS ajustado usando la ecuación (3.7) para la evolución de la infección desde julio del 2002
a julio 2003 por grupo de edad. Las ĺıneas punteadas negras representan los datos observados. Las ĺıneas continuas
son las estimaciones de la mediana posteriores. Las ĺıneas discontinuas representan las bandas de credibilidad del
95 % para el valor esperado de la infección en cada momento.

.
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(a) 2003-2004

(b)2004-2005

Figura 5.39: Modelo SEIRS ajustado usando la ecuación (3.7) para la evolución de la infección por grupo de
edad. Las ĺıneas punteadas negras representan los datos observados. Las ĺıneas continuas son las estimaciones de la
mediana posteriores. Las ĺıneas discontinuas representan las bandas de credibilidad del 95 % para el valor esperado
de la infección en cada momento.
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Tabla 5.14: Mediana posterior y los intervalos de 95 % de probabilidad para todos los parámetros estimados
desde 2002 hasta 2005.

2002-2003 2003-2004 2004-2005
Inf Mediana Sup Inf Mediana Sup Inf Mediana Sup

β1 0.146 0.702 0.992 0.176 0.648 0.988 0.139 0.568 0.991
β2 0.042 0.108 0.210 0.049 0.149 0.248 0.038 0.115 0.275
β3 0.014 0.041 0.101 0.023 0.057 0.133 0.026 0.065 0.167
β4 0.066 0.160 0.311 0.083 0.191 0.364 0.102 0.234 0.472
Tr 1.929 10.645 29.033 1.708 7.965 28.454 1.067 8.786 27.946
σ 28.822 38.873 39.971 27.168 38.336 39.940 21.473 37.724 39.946
γ1 0.508 1.097 1.975 0.506 0.982 1.925 0.514 0.893 1.714
γ2 0.847 1.791 2.317 0.774 1.836 2.314 0.607 1.465 2.297
γ3 0.926 1.646 2.305 0.930 1.722 2.323 1.010 1.932 2.319
γ4 0.917 1.595 2.301 0.915 1.436 2.287 0.948 1.703 2.307
ω1 0.022 0.055 0.435 0.036 0.084 0.438 0.032 0.087 0.434
Avac 0.180 0.470 0.835 0.292 0.573 0.880 0.266 0.525 0.931
κ 0.032 0.055 0.380 0.032 0.058 0.331 0.029 0.060 0.415
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5.4.2. Impacto de las vacaciones de invierno

Actualmente no se han determinado las semanas de vacaciones en invierno necesarias para reducir los casos
de IRAS en el estado SLP o evitar un segundo brote que ocurre regularmente después del 6 de enero.
Hemos estimado que la reducción de contactos durante las vacaciones escolares de invierno es de al menos
un 18 %, más aún la mediana estimada es de una reducción del casi 57 %, para los grupos 1 y 2. Nos queda
claro que es importante explorar qué sucedeŕıa si las vacaciones establecidas por la SEP fueran diferentes.
En esta sección mostraremos el impacto en la reducción de las IRAS si agregamos 1, 2 o 3 semanas más
al sistema actual de vacaciones. Veremos cuántas semanas son necesarias y si es conveniente adicionar las
semanas en diciembre o en enero. No abordaremos el caso de más de 3 semanas pues consideramos que a
pesar de sus beneficios en la salud pública no seŕıa una propuesta razonable de implementar en nuestro
páıs.
En las figuras 5.40, 5.41 y 5.42(a-b) vemos la trayectoria de I1(t) y I2(t) usando la mediana de los paráme-
tros definidos en la tabla 5.14 los escenarios de vacaciones de invierno (VI) tipo 1, 2, 3 y 4. Las VI tipo 1
corresponde al sistema actual (dos semanas de diciembre y una semana de enero). Mientras que VI tipo
2, tipo 3 y tipo 4 significa agregar 1, 2 y 3 semanas más en enero, respectivamente. Del mismo modo, en
las figuras 5.40.(c-d), 5.41.(c-d) y 5.42.(c-d) vemos los escenarios de VI tipo 5, tipo 6 y tipo 7, los cuales
consisten en agregar 1, 2 y 3 semanas más en diciembre, respectivamente. En la tabla 5.15 se encuentra una
descripción cada tipo de escenario de vacaciones de invierno, indicando cuándo iniciaŕıan y finalizaŕıan,
aproximadamente.

Tabla 5.15: Descripción del inicio y fin aproximado, aśı como el número de semanas que tendŕıa el tipo
de vacaciones de invierno propuesto.

Inicia Finaliza N. de semanas N. semanas extra
Tipo 1 semana 51 semana 1 2-3 0
Tipo 2 semana 51 semana 2 3-4 1
Tipo 3 semana 51 semana 3 4-5 2
Tipo 4 semana 51 semana 4 5-6 3
Tipo 5 semana 50 semana 1 3-4 1
Tipo 6 semana 49 semana 1 4-5 2
Tipo 7 semana 48 semana 1 5-6 3
Tipo 8 semana 50 semana 3 5-6 3
Tipo 9 semana 49 semana 2 5-6 3
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Figura 5.40: Datos de IRAS y solución numérica del modelo (3.3) y (3.7) utilizando la mediana de los parámetros

registrados en la tabla 5.14 del periodo 2002-2003. Escenarios de las vacaciones de invierno (Vac. Inv.). En la parte

superior se presenta los escenarios Tipo 1, 2, 3 y 4 del grupo 1 y del grupo 2. En la parte inferior se presenta los

escenarios Tipo 1, 5, 6 y 7 del grupo 1 y del grupo 2..
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Figura 5.41: Datos de IRAS y solución numérica del modelo (3.3) y (3.7) utilizando la mediana de los parámetros

registrados en la tabla 5.14 del periodo 2003-2004. Escenarios de las vacaciones de invierno (Vac. Inv.). En la parte

superior se presenta los escenarios Tipo 1, 2, 3 y 4 del grupo 1 y del grupo 2. En la parte inferior se presenta los

escenarios Tipo 1, 5, 6 y 7 del grupo 1 y del grupo 2..
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Figura 5.42: Datos de IRAS y solución numérica del modelo (3.3) y (3.7) utilizando la mediana de los parámetros

registrados en la tabla 5.14 del periodo 2004-2005. Escenarios de las vacaciones de invierno (Vac. Inv.). En la parte

superior se presenta los escenarios Tipo 1, 2, 3 y 4 del grupo 1 y del grupo 2. En la parte inferior se presenta los

escenarios Tipo 1, 5, 6 y 7 del grupo 1 y del grupo 2..
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La fórmula 5.4 nos da la cantidad de prevalencia acumulada del grupo k, (k = 1, 2), durante las 52 semanas
del periodo. Se calcula bajo los diferentes tipos de vacaciones.

52∑
i=1

Ik(ti) (5.4)

Mencionaremos las dos principales ventajas que tienen los sistemas de vacaciones propuestos. En primer
lugar está la reducción de casos. La tablas 5.16-5.18 muestran el porcentaje reducido en IRAS en cada
esquema de vacaciones con respecto al esquema actual. Es notable que con solo una semana más de
vacaciones agregadas, se reduce entre un 6 y 8 % de los casos de IRAS. Está claro que el mejor escenario
es agregar 3 semanas más de vacaciones, esto reduce entre un 20 y 21 % de los casos.

Tabla 5.16: Porcentaje de reducción de prevalencia acumulada del periodo 2002-2003 usando la ecuación
(5.4) en el grupo 1 y el grupo 2 que explora los escenarios de VI tipo 2, 3, 4, 5, 6 y 7 con respecto a las
VI tipo 1.

Tipo 2 Tipo 3 Tipo 4 Tipo 5 Tipo 6 Tipo 7
% G1 2.59 5.28 8.021 2.12 4.23 6.36
% G2 4.61 8.91 12.88 4.43 8.57 12.44
Total 7.21 14.20 20.90 6.56 12.81 18.81

Tabla 5.17: Porcentaje de reducción de incidencia acumulada del periodo 2003-2004 usando la ecuación
(5.4) en el grupo 1 y el grupo 2 que explora los escenarios de VI tipo 2, 3, 4, 5, 6 y 7 con respecto a las
VI tipo 1.

Tipo 2 Tipo 3 Tipo 4 Tipo 5 Tipo 6 Tipo 7
% G1 2.384 4.967 7.738 2.002 4.098 6.308
% G2 4.184 8.266 12.245 3.808 7.420 10.876
% Total 6.569 13.234 19.983 5.811 11.519 17.184

Tabla 5.18: Porcentaje de reducción de incidencia acumulada del periodo 2004-2005 usando la ecuación
(5.4) en el grupo 1 y el grupo 2 que explora los escenarios de VI tipo 2, 3, 4, 5, 6 y 7 con respecto a las
VI tipo 1.

Tipo 2 Tipo 3 Tipo 4 Tipo 5 Tipo 6 Tipo 7
Tipo 2 Tipo 3 Tipo 4 Tipo 5 Tipo 6 Tipo 7

% G1 2.87 5.88 8.99 2.50 5.06 7.70
% G2 4.82 9.42 13.77 4.48 8.72 12.76
% Total 7.69 15.30 22.76 6.98 13.78 20.47

Agregar 3 semanas en enero (tipo 4) o diciembre (tipo 7) parece tener un impacto similar en términos
de reducción de casos de IRAS, sin embargo, si vemos la figura 5.40-5.42, observamos que los esquemas
5, 6 y 7 lograŕıan disminuir el tamaño del primer brote pero no tanto del segundo. Lo cual es esperado
dado que el regreso a clases seŕıa aproximadamente en la segunda semana de enero; temporada en que se
registran las temperaturas más bajas, en promedio.
En segundo lugar, disminuir el tamaño de la curva del primer y segundo brote, aśı como retrasar la
aparición del segundo brote provoca que existan menos casos de infectados por semana, en consecuencia,
se evita la saturación de servicios médicos y hospitalarios. En efecto, al ver las figuras 5.40-5.42, se observa
que en el grupo 2 existe un retraso más evidente del segundo brote. Por otra parte, como es de esperar
las VI tipo 2, 3 y 4 no impactan en el primer brote pero lograŕıan retrasar y casi desaparecer la aparición
del segundo brote en ambos grupos (ver figura 5.40).
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Debido al análisis anterior, hemos observado que se logra mayor disminuición al agregar 3 semanas al
sistema de vacaciones actual. La pregunta ahora será cuál es la mejor manera de distribuir las 3 semanas
adicionales entre diciembre y enero, para lo cual exploramos a continuación dos escenarios más de VI:
tipo 8 y 9, y los comparamos con las VI tipo 4 y 7 puesto que son esquemas que también corresponden
a agregar 3 semanas. Las VI tipo 8 consisten en agregar 2 semanas a enero y agregar una semana a
diciembre. Esto seŕıa comenzar las vacaciones en la semana número 50 y finalizar en la semana 3 del año
siguiente. Finalmente, las VI tipo 9 consisten en agregar 2 semanas a diciembre y una semana adicional
a enero, es decir, comenzaŕıan en la semana 49 del año y finalizaŕıan en la semana 2 del siguiente año.
La tabla 5.15 resume los escenarios de vacaciones. La gráfica 5.43 muestra la trayectoria de infectados del
grupo 1 y 2 en los escenarios de vacaciones nuevos 8 y 9; y los tipo 4 y 7.
La figura 5.43 muestra los datos de IRAS y los escenarios de VI comentados en el párrafo anterior para los
tres periodos analizados con el segundo modelo. Se utilizó la mediana de los parámetros que se muestran
en la tabla 5.14. A simple vista es complicado decidir y valorar cuál de todos los esquemas observados es
el más conveniente. Por lo tanto, mostramos en las tablas 5.19-5.21 el porcentaje reducido en prevalencia
acumulada en cada uno de los escenarios de VI usando la fórmula (5.4). Podemos ver que el porcentaje
reducido de IRAS en cada escenario de vacaciones es muy similar. En los tres periodos estudiados se
concluye que es mejor retrasar el regreso a clases 3 semanas, o bien, que las vacaciones inicien una semana
antes y finalicen dos después de lo que actualmente ocurre. Es importante mencionar que los resultados
demuestran que estos cambios del esquema vacacional impacta más en el segundo grupo (5-19); lo cual
puede ocurrir porque las actividades sociales del total de individuos en esta clase de edad se veŕıan
afectadas. En cambio, el primer grupo (0-4) incluye un porcentaje de niños menores de 3 años que no van
a la escuela o guardeŕıa aśı que las vacaciones no afectaŕıan sus contactos.
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(a) 2002-2003

(b) 2003-2004

(c) 2004-2005

Figura 5.43: Datos de IRAS y solución numérica del modelo (3.3) y (3.7) utilizando la mediana de los parámetros

registrados en la tabla 5.14 del periodo 2002-2003, 2003-2004 y 2004-2005. Escenarios de las vacaciones de
invierno (Vac. Inv.) tipo 4, 7, 8 y 9.
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Tabla 5.19: Porcentaje de reducción de incidencia acumulada anual explorando los escenarios de VI tipos
4, 8, 9 y 7 con respecto al tipo 1 del periodo 2002-2003.

Tipo 4 Tipo 8 Tipo 9 Tipo 7
% G1 8.13 7.00 7.93 7.54
% G2 12.69 13.50 13.46 13.72
% Total 20.83 20.51 21.4053 21.26

Tabla 5.20: Porcentaje de reducción de incidencia acumulada anual explorando los escenarios de VI tipos
4, 8, 9 y 7 con respecto al tipo 1 del periodo 2003-2004.

Tipo 4 Tipo 8 Tipo 9 Tipo 7
% G1 7.73 6.30 7.20 6.71
% G2 12.24 10.87 12.02 11.55
% total 19.98 17.18 19.22 18.26

Tabla 5.21: Porcentaje de reducción de incidencia acumulada anual explorando los escenarios de VI tipos
4, 8, 9 y 7 con respecto al tipo 1 del periodo 2004-2005.

Tipo 4 Tipo 8 Tipo 9 Tipo 7
% G1 8.99 7.70 8.59 8.15
% G2 13.77 12.76 13.73 13.38
% Total 22.76 20.47 22.33 21.53
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

Uno de los objetivos de esta tesis es comprender el papel que tiene la edad del invidividuo infeccioso en
la propagación de las infecciones respiratorias mediante la estimación de parámetros relacionados con la
dinámica de transmisión. Además nos interesa determinar el impacto que tiene el sistema de vacaciones
de invierno de la SEP en los casos de incidencia y la generación de los dos brotes que se observaron en
las series de tiempo (figuras 3.1, 3.2. Finalmente explorar otros escenarios de vacaciones y valorar cuál
de estos disminuyen más el número de casos. Para los propósitos planteados inicialmente se propuso un
modelo multigrupo determinista SEIRS con mezcla heterogénea entre grupos que considera la proporción
de contactos entre grupos. Se eligió un enfoque bayesiano para realizar la inferencia utilizando datos de
IRAS agrupados por clase de edad, de San Luis Potośı, México desde el 2000 a 2018.

1. Para el primer objetivo, nos centramos en cuatro caracteŕısticas de cada grupo de edad: la pro-
babilidad de infección (βk), el tiempo promedio que un individuo permanece infeccioso (1/γk), el
tiempo promedio que un individuo permanece inmune (1/ωk), y la fuerza de infección (λk(t)), que
puede verse como una función de los otros parámetros. Del proceso de estimación, espećıficamente
las tablas 5.6-5.7 y las figuras 5.17-5.18, vimos que los niños menores de cinco años tienen la mayor
probabilidad de infección (con una mediana posterior de 0.66), el tiempo de inmunidad más bajo
(alrededor de cinco semanas) y mayor tiempo de recuperación (hasta dos semanas); en general, la
mayor fuerza de infección. En otras palabras, el grupo de niños (0-4) es más propenso a enfermarse,
permanecer infeccioso por periodos más grandes de tiempo y se reinfecta más rápidamente. Todo
esto nos lleva a plantear la hipótesis de que los niños menores de 5 años son los principales pro-
pagadores de las infecciones respiratorias agudas en la población de San Luis Potośı entre 2000 y
2018.

Por otro lado, el grupo de adultos jóvenes (20-59) es el que más difiere del grupo de niños pequeños ya
que este tiene la menor probabilidad de infección (con una mediana posterior de 0.04), el tiempo de
inmunidad más grande (alrededor de 18 semanas), en la mayoŕıa de los periodos estudiados presenta
un tiempo de recuperación más bajo (menos de una semana) y la menor fuerza de infección. Significa
que el grupo de adultos jóvenes no se enferma con frecuencia, permanece infeccioso solo unos pocos
d́ıas y se mantiene saludable por periodos más largos. Entonces, es razonable concluir que el grupo
de adultos jóvenes es el que menos contribuye a la propagación de esta clase de infecciones.

Aunque mencionamos estimaciones puntuales para comparar las caracteŕısticas de estos dos grupos
de edad, las distribuciones posteriores para cada parámetro respaldan nuestras afirmaciones sobre
las diferencias entre los niños pequeños y los adultos jóvenes. La inferencia nos da la información
adicional de conocer el intervalo de valores probables para los parámetros y su distribución de
probabilidad. Esta información es bastante útil en caso de toma de decisiones sobre tratamientos,
vacunas, entre otras, en donde es valioso conocer a cuáles parámetros darle mayor importancia.

El modelo se ajusta a los datos razonablemente bien, sin embargo, no puede predecir la disminución
de casos reportados durante el fin e inicio de cada año. Una posible explicación para este compor-
tamiento en los datos es que la cáıda en los casos reportados no se asocia a un aspecto biológico
del proceso infeccioso o a una interacción ecológica entre virus y bacterias circulantes que causan
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enfermedades respiratorias, sino a una disminución del número de contactos entre grupos de edad
escolar. Justamente observamos que es un patrón repetitivo cada año que solo parece afectar a los
individuos que reducen sus actividades durante esas tres semanas de vacaciones (grupo 1 y 2). Otro
aspecto que se observa de los datos que nos ayudan a sostener esta hipótesis es que al finalizar las
vacaciones de invierno, se observa un aumento en los registros de IRAS. En conclusión, para describir
el efecto de las vacaciones necesitamos un modelo más flexible que incluya otros aspectos reales que
intervienen en el proceso de tranmisión como los cambios en la tasa de contacto y la temperatura.

2. Para el segundo objetivo se propuso otro modelo que incorporará más datos reales del fenómeno,
en donde la nueva tasa de transmisión definida en la ecuación (3.7) incluyera información de la
temperatura media semanal y una proporción de contactos dependiente del tiempo. Se definió una
matriz C(t) que asocia en época escolar el mismo valor registrado en la tabla (5.5) y en época de
vacaciones se reduce una cantidad denotada por Avacaciones.

Sabemos que existe una fuerte interrelación entre la propagación de una enfermedad infecciosa y el
comportamiento humano [1, 2]. Las conductas tomadas por los individuos frente a un brote están
muy influenciadas por los medios de comunicación, creencias personales, normas oficiales del páıs,
etc. Por lo tanto, es importante y necesario conocer cuáles medidas preventivas son las mejores
para ofrecer indicaciones a la población de manera clara y segura. Las medidas preventivas no
farmacéuticas han demostrado ser muy eficaces en la disminuición de casos nuevos hasta el punto
de acabar la epidemia [3, 4, 5, 6, 7]. Ejemplo de estas son la cuarentena de casos sospechosos,
cierre de escuelas, disminución del uso de transporte público, cancelación de eventos que puedan
generar aconglomeraciones de personas, etc. Decidir cuándo iniciar y finalizar con estas medidas son
claves en el desarrollo de un brote. Los modelos matemáticos son una invaluable herramienta para
experimentar y evaluar estas medidas sin poner en riesgo la salud de los individuos.

Si observamos los datos del clima en la figura 3.9.(b), al inicio de año es cuando se registran las
temperaturas más bajas. Coincide con el fin de las vacaciones escolares y la aparición del segundo
brote de IRAS en los grupos 1 y 2 (ver figura 3.1, 3.2). Por otra parte, las vacaciones de verano
son de aproximadamente 7 semanas (entre la semana del año 27 y 34); es cuando se registran altas
temperaturas. Estudios han identificado a la temperatura absoluta como uno de los principales
predictores climáticos de epidemias de influenza en regiones templadas del mundo [8, 9, 10]. Aśı
mismo, Noyola et al. en [11] atribuyeron el exceso en los casos nuevos de IRAS de SLP durante la
temporada del 2003-2004, a la circulación del virus de la influenza. Justamente en la estación de
invierno. Dado lo expuesto anteriormente, nos planteamos la hipótesis de que el sistema de vacaciones
de invierno que tiene la SEP actualmente puede cambiarse estratégicamente buscando un nuevo
acomodo entre las vacaciones de invierno y verano de manera que se disminuyan los contactos de
los individuos en edad escolar durante la temporada cuando se espera que haya temperaturas más
bajas.

Para responder a estas inquietudes, del segundo modelo nos concentramos en estimar los siguientes
parámetros: βk probabilidad de infección, γk tasa de recuperación, ω1 tasa de inmunidad del grupo
1, σ y Tr que son parámetros de la función h, κ parámetro de sobredispersión de la función de
verosimilitud y Avacaciones que corresponde a la proporción de contactos que se disminuye durante
las vacaciones. Nuestras estimaciones aproximaron una reducción entre un 52 y 79 % en los contactos
entre los grupos de edad escolar. La exploración de varios esquemas de VI muestra que aumentar 3
semanas de vacaciones podŕıa reducir entre un 22 y 26 % los casos de incidencia acumulada, retrasar y
casi desaparecer un segundo brote, especialmente para el grupo 2. En segundo lugar de conveniencia,
se encuentra el esquema de VI tipo 8, el cual consiste en aumentar 2 semanas en enero y una en
diciembre (aproximadamente del 15 de diciembre al 15 de enero). Las exploraciones realizadas con
los periodos 2002-2003, 2003-2004 y 2004 -2005 muestran que los cambios en el esquema vacacional
impacta más al segundo grupo; lo cual es esperado puesto que solo una parte de la población del
grupo 1 (0-4) cambiaŕıa sus actividades sociales debido a las vacaciones escolares. Estos hallazgos
no son concluyentes debido a que la muestra de años tomado es pequeña, sin embargo, sugiere
que con pequeñas modificaciones se puede lograr impactar positivamente en la salud pública. Estas
estimaciones podŕıan ser más precisas si se estima el porcentaje de reducción de contactos asociado
a cada grupo de edad, para todos los periodos.
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Ambos modelos toman en cuenta varios aspectos importantes sobre el proceso de transmisión de las IRAS
como lo es considerar una probabilidad de infección, la tasa de recuperación, mortalidad e inmunidad
dependiente del grupo de edad. Además asume una trasmisión heterogénea al utilizar los datos del estudio
POLYMOD [2], el cual está ampliamente aceptado y utilizado para realizar investigaciones sobre el papel
que tienen los contactos en los procesos de transmisión de enfermedades infecciosas. De esta manera nuestro
modelo toma en cuenta la proporción de contactos que se realizan entre los grupos de edad aportando más
realismo biológico. Consideramos importante explorar otras matrices de contacto de estudios realizados
en páıses cuyos comportamientos sociales y culturales sean más comparables con los de México con el
objetivo de validar nuestros modelos y valorar mejores ajustes a los datos.
Para reducir la complejidad de nuestro modelo se consideró un solo parámetro de sobredispersión de la
función de verosimilitud. Para futuras investigaciones este aspecto se puede mejorar obteniendo de los
datos la sobredispersión que presenta cada año por separado e incluir esta información en el modelo. Esto
aportará dos cuestiones positivas: reducir la cantidad de parámetros a estimar e incluir mayor información
de los datos al proceso de ajuste del modelo.
Por otra parte, sabemos que la gran variedad de virus y bacterias que provocan IRAS pasan un periodo de
tiempo en incubación antes de que el individuo portador sea infeccioso, por lo que es importante tomar en
cuenta este retraso entre el estado susceptible e infectado. Sin embargo, el tiempo de latencia puede variar
entre 3 d́ıas hasta 2 semanas según el patógeno causante. Incluso, se pueden encontrar diferencias del
periodo de incubación que tiene un mismo patógeno en distintos organismos. Por lo tanto, consideramos
una buena aproximación una tasa de latencia fija a una semana para cada grupo de edad.
Parte de nuestras hipótesis importantes es que supusimos tasas de recuperación, inmunidad y de enveje-
cimiento con distribución exponencial. Algunos autores han mencionado que esta distribución no es real
desde el punto de vista epidemiológico pues ignora la edad de la epidemia. Para incluir este aspecto en
nuestras ecuaciones necesitaŕıamos conocer los valores de los parámetros que modelen qué tan infeccioso
es un individuo en el tiempo, o bien, estimarlos a partir de los datos. En este caso nos encontramos con dos
obstáculos: recordemos que nuestra base de datos corresponde a un conjunto heterogéneo de enfermedades
que causan infecciones respiratorias, como hemos comentado anteriormente, resulta complicado asignar
un solo valor a los parámetros. Lo cual nos llevaŕıa a la necesidad de estimar los parámetros a partir de
los datos. Sin embargo, solamente contamos con datos de incidencia y a partir de estos no podŕıamos
extraer información sobre la edad de una infección ni cómo vaŕıa el nivel de contagio del virus a partir
de un individuo infeccioso a otro no infeccioso en el tiempo. Por otra parte, estudiar este aspecto y su
impacto en el proceso de transmisión no es el tema de interés para el presente estudio y el proceso de
estimación de parámetros se volveŕıa más complicado desde el punto de vista numérico. Una manera de
mejorar la distribución exponencial es proponer distribuciones alternativas como la distribución gamma
y hacer una selección de modelos para identificar cuál describe mejor los datos. Sin embargo, dado que
nuestro objetivo era discutir el rol de los grupos de edades y de las vacaciones de invierno en el proceso
de transmisión a partir de la estimación bayesiana de parámetros, era necesario simplificar algunos aspec-
tos de nuestro modelo. Para un futuro trabajo se propone experimentar otras distribuciones para estos
periodos de espera entre compartimentos y cuantificar el ajuste a datos reales.
Otros aspectos que se sugiere para futuras investigaciones se detallan a continuación:

Estudiar el rol que tiene el sexo en el proceso de transmisión de las enfermedades respiratorias debido
a que se ha observado en los datos y en la literatura [12], que las mujeres suelen ser las mayormente
afectadas por infecciones respiratorias. En cuanto al porcentaje de defunciones asociadas a IRAS e
influenza, suele predominar el sexo masculino. Conocer si se debe a cuestiones sociales, culturales o
inmunológicas, es un tema poco abordado en la literatura.

Utilizar herramientas estad́ısticas como regresión y optimización para construir un ı́ndice climáti-
co que pondere la temperatura y la humedad de acuerdo a su impacto en la proliferación de las
infecciones respiratorias.

Utilizar técnicas para medir la distancia y similitud entre series de tiempo para construir clases de
edades más finas que nos permitan conocer patrones espećıficos en el proceso de transmisión.
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Apéndice A

Imágenes del caṕıtulo 2

Se muestra gráficos obtenidos de reportes de la OMS que confirman la información expuesta en el caṕıtulo
2.

Figura A.1: Fuente: Estimaciones de Salud Global 2016: Muertes por causa, edad, sexo, región y por páıs,
2000 y 2016. Ginebra, OMS
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Figura A.2: Fuente: Estimaciones de Salud Global 2016:Muertes por causa, edad, sexo, región y por páıs,
2000-2016. Ginebra, OMS

Figura A.3: Tasas estimadas de neumońıa debido a influenza, por 100 000 personas por grupo de edad
en Estados Unidos, 1911-1918. Las tasas de mortalidad espećıficas por influenza y neumońıa se trazan
para los años interpandémicos 1911–1917 (ĺınea discontinua) y para el año de la pandemia 1918 (ĺınea
continua). [83]
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(a)

(b)

Figura A.4: (a) Distribución de porcentajes de enfermos debido a neumońıa severa durante el año 2009,
comparado con la gripe estacional desde 2005 hasta 2008, en México, de acuerdo al grupo de edad [86].
(b) Distribución de porcentajes de muertes debido a neumońıa severa durante el año 2009, comparado
con la gripe estacional desde 2006 hasta 2008, en México, de acuerdo al grupo de edad [86]. [86]
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Figura A.5: Diez principales causas de muerte por edad en el 2017. Tomado de [101]
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Apéndice B

Valores de los parámetros para el
modelo 1 expuesto en la sección 5.2

Se observa en las figuras B.1-B.2 los valores de la distribución posterior de los parámetros tomados por el
algoritmo t-walk ([64]) en 3 millones de interaciones. Se expone por año analizado.

Figura B.1: Periodo 2001-2002
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(a) 2002-2003

(b) 2003-2004
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(a) 2004-2005

(b) 2005-2006
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(a) 2006-2007

(b) 2007-2008
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(a) 2010-2011

(b) 2011-2012
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(a) 2012-2013

(b) 2013-2014
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(a) 2014-2015

(b) 2015-2016
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(a)

(b)

Figura B.2: (a) 2016-2017 (b) 2017-2018
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Apéndice C

Valores de los parámetros para la
segunda versión del modelo 1
expuesto en la sección 5.3

En las figuras C.1-C.2 se muestran los valores de la distribución posterior de los parámetros estimados
para el modelo 1 tomados por el algoritmo t-walk ([64]) en 3 millones de interaciones. Se expone por año
analizado.

Figura C.1: Periodo 2002-2003
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(a) 2003-2004

(b) 2004-2005
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(a) 2005-2006

(b) 2006-2007
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(a) 2007-2008

(b) 2011-2012
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(a) 2012-2013

(b) 2013-2014
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(a) 2014-2015

(b) 2015-2016
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(a)

(b)

Figura C.2: (a) 2016-2017 (b) 2017-2018
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Apéndice D

Valores de los parámetros para el
modelo 2 expuesto en la sección 5.4.

Se observa en las figuras D.1-D.2 los valores de la distribución posterior de los parámetros tomados por
el algoritmo t-walk ([64]) en 2 millones de interaciones. Se expone por año analizado.
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Figura D.1: Valores que toman los parámetros estimados para el segundo modelo expuesto en la sección
4.1.2 para el periodo 2002-2003.
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(a) 2003-2004

(b) 2004-2005

Figura D.2: Valores que toman los parámetros estimados para el segundo modelo expuesto en la sección
4.1.2 para el periodo (a) 2003-2004 (b) 2004-2005.
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[76] N. M. Ferguson, Z. M. Cucunubá, I. Dorigatti, G. L. Nedjati-Gilani, C. A. Donnelly, M.-G. Basáñez,
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te 2017, Accedido el 03-03-2020. http://www.beta.inegi.org.mx/contenidos/saladeprensa/

boletines/2018/EstSociodemo/DEFUNCIONES2017.pdf.

[102] OMS, Coronavirus, Accedido el 15-02-2020. https://www.who.int/health-topics/coronavirus.

[103] OMS, Las 10 principales causas de defunción, Accedido el 16-01-2020. Disponible en https://www.

who.int/es/news-room/fact-sheets/detail/the-top-10-causes-of-death.

124

https://www.cdc.gov/flu/pandemic-resources/1918-commemoration/pandemic-timeline-1918.html
https://www.cdc.gov/flu/pandemic-resources/1918-commemoration/pandemic-timeline-1918.html
https://epidemiologia.salud.gob.mx/anuario/html/morbilidad_grupo.html
https://www.cdc.gov/flu/about/viruses/change.html
https://www.who.int/dg/speeches/detail/who-director-general-s-opening-remarks-at-the-mission-briefing-on-covid-19---26-february-2020
https://www.who.int/dg/speeches/detail/who-director-general-s-opening-remarks-at-the-mission-briefing-on-covid-19---26-february-2020
https://www.who.int/csr/sars/country/table2004_04_21/en/
https://www.who.int/csr/sars/country/table2004_04_21/en/
https://www.who.int/emergencies/mers-cov/worldwide-reduction-in-mers-cases-and-deaths-since-2016/en/
https://www.who.int/emergencies/mers-cov/worldwide-reduction-in-mers-cases-and-deaths-since-2016/en/
https://www.cdc.gov/spanish/especialescdc/rinovirus/index.html
https://www.cdc.gov/spanish/especialescdc/rinovirus/index.html
https://www.aepap.org/grupos/grupo-de-patologia-infecciosa/contenido/documentos-del-gpi
https://www.aepap.org/grupos/grupo-de-patologia-infecciosa/contenido/documentos-del-gpi
https://www.familiaysalud.es/sintomas-y-enfermedades/sistema-respiratorio/vias-respiratorias-altas/catarro
https://www.familiaysalud.es/sintomas-y-enfermedades/sistema-respiratorio/vias-respiratorias-altas/catarro
https://www.familiaysalud.es/sintomas-y-enfermedades/sistema-respiratorio/vias-respiratorias-altas/cuanto-dura-un-catarro
https://www.familiaysalud.es/sintomas-y-enfermedades/sistema-respiratorio/vias-respiratorias-altas/cuanto-dura-un-catarro
https://www.familiaysalud.es/sintomas-y-enfermedades/sistema-respiratorio/vias-respiratorias-altas/cuanto-dura-un-catarro
http://www.beta.inegi.org.mx/contenidos/saladeprensa/boletines/2018/EstSociodem o/DEFUNCIONES2017.pdf
http://www.beta.inegi.org.mx/contenidos/saladeprensa/boletines/2018/EstSociodem o/DEFUNCIONES2017.pdf
https://www.who.int/health-topics/coronavirus
https://www.who.int/es/news-room/fact-sheets/detail/the-top-10-causes-of-death
https://www.who.int/es/news-room/fact-sheets/detail/the-top-10-causes-of-death


[104] S. de Salud, “Bolet́ın epidemiológico. sistema nacional de vigilancia epidemiológica,” Sistema Único
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[150] X. A. y. M. d. l. C. M. Maŕıa Felipa Hernández, Graciela Tapia, Aproximaciones al nivel de la
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