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When the bricklayer builds a factory chimney, he lays his bricks in a certain steady,
orderly way, with no thought of the spiral patterns to which this orderly sequence

inevitably leads, and which spiral patterns are by no means ‘subjective’.
—D’Arcy Thompson, 1917, p. 641
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Capítulo 1

Antecedentes y definiciones

El ser humano ha estudiado la complejidad y la diversidad del universo y sus com-
ponentes en un intento de entender tanto su organización, como los mecanismos que lo
formaron, analizando desde enormes estructuras como las galaxias hasta pequeñísimas
unidades como los átomos. Esta exploración del universo ha mostrado cierta regularidad
en forma de diferentes patrones: espirales en la filotaxis de algunas plantas, ondas en las
dunas desérticas, puntos en el pelaje de un leopardo o líneas en la superficie de Júpiter. La
humanidad se ha inspirado en la belleza de estas formas para recrear patrones mediante
la arquitectura o el arte, sin embargo, a diferencia de los encontrados en la naturaleza,
estos no ocurren espontáneamente.

En efecto, la belleza inherente en los patrones de la naturaleza fue el motivo que
indujo su estudio. Filósofos griegos como Pitágoras intentaron explicar el origen de tales
formas: “la estructura del mundo emerge de la armonía entre diferentes elementos a través
de relaciones proporcionales” [1]. Siglos después, en 1917, el biólogo D’Arcy Thompson
describió las relaciones matemáticas entre la filotaxis y la secuencia de Fibonacci en su
libro On Growth and Form [2]. Años más tarde, en 1952, el matemático Alan Turing es-
tudió el fenómeno de morfogénesis utilizando mecanismos de tipo activador-inhibidor [3].

El punto clave en el trabajo de Turing consistió en las características que deben cum-
plir las sustancias que componen al modelo. Supóngase que se tienen dos especies, A y
B. Según Turing, si B promueve tanto su producción como la de A, A inhibe la pro-
ducción de B y además A se difunde más rápido que B, entonces surgen diferencias de
concentración y un patrón es formado. Este tipo de interacciones pueden ser capturadas
por modelos reacción-difusión (RD), considerablemente estudiados en los últimos años,
pues son los mecanismos capaces de producir patrones de Turing [4, 5, 6, 7, 8].

Con base en reacciones químicas y procesos difusivos, la teoría de Turing ha permi-
tido diseñar explicaciones cualitativas y cuantitativas de fenómenos biológicos como los
puntos en el pelaje de los leopardos o las líneas que caracterizan al camaleón de Yemen
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Capítulo 1 Antecedentes y definiciones

(ver figura 1.1). Sin embargo, tal planteamiento no pudo ser verificado experimentalmen-
te hasta 1990, donde Dulos et al. [9] expusieron patrones de Turing en un sistema real
mediante una reacción química oscilatoria conocida como CIMA (por sus siglas en inglés,
chlorite-iodide-malonic acid). En su experimento utilizaron un reactor abierto, donde se
observaron patrones en forma de puntos y líneas. En consecuencia, estos resultados brin-
daron mayor credibilidad a la teoría propuesta por Turing.

(a) (b)

Figura 1.1: Representación de los patrones de Turing en la naturaleza. (a) Los puntos
en el pelaje de un leopardo son un ejemplo de este tipo de estructuras espaciales. Foto
por Lee Berger, 2007. (b) El camaleón de Yemen es uno de los muchos animales que
presentan patrones del tipo de rayas. Foto por Chiswick Chap, 2003.

Desde entonces, diversos modelos fueron empleados para analizar este tipo de pa-
trones espaciales. Durante la década de los 90’s, Petrov et al. [10] utilizaron el modelo
Gray-Scott para simular caos espacio-temporal a partir de la interacción de las bifurca-
ciones de Turing y Hopf. Después, a través del sistema Belousov-Zhabotinsky, Brugrim
et al. [11] mostraron con simulaciones computacionales la hipótesis de que el origen del
orden espacial podrían ser las impurezas heterogéneas iniciales en el modelo. Más tarde,
Bose & Chaudhuri concluyeron que el mecanismo de Turing es poco robusto en presencia
de aleatoriedad y anisotropía, basándose en el sistema Gierer-Meinhardt [12].

Ahora bien, uno de los modelos más utilizados para estudiar la dinámica de Turing
es el Brusselator, caracterizado por reacciones auto-catalíticas [13]. Utilizando este siste-
ma, en 2001 Peña & Pérez-García analizaron la estabilidad de líneas y hexágonos ante
perturbaciones espaciales [14]. Luego, Peng & Wang estudiaron la existencia del estado
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Capítulo 1 Antecedentes y definiciones

estacionario del modelo ante la variación de diferentes parámetros [15]. Posteriormente
Biancalani et al. [16] recurrieron al análisis de patrones espaciales en una versión esto-
cástica del Brusselator, prestando especial atención al fenómeno de difusión cruzada. En
2013, Gambino et al. [17] investigaron el efecto favorable de la difusión no lineal en la
formación de patrones. Más recientemente, Yadav & Jiwari aproximaron las soluciones
del Brusselator utilizando el método de elemento finito [18].

Evidentemente, el mecanismo subyacente en la formación de patrones ha sido un te-
ma de amplio interés para la comunidad científica, donde se han desarrollado métodos
matemáticos cada vez más precisos para reproducirlos y comprenderlos. No obstante,
las condiciones de no equilibrio en las que debe permanecer el sistema, donde existe
un constante flujo de materia y energía para mantener al patrón espacial, han induci-
do su estudio desde una perspectiva termodinámica. Por ejemplo, utilizando un sistema
RD reversible, Mahara et al. [19] calcularon numéricamente la producción de entropía
durante la formación de patrones caóticos. Más adelante, Falasco et al. [20] estudiaron
analíticamente la producción de entropía aplicada al modelo Brusselator unidimensional
reversible. Después, Yamaguchi & Mahara [21] propusieron a la producción de entropía
como un índice de diferentes patrones, utilizando la hipótesis de balance detallado (de la
misma forma que el trabajo anterior).

Así, la entropía ha sido un indicador adecuado para comprender la dinámica de los
patrones desde una perspectiva física. Por esta razón, en esta tesis se explorará la relación
de la producción de entropía con la formación de patrones de Turing. A pesar de ser un
tema estudiado actualmente, el impacto de este trabajo recae en que permite considerar
dos propiedades inherentes al patrón: el número de onda y la amplitud. Debido a que
estas características son fácilmente observables permitirán comprender la relación entre
la evolución del patrón y la producción de entropía. Con esto en mente, a continuación
se enlistan los objetivos específicos de nuestro trabajo:

1. Estudiar las condiciones de estabilidad necesarias para la formación de patrones
espaciales estacionarios en un sistema reacción-difusión de dos especies.

2. Aplicar los principios de la termodinámica de no equilibrio para derivar analítica-
mente una expresión para la producción de entropía en términos de las amplitudes
y los números de onda del patrón.

3. Simular numéricamente el modelo matemático Brusselator para estudiar la relación
de la amplitud y el número de onda del patrón con su viabilidad, persistencia y
frecuencia.

4. Cuantificar la energía libre de Gibbs y la entropía producidas en el sistema RD
durante la formación del patrón de Turing.
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Capítulo 1 Antecedentes y definiciones

La estructura de esta tesis se describe como sigue. Las secciones 1.1−1.5 presentan los
conceptos básicos, desarrollados en los capítulos subsecuentes. Luego, en el Capítulo 2 se
derivan las condiciones matemáticas necesarias para la formación de patrones mediante
el análisis lineal de modelos como el Brusselator. Los aspectos termodinámicos especí-
ficos como la producción de entropía para un sistema RD se discuten en el Capítulo 3.
Seguidamente, los patrones simulados y los resultados numéricos para la producción de
entropía son expuestos en el Capítulo 4. Por último, en el Capítulo 5 se encuentran la
discusión, las conclusiones y algunas aplicaciones.

1.1. ¿Qué es un patrón de Turing?

En 1952 Alan Turing propuso su teoría The Chemical Basis of Morphogenesis [3],
donde describe el proceso subyacente en la formación natural de los patrones desde un
estado estacionario homogéneo. La idea principal de esta teoría considera que si en un
sistema compuesto por dos sustancias o morfógenos, éstos tienden hacia un estado es-
tacionario uniforme en ausencia de difusión, entonces bajo ciertas condiciones patrones
espacialmente heterogéneos aparecen mediante una inestabilidad derivada por difusión.
Tal planteamiento resulta contraintuitivo, pues el proceso de difusión tiende a ser estabi-
lizador, no obstante en presencia de un par reactivo activador-inhibidor el patrón surge
bajo ciertas condiciones.

Turing pretendía explicar con un modelo matemático el proceso de desarrollo del em-
brión, el cuál inicialmente está conformado por un conjunto de células idénticas que con-
forman una distribución espacial simétrica. Este sistema podría permanecer en equilibrio
en tanto no sea perturbado por algún agente externo, sin embargo, existen perturbacio-
nes que permiten que las células sean diferenciadas de modo que inicie la formación del
embrión. De acuerdo con Turing, en este escenario biológico participan concentraciones
químicas organizadas espacialmente que actúan como inhibidores o activadores.

Para ilustrar mejor este proceso, Murray [22] propone el siguiente ejemplo: considérese
una región conformada por pasto seco y saltamontes. Si éstos se encuentran uniformemen-
te dispersos en el área pastosa (es decir, en equilibrio) y repentinamente un incendio se
propaga desde un punto en el espacio, entonces los saltamontes comienzan a desplazarse
en dirección opuesta. Suponiendo que durante el proceso generan sudoración por el in-
cremento de la temperatura, entonces a lo largo de su trayectoria impregnarán este fluido
en el pasto seco, evitando que se queme con el fuego cuando su producción es abundante.
Existen dos posibles desenlaces para este escenario: en primer lugar, si el fuego se propaga
a mayor velocidad que los saltamontes eventualmente toda la región estará quemada. Sin
embargo, si los saltamontes se dispersan con mayor rapidez entonces generarán mayor
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Capítulo 1 Antecedentes y definiciones

sudoración y humedecerán el pasto con el que tengan contacto, evitando que el fuego
lo queme. Consecuentemente, conforme el tiempo incrementa aparecerán áreas finitas
quemadas y otras húmedas, por lo que se habrá generado un patrón espacial. En esta
analogía los dos reactivos en el sistema corresponden a los saltamontes como inhibidor y
al fuego como activador, y cada uno se caracteriza por tener un coeficiente de difusión
determinado. Como pudo observarse, para que el patrón sea formado es necesario que
el coeficiente de difusión del inhibidor sea mayor al del activador, pues de otra forma el
área resulta uniforme al terminar el proceso.

No obstante, el ejemplo donde Turing describe la ruptura de la simetría a través del
estado embrionario temprano puede resultar más realista. Como se mencionó antes, este
escenario inicialmente está compuesto por un conjunto de células uniformemente distri-
buidas en un dominio esférico, conocido como mórula (ver figura 1.2). Sin embargo, Turing
propuso que mediante algunas desviaciones el sistema llega a un estado de inestabilidad,
en el cual irregularidades tienden a crecer. Así, se alcanza un estado de equilibrio nue-
vo y estable, con la simetría desaparecida por completo (es decir, el estado de la blástula).

Figura 1.2: Ruptura de la simetría: transición de (1) mórula a (2) blástula durante el
desarrollo temprano de un embrión.

La aparición de patrones espaciales estacionarios también se hace presente en meca-
nismos distintos a aquellos de RD. Por ejemplo, uno de los más comunes en la naturaleza
es la convección de Rayleigh-Bénard, fenómeno ampliamente estudiado debido a su papel
en el desarrollo de nuevos métodos experimentales y teóricos en la dinámica de fluidos
[23, 24, 25, 26]. Su estudio ha contribuido a dar respuesta a diversas cuestiones en esta
área: la relación orden-caos en flujos [27, 28], la simplicidad y complejidad presentes en
la estructura de los elementos de tal dinámica [29, 30], entre otras. Una de las caracterís-
ticas más interesantes de esta convección es que los flujos son capaces de formar arreglos
con determinado nivel de orden, generando así sistemas con patrones espaciales cuyas
propiedades resultan ser muy similares a los patrones de Turing y de gran interés para
distintas ramas de la ciencia [31].
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Capítulo 1 Antecedentes y definiciones

El experimento idealizado de convección de Rayleigh [32] consiste en dos placas po-
sicionadas horizontalmente, caracterizadas por contener algún flujo de grosor h entre
ambas y por su capacidad de conducir el calor perfectamente: cualquier variación de
temperatura en las placas llega a ser despreciable rápidamente, de modo que representan
superficies con temperatura constante independiente del tiempo. El sistema cumple con
la condición T1 > T2, donde T1 y T2 son las temperaturas de la placa inferior y superior,
respectivamente (ver figura 1.3). Así, la diferencia ∆T = T1−T2 impulsa al sistema a un
estado fuera del equilibrio, de manera que para ∆T pequeña el modelo permanece en re-
poso (solución uniforme), generando un perfil de temperatura lineal entre las dos placas.
Este gradiente lineal de temperatura forma un escenario estable a nivel macroscópico: el
sistema muestra un patrón en el que el fluido asciende desde la región inferior debido a
su baja densidad, mientras que en la zona superior desciende por causa de la pérdida de
calor, donde la densidad incrementa.

Figura 1.3: Convección de Rayleigh-Bénard. Dos placas metálicas delgadas contienen un
fluido de grosor h. La diferencia de temperatura entre estas T1 > T2 induce la formación
de un patrón en forma de rollos.

Ciertamente el incremento en T1 es una condición necesaria para la formación del
patrón, mas no suficiente. Tanto a nivel teórico como experimental se ha demostrado
que la diferencia de temperatura debe alcanzar un valor crítico Tc para que el fluido
presente una estructura espacio-temporal en forma de corrientes de convección [33]. En
este régimen, el fluido asciende por la pérdida de densidad y posteriormente baja por la
pérdida de calor. En el caso del experimento de Rayleigh existe un parámetro R denomi-
nado número de Rayleigh. De esta manera, el umbral que R debe sobrepasar para que la
convección dé inicio se denota por Rc; tal valor puede ser calculado directamente de las
ecuaciones que gobiernan la evolución en el tiempo del fluido. Puesto que si R < Rc no
hay patrón espacial y sólo ocurre cuando R ≥ Rc, entonces el número de Rayleigh puede
considerarse un parámetro de bifurcación.

De la misma forma que en el ejemplo anterior, un patrón de Turing emerge como re-
sultado de una bifurcación en el sistema dinámico que lo caracteriza. Así, el valor crítico
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Capítulo 1 Antecedentes y definiciones

de alguno de los parámetros en un modelo RD induce la formación de un patrón. En
consecuencia, el tipo de patrón espacial depende del sistema en cuestión, además de la
bifurcación correspondiente.

1.2. Difusión molecular: Leyes de Fick

La difusión es el proceso en el cual una sustancia es transportada desde una zona
de alta concentración hacia una de menor concentración. De manera más específica, la
difusión se define como el proceso de transferencia de masa de partículas de una parte de
un sistema a otra, dirigidas por movimientos moleculares aleatorios, asociada a fuerzas
tales como el gradiente de concentración [34].

Este proceso es modelado por la ecuación de difusión y puede deducirse a partir de dos
leyes fundamentales: las leyes de Fick. Para definir la primer ley de Fick, considérese un
conjunto de partículas m en un espacio unidimensional. La tasa J a la cual las partículas
son transportadas a causa del gradiente de concentración se expresa como sigue:

J =
dm

dtA
= −D∂ϕ

∂x
, (1.1)

donde J es el flujo de partículas (la cantidad de una sustancia que fluye por unidad de
área y por unidad de tiempo t), A representa el área a través de la cual fluyen, D es el
coeficiente de difusión, ϕ es la concentración de partículas y x es la posición.

Equivalentemente, para más de una dimensión:

J = −D∇ϕ, (1.2)

donde ahora J denota el vector del flujo de difusión. Así, la primer ley de Fick relacio-
na el flujo de partículas con un gradiente de concentración ∇ϕ. El signo negativo define
la dirección del flujo, desde regiones de alta concentración hasta regiones donde es menor.

La segunda ley de Fick es una ecuación de conservación de masa que describe cómo
cambia la concentración en un punto en el espacio con el tiempo. Considérese ahora una
celda de anchura ∆x = x2 − x1, donde x1 y x2 corresponden a planos a través de los
cuales las partículas se transportan. Si el flujo que se traslada mediante los planos x1 y
x2 corresponde a J1 y J2 respectivamente, y además se cumple que J1 > J2, entonces un
cambio infinitesimal de concentración para un tiempo infinitesimal se define como:

δϕ =
(J2 − J1)δt

∆x
. (1.3)
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Capítulo 1 Antecedentes y definiciones

El flujo cambia con la posición de acuerdo a la siguiente ecuación:

∂J

∂x
= −J1 − J2

∆x
, (1.4)

de modo que utilizando (1.3) y (1.4) se obtiene la igualdad:

∂ϕ

∂t
= −∂J

∂x
. (1.5)

La ecuación anterior corresponde a la segunda ley de Fick y establece que el cambio
de concentración en una región es el resultado de un flujo de materia. Sustituyendo la
primera ley de Fick (1.1) en la segunda (1.5), se deduce la ecuación de difusión:

∂ϕ

∂t
= − ∂

∂x

(
−D∂ϕ

∂x

)
= D

∂2ϕ

∂x2
. (1.6)

Las leyes de Fick definen el proceso de difusión, modelado por la ecuación (1.6). Este
modelo tiene una gran diversidad de aplicaciones [35, 36]. Sin embargo, para la formación
de patrones aún es necesario considerar otro ingrediente: las reacciones químicas.

1.3. Transformaciones químicas

Durante la interacción de las especies que componen al sistema químico ocurren reac-
ciones químicas a través de las cuales las sustancias son transformadas. Estas reacciones
se caracterizan por tomar escalas de tiempo diferentes para completarse: se puede pensar
en procesos de corta duración como la fotosíntesis o la combustión, hasta procesos que
toman miles de años, como la fosilización. Existen diversos factores que influyen en la
velocidad a la que ocurren estos procesos, tales como las concentraciones de las especies
químicas en juego, la naturaleza química de las mismas, la temperatura o la presencia de
un catalizador.

Además, cada reacción química se desarrolla en un número de pasos determinado.
Aquellas que proceden en un único paso son conocidas como reacciones elementales, y
son las que dan lugar a productos directamente, sin pasos intermedios. Las velocidades
de reacción son las tasas que definen el cambio de las concentraciones de los reactivos o
productos en el tiempo.

Estas transformaciones pueden ocurrir en ambas direcciones simultáneamente: los
reactivos se convierten en productos mientras los productos se convierten en reactivos,
de manera que eventualmente el sistema llega al equilibrio. En este caso se dice que la
reacción es reversible. Durante el equilibrio químico las concentraciones de los productos
y los reactivos permanecen constantes en el tiempo, por lo que las reacciones de avance ka
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Capítulo 1 Antecedentes y definiciones

e inversa ki ocurren a velocidades iguales: ka = ki. Tal equilibrio químico es un proceso
dinámico, pues aunque las concentraciones de los componentes permanecen constantes,
las reacciones de avance e inversa no se detienen.

Para predecir el comportamiento temporal de las concentraciones se utiliza la ley
de acción de masas, que establece que la tasa de la reacción química es directamente
proporcional al producto de las concentraciones de los reactivos. De esta manera, para
una reacción de la forma:

αA + βB
k+1−−⇀↽−−
k−1

ζZ + ρP, (1.7)

la velocidad de reacción v corresponde a:

v =
d(productos)

dt
=
d[Z]

dt
=
d[P ]

dt
= k+

1 [A]α[B]β − k−1 [Z]ζ [P ]ρ, (1.8)

donde α, β, ζ y ρ son los coeficientes estequiométricos, k+
1 y k−1 denotan las constantes

de velocidad y [A], [B], [Z] y [P ] las concentraciones de las especies químicas correspon-
dientes a los reactivos para la reacción reversible (1.7). Ahora, una consecuencia de la ley
de acción de masas es que en el equilibrio químico la proporción entre la concentración
de los reactivos y los productos es constante.

Tanto la difusión como las reacciones químicas ocurren espontáneamente en un siste-
ma. El rumbo de los cambios ocasionados por ambos procesos está dictado por criterios
termodinámicos extremos que establecen que el sistema tenderá a maximizar su entropía
y minimizar su energía. Estas ideas se desarrollan con más detalle a continuación.

1.4. Entropía y energía libre de Gibbs

La primer ley de la termodinámica establece los distintos tipos de energía en un
sistema termodinámico. Sin embargo, a partir de este principio no se puede deducir la
dirección en la que evoluciona un sistema. En otras palabras, esta ley establece la equiva-
lencia entre calor y trabajo, pero no define las restricciones en la transformación de uno
a otro. El rol de la segunda ley de la termodinámica consiste en definir tales limitaciones,
y entonces establecer que los procesos naturales evolucionan de forma espontánea en una
única dirección [37].

La definición de este concepto resulta ser bastante amplia y poco precisa, por lo que
es necesario aclarar que en este capítulo se trata con la definición referente al aspecto

9



Capítulo 1 Antecedentes y definiciones

físico-termodinámico.

Para entender esto, considérese un sistema divisible en diferentes estados micros-
cópicos, que en conjunto constituyen al sistema macroscópico. La entropía S se define
entonces como la medida de la cantidad de energía que se propaga en los diferentes esta-
dos microscópicos, además de cómo se comparte entre ellos. En otras palabras, la entropía
describe la cantidad de desorden energético por unidad de temperatura que un sistema
termodinámico presenta. En términos matemáticos se define como:

∆S =

∫ T2

T1

dE

T
, (1.9)

donde T1 y T2 representan las temperaturas inicial y final del sistema, dE denota la
energía de propagación para cada microestado y T es la temperatura. Nótese que la de-
finición matemática contempla diferencias y no el valor exacto de entropía: es de interés
identificar su incremento o disminución (transformación) al comparar diferentes estados
del sistema en cuestión.

La diferencia de entropía es una medida cuantitativa de la irreversibilidad de un even-
to termodinámico. Esto implica un incremento en esta cantidad, debido a que durante
el proceso parte de la energía resulta en calor perdido, de manera que disminuye la ca-
pacidad de trabajo por parte del sistema. Por esta causa, el cambio de entropía puede
producirse por diferentes fenómenos físicos, tales como la difusión (procesos irreversibles).
Con la finalidad de comprender esta idea con más detalle, en las secciones subsecuentes
se explican los aspectos matemáticos y la interpretación física del proceso de producción
de entropía en un sistema termodinámico.

Como se mencionó anteriormente, una reacción química reversible entra en equilibrio
cuando la proporción en las concentraciones de los reactivos y los productos no cambia en
el tiempo, es decir, las tasas de reacción de avance e inversa son equivalentes. Si el sistema
en el que procede la reacción mantiene una temperatura T y presión p constantes, un
potencial termodinámico es minimizado al alcanzar el equilibrio químico, conocido como
energía de Gibbs G, dado por:

dG = V dp− SdT +
n∑
k=1

µkdNk, (1.10)

donde V es el volumen del sistema y n el número de componentes químicos. Gibbs pro-
puso que el cambio en la energía del sistema de una zona homogénea (para un sistema
heterogéneo compuesto por partes homogéneas) debe ser proporcional al cambio en el
número de moles de las sustancias dNk [13]. De esta manera, el último término de (1.10)
simboliza el cambio de energía de cualquier región del sistema cuando existe intercambio
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de materia.

Los potenciales químicos µk son parte de tal energía y determinan la tendencia de las
sustancias a reaccionar químicamente, además de jugar un papel principal en el proceso
de difusión: son los potenciales de las sustancias los que, al equilibrarse, inducen la ho-
mogeneidad del sistema.

1.4.1. Producción de entropía y Afinidad

Al considerar un sistema termodinámico la entropía se clasifica en dos tipos: deS, que
corresponde al cambio por causa de la interacción del sistema con su entorno, mientras
que diS es el incremento debido al cambio interno. Por tanto, el cambio de entropía
total es dS = diS + deS. El intercambio reversible de calor y materia definido en (1.10)
corresponde a deS; en consecuencia, reescribiendo esta ecuación se obtiene:

dU = TdS − pdV +
n∑
k=1

µkdNk, (1.11)

por lo tanto, la entropía debida a la interacción con el entorno resulta en:

deS =
1

T
(dU + pdV −

n∑
k=1

µkdeNk). (1.12)

Si el sistema en cuestión es cerrado, entonces el cambio de entropía interno corresponde
a reacciones químicas irreversibles y a la difusión. Según la segunda ley de la termodiná-
mica, diS > 0, por lo tanto:

diS = − 1

T

n∑
k=1

µkdiNk > 0. (1.13)

En consecuencia, la tasa de producción de entropía es:

diS

dt
= − 1

T

n∑
k=1

µk
dNk

dt
> 0. (1.14)

En el caso de las reacciones químicas, éstas son dirigidas por una fuerza denominada
afinidad A, término que determina la tendencia de las especies químicas a reaccionar
entre sí. Matemáticamente se define como:

A = −
n∑
k=1

ζkµk, (1.15)

donde ζk simboliza el coeficiente estequiométrico de la especie química k y µ los po-
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tenciales químicos. Por convención, el signo del coeficiente dependerá de la naturaleza
del compuesto: se establece signo negativo si se trata de un reactivo, mientras que el
signo permanece positivo para los productos. La estequiometría relaciona el cambio en
el número de moles dNk de la siguiente manera:

dξ =
dNk

ζk
. (1.16)

Esta relación define el avance de reacción dξ, que establece el cambio de una sustancia
en una reacción química en equilibrio.

Finalmente, es posible escribir la tasa de producción de entropía (1.14) en términos
de la afinidad y el avance de reacción:

diS

dt
=

(
A

T

)
dξ

dt
> 0. (1.17)

La desigualdad anterior representa el comportamiento de la entropía en una reacción
química mediante fuerzas y flujos termodinámicos. La fuerza, determinada por las afi-
nidades, conduce al flujo de conversión de las sustancias que participan en la dinámica
química, por lo que se puede definir dξ

dt
= J , donde J es el flujo debido a la reacción.

Cabe señalar que (1.17) está escrita para una sola reacción, de tal manera que en el caso
de más reacciones deben considerarse las afinidades y los flujos relativos. Diversos pro-
cesos físicos implican producción de entropía, como se explica en las secciones posteriores.

De esta manera, se dice que la energía y la entropía obedecen dos leyes fundamentales:
la primer ley establece que la energía del universo es constante, mientras que la segunda
ley describe que la entropía total de un sistema nunca disminuye [37].

1.4.2. Principio de mínima energía

La relación entre la energía y la entropía se deriva del principio de mínima energía.
Para entenderlo considérese la siguiente idealización. Sea un sistema en equilibrio termo-
dinámico, en el cual la energía interna U no tiene el valor mínimo posible. Inicialmente,
parte de la energía se disipa en forma de trabajo W , manteniendo la entropía constante,
para luego devolverla en forma de calor. Resulta evidente que este proceso, además de
retornar al sistema a su valor inicial de U , implica un aumento de entropía. Este escenario
es inconsistente con la segunda ley de la termodinámica, que establece un estado de equi-
librio en el que la entropía es máxima [37]. En consecuencia, en ausencia de restricciones
internas, la energía U evoluciona a un mínimo cuando S y V son constantes:

dU ≤ 0. (1.18)
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El principio de máxima entropía es un principio extremo, y es análogo al principio de
mínima energía que caracteriza al estado de equilibrio. De esta manera, ambos criterios
describen dos formas diferentes para alcanzar tal equilibrio.

Para ilustrar esta idea considérese el ejemplo a continuación. Sea un cilindro com-
puesto por dos compartimentos separados por un muro inicialmente fijo. Un gas ocupa
el primer volumen, mientras que en el segundo hay vacío. Si se elimina la restricción que
fija a la barrera entonces el gas se expande irreversiblemente, pero adiabáticamente. En
este escenario la energía interna total se conserva y la entropía total se maximiza. En
contraste, si se considera ahora un sistema con un pistón al cual se aplica una fuerza ex-
terna, entonces ocurre una transformación reversible y adiabática. Así, se ejerce trabajo
en el entorno pero no hay transferencia de calor al sistema. Por lo tanto, la entropía total
se conserva y la energía interna total se minimiza [38].

El punto entonces es que, sin importar cual de los procesos anteriores deriva al estado
de equilibrio del sistema, o incluso si es otro proceso el que participa en la dinámica, el
estado final de equilibrio en cada caso satisface ambas condiciones extremas.

1.5. Termodinámica irreversible

Hasta ahora se han explicado las propiedades químicas y físicas que caracterizan a
un sistema termodinámico, desde que inicia su evolución hasta alcanzar el equilibrio.
Sin embargo, existen diversas definiciones para este concepto. Se dice que un sistema se
encuentra en equilibrio químico cuando tanto los reactivos como los productos se encuen-
tran en concentraciones constantes en el tiempo; en otras palabras, la tasa de la reacción
de avance es equivalente a la tasa de reacción inversa. Por otra parte, el equilibrio tér-
mico se presenta cuando la temperatura al interior del arreglo es la misma que la del
exterior. De la misma manera, el equilibrio mecánico hace referencia al estado en el que
las fuerzas netas actuando sobre el sistema son equivalentes a cero. Entonces, un sistema
se encuentra en equilibrio termodinámico si está en equilibrio químico, térmico y mecáni-
co al mismo tiempo, por lo que no existen flujos macroscópicos netos de materia o energía.

La termodinámica del equilibrio se basa en principios extremos con los cuales canti-
dades físicas son maximizadas o minimizadas: en el caso de un sistema aislado, debido a
procesos irreversibles la entropía incrementa hasta alcanzar su valor máximo justo en el
estado de equilibrio, de acuerdo a la segunda ley de la termodinámica. Sin embargo, la
mayoría de los sistemas en la naturaleza permanecen fuera del equilibrio termodinámico,
y por lo tanto resulta inconveniente aplicar los principios de esta teoría.
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No obstante, es posible pensar que estos sistemas persisten en equilibrio termodi-
námico localmente. En la teoría de la termodinámica irreversible los principios de la
termodinámica del equilibrio son válidos para variables asignadas a volúmenes elementa-
les. Así, al subdividir el sistema macroscópico en unidades pequeñas, se definen variables
como funciones de la posición y el tiempo, de tal manera que las cantidades termodiná-
micas permanecen bien definidas.

Para sistemas fuera del equilibrio, la expresión para la segunda ley de la termodiná-
mica se da en términos de la producción de entropía. En cada unidad de volumen ∆V se
cumple este principio, de modo que el incremento local de entropía se establece utilizando
la densidad de entropía s(x, t):

σ(x, t) =
dis

dt
≥ 0. (1.19)

La producción de entropía por unidad de volumen usualmente se puede encontrar
como el producto de las fuerzas Fk (como el gradiente de temperatura) y los flujos Jk
(como el flujo de calor):

σ =
∑
k

FkJk. (1.20)

En la dinámica del sistema son las fuerzas las que dirigen a los flujos, que durante el
equilibrio desaparecen. Se puede pensar que los flujos son funciones de las fuerzas, de tal
manera que para pequeñas desviaciones del equilibrio dado por Fk el sistema responde
con un flujo proporcional:

Jk =
∑
i

LkiFi, (1.21)

donde Lki denotan los coeficientes fenomenológicos. Un caso particular de esta definición
corresponde a las leyes de Fick, donde cerca del equilibrio (1.21) se escribe al flujo difusivo
como:

Jk = −Lk
1

T

∂µk
∂x

. (1.22)

En esta ecuación Lk define el coeficiente fenomenológico difusivo. Asumiendo que se tiene
una mezcla ideal el potencial químico puede escribirse como µ = µ+RT lnxk, donde xk
representa la fracción molar por unidad de volumen para la componente k, de modo que
xk = nk

nt
, con nk el número de moles de la compoente k y nt el número de moles total.

Utilizando estas definiciones en (1.22) se obtiene:

Jk = −LkR
1

nk

∂nk
∂x

. (1.23)

Así, la primer ley de Fick se escribe como:

14



Capítulo 1 Antecedentes y definiciones

Jk = −Dk
∂nk
∂x

, (1.24)

(compárese con (1.2)). Es importante notar que la expresión (1.23) es mucho más general
que la ecuación (1.24).

Si en el sistema no participan las reacciones químicas, entonces el flujo Jk induce el
cambio en el número de moles en el tiempo. El flujo neto debido a este cambio corresponde
a:

∂nk
∂t

= −∂Jk
∂x

. (1.25)

Entonces, utilizando la primer ley de Fick (1.24) se reescribe esta ecuación para obtener:

∂nk
∂t

= Dk
∂2nk
∂x2

, (1.26)

correspondiente a la ecuación de difusión que encontramos antes. Las relaciones del tipo
(1.21) se conocen como leyes fenomenológicas y se usan para describir procesos irre-
versibles en forma de proporciones, como sucede con la tasa de flujo de materia y su
gradiente de concentración en la ley de Fick. Este mismo procedimiento se puede apli-
car para la conducción de calor, las reacciones químicas, fenómenos eléctricos, entre otros.

Al aplicar este formalismo a cantidades como la producción de entropía se obtiene:

σ =
∑
ik

LikFiFk > 0, (1.27)

donde Fi puede tomar cualquier signo. Sin embargo, la matriz de coeficientes Lik debe
ser definida positiva para asegurar que se cumpla (1.27), además de cumplir con las re-
laciones recíprocas de Onsager : Lik = Lki. La validación de este planteamiento recae en
la reversibilidad microscópica, en la cual las transiciones entre dos configuraciones A y
B ocurren a la misma frecuencia en las direcciones A→ B y B → A en un tiempo τ dado.

De modo que por medio de los coeficientes fenomenológicos es posible expresar una
relación entre las fuerzas y los flujos de un sistema dinámico, asegurando el cumplimiento
de la segunda ley. De la misma manera, las relaciones (1.21) permiten determinar la evo-
lución en el tiempo de las variables de estado locales del modelo termodinámico. Esta es
una de las ventajas del formalismo de la termodinámica irreversible [39]. En conclusión,
tanto la positividad de la producción de entropía como las relaciones recíprocas de On-
sager constituyen la base fundamental de la teoría de la termodinámica del no equilibrio.
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Cambio de entropía en un sistema abierto

Considérese un escenario físico compuesto por dos regiones: la primera es un sistema
termodinámico abierto a que intercambia tanto materia como energía con la segunda
región, b. El cambio total de entropía en el sistema es:

dStotal = dSa + dSb. (1.28)

Con base en el principio dS = diS + deS es posible reescribir el cambio de entropía de
las regiones como:

dSa = deS
a + diS

a, (1.29)

dSb = deS
b = −deSa, (1.30)

debido a que el cambio en la entropía de la región b corresponde únicamente al intercambio
existente con la región a. Entonces, a partir de las tres ecuaciones anteriores se establece:

dStotal = diS
a. (1.31)

Por lo tanto, diSa representa el incremento total en la entropía en el entorno debida
a procesos ocurriendo en la región a.

La producción de entropía está asociada con la pérdida de la energía libre, o bien, la
capacidad del sistema de ejercer trabajo a temperatura y presión constantes, medidas por
la energía libre de Gibbs. Así, las fluctuaciones en la energía libre para ambas regiones
está dada por:

dGa = dUa + PdV a − TdSa, (1.32)

dGb = dU b + PdV b − TdSb. (1.33)

Al sumar estas ecuaciones, después de asumir al volumen V y a la energía interna U
constantes, se obtiene:

dGtotal = dGa + dGb = −TdStotal. (1.34)

Debido a que para cualquier proceso irreversible dStotal es estrictamente positiva, la
energía libre de Gibbs del sistema entero debe disminuir [40]. Esta ecuación resulta de
suma importancia para definir la energía en los patrones simulados en esta tesis, por lo
cuál se retomará en los siguientes capítulos.

Hasta ahora se han planteado los conceptos fisicoquímicos básicos que describen la
formación de un patrón espacial. Además, se han descrito los criterios termodinámicos
que inducen al sistema al estado de equilibrio. El concepto de inestabilidad es abordado
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matemáticamente en el capítulo a continuación, mostrando las condiciones necesarias
para la aparición de una bifurcación de Turing.
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Capítulo 2

Condiciones matemáticas para la
formación de patrones

2.1. Condiciones generales: Análisis de
estabilidad

Como se mencionó anteriormente, Turing mostró que bajo ciertas circunstancias el
estado uniforme de un sistema puede evolucionar a uno nuevo, con concentraciones esta-
cionarias periódicamente organizadas en el espacio. El hecho de que la simetría espacial
final del sistema sea organizada se atribuye principalmente a la difusión. Esta proposición
puede mostrarse poco intuitiva, pues se sabe que la difusión es un proceso estabilizador.
No obstante, se ha mostrado que la inestabilidad espontánea que gobierna la formación
de patrones puede ocurrir únicamente en sistemas químicos que se encuentran fuera del
equilibrio, y que presentan procesos de autoactivación.

Para explicar este criterio, supóngase que se tiene un modelo con las concentraciones
de dos morfógenos, u(r, t) y v(r, t), dependientes del vector espacial r y del tiempo t.
Entonces, el sistema de ecuaciones toma la forma:

ut = γF (u, v) +∇2u, (2.1)

vt = γG(u, v) + σ∇2v, (2.2)

donde F y G son dos funciones dependientes de los morfógenos que representan los tér-
minos de la cinética química de la reacción, γ denota la fuerza con la que estos dos
términos influyen en la dinámica y σ es el coeficiente de difusión de v (nótese que para
ut este coeficiente es equivalente a 1). El sistema se plantea con condiciones de frontera y
flujo nulo, además de condiciones iniciales u(r, 0), v(r, 0) dadas. Hay varias razones para
elegir condiciones de frontera de flujo cero. La principal es que se pretende estudiar la
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auto-organización del patrón; las condiciones de flujo cero implican que no entra nada del
exterior. Si se imponen condiciones de frontera fijas en u y v, el patrón espacial podría
ser una consecuencia directa de las condiciones de frontera.

Turing propuso que si en ausencia de difusión u y v tienden a un estado estacionario
uniforme y linealmente estable, entonces, bajo ciertas condiciones, patrones espacialmente
no homogéneos pueden surgir a partir de una inestabilidad inducida por difusión. Este
fenómeno ocurre cuando se cumplen las siguientes condiciones:

1. Un activador u estimula su propia producción (autocatálisis).

2. Un inhibidor v ralentiza el paso de activación anterior.

3. El inhibidor v se difunde con mayor velocidad que el activador u.

Así, un patrón espacial es establecido debido al balance entre los procesos de activa-
ción local y de inhibición, generados por la difusión molecular. Dadas estas restricciones,
ahora se derivan las condiciones matemáticas necesarias y suficientes para generar la
inestabilidad impulsada por la difusión del estado estacionario y también para el inicio
del patrón espacial, como se muestra a continuación.

Si se considera la dinámica sin difusión, el estado estacionario homogéneo se encuen-
tra buscando el punto fijo (u0, v0) del sistema de ecuaciones (2.1) y (2.2), dado por la
solución de F (u, v) = 0 y G(u, v) = 0. Debido a que se pretende estudiar el fenómeno
de inestabilidad impulsada por difusión, es de interés analizar las inestabilidades lineales
del mencionado punto de equilibrio que son únicamente espacialmente dependientes. De
este modo, en ausencia de cualquier variación espacial, el estado estacionario homogéneo
debe permanecer linealmente estable. Sin variaciones en el espacio, u y v satisfacen:

ut = γF (u, v), (2.3)

vt = γG(u, v), (2.4)

Frecuentemente es necesario adquirir medidas más cuantitativas acerca de la estabi-
lidad de los puntos de equilibrio, tal como la tasa de decaimiento a este punto. Este tipo
de información se obtiene al linealizar alrededor de estos puntos. Para realizar el análisis,
primero se elige un punto fijo y una pequeña perturbación alrededor de él. Posteriormen-
te, se deriva una ecuación diferencial para la perturbación y así se determina si esta crece
o decrece. Con esto en mente, linealizando en el punto estable (u0, v0), se establece el
vector w:

w =

(
u− u0

v − v0

)
, (2.5)
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como perturbación. Entonces se buscan soluciones de la forma:

w ∝ eλt, (2.6)

donde λ es el eigenvalor. El estado estacionario w = 0 es linealmente estable si Re(λ) < 0,
debido a que en este caso la perturbación w tiende a cero conforme t tiende a infinito.

Para perturbaciones pequeñas, las ecuaciones (2.1) y (2.2) pueden reescribirse en
términos de w como:

wt = γJw, (2.7)

donde J define la matriz Jacobiana evaluada en el punto fijo. Al sustituir la solución
(2.6) en (2.7) se obtienen la relación:

λ2 − γ(fu + gv)λ+ γ2(fugv − fvgu) = 0. (2.8)

Utilizando el teorema de Routh-Hurwitz (ver apéndice C) es posible deducir de la
ecuación anterior que para cumplir con la condición de estabilidad, es decir, Re(λ) < 0,
entonces:

fu + gv < 0, fugv − fvgu > 0. (2.9)

Nótese que ambas desigualdades corresponden a la traza y al determinante de J , respec-
tivamente. Al incluir difusión en el modelo, la ecuación (2.7) toma la siguiente forma:

wt = γJw +D∇2w, D =

(
1 0

0 σ

)
. (2.10)

Ahora, sea ω(r) una solución independiente del tiempo. De esta manera, el problema
del eigenvalor espacial queda planteado como:

∇2ω + k2ω = 0. (2.11)

El valor k es llamado número de onda, pues es una medida del patrón con forma de onda
que se concretará. Por esto, existe un número finito de números de onda, que dependen
del tamaño del dominio en el que se trabaje. Con lo anterior establecido, las soluciones
para (2.11) son:

w =
∑
k

cke
λtωk, (2.12)

donde ck y λ son las constantes determinadas por un desarrollo de Fourier y el eigenvalor
de crecimiento temporal, respectivamente. Por lo tanto, al sustituir (2.12) en (2.10) y
(2.11) se obtienen los eigenvalores λ(k) a partir de la siguiente relación de dispersión:
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λ2 + λ[k2(1 + σ)− γ(fu + gv)] + σk4 − γ(σfu + gv)k
2 + γ(fugv − fvgu). (2.13)

Con este planteamiento, ahora la cuestión a resolver es: ¿cuáles son las condiciones
necesarias para que el sistema presente inestabilidades ante perturbaciones espaciales para
alguna k 6= 0? En primer lugar, debe cumplirse que Re(λ) > 0 con el fin de garantizar
inestabilidad. A partir de esta restricción es posible deducir las condiciones restantes. Por
cuestiones de simplicidad, sea h(k) la parte de (2.13) con potencia de λ igual a cero:

h(k) = σk4 − γ(σfu + gv)k
2 + γ(fugv − fvgu). (2.14)

Así, es evidente que si el coeficiente de λ en (2.13) es negativo, o si h < 0, el sistema
se tornará inestable. Para el primer caso, nótese que de las condiciones (2.9) se estableció
que la traza de J debe ser negativa. Por otro lado, k2(1 + σ) > 0 para cualquier k 6= 0,
por lo que la condición a cumplirse es entonces:

γ(fu + gv) > k2(1 + σ). (2.15)

Respecto a h, de la segunda condición en (2.9) implica que el último término en (2.14)
sea positivo, además de que también σk4 > 0 para cualquier k. Por esto, para generar
inestabilidad es necesario que γ(σfu + gv)k

2 > 0. Recordando nuevamente (2.9) se puede
inferir que σ 6= 1 así como fu y gv son de signos diferentes. Así:

σfu + gv > 0, σ 6= 1. (2.16)

Hasta este punto se han determinado condiciones necesarias, mas no suficientes para
asegurar inestabilidad, pues el mínimo de h también debe ser negativo. Para satisfacer
este requisito, al derivar (2.14) respecto a k se obtiene que:

k =

√
γ(σfu + gv)

2σ
. (2.17)

Al sustituir este valor en h′(k) y después de algunas operaciones algebraicas resulta:

hmin = γ2

[
(fugv − fvgu)−

(σfu + gv)
2

4σ

]
. (2.18)

Por lo tanto, la última condición a satisfacer es:

(σfu + gv)
2

4σ
> fugv − fvgu. (2.19)

En resumen, el sistema es estable en ausencia de difusión si se cumplen las condiciones
(2.9), mientras que, al inducir este proceso irreversible en el sistema, debe garantizarse
inestabilidad con las condiciones (2.16) y (2.19).
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En las secciones a continuación se ejemplifican estas condiciones para dos sistemas: el
Brusselator y el Lotka-Volterra modificado. El primer modelo se utilizará para calcular la
producción de entropía en los capítulos subsecuentes, mientras que el segundo presenta
diversas implicaciones biológicas.

2.2. Análisis Lineal del Brusselator

Existe un modelo matemático que describe la dinámica de un conjunto de reacciones
químicas autocatalíticas y oscilantes, denominado Brusselator. En este tipo de reacciones
los morfógenos son capaces de incrementar la tasa de producción de sí mismos. Si se
consideran las concentraciones de las sustancias reactantes, u y v, las ecuaciones están
definidas como sigue:

ut = σ∇2u+ A− (B + 1)u+ u2v, (2.20)

vt = ∇2v +Bu− u2v, (2.21)

de modo que el cambio de u y v en el tiempo depende de las constantes de velocidad
A y B, además del coeficiente de difusión σ (nótese que para la especie v el coeficiente
difusivo σ = 1).

El análisis lineal del sistema (2.20) y (2.21) requiere que se consideren dos escenarios
para la dinámica de reacción: el primero con ausencia de difusión y el segundo con pre-
sencia de este fenómeno. De este modo, cuando σ = 0 se obtiene el sistema de ecuaciones
conformado por f y g, el cual se utiliza para calcular los puntos fijos:

f(u0, v0) = A− (B + 1)u0 + u2
0v0 = 0, (2.22)

g(u0, v0) = Bu0 − u2
0v0 = 0. (2.23)

Así, se obtiene el único punto fijo (u0, v0) = (A,B/A). Con el fin de linealizar (2.22) y
(2.23), es necesario calcular el Jacobiano J y evaluar en este punto:

J =

(
fu fv
gu gv

)
(u0,v0)

=

(
B − 1 A2

−B −A2

)
. (2.24)

Asumiendo que la solución es (u, v) ∝ eikx+λt para el sistema anterior, al sustituir y
simplificar se obtiene la relación:

|J − k2D − λI|r = 0, (2.25)
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donde r es el eigenvector, I la matriz identidad, k representa el número de onda y D la
matriz de difusión, definida por:

D =

(
σ 0

0 1

)
. (2.26)

De esta manera, a partir de (2.25) se obtiene la relación de dispersión:

λ2 + λ[1 + A2 −B + k2(1 + σ)] + k2(1 + σA2 −B) + k4σ + A2 = 0. (2.27)

A partir de (2.27) es posible deducir condiciones necesarias para la formación de un
patrón de Turing, tomando en cuenta los dos escenarios mencionados anteriormente. La
relación de dispersión para la dinámica sin procesos difusivos k = 0 se escribe como:

λ2 + λ[1 + A2 −B] + A2 = 0. (2.28)

De aquí se deduce que Re(λ) < 0 si:

A2 > 0, B < 1 + A2 = Bc. (2.29)

La primer condición resulta trivial. En cuanto a la segunda se deduce que B < Bc implica
estabilidad. Evidentemente, para derivar esta última condición no se consideró difusión,
es decir, k = 0. Sin embargo, ¿qué ocurre al incluirla? Cuando k 6= 0 aparece una banda
de modos inestables.

Sea h de la forma (2.14). Para generar inestabilidad en el sistema es necesario satisfacer
Re(λ) > 0, lo cual ocurre si h < 0 para k 6= 0. De la segunda condición en (2.29) se percibe
que 1 + A − B > 0, por lo tanto la única manera de garantizar la negatividad de h es
asumir σ 6= 1 en la tercer condición:

1 + σA2 −B < 0. (2.30)

Esta condición es necesaria mas no suficiente para asegurar h < 0, pues lo único que
garantiza es la existencia de un mínimo. Así, para determinar que este es negativo se
calcula el valor crítico kc utilizando ∂h

∂k
= 0, obteniendo:

kc =

√
B − (1 + A2σ)

2σ
. (2.31)

Al sustituir (2.31) en h se encuentra:

h(kc) = A2 − (1−B + A2σ)2

4σ
. (2.32)
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Finalmente, (2.32) es negativo si se satisface la cuarta condición:

B > (1 + A2
√
σ)2 = BT . (2.33)

Así, el patrón de Turing aparece cuando B > BT . Concluyendo:

Bc > B > BT . (2.34)

La banda de modos inestables está comprendida por el intervalo comprendido entre
k1 y k2, valores correspondientes a los números de onda límite. Estos se derivan a partir
de las raíces obtenidas de h = 0.

Hasta aquí hemos implementado el análisis de estabilidad lineal. Ahora ilustraremos
estos resultados numéricamente, utilizando las condiciones matemáticas mencionadas pa-
ra calcular la región de parámetros que determina la formación de un patrón de Turing,
con la finalidad de obtener sus valores numéricos. Esto se visualiza en la figura 2.1, donde
se grafica el espacio de parámetros en función de A, B y σ.

Figura 2.1: Región paramétrica derivada del análisis lineal para el modelo Brusselator.
Se visualizan los valores de A, B y σ para los cuales se forma el patrón espacial.

Una vez seleccionados los valores de A y B en la región paramétrica 2.1, se calculó
σc al solucionar h(k) = 0 y h′(k) = 0 para σ y k (utilizando las raíces positivas). Así,
los valores numéricos para estos parámetros son A = 1, B = 1.51 y σc = 0.0523. En este
hemos seleccionado a σ como el parámetro de bifurcación, con variaciones σ = 0.06 > σc
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y σ = 0.04 < σc. Finalmente, para obtener la banda de números de onda se graficaron
h(k) y Re(λ), como se muestra en la figura 2.2.

Figura 2.2: Gráfico de h(k) para diferentes valores del número de onda y del coeficiente
de difusión. Se observa que cuando σ alcanza un valor crítico σc la función intersecta al
eje de k en un punto kc (punto anaranjado). En cambio, si σ < σc la función es negativa
y aparece una banda finita de números de onda (comprendida entre los puntos grises).

Figura 2.3: Gráfico Re(λ) para diferentes valores de k y de σ. Si σ < σc la función ahora
es positiva y aparece una banda finita de números de onda k1 < k < k2.

En los gráficos 2.2 y 2.2 se visualiza que la banda de números de onda está definida
entre los valores k = 1.67 y k = 2.99, donde h(k) < 0 y Re(λ) > 0. Es precisamente
en este intervalo donde aparecen modos inestables que crecen con el tiempo cuando el
coeficiente de difusión alcanza un valor menor al crítico, permitiendo la formación de
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patrones de Turing. Cuando se presenta el escenario σ = σc prevalece un único modo k.
Para los valores restantes de k fuera de la banda, los modos tienden exponencialmente a
cero.

En conclusión, la relación de dispersión es el polinomio que permite calcular analítica-
mente las cuatro condiciones matemáticas necesarias para formar esta banda de números
de onda k, derivada a partir de las ecuaciones de evolución del Brusselator. Ciertamente
la región de Turing y el análisis lineal en general son más complejos si el sistema incluye
un mayor número de parámetros, como se ilustra en el ejemplo de la siguiente sección.

2.3. Análisis Lineal del Lotka-Volterra
Modificado

El sistema Lotka-Volterra ha sido usado ampliamente para modelar interacciones entre
especies biológicas clasificadas como predador-presa. Está basado en la ecuación logística
y define la evolución de las poblaciones en el tiempo, implicando interacciones de tipo
competitivas, por ejemplo.

Dadas dos poblaciones u y v, considérese el sistema de ecuaciones:

ut = ∇2u+ αu+ βuv + ηu2, (2.35)

vt = σ∇2v + γv + δuv + εv2. (2.36)

El conjunto (2.35) y (2.36) es un modelo Lotka-Volterra modificado (LVm) [41], y se
caracteriza por el coeficiente de difusión σ, además de las constantes de velocidad α, β, η,
γ, δ y ε. Nótese que en este sistema se modelan interacciones intra-específicas mediante
los términos cuadráticos presentes en cada reacción, a diferencia del modelo original que
únicamente incluye interacciones inter-específicas.

Para iniciar con el análisis lineal, nuevamente se considera el escenario con ausencia
de difusión, definido por:

ut = αu+ βuv + ηu2, (2.37)

vt = γv + δuv + εv2. (2.38)

A partir de estas ecuaciones se calculan los puntos fijos de la dinámica para la solución
de coexistencia, definidos por:
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(u0, v0) =

(
αε− βγ
βδ − εη

,
αδ − γη
εη − βδ

)
. (2.39)

De la misma forma que en el Brusselator, se calcula la matriz Jacobiana J evaluada
en este punto fijo y se asume una solución de la forma eikx+λt para este modelo, de modo
que al evaluar se obtiene la relación |J − k2D− λI|r = 0, donde ahora D es la matriz de
difusión para el modelo Lotka-Volterra:

D =

(
1 0

0 σ

)
. (2.40)

Con la finalidad de simplificar y reducir términos, se redefinen las nuevas concentra-
ciones de equilibrio ω y ϕ, usando:

β =
−α− ηω

ϕ
, γ = −ϕε− δω. (2.41)

Con estas asignaciones, la relación de dispersión resulta:

λ2 + λ
(
−ηω + k2 + k2σ − εϕ

)
− k2εϕ+ ηωεϕ+ αδω + δηω2 + k4σ − ηk2σω = 0. (2.42)

Repitiendo el análisis previo se obtienen dos condiciones de estabilidad en ausencia
de difusión:

− ϕε− ηω > 0, (2.43)

ω(αδ + δηω + ηϕε) > 0. (2.44)

Mediante la relación de dispersión se calcula kc,

kc =

√
ησω + ϕε√

2
√
σ

, (2.45)

para así derivar la tercer condición de estabilidad en presencia de difusión:

ησω + ϕε > 0. (2.46)

Por último, la cuarta condición es:

σ
(
−2σω(2αδ + ηϕε) + ησω2(ησ − 4δ) + ϕ2ε2

)
> 0. (2.47)

De forma similar al Brusselator, se implementa el análisis de estabilidad lineal numéri-
camente, nuevamente calculando la región de paramétrica para encontrar los valores que
determinan la formación de un patrón de Turing, a partir de las condiciones matemáticas
anteriores. Esto se ilustra en la figura 2.4.
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Figura 2.4: Región de parámetros para la formación de un patrón de Turing, generada
para el modelo Lotka-Volterra. Valores para α y δ. Se fijaron ω = ϕ = 1 y σ = 0.1,
eligiendo además ε = 0.03 y η = −0.07. Utilizando la segunda y cuarta condición se
generó la región paramétrica.

Así, los parámetros quedan definidos como: ω = 1, ϕ = 1, ε = 0.03, η = −0.07,
α = 0.11, δ = 0.07, β = −0.04 y γ = −0.1. Para calcular σc se soluciona el sistema
h(k) = 0 y h′(k) = 0 para σ y k, obteniendo σc = 0.7. Finalmente, se asignan valores con
variaciones σ = 0.72 > σc y σ = 0.68 < σc. Los resultados se observan en las figuras 2.5
y 2.6.
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Figura 2.5: Representación de h(k) para diferentes valores de k y σ. De forma similar al
Brusselator, si σ < σc la función es negativa y aparece una banda finita de números de
onda (comprendida entre los puntos grises).

Figura 2.6: Gráfica de Re(λ) para k y σ. En este caso, si σ < σc la función ahora es
positiva y aparece la banda de k.

La cantidad de parámetros que caracteriza al modelo Lotka-Volterra modificado im-
plicó un análisis más complejo que el derivado para el Brusselator, lo cual resultó en
condiciones menos simplificadas. No obstante, la relación de dispersión (2.42) permitió
identificar cuáles son los patrones que se forman según su número de onda k al introducir
variaciones en el parámetro de bifurcación σc.
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A pesar de la naturaleza no lineal de ambos modelos fue posible obtener condiciones
suficientemente informativas para la formación de patrones de Turing mediante el análi-
sis lineal. Se mostró que básicamente dos escenarios deben cumplirse: en primer lugar, el
estado espacialmente uniforme k = 0 debe permanecer estable ante pequeñas perturba-
ciones, satisfaciendo Re(λ) < 0; simultáneamente, sólo aquellos patrones pertenecientes
a la banda de modos inestables pueden formarse, con Re(λ) > 0 cuando k 6= 0.

Otro aspecto importante a señalar es que el presente trabajo consistirá en modelar
patrones unidimensionales tal que 0 ≤ x ≤ L, donde L describe la longitud del dominio.
De esta manera el eigenvalor correspondiente es k = 2nπ

L
, y entonces 1

k
= L

2nπ
define la me-

dida del patrón a formarse, pues es proporcional a la longitud de onda del mismo. Dado
que n es un número entero, el conjunto de números de onda k en la banda estable es finito.

En este capítulo se estudiaron las condiciones matemáticas necesarias para la for-
mación de un patrón de Turing, ejemplificando dos modelos ampliamente utilizados. A
continuación, en el Capítulo 3 estudiaremos algunos aspectos termodinámicos relaciona-
dos con sistemas RD.
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Capítulo 3

Aspectos termodinámicos de la
formación de patrones

En este capítulo estudiaremos cómo la evolución de un sistema RD conlleva una
producción de entropía. Primero para sistemas reactivos, posteriormente en modelos di-
fusivos y por último cuando ambos son combinados.

3.1. Producción de entropía en un sistema
puramente químico

Una forma de producción de entropía se da a través de reacciones químicas. Esta
depende de la relación entre las velocidades de reacción de las especies con sus afinidades.
Cuando la reacción alcanza el equilibrio, la tasa de avance ka (rapidez con la que se forman
los productos) y la tasa inversa ki (rapidez con la que se deshacen los reactivos) deben ser
iguales. Así, la velocidad de reacción corresponde a la diferencia entre estas constantes:
v = ka − ki. Nótese que esta expresión es equivalente al cambio neto en el tiempo del
avance de reacción dξ, por lo tanto:

1

V

dξ

dt
= ka − ki. (3.1)

En términos de las velocidades de reacción, la afinidad [13] se define como:

A = RT ln

(
ka
ki

)
, (3.2)

donde R corresponde a la constante universal de los gases ideales, y T a la temperatura
del sistema. Sustituyendo (3.1) y (1.15) en la producción de entropía (1.17), se obtiene
por unidad de volumen:
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1

V

diS

dt
=

A

V T

dξ

dt
= R(ka − ki) ln

(
ka
ki

)
≥ 0. (3.3)

Así, la producción de entropía por reacciones químicas está caracterizada por el aporte
del calor que el sistema intercambia con el entorno, además del generado por la reacción.
Cabe mencionar que la ecuación (3.3) mantiene su positividad incluso si ka < ki o vice-
versa. Además, (3.3) es válida sólo si la reacción es reversible, donde ki 6= 0.

3.1.1. Producción de entropía para reacciones
irreversibles: sistema Lotka-Volterra

Los sistemas termodinámicos abiertos reciben constante flujo de energía proveniente
del entorno, por lo que se encuentran fuera del equilibrio. Por esta razón se utiliza la
teoría de la termodinámica irreversible para derivar una expresión matemática de la pro-
ducción de entropía. En vista de que estos sistemas abiertos tienden hacia una máxima
dispersión de energía, se espera una máxima producción de entropía.

La única forma de que un sistema abierto disminuya su producción de entropía es
si se cumple −dSe > dSi, dado que dSi > 0 para procesos irreversibles. Físicamente,
esta desigualdad involucra a los procesos disipativos como la difusión y las reacciones
químicas, que conllevan a estados de no equilibrio organizados. Asumiendo un volumen
V fijo y una temperatura T constante, a partir de la ecuación (1.12) se define la entropía
para un sistema abierto como:

dS =
1

T

(
dU −

n∑
k=1

∆µkdNk

)
. (3.4)

Si se considera que la energía interna U es equivalente a la suma de energías internas
Ui almacenadas en cada organismo para la concentración Ni de cada especie, entonces la
tasa de producción de entropía para el ecosistema es:

dSi
dt

=
n∑
j=1

[
Nj

T

dUi
dt
− ∆µi

T

dNi

dt

]
, (3.5)

donde el primer término representa la producción de entropía por individuo para la es-
pecie Nj, mientras que el segundo término define la producción de entropía derivada de
los cambios en la producción de biomasa química. Cabe mencionar que si se considera un
sistema a temperatura T constante, entonces es posible anular la aportación del cambio
en la energía interna y así la ecuación anterior toma la siguiente forma:
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dSi
dt

=

∫
V

−∆µi
T

dNi

dt
dV. (3.6)

Esta es la producción de entropía en el sistema de volumen V .

Un caso especial del modelo Lotka-Volterra es el siguiente:

dNi

dt
= Nifi(N1, ..., Nn). (3.7)

Analizando el comportamiento del sistema al linealizar las funciones fi sobre el estado
estacionario N̄1, ..., N̄n, que cumple fi(N̄1, ..., N̄n) = 0, se obtiene:

d lnNi

dt
=

n∑
j=1

bij(Nj − N̄j). (3.8)

A partir de (3.8) se puede derivar un formalismo termodinámico planteado por [42],
definiendo un modelo termodinámico del no equilibrio utilizando flujos Ji y fuerzas Xi

de la forma:

Ji =
d lnNi

dt
, Xi = N̄i −Ni. (3.9)

Este flujo termodinámico Ji denota la tasa de crecimiento de una especie, mientras que
Xi se interpreta como las fuerzas gobernantes, dado que controlan el tamaño de las
fluctuaciones alrededor del estado de equilibrio del sistema. Así, la producción de entropía
se puede escribir como:

dSi
dt

=
n∑
i=1

d lnNi

dt
(N̄i −Ni) =

n∑
i=1

JiXi. (3.10)

Es necesario enfatizar que las concentraciones cerca del equilibrio están relacionadas
con el potencial químico de la siguiente manera:

− ∆µi
T
∼= R

N̄i −Ni

Ni

, (3.11)

por lo que el potencial químico se relaciona con la desviación de la concentración de la
población de su valor de equilibrio. No obstante, cabe resaltar que para un modelo de
solución ideal la variación en el potencial químico se escribe de la forma ∆µi = µi− µ̄i =

−RT ln N̄i

Ni
, de modo que al aproximar el logaritmo por lnx = x − 1 (cuando x ≈ 1) se

obtiene la expresión:

µi = RT

(
Ni − N̄i

N̄i

)
. (3.12)
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Ahora, es de interés analizar la producción de entropía desde el estado fuera de equili-
brio hasta el estado de equilibrio. Por esta razón se reescribe (3.7) en términos de ambas
concentraciones como:

∂Ni

∂t
=

n∑
l=1

∂fi
∂Nl

∣∣∣∣∣
N̄

(Nl − N̄l), (3.13)

donde se considera la parte reactiva del sistema en las funciones fi al evaluar en las
concentraciones de equilibrio N̄ . Consecuentemente, utilizando la definición (3.10) y el
potencial químico (3.12), el cambio temporal de entropía se escribe de la forma:

ds

dt
= −

n∑
k=1

n∑
l=1

[
R

(
Nk − N̄k

N̄k

)][
− R

R2

(
∂fk
∂Nl

) ∣∣∣∣∣
N̄

N̄l

][
R

(
Nl − N̄l

N̄l

)]
, (3.14)

de tal manera que se cumple dS
dt

=
∫
V
ds
dt

(densidad de entropía por unidad de volumen).
Al multiplicar y dividir esta ecuación por R2 y N̄l se obtiene la expresión simplificada
para la entropía:

ds

dt
=

n∑
k=1

n∑
l=1

XkLklXl, (3.15)

donde:

Xl = R

(
Nl − N̄l

N̄l

)
, Lkl = −N̄l

R

(
∂fk
∂Nl

) ∣∣∣∣∣
N̄

. (3.16)

Después de un desarrollo algebraico detallado (en el que se utiliza la definición de
potencial químico como −µi = −RT

(
N̄i−Ni

N̄i

)
), (3.14) se reduce a la forma:

ds

dt
= R

n∑
k=1

[
N̄k

(
d lnNk

dt

)
− dNk

dt

]
. (3.17)

Finalmente, al integrar esta ecuación sobre el tiempo se tiene la producción de entropía
∆s̃k entre el estado final e inicial:

∆s̃k = R
n∑
k=1

[
(Nk − N̄k) + N̄k ln

N̄k

Nk

]
. (3.18)

Esta ecuación puede interpretarse como el significado ecológico de la producción de en-
tropía: el primer término denota el cambio total de energía, o bien, de la población;
mientras tanto, el segundo término representa más precisamente la producción de entro-
pía ecológica, específicamente la diversidad ecológica. Esto lo ilustraremos a continuación.
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Ejemplo: Modelo Lotka-Volterra Modificado

La expresión para la producción de entropía (3.18) puede ahora aplicarse a sistemas
dinámicos diversos. Como ejemplo ilustrativo, en esta sección se asocia al modelo Brus-
selator (2.20) y (2.21), y a las ecuaciones Lotka-Volterra competitivas (2.35) y (2.36)
usadas en el análisis lineal del capítulo anterior.

La dinámica de las poblaciones en el tiempo está representada por el primer término
de la ecuación (3.10), y es donde se incluyen los modelos matemáticos que las definen. En-
tonces, recordando que d

dt
lnNi = 1

Ni
Ṅi, es posible considerar tanto al Brusselator como al

Lotka-Volterra modificado en sus versiones escaladas, al dividir cada uno por el factor Ni.

Sin embargo, las soluciones del Brusselator al aplicar esta metodología son aproxi-
madas, debido a las no linealidades que lo caracterizan. En contraste, el Lotka-Volterra
modificado mantiene la exactitud de las soluciones incluso después de dividir por Ni.
Evidentemente, este fenómeno impacta en el cálculo de la entropía. No obstante, debido
a que la robustez de las soluciones numéricas para el LVm es escasa en la formación de
patrones de Turing, en los capítulos a continuación se utilizará el modelo Brusselator.

La figura 3.1 ilustra las soluciones temporales para ambos modelos, además de su
producción de entropía. Los dos presentan oscilaciones, sin embargo en el caso del Brus-
selator desaparecen en el tiempo. En contraste, se observa que la producción de entropía
para el LVm mantiene oscilaciones de manera estacionaria.
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Figura 3.1: Soluciones temporales y producción de entropía para los modelos Brusselator
y Lotka-Volterra modificado. (a) Soluciones en el tiempo para el Brusselator, con A = 1
y B = 1.77. Las concentraciones tienden al punto de equilibrio u0 = 1, v0 = 1.77. (b)
Entropía temporal para el Brusselator. De forma similar a las soluciones del modelo, las
oscilaciones se desvanecen en el tiempo. (c) Soluciones temporales para el Lotka-Volterra
modificado adimensional [41], con parámetros r = 10, x0 = 20, k = 3.5 y kf = 0.1. Las
concentraciones oscilan alrededor del punto de equilibrio en el tiempo. (d) Entropía en el
tiempo para el Lotka-Volterra modificado. Se percibe una entropía oscilatoria conforme
aumenta t.

Posteriormente, se calcula (3.18) para el LVm, usando valores de las poblaciones
N1 = N2 = 40. De esta manera, mediante un gráfico de curvas de nivel para la producción
de entropía y el espacio fase generado a partir de las soluciones en 3.1, se obtiene la
figura 3.2. Así, se pudo calcular numéricamente la producción de entropía, percibiendo
un mínimo en las concentraciones de equilibrio del modelo N̄1 = 0.72 y N̄2 = 4.76 (región
azul oscuro). Además, en el espacio fase las órbitas correspondientes a las soluciones
permanecen oscilando alrededor tales concentraciones.
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Figura 3.2: Trayectorias correspondientes a las soluciones temporales del modelo Lotka-
Volterra modificado (curva paramétrica punteada) y a la producción de entropía ∆S̃k
para poblaciones N1 = N2 = 40 y un tiempo t = 30. Las tonalidades azules representan
el mínimo de la función.

La figura 3.3 representa a la producción de entropía en función de las concentracio-
nes para el LVm. Inicialmente, cuando ambas poblaciones mantienen valores pequeños,
la producción de entropía ecológica es mínima, pues el cambio de energía y la diversi-
dad ecológica son pequeños. Conforme las poblaciones incrementan, evidentemente ∆s̃k
aumenta también.
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Figura 3.3: Producción de entropía ecológica para el sistema Lotka-Volterra en función
de las concentraciones. La intensidad de color indica el valor de ∆S̃k, de modo que se
puede apreciar un mínimo en las concentraciones de equilibrio.

En efecto, la definición para la producción de entropía ecológica brinda información
útil y congruente según la segunda ley de la termodinámica. Sin embargo, dada la natura-
leza de los sistemas reacción-difusión utilizados en esta tesis, en las secciones subsecuentes
se complementará esta expresión con la parte difusiva en la dinámica para la formación
de patrones espaciales.

3.2. Producción de entropía debido al flujo
difusivo

En esta sección se deriva una expresión matemática para la producción de entropía
por difusión, de modo que se pueda explicar el comportamiento del flujo de concentra-
ciones durante la dinámica del sistema. Como se mencionó con anterioridad, el proceso
difusivo implica un transporte de materia desde una región con alta concentración hacia
una donde resulta menor, a causa de las diferencias en los potenciales químicos.

Considerando un sistema de dos o más dimensiones, la tasa de transporte de partículas
en la primera ley de Fick se define mediante la matriz de coeficientes de difusión Dik y
un gradiente de concentración para las componentes k:
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Ji = −
n∑
k=1

Dik∇Nk. (3.19)

Así, pensando en sistema con temperatura constante T y cercano al equilibrio, al reescribir
(3.19) en términos de µ se obtiene:

Ji = −
n∑
k=1

Lik
T
∇µk, (3.20)

donde los coeficientes Lik representan las constantes de proporcionalidad, o bien, los
coeficientes de proporcionalidad fenomenológicos. A partir de (3.19) y (3.20) se definen
como:

Lik = DikT
∂Nk

∂µk
. (3.21)

Ahora, utilizando (1.17), donde dξ
dt

= J , se obtiene una expresión para la producción
de entropía por unidad de volumen por difusión:

dis

dt
= − 1

T

n∑
k=1

∇µk · Jk, (3.22)

donde dSi

dt
=
∫
V
dsi
dt
. Para relacionar la entropía interna con la del entorno asumiremos

que dU = dV = 0, de modo que la producción total de entropía del sistema es:

dS

dt
=

1

T

n∑
k=1

µk(∇ · Jk). (3.23)

Por propiedad del producto para el operador vectorial, es posible reescribir esta ecuación
como:

dS

dt
=

1

T

[
n∑
k=1

∇ · (µkJk)−
n∑
k=1

∇µk · Jk

]
. (3.24)

El primer término en (3.24) es el flujo de entropía Js = − 1
T

∑
k µkJk del sistema al

ambiente y viceversa, mientras que el segundo término corresponde a la producción de
entropía difusiva σ = − 1

T

∑
k∇µk · Jk; por lo tanto:

dS

dt
= −∇ · Js + σ. (3.25)

Utilizando la definición para el potencial químico y las concentraciones es posible escribir
la producción de entropía debido a la difusión como:
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σ = − 1

T

n∑
k=1

[
RT

Nk

∇Nk

]
(−Dkl∇Nl) = R

n∑
k=1

Dkk
|∇Nk|2

Nk

. (3.26)

Esta ecuación establece que la producción de entropía es proporcional al cuadrado del
gradiente de concentración, en consecuencia se anula sólo cuando los flujos en el sistema
son cero. Además, es preciso señalar que esta expresión es válida únicamente si la matriz
de difusión es diagonal.

Evidentemente la ecuación (3.26) permite calcular la producción de entropía conside-
rando los coeficientes de difusión del modelo en cuestión. Esta se complementará con σ
ecológica en la sección a continuación, obteniendo una definición completa para sistemas
reacción-difusión diversos.

3.3. Producción de entropía en un sistema
reacción-difusión

Con anterioridad se mencionó que la condición fundamental necesaria para la for-
mación de patrones consiste en mantener al sistema fuera del equilibrio, alimentándolo
continuamente con energía, de tal manera que por medio de la inestabilidad derivada
por difusión emerjan estructuras disipativas. El modelo reacción-difusión propuesto por
Alan Turing explica tal mecanismo, en el cual las especies químicas en consideración
se caracterizan por mantener coeficientes de difusión distintos, donde al inhibidor le es
asignado el mayor, permitiendo así generar un espacio heterogéneo. Ciertamente esta es
la idea esencial que gobierna la formación de estructuras espaciales.

Existe una amplia variedad de sistemas reacción-difusión caracterizados por conllevar
diferentes mecanismos físicos tanto en la parte reactiva como en los procesos difusivos, lo
cual implica posibles variaciones en su dinámica. Sin embargo, es necesario considerar la
aportación del entorno. A lo largo de las secciones subsecuentes se trabajarán sistemas
termodinámicos fundamentalmente abiertos, por lo cual en la siguiente sección se escla-
recen características inherentes a los mismos que afectan la producción de entropía.

3.3.1. Producción de entropía en sistemas RD abiertos e
irreversibles

Naturalmente, la evolución de un sistema RD está ligada a la producción total de
entropía. Como se mencionó en secciones anteriores, de acuerdo al segundo principio de
la termodinámica se cumple dS = deS+diS > 0 de manera tal que, en el caso de sistemas
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abiertos, el cambio de entropía generado por el flujo de materia y energía con el entorno
deS complementa a la producción de entropía interna debida a las reacciones químicas
irreversibles diS.

Para ejemplificar estos conceptos, considérese las reacciones elementales del modelo
Brusselator:

A
k1−−→ X

B + X
k2−−→ Y + D

2X + Y
k3−−→ 3X

X
k4−−→ E

Este conjunto de reacciones describen la transformación de las concentraciones de las
especies X y Y a través de los reactivos A, B y los productos D, E. De esta manera, al
reescribirlas en términos de las tasas de reacción se obtiene:

d[X]

dt
= k1[A]− k2[B][X] + k3[X]2[Y ]− k4[X], (3.27)

d[Y ]

dt
= k2[B][X]− k3[X]2[Y ]. (3.28)

Suponiendo al sistema termodinámico como un biorreactor, se asume que este permite
únicamente el flujo de masa con el entorno, manteniéndose cerrado a las especies químicas
X y Y . Debido a que esto implica que dentro del reactor la concentración de reactivos y
productos permanece constante, la dinámica está definida por:

A + B −−→ D + E (3.29)

En tal sentido, la producción de entropía interna depende tanto de las reacciones
químicas como de los flujos de masa definidos por esta transición: aquello que sale del
sistema entra al entorno, y equivalentemente aquello que entra al reactor proviene del
ambiente. Sin embargo, al asumir concentraciones constantes evidentemente se cumple
que d[A]

dt
= d[B]

dt
= d[D]

dt
= d[E]

dt
= 0, por lo tanto no aportan información en la definición

de σ interna para sistemas reacción-difusión y sólo entran en el intercambio con el exterior.

Por lo tanto, concentrándonos en las especies catalíticas, hemos encontrado que la
aportación a la parte difusiva es:
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dis

dt
= − 1

T

n∑
k=1

RT

N̄k

∇Nk · (−Dik∇Nk) = R

n∑
k=1

Dik

N̄k

|∇Nk|2, (3.30)

donde el potencial químico se aproxima de la siguiente manera:

µk = RT ln

(
Nk

N̄k

)
≈ RT

(
Nk

N̄k

)
. (3.31)

Esta aproximación es válida para perturbaciones del orden Nk−N̄k

Nk
� 1. Así, la pro-

ducción de entropía para un sistema reacción-difusión se complementa sumando (3.30) y
la producción de entropía para reacciones químicas (3.14), resultando:

σ = R

n∑
k=1

Dkk

N̄k

|∇Nk|2 +R
n∑
k=1

n∑
l=1

[
N̄k −Nk

N̄k

] [
Nl − N̄l

N̄l

] [
−N̄l

∂fk
∂Nl

]
, (3.32)

donde fk representa la parte reactiva del sistema. En las secciones subsiguientes se utili-
zará esta ecuación general para calcular la producción de entropía en la dinámica de los
patrones de Turing.

La producción de entropía difusiva encuentra su valor mínimo cuando no existen flujos
espaciales de masa. En contraste, la entropía producida por reacciones químicas alcanza
el mínimo cuando se llega a las concentraciones de equilibrio. No obstante, cuando ambos
procesos están activos el mínimo puede alcanzarse para un estado diferente, como en el
caso de las estructuras disipativas. Un ejemplo de esto son los patrones de Turing, que
en el estado de equilibrio forman un patrón estacionario.

Determinar la evolución temporal de la producción de entropía no es una tarea sen-
cilla, pues usualmente se desconoce la solución de las ecuaciones RD. No obstante, al
considerar el estado estacionario sabemos que un modo espacial predomina en el patrón
de Turing. Por lo tanto es posible escribir la solución como:

Nj = N̄j + α sin(kx), (3.33)

donde α, k y x representan la amplitud, el número de onda y la coordenada espacial
del patrón en consideración, respectivamente. Por lo tanto, sustituyendo Nj en (3.32) se
obtiene la expresión adecuada para calcular numéricamente la producción de entropía a
partir de los patrones de Turing simulados.
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3.4. Relación de la producción de entropía con
el número de onda y la amplitud del patrón

En la sección anterior se definió la producción de entropía en un sistema reacción-
difusión que depende de diversos factores, tales como los coeficientes difusivos, los pará-
metros del modelo (que determinarán los puntos de equilibrio), las reacciones químicas
que lo definen y las concentraciones de las especies. Resulta conveniente definir tales
concentraciones conforme a la expresión (3.33) utilizando funciones trigonométricas para
modelar la evolución de las especies químicas, pues esto permite relacionar tanto la am-
plitud α como el número de onda k con la producción de entropía. Por consiguiente, al
sustituir esta ecuación en (3.32) se obtiene:

σ =

∫
x

R
n∑
i=1

Diiα
2
i k

2cos2(kx)

N̄i

+R
n∑
i

n∑
l

[
αisin(kx)

N̄i

] [
αlsin(kx)

N̄l

] [
N̄l

∂fi
∂Nl

]
. (3.34)

En esta expresión resulta evidente que la producción de entropía incrementa con el
cuadrado de la amplitud y el número de onda. Esto implica que, para que un patrón
con un número de onda grande sea estabilizado, es necesario aumentar σ y, por lo tanto,
el sistema requerirá de una cantidad de energía mayor para cumplir con esta tarea. De
manera similar, aquellos patrones cuyas amplitudes se mantengan altas requerirán mayor
σ para alcanzar el estado estacionario estable.

Cabe mencionar que las amplitudes correspondientes a cada patrón son definidas
utilizando el análisis de Fourier (ver apéndice A). De este método se deduce que los
coeficientes de esta serie definen las amplitudes características de cada número de onda.

3.5. Energía libre en un sistema reacción
difusión

Hasta ahora se ha explicado cómo el comportamiento de la entropía en un siste-
ma termodinámico aislado incrementa hasta alcanzar un valor máximo en el estado de
equilibrio. Sin embargo, es de esencial importancia interpretar la segunda ley de la termo-
dinámica como principio extremo, de tal manera que también resulta conveniente discutir
la estabilidad del sistema en términos de la energía libre de Gibbs.

En secciones anteriores se definió la energía libre de Gibbs G como una función de
estado que permite predecir la dirección en la cual las reacciones químicas son llevadas
a cabo, asumiendo un sistema isobárico e isotérmico. Esta energía permite identificar la
naturaleza de procesos espontáneos: se dice que G es una medida de la cantidad máxima
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de trabajo W que un fenómeno efectúa mientras evoluciona desde un estado inestable
hasta uno de equilibrio. En otras palabras, la diferencia de energía ∆G permite identificar
el trabajo necesario para transformar un estado en otro. En términos de la primera ley
se tiene que:

dG = dU + pdV − TdS. (3.35)

Esta expresión es considerada como un potencial termodinámico que es minimizado
cuando el sistema alcanza el equilibrio químico. Esta propiedad, en conjunto con la se-
gunda ley de la termodinámica, permite identificar la espontaneidad de una reacción de
acuerdo a los siguientes criterios:

dS =
dqrev
T

, dS >
dqirrev
T

, (3.36)

donde dq determina el flujo de calor durante el proceso en cuestión. Para un proceso
reversible, el cambio de entropía del sistema y del entorno es equivalente y opuesto, lo
cual implica que el cambio en la entropía del universo es nulo: dSuniverso = 0. Mientras
tanto, aquellos procesos que son irreversibles necesariamente incrementan la entropía
del conjunto sistema-entorno: dSuniverso > 0. Así, mientras entren en juego procesos
reversibles el sistema mantendrá un estado de equilibrio continuo y entonces se cumple:

dG = 0. (3.37)

En el caso de procesos irreversibles, la espontaneidad se manifiesta cuando TdS >

dqirrev (de la ecuación (3.36)), y por lo tanto dqrev > dqirrev. Dado que G se define para
un sistema con presión p y temperatura T constantes, se reescribe dU + pdV = dq,
concluyendo entonces que la energía libre de Gibbs cumple dqirrev − dqrev < 0, o bien:

dG < 0. (3.38)

Conforme exista espontaneidad en la dinámica, la energía libre ∆G decrecerá, siendo
negativa. Cabe señalar que incluso durante el equilibrio existen fluctuaciones microscó-
picas que contribuyen a la desestabilización del sistema, sin embargo, son los procesos
irreversibles espontáneos aquellos que lo retornarán al estado de equilibrio al minimizar
o maximizar los potenciales termodinámicos.

Estas definiciones permiten claramente calcular la espontaneidad de un proceso al
estar basadas en parámetros inherentes al modelo. Sin embargo, en esta tesis se adoptará
una versión modificada de la energía libre de Gibbs. En primer lugar, no se consideran
los cambios en la energía interna del sistema reacción-difusión, por lo tanto el término
dU en (3.35) es anulado. Después, se asume volumen V constante, por lo que no hay
contribución del trabajo mecánico en la dinámica. En consecuencia, el potencial ∆G

simplemente es:
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∆G = −T∆S. (3.39)

Para comprender el significado de esta cantidad aproximada considérese al sistema
RD como un reactor. Pensando que la energía interna y el volumen permanecen cons-
tantes, la energía libre de Gibbs únicamente depende del calor que el ambiente aporta
para impulsar a la formación del patrón espacial. De la ecuación (3.39) se deduce que los
máximos en la entropía (aquellos que llevan al sistema a su estado más estable) coinciden
con los mínimos en ∆G.

Es preciso señalar que, no obstante, nuestra definición de la energía libre de Gibbs
sólo considera a las especies catalíticas (como mencionamos al derivar la expresión para
la producción de entropía), por lo cual implica únicamente el cambio en la energía interna
del sistema (derivada de las reacciones químicas). En consecuencia, no consideramos los
intercambios con el entorno (por ejemplo, de las especies u y v en el Brusselator).

Uno de los objetivos de esta tesis consiste en identificar la relación de la energía libre
de Gibbs con la formación de patrones de Turing, considerando su número de onda y
su amplitud. A continuación, la figura 3.4 ejemplifica hipotéticamente el cambio de la
energía libre de Gibbs con el número de onda del patrón. Como se detallará en el capítulo
siguiente, para modelar los patrones se configuran diferentes condiciones iniciales. Así,
cada condición inicial se caracteriza por perturbaciones en forma de ruido y un pre-
patrón, con un número de onda mi inicial. De esta manera, mediante una distribución
inicial de números de onda, se calculará ∆G durante la evolución del patrón, identificando
transiciones entre los números de onda dependiendo de su nivel de estabilidad.

Figura 3.4: Energía libre de Gibbs para diferentes números de onda iniciales. Cada pre-
patrón mantiene una estabilidad inicial que es perturbada por el ruido inducido. El
número de onda más estable es aquel con menor ∆G.

Así, en esta sección planteamos la cuantificación de la producción de entropía, además
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de los cambios en la energía interna debido a los procesos irreversibles (cambios de energía
en el interior del reactor). Como se ha mencionado, dada la no linealidad del problema
resulta difícil determinar con exactitud estas cantidades. Sin embargo, en el capítulo sub-
secuente evaluaremos estas cantidades mediante simulaciones numéricas, que permitirán
discernir mejor cómo se ligan las propiedades dinámicas y termodinámicas del sistema.
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Simulaciones numéricas de las
propiedades termodinámicas de un

patrón de Turing

En este capítulo presentamos los resultados de las simulaciones numéricas de patrones
de Turing mediante el modelo Brusselator. En particular, se calculan la producción de
entropía y la energía libre de Gibbs durante la la evolución del patrón, mostrando la
dependencia de ambas expresiones en su número de onda y su amplitud.

4.1. Soluciones cerca de la bifurcación

Del análisis lineal en capítulos anteriores es posible observar que los sistemas a es-
tudiar en este trabajo dependen de más de tres parámetros, los cuales evidentemente
definen la dinámica que el patrón desarrolla en el tiempo y el espacio. En consecuencia,
mediante el análisis lineal de la sección 2.1 se dedujeron las condiciones matemáticas
necesarias para inducir la formación de patrones espaciales, de tal manera que es posible
identificar los parámetros en los cuales el comportamiento cualitativo del modelo cambia
notablemente. Estos cambios cualitativos en la dinámica del sistema se conocen como
bifurcaciones, y aquellos parámetros que las generan se conocen como parámetros de bi-
furcación. Con esto en mente, en esta sección usaremos el parámetro B en el Brusselator
como parámetro de bifurcación, con la finalidad de identificar los valores clave a utilizar
en las simulaciones subsecuentes. A continuación se detallan los valores utilizados para
implementar los cálculos numéricos.

Si se piensa nuevamente en el ejemplo del reactor, los parámetros A y B del Brussela-
tor son asociados a la masa, y definen los flujos de materia entre el sistema y el entorno. Si
fijamos A = 1 y σ = 0.1, encontramos que la bifurcación de Turing ocurre para B = 1.73,
por lo cual se usan estos valores en los cálculos numéricos. Ahora, los patrones simulados
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en esta tesis son unidimensionales, por lo cual para calcular el tamaño del dominio L se
utiliza el número de onda crítico kc (derivado en el análisis lineal) y la relación k = 2π

λ
.

Con esto, al establecer λ = L
n
obtenemos L = 2nπ

kc
, donde n representa el número de onda

o líneas que presenta el patrón. En esta tesis fijamos n = 15 para calcular el tamaño de
L en las simulaciones. Esto permite configurar un patrón con 15 líneas, como se ilustra
en la figura 4.1.

Figura 4.1: Patrón de Turing unidimensional con n = 15. Los máximos representan las
concentraciones más altas de las especies químicas.

Las condiciones iniciales se definieron de la siguiente manera. En primer lugar, se
generaron números aleatorios r1 y r2 como ruido blanco para cada especie química u y
v con la siguiente distribución: se asignó una media u0 y v0 (es decir, las concentracio-
nes de equilibrio del modelo Brusselator) y desviaciones 0.1u0 y 0.1v0, respectivamente.
Posteriormente, se asignó un pre-patrón definido por Λcos(2mπx

L
) y Λcos(2mπx

L
+ 2π) para

cada especie, donde Λ es la amplitud y m representa el número de onda inicial con el
cual se configura la dinámica. Con esto, los valores quedan establecidos como:

u0 = r1(x) + Λcos

(
2mπx

L

)
, (4.1)

v0 = r2(x) + Λcos

(
2mπx

L
+ 2π

)
. (4.2)

Debido a que nos interesa la dependencia de la producción de entropía y la energía
libre de Gibbs en el número de onda, se asigna una distribución determinada de m. Por
otro lado, la estabilidad del patrón depende del valor de B, pues se sabe que entre más
cercana a la bifurcación permanezca la dinámica menos estados Eckhaus estables hay
[43], es decir, el patrón mantiene su estabilidad si conserva su número de onda inicial
durante su evolución. Estas son las razones por las cuales resulta importante cambiar el
número de onda en las condiciones iniciales.

Por lo tanto, se simularon patrones de Turing con ayuda del software COMSOL
Multiphysics® v. 5.2. (ver Apéndice B para más detalles), identificando la región de
estabilidad para valores de 8 ≤ m ≤ 21 y 1.73 ≤ B ≤ 1.99. A partir del número de onda
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crítico kc = 1.83 y de la frecuencia espacial n = 15 se calculó el dominio L = 51.49.
La amplitud de las condiciones iniciales se fijó en Λ = 0.9. Por último, el tiempo de
simulación es tmax = 350 con p = 2300 pasos. Para determinar si un patrón es estable,
verificamos si conservó su número de onda inicial m. En el caso contrario, si el número
de onda final mf difiere del inicial (m 6= mf ), el patrón resultó ser inestable. La figura
4.2 muestra los resultados obtenidos.
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Figura 4.2: Estabilidad de los patrones para diferentes valores de m y B. El sistema
se mantiene estable si el número de onda inicial corresponde con el final después de la
simulación (puntos azules). La dinámica es inestable en el caso contrario, presentando
diferencias |mf −m| ≥ 1 (números en el gráfico).

En la figura 4.2 se puede visualizar que la región de estabilidad (puntos azules) for-
man una especie de parábola convexa centrada en m = 15 y con cierta inclinación hacia
la izquierda. Además, se deduce que conforme el valor del parámetro de bifurcación
incrementa el intervalo de estabilidad en mf también lo hace. Nótese que los rombos
anaranjados definen aquellas estructuras poco definidas, por lo cual se concluye que en
esa región el mecanismo que gobierna la dinámica no da lugar a patrones. La zona res-
tante resulta inestable, con diferencias |mf −m| ≥ 1.

Sin embargo, la estabilidad ilustrada en la figura 4.2 también depende de la inten-
sidad del ruido inducido en las condiciones iniciales, por lo cual en la siguiente sección
explicamos la influencia de este parámetro.
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4.2. Frecuencia o influencia del ruido inicial
en la formación del patrón

En esta sección se presentan las simulaciones de patrones de Turing conforme la ampli-
tud de las condiciones iniciales incrementa. Se seleccionaron valores entre 0.1 ≤ Λ ≤ 1.4,
dependiendo del rango de patrones estables observados. Utilizando el mapa de la figura
4.2, se eligieron tres valores del parámetro de bifurcación: B = 1.77, B = 1.82 y B = 1.9

y se seleccionaron algunos números de onda. En las figuras 4.3 se muestran los resultados
correspondientes a este experimento.
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Figura 4.3: Estabilidad del patrón para diferentes intensidades de ruido. En azul se obser-
van las soluciones que se mantuvieron estables, mientras que en anaranjado se muestran
aquellas inestables. Se usaron los valores (a) B = 1.77, (b) B = 1.82 y (c) B = 1.9.

En la figura 4.3(a) se visualizan algunos modos estables, específicamente para valores
pequeños de ruido. Puede distinguirse que si el parámetro Λ es mayor a 0.6, los modos
inestables predominan notablemente. Otro punto a destacar es que el modo m = 15 per-
maneció totalmente estable para todos los valores de Λ. Continuando con el análisis, la
figura 4.3(b) muestra los resultados obtenidos para B = 1.82. En este caso el número de
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patrones estables incrementó para Λ pequeño, y en esta ocasión es posible distinguir una
especie de forma triangular para la región de estabilidad. Nótese que nuevamente todos
los modos en m = 15 permanecieron estables. Por último, la figura 4.3(c) muestra los
resultados generados para B = 1.9. Se puede apreciar que incrementó la región estable
para valores altos de Λ. Además, esta vez tanto m = 14 como m = 15 presentan estabi-
lidad total en los modos finales.

En conclusión, la información presentada permitió visualizar la estabilidad de los
patrones para amplitudes Λ relativamente altas. Se observó que conforme la dinámica se
aleja de la bifurcación de Turing el rango de patrones que conservan su número de onda
incrementa. Como ejemplo, las figuras 4.4(a) y 4.4(b) muestran la condición inicial (4.1)
con Λ = 0.1 y Λ = 0.9 para B = 1.77:

0 200 400 600 800 1000

0.8

0.9

1.0

1.1

1.2

u
0

0 200 400 600 800 1000
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

u
0

(a) (b)

Figura 4.4: Perturbaciones inducidas en la condición inicial a la especie química u del mo-
delo Brusselator, utilizando B = 1.77, m = 5 y L = 51.5. (a) La especie u es inicializada
con el parámetro Λ = 0.1. Se visualiza la solución inicial con ruido predominante. (b) Al
incrementar el parámetro Λ = 0.9 el ruido es menor y se percibe mejor el pre-patrón.

En las figuras anteriores se observan oscilaciones alrededor del punto de equilibrio
u0 = 1 para el Brusselator. Se percibe la influencia del ruido en 4.4(a), con amplitudes
pequeñas. En cambio, 4.4(b) denota un pre-patrón más definido con amplitudes más
grandes. En las secciones subsecuentes se utilizará el valor Λ = 0.9 para las simulaciones
numéricas.

4.2.1. Influencia del prepatrón en la formación de la
solución estacionaria

En este apartado se muestra la comparación de los resultados con dos configuraciones
iniciales distintas: la primera considera únicamente ruido en la configuración inicial, o
bien, un estado quasi-homogéneo; en el segundo caso la condición inicial incluye el pre-
patrón generado mediante las ecuaciones (4.1) y (4.2). Los resultados de esta comparación
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se muestran en la figura 4.5. De esta figura resultó evidente la influencia del pre-patrón
en la dinámica. Se observó que en ausencia de este el patrón cambia su número de onda
en menos tiempo. En contraste, asignar una solución inicial induce un cambio más lento
en el número de onda, además de oscilaciones temporales en tiempos intermedios.

(a) (b)

Figura 4.5: Patrones de Turing generados para B = 1.77, m = 17 y configuraciones ini-
ciales distintas. El eje vertical define el tiempo t, mientras que el eje horizontal representa
el dominio L. La barra lateral muestra el espectro de amplitudes de las concentraciones.
(a) Patrón inicializado con Λ = 0. Se observa una transición rápida del número de onda
desde los primeros tiempos de simulación. (b) Patrón configurado con Λ = 0.9. Hay
presencia de oscilaciones temporales y el cambio en el número de onda es lento.

Una vez establecidas las características de las configuraciones iniciales en las simula-
ciones, además del papel que toma el parámetro de bifurcación, es posible identificar la
persistencia y la viabilidad de los patrones de Turing mediante propiedades termodiná-
micas, como exponemos a continuación.

4.3. Viabilidad

La producción de entropía definida hasta este punto tiene como base la evolución
temporal de procesos irreversibles como la difusión y reacciones químicas. De acuerdo a
la segunda ley de la termodinámica tales procesos implican un incremento en la entropía
del sistema termodinámico y, en el caso de un sistema cerrado, homogeneidad espacial
de materia y energía. Sin embargo, la inestabilidad de Turing permite que un sistema
abierto con un estado quasi-uniforme se inestabilice, para posteriormente evolucionar a
una configuración estable donde aparece un patrón.
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La finalidad de la presente sección consiste en identificar el comportamiento de la
producción de entropía σ en el tiempo para los diferentes números de onda y valores
del parámetro de bifurcación B. Para esto, utilizando COMSOL se simularon patrones
cuya dinámica consiste en lo siguiente: en primer lugar se establecieron las condiciones
iniciales (4.1) y (4.2) ya mencionadas. Posteriormente, para el Brusselator (2.20) y (2.21)
se fijaron los mismos parámetros que en la sección anterior. Luego, se eligieron algunos
valores del parámetro de bifurcación B (figura 4.2) para analizar la evolución temporal
de σ con valores cercanos a la bifurcación de Turing. Finalmente, resultó de gran impor-
tancia definir tanto el tiempo de simulación preciso como el número de pasos a introducir,
pues estos son los parámetros que permiten visualizar la evolución temporal completa
del patrón. En otras palabras, fue necesario identificar (a prueba y error) los tiempos de
modelado suficientes para que se forme el patrón estacionario.

Con la metodología anterior se obtienen mapas espacio-temporales conformados por
diferentes concentraciones en el dominio, donde se observa un patrón de líneas con di-
ferentes amplitudes. La tarea ahora consiste en exportar la información de estas con-
centraciones como una matriz con renglones correspondientes al dominio L y columnas
representativas del tiempo t. Cada matriz generada corresponde a un valor de B, un nú-
mero de onda m y la especie seleccionada (sea u o v). Para nuestro análisis de condiciones
iniciales consideramos hasta 13 distintas variaciones en el modo inicial, que corresponden
a 9 ≤ m ≤ 21, 3 valores del parámetro de bifurcación B y 2 especies, por lo cual se
obtienen finalmente 78 matrices para el modelo en cuestión.

Una vez calculadas tales concentraciones espacio-temporales en COMSOL, se imple-
mentó el análisis numérico para la producción de entropía en el software Mathematica
v.12.0. El procedimiento se describe a continuación. En primer lugar, para cada columna
de cada matriz se interpola una función que representa la concentración como función
del tiempo. Después, para cada función es interpolada una serie de Fourier, con la fina-
lidad de identificar las amplitudes de cada modo espacial. Debido a que existe una serie
de Fourier para cada tiempo, los coeficientes dependen del tiempo. Finalmente, para el
cálculo de la producción de entropía se utilizó la ecuación (3.6) del Capítulo 3, donde el
potencial químico está dado por (3.12) y la derivada temporal de las concentraciones se
evaluó directamente de las simulaciones numéricas. Además fue esencial tomar en cuenta
la heterogeneidad espacial, por lo que se integró σ a lo largo del dominio L.

4.3.1. Producción de entropía en el tiempo

El primer resultado del análisis numérico para la producción de entropía σ corresponde
a B = 1.77. La figura 4.6 representa σ en función del tiempo t para cada número de onda.
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Figura 4.6: Producción de entropía σ para B = 1.77. Las líneas grises continuas repre-
sentan las soluciones con números de onda estables, etiquetados con su valor. Los modos
inestables son representados con las líneas discontinuas.

La figura 4.6 muestra que el comportamiento temporal de la producción de entro-
pía se mantiene constante para números de onda pertenecientes a la región estable, con
variaciones raramente notables en los primeros tiempos. Los modos estables con σ más
pequeño son m = 16 y m = 13.

En contraste, aquellos modos inestables se mantienen fluctuando hasta alcanzar el
valor de σ que tiende al estado estacionario, mostrando trayectorias del tipo de una
curva sigmoide. En color azul se puede apreciar la línea que representa a m = 17, y como
se observará en las gráficas para otros valores de B, este número de onda frecuentemente
muestra comportamientos notoriamente fluctuantes, subiendo y bajando en el tiempo. Al
ser un patrón inestable se mantendrá cambiando tanto en su número de onda como en su
amplitud hasta estabilizarse en uno con menos líneas. Aquellos m restantes en la región
inestable presentan comportamientos menos evidentes pero similares, por lo tanto, para
obtener una visualización más completa de este caso las figuras 4.7(a)-4.7(d) muestran
los mapas espacio-temporales de las concentraciones para 4 de estos modos.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.7: Patrones de Turing simulados para B = 1.77. La barra lateral ilustra el
espectro de amplitudes. (a) Patrón en la región estable con m = 14. Existe evidencia de
oscilaciones temporales al inicio. (b) Para m = 17 se observan oscilaciones temporales
en más de la mitad del dominio. En tiempos finales el patrón se rompe en menos líneas,
cambiando su número de onda. (c) En el caso de m = 19 y (d) m = 21, hay presencia
de oscilaciones temporales y una transición del número de onda al inicio.

En la figura 4.7 se visualizan 3 tipos de regiones: inicialmente, todos los mapas pre-
sentan el número de líneas correspondiente al m asignado (zona inferior), sin embargo,
en la dinámica prevalecen oscilaciones temporales. Luego el patrón es formado e inesta-
bilizado, por lo que se rompe en un número de líneas menor o mayor (dependiendo el
caso), introduciendo a la solución a una región más estable.

El modo m = 14 mostró la producción de entropía más alta de acuerdo a la figura
4.6, además de mantener su valor prácticamente constante. El mapa propio de este modo
en la figura 4.7(a) resulta congruente respecto a la poca variabilidad existente. En com-
paración, σ de m = 17 incrementa notablemente alcanzando incluso valores negativos,
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transiciones sincrónicas a las oscilaciones en el mapa espacio-temporal de la figura 4.7(b).
Es preciso señalar que esta negatividad de la producción de entropía contradice a la se-
gunda ley y, como discutiremos en el siguiente capítulo, indica que el potencial químico
definido por la ecuación (3.12) no puede utilizarse directamente en reacciones irreversi-
bles y/o sistemas abiertos. Por lo tanto, esta parte de la gráfica no debe considerarse.

Por último, la producción de entropía para m = 19 y m = 21 incrementa rápidamente
desde tiempos iniciales, alcanzando valores constantes. El patrón correspondiente a estos
modos se rompe en menos líneas durante t iniciales.

De manera análoga, la producción de entropía calculada para B = 1.82 es represen-
tada en la figura 4.8. Tal como en el primer caso, se eligieron 10 tiempos intermedios y
se etiquetaron aquellos modos estables (líneas grises continuas). Nótese que el valor de σ
incrementó aproximadamente al doble para la mayoría de los modos al aumentar el pará-
metro de bifurcación. La región estable ahora incluye modos adicionales, donde m = 11,
m = 16 y m = 12 son los números de onda estables con σ más pequeña. Nuevamente,
el modo 17 fluctúa considerablemente en el tiempo (línea azul discontinua), sin embargo
alcanza el nivel estacionario en menor tiempo que para B = 1.77.

57



Capítulo 4
Simulaciones numéricas de las propiedades termodinámicas de un patrón

de Turing

◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆

◆

◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆
◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆

◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆

◆

◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆

m=11

m=12

m=13
m=14

m=15

m=16

0 100 200 300
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

t(s)

σ

◆

◆

◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆

0 50 100 150 200 250 300 350
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

t(s)

σ

m=9

◆

◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆

0 50 100 150 200 250 300 350
0.220
0.222
0.224
0.226
0.228
0.230
0.232

t(s)

σ

m=15

◆

◆

◆

◆
◆

◆ ◆ ◆ ◆ ◆

0 50 100 150 200 250 300 350
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

t(s)

σ

m=17

◆

◆

◆
◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆

0 50 100 150 200 250 300 350

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

t(s)

σ

m=19

(a) (b) (c) (d)

Figura 4.8: Producción de entropía σ para B = 1.82. Las líneas grises continuas repre-
sentan los números de onda estables, etiquetados con su valor. Los modos inestables son
representados con las líneas discontinuas.

Los mapas espacio-temporales de m = 9, m = 15, m = 17 y m = 19 son presentados
en la figura 4.9.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.9: Patrones de Turing simulados para B = 1.82. (a) Para m = 9 se observan
oscilaciones temporales en los primeros tiempos de simulación, después el patrón se rompe
en más líneas. (b) Param = 15 se perciben oscilaciones temporales en los primeros valores
de t. (c) En el caso de m = 17 se visualizan regiones con oscilaciones temporales en una
parte amplia del dominio. El patrón cambia su número de onda a uno menor. (d) En el
mapa de m = 19 hay presencia de oscilaciones temporales en tiempos iniciales.

Los patrones ilustrados en la figura 4.9 muestran un rango de amplitudes mayor que
aquellos en la figura 4.7. En general, al incrementar el parámetro de bifurcación aparecen
más oscilaciones temporales en los patrones, debido a la proximidad a la bifurcación de
Hopf [44].

Una diferencia clara entre los mapas de m = 9 y m = 19 radica en que el primero
se transforma a un patrón con más líneas, mientras que el segundo evoluciona al caso
contrario. No obstante, su producción de entropía temporal mantiene comportamientos
similares, como se observa en la figura 4.8. Al comparar estos patrones se perciben más
oscilaciones para m = 19, cuya σ toma un tiempo mayor en llegar al valor estacionario.
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En el caso de m = 17 las oscilaciones dominan casi la mitad del espacio, momento en el
cual el patrón se rompe. Así, para este valor de B la dinámica de la formación del patrón
alcanzó una producción de entropía constante más rápido.

Finalmente se calculó la producción de entropía para B = 1.9, es decir, el valor más
lejano a la bifurcación de Turing. En la figura 4.10 se etiquetan los números de onda
estables con su valor m.
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Figura 4.10: Producción de entropía σ para B = 1.9. Las líneas grises continuas repre-
sentan los números de onda estables, etiquetados con su valor. Los modos inestables son
representados con las líneas discontinuas.

La comparación de las figuras 4.6, 4.8 y 4.10 permite distinguir un incremento en la
producción de entropía. La región de estabilidad ahora comprende desde m = 10 hasta
m = 15, con una tendencia a un estado estacionario entre σ = 0.35 y σ = 0.38. Es
preciso notar que, en el caso de m = 16, m = 9 y m = 18 la producción de entropía
varía considerablemente antes de mantenerse constante en el tiempo. En esta zona de
inestabilidad, el modo con σ más alta corresponde a m = 17. Esto quiere decir que los
patrones cambian constantemente su número de onda, de tal manera que la transición
de modos se ve reflejada en las variaciones temporales de la producción de entropía.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.11: Patrones de Turing simulados para B = 1.9 y (a) m = 15, (b) m = 16,
(c) m = 17 y (d) m = 18. De forma similar a los casos anteriores, hay presencia de
oscilaciones temporales y una diferencia en el número de onda.

Los patrones en la figura 4.11 presentaron el rango más extenso de amplitudes, mos-
trando líneas más nítidas que en simulaciones previas. Esto resulta congruente la produc-
ción de entropía para este valor del parámetro de bifurcación, pues presenta los valores
más altos.

El patrón de m = 16 presentó un comportamiento distinto a los mapas mostrados
hasta ahora, pues los tiempos en los que cambia su número de onda y en los cuales ter-
minan las oscilaciones son notablemente distantes. Su producción de entropía mantuvo
fluctuaciones prácticamente todo el tiempo, alcanzando valores estables hasta tiempos
finales. Mientras tanto, la σ más alta está representada por m = 17, cuyas variaciones
disminuyeron y rápidamente escaló al valor estacionario.

Al comparar los patrones para cada valor del parámetro de bifurcación se observan
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comportamientos distintos. Para m = 17 resulta perceptible la disminución de oscilacio-
nes temporales conforme B incrementa; simultáneamente el número de líneas es reducido
en un tiempo cada vez menor. Esto influyó en su producción de entropía, que presentó
valores más estables para B lejano a la bifurcación de Turing. Mientras tanto, los pa-
trones con modos estables mantuvieron una σ prácticamente constante durante toda la
dinámica.

4.3.2. Producción de entropía cuando t→∞
En la sección anterior vimos que la producción de entropía tiene una relación muy

estrecha con la estabilidad dinámica de Eckhaus, y que los cambios en los números de
onda en la evolución de una solución están estrechamente ligados con sus cambios de am-
plitud. En esta sección ilustraremos estos conceptos de manera más clara, considerando
la producción de entropía que tiene la configuración final de un patrón, y discutiremos
como se ligan estos con cantidades termodinámicas.

A partir de las concentraciones finales de los patrones simulados se calculó σ para
cada número de onda inicial. Cabe resaltar que la estabilidad se encuentra utilizando la
figura 4.2, donde se definió la región de modos dentro de la región estable. Las figuras
4.12, 4.13 y 4.14 muestran los resultados.
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Figura 4.12: Producción de entropía σ en el último tiempo de simulación para B = 1.77.
La línea continua define la región de modos estables, mientras que la línea punteada
caracteriza a los modos inestables.

En la figura 4.12 se apreciaron dos modos cuya producción de entropía final resultó
mínima: m = 13 y m = 16. En oposición, dentro de la zona de patrones estables, m = 14

y m = 15 presentaron σ más alta.
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Figura 4.13: Producción de entropía σ de las concentraciones finales para B = 1.82. La
banda de estabilidad resulta más amplia.

Seguidamente, al incrementar el parámetro B, la región continua en la figura 4.13
abarcó más números de onda, desde m = 11 hasta m = 16. Estos modos presentaron los
niveles más bajos de σ, mientras que m = 14 resultó el más alto. En general, los modos
en la región inestable mantuvieron σ alta.
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Figura 4.14: Producción de entropía σ final para B = 1.9. Se observa el rango de estabi-
lidad más amplio y algunos modos inestables presentan los valores más altos.

Finalmente, el modo con menor producción de entropía final fue m = 10, a diferencia
de m = 13 que presentó σ mayor en el rango estable. Sin embargo, el modo inestable
m = 17 fue el que mantuvo σ más alta.

La producción de entropía presentó una estructura parabólica para la región estable,
que resultó más definida conforme incrementó el parámetro de bifurcación. Dentro de
esta, los modos más estables presentaron el valor más alto de σ. En contraste, los modos
con σ mínima definieron los límites del rango de estabilidad (en general). Se puede perci-
bir en la figura 4.14 que, mientras más lejos permanece la dinámica de la bifurcación de
Turing, mayor es la producción de entropía final para números de onda inestables grandes.
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Por otro lado, fue posible visualizar el comportamiento de la energía libre de Gibbs
producida por procesos internos (del reactor, por ejemplo) a partir de la definición de σ en
las figuras anteriores, considerando una temperatura T constante. De esta manera, en la
figura 4.15 se muestra ∆Gi para los modos de Fourier en el último tiempo de simulación.
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Figura 4.15: Energía libre de Gibbs ∆Gi aproximada, con temperatura T constante. (a)
∆Gi para B = 1.77. Dentro de la región estable m = 14 y m = 15 mostraron los valores
mínimos. (b) ∆Gi para B = 1.82. El número de onda m = 14 determinó el mínimo en la
zona estable. (c) ∆Gi para B = 1.9. En este caso m = 13 mostró el valor más pequeño.

Las aproximaciones percibidas en la figura 4.15 determinaron formas parabólicas con-
vexas para los patrones estables. En general, dentro de esta clasificación el patrón con
∆Gi menor fue m = 14, a excepción de m = 13 para el valor más alto del parámetro
de bifurcación. Nuevamente, la energía ∆Gi más alta representó mayoritariamente a los
modos que definen los límites de la zona estable. Mientras tanto, fuera de esta región se
observaron cantidades mínimas para los modos restantes, sin considerar el último caso,
donde se apreciaron fluctuaciones notables.
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4.4. Persistencia del patrón

Una vez iniciada la dinámica, surge la inestabilidad de Turing en el sistema por el
acoplamiento entre los procesos de difusión y la cinética química no lineal, de tal manera
que cada patrón se caracteriza por tener un número de onda que depende de las cons-
tantes cinéticas y de los coeficientes de difusión. Como hemos visto hasta ahora, el modo
preponderante en la condición inicial y la distancia a la bifurcación son los factores que
inducen la viabilidad del patrón.

Con anterioridad se mencionó que al efectuar las simulaciones numéricas se establece
un número de onda en la configuración inicial además de la perturbación aleatoria, que
cambiará o no dependiendo de su estabilidad. Entonces, se dice que la persistencia del
patrón depende de si el número de onda inicial prevalece o no.

El fenómeno de persistencia está determinado por la inestabilidad de Eckhaus [45],
la cual establece que ciertos números de onda en la condición inicial pueden prevalecer o
persistir en un sistema RD. El estudio de esta inestabilidad está basado en la no linea-
lidad del problema y sobrepasa los alcances de esta tesis. No obstante, en esta sección
veremos como se liga la persistencia con las simulaciones numéricas y sus consecuencias
termodinámicas.

La persistencia se hace mucho más visible si los parámetros restantes del sistema per-
manecen fijos, además del tamaño del dominio y las condiciones de frontera. La hipótesis
a inferir entonces establece que aquellos patrones que no conserven el número de onda
inicial presentarán defectos en su formación. Para comprobar esta idea, en las figuras
4.16(a)-4.16(d) se presenta la evolución temporal de las concentraciones de la especie
química u.
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Figura 4.16: Concentraciones temporales de las especies u y v del Brusselator param = 11
y B = 1.77. (a) t = 1. El patrón es inicializado con 11 líneas. (b) t = 3. La dinámica
es inestabilizada y el patrón cambia su número de onda. (c) t = 5. El patrón comienza
a establecerse en 15 líneas. (d) t = 11. Las amplitudes de las concentraciones se han
establecido y el patrón termina con 15 líneas.
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En la figura 4.16 se visualiza la dinámica de la formación de un patrón de Turing
inestable. Después de que este es inicializado con m = 11 ocurre una transición a k =

15. Durante la simulación las concentraciones cambian sus amplitudes, estableciéndose
cercanas a los valores de equilibrio. De aquí resulta trivial que aquellos patrones estables
mantienen el mismo número de onda en el tiempo y únicamente cambian su amplitud.

4.4.1. Análisis de Fourier para el Brusselator

Mediante un análisis de Fourier de las soluciones espacio-temporales, se estableció
la relación entre los modos iniciales m y finales k. En este cálculo, aquellos coeficientes
con amplitudes más altas corresponden al modo que predominó al finalizar la dinámi-
ca de la formación del patrón de Turing. Los resultados se ilustran en las figuras 4.17-4.19.
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Figura 4.17: Amplitudes de los coeficientes de Fourier y evolución del número de onda
para B = 1.77. Se distingue la zona de modos estables con m = k (líneas continuas), de
la región con modos inestables (líneas punteadas).

Los coeficientes con línea discontinua en la figura 4.17 representan los modos inesta-
bles: cada línea presenta un punto máximo, o bien, el número de onda dominante en la
dinámica al último tiempo. El eje vertical representa el número de onda inicial, por lo
que fácilmente se deduce que estos modos no persistieron. En contraste, las líneas conti-
nuas determinan aquellos modos estables, abarcando así un intervalo comprendido entre
m = 13 y m = 17.

Posteriormente, al incrementar el parámetro de bifurcación a B = 1.82 se obtuvieron
las amplitudes de la figura 4.18.
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Figura 4.18: Amplitudes de los coeficientes de Fourier y evolución del número de onda
para B = 1.82. La zona de modos estables ahora comprende 11 ≤ m ≤ 16.

Por último, los resultados para el valor más lejano a la bifurcación de Turing se
ilustran en la figura 4.19.
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Figura 4.19: Amplitudes de los coeficientes de Fourier y evolución del número de onda
para B = 1.9. La región estable es más amplia: 10 ≤ m ≤ 16.

Del análisis presentado en esta sección se concluye que los cambios en el número de
onda también se ven reflejados en los cambios de amplitud. De aquí se deduce que el
rompimiento de un patrón se traduce necesariamente en incrementar amplitud. Desde
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el punto de vista físico, esto significa que la inestabilidad tiene una contraparte ter-
modinámica, donde los cambios de configuración siempre inducen al sistema a estados
termodinámicamente más estables.

4.4.2. Amplitud y estabilidad de los coeficientes de
Fourier

La evolución temporal de las amplitudes de los coeficientes de Fourier calculados
permitieron identificar la persistencia de los modos durante la formación del mapa es-
pacial. Con fines ilustrativos, en las figuras 4.20-4.22 se presentan algunos ejemplos de
la transición en las amplitudes para cada valor del parámetro de bifurcación. La figura
4.20 representa la dinámica del modo estable m = 17, cuya amplitud predomina hasta el
último tiempo.
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Figura 4.20: Evolución temporal de las amplitudes del modo m = 17 para B = 1.77.

La dinámica inestable del modo m = 17 para B = 1.82 se ilustra en la figura 4.21.
Este coeficiente pierde amplitud, de tal manera que finalmente domina el modo mf = 12.
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Figura 4.21: Amplitudes durante la transición de los modos m = 17 a mf = 12 para
B = 1.8.

Por último, la figura 4.22 muestra la pérdida de persistencia del modo m = 17. En
este caso, las amplitudes de otros coeficientes se mostraron notablemente predominantes
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en tiempos intermedios. Sin embargo, el modo mf = 12 presentó la amplitud final más
alta.
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Figura 4.22: Amplitudes durante la transición de los modos m = 17 a mf = 12 para
B = 1.9.

La estabilidad de las amplitudes y de los modos que perduraron resultó más visi-
ble conforme B se acercó al valor de la bifurcación de Turing. En el primer caso, para
B = 1.77, el modo m = 17 se mantuvo invariable todo el tiempo, mostrando pequeñas
fluctuaciones en su amplitud. Sin embargo, al incrementar B a 1.82 aparecieron nuevos
modos, tales como mf = 13 y mf = 15, dominando finalmente mf = 12. En el caso
del parámetro B más alto diversos modos presentaron amplitudes relativamente altas:
aunque la dinámica se configuró con m = 17, a la mitad del tiempo de simulación los
números de onda desde mf = 11 hasta mf = 15 se hicieron perceptibles; posteriormente,
m = 17 perdió amplitud y así mf = 13 dominó; por último, el modo persistente fue
mf = 12. Es indispensable señalar que la variación entre las amplitudes |a| iniciales y
finales fueron más destacadas conforme B se alejó de BT , decrementando incluso hasta
la mitad.

Ahora, de la misma forma que en secciones anteriores, seleccionamos la amplitud
del coeficiente de Fourier predominante en el tiempo final. Esto permitió identificar un
comportamiento común entre los casos B = 1.77, B = 1.82, B = 1.9. Para visualizar
mejor la región estable, esta se distingue mediante líneas continuas en las figuras 4.23(a)–
4.23(c).
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Figura 4.23: Amplitudes de los coeficientes de Fourier para el último tiempo de simulación,
para (a) B = 1.77, (b) B = 1.82 y (c) B = 1.9. La línea continua define la región de
modos estables, mientras que la línea punteada caracteriza a los modos inestables.

Las figuras 4.23(a)–4.23(c) posibilitaron verificar el incremento de la amplitud con-
forme B aumentó. Así mismo, la región estable se caracterizó por una forma parabólica,
donde los modos persistentes denotaron mayor valor del coeficiente de Fourier. Este com-
portamiento resultó ser semejante a las gráficas 4.12, 4.13 y 4.14 de la producción de
entropía σ en el último tiempo. De aquí concluimos que los cambios de número de on-
da están ligados a cambios de amplitud, y por lo tanto a una configuración con menor
energía.
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Discusión y Conclusiones

En esta tesis estudiamos la relación entre la formación de patrones de Turing y can-
tidades termodinámicas comunes como la producción de entropía y la energía libre de
Gibbs, mediante un sistema reacción-difusión específico: el Brusselator. Para esto, pri-
mero derivamos una expresión analítica de la producción de entropía en términos de la
amplitud y el número de onda del patrón, a través del formalismo de la termodinámica
de no equilibrio; después simulamos numéricamente la dinámica de esta cantidad.

Nuestros resultados en las figuras 4.6, 4.8 y 4.10 mostraron la viabilidad de un patrón
estacionario a través de su producción de entropía temporal, especialmente para valores
cercanos a la bifurcación de Turing. Observamos que aquellas estructuras que preserva-
ron su número de onda también presentaron una producción de entropía notablemente
constante en el tiempo, a diferencia de las inestables, cuya producción de entropía fluctuó
considerablemente. Este comportamiento se hace evidente en el trabajo de Hitoshi et al.
[46], donde observaron que la producción de entropía cambia de forma discontinua cuan-
do la morfología del patrón cambia drásticamente. Así, un patrón es viable si su entropía
incrementa linealmente, mientras que aquel inestable sólo alcanza este estado hasta que
transforma su número de onda. Esto resulta consistente con la segunda ley.

Además, estudiamos un fenómeno poco conocido: la persistencia de un patrón. Al
descartar un pre-patrón en la condición inicial, la solución en la figura 4.5(a) presentó
una transición más rápida del número de onda y no hubo presencia de oscilaciones tem-
porales. Sin embargo, nuestra metodología permitió mostrar que el sistema es capaz de
explorar distintos números de onda al incluir el pre-patrón y fijar los parámetros, depen-
diendo de la configuración inicial en cuestión. Asimismo, Arcuri & Murray [47] aplicaron
un enfoque con este tipo de valores iniciales, donde mostraron que un patrón estable es
persistente a perturbaciones relativamente grandes en los diversos parámetros del modelo.

Si bien el estudio del efecto de las condiciones iniciales en la formación de patrones
aún es bastante escaso, su persistencia ha sido estudiada recientemente a través de la
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llamada inestabilidad de Eckhaus por Ledesma-Durán et al. [45]. Esta inestabilidad de-
termina que aquel patrón cuyo número de onda difiere notablemente del valor crítico es
inestabilizado. Debido a que está basada en la no linealidad del modelo, no es posible
compararla completamente con los resultados de esta tesis. Sin embargo, resultó ser un
punto de referencia adecuado para verificar y comprobar nuestra región de estabilidad
derivada del análisis lineal en la figura 4.2.

En lo referente al aspecto termodinámico, notamos que la persistencia de patrones
también se ve reflejada en los cambios de su entropía, pues la producción de entropía para
tiempos grandes en las figuras 4.12–4.14 evidenció una fuerte relación con la amplitud
final de los modos en la figura 4.23. Habitualmente, los patrones con los números de onda
que definen los límites de la banda de estabilidad presentaron tanto producción de entro-
pía como amplitud mínimas. Esto significa que persistieron a cambio de una pérdida de
amplitud, generando poca entropía. En contraste, los demás modos estables y aquellos
inestables conservaron su amplitud e incrementaron su producción de entropía final, con
la importante diferencia de que los últimos cambiaron su número de onda.

Ahora bien, nuestros resultados mostraron una deficiencia para tiempos cortos. En al-
gunos casos encontramos que la definición habitual de la producción de entropía da como
resultado una entropía negativa, lo cual contradice a la segunda ley. Uno podría pensar
que esto se debe a la lejanía de la condición inicial del sistema al estado estacionario,
donde la amplitud de las concentraciones es considerablemente más grande. No obstante,
nosotros proponemos que el problema consiste en que, en la definición de la producción
de entropía, el potencial químico únicamente hace referencia a la especie química en cues-
tión. La solución a este problema podría implicar definir potenciales químicos relativos a
las demás especies. Congruentemente, Hitoshi et al. abordaron esta idea en el trabajo ya
mencionado, donde en efecto se observó una producción de entropía positiva en el tiempo.

Mientras tanto, también interpretamos la estabilidad de los patrones en términos de
la energía libre de Gibbs en las figuras 4.15(a)–4.15(c), donde mostramos un paisaje de
energía para tiempos grandes. Aquí resulta conveniente pensar en esta cantidad como un
potencial termodinámico, de tal manera que los estados más estables del sistema fueron
aquellos que presentaron energías mínimas. Entonces, cada estado representó un mínimo
local perturbado por el ruido inicial, donde el mínimo global permaneció estable ante
perturbaciones grandes, mientras que los modos restantes transitaron de un estado a
otro dependiendo de su estabilidad y del nivel de la perturbación.

Con esto en mente, es importante señalar que nuestro estudio presenta un enfoque
prácticamente nuevo, pues en la actualidad son pocos los trabajos que han aplicado el
formalismo de la termodinámica irreversible. Primero, Falasco et al. [20] derivaron analí-
ticamente potenciales termodinámicos para sistemas RD aplicados al Brusselator, donde
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describen la producción de entropía relativa a patrones. Y segundo, Yoshimura & Ito
[48] estudiaron la termodinámica de redes de reacciones químicas y derivaron expresio-
nes analíticas para la energía libre de Gibbs y la producción de entropía relativa. Por lo
tanto, con esta tesis contribuimos al estudio de la formación de patrones a través de una
perspectiva termodinámica poco común, con una ecuación para la producción de entropía
aplicable a diferentes sistemas RD.

Como trabajo futuro varios aspectos pueden desarrollarse. En primer lugar, la posibi-
lidad de considerar la aportación de la entropía del entorno, que inevitablemente influye
en la definición del potencial de Gibbs. Esto puede resultar en un paisaje de energía más
completo y mejor aproximado. Segundo, modificar la definición de los potenciales quí-
micos para reacciones irreversibles, considerando a las demás especies del modelo para
así verificar su funcionalidad en dinámicas lejanas a las concentraciones de equilibrio.
Tercero, aplicar un análisis de estabilidad débilmente no lineal para de estudiar el papel
de las no-linealidades en la formación de patrones y predecir mejor la persistencia de
los mismos; además, implementar el método de multi-escalas para calcular la evolución
espacio-temporal de las amplitudes de los modos. Y cuarto, modelar patrones con valo-
res cercanos a la bifurcación de Hopf para comprender la aportación de las oscilaciones
temporales, como estudiaron Ledesma-Durán & Aragón [44].

Para finalizar exponemos algunas aplicaciones de los sistemas RD. Como es bien co-
nocido, han sido usados para modelar la dinámica de enfermedades entre poblaciones:
Murray et al. [49] simularon la propagación espacial de rabia entre lobos, permitiendo
predecir posibles epidemias y además evaluar su control mediante vacunación. En es-
te mismo campo, Holmes et al. [50] estudiaron dinámicas poblacionales, considerando
ambientes donde el movimiento de los organismos produce patrones a larga escala, y
además, donde el movimiento de múltiples especies puede influir en fenómenos como la
competencia o la depredación entre ellas. Mientras tanto, mediante una teoría basada en
pre-patrones para la invasión de células cancerígenas, Chaplain [51] analizó el crecimiento
tumoral.

Otro concepto importante con diversas aplicaciones es la entropía. Un estudio in-
teresante realizado por Chiavazzo et al. [52] propone a la producción de entropía como
índice que determina la preferencia de las arañas de cuevas europeas en elegir un área
adecuada para depositar sus huevos. Por otro lado, en cuanto a la versión de Shannon,
se ha calculado la entropía para estudiar fluctuaciones de información en secuencias de
ADN, lo que ha permitido encontrar diferencias evolutivas entre organismos [53].

Así, el potencial de aplicación de los sistemas RD y de las expresiones termodinámicas,
además de la capacidad de mejoría en los mecanismos hasta ahora utilizados, hacen evi-
dente la importancia del análisis de la formación de patrones. Sin embargo, como último
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punto cabe señalar que la impresionante variedad de formas existentes en la naturaleza
debería ser la fuente de inspiración principal para adentrarse en este estudio.
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Apéndice A

Series de Fourier

Utilizando series de Fourier [54] es posible representar una función periódica f(x)

como una suma de funciones seno y coseno. Supóngase que f(x) es de periodo 2π y
puede representarse por una serie trigonométrica:

f(x) = a0 +
∞∑
n=1

(an cos (nx) + bn sin (nx)) (A.1)

donde an y bn son los coeficientes de Fourier de la serie, calculados a partir de la
integración de (A.1) de −π a π:∫ π

−π
f(x)dx =

∫ π

−π

[
a0 +

∞∑
n=1

(an cos (nx) + bn sin (nx))

]
dx (A.2)

Debido a que las integrales de las funciones en el segundo término del lado derecho
son cero, el primer coeficiente es:

a0 =
1

2π

∫ π

−π
f(x)dx (A.3)

Para calcular los coeficientes restantes se multiplica (A.1) por cos (mx), donde m es
un número entero positivo; integrando de −π a π se obtiene:

∫ π

−π
f(x) cos (mx)dx =

∫ π

−π

[
a0 +

∞∑
n=1

(an cos (nx) + bn sin (nx))

]
cos (mx)dx (A.4)

Integrando término por término:

a0

∫ π

−π
cos (mx)dx+

∞∑
n=1

[
an

∫ π

−π
cos (nx) cos (mx)dx+ bn

∫ π

−π
sin (nx) cos (mx)dx

]
(A.5)

Utilizando identidades trigonométricas para pasar del producto a la suma de funcio-
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nes, se obtiene:

∫ π

−π
cos (nx) cos (mx)dx =

1

2

∫ π

−π
cos ((n+m)x)dx+

1

2

∫ π

−π
cos ((n−m)x)dx (A.6)

∫ π

−π
sin (nx) sinmxdx =

1

2

∫ π

−π
sin ((n+m)x)dx+

1

2

∫ π

−π
sin ((n−m)x)dx (A.7)

El último término en (A.6) es equivalente a π cuandom = n, mientras que los términos
restantes son cero en las integrales restantes. Debido a esto, al sustituir este valor para
(A.6) en (A.4) resulta anπ en el segundo término del lado derecho. Por esto, el siguiente
coeficiente es:

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos (nx)dx (A.8)

Para determinar los coeficientes restantes se sigue un procedimiento similar: se mul-
tiplica (A.1) por sin (mx) y se integra desde −π hasta π:

∫ π

−π
f(x) sin (mx)dx =

∫ π

−π

[
a0 +

∞∑
n=1

(an cos (nx) + bn sin (nx))

]
sin (mx)dx (A.9)

Integrando cada término, se obtiene:

a0

∫ π

−π
sin (mx)dx+

∞∑
n=1

[
an

∫ π

−π
cos (nx) sin (mx)dx+ bn

∫ π

−π
sin (nx) sin (mx)dx

]
(A.10)

Ahora, la primer integral resulta cero. Para la segunda se aplican nuevamente las
identidades trigonométricas, de modo que se anula para n = 1, 2, .... Por lo tanto, la
última integral queda como:

∫ π

−π
sin (nx) sin (mx)dx =

1

2

∫ π

−π
cos ((n−m)x)dx− 1

2

∫ π

−π
cos ((n+m)x)dx (A.11)

En este caso la última integral se anula. Para la primera, cuando n 6= m equivale a
cero, mientras que cuando n = m equivale a π. De igual forma al caso del coeficiente
anterior, este término está multiplicado por bn en (A.9), de manera que el segundo término
de esta expresión es equivalente a bnπ, por lo tanto el último coeficiente queda como:
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bn =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin (mx)dx (A.12)

En consecuencia, (A.3), (A.8) y (A.12) son las fórmulas de Euler y sus valores deter-
minan los coeficientes de Fourier para f(x). Finalmente, la serie trigonométrica:

a0 +
∞∑
n=1

(an cos (nx) + bn sin (nx)) (A.13)

se conoce como la serie de Fourier de f(x).

78



Apéndice B

Programación en COMSOL
Multiphysics

Las simulaciones implementadas en esta tesis para la generación de patrones de Turing
se realizan en el software COMSOL Multiphysics® v. 5.2. En el presente apéndice se
enlistan los pasos a seguir para diseñar los programas detalladamente, tanto para el
Brusselator como para el Lotka-Volterra.

1. Inicializar COMSOL Multiphysics.

2. En la ventana de inicio aparecen dos opciones para crear un nuevo programa. En
este caso, se selecciona Model Wizard.

3. Posteriormente, es necesario definir la dimensión espacial en la que se trabaja, de
modo que se debe seleccionar 1 dimensión: 1D.

4. Luego, COMSOL pide seleccionar la física del problema: dando click en Mathema-
tics se despliega una lista con más opciones, de las cuales debe seleccionarse PDE
Interfaces y consecuentemente dar click en Coefficient Form PDE (c).

5. Al dar click en el botón Add, COMSOL muestra un resumen con las especificaciones
matemáticas de la física elegida (tales como el número de variables dependientes
y las unidades de medida). Para modelar el Brusselator y el Lotka-Volterra se
necesitan 2 variables dependientes, por lo tanto, se agrega otra con el botón Add
Dependent Variable, de modo que queden definidas u1 y u2.

6. Después de dar click en el botón Study, se selecciona la opción Preset Studies de la
lista, para entonces elegir Time Dependent.

7. A continuación, se da click en Done y el programa quedará inicializado adecuada-
mente.
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8. Para iniciar con la configuración del programa para los modelos mencionados se
agregan los parámetros a utilizar. Para esto, al dar click derecho en Global Defini-
tions se elige Parameters de la lista desplegada. Aparece así una ventana con una
tabla para insertar la lista de parámetros, que deben ser agregados con nombre en
Name y valor en Expression.

9. En ambos modelos se utilizan valores aleatorios para las condiciones iniciales, por
lo que al dar click derecho nuevamente en Global Definitions se elige la opción
Functions y posteriormente Random. Nótese que este paso debe realizarse para cada
variable dependiente. Dentro de los ajustes para esta función se modifican los valores
para Mean = u0 y Range = 0.1u0, donde u0 define al punto fijo de la dinámica. Por
ejemplo, en el caso del Brusselator los puntos fijos son (u0, v0) = (A,B/A), por lo
que deben añadirse a la primer y segunda funciones aleatorias, respectivamente.

10. El siguiente paso consiste en definir la geometría, por lo que se da click derecho
en Geometry dentro de Component 1 para elegir Interval. En los ajustes para el
intervalo, se configura el apartado Right endpoint con el valor del dominio en el que
se trabaja, definido previamente en los parámetros. Una vez asignado se da click
en Build All Objects.

11. Ahora se define el modelo. Se procede a seleccionar Coefficient Form PDE 1 dentro
de Coefficient Form PDE (c) y se introduce la matriz de difusión en el apartado
Diffusion Coefficient. Las ecuaciones del modelo son definidas en la sección Source
Term (nótese que las variables que deben manejarse en COMSOL son u1 y u2).

12. Una vez definido el modelo, se describen las condiciones de contorno al dar click
derecho en Coefficient Form PDE (c) y seleccionar Periodic Condition. Dentro de
Periodic Condition 1, en Boundary Selection, se activan los puntos 1 y 2 al dar
click en cada uno de los puntos que aparecen en los extremos de la línea del gráfico
(Graphics).

13. El siguiente paso consiste en definir las condiciones iniciales. Para ello, al dar click
en Initial Values 1 se escriben en los campos Initial value for u1 e Initial value for
u2.

14. Posteriormente, debe elegirse la opción Mesh y configurarla como Extremely fine
en las opciones de Element size. Después de esto se da click en el botón Build All.

15. Ahora, al elegir el apartado Study, se selecciona Step1: Time Dependent y se modi-
fican los tiempos. En el campo de Times es necesario definir un rango de tiempo,
por lo que al dar click en el botón Range se establece el tiempo de inicio, el tamaño
del paso y el tiempo final. En ambos modelos el tiempo es inicializado en cero,
mientras que el tamaño del paso y el tiempo final tmax se definen en la lista de
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parámetros como tmax/pasos y tmax respectivamente, donde pasos es el número
de pasos a simular.

16. Finalmente, en la sección de Results se selecciona Data Sets con click derecho y
se elige Cut Line 2D. En el campo de Point 2 para x se introduce el tamaño del
dominio y se da click en Plot.

17. Al dar click derecho en Results se elige 2D Plot Group y como Data Set se selecciona
None de la lista desplegable. Después se da click derecho en 2D Plot Group 1 y se
agrega Surface. En este apartado se asigna a Expression u1.

18. Una vez configurados los pasos anteriores, se selecciona Compute dentro de Study
para iniciar con la simulación.
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Teorema de Routh-Hurwitz

El teorema de Routh-Hurwitz es un criterio importante que determina las condiciones
necesarias y suficientes para que todas las raíces del polinomio característico permanezcan
en la mitad izquierda del plano complejo [55]. Es decir, a través de este teorema es posible
deducir la estabilidad de las raíces en un sistema dinámico. Considérese el polinomio:

P (λ) = λn + a1λ
n−1 + ...+ an−1λ+ an (C.1)

donde los coeficientes ai son constantes reales, i = 1, ..., n define las n matrices de
Hurwitz usando los coeficientes ai del polinomio característico:

H1 = (a1), H2 =

(
a1 1

a3 a2

)
(C.2)

o bien,

Hn =


a1 1 0 0 · · · 0

a3 a2 a1 0 · · · 0

a5 a4 a3 a2 · · · 0
...

...
...

... · · · ...
0 0 0 0 · · · an

 (C.3)

donde aj = 0 si j > n. Entonces, todas las raíces del polinomio P (λ) son negativas o
tienen parte real negativa si, y sólo si, los determinantes de todas las matrices de Hurwitz
son positivos:

detHj > 0, j = 1, 2, ..., n. (C.4)

Cuando n=2, el criterio Routh-Hurwitz es simplificado a detH1 = a1 > 0, y:

detH2 = det

(
a1 1

0 a2

)
= a1a2 > 0 (C.5)

o equivalentemente a1 > 0 y a2 > 0.
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Demostración. (Para n = 2).
El polinomio característico para el caso n = 2 es:

P (λ) = λ2 + a1λ+ a2 = 0 (C.6)

Entonces, los eigenvalores satisfacen:

λ1,2 =
−a1 ±

√
a2

1 − 4a2

2
(C.7)

Supóngase que a1 y a2 son positivos. Claramente, si ambas raíces son reales, ambas
son negativas, y si son complejos conjugados entonces ambos tienen parte real negativa.

Para probar lo contrario supóngase que las raíces son negativas o que tienen parte
real negativa. Entonces se deduce que a1 > 0. Si las raíces son complejos conjugados,
0 < a2

1 < 4a2, lo cual implica que a2 también es positivo. Si las raíces son reales, entonces
debido a que ambas son negativas resulta que a2 > 0.

Una condición necesaria, mas no suficiente, para que las raíces del polinomio P (λ)

permanezcan en la mitad izquierda del plano complejo, es que los coeficientes de P (λ)

sean estrictamente positivos.
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