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Resumen

La presente tesis representa una investigacion orientada al desarrollo de un algoritmo
computacional eficiente, basado en el método dual generalizado, que nos permita estu-
diar una amplia variedad de arreglos cuasiperiédicos con simetria rotacional N € Z*
alrededor de puntos alejados del origen. A partir de la implementacién de dicho algorit-
mo se presentan los resultados correspondientes al analisis de la difusién en un sistema
cuasiperiddico de simetria pentagonal con un potencial de interaccion de esferas duras
asi como un andlisis de la funcién de distribucién radial en sistemas cuasiperiédicos de
alta simetria. Con el objetivo de brindar un contexto sélido al trabajo presentado se
expone en el primer capitulo una recopilacién bibliogrédfica e historica referente a los
sistemas cuasiperiodicos, desde un punto de vista tanto matematico como fisico.

This thesis represents an investigation aimed at the development of an efficient
computational algorithm, based on the generalized dual method, which allows us to
study a wide variety of quasiperiodic arrangements with rotational symmetry N €
Z7T around points far from the origin. From the implementation of this algorithm,
the results corresponding to the analysis of diffusion in a quasiperiodic pentagonal
symmetry system with a hard sphere potential are presented, as well as an analysis of
the radial distribution function in quasiperiodic systems of high symmetry. In order to
provide a solid context to the work presented, the first chapter presents a bibliographic
and historical compilation regarding quasiperiodic systems, from both a mathematical
and physical point of view.
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Capitulo 1

Introducciéon

La ciencia, en particular la fisica, ha sido encomendada a la tarea de explicar con
la mayor precisiéon posible los fenémenos presentes en el mundo que nos rodea, ex-
tendiendo su dominio de aplicacién desde los componentes mas bésicos de la materia
(aquellas particulas tan pequenas que nuestros ojos, incluso con el apoyo de diversos
instrumentos de amplificacién, no pueden ver) hasta el universo mismo, estudiando su
expansién, su origen y los cuerpos en él contenidos tales como los planetas, las estrellas
y las galaxias, por mencionar algunos.

Dicha labor estd motivada por la creencia (respaldada fuertemente por un sinfin
de experimentos realizados a lo largo de la historia de la humanidad) de que existe un
orden subyacente a la realidad que percibimos, de que hay un por qué y un cémo a
todo aquello que observamos y, mas importante ain, de que los resultados obtenidos
son reproducibles sin importar el tiempo ni el lugar en el que se desarrollen los expe-
rimentos correspondientes. Sin embargo, como todo proceso creativo, la busqueda de
las teorias y leyes que dan respuesta a las preguntas planteadas estd sujeta a las ideas
predominantes de la época respecto a lo estético y sobre todo a lo simple (buscamos
teorias que expliquen lo “mdas” con lo “menos”) y por lo mismo resulta comun que,
cada vez que surge evidencia experimental que rompe con estas ideas, aparezca una
fuerte resistencia a abandonar o expandir las teorias vigentes hasta ese momento.

Tal es el caso de los cuasicristales descubiertos en 1984 por D. Shechtman (ganador
del Premio Nobel de Quimica en el 2011 por dicho descubrimiento), I. Blech, D. Gratias
y J. W. Cahn [1], quienes reportaron la presencia de un grupo de simetria de punto
icosaédrico (prohibido por la cristalografia clasica basada en la hipdtesis de que todo
cristal debe tener una distribucién periddica de sus dtomos) en el patrén de difraccién
de una aleacién de aluminio y manganeso. Este resultado repercutia directamente en
la manera en la que se entendian a los sdlidos cristalinos y fue duramente criticado, sin
embargo la cantidad de resultados experimentales reportados por otros investigadores
sobre esa misma linea de investigacién aportaba mas y maés evidencia a favor de la
existencia de estas estructuras atémicas (las cuales pasaron a denominarse estructuras
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cuasiperiédicas) presentes no sélo en aleaciones metalicas, sino en diversos sistemas
tales como calcogenoides, coloides, entre otros [2, 3, 4]. En el capitulo 2 se ahondard en
los detalles, tanto matematicos como experimentales, sobre esta clase de sistemas.

Una vez aceptada la existencia de las estructuras cuasiperiddicas en diversos sis-
temas fisicos, era necesario contar con un modelo matemético para las mismas que
permitiera a los fisicos tedricos estudiar las propiedades presentes en dichos sistemas;
sobre esta cuestién surgieron distintos enfoques para abordar el problema, siendo el
enfoque computacional (esto es, la creacién de algoritmos computacionales capaces de
generar arreglos cuasiperiédicos para su posterior estudio a partir de experimentos si-
mulados por computadora) el que se abordara a lo largo de los capitulos 3 y 5, en los
que presentaremos las cuestiones tedricas referentes a un algoritmo eficiente basado en
el Método Dual Generalizado asi como su implementacién en un cédigo escrito en el
lenguaje de programacién Julia.

En la actualidad, la capacidad de cémputo de las computadoras personales, asi
como su capacidad de almacenamiento, son lo suficientemente altas y a un costo re-
lativamente bajo como para poder desempenar labores de investigacién fuera de los
centros especializados presentes en los institutos, universidades y empresas privadas;
sin embargo, por muy altas que sean las capacidades técnicas de las computadoras a las
que se tenga acceso, estas tienen un limite y un algoritmo que tarde anos en ejecutarse
no tiene utilidad practica, es por ello que resulta vital el generar algoritmos eficientes
que nos permitan obtener resultados numéricos en cuestion de dias o, en su defecto,
semanas.

Sobre este punto, en el capitulo 4, se presentan las ideas, la teoria y los métodos de
construccion del teselado de Voronoi, el cudl es un algoritmo que nos permite separar el
plano por regiones, de tal forma que dado un conjunto de sitios, la regién que contiene
a cada uno de ellos es tal que cualquier punto dentro de ella dista menos del sitio con-
tenido en esa region que de cualquier otro sitio; en otras palabras, nos permite separar
el plano de tal forma que, localizados en cualquier punto, podemos identificar qué sitio
nos queda mas cerca. Este algoritmo juega un papel fundamental en el desarrollo del
nuestro para reducir la cantidad de memoria requerida al generar los arreglos cuasi-
periédicos, asi como identificar facilmente qué poligonos de un arreglo cuasiperiédico
colindan con algin poligono dado, lo que permite estudiar la dindmica de una particula
dentro de un sistema cuasiperiédico de manera eficiente.

En el capitulo 6 presentamos algunos resultados numéricos producto de implemen-
tar el cédigo desarrollado durante el capitulo 5 (cuyo pseudocddigo es presentado en
un apéndice) en diversos contextos tales como el célculo de la difusién de un sistema
cuasiperiodico tipo Penrose con un potencial de interaccién de esferas duras o el célculo
de la funcién de distribucién radial para diferentes arreglos cuasiperiédicos. Por ultimo,
en el capitulo 7 presentamos las conclusiones de nuestro trabajo.




En resumen, la presente tesis es un esfuerzo para generar herramientas computacio-
nales orientadas al estudio de ambientes cuasiperidédicos, en particular se presenta un
algoritmo basado en el Método Dual Generalizado para producir vecindades alrededor
de un punto arbitrario en el plano de arreglos cuasiperiédicos, asi como estudiar la
dindmica en dichos sistemas dado el potencial de interaccién entre los sitios del arreglo
cuasiperiodico y una particula que se desplaza en él.







Capitulo 2

Ambientes Cuasiperiodicos

El concepto de periodicidad, como algo que se repite de manera infinita a lo largo
del espacio o el tiempo, es uno de los conceptos matematicos que, una vez definido, nos
resulta hasta cierto punto facil de imaginar; pensemos por ejemplo en el ciclo del dia y
la noche, que si bien estrictamente hablando no es un fenémeno periédico (la duracién
de cada uno de estos dos eventos varfa al cambiar las estaciones del afio), se presenta
ante nosotros con la suficiente regularidad para poder interpretarlo como un ciclo pe-
riédico en el tiempo. Por otro lado, para el caso espacial, imaginemos la distribucién
de las celdas hexagonales presentes en un panal de abejas, en donde a pesar de no
poseer una extension infinita, es ficil identificar el patrén que se repite (salvo algunas
imperfecciones) a lo largo de toda su superficie.

De manera formal, y para el caso unidimensional, definimos a las funciones periédi-
cas de la siguiente manera:

= Funcién periédica: Sea f una funcién definida en X C IR, decimos que la
funcién f es periédica con un periodo T' # 0 si para cada x € X C R los niimeros
x4+ T y x — T también pertenecen a X, de modo que se cumple la igualdad

fle+T) = f(z). [5]

A partir de la definicién previa podemos notar que las funciones periédicas en una
dimensién forman un subconjunto muy limitado de todas las funciones de R en R,
subconjunto que cabe mencionar, no es cerrado bajo la suma usual de funciones. La
condicién fundamental que define a este subconjunto (esto es que exista un nimero real
distinto de cero tal que |f(z+T)— f(z)| = 0 Vax € X) es precisamente lo que nos impide
modelar con total rigor a los dos ejemplos previos (el ciclo del dia y la noche y la distri-
bucién hexagonal presente en un panal de abejas) como fenémenos u objetos periddicos.

Centrémonos de momento en el caso del ciclo del dia y la noche, dado que existen
estas ligeras variaciones en la duracién de los dias conforme la Tierra va orbitando
alrededor del sol, no nos es posible encontrar un periodo 7" para el cual se satisfaga la
igualdad mencionada. Sin embargo, si estas variaciones son pequenas, podemos aspirar a
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que existan algunos valores 7 € R para los que la igualdad presente en la definicién de las
funciones periédicas se satisfaga aproximadamente con un grado arbitrario de precisién.
Esta idea es la que da lugar a las denominadas funciones casiperiédicas (almost
periodic functions), las cuéles fueron estudiadas por el matemético danés Harald Bohr
quien cred y desarrolld la teoria matematica para dichas funciones entre los afios 1923
y 1925 [6].

2.1. Definicién de casiperiédico y cuasiperiédico

Pensemos en una funcién F'(x) que no es periédica, pero cuya distancia entre F'(z) y
F(z+7), para algin valor 7 € R, es muy pequenia, es decir, los valores F(x) y F(z+T)
son casi iguales. De una manera un tanto informal decimos que una funcién F(z) es
casiperiddica (almost periodic function) si cumple que para toda e > 0 existe 7 € R
tal que:

|F(z+7)— F(z)| <e VzeR, (2.1)

esta condicion contiene la esencia de las funciones casiperiédicas salvo el hecho de que
para valores de € relativamente grandes (no tan cercanos a cero) el valor de 7 correspon-
diente podria crecer exponencialmente, lo cudl no queremos que ocurra. Para evitarlo
pedimos que el conjunto de los 7 sea relativamente denso en R.

Las nociones anteriores se formalizan de la siguiente manera:

» Casiperiodo: Sea f : R — C una funcién continua en R. 7 = 7¢(¢) € R es
llamado un nimero de traslacién o un casiperiodo de f correspondiente a € > 0
si|f(x+7)— f(z) <e, VrxeR.

= Conjunto relativamente denso en R: Un subconjunto A C R es relativamente
denso en R, si existe [ > 0 tal que cualquier intervalo de longitud [ contiene al
menos un nimero de A.

De esta forma, definimos a las funciones casiperiddicas como:

= Funcién casiperidédica: Una funcién continua f : R — C es llamada casi-
periddica, si dado € > 0 el conjunto de todos los nimeros de traslacién de f
correspondientes a € ({77(e)}) es relativamente denso en R. En otros términos,
una funcién continua f es casiperiddica si dado € > 0, existe [ = [(€) > 0 tal que
cualquier intervalo de longitud [ contiene al menos un nimero de traslacion 7 de
f correspondiente a €. [6]




2.2 Teselados aperiddicos y cuasicristales

2.1.1. Funciones Cuasiperiddicas

Un resultado conocido en el andlisis de Fourier es que toda funcion continua puede
ser expresada como una serie infinita de funciones armoénicas con periodos distintos.
Cuando la funcién de interés se obtiene a partir de una suma finita de dichas fun-
ciones arménicas el resultado puede ser periédico o casiperiédico. Generalizando esta
idea de funciones casiperiddicas obtenidas a través de sumas finitas de funciones pe-
riédicas (no necesariamente arménicas) para las cuales los periodos de todas ellas son
inconmensurables entre si, construimos una nueva categoria de funciones, a las cuales
denominamos funciones cuasiperiddicas (quasiperiodic functions). Formalmente la
definicién de una funcién cuasiperiodica es:

» Funcién cuasiperiédica: Una funcién f(t) es cuasiperiddica si cumple que
f(t) = F(t,...,t) para alguna funcién continua F'(t1, ta, ..., t,) de n variables que es
periddica con respecto a ti,ts,...,tn con periodos wi, wo, ..., w, respectivamente.
Todos los periodos wy, ws, ..., w, deben ser estrictamente positivos e inconmensu-
rables entre si.

Una definicién equivalente se puede encontrar en [7]. Cabe resaltar que actualmente
no existe consenso sobre la definiciéon de funciones cuasiperiédicas, sin embargo para
los fines del presente trabajo emplearemos la definicion anterior.

2.2. Teselados aperiodicos y cuasicristales

Tras haber definido en la seccién anterior lo que entendemos por una funcion cuasi-
periddica (la cual es, a grandes rasgos, una proyeccién desde un espacio n-dimensional a
un espacio unidimensional de una funcién periédica en cada una de las n dimensiones)
se podria pensar que los objetos cuasiperiddicos viven uinicamente en el abstracto mun-
do de las matemadticas como meras curiosidades sin aplicaciones o ejemplos en el mundo
“real”, sin embargo en la presente seccién revisaremos céomo el concepto de estructuras
cuasiperiédicas (y mds en general, el de estructuras aperiddicas) surge de estudiar algo
tan familiar para la mayoria de nosotros como lo son los rompecabezas y cémo, una
vez identificadas, dichas estructuras nos han servido, entre otras cosas, como modelo
tedrico de los hoy denominados cuasicristales.

2.2.1. Teselados

Desde muy temprano en la historia de la humanidad, el ser humano ha incursionado
en el arte a partir de sus diferentes representaciones, siendo los mosaicos una de las
mas antiguas y de suma relevancia para los fines de esta seccién. En el contexto del
arte, entendemos por mosaico a toda aquella decoracion de una superficie conseguida a
partir de trozos de piedras de distintos tamafios y colores (o de otros materiales como
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Figura 2.1: Mosaico romano con un diseno geométrico que data de finales del
siglo 1 de nuestra era. Imagen recuperada de la “Ancient History Encyclopedia”:
https://www.ancient.eu/image/1283 /roman-geometric-mosaic/.

cerdmica o pasta vitrea) denominados teselas, los cuales son dispuestos de tal forma
que cubran por completo, sin solaparse ni dejar huecos, a la superficie en cuestién [8]
(véase la figura 2.1).

Es a partir de esta técnica artistica que nace el término “teselado” como concepto
matematico que abstrae las propiedades basicas de los mosaicos, con la tinica diferencia
de que ahora cada una de las teselas es un subconjunto cerrado del espacio finito que se
desea cubrir (esta idea puede extenderse a espacios infinitos), respetando la condicién
de que las teselas, salvo quizas por sus fronteras, sean ajenas entre si y la unién de todas
ellas cubra por completo al espacio de interés (una discusién més a profundidad sobre
los teselados matematicos se presenta en la seccion dedicada al teselado de Voronoi
dentro del capitulo 4 del presente texto). La variedad de disenos y patrones con los que
puede formarse un teselado es infinita, y existen en general dos grandes categorias para
clasificarlos: Los teselados periddicos y los teselados no periddicos.

Un teselado periddico se define como aquel en el cual es posible determinar una
regién del espacio de tal forma que todas las teselas pertenecientes al teselado sean
unicamente una traslacién de dicha regién, sin rotarla ni reflejarla [9]. Particularmente
famosos son los teselados periddicos del artista grafico holandés M. C. Escher, quien en
sus disenios empled teselas que evocaban distintos animales, véase por ejemplo la figura
2.2.

Un teselado no periddico es aquel que no satisface la condicién esencial de los tese-
lados periédicos, véase por ejemplo la figura A de la imagen 2.3 en donde se emplean
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Figura 2.2: Teselacién hexagonal con animales del artista grafico holandés M. C. Es-
cher: Study of Regular Division of the Plane with Reptiles (1939). Imagen recuperada de
https://en.wikipedia.org/wiki/M._C._Escher
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Figura 2.3: A) Teselado no periddico a partir de tridngulos isésceles [9]. B) Teselado
periédico a partir de tridngulos isdsceles, remarcado en contorno rojo se muestra la tesela
correspondiente.

como teselas tridngulos isésceles congruentes (esto es, que todos los tridngulos tienen
las mismas dimensiones y la misma forma). Sin embargo, para todos los casos conocidos
de teselados no periddicos formados a partir de teselas congruentes es posible generar
un teselado periédico a partir de redefinir las teselas, mas no asi las formas empleadas;
véase por ejemplo la figura B de la imagen 2.3 en donde se siguen empleando tridngulos
isosceles congruentes, sin embargo la tesela debe redefinirse ahora como la unién de dos
de estos tridangulos como se senala en dicha figura empleando un contorno rojo.

Bajo este contexto surgié la siguiente pregunta ;Eziste algiun conjunto de teselas,
con dos o mds figuras diferentes, que formen unicamente un teselado no periédico? La
condicién de formar tinicamente un teselado no periédico implica que, a partir de cual-
quier subconjunto (incluyendo el conjunto completo) de dichas teselas, no es posible
formar un teselado periédico, pero considerando al conjunto completo, estas pueden
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formar un teselado no periédico. Para responder a esta pregunta es valido considerar
rotaciones y reflexiones. A este conjunto, en caso de existir, se le denomina un conjun-
to aperidédico de teselas.

La respuesta a esta pregunta comenzo a gestarse de la mano de H. Wang en 1961
[10] cuando presenta su investigacién sobre la decidibilidad del “problema del tesela-
do”, el cual consiste en determinar cudndo un conjunto de prototeselas puede formar
un teselado infinito del plano. Para entender mejor esta cuestién es necesario definir
qué entendemos por un conjunto de prototeselas, para ello consideremos lo siguiente:
Sea T un teselado cualquiera y sea P un conjunto de figuras o formas en el plano de
tal manera que ninguno de sus elementos es congruente a algin otro elemento de di-
cho conjunto, con la condiciéon adicional de que cualquier tesela de T es congruente
con algun elemento de P. Al conjunto PP que satisface estas condiciones se le denomi-
na el conjunto de prototeselas del teselado T [11]. En otras palabras, el conjunto
de prototeselas de un teselado es el menor conjunto de figuras geométricas distintas a
partir de las cuales, haciendo diferentes copias de ellas, se cubre por completo el espacio.

Wang llegé a la conclusion de que el problema es decidible si se niega la existencia
de los conjuntos aperiédicos de teselas y conjeturé que dichos conjuntos no existen, sin
embargo en 1966, R. Berger [12] demostré que dicho problema es indecidible y fue el
primero en mostrar un conjunto aperiédico de teselas. Este resultado llamé el interés
de la comunidad matematica, quienes comenzaron a buscar conjuntos aperiédicos de
teselas con un conjunto de prototeselas asociado cada vez mas pequeno; no fue sino
hasta el ano 1974 que el fisico y matematico Roger Penrose (ganador del Premio Nobel
de Fisica en el 2020) logré encontrar un conjunto aperiédico de teselas cuyo conjunto de
prototeselas contiene unicamente dos elementos [9]. Resulta interesante como anécdota
histérica el hecho de que, debido a las posibilidades practicas (y comerciales) de ge-
nerar rompecabezas basados en el conjunto de prototeselas encontrado por Penrose,
este se mostrara renuente a publicar sus descubrimientos hasta no haber patentado su
descubrimiento. Hoy, al teselado que se genera con dicho conjunto de prototeselas se le
conoce como el teselado de Penrose (véase la figura 2.4).

Una de las propiedades mds interesantes que presenta el teselado de Penrose (y en
general cualquier teselado generado a partir de un conjunto aperiédico de teselas) es la
autosimilitud, propiedad que queda de manifiesto al considerar el método de inflacion-
deflacion para generar estos teselados (los detalles técnicos de dicho método se exponen
en la seccién 2.3. dentro del presente capitulo).

2.2.2. Cuasicristales

La teoria clasica sobre las estructuras atémicas de los cristales estaba basada en
la presencia de érdenes traslacionales de largo alcance con una distribucion periédica
de celdas unitarias [13]; sin embargo, en 1984, Levine y Steinhardt [14] (basdndose en
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2.2 Teselados aperiddicos y cuasicristales

Figura 2.4: Teselacién de Penrose en el plano dos dimensional. Senaladas por colores se
distinguen las dos figuras que conforman al conjunto de prototeselas. Imagen recuperada
de https://es.wikipedia.org/wiki/Teselacién_de_Penrose.

los resultados experimentales obtenidos por Shechtman et al. [1] sobre el patrén de
difraccién de electrones en una aleacién de Aluminio y Manganeso (86 % Al, 14 % Mn)
al ser rapidamente enfriada) propusieron un nuevo tipo de estructura atémica que de-
nominaron cuasicristalina.

Esta nueva estructura atémica genera patrones de difraccién discretos (caracteristi-
ca atribuida hasta ese entonces a los cristales sélidos) sin poseer simetria traslacional,
teniendo en su lugar un parametro de orden orientacional de largo alcance. Como con-
secuencia de la ausencia de simetria traslacional en su estructura atémica, los cuasicris-
tales pueden poseer simetrias rotacionales arbitrarias, en particular aquellas asociadas
a cualquier poligono regular de N lados [15].

Debido a las caracteristicas de aperiodicidad y parametros de orden orientacional
de largo alcance que presentan los teselados autosimilares como el teselado de Penrose,
los teselados generados a partir de un conjunto aperiédico de teselas fueron reconoci-
dos rapidamente como un modelo matematico apropiado para describir la estructura
atémica de los cuasicristales [16].

Tras las publicaciones de Shechtman, Levine y Steinhardt, el niimero de publica-
ciones reportando diferentes variedades de cuasicristales fue en aumento, motivo por el
cual la Unién Internacional de Cristalografia (IUC por sus siglas en inglés) modific6 en
1991 las definiciones de cristal y cuasicristal, quedando de la siguiente manera:
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2. AMBIENTES CUASIPERIODICOS

“A partir de ahora, entenderemos por cristal cualquier sélido cuyo patrén de difrac-
cion sea discreto, siendo un cristal aperiddico [entre ellos los cuasicristales| cualquier
cristal cuya reticula tres dimensional carezca de periodicidad.” [17]

Cabe destacar que la definiciéon de cuasicristal dada por la IUC habla sobre la
reticula tres dimensional en su totalidad, por lo cual es posible que un cuasicristal
presente simetria traslacional en alguna de sus dimensiones (véase por ejemplo [18]), es
decir, que la reticula atémica del cuasicristal sea peridédica en una o dos dimensiones.

2.2.3. Cuasicristales suaves

Como suele ocurrir cada que alguien nos senala algin detalle que hasta entonces
era ignorado por nosotros, momento a partir del cual dicho detalle se hace evidente en
diversos contextos, una vez que se acepto la presencia de estructuras cuasiperiodicas en
las diferentes aleaciones metdlicas empleadas para generar cuasicristales, estas comen-
zaron a ser observadas y estudiadas en diversas areas.

En el 2004 Zeng et al. [2] reportaron una estructura con una simetria rotacional
dodecagonal en uno de sus planos (siendo periédica en el eje ortogonal a dicho plano)
al estudiar el compuesto [3,4,5— (3, 5)2] 12G3CH5OH, el cual es un sistema conformado
por dendrones (moléculas en forma de drbol) al que catalogaron como un cuasicristal
liquido. Este ejemplo forma parte de los denominados “cuasicristales suaves”, estruc-
turas cuasiperidédicas presentes en los sistemas que son objeto de estudio de la materia
condensada blanda (o soft matter) tales como liquidos, coloides, espumas, geles, etc.

Una de las caracteristicas méas relevantes sobre los cuasicristales suaves es la escala
de longitud que presentan sus estructuras cuasiperiddicas. La longitud de las celdas
unitarias de las estructuras cuasiperiddicas asociadas a los cuasicristales formados por
aleaciones metalicas es del orden de 0.5 nm, siendo del orden de 2 nm para calcogenoi-
des, 10 nm para cuasicristales liquidos formados por supramoléculas dendrimeras (con
forma de &rbol) asi como para silices mesoporosas, 20 nm para nanoparticulas binarias,
50 nm para coloides y entre 50 y 80 nm para polimetros lineales [3].

En el 2011, Fischer et al. [4] reportaron la (auto)formacién de estructuras cuasipe-
riédicas con simetrias rotacionales dodecagonal y octodecagonal en coloides cuya fase
continua fue agua y cuya fase dispersa consisti6é en poli(éxido de isopreno-b-etileno),
PI, —PEO,,, con n y m los diferentes grados de polimerizacion de los polimeros; dichas
estructuras se observaron para los casos particulares PI3yg — PEOq99, Plgg — PEO124 ¥
Plss — PEO19g a diferentes temperaturas y concentraciones. Este fue el primer caso en
el que se observo una estructura cuasiperiédica octodecagonal.

Actualmente se siguen estudiando diversos aspectos sobre los cuasicristales suaves,
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2.3 Métodos de construccion

entre los que destacan un anélisis sobre su estabilidad termodinamica [19], nuevos mode-
los computacionales para simular el crecimiento de cuasicristales bidimensionales, tanto
en coloides [20], como estructuras moleculares [21] o simulaciones empleando métodos
de Monte Carlo para estudiar, a partir de un potencial de Lennard-Jones-Gauss con
dos minimos locales, la transicion de liquido a sélido en cuasicristales bidimensionales
con simetria decagonal en coloides [22].

2.2.4. Cuasicristales fotdonicos

Los cuasicristales foténicos son un tipo de materiales 6pticos los cuales forman parte
de los denominados “materiales con brecha de banda foténica” (o PBG por sus siglas
en inglés), estos se caracterizan por ser capaces de prohibir la propagacién de la luz,
para ciertos intervalos de frecuencia, en una o més direcciones [23]. Esta capacidad de
manipular la transmisién de la luz resulta bastante atractiva para su aplicacién en la
comunicacién éptica [24], la creacién de dispositivos de filtrado éptico [25, 26], la fa-
bricacién de laseres [27], el encubrimiento dptico [28], entre otros. Los detalles técnicos
acerca de la existencia de estas brechas fotdnicas en sistemas cuasiperiédicos pueden
encontrarse en [23, 29].

A principios del 2020, Jin et al. [30] describieron un método experimental para ge-
nerar cuasicristales foténicos de simetria octogonal en dos dimensiones. Este método
conocido como método por interferencia de laseres se basa en el efecto fotorefrac-
tivo presente en algunos materiales, el cual se manifiesta como una variacion del indice
de refraccién del material a causa de una fuente luminosa que incide sobre él. De esta
manera, al emplear multiples laseres coherentes, se pueden formar patrones periédicos
o cuasiperiddicos en el indice de refraccion de un material fotorefractivo, dando lugar
a un cuasicristal foténico.

Este método es de particular interés para los fines de este texto debido a que en
principio permite la formacién de estructuras cuasiperiddicas de cualquier simetria, lo
cual nos proporciona un método experimental para corroborar los resultados obtenidos
con el algoritmo computacional que se expone en la presente tesis.

Otro método similar al anterior consiste en aplicar la interferencia de ldseres a
sustratos coloidales para forzar a las particulas presentes en el coloide a adquirir una
estructura cuasiperiédica mediante trampas Gpticas [31].

2.3. Meétodos de construccién
A partir de su descubrimiento se han desarrollado varios modelos para estudiar las

estructuras cuasiperiddicas subyacentes a los cuasicristales, siendo estos principalmente
la descripcién “density-wave” que conduce a una teoria de Landau para cuasicristales,

13



2. AMBIENTES CUASIPERIODICOS

asi como la descripciéon basada en celdas unitarias que describe a dichas estructuras co-
mo distribuciones cuasiperiddicas de dos o mas celdas unitarias distintas [32] (es decir,
los teselados generados a partir de un conjunto aperiédico de teselas presentados en la
seccién anterior).

Actualmente existen varios algoritmos para generar estructuras cuasiperiddicas de
manera computacional, entre los que destacan el método de inflacién-deflacion, los
métodos de corte y proyeccion y el método dual generalizado (o GDM por sus siglas en
inglés). A continuacién expondremos brevemente en qué consiste cada uno de dichos
métodos.

2.3.1. Meétodo de inflacion-deflaciéon

El contenido de los siguientes parrafos en los que se desarrolla la parte tedrica nece-
saria para describir el método de inflacidon-deflacién corresponden al articulo de Frank
[16], el cudl es una introduccién a la teoria de las reglas de sustitucién para los teselados
en el plano euclideo; el lector interesado puede revisar dicho articulo para una discusién
mas detallada del tema.

El método de inflacién-deflacién consiste, en términos generales, en definir una serie
de reglas de sustitucién para cada una de las prototeselas de algin teselado T que es-
temos interesados en generar, de tal forma que tras aplicar la correspondiente regla de
sustitucion a alguna tesela ¢ € T, el resultado sea una regién del espacio que mantiene
la misma forma geométrica que la tesela ¢t pero conformada por la unién de varias te-
selas. De esta forma, dado un conjunto inicial de teselas y aplicando de manera iterada
las reglas de sustitucién a cada una de las teselas que se encuentran en el espacio, es
posible ir generando el teselado completo.

Para poder establecer de manera formal esta idea, precisamos definir los siguientes
términos:

» Definicién 2.3.1.1: Sea T un teselado arbitrario con t,¢t € T dos teselas. Di-
remos que t y t son teselas equivalentes si ellas difieren dnicamente por un
movimiento rigido.

» Definicién 2.3.1.2: A la unién finita de teselas cuya interseccién sea vacia (salvo
por sus fronteras) y que cubran una regién conexa del espacio le llamaremos
parche.

= Definicién 2.3.1.3: Sea T un teselado arbitrario con Py P’ dos parches de dicho
teselado. Diremos que P y P’ son parches equivalentes si existe un movimiento
rigido entre ellos de modo que las teselas que se correspondan al hacer dicho
movimiento rigido sean equivalentes.
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2.3 Métodos de construccion

= Definicién 2.3.1.4: Un teselado T se dice que tiene complejidad local finita
si el namero de parches de T conformados por dos teselas es finito, salvo equiva-
lencias.

= Definicién 2.3.1.5: Un teselado T se denomina repetitivo si para cada parche
P de T existe un nimero real R > 0 tal que, dentro de toda bola de radio R en
el espacio, existe un parche P’ que es equivalente al parche P.

Una vez presentadas las definiciones previas, procedemos a analizar las caracteristi-
cas esenciales que permiten construir a dichos teselados a partir de este método:

Sea ¢ : R — R? una transformacién lineal que se expande, en el sentido de que el
modulo de todos sus eigenvalores es mayor a uno (esta transformacién lineal ¢ juega el
papel de la regla de sustitucién para las prototeselas). Un teselado T es ¢-dividido si
satisface que:

1. Para cada tesela t € T, ¢(t) es un parche de T

2. t y t son dos teselas equivalentes si y sélo si los parches generados por o(t) y
qﬁ(t/) son equivalentes.

Un teselado T se denomina auto-afin con mapeo de expansion ¢ si es ¢-dividido,
repetitivo y tiene una complejidad local finita. Si ademas, el mapeo lineal ¢ es tal que
preserva los dngulos y las distancias, el teselado T se denomina auto-similar.

A la regla de sustitucién que toma una tesela ¢t € T y regresa una unién de teselas a
partir del mapeo ¢(t) se le conoce como el método de inflacién-deflacién dado que
primero “infla” una tesela a través del mapeo ¢ y después descompone la imagen en la
unién de varias teselas en la escala original.

Para entender mejor lo descrito en parrafos anteriores, veamos el siguiente ejemplo:

= Teselado L-Triomind: Considérense las cuatro figuras en forma de “L” que se
muestran a la izquierda de cada flecha negra en la figura 2.5, cada una de ellas
corresponde a una prototesela diferente del teselado que buscamos construir. A la
derecha de dichas flechas se encuentra el resultado de aplicar la regla de sustitucién
0 mapeo ¢ sobre cada una de las prototeselas; notese como el mapeo produce un
parche conformado por cuatro teselas que mantiene la forma geométrica y orien-
tacion de la prototesela sobre la cual dicho mapeo es aplicado.

De esta manera, comenzando con una tnica tesela amarilla, podemos ir iterando
la regla de sustitucién para generar el teselado correspondiente, véase la figura
2.6.
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-y - - g

Figura 2.5: Prototeselas y su correspondiente regla de sustitucién del teselado L-Triominé.
Imagen recuperada de [16]

e

Figura 2.6: Primeras cuatro iteraciones de la regla de sustitucién para el teselado L-
Triomind. Imagen recuperada de [16]

Las condiciones expuestas previamente referentes a la equivalencia entre teselas pue-
den ser relajadas para permitir rotaciones ademas de las traslaciones, lo cual abre el
abanico de teselados que pueden generarse a partir de este método.

Para el lector interesado en cémo generar el famoso teselado de Penrose a partir del
método de inflacién-deflacién, en el articulo de Gardner [9] se presentan las prototeselas
a emplear asi como los detalles sobre la regla de sustitucién; un acercamiento ligera-
mente diferente para este mismo objetivo puede encontrarse en el articulo de Frank [16]
en donde define un par de prototeselas diferente y una variacién del método de infla-
cion-deflacién en la que se permite que la regla de sustitucién no preserve exactamente
la forma de la tesela sobre la cual actua.

2.3.2. Meétodo de corte y proyeccién

La presente subseccién fue presentada originalmente en mi tesis de licenciatura [33]
donde presenté un algoritmo computacional basado en un método de corte y proyec-
cion para estudiar la difusién de un sistema cuasiperidédico, me he tomado la libertad
de incluirlo nuevamente por motivos de completez.

El contenido de los siguientes parrafos en los que se desarrolla parte de la teoria
matematica en la que se basan los métodos de corte y proyeccién corresponden al libro
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2.3 Métodos de construccion

“Quasicrystals and geometry” del autor Marjorie Senechal [34], el lector interesado en
profundizar en el tema puede referirse a dicha fuente.

La idea base para generar reticulas cuasiperiédicas bajo este enfoque requiere pensar
en dimensiones mayores a la de la reticula que queremos obtener debido a la definicién
de funciones cuasiperidédicas expuesta previamente, las cuales estdn formadas por mas
de una funcién periddica, con lo cual podemos interpretar a la dimensién de nuestra
red! cuasiperiédica como el niimero de funciones periédicas que requerimos para definir
la funcién cuasiperiédica que generara a nuestra red.

Para el caso mas sencillo posible pensemos en la reticula bidimensional cuadrada y
una particula desplazdndose en linea recta sobre el plano que la contiene. Debido a que
la separacién de los puntos que conforman esta lattice es igual en ambos ejes coorde-
nados, la periodicidad del movimiento de la particula sobre el plano recae inicamente
en las proyecciones de la velocidad sobre los ejes coordenados. De esta manera, si las
proyecciones de la velocidad son inconmensurables entre si, es decir que la pendiente
de la recta que sigue la particula es irracional, podemos pensar en el movimiento que
describe la particula con respecto al vértice mas cercano en la reticula como la suma
de dos movimientos periédicos con periodos inconmensurables entre si, es decir, una
funcién cuasiperiddica.

Notemos que hasta ahora, esto nos genera una funcion cuasiperiédica continua, sin
embargo queremos generar una reticula, por lo cual estamos interesados en funciones
cuasiperiodicas discretas. Con la funcién generada hasta ahora podemos seleccionar un
subconjunto de puntos de dicha funcién, correspondiente a los minimos locales de la
funcidon, este conjunto correspondera a los vértices de nuestra red cuasiperiddica uni-
dimensional. El conjunto de puntos formado al tomar los minimos locales de nuestra
funcién cuasiperiédica continua es equivalente a considerar la proyeccion de los vértices
mas cercanos a la linea que describe la particula al desplazarse.

Este método de seleccion de los vértices de la red que proyectaremos a la trayectoria
de la particula es equivalente a considerar a los vértices que conforman a los centros de
los poligonos de Voronoi formados a partir de la reticula periédica dos dimensional por
los cuales pasa la trayectoria de la particula. Esto a su vez es equivalente [35] a con-
siderar aquellos vértices de la reticula periddica bidimensional que caen dentro de una
banda formada por el producto cruz de la trayectoria y la proyeccién de un cuadrado de
lado uno centrado en el origen sobre el espacio ortogonal a la trayectoria de la particula.

Podriamos no sélo haber tomado la proyeccién de los vértices mas cercanos, sino
también considerar a los vértices mas cercanos y a los segundos més cercanos o, incluso,
generalizar esta linea de pensamiento a todos aquellos vértices que se encuentren dentro
de una banda determinada formada por el producto cruz de la trayectoria y cualquier
otra figura en el espacio ortogonal a dicha trayectoria.

1Se utilizard como sinénimos a lo largo del texto las palabras reticula, red y lattice.
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Todo lo anterior es la motivacién del método de corte y proyeccién, sin embargo
noétese que hasta ahora hemos empleado términos como reticula, proyeccién ortogonal
o discreto basandonos en la idea intuitiva de dichos conceptos. Procedemos ahora a
definirlos de manera formal.

= Definicién 2.3.2.1: Sea G un grupo de transformaciones actuando sobre un
“objeto matemético” M. (M puede ser todo el espacio euclidiano de n dimensiones
(E™), un objeto geométrico como un cubo o incluso G mismo). Sea x un punto
de M.

La o6rbita de x bajo G se define como el conjunto:

Oc(z) = {gz € M|g € G}

= Definicién 2.3.2.2: Sean 51,52, . I;k € E™ un conjunto de vectores. Al grupo
infinito numerable generado por estos vectores baJO la suma usual, de modo que
los elementos del grupo sean de la forma ¥ = m1b1 —|—m2b2 +.. —i—mkbk conm; € 7
se le denomina mddulo Z.

= Definicién 2.3.2.3: Sea (2 la 6rbita de un moédulo Z generado por los vectores
b1, bo, ... bk € E" Sl el rango de ) es igual a la dimension del subespacio generado
por los vectores bl, bg, . bk decimos que () es una reticula.

En lo subsiguiente denotaremos por “reticula puntual” (IL”) a una 6rbita generada
por un médulo Z cuyos vectores generadores sean linealmente independientes, mientras
que usaremos el término “reticula” (L) para referirnos al médulo Z.

= Definicién 2.3.2.4: Sean 51,52, ,l;k una base para L. Definimos a la norma
N(b;) de b; como:
N (b;) = |bi|* = b; - bs,

con - el producto punto usual.

= Definicién 2.3.2.5: Decimos que LL es una reticula entera si, para todo ¥ € L,
N(Z) € Z.

= Definicidn 2.3.2.6: Sea LL una reticula entera y € cualquier subespacio k-dimensional
de E™ donde 0 < k < n. SienNL = {0} entonces se dice que ¢ es totalmente irra-
cional.

= Definicién 2.3.2.7: Sea Pr, un mapeo de un espacio de Hilbert H a un subespacio
L de H. Si el mapeo es tal que x— Pr(x) es ortogonal a Pr,(x) (es decir, z—Pr(z) L
Pr(z)) con x € H, se dice que el mapeo Py, es un proyector ortogonal de H a L
[36].
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= Definicién 2.3.2.8: Sea A C E™ un conjunto de puntos. Se dice que A es discreto
si existe algin numero real 1y > 0 tal que para todo z,y € A se cumple |z —y| >
27“0.

= Definicién 2.3.2.9: Un conjunto de puntos A es relativamente denso en E™ si
existe algiin numero real Ry tal que toda esfera de radio mayor que Ry en E™
contiene al menos un punto de A en su interior.

s Definicién 2.3.2.10: Un conjunto de puntos A C E™ tal que sea discreto y
relativamente denso en E" se denomina como conjunto de Delone.

L su comple-

Sea € un subespacio d-dimensional totalmente irracional de E™ y sea e
mento ortogonal (e puede o no ser totalmente irracional). Sea II el proyector ortogonal
a e y I+ el proyector ortogonal a e-. Dado que II y IT' son mapeos lineales, entonces
II(ILP) y TI+(ILP) son érbitas de los médulos Z en € y £+ respectivamente, generados por

las proyecciones de cualquier base para ILP en dichos subespacios.

Dado que el conjunto de puntos II(L”) es denso en ¢, II(ILP) no es un conjunto de
Delone (los conjuntos en los que estamos interesados para modelar a los cuasicristales
son precisamente conjuntos de Delone). Para obtener uno que si lo sea debemos selec-
cionar un subconjunto de puntos de ILP para proyectarlos sobre .

Sea K C e+ un subconjunto compacto tal que K NILP # ¢, llamaremos a K
el dominio de aceptacién para la proyeccién. El subconjunto de puntos de P que
proyectaremos sobre ¢ seran aquellos puntos x € IL? tales que IT*(z) € K. Estos puntos
son aquellos que caen dentro del cilindro C' = K @ ¢ (Véase la figura 2.7).

» Proposicién 2.3.2.1: Sea X = C N LP. El conjunto de puntos II(X) es un
conjunto de Delone.

Demostracién: Debemos mostrar que el conjunto I1(X) es discreto y relativamen-
te denso en €. Para probar el que sea discreto basta con mostrar que hay una
vecindad alrededor del origen en € que no contiene ningiin otro punto de II(X)
mas que el origen. Sea z € X y supongamos que II(x) cae en By(c), la bola de
radio ¢ > 0 alrededor del origen. Dado que

jf* = [TI(2) [ + [T (2)

y que el conjunto IT*(X) es un conjunto acotado por hipétesis, II(x) debe caer
en una esfera de radio finito m > 0 alrededor del origen. Dado que L es discreta
(pues estamos suponiendo que nuestra reticula L es entera) entonces ILP N By(m)
es un subconjunto finito U C LLP. Por lo anterior, el conjunto de puntos II(U) es
finito y para algun valor r > 0 tenemos que II(U) N By(r) = {0}.

La densidad relativa es inmediata debido a que L es relativamente densa en E™
y por lo tanto en el cilindro C.
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Figura 2.7: Ejemplo del cilindro C determinado por el dominio de aceptacién K para
una proyeccién de una reticula integral en dos dimensiones a un subespacio € totalmente
irracional de una dimensién . Imagen creada en el software Paint.

» Proposicién 2.3.1.2: Si € es totalmente irracional, entonces II(X) es no periédi-
co.

€L 1

Demostracion: Descompongamos a e~ en los subespacios V' y W tal que e~ =
V @ W. Dado que ITI*(LL) es uno a uno y la dimensién de et < n, el subespacio
V' es no trivial y la restricciéon de IT a (V @ €) NL es uno a uno puesto que
I ((V@e)NL) es denso en V. Entonces, dado que K NLP # ¢, (KNV)NITH(L)
es denso en K N V. Definamos Xy = (KNV)@e)NL. Si II(Xy) es periédico
entonces Xy lo es. Sin embargo, Xy no puede ser periédico pues K es compacto
y por lo tanto no puede contener todos los multiplos enteros de cualquier vector.
Asi, siendo que (K N W) NI*(L) es finito, entonces X y por lo tanto II(X) no
puede ser periédico.

De esta forma se tiene un método relativamente sencillo de generar reticulas k
dimensionales cuyo conjuntos de puntos son un conjunto de Delone no periédicos al
proyectar subconjuntos de otras reticulas enteras en n dimensiones con k < n.

2.3.3. Meétodo dual generalizado

El método dual generalizado surge como una generalizacién al método desarrollado
por De Bruijn para obtener teselados tipo Penrose en dos dimensiones [37] y permite
generar reticulas cuasiperiédicas en dos y tres dimensiones para cualquier simetria ro-
tacional deseada. A grandes rasgos el método dual generalizado consiste en lo siguiente
[15, 38]:
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2.3 Métodos de construccion

» Se genera un conjunto de vectores V, = {ej,eq,...,exy | e, € R", N € Z, m €
{2,3}} el cual determina la simetria orientacional del arreglo cuasiperiédico desea-
do. Por ejemplo, para reticulas cuasiperiddicas con simetria rotacional asociada
a un poligono regular de N lados, los vectores e; estan dados por

e; = | cos @ sin @
1 N ) N )

a este conjunto de vectores V lo denominamos el conjunto de vectores estrella.

= Se genera el conjunto infinito de planos orotogonales a cada uno de los vectores
estrella e; (rectas ortogonales si consideramos el caso 2D). Estos planos (rectas)
pueden estar separados entre si una distancia constante o siguiendo una secuen-
cia cuasiperiddica. Dicho conjunto es lo que se conoce como un N-mallado y lo
denotamos por Gy, de tal forma que su expresion matemaética esta dada por

GN:{XRm|X'e’L' :nl"i'al"i'gnm S {1727"'aN}7 me {273}> n; EZ}v (22)

donde «; € R es un desplazamiento respecto al origen para los planos (rectas)
ortogonales al vector e; y &,, € R define la separacién entre un plano (recta) y
otro. El caso en que los planos (rectas) estdn separados entre si una distancia
constante se obtiene al hacer §,, =0V n,.

» Los planos (rectas) dividen al espacio (plano) en regiones abiertas ajenas a través
de las cuales no pasa ningun plano (recta). Cada una de estas regiones estd espe-
cificada de manera tnica por la eneada de nimeros enteros (k1, ks, ..., ky), estos
nimeros enteros se obtienen de la siguiente manera: Sea xy un punto arbitrario
dentro de una region fija, entonces el entero k; corresponde al nimero entero n;
que aparece en la expresién 2.2 tal que el punto x( se encuentra entre los planos
(rectas) ortogonales al vector e; generados al emplear los enteros n; y n; + 1 en
dicha expresion.

= Los puntos que conforman a la reticula cuasiperiddica deseada se construyen ma-
peando cada una de las regiones abiertas del punto anterior a través del siguiente
mapeo

N
t= Z kiei, (23)
=1

donde t es un punto en R (R?). Estos puntos corresponden a los vértices de
las celdas unitarias que conforman al arreglo cuasiperiédico en la descripcién con
celdas unitarias de los cuasicristales.

Un andlisis méas a profundidad acerca de este método y su implementacién en algo-
ritmos computacionales se aborda en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Método Dual Generalizado

Descentralizado

El método dual generalizado nos proporciona un algoritmo directo para generar una
amplia variedad de arreglos cuasiperiédicos de dimension arbitraria m; a grandes rasgos
el algoritmo consiste en dividir el espacio R™ en un conjunto de regiones abiertas y aje-
nas entre si, cada una de las cuales serd mapeada a un sitio del arreglo cuasiperiédico
deseado.

Los detalles acerca del método dual generalizado pueden ser consultados en el
capitulo 2 del presente documento, a partir de los cuales se puede notar que no re-
sulta sencillo obtener, implementando directamente el método, los sitios de un arreglo
cuasiperiodico alrededor de un punto arbitrario en el espacio ya que dicho método no
nos indica cudl es la relacién espacial entre una regién abierta del teselado de R™ y el
sitio del arreglo cuasiperiédico al cual dicha regién es mapeada.

En el presente capitulo desarrollaremos un algoritmo basado en el método dual
generalizado con el cual podemos obtener los sitios, alrededor de un punto arbitrario
en el plano, de cualquier arreglo cuasiperiédico bidimensional con simetria rotacional
N generado por un mallado con separacién periddica.

3.1. Expresiones analiticas para las coordenadas de los si-
tios de un arreglo cuasiperiédico

Uno de los resultados principales en los cuales se sustenta nuestro trabajo es el
algoritmo presentado por Naumis y Aragdn [38] para obtener la expresién analitica de
las coordenadas de los sitios de un arreglo cuasiperiédico, en dos y tres dimensiones,
a partir del método dual generalizado. En el articulo publicado aparece un pequeno
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3. METODO DUAL GENERALIZADO DESCENTRALIZADO

error en la ecuacién 6 (los términos deberfan estar restandose, no suméndose) el cual
se propaga a las ecuaciones 7 y 8, motivo por el cual a continuaciéon se desarrolla el
algebra descrita por los autores para el caso bidimensional, considerando mallados con
una separacién periddica entre sus rectas.

Dado un conjunto de vectores {e1,es,...,ey | e; € R N € ZT, N > 3} que deter-
minan la simetria orientacional del arreglo cuasiperiédico (en lo subsiguiente “vectores
estrella”), la expresién general para un mallado Gy formado por dicho conjunto de
vectores es

Gy={xeR?|x-e=n;+a; i=1,2,...,N; n; € Z}, (3.1)

donde a; € (0,1) es el desplazamiento respecto al origen del conjunto de rectas ortogo-
nales asociadas al vector e;.

Sea x el punto de interseccién de tUnicamente dos rectas arbitrarias del mallado
Gn. Las coordenadas de dicho punto estan determinadas por la solucién del siguiente
sistema de ecuaciones,

X-e; =n;+ oy, (3.2)

X-ep =ng+ ag, (3.3)

para algunos indices j y k. Dicho sistema puede ser reescrito en forma matricial como

(ejx ejy> (:c) _ <nj —|—aj>
€z  Cky) \Y ng+oy /)’

resolviendo para el vector (z,y) tenemos

X o 1 eky —ejy nj + Oéj
Y €jzChy — €jyChs \ ~Ckaz €jz ng + ag

1 <€ky(nj+aj)—€jy(nk+ak))

o A7]k —€Ly (nj + Oéj) + €jz (nk + Oék)

donde Aji = ejzery — €jyere s el drea del rombo generado por los vectores e; y e.

Dado el vector e; = (e;y, €iy) definimos a su vector ortogonal como ef- = (esy, —€ix)-
Empleando esta notacién podemos expresar al punto de interseccién x como

X (nj + Oéj) eé — (nk + Ozk) e]L] . (3.4)

1
Ajg
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3.1 Expresiones analiticas para las coordenadas de los sitios de un arreglo
cuasiperiddico

B

e \

\

Figura 3.1: Mallado Gy generado por un conjunto de vectores estrella correspondiente a
los vértices de un pentagono regular y constantes a; = 0.2 para todo valor de i. El punto
negro corresponde a la interseccién de la recta determinada por x; - e; = 1.2 y la recta
determinada por X5 - €2 = 1.2; en colores so6lidos las cuatro regiones abiertas determinadas
por dicho punto.

Bajo el supuesto de que por el punto x pasan tnicamente dos rectas, se tiene que
alrededor de dicho punto existen cuatro regiones abiertas delimitadas por las rectas que
conforman a Gy (véase la figura 3.1).

Los sitios que conforman al arreglo cuasiperiédico corresponden al mapeo realizado
por la transformaciéon dual que manda a una de estas cuatro regiones al punto dado
por

N
tgj,nk = an’ez’, (3.5)
i=1

donde n; = min (a, b) con a y b los nimeros enteros que generan las rectas ortogonales
al vector e; entre las cuales estd comprendida la regién en cuestion.

Estos nimeros enteros n; se obtienen al proyectar el punto de intersecciéon x con
el respectivo vector estrella e;, restandole el pardametro «; y tomando el entero mas
cercano por debajo de dicho valor. Expandiendo la ecuacién 3.5 y sustituyendo los
numeros enteros n; por su correspondiente expresion, tenemos que el sitio del arreglo

cuasiperiodico tgj’nk estd dado por

N

1

tgj’nk = nje; + npey + Z le [(n] +aj) e — (ng, + ay) eﬂ e — aiJ e, (3.6)
O
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3. METODO DUAL GENERALIZADO DESCENTRALIZADO

donde |-| es la funcién piso. Los otros tres sitios asociados a las otras tres regiones
estan dados por

1 0
tn;ynk = tnjmk — ej, (3.7)
2 0
toyme = gy — € — €k (3.8)
3 0
tnj’nk = tnj’nk —e. (3.9)

3.2. Descentralizando el método dual generalizado

En lo subsiguiente nos centraremos tinicamente en arreglos cuasiperiddicos con si-
metria rotacional N, es decir aquellos generados a partir de un conjunto de vectores

estrella {e},--- ,ey} donde e; = (cos (W) ,sin (W)) vy que cumplan la con-
dicién de que a; = a,Vi € {1,...,N}.

Las expresiones 3.6 - 3.9 nos permiten generar los vértices de alguno de los poligonos
que conforman al arreglo cuasiperiédico conociendo los niimeros enteros n; y ny asocia-
dos a algin par de vectores estrella e; y e;; sin embargo, este resultado no nos brinda
un método con el cual, para algin punto en el plano, podamos encontrar las combi-
naciones de vectores estrella (asi como sus nimeros enteros asociados) que generen los
sitios del arreglo cuasiperiédico que se encuentran alrededor de nuestro punto de interés.

En otras palabras, las expresiones 3.6 - 3.9 permiten generar arreglos cuasiperiédi-
cos de simetria rotacional arbitraria alrededor del origen de manera muy sencilla a
través de un algoritmo computacional que considere todas las posibles parejas validas
de vectores estrella (e;,e;) (esto es, que no sean colineales) y que, para cada pareja
de vectores, considere todas las posibles parejas de nimeros enteros (nj,ny), donde
nj,ng € [c,d] con ¢,d € Z tales que ¢ < 0 < d. Véase la figura 3.2.

Sin embargo, si estamos interesados en generar una seccién del arreglo cuasiperiédi-
co centrada en algin punto fuera del origen, necesitamos encontrar las combinaciones
de vectores estrella (ej,ey) junto con sus correspondientes nimeros enteros (nj,ny)
que generen los poligonos cercanos al punto en cuestion. A continuacién mostramos el
algoritmo que hemos desarrollado para obtener dichas combinaciones.

Lo primero que debemos notar es el hecho de que los poligonos del arreglo cuasipe-
riédico generados al fijar uno de los vectores estrellas de las parejas (e;, e;) se agrupan
formando “franjas ortogonales” al vector estrella fijado. Véase la figura 3.3.

Aproximando cada una de estas “franjas” por la linea recta que mejor ajusta a
los vértices de los poligonos que la conforman, se obtuvo de manera empirica que la
separaciéon promedio entre cada dos de estas lineas consecutivas es N/2, siendo N la
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simetria rotacional del arreglo cuasiperiddico. De esta manera, para cada vector estrella
e;, podemos dividir al plano en franjas de ancho N/2 ortogonales a dicho vector.

Con base en lo anterior podemos aproximar el nimero entero n; asociado al vector
estrella e; para generar los poligonos del arreglo cuasiperiédico que se encuentren en
una vecindad alrededor de un punto P arbitrario de la siguiente forma: Dado que todo
el plano ha sido dividido en franjas de ancho N /2, el punto P esté contenido en alguna
de estas franjas, supongamos que la franja en la que se encuentra el punto es aquella
cuyos lados corresponden a las rectas que mejor aproximan a las “franjas ortogonales”
al vector estrella e; con nimeros enteros k y k + 1, de esta manera sabemos que el
numero entero n; asociado al vector estrella e; que genere los poligonos cercanos al
punto P debe ser alguno de estos dos ntmeros.

Para aproximar el valor del niimero entero asociado al lado més cercano a P de la
franja que lo contiene lo que hacemos es proyectar dicho punto con el vector estrella e;
y, dado que nuestro vector estrella es unitario por la forma en que se generd, dividir el
resultado de dicha proyeccién por el ancho de las franjas (esto para saber cudntas veces
cabe una franja en la proyeccion del punto P sobre la direccién en la cual las franjas
cubren al plano) y aproximar el resultado al niimero entero mds cercano, es decir

n; = {2P]\'rﬂ, (3.10)

donde |-] denota la funcién que regresa el entero mds cercano.

Notemos que debido a que estamos aproximando los enteros n; a partir de redondear
un nimero real a su entero mas cercano, asi como el hecho de que en la expresién 3.10
estamos considerando que la recta que mejor describe a la “franja ortogonal” asociada
al entero n; = 0 pasa por el origen (lo cual en general es falso, el qué tanto dista del
origen depende del pardmetro «;), es necesario que consideremos un margen de error
para cada uno de los ntimeros enteros obtenidos por este método.

De esta manera, al momento de generar el poligono asociado a la pareja de vec-
tores estrella (e;,e;), hay que considerar las parejas de nimeros enteros (m;,my) con
my € [ng — By, ny + B donde B € ZTU{0} estd asociado al margen de error considerado
para el nimero entero n;. En general, estos parametros 3; nos permiten determinar qué
tan grande serd la vecindad de la reticula cuasiperidédica que generemos alrededor del
punto arbitrario P: a mayor valor de §;, mayor el tamano de la vecindad de la reticula
cuasiperiédica generada (véase la figura 3.4).

Una mejor aproximacién al calculo de los nimeros enteros n; mejoraria la calidad
de las vecindades del arreglo cuasiperiédico obtenidas, reduciendo en general el tiempo
de cémputo requerido para trabajar con dichas vecindades en sus diferentes aplicacio-
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3.2 Descentralizando el método dual generalizado

N=5w0;=02,53=0 N=5a;=02,53=1

Q
848480
848474 |-

D 848475
848472
.
848470

848470
848465

848468 - 5 848460 - rad

L 1 1 1 L L 1 1 1 1 L 1
317696 317697 317698 317699 317700 317701 317702 317690 317695 317700 317705 317710

Figura 3.4: Vecindad de un arreglo cuasiperiédico tipo Penrose (simetria orientacional
N = 5) generada con constantes a; = 0.2 para todo valor de 7. La vecindad se obtuvo
alrededor del punto rojo con coordenadas (317699.3711619294, 848471.5693893201). En la
imagen de la izquierda tenemos los poligonos generados al considerar §; = 0 para todo
valor de i. En la imagen de la derecha tenemos los generados considerando un margen de
error 3; = 1 para todo valor de 1.

nes (véase el capitulo 5 y 6 para conocer méas acerca de algunas posibles aplicaciones e
implementaciones del presente método). Debido a que el pardmetro «; esté relacionado
con la distancia respecto al origen de la “franja ortogonal” asociada al entero n; = 0,
una mejora a la expresién 3.10 deberia incluir dicho parametro.

De manera empirica hemos encontrado que la expresién

~ (3.11)

\‘2 (P — aiei) . ei-‘
n; = )
reduce en general el error cometido en la aproximacion de estos nimeros n; con lo cual la
calidad de la vecindad del arreglo cuasiperiédico mejora (véase la comparativa contenida
en la figura 3.5), sin embargo cabe mencionar que esta es una expresiéon empirica y que
en ningin momento se pretende sugerir que el desplazamiento «; introducido en la
expresion 3.1 se traduce directamente como un desplazamiento en el espacio donde
vive el arreglo cuasiperiddico.
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3. METODO DUAL GENERALIZADO DESCENTRALIZADO

-698620
-698640
-698660
-698680
698620 -
-698640 -
698660 -
698680 -

758835 758840 758845 758850 758855
.,5}. En la imagen A el conjunto

758830
(758843.7671146238, —698646.3607070035)
5Vie{l,2,..

de numeros enteros n; para generar los poligonos del arreglo cuasiperiédico se aproximé con
la expresion 3.10, mientras que en la imagen C dicho conjunto se obtuvo con la expresién

3.11. Las imagenes B y D corresponden al clister central de poligonos de los conjuntos
mostrados en A y C respectivamente. Nétese que el clister en D cubre mas area que el

clister en B.
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5, generado alrededor del punto rojo P

Figura 3.5: Conjunto de poligonos de un arreglo cuasiperiédico con simetria pentagonal,

con las constantes a; = 0.567813548 y 5;
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Capitulo 4

Teselados de Voronoti

Planteémonos la siguiente situacién hipotética: El gobierno de la ciudad en la cual
usted vive ha comenzado un proceso de expansiéon y mejora a los servicios de seguridad
con el objetivo de reducir los indices de criminalidad, para ello lo han contratado a
usted como consultor y le han proporcionado los planos de la zona urbana asi como la
localizacion de los actuales servicios disponibles, entre los cuales se encuentran varios
cuarteles policiacos con unidades terrestres para atender las llamadas de emergencia.
Con base en encuestas realizadas a la poblacién para conocer la opinién publica res-
pecto a las ventanas de oportunidad que existen en los actuales servicios de seguridad,
usted se propone el mejorar los tiempos de respuesta de la policia desde el momento en
que se recibe la denuncia via telefénica hasta que una unidad se presenta en la escena
del crimen, para ello contempla la posibilidad de construir un nuevo cuartel en algin
punto de la ciudad, con lo cual le surge la siguiente pregunta: ;Cudl es el mejor sitio
para construir un nuevo cuartel si queremos mejorar los tiempos de respuesta?

De manera intuitiva podemos notar que dicho sitio no debe estar demasiado cerca
de alguno de los cuarteles ya existentes, pues en ese caso las zonas a la cuales tengan
acceso mas rapido las unidades procedentes del nuevo cuartel serdn practicamente las
mismas que aquellas correspondientes a las unidades procedentes del cuartel cercano.
Suponiendo que existe una distribuciéon homogénea en la incidencia delictiva, un primer
paso para conocer el mejor sitio donde colocar el nuevo cuartel es determinar cudl es el
area de respuesta asociada a cada uno de los cuarteles ya existente, de esta manera el
sitio que buscamos se encontrara dentro del area que resulte méas grande. Este procedi-
miento de determinar el drea de respuesta de los cuarteles o, en un caso mas general, el
area (volumen) de influencia de un conjunto de puntos en el espacio, es lo que da lugar
a un teselado de Voronoi.

La manera en la cual se construye dicho teselado depende fuertemente de cémo
medimos distancias entre dos puntos dentro del espacio que estamos considerando, por
ejemplo para el caso particular desarrollado en parrafos anteriores resulta claro que una
métrica Euclidiana no es viable dado que las unidades terrestres estan sujetas a despla-
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4. TESELADOS DE VORONOI

zarse sobre las calles que conforman a la ciudad, por lo que una métrica de Manhattan
(también conocida como la métrica del taxista) resulta mas adecuada; de igual forma
puede ser que no todos los puntos a los que estamos interesados en conocer su area
de influencia tengan una misma importancia o peso, por ejemplo en el caso particular
que estamos considerando podria ocurrir que algunos de los cuarteles posean unidades
terrestres mas rapidas con lo cual su drea de influencia no sélo estara determinada por
su localizacién espacial, sino también por estas caracteristicas adicionales.

En general existe una amplia variedad de teselados de Voronoi que se pueden cons-
truir al dotar al espacio y/o a los puntos con diferentes caracteristicas, sin embargo
para los fines del presente trabajo nos restringiremos a estudiar los denominados “te-
selados de Voronoi ordinarios” a los cuales nos referiremos tnicamente como teselados
de Voronoi dado que no habrda ambigiiedad al respecto. El contenido desarrollado a
continuacién esta basado principalmente en los capitulos 1, 2 y 4 del libro “Spatial tes-
sellations: Concepts and Applications of Voronoi Diagrams” [39], cualquier referencia
complementaria serd mencionada de manera explicita.

4.1. Conceptos preliminares

Hasta este momento se ha mencionado de forma intuitiva la idea detras de un
teselado de Voronoi, sin embargo para poder desarrollar de manera formal este concepto
es necesario definir previamente una serie de términos y desarrollar algunos resultados
matematicos que nos seran necesarios mas adelante. Salvo que se indique lo contrario,
en la presente seccion consideraremos unicamente espacios Euclideos, esto es un espacio
vectorial completo R™ (con m € Z* la dimensién del espacio) dotado con la norma
Euclidiana | - |.

= Definicién 4.1.1: Sea S un subconjunto cerrado de R™, S; un subconjunto
cerrado de S'y ¢ = {S1,...,Sp}. Si los elementos del conjunto ¢ satisfacen

(SZ\aSJﬂ(SJ\aS]) =0, i#4, 1,j€ {1,...,n}, (4.1)

LnJ S, =8, (4.2)
=1

entonces decimos que el conjunto ¢ es una teselacion de S.

= Definicién 4.1.2: Sea A C R™ un conjunto de puntos no vacio. Si para cuales-
quiera dos puntos x1,x92 € A el segmento que los une es un subconjunto de A, es
decir se cumple que

Ax;+(1—A)x2€ A, Vitalque 0 < A <1, (4.3)
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entonces el conjunto A es un conjunto convexo; en caso contrario el conjunto
A es un conjunto no convexo.

= Teorema 4.1.1: La interseccién de dos conjuntos convexos es un conjunto con-
Vexo.

Demostracién: Sean A, B C R™ dos conjuntos convexos. Si AN B = () o si
AN B = {x1} para algin punto x; € R™, se satisface por vacuidad que el con-
junto AN B es convexo. Supongamos entonces que AN B es un conjunto no vacio
con al menos dos elementos diferentes.

Sean x1,x9 € AN B dos puntos arbitrarios distintos, como por hipétesis estos
viven en la interseccién de A con B, en particular viven en el conjunto A y en
el conjunto B, es decir x1,x9 € A y x1,X2 € B. Dado que por hipétesis los
conjuntos A y B son convexos, se sigue por la relacién 4.3 que Ax; + (1 — A\) xg €
Ay M1+ (1—A)xe2 € B para toda A € [0,1], por lo tanto se satisface que
Ax; + (1 =XA)x2 € AN B para toda A € [0,1] con lo que, por definicién, se
demuestra que el conjunto A N B es convexo.

= Definicién 4.1.3: Sea R™ un espacio Fuclideo. Denominamos al conjunto de
puntos
P={x|x-n=0b; n,xeR™" beR,n+#0}, (4.4)

un hiperplano de dimensiéon m — 1.

= Definicién 4.1.4: Sea R™ un espacio Euclideo. Definimos al conjunto de puntos
H={x|x-n<b nxecR™becRn#0}, (4.5)

el semiespacio generado por el hiperplano P.

= Definicién 4.1.5: Dado un espacio Euclideo R™ definimos a los poliedros como
todo conjunto de puntos no vacio, conexo y acotado construido a partir de un
nimero finito de intersecciones y uniones de una cantidad finita de semiespacios.
Al caso particular en el que el poliedros es un conjunto convexo se le denomina
politopo.

4.2. Propiedades basicas del teselado de Voronoi

En la presente seccién estudiaremos, a partir de las definiciones y teoremas presen-
tados en la seccion previa, las principales caracteristicas que poseen los teselados de
Voronoi en un espacio Euclideo. Comencemos definiendo formalmente al teselado de
Voronoi generado por una cantidad finita de puntos en R™.
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» Definicién 4.2.1 (Teselado de Voronoi): Sea P = {p1,...,p,} C R™ donde
2<n<ooypi#pjsii#j, i,j €{l,...,n}. Llamamos a la regién definida
por

Vipi) ={x|[x—pil < |x—psl, Vj#i,je{l,....,n}}, (4.6)

la celda de Voronoi asociada al punto p; (o el poligono de Voronoi asociado
al punto p; en el caso bidimensional) y al conjunto definido como

V= {V (pl)a"'vv(pn)}v (47)

el diagrama (teselado) de Voronoi generado por el conjunto P.

A cada uno de los puntos p; € P se le denomina el punto generador de la i-ésima
celda de Voronoi con lo que al conjunto P se le conoce como el conjunto generador.

Notemos que a partir de la expresién 4.6 cada celda de Voronoi queda definida co-
mo un conjunto cerrado al incluir su frontera OV (p;), para el caso particular donde el
espacio es R? dicha frontera puede estar conformada por segmentos y/o semirectas que
se denominan bordes de Voronoi cuyas fronteras a su vez se denominan vértices de
Voronoi, en dimensiones mas altas las fronteras de cada celda de Voronoi consisten
en otros subconjuntos del espacio R™ como semiplanos, regiones acotadas de un hiper-
plano, etcétera.

De manera formal, a la frontera de una celda de Voronoi m-dimensional se le deno-
mina cara de Voronoi (m — 1)-dimensional, a la frontera de este iltimo conjunto
se le denomina cara de Voronoi (m — 2)-dimensional, y asi sucesivamente, hasta
llegar a la frontera de una cara de Voronoi 2-dimensional la cual llamamos bordes de
Voronoi y cuya frontera denominamos vértices de Voronoi. En general, si dos celdas de
Voronoi satisfacen que su interseccién es no vacia, esto es V (p;) NV (p;) # 0, enton-
ces el conjunto de puntos resultado de dicha interseccion define a la cara de Voronoi
(m — 1)-dimensional compartida por ambas celdas.

» Definicién 4.2.2: Sea e (p;, pj) = V (pi) NV (p;) para cualesquiera dos puntos
Pi,P; € P con i # j. Si el conjunto e (p;, p;j) es no vacio y esta conformado por
mas de un punto, decimos que las celdas de Voronoi V (p;) y V (p;) son vecinas
o adjacentes.

Una caracteristica importante de las celdas de Voronoi es el hecho de que son conjun-
tos convexos, para poder demostrar esto de manera sencilla reescribamos la definicién
de las celdas de Voronoi en términos de semiplanos.

Sean p;, p; € R™ dos puntos generadores de un teselado de Voronoi y sea m(p;, p;)
el conjunto de puntos dado por

m(pi, pj) = {2 | [x — pi| = [x — pj|, J # i}, (4.8)
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a este conjunto se le conoce como la mediatriz definida por los puntos p; y p;j. Mos-
tremos explicitamente que dicho conjunto es un hiperplano, para ello desarrollemos la
condicién que satisfacen los puntos que lo conforman:

x — pil = [x — pjl,

= /x—pi) - (x— ) = /(x ) - (x — py).

:>X'X_2(X'pi)+pi'pi:X'X_Q(X'pj)+pj'pj7

1
ix‘Pj—*(pj'Pj):X‘Pi (Pi - Pi),

1
2 2

(Pj'Pj‘Pi‘Pi%

N =

=X-p;—X-p;=

(Pi-P; —Pi P +DP; P; —P; Pi) ;

N

:>X'(pj_pi):

—_

=x-(p;—p;) =5 (Pi+P;) - (P —Pi) ,

definamos a los vectores u=p; —p, y v= % (pi + pj)
=>xX-u=v-u,

=x-u=k,

donde k£ = v - u es una constante real. De esta manera, podemos reescribir la expresiéon
4.8 como

m(pi,pj) = {2 [ x-u =k}, (4.9)

la cual es, segin la definicion 4.1.3, la expresiéon para un hiperplano m — 1 dimensional.
Noétese que la condicién u # 0 se satisface dado que los puntos generadores p; y p; son
diferentes, con lo cual su resta no puede ser el vector cero.

Sea H(pi, p;) el semiespacio generado por la mediatriz m(p;, pj), esto es

H(piapj) ={x|[x—pil < ‘X_pj‘a j#i} (4.10)

El mismo desarrollo realizado para mostrar que la mediatriz es un hiperplano permite
mostrar que el conjunto H (pi, pj) es efectivamente un semiespacio.

Denominamos a la regién H (pi,pj) la region de dominio de p; sobre p; y esta
corresponde a todos los puntos del espacio que se encuentran més cerca (o en el peor
de los casos a una misma distancia) del punto p; que del punto p;. Notemos como
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el conjunto H (pz-, pj) corresponde a una de las condiciones que satisfacen los puntos
que conforman una celda de Voronoi segtin la expresion 4.6, de tal forma que podemos
expresar a la celda de Voronoi generada por el punto p; de la siguiente manera

V(p)=[)H(pip;)- (4.11)
j#i

De esta forma una celda de Voronoi estd definida como una interseccién finita de un
conjunto finito de semiespacios, esto es un poliedro y, dado que los semiespacios son
conjuntos convexos, por el teorema 4.1.1 tenemos que su interseccién es convexa, con
lo cual la celda de Voronoi es un politopo, esto es un poliedro convexo.

4.3. Algoritmos computacionales

Para los fines del presente trabajo estamos no sélo interesados en definir formal-
mente a los teselados de Voronoi, sino en poder generarlos de manera eficiente a través
de algiin algoritmo computacional. En la presente seccién revisaremos algunos de los
aspectos fundamentales acerca de la complejidad computacional y estudiaremos unos
cuantos métodos computacionales con los cuales generar teselados de Voronoi en el
plano R2.

Durante el resto del capitulo consideraremos como ciertas las siguientes hipotesis:

= Hipétesis 1: Todo calculo numérico realizado por una computadora se realiza
con total precision aritmética.

» Hipdtesis 2: Los puntos generadores son tales que ningun circulo pasa por cuatro
de ellos.

La hipdtesis 1 es necesaria para poder estudiar de manera tedrica a los algoritmos
computacionales, basicamente lo que nos indica es que todo error numérico sera rele-
gado a estudiarse por separado como parte de la estructura del procesador que correrd
dichos algoritmos y no como parte inherente al algoritmo en si.

La hipétesis 2 es introducida para evitar que los teselados de Voronoi sean degene-
rados, esto es que haya més de tres celdas de Voronoi que compartan un mismo vértice.

Estas dos hipotesis seran comunes al desarrollo de los algoritmos que se estudiaran
mas adelante dentro de este capitulo, con la posibilidad de anadir alguna hipétesis
adicional necesaria para cada algoritmo en particular.
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4.3.1. Complejidad computacional

Una de las cuestiones mas importantes al momento de desarrollar un algoritmo
computacional es que este sea “eficiente”, es decir que el tiempo de cémputo necesario
para que el algoritmo finalice sea el menor posible. Una manera estdndar para determi-
nar qué tan eficiente es un algoritmo consiste en observar el comportamiento asintético
del tiempo que este requiere en ser completado como funcién del tamano de los datos
que conforman a los pardmetros de entrada del algoritmo.

Sea T'(n) el tiempo requerido por un algoritmo en ser completado cuando el tamano
de los datos de entrada proporcionados es n (por ejemplo, un arreglo con n nimeros).
Debido a que, en principio, existe una amplia variedad de datos de tamafno n que son
vélidos como pardmetros de entrada del algoritmo a considerar y cada uno de ellos tar-
dard, de manera general, un tiempo diferente en ser procesado, existen dos principales
formas de estimar la funcién T'(n): La primera de ellas, el tiempo del peor escenario,
consiste en definir a 7'(n) como el maximo tiempo que requiere el algoritmo consideran-
do todos los posibles datos de entrada de tamafio n, mientras que en la segunda forma,
el tiempo promedio, se define a T'(n) como el promedio de los tiempos requeridos por
el algoritmo considerando todos los posibles datos de entrada de tamano n.

Sea f(x) una funcién definida sobre los nimeros reales positivos tal que f(z) > 0
para todo valor de x. Si existen constantes C, N € R tal que

T (n)
f(n)

<C,Vn>N, (4.12)

decimos que T (n) es de orden f (n) y lo denotamos como T (n) = O (f (n)), en cuyo
caso decimos que la complejidad temporal del algoritmo es O (f (n)).

La desigualdad 4.12 nos indica que, a partir de un cierto tamano de los datos propor-
cionados, el tiempo requerido por el algoritmo para ser llevado a cabo no incrementara
més rapido que la manera en que la funcién f (n) crece conforme aumenta la variable n.

De esta forma, un algoritmo que satisface que 7' (n) = O(1) es “idealmente eficiente”
al no depender su tiempo de cémputo del tamano de los datos proporcionados. A los
algoritmos con 7' (n) = O(n) se les denomina algoritmos con tiempo lineal mientras
que a los algoritmos con 7' (n) = O(n?) se les denomina algoritmos con tiempo
polinomial.

4.3.2. Divide y venceras

Una de las técnicas mas importantes y mas empleadas para disenar algoritmos efi-
cientes es la que lleva por nombre “divide y vencerds” [40]. Partamos del escenario en
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el cual tenemos un problema a resolver, al cual denominaremos “problema central”; la
técnica “divide y venceras” consiste basicamente en ir dividiendo el problema central
en problemas més pequenos (generalmente més sencillos de resolver) de tal forma que,
a partir de las soluciones obtenidas para estos problemas mas pequenos se pueda cons-
truir la solucién al problema inicial.

Introduzcamos esta técnica aplicdndola al problema de multiplicar niimeros enteros
binarios. Sean X y Y dos niimeros enteros en base dos, cada uno con n digitos; el algo-
ritmo usual que se ensena en la educacion béasica para multiplicar dos niimeros enteros
(el cual es igualmente vélido para el producto de nimeros enteros binarios) involucra
el calculo de n productos parciales, cada uno de ellos de tamano n, con lo cual dicho
algoritmo tiene un tiempo de orden O(n?) si consideramos a las sumas y productos de
un sélo digito como operaciones de tiempo constante.

Podemos obtener un nuevo algoritmo para calcular el producto de X y Y imple-
mentando la técnica “divide y venceras”, para ello expresemos cada uno de los niimeros
enteros en términos de dos nimeros enteros de n/2 digitos (por simplicidad supongamos
que la cantidad de digitos n es una potencia de 2), esto es

X =A2"241 B Y =02V*+D,

donde A, B,C y D son numeros de n/2 digitos. De esta manera el producto de X con
Y esta dado por
XY = (AC)2" + (AD + BC) 2"/? + BD. (4.13)

Si evaluamos el producto XY a través de este procedimiento, tendremos que cal-
cular ahora cuatro multiplicaciones de niimeros enteros de n/2 digitos (los productos
AC,AD,BC y BD), tres sumas de numeros enteros con a los mas 2n digitos y dos
productos por las constantes 2" y 2%/2. Considerando que los productos por constantes
y las sumas son operaciones de tiempo lineal, esto es O(n), tenemos que el tiempo
requerido por este algoritmo esta dado por

T(n) = 4T (g) +oen, (4.14)

para alguna constante positiva c. Ahora, para calcular el producto de los niimeros en-
teros con n/2 digitos procedemos de la misma manera, esto es expresar cada uno de
dichos ntimeros en términos de dos ntimeros de n/4 digitos y proceder a realizar los
respectivos productos de estos nuevos numeros enteros. El proceso es iterativo hasta
que lleguemos a productos de niimeros enteros con un solo digito, los cuales son opera-
ciones de tiempo constante.
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Expandiendo la expresién 4.14 tenemos

n

T(n) =4 [4T (2%) + cg} Yoen=42T (22

) + (24 1)cn,

n

o )= 17 () e 24 em = 47 (3

i 52 ) + (22 + 2+ 1)en,

por induccién tenemos que en la tltima iteracién i-ésima la expresién para T'(n) es
n i—1
T(n) = 4T <§> +3 Yen, (4.15)
j=0

donde, si es la ultima iteracién, el tiempo requerido para calcular cada uno de los
productos es constante, esto es

n n .
T(;)zT(l), =5 =1=>n=1

por otro lado tenemos que

sustituyendo estos resultados en la expresién 4.15 tenemos
T(n) =n*T(1) + (n — 1)en = kn® + en(n — 1),
para algunas constantes positivas ¢ y k de donde obtenemos que
T(n) = O(n?). (4.16)
Este resultado es importante porque nos muestra que el uso de la técnica “divide y
venceras” no necesariamente representa una mejora en la eficiencia del algoritmo, sino
que se requiere ademds tener una buena estrategia y/o el ingenio de proponer un nuevo
enfoque al problema. Relacionado a este punto, Karatsuba y Ofman propusieron en
1963 un nuevo algoritmo con el cual, implementando la técnica “divide y venceras”, la

eficiencia si mejora [41].

A grandes rasgos la propuesta de Karatsuba y Ofman consiste en reescribir la ex-
presién 4.13 como

XY = (AC)2" + [(A— B)(D — C) + AC + BD]2"/? + BD, (4.17)
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donde, pese a que en principio parece ser mas complicada, el punto clave radica en el
hecho de que ahora sdlo se necesita calcular tres multiplicaciones de nimeros enteros
de n/2 digitos (los productos AC, BD y (A — B)(D — C)) contrario a las cuatro mul-
tiplicaciones que teniamos previamente. Esto viene con el coste de que ahora debemos
considerar seis operaciones de suma o sustracciéon y dos productos por las constantes
2"y on/2 sin embargo, dado que las sumas o sustracciones, asi como los productos
por constantes son operaciones de tiempo lineal, el tiempo requerido por este algoritmo
esta expresado por

T(n) = 3T (g) +oen, (4.18)

para alguna constante positiva c. Expandiendo esta expresion iterativa tenemos

3
T(n) =3 [3T (2%) + cg} toen=3°T (%) + (1 + 2) cn,
a2 n n 3 o3 (T 3 32
= T(n) =32 [37 () + ] + <1+2>cn—3 T(55) + <1+2+22 en,
por induccién tenemos que en la tltima iteracién i-ésima la expresién para T'(n) es

i—1 ;

. mn 3\’
T(n)=3T (?) + E <2> cn, (4.19)

j=0

donde, si es la ultima iteracién, el tiempo requerido para calcular cada uno de los
productos es constante, esto es

n n .
T<?>:T(1), = =1 >n=2,

ahora notemos que

3 — (210g(3))i _ gilog(3) _ (2i)log(3) — plos(3) ~ ,,1:585

I

\G][Vs)

i .
L — 23: _ 9 —9opleBd)-1 _9

g(g)j:( 1 9i ’

de tal forma que la expresion 4.19 se vuelve

\G][VN)

T(n) = n'°2OT(1) + 2en'°G) — 2cn = kn'°e®) 4 ') — b,
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para algunas constantes positivas b y k. De la expresion anterior tenemos que

T(n) = O(n'°8®)), (4.20)

4.3.3. Meétodo ingenuo

A finales de la seccién 4.2 mostramos como la celda de Voronoi relacionada con el
punto generador p; puede ser construida a través de la interseccién de un nimero finito
de semiespacios (semiplanos para el caso dos dimensional), cada uno de ellos asociado
a la mediatriz definida por una pareja de puntos p; y p;, con j # i, del conjunto gene-
rador P. Esta caracterizacién de las celdas de Voronoi da lugar al método més directo
(al cual nos referiremos como el método ingenuo) para generar un teselado de Voronoi
en dos dimensiones.

Sea P = {pi1,p2,...,Pn} un conjunto generador, el algoritmo que conforma al
método ingenuo es el siguiente:

Algoritmo método ingenuo

1. Se fija el indice 7 en alguno de los valores del conjunto {1,2,...,n} y se generan
los n — 1 semiplanos H (p;, pj) con j # i.

2. Se selecciona uno de los semiplanos H (p;, p;) generados en el paso anterior y se
intersecta dicho conjunto con otro de los semiplanos H (p;, px), donde k # j.

3. Elresultado de la interseccién del paso anterior se intersecta con otro de los planos
generados en el paso 1. Se itera este proceso hasta agotarse todos los semiplanos.
El resultado final corresponde a la celda de Voronoi V (p;).

4. Se iteran los pasos 1 - 3 sobre los diferentes valores del indice i, el resultado final
corresponde al Teselado de Voronoi generado por el conjunto P.

Construir el semiplano H(p;, p;) dado los puntos p; y p; requiere un tiempo cons-
tante, de tal forma que para cada punto p; el tiempo requerido para construir los n — 1
semiplanos H(p;, pj), con j # 4, es a(n — 1) para alguna constante positiva a.

Analicemos ahora el proceso con el cual obtenemos la celda de Voronoi como re-
sultado de intersectar todos los semiplanos. Notemos que en una primera instancia al
intersectar dos semiplanos arbitrarios H(p;, p;) ¥y H(pi, Px) con k # j obtenemos un
poligono con dos lados (salvo que uno de los semiplanos esté completamente contenido
en el otro, lo cual ocurre tnicamente si las bisectrices al segmento definido por cada
pareja de puntos son paralelas), después intersectamos este poligono resultante con otro
de los semiplanos disponibles y asi proseguimos. En general, durante el k-ésimo paso
de este procedimiento, tendremos que encontrar, en el peor de los casos, la interseccién
de un poligono de k lados con un semiplano (dependiendo del orden de los semiplanos
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que vayamos intersectando puede que en el k-ésimo paso tengamos un poligono con una
menor cantidad de lados), proceso que requiere de un tiempo proporcional a k£ dado que
es necesario revisar cuales de los k lados intersectan la frontera del semiplano. Con base
en lo anterior tenemos que el tiempo necesario para intersectar los n — 1 semiplanos es
proporcional, en el peor de los casos, alasuma 14+2+---+(n—2) = (n—2)(n—1)/2,
esto es b(n — 2)(n — 1) para alguna constante positiva b.

Este proceso es para obtener tinicamente una celda de Voronoi, por lo cual, el tiempo
requerido para generar las n celdas de Voronoi que conforman al teselado de Voronoi
por este método es

T(n)=mnla(n—1)+b(n—2)(n—1)] = O(n?). (4.21)

Este método ingenuo puede ser mejorado en cuanto a su eficiencia si la interseccién
de los n — 1 semiplanos se realiza empleando un algoritmo basado en la técnica “divide
y venceras”, el tiempo empleado por este algoritmo resulta ser del orden O(nlogn), de
tal forma que el tiempo T'(n) del método ingenuo se vuelve de orden O(n?logn).

Veamos a continuacién el algoritmo que permite obtener la interseccién de n — 1
semiplanos empleando la técnica “divide y venceras”. Una exposicién mas detallada de
este algoritmo, asi como una serie de teoremas y corolarios demostrados a partir del
mismo, puede consultarse en la seccién 7.2.4 del libro “Computational Geometry: An
Introduction” en su segunda impresién [42].

Sea {Hy, Hs, ..., Hy} un conjunto con N semiplanos contenidos en R2. Estamos in-
teresados en determinar la regién del espacio resultado de intersectar dichos semiplanos,
esto es

HinHyN---NHy;

dado que la intersecciéon de conjuntos es una operacion asociativa, los términos de la
expresion anterior pueden ser reagrupados de la siguiente manera

(Hlﬂ"'ﬂHN/Q)ﬂ(HN/Q_Hﬂ'--ﬂHN), (4.22)

donde, si N no es un nimero par, sustituimos el subindice N/2 por | N/2] y el subindice
N/2+1 por [N/2].

El resultado de intersectar los semiplanos contenidos en el paréntesis de la izquierda
nos dard un poligono convexo (no necesariamente cerrado) con a lo més una cantidad
N/2 (o | N/2] si el nimero de semiplanos es impar) de lados; de forma andloga ocurrira
para la interseccién de los semiplanos contenidos en el paréntesis de la derecha.

Empleando un algoritmo proporcionado por O’Rourke, Chien, Olson y Naddor [43]
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se puede mostrar que la intersecciéon de un poligono convexo de L lados con un poligono
convexo de M lados puede encontrarse en un tiempo de orden O(L + M ). Los detalles
de dicho algoritmo, si bien no son complicados para el caso no degenerado (es decir,
cuando los poligonos a intersectar no comparten ningin vértice), resultan bastante ex-
tensos para ser reproducidos aqui, por lo cual para el lector interesado se recomienda
leer la seccion 7.2.1 del libro “Computational Geometry: An Introduction” asi como el
articulo original previamente citado.

A partir de lo expuesto en el parrafo anterior, tenemos que la interseccién de los
dos poligonos convexos obtenidos tras realizar las intersecciones de cada paréntesis se
realiza en un tiempo de orden O(N). Esto sugiere el siguiente algoritmo recursivo para
obtener la interseccién de N semiplanos:

Interseccion de N semiplanos.

1. Si la cantidad de semiplanos a intersectar es dos, se realiza la interseccién de
manera directa y se regresa al usuario; caso contrario se procede a los siguientes
puntos.

2. Se divide al conjunto de semiplanos en dos conjuntos de igual (o aproximadamente
igual) cardinalidad.

3. Se obtiene, empleando este mismo algoritmo, la interseccién de los semiplanos en
cada conjunto generado durante el paso anterior.

4. Se intersectan las regiones resultantes tras la interseccién de los semiplanos de
cada conjunto generado en el paso 2 y se regresa al usuario dicha regién.

Ejemplifiquemos el algoritmo anterior para el caso particular en que queremos in-
tersectar 6 semiplanos, esto es:

HiNHyN HsN HyN Hs N Hg,

comencemos expresando este problema inicial como dos subproblemas mas sencillos,
esto es
(Hl ﬂHQﬂHg)ﬂ(H4ﬂH5ﬂH6),

cada uno de estos subproblemas pueden ser expresados, a su vez, como otros dos sub-
problemas maés elementales

([Hl N HQ] N Hg) N ([H4 N H5] N HG) R

dado que ya no se puede dividir ninguno de los subproblemas generados en el paso
anterior en uno mas elemental, se procede a solucionarlos.
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Sea Hio = Hy N Hy y sea Hys = Hy N Hs, esto da solucién a los dos subproblemas
mas elementales de tal forma que ahora el problema inicial queda expresado como

(ng N Hg) M (H45 N HG) s

sea Hyo3 = Hio N H3y v Hys6 = Hys N Hg las respectivas soluciones a los siguientes dos
subproblemas, sustituyendo estos conjuntos en la expresién correspondiente tenemos
que el problema inicial se ha reducido a obtener la intersecciéon de los dos poligonos
CONVexos

Hi23 N Hyse.

Con base en lo anterior, si T'(IN) denota el tiempo empleado para obtener la inter-
seccién de N semiplanos por este algoritmo recursivo, tenemos que

T(N) = 2T (Z) + kN,

para alguna constante positiva k. Desarrollemos esta expresion recursiva
N N N
= T(N)=2 [QT <22> + /-c2] + kN = 2°T <22> + 2kN,

N N N
= T(N) = 2? [QT <23> + k:22] +2kN = 2°T <23> + 3kN,

por induccién tenemos que, en la tltima iteracién i-ésima la expresion estd dada por

T(N) =2'T <]2v> + kN, (4.23)

si la i-ésima iteracién es la ultima, esto implica que el tiempo requerido para llevar
a cabo cada una de esas operaciones es constante, esto es T (%) = T'(1) de donde
tenemos la igualdad

N ; .

gzl, =2'=N, = i=1log(N),

sustituyendo estos resultados en la expresion 4.23 tenemos
T(N)=NT(1) + log(N)kN = ¢N + kN log(N),

para algunas constantes positivas ¢ y k, con lo que finalmente concluimos que

T(N) = O(N log(N)). (4.24)
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4.3.4. Meétodo Divide y Venceras

En la presente seccion estudiaremos un método basado en la técnica “divide y
venceras” para construir un teselado de Voronoi. Este método requiere, ademaés de las
hipotesis 1 y 2 presentadas al inicio de la seccién 4.3, la siguiente hipdtesis de trabajo

» Hipétesis 3: El conjunto generador P = {p;1,p2,...,Pn} €s tal que ningin par
de puntos generadores se encuentran alineados verticalmente; es decir, p;, # pj,
para cualesquiera indices 7,7 € {1,2,...,n} con i # j.

Lo anterior es necesario debido a que, como paso preliminar a la implementacién del
algoritmo recursivo que define al presente método, se requiere reacomodar a los puntos
generadores P = {p1,p2,...,Pn} en orden creciente respecto a su coordenada x, con
lo cual la hipdtesis 3 nos asegura que dicho orden es tnico. Este reacomodo del con-
junto generador P puede ser realizado en un tiempo de orden O(nlog(n)) empleando
alguno de los algoritmos 6ptimos de ordenamiento como “heap sort” o “merge sort” [44].

Una vez garantizado que el conjunto generador se encuentra ordenado, el algoritmo
es el siguiente:

Algoritmo Divide y Venceras

1. Sin < 3, con n el niimero de puntos generadores, se obtiene el teselado de Voronoi
de manera directa (por ejemplo, aplicando el Método Ingenuo) y se entrega al
usuario dicho teselado de Voronoi; caso contrario se procede con los siguientes
pasos.

2. Sea t la parte entera del ntimero n/2. Se divide al conjunto generador en los
conjuntos P, = {p1,...,pPt} ¥ Pr = {Pt+1,---,Pn}-

3. Se construye el teselado de Voronoi V asociado al conjunto generador Pr, apli-
cando el presente algoritmo.

4. Se construye el teselado de Voronoi Vi asociado al conjunto generador Pr apli-
cando el presente algoritmo.

5. Se combinan los teselados de Voronoi Vi, y Vg en un sélo teselado de Voronoi V
correspondiente al conjunto generador P y se entrega al usuario.

Noétese que, debido a la manera en la que se ordenaron los puntos generadores del
conjunto P, los puntos generadores del conjunto Pj se encuentran a la izquierda de
los puntos generadores del conjunto Pr. A grandes rasgos este es el algoritmo para el
método Divide y Venceras, sin embargo la parte esencial de dicho algoritmo recae en el
paso 5 correspondiente a combinar dos teselados de Voronoi que coexisten en un mismo
plano; en los siguientes parrafos nos dedicaremos a detallar como se realiza este proceso.
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4. TESELADOS DE VORONOI

Figura 4.1: Proceso en el que se combinan dos teselados de Voronoi. En color rojo se
muestra el teselado de Voronoi asociado a los puntos generadores sélidos y rojos, en color
verde se muestra el teselado de Voronoi asociado a los puntos generadores huecos y verdes;
en linea negra sélida se muestran los lados de los poligonos de Voronoi que se anaden al
combinar ambos teselados de Voronoi. Finalmente se eliminan los segmentos de color rojo
a la derecha de la linea negra sélida y los segmentos de color verde a la izquierda de dicha
linea.
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Supoéngase que hemos obtenido los teselados de Voronoi Vi, y Vi como se muestran
en la figura 4.1, donde los puntos generadores del conjunto Pj, estdn indicados por
puntos sélidos en color rojo, los puntos generadores del conjunto Pr por puntos huecos
de color verde, el teselado Vj, por lineas color rojo y el teselado Vi por lineas verdes.
La cuestién que nos ocupa ahora es unir ambos teselados en uno sélo generando nuevos
vértices de Voronoi con sus respectivos bordes, asi como eliminar las secciones de los
bordes de Voronoi superfluos de cada teselado.

Los nuevos vértices y bordes de Voronoi estan determinados por la interaccién entre
los puntos generadores del conjunto Py, con los puntos generadores del conjunto Pgr, de
tal forma que cada nuevo borde se construye a partir de la mediatriz asociada a algin
segmento que pase por un punto generador en Pr y un punto generador en Pg.

Sea p € R? un punto arbitrario en el plano y sea d (p, Pr) la minima distancia entre
el punto p y los puntos generadores del conjunto Py, de manera analoga definimos a
la distancia d (p, Pg). Considérese una linea horizontal arbitraria, dado que los puntos
generadores del conjunto P, se encuentran a la izquierda de los puntos generadores
del conjunto Ppg, existe un uinico punto p* que pertenece a la linea horizontal tal que
d (p*, Pr) = d(p*, Pr); dado que el punto p* satisface la igualdad anterior, aseguramos
que dicho punto pertenece a uno de los nuevos bordes de Voronoi.

Conforme la linea horizontal se va desplazando de abajo hacia arriba, la posicién
del punto p* dentro de dicha linea va cambiando, trazando una linea poligonal a su
paso, de modo que si logramos construir esta linea poligonal y remover de los teselados
Vi vy Vg los segmentos de los bordes que se encuentran a la derecha y a la izquierda,
respectivamente, de dicha linea poligonal, habremos combinado adecuadamente ambos
teselados de Voronoi.

Para poder construir la linea poligonal mencionada en el parrafo anterior necesita-
mos antes presentar un nuevo algoritmo que, dados dos poligonos convexos y ajenos,
genere una linea que los toque y que al mismo tiempo todos los puntos de ambos poligo-
nos queden en un mismo lado de dicha linea.

Sea U un poligono convexo definido por la lista ciclica de puntos (uy, ug, ..., Wy, ur)
en sentido antihorario. Para el vértice u; en U, denotamos por next[u;] y prev]u;] al
siguiente vértice y al vértice previo a u; en la lista, respectivamente.

Sean U, y Ur dos poligonos convexos, con Uy, a la izquierda de Ug, esto es que las
coordenadas en x de los vértices que definen a Uy, son menores a las coordenadas en x
de los vértices en Ug. Para un vértice u € U, y un vértice w € Up, la linea L(u, w)
que pasa por ellos se llama soporte comin de Uy, y Ug si todos los vértices de estos
poligonos se encuentran en un mismo lado de la linea o sobre la linea. Los poligonos
Ur, y Ur admiten dos soportes comunes: El soporte comtn superior y el soporte comin
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Figura 4.2: Dos poligonos convexos y sus soportes comunes. El soporte comin superior
estd representado por una linea de color verde, mientras que el soporte comun inferior lo
estd por una linea color rojo.

inferior (véase la figura 4.2).
El soporte comun inferior puede ser construido a partir del siguiente algoritmo:

Algoritmo Soporte Comun Inferior

1. Sea u € Uy, el vértice con la mayor coordenada en x y sea w € Ug el vértice con
la menor coordenada en .

2. Mientras el vértice prev[u] se encuentre por debajo de la linea L(u, w), se actualiza
la variable u <— prev[u].

3. Mientras el vértice next[w] se encuentre por debajo de la linea L(u, w), se actua-
liza la variable w <— next[w].

4. Se iteran los pasos 2 y 3 hasta que los vértices u y w no cambien y se regresa al
usuario la linea L(u, w).

Un ejemplo de este algoritmo se muestra en la figura 4.3. En primera instancia el
par de puntos (u,w) obtenido en el paso 1 es (a,e). Después, el par es cambiado a
(b, e) en el paso 2, en el paso 3 se cambia a (b, f), se regresa al paso 2 y en dicho paso
se cambia al par (c,f), después al par (d, f) y finalmente, en el paso 3 se obtiene el par

(d,g).

Sea n el nimero total de vértices en Uy, y Ug. En el paso 1, el par de puntos inicial
(u,w) puede ser encontrado escaneando las listas de vértices. En los pasos 2 y 3, el
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Figura 4.3: Pasos para encontrar el soporte comun inferior de un par de poligonos con-
VeXos.

numero total de actualizaciones del par (u, w) no supera a n. De esta forma, el algo-
ritmo Soporte Comtn Inferior requiere un tiempo de orden O(n).

Una vez analizado el algoritmo previo estamos en condiciones de abordar el como
combinar de manera adecuada dos teselados de Voronoi, esto es, cémo construir la linea
poligonal que genera los nuevos vértices y bordes de Voronoi entre ambos teselados.
Para explicar a grandes rasgos la idea detras del algoritmo, apoyémonos en la figura
4.1: Dados los conjuntos generadores Pr, y Pgr, obtenemos las envolventes convexas de
cada uno de dichos conjuntos y las denotamos por Uy v Ugr. Sean pr, v pr €l par de
puntos generadores con los que se construye el soporte comun inferior a los poligonos
convexos Up y Ug. Sea m(pr,pr) la mediatriz al segmento definido por los puntos
PL ¥ PR, esta mediatriz nos determina uno de los bordes de Voronoi pues el segmento
PLPR es un lado de la envolvente convexa de Pr,UPg pero no es un lado de Uy, ni de Ug.

Sea wq el punto al infinito en la direcciéon negativa del eje y a lo largo de la mediatriz
m(pr,pr). Consideremos un punto w que se mueve sobre dicha bisectriz y sea wi el
punto donde w, viniendo desde wy, cruza un borde de Voronoi, digamos el borde e; (ya
sea del teselado V1, o del teselado Vg) por primera vez. De esta forma, el rayo wowy
es el primer borde de Voronoi que se anade y el punto w; el primer vértice de Voronoi
que se anade.

Si el borde e pertenece a Vr,, reemplazamos el punto py, con el punto generador de
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Pr, que se encuentra al otro lado del borde e;. Si el borde e; pertenece a Vi (como en el
caso de la figura 4.1), reemplazamos el punto pg con el punto generador de Pr que se
encuentra al otro lado de e;. Tras cualquiera de los dos casos, obtenemos la mediatriz
al segmento que pasa por el nuevo par de puntos (pr, pPr), esta mediatriz pasa por el
punto wi. Supongamos que el punto w se desplaza a lo largo de esta nueva mediatriz
desde el punto w; hasta que vuelve a intersectar un borde de Voronoi en el punto
wo. El segmento wiws es un nuevo borde de Voronoi y el punto wy un nuevo vértice
de Voronoi. Este procedimiento se itera hasta que el par de punto (pr,pr) genera el
soporte comun superior.

Lo descrito en los parrafos anteriores estd contenido en el siguiente algoritmo:

Algoritmo Combinacién de dos Teselados de Voronoi

1.

10.

Se construye la envolvente convexa de cada uno de los conjuntos generadores Py,
y Pr, las cuales se denotan como Uy, y Ug respectivamente.

. Se construye el soporte comun inferior a los poligonos Uy y Ugr a partir del

algoritmo Soporte Comun Inferior. Dicha recta se denota como L(pr,pr)-

. Se define al vértice wg como el punto al infinito en la direccién negativa del eje y

sobre la mediatriz m(pr, pr) y se fija el indice i < 0.

. Se actualiza el indice 7 < 7 + 1.

. Se calcula el punto de interseccién aj (que no sea w;_1) entre la mediatriz

m(pr,Pr) v los bordes de la celda de Voronoi V (pr,).

. Se calcula el punto de interseccién ar (que no sea w;_1) entre la mediatriz

m(pr,Pr) y los bordes de la celda de Voronoi V(pg).

Si la coordenada en y de aj es menor a la coordenada en y de ap, entonces
w; < ar y se redefine al punto py como el punto generador al otro lado del
borde de Voronoi que contiene a ay; en caso contrario w; <— agr y se redefine al
punto pr como el punto generador al otro lado del borde de Voronoi que contiene
a apR.

. Se iteran los pasos 4-7 hasta que la recta L(pr, pr) sea el soporte comin superior

a los poligonos Uy, y Ug.

. Se define la variable m < 4 y al punto w,,+1 como el punto al infinito en la

direccién positiva del eje y sobre la mediatriz m(pr, pr).

Se construye la linea poligonal (Wow1, Wiwa, ..., W, Wn11) v se eliminan los
segmentos de los bordes de Voronoi de Vi que quedan a la derecha de la linea
poligonal, asi como los segmentos de los bordes de Voronoi de Vi que quedan a
la izquierda de la linea poligonal. Finalmente se regresa al usuario el diagrama de
Voronoi final.
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El paso 1 requiere un tiempo de orden O(n) dado que ya se tienen los teselados
de Voronoi Vy, y Vg. El paso 2 se realiza en un tiempo de orden O(n). El paso 3 se
realiza en un tiempo constante. Los pasos 4-7 se repiten a lo mas una cantidad n de
veces, pues a lo méas se pueden agregar n nuevos bordes de Voronoi. Los pasos 4 y 7 se
realizan en un tiempo constante.

Los pasos 5 y 6 requieren de un tiempo proporcional al nimero de bordes que poseen
las celdas de Voronoi V(pyr) y V(pgr) respectivamente, el cual no es una constante, sin
embargo podemos disminuir el niimero total de bordes de Voronoi a examinar conforme
iteramos estos dos pasos del algoritmo si recorremos los bordes de las celdas de Voronoi
V(pr) en sentido antihorario y los bordes de las celdas de Voronoi V(pgr) en sentido
horario. Supongamos que, en una cierta iteracion de los pasos 4-7 hemos encontrado
las intersecciones aj, y ar como en la figura 4.4. Dado que aj, estd por debajo de ag,
el punto pr se reemplaza por el punto p/L, causando que la linea poligonal se desvie
hacia la derecha, de tal modo que cuando busquemos el punto de interseccién a’R entre

la mediatriz b (p/L, o) R) y los bordes de la celda de Voronoi V(pr), no necesitamos con-

siderar los bordes a la izquierda de agr, con lo que podemos empezar a buscar a partir
del borde que contiene al punto ar y continuar la biisqueda en sentido horario. De esta
manera evitamos el revisar sobre todos los bordes de una celda de Voronoi. De manera
similar, si el punto de interseccién ap estd por debajo del punto de interseccién ar,, el
punto pg es reemplazado y la linea poligonal se desviara hacia la izquierda, con lo que,
para evitar analizar la interseccién de la mediatriz b (p Ly p/R) con todos los bordes de

la celda de Voronoi V(pr), comenzamos dicha bisqueda en el borde que contiene al
punto ay, y continuamos en sentido antihorario. Siguiendo este procedimiento, los pasos
5y 6 se realizan en un tiempo de orden O(n).

El paso 9 se realiza en un tiempo constante y el paso 10 se completa en un tiempo
de orden O(n). De esta forma, el algoritmo para combinar dos teselados de Voronoi
requiere un tiempo de orden O(n).

Finalmente estamos en condiciones de determinar la eficiencia del algoritmo Divide
y Vencerés. Los pasos 1 y 2 se realizan en un tiempo constante y el paso 5 se realiza
en un tiempo de orden O(n) aplicando el algoritmo Combinacién de dos Teselados de
Voronoi. El tiempo T'(n) que requiere el algoritmo Divide y Venceras para un conjunto
generador con n elementos estd dado por

T(n)=2T (g) + kn,

el cual, como analizamos en el caso del algoritmo para intersectar N semiplanos (véase
el desarrollo para llegar a la expresién 4.24), implica que T'(n) = O(nlog(n)).
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\ T 3

Figura 4.4: Busqueda del siguiente vértice de Voronoi en los bordes de los teselados de
Voronoi Vi, y Vp.
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4.3.5. Método Fortune

El presente método estd basado en una técnica conocida como “barrido de recta”
(“plane sweep” en inglés), la cual consiste en definir una recta vertical (la linea de
barrido) y recorrer el plano, de izquierda a derecha, con dicha linea. Conforme la linea
de barrido se desplaza, esta tocard a todos los objetos geométricos que estén definidos
sobre el plano uno por uno. La idea esencial de la técnica es que, cada que la linea de
barrido toque un elemento geométrico, una porcién del problema sera resuelto.

Una aplicacién directa de esta técnica al problema de generar un teselado de Voronoi
dado un conjunto generador P no es posible, pues para generar los bordes y vértices de
Voronoi asociados a un punto generador p; que se encuentre sobre la linea de barrido,
es necesario tener informacién sobre uno o varios puntos generadores que atin no han
sido tocados por la linea de barrido previamente; es decir, la linea de barrido toca por
primera vez a un poligono de Voronoi antes de que toque a su correspondiente punto
generador. No obstante, por medio de un algoritmo propuesto por Steven Fortune, es
posible emplear la técnica “barrido de recta” para generar teselados de Voronoi en un
tiempo de orden O(nlog(n)) [45].

Ademsds de las hipdtesis 1, 2 y 3 mencionadas previamente, consideraremos la si-
guiente hipdtesis:

= Hipdtesis 4: Dado un punto generador p; arbitrario, ningin vértice de la celda
de Voronoi V(p;) estd alineado horizontalmente con dicho punto.

Esta hipdtesis no es critica para la implementacion del algoritmo, pero vuelve més sim-
ple su descripcién. A continuacién desarrollaremos el mapeo con el cual Fortune fue
capaz de implementar la técnica “barrido de recta” al problema de obtener el Teselado
de Voronoi dado su conjunto generador P = {pj,...,pn}-

Sea p € R? un punto arbitrario. Definimos al niimero real 7(p) = min{d(p, p;) | 1 <
i < n}, donde d(p, p;) representa la distancia entre el punto p y el punto p;. El niimero
r(p) es el radio del mayor circulo centrado en p tal que ningiin punto generador queda
dentro de él.

Denotando a la coordenada en x del punto p como p, y a la coordenada en y como
py, definimos al mapeo ¢ : R? — R? como

o(p) = (P +7(P),Py) - (4.25)

En la figura 4.5 podemos apreciar de manera grafica el mapeo 4.25 aplicado a la
mediatriz m del segmento formado por los puntos rojos P; y Ps. Cada punto a; en
azul sobre la mediatriz es el centro de un circulo de radio r(a;) (indicado por la linea
punteada) y el punto al final de cada flecha que parte de a; es ¢(a;). La curva negra
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Figura 4.5: Representacion grafica del mapeo 4.25 aplicado a los puntos de la mediatriz
m del segmento formado por los puntos rojos Py y Pa.

remarcada corresponde al mapeo aplicado a cada punto de la mediatriz m.

Denotemos a los vértices de Voronoi por q, a los bordes de Voronoi por e, a los
poligonos de Voronoi por V(p;) y al teselado de Voronoi por V; a los conjuntos que
resultan de aplicar el mapeo 4.25 a cada uno de estos conjuntos los denotaremos como
o(q),p(e), p(V(pi)) vy ¢(V) respectivamente.

El conjunto ¢(V) puede ser interpretado como un teselado de Voronoi en un rio [46]
para el caso particular en el que un bote se mueve a la misma velocidad que el cauce del
rfo. Supongamos que los puntos generadores p; son islas puntuales localizadas dentro
de un gran rio tal que cada una de ellas posee un bote que se desplaza con una rapidez
constante w y consideremos un punto p € V(p;) arbitrario para algin indice i. Si el
rio estuviera estatico, el barco que parte de la isla p; con direccién al punto p llegaria
antes a dicho punto (en un tiempo ts = d(p, pi)/w) que cualquier otro barco que parta
de las demids islas con direccion a ese mismo punto.

Supongamos ahora que el rio se desplaza de izquierda a derecha (es decir, en la
direccién del eje x) con una rapidez constante igual a la rapidez del bote, y el bote
parte de la isla p; en direccién al punto p. La velocidad efectiva V del bote sera la
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suma de la velocidad inicial del bote con la velocidad del rio, esto es
V.=V, +w, Vy,=V,,
de tal forma que, tras un tiempo ¢, el bote se ha desplazado a la posicion
x=Vyts = (Vg +w)ts = Vg ts + wis, (4.26)

Yy = Vyts, (4.27)

pero tenemos que Vg ts = pz ¥ Vy,ts = py pues esto corresponde al caso en que el rio
es estatico, sustituyendo estas igualdades asi como la expresién para ts en 4.26 y 4.27
tenemos que

d sy Pi
xsz+w<(pwp)> = p, +d(p, pi),

Y = Py,

que son justamente las componentes del mapeo ¢(p). De esta forma tenemos que ¢(p)
representa el punto alcanzado por el bote que parte de la isla méas cercana al punto p
con direccién a p; asi el mapeo ¢(V) puede ser interpretado como una teselacién de la
superficie del rio en territorios asociadas a cada isla de modo que cualquier punto en el
territorio asociado a una isla arbitraria p; puede ser alcanzado por un bote que parte
de la isla p; en un tiempo menor que el que le tomaria a otro bote que partiera de
cualquier otra isla (en el caso en que el punto de interés es inaccesible para los botes
que parten de alguna determinada isla, el tiempo se considera infinito).

Un ejemplo del mapeo 4.25 aplicado a un teselado de Voronoi se observa en la figura
4.6: En la figura A) se muestra el teselado de Voronoi V asociado al conjunto generador
P ={p1,p2,...,P5} mientras que en la figura B) se observa el conjunto ¢(V).

Noétese que para todo i # 1, el punto generador p; es el punto més a la izquierda de
la regién ¢(V (p;)). Las imagenes de todos los bordes y vértices de Voronoi asociados
al punto generador p; se encuentran a la derecha de este punto. Es esta caracteristica
la que permite aplicar la técnica “barrido de recta” para construir el conjunto ¢(V).

Por el resto de la seccién emplearemos la nomenclatura de los teselados de Voronoi
para referirnos a las imagenes de los elementos de un teselado de Voronoi V tras aplicar
el mapeo 4.25; de esta manera nos referiremos, por ejemplo, a la imagen de un vértice
de Voronoi en V como un vértice de Voronoi en ¢(V), a la imagen de un borde de
Voronoi en V como un borde de Voronoi en ¢(V), etc.

Cabe mencionar en este punto del texto que la hipdtesis 4 lo que nos garantiza en
el fondo es que la imagen de cualquier vértice de Voronoi ¢(q) no resulta ser el punto
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4. TESELADOS DE VORONOI

Figura 4.6: A) Teselado de Voronoi V para un conjunto conjunto P con cinco puntos.
B) Imagen del mapeo ¢ aplicado al teselado de Voronoi V.

maés a la izquierda de alguna regién de Voronoi en ¢(V) y, por consiguiente, de cada
punto ¢(q) sale un vértice de Voronoi V(e;) a la derecha y dos vértices de Voronoi
V(er), V(en) a la izquierda para algunos indices j, k, m. Por ejemplo, en la figura B)
de 4.6, del vértice de Voronoi ¢(q4) sale a la derecha el borde de Voronoi ¢(es) y a la
izquierda los bordes de Voronoi ¢(es) y ¢(eg).

Durante el desarrollo del algoritmo, necesitaremos conocer qué regiones o bordes de
Voronoi atraviesa la linea de barrido conforme esta se desplaza por el plano, esta infor-
macion la guardaremos en una lista ordenada L en donde las regiones y bordes seran
almacenadas segun el orden en que se intersectan por la linea de barrido de abajo hacia
arriba. De igual manera necesitaremos definir un conjunto () con los puntos potenciales
a ser los siguientes eventos que ocurriran conforme la linea de barrido se desplaza. En
un principio este conjunto () estara conformado inicamente por los puntos generadores,
sin embargo conforme el algoritmo avance se iran anadiendo a esta lista los vértices de
Voronoi en ¢(V).

La técnica “barrido de recta” movera de izquierda a derecha una recta vertical a lo
largo de todo el plano y, cada que un “evento” ocurra, la lista L y el conjunto () en
la posicién actual de la linea de barrido se actualizardn. Existen dos tipos de eventos:
el primero de ellos ocurre cuando la linea de barrido toca un punto generador, como
es el caso de las lineas Sy, 52 y S3 de la figura 4.6 B), el segundo de estos eventos
corresponde al caso en el que la linea de barrido toca un vértice de Voronoi de ¢(V),
como en la linea S4 de la figura mencionada previamente.

Sean p; y p; dos puntos generadores, la mediatriz al segmento cuyos extremos
estan dados por este par de puntos se transforma, bajo el mapeo ¢, en una hipérbo-
la. Dado el punto més a la izquierda de dicha hipérbola, definimos como h't(p;, p;) v
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h™(pi, p;) a la parte superior e inferior, respectivamente, de la hipérbola. Nétese que
h*(pispj) = h*(pj, pi) v b~ (Pi, Pj) = h™ (Pj, Pi)-

Una vez mencionado todo lo anterior, procedemos a presentar el algoritmo de For-
tune propiamente dicho:

Algoritmo Fortune
1. Se define el conjunto @) < P, con P el conjunto generador.

2. Se selecciona y se elimina de ) el punto generador p; méas a la izquierda en el
plano.

3. Se define la lista L, cuyo unico elemento es la regién ¢(V (p;)).
4. Mientras ) sea un conjunto no vacio, se iterardn los pasos 4.a), 4.b) y 4.c)

a) Se selecciona y se elimina, del conjunto @, el punto w maés a la izquierda en
el plano.

b) Si w es un punto generador, digamos w = p;, se realizan los pasos 4.b.1),
4.b.2) y 4.b.3)

1) Se encuentra la regién ¢(V (py)) en L que contiene al punto p;.

2) Se reemplaza el elemento ¢(V (pg)) en L por la secuencia de elementos
(@(V(pr), h~ (Pk, P;), d(V(P5), b (s, Pr), d(V (Pk)))-

3) Se afiade al conjunto @ el punto de interseccién entre h™(pg, p;) con la
parte superior de la hipérbola inmediatamente debajo que aparece en la
lista L, asf como el punto de interseccién entre h™ (p;, py) con la parte
inferior de la hipérbola inmediatamente por encima que aparece en la
lista L.

¢) Siw = ¢(q) es un punto de interseccién entre h*(p;, px) y A7 (px, Pm) para
algunos indices j, k y m, se realizan los pasos 4.c.1), 4.¢.2), 4.¢.3) y 4.c.4).

1) Se reemplaza la secuencia (h*(pj, pr), #(V (Pk)), h* (Pk, Prm)) en la lis-
ta L por el elemento h = h™(pj,pm) 0 el elemento h = h*(p;, pm)
dependiendo de cudl de ellos contiene al punto de interseccién.

2) Se elimina del conjunto @ cualquier interseccién de h*(p;, px) 0 hT (pk, Pm)
con cualquier otra hipérbola.

3) Se anade al conjunto @ cualquier interseccién de h con la parte superior
de la hipérbola inmediatamente por encima o con la parte inferior de la
hipérbola inmediatamente por debajo de h en la lista L.

4) Se marca al punto ¢(q) como un vértice de Voronoi en ¢(V) incidente
a h*(pj, pr), hT (Pr Pm) ¥ 1.

5. Se regresa al usuario la lista L, los puntos de interseccién marcados ¢(q;) v la
relacion de incidencia entre los elementos de ambos conjuntos.
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Los pasos 1, 2 y 3 son los que dan inicio al algoritmo. En el caso particular que
se muestra en la imagen 4.6 B) el conjunto @ se define, durante el paso 1, como
Q = {p1,...,Ps}; en el paso 2 se selecciona el punto p; = p; y el conjunto Q se rede-
fine como @ = {p2, P3, P4, P5}; en el paso 3 la lista L se define como L = (¢ (V(p1))).
Los pasos 2 y 3 corresponden al caso en que la linea de barrido se encuentra en la
posicién de la linea vertical S tocando al punto generador p;. La lista L = (¢ (V(p1)))
nos indica que, estando la linea de barrido a una distancia infinitesimal a la derecha
de la linea Sy, si nos movemos a lo largo de la linea de barrido de abajo hacia arriba,
siempre estaremos en la regiéon de Voronoi asociada al punto pj.

El paso 4 es la rutina central del algoritmo. En el paso 4.a) elegimos el préximo
punto que desencadena un evento al ser tocado por la linea de barrido. En el ejemplo
que estamos analizando, el algoritmo se desarrolla de la siguiente forma: al final del
paso 3, el conjunto @ qued6 como @ = {p2, p3, P4, P5} de tal forma que durante el
paso 4.a) se selecciona al punto w = pg y se redefine a Q como @ = {ps3,Pp4,Ps5}-
Esto corresponde al evento desencadenado cuando la linea de barrido toca al punto
generador po, es decir, cuando la linea de barrido esta en la posicién de la recta Ss.

Dado que el punto w = p2 es un punto generador, el algoritmo entra al paso 4.b).
Para ello, en el paso 4.b.1) encontramos la regién ¢(V (pg)) que contiene al punto w,
esta regién es para nuestro caso particular ¢(V(p1)); en el paso 4.b.2) la lista L es
redefinida como

L= (¢(V(p1),h™ (p1,p2), ¢(V(p2)), b (P2, 1), ¢(V(P1))) ,

donde lo que nos indica ahora es que, si la linea de barrido se encuentra a una distancia
infinitesimal a la derecha de la linea Sy y nos movemos a lo largo de la linea de barrido
de abajo hacia arriba, primero estaremos en la regién ¢(V (p1)), después cruzaremos el
borde A~ (p1,p2) para ingresar a la regién ¢(V (p2)), la cual dejaremos tras cruzar el
borde h* (p2, p1) y finalmente estaremos en la regién ¢(V (p1)) nuevamente. Dado que
no existe ningun otra hipérbola méas que la formada por h~(p1,p2) y h'(p2, p1), en el
paso 4.b.3) no se realiza nada.

En la siguiente iteracién del paso 4, durante el paso 4.a), el punto w = p3 es
seleccionado y el conjunto @ redefinido como @ = {p4, ps}, lo anterior corresponde a
la situacion en la que la linea de barrido se encuentra en la posicién de la linea Sj3.
Dado que el punto w = p3 es un punto generador, el algoritmo entra en el paso 4.b)
en donde, dada la lista L, la regién que contiene al punto w es ¢(V(p1)). En el paso
4.b.2) se redefine la lista L quedando de la siguiente manera

L= (¢(V(p1)),h (p1,p2), o(V(P2)), k" (P2, P1),
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o(V(p1)),h™ (p1,p3), o(V(p3)), k" (p3, p1), (V(p1))) -

En la lista L se encuentra la semi-hipérbola h™(ps, p1) inmediatamente debajo de
h~(p1,Pp3), de tal modo que en el paso 4.b.3), el punto ¢(q;) resultado de la intersec-
cién de las semi-hipérbolas mencionadas anteriormente es agregado al conjunto @), con
lo que este conjunto termina siendo @ = {¢(q1), P4, P5}-

En la tercera iteraciéon del paso 4, durante el paso 4.a), el punto w = ¢(q1) es
seleccionado y el conjunto @ redefinido como @ = {p4,ps}, esto corresponde a la
situacion en la que la linea de barrido se encuentra en la posicién de la linea S4. Dado
que el punto w = ¢(q) es el punto de interseccién entre las semi-hipérbolas A~ (ps, p1)
y hT(p1,p2), el algoritmo entra en el paso 4.c) en donde, durante el paso 4.c.1), se
reemplaza la secuencia (h™ (ps, p1), #(V(p1), T (p1,p2))) por el elemento h™ (p2, p3),
quedando la lista L como

L= {¢(V(p1)),h” (P1,p2), o(V(P2)), h~ (P2, P3), o(V (P3)), h* (P3, P1), #(V (P1))}-

El paso 4.c.2) no se realiza pues el conjunto @ no contiene otro punto de interseccién
entre h™(ps,p1) y/o ht(p1,p2) con algin otra hipérbola en el plano. De igual for-
ma el paso 4.c.3) no se realiza pues la semi-hipérbola h~(p2, p3) no se intersecta con
h~(p1, p2) ni con ht(ps, p1). En el paso 4.c.4) la relacién de incidencia entre el vértice
de Voronoi ¢(qy) y los bordes y regiones de Voronoi de la lista L se realiza.

El algoritmo continta iterando el paso 4 hasta que el conjunto ) quede vacio, tra-
tando cada evento de manera andloga a lo desarrollado a detalle en parrafos anteriores.
El teselado de Voronoi ¢(V) se obtiene de considerar todas las semi-hipérbolas conte-
nidas en la lista final L, todos los vértices de Voronoi ¢(q) marcados y sus relaciones
entre ambos elementos. Para construir el teselado de Voronoi V usual nos basta con
aplicar el mapeo inverso, el cual existe debido a que el mapeo 4.25 es un mapeo uno a
uno [45].

La eficiencia de este algoritmo depende fuertemente de la estructura de datos que
se utilice para el conjunto ) y la lista ordenada L. Las operaciones basicas que seran
llevadas a cabo sobre el conjunto @ son el anadir nuevos elementos y eliminar aquel
elemento que posea la menor coordenada en x, es decir, el orden en el que los elementos
se agregan al conjunto no determina el orden en que se eliminan del mismo; al tipo abs-
tracto de datos que cumplen con esta propiedad se les conoce como “colas de prioridad”
y, empleando una estructura de arbol binario conocida como “heap”, estas operaciones
pueden ser realizadas en un tiempo de orden O(log(n)) con n el nimero de elementos
que posee () [40]. Durante el paso 4.c.2) se requiere eliminar de ) aquellos elementos
que corresponden a los puntos de interseccién entre dos semi-hipérbolas, estos puntos
no necesariamente cumplen la condicion de tener la menor coordenada en x conforme
se van eliminando, sin embargo es posible acceder a estos elementos en () si genera-
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mos punteros que los relacionen con las semi-hipérbolas que dan lugar a cada punto,
de modo que pueden ser eliminados del conjunto @ en un tiempo de orden O(log(n))
de la misma manera que cuando se elimina al elemento cuya coordenada en x sea menor.

El otro conjunto de datos importante L es una lista ordenada cuyos elementos son,
de manera alternada, regiones del plano y semi-hipérbolas a lo largo de la linea de
barrido. La interseccién de la linea de barrido con las regiones del plano que aparecen
en L nos da como resultado intervalos sobre la linea de barrido cuyas fronteras son
las intersecciones de la linea de barrido con las semi-hipérbolas. Los intervalos que co-
rresponden a cada regién del plano ¢(V(p;)) cambian conforme la linea de barrido se
desplaza. Las operaciones basicas a llevarse a cabo sobre L son la busqueda de algin
intervalo en particular (paso 4.b.2), asi como el anadir y eliminar secuencias de la lista
ordenada (pasos 4.b.2 y 4.b.3). Una estructura de datos adecuada para realizar estos
pasos es conocida como “diccionario” y en nuestro caso particular se requiere de un
arbol binario o ternario para implementarse. Con esta estructura de datos, las opera-
ciones requeridas sobre L pueden realizarse en un tiempo de orden O(log(n)).

Implementando adecuadamente las estructuras de datos mencionadas en parrafos
anteriores, el algoritmo Fortune requiere un tiempo de orden O(nlog(n)) en ser ejecu-
tado. Notemos que el paso 2, por lo manifestado dos parrafos antes, se realiza en un
tiempo O(log(n)) mientras que el paso 3 se realiza en un tiempo constante al ser una lis-
ta con un tnico elemento. Considérese que el nimero méaximo de elementos que tendra
la lista L es de orden n, esto debido a que el nimero de vértices y bordes de Voronoi
es, en ambos casos, de orden n. De igual forma, el nimero maximo de elementos que
tendra el conjunto ) es de orden n puesto que de dicho orden es la cantidad de parejas
de bordes de Voronoi que son vecinos en la lista L, ademéas de que los candidatos a
vértices de Voronoi son igualmente de orden n.

Con base en lo expuesto en parrafos anteriores, los pasos 4.a), 4.b) y 4.c) requieren
un tiempo de orden O(log(n)) cada uno de ellos, mientras que el paso 4 en su totalidad
se iterara una cantidad de pasos de orden n, de tal forma que el algoritmo Fortune
presenta en su totalidad una complejidad computacional de orden O(nlog(n)).
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Capitulo 5

Codigo v detalles de la simulacion

Una de las principales desventajas que presenta el método generalizado dual re-
cae en el hecho de que las reticulas cuasiperidédicas generadas por una implementacién
directa de dicho método estan limitadas a ser una vecindad alrededor del origen del
sistema de referencia empleado. Lo anterior implica que si estamos interesados en estu-
diar un sistema con simetria rotacional M lejos del origen, digamos a una distancia R,
la complejidad del algoritmo es ~ O(R?M?), aunado a esto tenemos el problema de la
memoria requerida para guardar los datos generados, la mayoria de los cuales no seran
de nuestro interés.

En esta seccién revisaremos la estructura del cédigo desarrollado en el lenguaje de
programacién Julia para generar vecindades de un arreglo cuasiperiédico alrededor de
un punto arbitrario en el plano, ademéas de un par de aplicaciones de dicho algoritmo
en las cuales calculamos el desplazamiento cuadratico medio de estos sistemas cuando
el potencial de interaccion entre una particula y los sitios del arreglo es un potencial
de amarre fuerte, asi como la distribucién de vuelos libres en el caso particular de
un potencial de esferas duras. En el presente contexto, entiéndase por un potencial
de amarre fuerte aquel en el cual la particula inicamente se ve afectada por el sitio
mas cercano a ella del arreglo cuasiperiédico, por ejemplo un potencial de esferas duras.

De igual forma expondremos de manera breve y concisa cada una de las funciones
que conforman al cédigo con el objeto de que cualquier uso o modificacién posterior
sea lo més sencillo posible, es por ello que esta exposicién serd heuristica dejando los
detalles més técnicos (como el pseudocédigo de los algoritmos) para un apéndice a este
trabajo.

5.1. Estructura del cédigo

El cédigo desarrollado se divide en dos secciones: la primera de ellas corresponde a
la implementacién del algoritmo que genera la vecindad de un arreglo cuasiperiédico
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Figura 5.1: Conjunto de poligonos de un arreglo cuasiperiédico con simetria pentagonal,
N =5, generado alrededor del punto rojo P = (2725298.502632678, —3767682.37123011)
con las constantes a; = 0.2y 5; =5 Vi€ {1,2,...,5}.

alrededor de un punto arbitrario en el plano, la segunda seccién engloba a las funciones y
algoritmos necesarios para calcular el desplazamiento cuadratico medio de una particula
dentro de un arreglo cuasiperiédico considerando un potencial de interaccion de amarre
fuerte entre una particula y los sitios del arreglo. A partir de ligeras modificaciones a
algunas de las funciones contenidas en la segunda secciéon para el caso particular de
un potencial de esferas duras, se puede calcular la distribuciéon de vuelos libres de
una particula en dicho sistema; dichas modificaciones seran comentadas durante la
presentacién de las funciones correspondientes.

5.1.1. Vecindades del Arreglo Cuasiperiédico

Basados en las expresiones analiticas 3.6 - 3.9 para los vértices de los poligonos que
conforman al arreglo cuasiperiédico, asi como en las expresiones 3.10 y 3.11 para apro-
ximar al ntimero entero n; asociado al vector estrella e; que requieren las expresiones
previamente mencionadas, podemos obtener un conjunto de poligonos del arreglo cuasi-
periédico alrededor de un punto arbitrario P € R?. Se considerars un mismo margen de
error f3; asociado a los nuimeros enteros n; correspondientes a cada uno de los vectores
estrella e;, asi como una misma constante «;; esto es 8; = 3, o; = «, Vi. Véase la
figura 5.1.

Este conjunto de poligonos estard conformado en general por varios cldsters de
poligonos, asi como varios poligonos aislados, lo cual representa un problema respecto
a la memoria en la computadora que requerimos para almacenar estos datos ya que
unicamente son de interés aquellos poligonos que conforman el clister central (aquel
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Figura 5.2: Teselado de Voronoi asociado al conjunto de centroides (puntos azules) de
los poligonos del arreglo cuasiperidédico. Nétese la diferencia de areas entre las celdas de
Voronoi de los centroides de los poligonos que conforman el clister central y las celdas de
Voronoi de los centroides aislados y/o fronteras de los clusters.

subconjunto de poligonos que estan conectados unos con otros y que cumple la condi-
cién de que al menos uno de dichos poligonos contiene al punto P).

Considerando el teselado de Voronoi que se forma al tomar como centros de Voro-
noi a los centroides de estos poligonos, observamos que las celdas de Voronoi que se
generan a partir de los centroides de los poligonos aislados o que se encuentran en la
frontera de los clusters poseen un area mayor que la de las celdas generadas a partir de
los centroides de los poligonos que se encuentran dentro de un cluster. Véase la figura
5.2.

Lo anterior obedece al hecho de que el area de las celdas de Voronoi asociadas a los
poligonos internos de un cluster estd acotada superiormente, mientras que el drea de
las celdas de Voronoi asociadas a los poligonos aislados o que pertenecen a la frontera
de un clister no lo estd (en particular los poligonos més alejados del clister princi-
pal generardn celdas de Voronoi abiertas con un area infinita), de esta forma podemos
identificar a los poligonos aislados o que pertenecen a la frontera de algin cluster y
eliminarlos del conjunto de poligonos del arreglo cuasiperiédico.

Para ello se genera el teselado de Voronoi con los centroides de los poligonos del
arreglo cuasiperiddico que estamos considerando y, dado un nimero real A, iteramos
sobre el drea de las celdas de Voronoi: si el area de dicha celda es mayor que A, eli-
minamos el poligono cuyo centroide es el centro de Voronoi asociado a dicha celda.
Iterando un nimero Iy de veces este algoritmo obtenemos el clister central (el nimero
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(2725298.502632678, —3767682.37123011) con
0.2 y B; = 5; B) Conjunto de poligonos tras una primera iteracién

del algoritmo basado en las dreas de las celdas de Voronoi asociadas a los centroides de
los poligonos del conjunto en A); C) Conjunto de poligonos tras una segunda iteracién de
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Figura 5.3: A) Conjunto de poligonos de un arreglo cuasiperiddico con simetria pentago-
area de las celdas.
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Figura 5.4: Vecindad de un arreglo cuasiperiddico con simetria pentagonal generada
alrededor del punto P = (—311979.7017913388, —232105.0031628682) con una constan-
te @« = 0.2, un margen de error § = 20 y un valor de Iy = 20. El valor del radio
R4 = 39.0844696836 se obtuvo analizando 50 vecindades diferentes.

Iy dependera del tamano del clister central, del valor de la cota superior A que se
proporcione y de la simetria rotacional del arreglo cuasiperiédico). Véase la figura 5.3.

Una vez obtenido el clister central del arreglo cuasiperiédico (de ahora en adelante,
la vecindad del arreglo cuasiperiédico) tras aplicar Iy veces el algoritmo basado en las
areas de las celdas de Voronoi, aproximamos a dicho cldster por un circulo centrado en
el punto P € R? alrededor del cual generamos nuestro conjunto inicial de poligonos;
el que tan buena aproximacién resulte dependera de la simetria rotacional del arreglo
cuasiperiodico y del nimero de iteraciones Iy, que se hayan empleado para obtener el
clister central. Véase la figura 5.4.

Fijando la simetria rotacional N del arreglo cuasiperiédico en el que estamos intere-
sados, la constante «, el margen de error 8 y el nimero de iteraciones Iy del algoritmo
para eliminar poligonos aislados o que pertenecen a la frontera de algin claster, el radio
del circulo R4 que aproxima a las vecindades del arreglo cuasiperiédico generadas por
estos parametros se obtiene a partir del siguiente algoritmo:

1. Se genera de manera aleatoria un punto arbitrario P € R?, alrededor de dicho
punto generamos una vecindad del arreglo cuasiperiédico con los pardmetros pre-
viamente establecidos.

2. Se calcula el siguiente conjunto

{{Max, — P, [Min, — P,|,|Max, — P,|, |Min, — P, |},
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donde Max,) es el maximo valor de la coordenada z(y) de todos los vértices
de los poligonos que conforman la vecindad del arreglo cuasiperiddico y Ming,)
es el minimo valor de la coordenada x(y) de dichos vértices. De este conjunto de
cuatro valores se selecciona el menor.

3. Se iteran los pasos previos hasta tener una buena muestra estadistica y se calcula
el promedio de los valores obtenidos en el inciso dos, dicho promedio corresponde
al radio R4.

Como se puede apreciar en la figura 5.4, esta aproximaciéon no es perfecta y en
general habré regiones dentro del circulo en donde no haya ningin poligono del arreglo
cuasiperiédico; para evitar lo anterior definimos un parametro v € (0,1) que escala el
valor del radio R4 a fin de que los circulos con el radio escalado satisfagan la condicién
de que su interior estd completamente cubierto por poligonos del arreglo cuasiperiédico.
Denotamos como Rg al radio escalado, donde Rg = vR 4. El valor del pardmetro v va
a depender de qué tan bien se aproximen las vecindades del arreglo cuasiperiédico por
el circulo con radio Ry.

A partir de esta aproximacién por medio de un circulo de radio Rg a las vecindades
del arreglo cuasiperiddico, podemos producir una vecindad de mayor tamarno, la cual
sabremos que contiene una regién cuadrada de lado Lg = v/8Rg con la caracteristica
de que dicha region estara completamente cubierta por poligonos del arreglo cuasipe-
riédico.

Para obtener esta vecindad que contendrd a la region cuadrada con las propiedades
mencionadas, basta con generar cuatro vecindades del arreglo cuasiperiédico alrededor
de los siguientes puntos:

2 2
f (1,1)Rs, C;=P+ { (~1,1) Rs,

2 2
C3=P+ {(—1,—1) Rg, C4 :P-F\g»(l,—l)Rs,

Ci =P+

donde P € R? es el punto donde queremos centrar a la regién cuadrada. Los vértices
correspondientes a la regién cuadrada estan dados por las siguientes expresiones:

Vi=P++Vv2(1,1)Rg, Vo=P++v2(-1,1)Rg,

V3=P+v2(-1,-1)Rg, V4=P++2(1,-1)Rs.

Véase la figura 5.5.

Finalmente eliminamos los vértices de los poligonos del arreglo cuasiperiédico que se
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-4434325 |
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-4434400

4434425
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-2604050 -2604025 -2604000 -2603975 -2603950

Figura 5.5: A) Idealizacién de las cuatro vecindades (de radio Rg) generadas alrededor de
los puntos C;, Cy, C3 y C4. La regién cuadrada se muestra en lineas punteadas y el punto
P es el centro de dicha regién. B) Vecindad de un arreglo cuasiperiédico de simetria pen-
tagonal generada alrededor del punto P = (—2603994.7229115467, —4434377.9162561203)
con o = 0.2,8 = 20, Iy = 20, R4 = 39.0844696836,v = 0.8; en puntos rojos se muestran
los vértices V1, Vo, V3 y V4 de la region cuadrada.

repitan debido a la interseccién entre las vecindades generadas alrededor de los puntos
Cy,C,C3y Cu.

Lo expuesto en los parrafos anteriores es, a grandes rasgos, el algoritmo emplea-
do para generar vecindades “cuadradas” de los arreglos cuasiperiddicos de interés. A
continuacién procedemos a enlistar y describir las diversas funciones que conforman a
dicho algoritmo. Una representacion visual de la jerarquia de esta parte del cédigo se
encuentra en la figura 5.6, en color amarillo aparecen mostradas las funciones o seccio-
nes del algoritmo cuya autoria corresponde a Enrique Gémez Cruz, programador del
grupo de trabajo del Dr. Atahualpa Kraemer.

= parche_Cuadrado: Funcién encargada de coordinar los diferentes pasos del algo-
ritmo que genera, como producto final, la regién cuadrada dentro de una vecindad
del arreglo cuasiperiédico de interés centrada en un punto P € R? dado por el
usuario.

Para ello se definen las variables asociadas a los puntos Ci,Cs, C3 y Cy4; una
vez realizado esto se generan, a través de la funcién region_Local_Voronoi, un
conjunto de poligonos del arreglo cuasiperiédico tomando como punto central a
cada uno de los puntos C,;.

Tras generar cada uno de estos conjuntos de poligonos se calcula, empleando la
funcién centroides, el conjunto de centroides de dichos poligonos, asi como un
diccionario que relacione cada centroide con los vértices de su poligono asociado.
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Voronoi_Algorithm

Figura 5.6: Jerarquia del algoritmo para generar vecindades “cuadradas” de algiin arreglo
cuasiperiédico.

A partir de cada conjunto de centroides se obtiene, utilizando el algoritmo ba-
sado en el drea de las celdas de Voronoi implementado en la funcién centroi-
des_Area_Acotada_Iterada, la vecindad del arreglo cuasiperiddico con centro
en su respectivo punto C;.

Tras lo anterior se unen los cuatro conjuntos de centroides asociados a los poligo-
nos del cliuster central y se eliminan aquellos centroides repetidos. Finalmente
con ayuda de los diccionarios creados y la funcién centroides_A _Vertices se
recuperan las coordenadas de los vértices de los poligonos correspondientes a
los centroides. Dichas coordenadas de los vértices se guardan en un arreglo y se
regresan al usuario.

» region_Local_Voronoi: Funcién encargada de, dado un punto P € R? y los
pardmetros que definen a un arreglo cuasiperiédico (su simetria rotacional, su
conjunto de vectores estrella, etc.), generar una vecindad del arreglo cuasiperiédi-
co centrada en dicho punto.

Para ello la funcién obtiene una aproximacion, a través de la funcién proyeccio-
nes_Pto_Direccion_Franjas, de los niimeros enteros n; asociados a los vectores
estrella e; tal que, al sustituir estos niimeros enteros en las expresiones 3.6 - 3.9
para los vértices de los poligonos del arreglo cuasiperiddico, nos generan uno de
los poligonos candidatos a ser el poligono contenedor del punto P.

Empleando la funcién generador_Vecindades_Vertices, se itera la expresién
analitica para los vértices de los poligonos del arreglo cuasiperiédico con las di-
ferentes combinaciones de duplas de nimeros enteros (m;, m;) correspondientes
a las duplas de vectores estrella (e;, e;), donde el niimero entero m; pertenece al
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conjunto {n; — B,n; — (B—1),...,ni—Lin;,n;+1,...,n;+5—1,n;+ 3} con g
un numero entero asociado al margen de error que permitimos para los niimeros
enteros n;.

Las coordenadas de los vértices de los poligonos del arreglo cuasiperiédico obte-
nidas en el parrafo anterior se guardan en un arreglo y se regresan al usuario.

proyecciones_Pto_Direccion_Franjas: Funcién que regresa un arreglo de ntime-
ros reales que aproximan a los ntimeros enteros n; asociados a los vectores estrella
e; que aparecen en las expresiones 3.6 - 3.9 para los vértices de los poligonos del
arreglo cuasiperiddico. Los poligonos generados a partir de sustituir los niimeros
enteros n; en dicha expresién analitica son los candidatos a contener el punto P
dado por el usuario.

Para ello la funcién itera sobre los vectores estrella que definen al arreglo cua-
siperiédico y proyecta cada uno de estos vectores estrella e; con el punto P, el
resultado de dicha proyeccion es divido por la separacién entre las “franjas orto-
gonales” (estudiadas en el capitulo 4) al vector estrella en cuestién. Para el caso
de los arreglos cuasiperiédicos generados a partir de vectores estrella que apuntan
a los vértices de un poligono regular de N lados, dicha separacién entre las franjas
es N/2.

Los nimeros reales resultado de estas operaciones se guardan en un arreglo y se
regresan al usuario.

generador_Vecindades_Vertices: Funcién que toma al conjunto de nimeros
reales que aproximan a los nimeros enteros n; y, a partir de los parametros que
definen al arreglo cuasiperiédico asi como un margen de error 3, regresa los vérti-
ces de un conjunto de poligonos del arreglo cuasiperidodico.

La funcién itera sobre las diferentes parejas de vectores estrella no colineales
(ei,€j) y, para cada una de estas parejas, itera sobre las diferentes duplas de niime-
ros enteros (m;, m;) con m; elemento del conjunto {n; — 8,n; — (6 —1),...,n; —
L,ni,n; +1,...,n; + 8 — 1,n; + B}. El nimero entero n; se obtiene de redon-
dear al entero méds cercano la aproximacion obtenida por la funcién proyeccio-
nes_Pto_Direccion_Franjas.

Dentro de cada una de las iteraciones mencionadas en el parrafo anterior obte-
nemos, empleando la funciéon cuatro_Regiones, los cuatro vértices que definen
a uno de los poligonos del arreglo cuasiperiédico. Estos vértices se almacenan en
un arreglo y dicho arreglo se regresa al usuario.
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= cuatro_Regiones: Implementacion directa de las expresiones 3.6 - 3.9 para ob-
tener los vértices de un poligono dentro del arreglo cuasiperiédico.

= centroides: Funcién encargada de obtener los centroides de un conjunto de
poligonos del arreglo cuasiperiédico dados sus vértices; de igual forma la fun-
cién nos regresa un diccionario que relaciona los centroides con los vértices de su
poligono asociado.

Para ello se itera sobre los poligonos dados y en cada iteracion se obtiene su
respectivo centroide, dado que los poligonos que conforman a los arreglos cuasi-
peridédicos son paralelogramos, su centroide se localiza en la intersecciéon de sus
diagonales, con lo cual cada una de las coordenadas del centroide estd dada por
el promedio de las respectivas coordenadas de los vértices del poligono.

Una vez obtenido el centroide de cada poligono se relaciona, via un diccionario,
sus coordenadas a las coordenadas de los cuatro vértices del poligono asociado al
centroide en cuestién y se agregan las coordenadas del centroide a un arreglo.

Tras finalizar la iteracién sobre los poligonos dados, el arreglo con las coordenadas
de los centroides y el diccionario generado son regresados al usuario.

» centroides_Area_Acotada_Iterada: Funcion que, dado el conjunto de centroi-
des de los poligonos del arreglo cuasiperiédico, itera un nimero Iy, de veces el
algoritmo que elimina los poligonos aislados asi como los de las fronteras de los
clisters y nos regresa el conjunto de centroides de los poligonos que quedan tras
dichas iteraciones.

En cada una de estas Iy iteraciones se genera, empleando la funcién getVoro-
noiDiagram, el teselado de Voronoi correspondiente a tomar a los centroides
como centros de Voronoi; una vez realizado lo anterior se eliminan, a través de
la funcién centroides_Area_Acotada, los centroides cuyas celdas de Voronoi
posean un area mayor a un valor A definido por el usuario.

Una vez finalizadas las iteraciones, se regresa al usuario el conjunto de centroides
restante.

= getVoronoiDiagram: Esta funcién forma parte de un conjunto de funciones y al-
goritmos programados por Enrique Gémez Cruz. A grandes rasgos la funcién toma
como entrada un conjunto de puntos y nos regresa una estructura de datos con la
informacién sobre las celdas de Voronoi generadas a partir del conjunto de puntos
dado. Dentro de la informacién que genera la funciéon se encuentra el area de las
celdas de Voronoi, los vértices que conforman a cada celda, el punto del conjunto
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dado que generé a dicha celda, asi como sus celdas vecinas. El c6digo se encuentra
disponible en la pdgina web https://github.com/couscouscricket /VoronoiDiagram.

= centroides_Area_Acotada: Implementacién del algoritmo para eliminar los poligo-
nos aislados asi como los de las fronteras de los clisters de un conjunto de poligo-
nos del arreglo cuasiperiédico.

Para ello la funcién itera sobre las celdas de un teselado de Voronoi dado y evalia
si el drea correspondiente a la celda en cuestién es menor a un valor A definido
previamente por el usuario, si no es el caso el algoritmo pasa a la siguiente celda,
si la condicién se cumple, la funcién guarda las coordenadas del centro de Voronoi
de la celda en un arreglo y pasa a la siguiente celda.

Una vez finalizada la iteracion, la funcién nos regresa el arreglo con las coorde-
nadas de los centros de Voronoi.

= centroides_A _Vertices: Funciéon que, dado un conjunto de centroides de los
poligonos del arreglo cuasiperiédico, nos regresa (empleando los diccionarios ge-
nerados por la funcién centroides) los vértices de los poligonos asociados a dichos
centroides.

5.1.2. Desplazamiento cuadratico medio y distribucion de vuelos li-
bres

Una vez desarrollado el codigo que genera estas regiones cuadradas dentro de una
vecindad de los arreglos cuasiperiédicos alrededor de un punto arbitrario P € R? (de
ahora en adelante parches cuadrados), podemos ir generando a voluntad las secciones
de estos arreglos conforme sean requeridas, de tal forma que sin importar en qué regién
del espacio nos encontremos ahora somos capaces de estudiar localmente estos siste-
mas con una complejidad computacional ~ O(M?), siendo M la simetria rotacional del
arreglo cuasiperiodico.

Una de las diversas aplicaciones a lo descrito en el parrafo anterior consiste en un
algoritmo para calcular el desplazamiento cuadréatico medio de un arreglo cuasiperiodi-
co con simetria rotacional dada por un poligono regular de N lados, considerando un
potencial de interaccién de amarre fuerte entre una particula y los sitios del arreglo
cuasiperiddico.

Béasicamente estamos interesados en conocer qué tan lejos, respecto a su posicién
inicial, se encuentra una particula que se desplaza a través de un arreglo cuasiperiédico
como funcién del tiempo, es por ello que la idea detras del algoritmo consiste en lo
siguiente: Generamos un parche cuadrado centrado en la posicién inicial de la particula
y calculamos la trayectoria de la misma a partir del potencial de interaccién definido
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por el usuario, cada cierto tiempo de vuelo At (definido como la distancia recorrida por
la particula entre la velocidad de la misma) calculamos el desplazamiento cuadratico
de dicha particula y lo almacenamos en un arreglo. Si el tiempo de vuelo total T' es
suficientemente grande, la particula eventualmente alcanzara la frontera de la regién
cuadrada en donde se encuentra contenida, cuando eso ocurra generamos un nuevo par-
che cuadrado centrado en la tltima posicion de la particula dentro de la region cuadrada
previa y continuamos calculando su trayectoria. Finalmente, dado que lo que queremos
obtener es el desplazamiento cuadratico medio del sistema, iteramos este algoritmo pa-
ra diversas velocidades iniciales de la particula, manteniendo la misma posicién inicial,
asi como para diversas posiciones iniciales.

Como caso particular mostraremos los resultados de aplicar este algoritmo para
un potencial de esferas duras, en cuyo caso resulta igualmente interesante conocer la
distribucién de vuelos libres de una particula, esto se consigue realizando ligeras modi-
ficaciones a las funciones que conforman el algoritmo para calcular el desplazamiento
cuadratico medio, estas modificaciones estan orientadas principalmente a conocer la
posicién donde la particula colisiona con un obstaculo circular centrado en alguno de
los sitios del arreglo cuasiperiédico, de tal forma que podamos obtener la distancia que
hay entre cada dos colisiones consecutivas y guardar dicha informacién en un arreglo.

A continuacién esbozamos a grandes rasgos el algoritmo central de ambas aplica-
ciones:

1. Se fijan los parametros del arreglo cuasiperiédico que queremos estudiar, esto es
el nimero de lados N del poligono regular que determina la simetria rotacional
del sistema, la constante de desplazamiento o y el margen de error f.

2. Se generan los vectores estrella e; dados por:

o <COS<2(¢J_V1)7T> in (2(2'&1)77))7

parai € {1,2,...,N}.

3. Se define el nimero de posiciones iniciales a considerar, asi como el nimero de
velocidades iniciales que se evaluaran en cada una de dichas posiciones. De igual
forma se fija el tiempo de vuelo total T de la particula, un intervalo de tiempo
At tras el cual se calculard el desplazamiento cuadratico de la particula y un
tiempo de vuelo parcial ¢ = At. Asi mismo se genera el arreglo que contendra el
desplazamiento cuadratico medio de nuestro sistema como funcién del tiempo de
vuelo.

4. Se genera una posicién inicial valida para nuestra particula considerando el po-
tencial de interaccién que el usuario defina (el algoritmo calcula una posicién
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aleatoria con una distribucién uniforme dentro de un cuadrado centrado en el ori-
gen de lado L, el usuario debe proporcionar una funcién que, dado un punto en
el plano y los vértices del poligono del arreglo cuasiperiddico que contiene a dicho
punto, determine si el punto es una posicién inicial valida para la particula).

. Dada una posicién inicial véalida se genera un parche cuadrado centrado en dicha
posicion y se genera el teselado de Voronoi correspondiente a considerar a los sitios
del arreglo cuasiperiédico que conforman a dicho parche como centros de Voronoi.
Una vez generado el teselado de Voronoi identificamos la celda de Voronoi que
contiene a nuestra particula en su posicién inicial.

. Se genera una velocidad inicial aleatoria con una distribucién uniforme sobre un
circulo unitario y calculamos la trayectoria que seguira la particula dentro de la
celda de Voronoi que la contiene considerando el potencial de interaccién entre
el sitio del arreglo cuasiperiédico asociado a dicha celda y la particula. En esta
parte el usuario debera proporcionar la funciéon que determine la posicion y la
velocidad con la cual la particula abandona la celda de Voronoi que la contiene,
asi como el tiempo de vuelo que esto le lleva y los vértices que conforman al lado
de la celda por donde la particula sale; lo anterior a partir de conocer la posicion
y velocidad de la particula, los vértices ordenados en sentido horario o antihorario
que conforman a la celda de Voronoi contenedora, el lado por donde entré a dicha
celda, el sitio del arreglo cuasiperiédico que dio lugar a la celda y un diccionario
que relacione los lados de la celda con los sitios del arreglo cuasiperiédico que
generan a las celdas vecinas.

. Si el tiempo de vuelo que le toma a la particula abandonar la celda que la contie-
ne es menor que el tiempo de vuelto parcial restante ¢, se acepta el cambio y se
actualizan la posicién y la velocidad de la particula, asi como la informacion sobre
la celda de Voronoi que contiene a la particula y se resta el tiempo de vuelo re-
querido para salir de la celda a la variable t; caso contrario se actualiza la posicion
v la velocidad de la particula dentro de la celda contenedora hasta que el tiempo
de vuelo parcial restante ¢ se agote. En este punto el usuario debe proporcionar
la funcién que genere la posicion y velocidad de la particula tras un tiempo de
vuelo ¢ dado, asi como los vértices que conforman al lado de la celda por donde
entré la particula a la celda contenedora actual o, en caso de que haya colisiones
con algun obstaculo dentro de la celda, el arreglo [[Inf, Inf], [Inf, Inf]].

. Cada que el tiempo de vuelo parcial ¢ se vuelve cero, se calcula el desplazamiento
cuadratico de la particula, se promedia con las cantidades correspondientes gene-
radas con otras condiciones iniciales y se vuelve a fijar el tiempo de vuelo restante

t = At.

. Sila celda a la cual la particula pasaria tras algin tiempo de vuelo no forma parte
de alguno de los parches cuadrados generados, se guardan las tltimas condiciones
de la particula y se genera un nuevo parche cuadrado centrado en la dltima
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Voronoi_Algorithm

Voronoi_Algorithm

Voronoi_Algorithm

Figura 5.7: Jerarquia del algoritmo para calcular el desplazamiento cuadratico medio
de un arreglo cuasiperiédico con un potencial de interacciéon de amarre fuerte entre una
particula y los sitios del arreglo.

posicién de la particula dentro de la regién cuadrada previa. Tras esto se vuelve
a generar el teselado de Voronoi de todos los sitios del arreglo cuasiperiédico que
se han obtenido a través de los parches cuadrados, se obtiene la celda de Voronoi
que contiene a la particula y se contintia con el cédlculo de la trayectoria de la
particula hasta agotar su tiempo de vuelo total T'.

10. Se iteran los pasos 6 - 9 el nimero de velocidades iniciales diferentes que el usuario
haya fijado en el paso 3. Al finalizar se promedia el desplazamiento cuadratico me-
dio generado a partir de la presente posicion inicial con las respectivas cantidades
obtenida a partir de diferentes posiciones iniciales.

11. Por dltimo se itera desde el paso 4 del presente algoritmo un nimero de veces
igual al nimero de posiciones iniciales diferentes que el usuario fijé en el paso 3.

Una vez planteado el algoritmo para calcular el desplazamiento cuadratico medio
procedemos a detallar las funciones que conforman su implementacién computacional.
Una representacion visual de la jerarquia de esta parte del cédigo se encuentra en la
figura 5.7, en color amarillo aparecen mostradas las funciones o secciones del algoritmo
cuya autoria corresponde a Enrique Gémez Cruz, programador del grupo de trabajo
del Dr. Atahualpa Kraemer y en azul aparecen indicadas las funciones que el usuario
debe proporcionar.

= MSD _Varying Velocities: Funciéon encargada de calcular el desplazamiento
cuadratico medio de un arreglo cuasiperiddico a partir de una posicién inicial
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fija. A grandes rasgos esta funcién contiene y coordina el algoritmo desde el paso
5 tal como se redactd en parrafos anteriores.

Para ello genera un parche cuadrado, a través de la funcién parche_Cuadrado,
alrededor de un punto P € R? correspondiente a la posicién inicial de la particula
que se desplazaré por el arreglo cuasiperiédico.

Se eliminan todos los vértices repetidos de los poligonos del arreglo cuasiperiédico
generados por el parche cuadrado y, a partir de ellos, se obtiene un diccionario
que nos indique qué vértices estan dentro de la regién cuadrada definida en la
subseccién previa.

Una vez generado el diccionario se obtiene el teselado de Voronoi, empleando la
funcién get VoronoiDiagram, correspondiente a considerar a los vértices tinicos
del parche cuadrado como los centros de Voronoi y se genera un diccionario, a
través de la funcién diccionario_Centroides_Indice_Voronoi que relacione el
sitio del arreglo cuasiperiédico con el indice de la celda de Voronoi asociada a
dicho sitio.

Tras lo anterior se define un arreglo en donde se almacenaran los centros de cada
uno de los parches cuadrados generados.

A través de la funcién vertices_Cercanos_Voronoi se obtiene un arreglo con
las coordenadas de los sitios del arreglo cuasiperidédico mas cercanos a la posicién
inicial y, con la funcién vertice_Cercano, se determina cudl es el sitio més cer-
cano a dicha posicién.

Una vez realizado los pasos previos se itera sobre el nimero de velocidades ini-
ciales diferentes que el usuario haya determinado. A partir de este punto todo lo
descrito a continuacién corresponde a los pasos realizados en cada iteracién salvo
que se indique lo contrario.

Se genera una velocidad inicial aleatoria con una distribucién uniforme sobre el
circulo unitario, se obtiene el indice de la celda de Voronoi que contiene a la
particula y dado que la particula no llegé a la celda actual procedente de otra
celda, las coordenadas de los vértices del lado por el que la particula entra se

definen como [[Inf, Inf], [Inf, Inf]].

Se itera sobre el numero de vuelos parciales que conforman el vuelo total de la
particula. Salvo que se indique lo contrario, lo que viene a continuacién ocurre
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dentro de cada iteraciéon de un vuelo parcial.

Se define el tiempo de vuelo parcial t = At y se calcula la trayectoria de la particu-
la a través del arreglo cuasiperiédico empleando la funcién vuelo_Una_Particula
_Obstaculos, en este punto es posible que la trayectoria sea una curva cerrada
(esto dependerd del tipo de potencial de interaccién que defina el usuario) en cuyo
caso se termina la iteracién sobre los vuelos parciales y se pasa a una siguiente
iteracién con una velocidad inicial diferente.

Si la trayectoria no resulto ser una curva cerrada, pero la particula llegé a la fron-
tera de la regién cuadrada donde se encuentra contenida sin terminar su tiempo
de vuelo parcial, se genera un nuevo parche cuadrado empleando la funcién par-
che_Cuadrado, se agrega el centro del nuevo parche cuadrado a su respectivo
arreglo, se eliminan los sitios del arreglo cuasiperiédico que estén repetidos y con
ellos se actualiza el diccionario que determina qué sitios estan dentro de alguna
region cuadrada.

Empleando la funcién get VoronoiDiagram se obtiene el nuevo teselado de Vo-
ronoi del espacio considerando a los sitios del arreglo cuasiperiédico sin repetir
como los centros de Voronoi y se actualiza el diccionario, a través de la funcién
diccionario_Centroides_Indice_Voronoi, que relaciona el sitio del arreglo cua-
siperiédico con el indice de la celda de Voronoi que genera.

Se obtiene el indice de la celda de Voronoi que contiene a nuestra particula y
se continua calculando el resto de su trayectoria, empleando la funcién vue-
lo_Una_Particula_Obstaculos, hasta agotar su tiempo de vuelo parcial. Tras
agotar su tiempo de vuelo parcial se obtienen las coordenadas del sitio del arreglo
cuasiperiodico mas cercano a nuestra particula.

Una vez finalizada la trayectoria parcial de la particula se calcula el desplazamien-
to cuadrético de la misma y se almacena dicho valor en un arreglo, promediando
dicho valor con los correspondientes valores obtenidos con otras velocidades ini-
ciales diferentes, con lo cual se finaliza una iteracién sobre el nimero de vuelos
parciales.

Tras terminar cada trayectoria total de la particula se anade un uno a un conta-
dor para saber cudntas trayectorias no cerradas se realizaron y con ello se finaliza
una iteracién sobre el numero de velocidades iniciales diferentes.

Por 1dltimo se regresa al usuario el arreglo con el desplazamiento cuadrédtico medio
del sistema y el niimero de trayectorias no cerradas con el que se promedié el
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desplazamiento cuadratico medio.

diccionario_Centroides_Indice_Voronoi: Funciéon que genera un diccionario
para relacionar el sitio del arreglo cuasiperiddico con el indice asociado a la celda
de Voronoi correspondiente dicho sitio.

Para ello la funcion genera un diccionario vacio e itera sobre cada una de las celdas
del teselado de Voronoi, obteniendo en cada iteracién las coordenadas del sitio
que da lugar a la celda en cuestién. Con esta informacién se afiade una entrada al
diccionario donde la llave es las coordenadas del sitio del arreglo cuasiperiddico
y a dicha llave le asocia el nimero de la iteracién actual. Tras finalizar con las
iteraciones se regresa al usuario el diccionario.

vertices_Cercanos_Voronoi: Funcion que obtiene las coordenadas de los sitios
del arreglo cuasiperiédico més cercanos a un punto P € R? contenido dentro de
una vecindad dada de dicho arreglo.

La funcién comienza agregando el punto P al conjunto de sitios de la vecindad
del arreglo cuasiperiédico dado, con este nuevo conjunto de puntos se genera,
empleando la funcién getVoronoiDiagram, el teselado de Voronoi correspon-
diente a tomar como centros de Voronoi a los puntos del conjunto previamente
mencionado.

Usando la funcién indice_Voronoi_Centroide se obtiene el indice de la celda
de Voronoi asociada al punto P y, con la funcién vecinos_Voronoi, se recuperan
las coordenadas de los sitios del arreglo cuasiperiédico que dan lugar a las celdas
de Voronoi vecinas a la celda asociada a P. Este conjunto de puntos son los sitios
del arreglo cuasiperiédico méas cercanos al punto P.

Finalmente se elimina al punto P del conjunto de sitios del arreglo cuasiperiédico
que conforman a la vecindad dada y se regresa al usuario el conjunto de sitios del
arreglo cuasiperidodico mas cercanos a P.

indice_Voronoi_Centroide: Funcién que, dado un punto P € R? que forma
parte del conjunto de centros de un teselado de Voronoi, nos regresa el indice de
la celda de Voronoi correspondiente al punto P.

Para ello la funcién simplemente itera sobre todas las celdas de Voronoi hasta que
localiza aquella cuyo centro de Voronoi asociado sea el punto P, momento en el
cual regresa al usuario el valor de la iteracion en la que se encontré la coincidencia.

vecinos_Voronoi: Funcién que, dado el indice de una celda dentro de un teselado
de Voronoi, nos regresa las coordenadas de los centros de Voronoi de sus celdas
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vecinas.

La funcién comienza generando un arreglo vacio donde guardar las coordenadas
de los centros de las celdas vecinas, después itera sobre los lados que conforman
a la celda en la que estamos interesados y, en cada iteracion, obtiene el centro de
Voronoi de la celda que comparte el lado correspondiente a la iteracion actual,
guardando las coordenadas de dicho centro en el arreglo correspondiente.

Tras finalizar la iteracion se regresa al usuario el arreglo con las coordenadas de
los centros de Voronoi.

= vertice_Cercano: Funciéon que, dado un conjunto de puntos en el plano y un
punto P € R?, nos regresa el punto més cercano a P de dicho conjunto.

Para ello la funcién itera sobre todos los puntos que conforman al conjunto dado
y calcula en cada iteracion la distancia euclidiana que existe entre P y el punto
en cuestiéon, este valor se guarda en un arreglo.

Tras iterar todos los puntos se obtiene la minima de las distancias y se regresa al
usuario el elemento del conjunto de puntos correspondiente a dicho valor.

= vuelo_Una_Particula_Obstaculos: Funcién que calcula la trayectoria de una
particula que se desplaza dentro de un arreglo cuasiperiédico en un intervalo de
tiempo.

Dado un tiempo de vuelo t = At, la funcién iterard los siguientes pasos hasta que
se cumpla la condicién t = 0O:

Se obtiene el sitio del arreglo cuasiperiédico asociado a la celda de Voronoi que
contiene a la particula y se verifica si dicho sitio esta dentro de alguna region cua-
drada de los parches cuadrados que se han generado; si el sitio no cae dentro de
alguna region cuadrada se regresa al usuario la posicién y velocidad de la particu-
la, el tiempo de vuelo restante ¢, el indice de la celda de Voronoi que contiene a la
particula y los vértices del segmento por donde entré la particula a la celda actual.

Si el sitio cae dentro de alguna region cuadrada se itera sobre los lados de la celda
de Voronoi que contiene a la particula y se genera un diccionario que relaciona los
vértices de cada lado con el indice de la celda vecina que comparte dicho lado con
la celda contenedora, asi como un diccionario que relaciona esos mismos vértices
con el sitio del arreglo cuasiperiédico asociado a esa misma celda vecina.
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Se calcula la trayectoria de la particula dentro de la celda contenedora a partir de
una funcion_Cambio_Celda como la descrita en el paso 6 del algoritmo presen-
te en esta seccién. Para obtener la distribucién de vuelos libres con un potencial
de interaccion de esferas duras, se anade a la salida de funcion_Cambio_Celda
la variable que nos indique la posicién donde colisiona la particula dentro de la
celda de Voronoi, si no hay colisién se regresa el arreglo [Inf, Inf].

Si el tiempo de vuelo requerido para abandonar la celda actual es infinito, la
trayectoria es una trayectoria cerrada y en ese caso se arroja una excepcién al
codigo, caso contrario se recuperan las coordenadas de los vértices del lado de la
celda por donde la particula sale y, con ayuda de los diccionarios generados, se
obtiene el indice de la celda de Voronoi a la cual la particula va a entrar.

Si el tiempo de vuelo empleado en salir de la celda contenedora es menor que
el tiempo de vuelo restante t, se acepta la trayectoria, se resta al parametro ¢ el
tiempo de vuelo empleado en salir de la celda y se actualiza la posicién y velocidad
de la particula, asi como el indice de la celda contenedora y los vértices del lado
por el cual la particula ha entrado a su actual celda contenedora. Para conocer la
distribucién de vuelos libres con un potencial de interaccion de esferas duras, si
en la actual celda de Voronoi la particula colisiond, se calcula la distancia entre
el punto de colisién dentro de la actual celda y el anterior punto de colisién (si
es la primera colision se considera a la posicién inicial como el anterior punto de
colisién) y se guarda dicha informacién en un arreglo.

Si por el contrario el tiempo de vuelo empleado en salir de la celda contenedo-
ra es mayor que el tiempo de vuelo restante ¢, se calcula a través de una fun-
cion_Estado_Tras_Tiempo como la descrita en el paso 7 del algoritmo presente
en esta seccién las condiciones de la particula tras un tiempo de vuelo t. Para
conocer la distribucion de vuelos libres con un potencial de interaccién de esferas
duras, se anade a la salida de funcion_Estado_Tras_Tiempo la variable que
nos indique la posicién donde colisiona la particula dentro de la celda de Voronoi,
si no hay colisién se regresa el arreglo [Inf, Inf] y se realiza el algoritmo descrito
al final del parrafo anterior.

Cuando el tiempo de t sea cero, se regresa al usuario la posicién y velocidad de la
particula, el tiempo de vuelo t = 0, el indice de la celda de Voronoi que contiene a
la particula y los vértices del lado por el cual la particula entré a dicha celda (o un
arreglo [[Inf, Inf],[Inf, Inf]] si después de entrar a la actual celda de Voronoi
ha ocurrido una colisién con algin obstéculo).
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5.2. Implementaciéon del cédigo

Empleando las funciones y algoritmos definidos en la seccién previa estamos en
condiciones de simular la trayectoria de una particula dentro de cualquier arreglo cua-
siperiédico con simetria rotacional /N una vez proporcionadas las funciones que calculan,
dentro de una celda de Voronoi, la trayectoria de la particula sujeta a un potencial de
interaccién de amarre fuerte entre dicha particula y el centro de Voronoi de la celda.
Como un caso particular mostraremos en la presente seccion una de estas trayectorias
considerando un arreglo cuasiperiédico tipo Penrose (simetria pentagonal) y un poten-
cial de interaccién de esferas duras.

Los pardmetros empleados para simular la trayectoria que se muestra en la figura
5.8 fueron los siguientes:

= Simetria del arreglo cuasiperiddico, N = 5.

= Vectores estrella e; = (cos <W> ,sin (W)) ,Vie{l,2,3,4,5}.

» Desplazamiento respecto al origen, o; = 0.2, Vi € {1,2,3,4,5}.

» Margen de error, para los nimeros enteros n;, 3; = 20, Vi € {1,2,3,4,5}.

= Cota superior A = 1.2 para el area de las celdas de Voronoi asociadas a los
centroides de los poligonos interiores a un clister del arreglo cuasiperiédico.

= Numero de iteraciones del algoritmo para eliminar los poligonos aislados y de la
capa externa de los clusters, Iy, = 20.

= Radio del circulo que aproxima a las vecindades del arreglo cuasiperiddico, Ry =
39.184

= Numero de vecindades analizadas para obtener el radio R4, I = 100.

= Pardmetro para escalar el radio R4, v = 0.8

= Radio de los obstaculos centrados en los sitios del arreglo cuasiperiédico, R = 0.05
= Tiempo de vuelo total de la particula, T = 250.

= Intervalo de tiempo para guardar desplazamiento cuadratico de la particula, At =
10.

» Posicién inicial de la particula, P = (105545.98124870296, —767696.4914500959).

» Velocidad inicial de la particula, V = (0.09714817272937593, 0.9952699294841291).
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Figura 5.8: A) Trayectoria de una particula sujeta a un potencial de esferas duras dentro
de un arreglo cuasiperiédico con simetria rotacional N = 5. El radio de los obstéculos es
r = 0.05 y el tiempo de vuelo total fue T = 250. La posicién inicial de la particula se indica
con un gran punto azul, cuyas dimensiones son tnicamente para facilitar su visualizacién,
mientras que los pequetios puntos azules son los obstdculos. B) Segmento de la trayectoria
mostrada en A), los puntos en rojo muestran la posicién de la particula al salir de cada
celda de Voronoi, al colisionar con un obstaculo o cuando un intervalo de tiempo At ha
transcurrido.
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Capitulo 6

Resultados numéricos

A lo largo de los capitulos previos hemos desarrollado los aspectos tedricos maés
relevantes sobre los ambientes cuasiperidédicos y cémo generarlos, centrandonos princi-
palmente en el desarrollo de un cédigo eficiente que nos permita generar vecindades,
alrededor de un punto arbitrario en el plano, de un arreglo cuasiperiédico. En el pre-
sente capitulo mostraremos algunos resultados obtenidos a partir de la implementacién
del cédigo expuesto en el capitulo anterior basado en nuestro algoritmo presentado en
el capitulo 2.

Cabe mencionar que los resultados que se mostrardn a continuacion no representan
el producto principal del la presente tesis, siendo este el algoritmo y el cédigo ante-
riormente mencionados, sino que forman parte de las distintas aplicaciones que pueden
realizarse a través del uso de nuestro trabajo aqui expuesto.

6.1. Eficiencia computacional

Una de las principales ventajas del algoritmo computacional que hemos desarrollado
es su eficiencia para obtener los puntos que conforman una vecindad arbitraria de un
arreglo cuasiperiddico. Como muestra de lo anterior, hemos implementado la siguiente
prueba:

Sea P un punto arbitrario en el plano tal que su distancia al origen es d y sea t(d)
el tiempo que tarda una computadora en encontrar el poligono de un arreglo cuasipe-
riédico dado, tal que este contenga al punto P; véase la figura 6.1. La prueba consiste
en generar la grafica de ¢(d) al ir variando los valores de d implementando nuestro algo-
ritmo para generar vecindades de un arreglo cuasiperiédico (en lo posterior, algoritmo
descentralizado; véase la seccién 5.1.1. de la presente tesis), y compararla con la grafi-
ca generada al utilizar un algoritmo ingenuo, el cual consiste en aplicar directamente
las expresiones 3.6 - 3.9, obtenidas durante el capitulo 3, para generar vecindades del
arreglo cuasiperiddico centradas en el origen.
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Figura 6.1: A) Vecindad de un arreglo cuasiperiédico tipo Penrose alrededor de un punto
rojo. B) Poligono del arreglo cuasiperiédico tipo Penrose que contiene al punto rojo.

El algoritmo empleado para encontrar el poligono del arreglo cuasiperiédico que
contiene al punto P consiste en lo siguiente:

1. Sea A el conjunto de todos los poligonos de la vecindad del arreglo cuasiperiédico
de interés. Sea SR una semirecta con direccién arbitraria que parte del punto P.

2. Sea x € A un poligono arbitrario. Si el nimero de intersecciones de SR con las
aristas de x es impar, entonces el punto P estd contenido por z y el algoritmo
termina, regresando el poligono contenedor. Si el niimero de intersecciones de SR
con las aristas de x es par (o cero), el punto P no esté contenido por z y se itera
este paso seleccionando otro poligono del conjunto A. Véase la figura 6.2.

En la figura 6.3 se muestran las graficas del tiempo de cémputo ¢(d) como funcién
de la distancia d del punto P en un arreglo cuasiperiédico tipo Penrose empleando el
algoritmo ingenuo (imagen A) y empleando el algoritmo descentralizado (imagen B).
Debido al caracter aleatorio del algoritmo para encontrar el poligono que contiene al
punto P, cada punto de las graficas fue obtenido a partir de promediar los tiempos
obtenidos en diferentes iteraciones, siendo 20 iteraciones para el caso de la imagen Ay
30 iteraciones para el caso de la imagen B. La prueba fue realizada en una laptop con
procesador Intel(R) Core(TM) i7-8750H CPU @ 2.20GHz y 23.8 GB de RAM.

De las gréficas contenidas en 6.3 podemos observar cémo el tiempo de cémputo ¢(d)
empleando el algoritmo ingenuo crece siguiendo una ley de potencias cuyo exponente
es 2.377, mientras que empleando nuestro algoritmo el tiempo de cémputo se mantuvo
practicamente constante (considerando el ruido generado por los diversos procesos de
fondo que lleva a cabo la computadora) con valores entre 0.01 y 0.0025 segundos.

Otro aspecto relevante a considerar estd en los valores empleados para el parametro
d en ambos casos. Para el caso de la figura A el parametro d fue tal que d € {1.1" | n €
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A) B) Q

Figura 6.2: Ejemplo del algoritmo para determinar si un punto esta dentro o fuera de un
poligono dado. En la imagen A) el punto se encuentra dentro del poligono y una semirecta
que parte de dicho punto intersecta con tres aristas del poligono. En el caso B) el punto
se encuentra fuera y una semirecta que parte de dicho punto intersecta con dos aristas del
poligono. En el caso C) el punto se encuentra fuera y una semirecta que parte de dicho
punto no intersecta arista alguna del poligono.

{1,2,...,70}} mientras que para el caso de la figura B se consideraron los valores
de {1.1" | n € {1,2,...,200}}. Esta diferencia en el conjunto de valores empleados
obedece a cuestiones relacionadas con la RAM de la computadora debido a que, para
el caso con d = 1.17° ~ 790 la vecindad del arreglo cuasiperiédico generado aplicando
el algoritmo ingenuo requiere un aproximado de 10 GB de RAM, mientras que dicha
limitante no aparece al aplicar nuestro algoritmo, siendo la memoria empleada para
cualquier valor de d del orden de los 500 kB.

6.2. Difusién en ambientes cuasiperiédicos

El principal resultado de la seccién anterior nos indica que, haciendo uso del algorit-
mo desarrollado en el capitulo previo, el tiempo de computo para generar una vecindad
de un arreglo cuasiperiddico alrededor de un punto P es independiente de la distancia
de dicho punto al origen; este resultado es el que nos permite estudiar de manera direc-
ta la difusién en sistemas cuasiperiddicos, ya que no estamos limitados a permanecer
en una vecindad de dicho sistema alrededor del origen, sino que podemos ir generando
diferentes vecindades del sistema en cuestién conforme nos vamos desplazando por este,
sin penalizacién en los tiempos de computo para generarlas.

Un ejemplo sobre cémo implementar nuestro algoritmo para estos fines fue presen-
tado en la seccién 5.2. de la presente tesis, en donde se muestra una trayectoria de una
particula puntual dentro de un arreglo cuasiperiédico tipo Penrose con un potencial de
interaccion de esferas duras entre la particula y unos discos de radio r» = 0.05 unidades
centrados en los vértices de los poligonos que conforman al arreglo cuasiperiédico (los
detalles sobre los parametros empleados para generar estas trayectorias se encuentran
en esa misma seccién).

En la figura 6.4 se muestran los resultados sobre la difusién presente en el sistema
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Figura 6.3: Comparativa del tiempo de cémputo empleado para encontrar el poligono de
un arreglo cuasiperiddico tipo Penrose que contiene a un punto P a una distancia d del
origen. En la imagen A se muestra la grafica obtenida empleando un algoritmo ingenuo
donde cada punto de la grafica corresponde a un promedio sobre 20 iteraciones. En la
imagen B se muestra la grafica obtenida empleando nuestro algoritmo descentralizado
donde cada punto de la grafica corresponde a un promedio sobre 30 iteraciones.
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Figura 6.4: Desplazamiento cuadratico medio como funcién del tiempo de vuelo en es-
cala logaritmica para una particula en un arreglo cuasiperiédico tipo Penrose de discos
duros con radio r = 0.05 unidades. Cada punto de la grafica correspondiente a los valores
computacionales se obtuvo promediando 10,000 particulas. La recta y = 0.854z'°! se ha
desplazado ligeramente hacia abajo para facilitar su visualizacion.

descrito en el parrafo anterior, para ello se consideraron 10,000 particulas distribuidas
de la siguiente manera:

1. Se consideraron 25 posiciones iniciales distintas, cada una de ellas generadas de
manera aleatoria con una distribuciéon equiprobable dentro de un cuadrado de
lado 1,000, 000 centrado en el origen.

2. Para cada posicion inicial, se consideraron 400 velocidad iniciales distintas, con
una distribucion equiprobable sobre el circulo unitario.

Cada una de estas trayectorias tuvo como parametro de tiempo de vuelo total
T = 100,000 manteniendo el resto de pardmetros idénticos a los expuestos en la sec-
cién 5.2 del capitulo anterior.

Como se aprecia en la grafica contenida en 6.4, los resultados obtenidos muestran
que el desplazamiento cuadratico medio de una particula en un arreglo cuasiperiédico
de simetria pentagonal bajo un potencial de esferas duras en el cual el radio de los
obstaculos es » = 0.05 unidades, sigue una ley de potencias cuyo exponente es 1.01;
este resultado nos habla de una difusién normal presente en el sistema el cual, segin los
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resultados reportados en el 2013 por Atahualpa Kraemer y David Sanders [35], presen-
ta un horizonte finito. Sin embargo, el tamano de los obstaculos es bastante pequeno,
lo que hace sospechar que en el caso del gas de Lorentz con un arreglo de simetria
pentagonal no se forman canales. Esto podria parecer contradictorio a los resultados de
Kraemer y Sanders, sin embargo en dimensiones mas altas, el subespacio ortogonal al
cilindro (pensando en un método de corte y proyeccién) puede ser totalmente irracional
aunque el cilindro conecte dos de las esquinas opuestas del hipercubo. El arreglo cuasi-
periédico de Penrose se forma precisamente de esta forma y, por lo tanto, un cilindro con
radio r — 0 intersectara todas las caras del hipercubo, destruyendo los posibles canales.

Por otro lado, en el 2015, A. S. Kraemer, M. Schmiedeberg y D. P. Sanders [47]
demostraron que normalmente la distribucion de vuelos libres en presencia de canales
sifuen una ley de potencias con exponente —3. Para el radio de los cilindros donde los
canales se destruyen, esa distribucion de vuelos libres pasa a tener un exponente —5,
formando un sistema de horizonte localmente finito. Esto fue comprobado numérica-
mente para un cuasicristal obtenido a partir de proyectar un sistema 3D en uno 2D.
Cabe destacar que los argumentos dados por los autores fueron siempre bajo la consi-
deracion de que el cilindro tenia un radio mayor a cero. No resulta evidente qué sucede
en el caso de sistemas con simetria rotaciona, es decir, donde el cilindro conecta dos
de las esquinas opuestas del hipercubo, en el caso donde el radio del cilindro tiende a
cero, limite que se conoce como Boltzmann-Grads [48].

6.3. Funcion de distribucion radial

Diferentes estados de la materia poseen propiedades fisicas diferentes, producto de
la distribucién de sus elementos y la interaccion entre ellos. Por ejemplo, una manera de
distinguir entre sélidos y liquidos es a partir del concepto de hiperuniformidad, el cual
se relaciona con las fluctuaciones en la densidad de los sistemas de muchas particulas,
mas en concreto con la supresion anémala de estas a escalas de longitud grandes. Es un
resultado conocido el que los cristales, cuasicristales y algunos sistemas desordenados
son hiperuniformes [50].

Otra de las herramientas con las cuales podemos realizar un analisis sobre la dis-
tribucion de los elementos que conforman a un sistema en particular y determinar si
corresponde a un sistema ordenado o a uno desordenado, es la funcién de distribucién
radial ¢g(r). De manera general, la funcién de distribucién radial nos brinda informa-
cién sobre c6mo estan distribuidos los elementos de un conjunto de particulas (dtomos)
como funcién de la distancia, siendo el origen un elemento de dicho conjunto; en otras
palabras, la funcién ¢(r) nos proporciona una medida para la probabilidad de que se
encuentre una particula a una distancia r de otra [49].

En un cristal, la funcién g(r) estd conformada por picos muy definidos a distancias
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Figura 6.5: Funcién de distribucién radial para un cristal clésico. Imagen obtenida de

[49].
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Figura 6.6: Funciones de distribucién radial para un vidrio de GeSs a una temperatura de
300 K. Imagen recuperada de http://people.cst.cmich.edu/petkolvg/isaacs/phys/rdfs.html

muy especificas (correspondientes a los primeros vecinos, segundo vecinos, etc.) mien-
tras que dicha probabilidad cae a cero rapidamente para cualesquiera otras distancias;
véase la figura 6.5. En un vidrio, la probabilidad de encontrar un atomo a una distancia
igual al didmetro de estos, es muy alta dado que se encuentran en contacto unos con
otros, sin embargo dicha probabilidad decae rapidamente conforme la distancia va en
aumento hasta una probabilidad homogénea, similar a la de un gas; véase por ejemplo
la figura 6.6.

Relacionado a lo descrito en péarrafos anterior y como muestra del poder de cémpu-
to de nuestro algoritmo, hemos obtenido la funcién de distribucién radial g(r) para
diversos arreglos cuasiperiédicos al ir variando su simetria rotacional.

Para nuestro caso particular de estudio, el algoritmo empleado para calcular la
funcién g(r) consisti6 en lo siguiente: Dada una distribucién espacial de puntos en el
plano, se calculé el promedio de puntos que caen dentro de un anillo de radio inte-
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Figura 6.7: Discretizacion espacial para la evaluaciéon de la funciéon de distribu-
cién radial; los discos en verde corresponden a los dtomos cuyo centro se encuen-
tra contenido en un anillo de grosor dr y radio interior r. Imagen recuperada de
http://people.cst.cmich.edu/petkolvg/isaacs/phys/rdfs.html

rior r y grosor dr = (0.1 unidades, tomando como centro del anillo a un elemento del
conjunto de puntos dado (véase la figura 6.7); una vez obtenido este promedio, di-
cho valor fue dividido entre el perimetro del anillo considerando el radio r. El resultado
de esta divisién corresponde al valor de la funcién de distribucién radial para un radio r.

En la imagen 6.8 se muestran las gréficas con las diferentes funciones g(r) para
los arreglos cuasiperiédicos de simetria rotacional N € {5,29,37,41,47,53,59,67,250}.
Cada una de estas graficas fue obtenida a partir de analizar cinco vecindades diferen-
tes del arreglo cuasiperiddico en cuestion, cada una de ellas centradas en algiin punto
P = (z,y) donde z,y € [—1x10*6, 1x106]. Una vez generadas las vecindades del arreglo
cuasiperiddico, cuidando que en ellas hubiera por lo menos 1500 puntos sobre los cuales
aplicar el algoritmo descrito en el parrafo anterior, se agregé un ruido gaussiano con
desviacion estandar 0.05 a cada uno de los puntos que las conforman.

Como se puede apreciar en la imagen, las funciones g(r) para los arreglos cuasipe-
riédicos con simetria rotacional mayor o igual a 29 se mantienen practicamente iguales,
destacando en ellas la presencia de un pico muy pronunciado cerca del valor r = 1 u
y otro pico menor (con un ancho més grande con tendencia al lado izquierdo) cerca
del valor r = 2 u. Notese de igual forma como la funcidon decae a un valor ligeramente
mayor a 0.1 conforme el radio r aumenta. Esto nos indica una fuerte correlacién pre-
sente a corto alcance que decae practicamente a cero (considerando el grosor del anillo
dr = 0.1) a largo alcance.

Por otro lado, se observa que la funcién g(r) para el caso de simetria pentagonal
tiene bastantes picos muy bien definidos, los cuales no parecen desaparecer conforme
el parametro r aumenta. En conjunto, estos resultan nos indican que a simetrias bajas
los arreglos cuasiperiédicos tienen una g(r) similar a la de los cristales, mientras que
para simetrias altas, la funcién g(r) se muestra similar a la de un sistema desordenado.
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Figura 6.8: Funciones de distribucién radial g(r). La imagen A corresponde a un
arreglo cuasiperiédico de simetria pentagonal. La imagen B corresponde a las gréfi-
cas obtenidas para los arreglos cuasiperiédicos con simetria rotacional N, donde N €
{29,37,41,47,53,59,67,250}.
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Capitulo 7

Conclusiones

Se desarrollé un algoritmo eficiente basado en el método dual generalizado con el
cual es posible obtener vecindades de un arreglo cuasiperiédico de simetria rotacio-
nal N, con N € Z™, alrededor de un punto arbitrario en el plano. Como resultado
principal de esta tesis, se generé un cddigo en el lenguaje de programacién Julia con
la implementacién de dicho algoritmo, este se encuentra disponible para su descar-
ga en https://github.com/AlanRodrigoMendozaSosa/Quasiperiodic-Tiles, junto
con una exhaustiva documentacion que incluye diversos notebooks de Jupyter que ejem-
plifican las diferentes etapas del proceso de creacién del cédigo final, asi como algunas
aplicaciones.

Con respecto a la eficiencia, se realizé6 una prueba para comparar el tiempo de
cémputo requerido en generar y encontrar los vértices que conforman al poligono de un
arreglo cuasiperiédico con simetria pentagonal que contiene en su interior a un punto
P arbitrario cuya distancia al origen es r, empleando nuestro algoritmo y un algoritmo
ingenuo. Se encontré que el tiempo de computo requerido por nuestro algoritmo es una
constante, independientemente del valor de r, mientras que para el caso del algorit-
mo ingenuo, este sigue una ley de potencias con exponente 2.377 al ir aumentando la
distancia al origen del punto P. Cabe la pena mencionar el uso de la RAM en ambos
casos, manteniéndose en el orden de los 500 kB al implementar nuestro algoritmo (in-
dependientemente de la distancia al origen del punto P), mientras que al hacer uso del
algoritmo ingenuo, esta escalaba rapidamente al orden de los 10 GB conforme aumen-
taban los valores del parametro r.

Como una de las aplicaciones de nuestro codigo, se midié la difusién presente en
un sistema cuasiperiédico con simetria pentagonal de una particula puntual bajo un
potencial de interaccion de esferas duras entre dicha particula y unos discos de radio
r = 0.05 unidades. Este sistema presenté una difusién normal al analizar el desplaza-
miento cuadratico medio de la particula como funcién del tiempo de vuelo, obteniéndose
una grafica cuyo comportamiento es descrito por la ecuacién y = 0.854201,
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7. CONCLUSIONES

Por tltimo, se analizé la funcién de distribucién radial g(r) para multiples arreglos
cuasiperiodicos al ir aumentando la simetria rotacional de estos. Los casos analizados
corresponden a una simetria N donde N € {5,29,37,41,47,53,59,67,250}. Se observé
que, para el caso N = 5, la funcién de distribucién radial presenta varios picos bien
definidos que no parecen desaparecer conforme el pardmetro r aumenta, mientras que
en el resto de casos la gréfica g(r) presenta dos picos bien definidos en los valores
cercanos a r = 1 y r = 2 unidades, tendiendo a un valor constante cercanos a 0.1
conforme el pardametro r incrementa. Esto nos indica que a simetrias bajas, los arreglos
cuasiperiodicos poseen una funcién de distribucién radial similar a la de los cristales,
mientras que para simetrias altas, estos tienen un comportamiento similar a la de los
sistemas desordenados.
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Apéndice A

Pseudocodigo

A continuacién se muestra el pseudocédigo de las principales funciones que con-
forman los algoritmos descritos en el capitulo 4. El cédigo se desarroll en el lenguaje
de programacién “Julia” en su versién 1.2.0 y estd disponible para su descarga (jun-
to con una documentacién mas extensa y varios ejemplos) en https://github.com/
AlanRodrigoMendozaSosa/Quasiperiodic-Tiles. La parte correspondiente a generar
teselados de Voronoi en dos dimensiones fue desarrollada por Enrique Gémez Cruz y la
documentacion pertinente estd disponible en https://github.com/couscouscricket/
VoronoiDiagram.

Para diferenciar a las variables con miltiples entradas (como los arreglos o los diccio-
narios) de aquellas variables con una tnica entrada (como el indice de alguna iteracién)
hemos escrito a las primeras en negritas. Por ejemplo, en el primer algoritmo, la salida
de la funcién X es un arreglo con las coordenadas asociadas al eje X de los sitios de la
vecindad del arreglo cuasiperiédico que se genera dentro de dicha funcién (es decir, tiene
tantas entradas como nimero de sitios tiene la vecindad), mientras que la primera en-
trada de la funcion, 5, no esta escrita en negritas al ser dicha variable un ntimero entero.

Algorithm 1 parche_Cuadrado

1: Input
2 B Margen de error de los niimeros enteros n;
3 Iy Tteraciones para eliminar clisters aislados
4 A Area para detectar poligonos exteriores en los clisters
5: R4 Radio del circulo que aproxima a las vecindades
6 v  Factor que escala a R4 para generar Rg
7 D Distancias entre las “franjas ortogonales”
8 S Vectores estrella
9: A, Constantes oy asociadas a cada vector estrella
10: P Punto alrededor del cual se genera la vecindad
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A. PSEUDOCODIGO

11: Output

12: X Coordenadas X de los sitios de la vecindad

13: Y Coordenadas Y de los sitios de la vecindad

14: procedure GENERAR UN PARCHE CUADRADO CENTRADO EN P

15: Definir los vértices de un cuadrado.
16: Vi« [1,1]; > lera esquina
17: Vo [-1,1]; > 2da esquina
18: Vs« [-1,—1]; > 3era esquina
19: Vi [1,-1]; > 4ta esquina
20: Generar los puntos C;.
21: Ci+<P+ %7 RAV; > ler centro
22: Cy«+— P+ ?’y RAVo; > 2do centro
23: Cs;«+ P+ g'y R4 V3s; > 3er centro
24: Cy P+ ?7 RAVy; > 4to centro
25: foriin1:4do
26: Generar una vecindad alrededor de C;.
27: Pts; < region_Local Voronoi(§,D, S, A,, C;);
28: Obtener centroides Ce; y diccionario Dce, que relaciona
29: Centroide — Vértices de los poligonos de V.
30: Ce;, D¢, < centroides(Pts;);
31 Obtener el cluster central de la vecindad generada.
32: Ce,; < centroides_Area_Acotada_Iterada(Ce;, A, Iy );
33: end for
34: Unar los4 centroides de las cuatro vecindades.
35: Ce + |J Ce;;
i=1
36: Eliminar los centroides repetidos.
37: Ce < unique! (Ce);
38: Unir los ficcionam’os de las cuatro vecindades.
39: D(je — U Dcei;
i=1
40: Obtener las coordenadas de los vértices a partir de los centroides.
41: X,Y <« centroides_A_Vertices(Ce, D¢.);
return X, Y

Algorithm 2 region_Local_Voronoi

1: Input

2 B8 Margen de error de los niimeros enteros n;

3 D Distancias entre las “franjas ortogonales”

4: S Vectores estrella

5 A, Constantes «; asociadas a cada vector estrella
6 P Punto alrededor del cual se genera la vecindad
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7

8:

: Output

Pts Coordenadas (X,Y') de los sitios de la vecindad

9: procedure GENERAR VECINDAD “CIRCULAR” CENTRADA EN P

10:
11:
12:
13:

return Pts

Aprozimar los nidmeros enteros n; asociados a los vectores estrella e;.
Proj < proyecciones_Pto_Direccion_Franjas (P, D, S);

Generar la vecindad con las combinaciones (n;,n;) de (e;,e;).

Pts + generador_Vecindades_Vertices (Proj, S, A, 5) ;

Algorithm 3 proyecciones_Pto_Direccion_Franjas

10:
11:
12:
13:
14:
15:

16:

1
2
3
4:
5
6
7

: Input

S  Vectores estrella
: Output

Proj Arreglo de nimeros enteros n;

P Punto alrededor del cual se genera la vecindad
D Distancias entre las “franjas ortogonales”

. procedure APROXIMAR LOS NUMEROS ENTEROS n; ASOCIADOS A LOS VECTORES

ESTRELLA €; QUE FORMAN AL POLIGONO QUE CONTIENE AL PUNTO P

Proj < [];
Tterar sobre los vectores estrella
for i in 1 : length (S) do
e; < S [Z] ;
Nn; < (ei . P) /di;
push! (Proj, n;);
end for
return Proj

Definir el arreglo que contendrd los enteros n;

> i-ésimo vector estrella
> distancia franjas direccién e;

Algorithm 4 generador_Vecindades_Vertices

©

10:

1
2
3
4
5:
6
7
8

: Input

S Vectores estrella

: OQutput

Proj Arreglo de niimeros enteros n;

A, Constantes oy asociadas a cada vector estrella
B Margen de error de los niimeros enteros n;

Pts Coordenadas (X,Y") de los sitios de la vecindad
: procedure GENERAR LOS SITIOS DEL ARREGLO CUASIPERIODICO FORMADO LOS

ENTEROS 7; EN LA EXPRESION DE NAUMIS-ARAGON.

Pts «+ [ ];

Definir el arreglo que contendrd los vértices
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11: Iterar sobre los vectores estrella

12: for i in 1 : length (S) do

13 for jin (i+1):length(S) do

14: Iterar sobre el margen de error

15: for nin — 3: 5 do

16: for min —f: 5 do

17: Definir los enteros prueba Z;, Z;

18: Z; < |Proj[i]] + n;

19: Zj + |Proj[j]] + m;

20: Obtener los vértices tgj,nk’ t,llj’nk, t%j’nk, tij,nk
21: try

22: to, t1, to, t3 < cuatro_Regiones (3, j, Z;, Z;,S, Aq) ;
23: catch Los vectores estrella son colineales
24: nothing

25: end try

26: Agregar los vértices a Pts

27: push! (Pts, tg) ;

28: push! (Pts, t;);

29: push! (Pts, t2) ;

30: push! (Pts, t3);

31: end for

32: end for

33: end for

34: end for

return Pts

Algorithm 5 cuatro_Regiones

1: Input

2 J  Indice del vector estrella a considerar

3 K Indice del vector estrella a considerar

4 n; Nuamero entero asociado al vector estrella e;
5: ng Numero entero asociado al vector estrella ey,

6 S  Vectores estrella

7: A, Constantes a; asociadas a cada vector estrella
8: Output
9:

tg Vértice t%wnk de un poligono

10: t;  Vértice t,llj’nk de un poligono

11: ty  Vértice t%j?nk de un poligono

12: tz Vértice t%j?nk de un poligono

13: procedure GENERAR LOS CUATRO VERTICES DE UN POL{GONO DEL ARREGLO
CUASIPERIODICO
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14: Revisar si e; y ey, son colineales.

15: if mod (length (S),2) =0 AND K = J + length (S) /2 then

16: error: “Los vectores e; y ey, son colineales.”

17: end if

18: Definir los vectores estrella e; y ey.
19: € S [J] ;

20: ) [K] ;

21: Definir los vectores ortogonales a e; y ey.

22: ejL + vector_Ortogonal (e;) ;

23: ej « vector_Ortogonal (e) ;

24: Definir los pardmetros para las rectas ortogonales a e y ej,.

25: Pej —n;+ A, [J];
26: Pek —np+ Aas [K] ;

27: Obtener el drea formada por los vectores e; y ey,.
28: Cjz < €; [1] ;
29: Cjy < €; [2] ;
30: ek < €k [1];
31: Eky < € [2] ;
32: AJK < €jz * €y — €jy * Ehy)
. ’ . 0
33: Definir el vértice ty, -
34: to n;e;j + nieg;
35: Iterar sobre los vectores estrella excepto e; y ey,.
36: for i in 1 : length (S) do
37: if i #J AND i # K then
38: e; < S[i];
39: a; +— Ay fi];
40: P, + i) (eJ--e-)— Por (ol g;):
: €; AJK k 7 AJK J 1)
41: to «— to + LPEi — aiJ * €;;
42: end if
43: end for
44: Generar los vértices t}%nk, t%j,nw %jnk
45: t] < to —ej;
46: t2<—t0—ej—ek;
47: ts « tg — eg;

return tg,tq,to, t3

> Componente z de e;
> Componente y de e;
> Componente x de e
> Componente y de e

> i-ésimo vector estrella
> constante «; asociada a e;

Algorithm 6 centroides

1: Input

2: Pts Coordenadas (X,Y) de los sitios de la vecindad
3: Output

4: Ce Coordenadas (X,Y) de los centroides

5: Dce Diccionario Centroide —> Vertices
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6: procedure GENERAR LOS CENTROIDES DE LOS POLIGONOS DEL ARREGLO CUA-
SIPERIODICO
7 Definir el arreglo para las coordenadas de los centroides.
Ce «[];
: Definir el diccionario Centroides — Vertices.
10: Dc¢e + Dict();

11: Iterar sobre cada poligono
12: for iin 1:4: (length(Pts) — 3) do
13: Obtener vértices poligono i-ésimo.
14: V1, « Pts|i]; > ler Vértice
15: V2; < Pts[i+1]; > 2do Vértice
16: V3, « Pts[i+2]; > 3er Vértice
17: V4, < Pts[i+ 3]; > 4to Vértice
18: Obtener las4coordenadas del centroide.
19: Cex + 1 > Vk;[1]; > Componente x
k=1
4
20: Cey «+ 1 Y. Vk;[2]; > Componente y
21: Agregar elkcelntroide i-ésimo al arreglo para centroides.
22: push! (Ce, (Cex, Cey));
23: Asociar el centroide con los vértices del poligono.
24: Dce [(Cex, Cey)] — (Vli, V2,,V3;, V4i) ;
25: end for

return Ce, D¢,

Algorithm 7 centroides_Area_Acotada_Iterada

1: Input
2 Ce Coordenadas (X,Y) de los centroides

3 A Area para detectar poligonos exteriores en los clisters

4 Iy Tteraciones del algoritmo

5: Qutput

6 Ce Coordenadas (X,Y) de los centroides del clister principal
7 procedure ELIMINAR LOS CLUSTERS Y POLIGONOS AISLADOS

8 for iin 1: Iy do

9 Generar la estructura del teselado de Voronoi.

10: Vor <« getVoronoiDiagram (Ce) ; > Voronoi_Code
11: Eliminar la capa exterior de los clisters.

12: Ce < centroides_Area_Acotada (Vor, A) ;

13: end for

return Ce
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Algorithm 8 centroides_Area_Acotada

1: Input

2 Vor Estructura de la teselaciéon de Voronoi

3 A Area para detectar poligonos exteriores en los clisters

4: Output

5: Ce Coordenadas (X,Y) de los centroides

6: procedure ELIMINAR LA CAPA EXTERIOR DE TODOS LOS CLUSTERS
7 Definir el arreglo para los centroides.

8 Ce <+ [];

9 Iterar sobre todos los centros de Voronot.

10: for Face in Vor.faces do > Conjunto de centros
11: Revisar el drea de la celda de Voronoi.
12: if Face.area < A then
13: push! (Ce, Face.site) ;
14: end if
15: end for
return Ce

Algorithm 9 centroides_A _Vertices

1: Input

2: Ce Coordenadas (X,Y) de los centroides

3: D¢, Diccionario Centroide — Vértices

4: Output

5: X Coordenadas X de los sitios de la vecindad
6: Y Coordenadas Y de los sitios de la vecindad

T procedure OBTENER LAS COORDENADAS DE LOS SITIOS DE LA VECINDAD DEL

ARREGLO CUASIPERIODICO
Definir los arreglos que contendrdn las coordenadas X, Y

c X[
10: Y~ [1];
11: Iterar sobre todos los centroides
12: for ¢ in Ce do
13: Coordenadas de los vértices del poligono
14: Viz, Vaz, Vag, Vaz < (Dee [i]) [1]; > componentes &
15: Vi, Vay, Vay, Vay = (Dce [i]) [2];
16: pUSh! (Xa [‘/ixa ‘/QM ‘/3237 V;Lr]) 5
17 push! (Y, [Viy, Vay, Vay, Vayl) ;
18: end for
19: Aplanar los arreglos X, Y antes de regresarlos
return X, Y

> compomentes y
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Algorithm 10 MSD_Varying_Velocities

1: Input

2 B Margen de error de los niimeros enteros n;

3 Iy Iteraciones para eliminar clusters aislados

4 A Area para detectar poligonos exteriores en los clisters
5: R4 Radio del circulo que aproxima a las vecindades

6 v Factor que escala a R4 para generar Rg

7 D Distancias entre las “franjas ortogonales”

8 S  Vectores estrella

9: A, Constantes «; asociadas a cada vector estrella
10: P Punto alrededor del cual se genera la vecindad

11: Ny Numero de velocidades iniciales

12: Ngy Numero de vuelos parciales

13: T,y Tiempo de vuelo parcial

14: A s Desplazamiento Cuadratico Medio

15: Foo Funcion para el cambio de celda

16: Fog Funcion para actualizar condiciones de la particula
17: Output

18: A js Desplazamiento Cuadratico Medio

19: Ny Numero de vuelos completados

20: procedure CALCULAR EL DESPLAZAMIENTO CUADRATICO MEDIO DE UN ARRE-
GLO CUASIPERIODICO A PARTIR DE UNA POSICION INICIAL FIJA

21: Generar un parche cuadrado centrado en P

22: X,Y <« parche_Cuadrado (5, Iy, A, Ra,v,D,S, A, P);

23: Obtener las coordenadas (X,Y) de los sitios del arreglo cuasiperiodico

24: Ptsy [ ] ;

25: for i in 1 : length(X) do

26: push! (Ptsy, (X [i],Y [i]));

27: end for

28: Ptsy < unique! (Ptsy); > Eliminar sitios repetidos
29: Determinar qué sitios pertenecen a la region cuadrada

30: Dyo Dict( )3

31 Rg < v* Ry; > Radio seguro vecindad “circular”
32: for ¢ in Ptsy do

33: if Condiciéon-1 AND Condicién_2 then

34: Dy ¢ [i] < true;

35: else

36: Dy [i] + false;

37: end if

38: end for

39:  Condicién_1: P[1] — v2Rg <i[1] < P[1] + v2Rg;
40:  Condicién 2: P [2] — v2Rg < i[2] < P [2] + V2Rg;
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41:
42:
43:
44:
45:
46:
47:
48:
49:
50:
51:
52:
53:
54:
55:
56:
LYE
58:
59:
60:
61:
62:
63:
64:
65:
66:
67:
68:
69:
70:
71:
72:
73:
74:
75:
76:
e

78:
79:
80:
81:
82:
83:
84:

Generar el teselado Voronoi con los sitios del parche cuadrado
Vory « getVoronoiDiagram (Ptsy) ;
Generar diccionario: Sitio — indice Voronoi
Dy < diccionario_Centroides_Indice_Voronoi (Ptsy, Vory ) ;
Generar un arreglo para los centros de los parches cuadrados
Ctrsg [P] ;
Encontrar la celda de Voronoi que contiene a la particula
PP « copy (P); > Copia de la posicién inicial
Vecinos < vertices_Cercanos_Voronoi (PP, Ptsy ) ;
Cercano < vertice_Cercano (Vecinos, PP);
Iterar sobre el numero de velocidades
Ny« 0; > Contador del nimero de vuelos completados
for i in 1: Ny do
Close < false;
Generar una velocidad inicial
0 < 2xmxrand () ;
Vel < [cos (0) ,sin (0)] ;
V'Vel « copy (Vel); > Copia de la velocidad inicial
PP « copy (P); > Copia de la posicién inicial
Obtener indice de Voronoi de la celda contenedora
Iy, < Dy [Cercanol;
Door « [[Inf,Inf],[Inf, Inf]]
Iterar sobre el nimero de vuelos parciales
for jin 1: Nyr do
Definir tiempo de vuelo
Trr < Tyy; > Tiempo de vuelo restante
try
Calcular la trayectoria de la particula
Arg0 < vuelo_Una_Particula_Obstaculos (Argl, Arg2);
Arg0: PP, VVel, Tgp, Iy, Door;
Argl: PP,VVel, T, Iv,, Vory;
Arg2: DV], Dvc, DOOI‘, Fcc, ch;
catch Err
if typeof (Err) = DeadTrajectory then
Close « true; > Trajectoria cerrada
else
throw (Error); > Error cdlculo trayectoria

end if
end try
Obtener el vértice mds cercano a la particula
Cercanor < Vory.faces [Iy ] .site;
while Trr > 0 do
La particula se salio de las regiones cuadradas
Generar nuevo parche cuadrado
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85:
86:
87:
88:
89:
90:
91:

92:
93:
94:
95:
96:
97:
98:
99:

100:
101:
102:
103:
104:

105:
106:
107:
108:
109:
110:
111:
112:
113:
114:
115:
116:
117:
118:
119:
120:
121:
122:
123:

124:
125:
126:
127:

X,Y <« parche_Cuadrado (3, Iy, A, Ra,v,D, S, A,,PP);
Agregar centro del nuevo parche cuadrado a su arreglo
push!(Ctrsc, PP);
Obtener las coordenadas de los sitios del parche cuadrado
Ptsyv < [ ]; > Arreglo nuevos sitios
for i in 1 : length(X) do
push! (Pesyy, (X [i], Y [i])

end for

Unir sitios de los parches cuadrados

Ptsyy < unique! (Ptsyy); > Eliminar repetidos
PtSV — PtSV U PtSN\/;

Ptsy < unique! (Ptsy); > Eliminar repetidos

Determinar qué sitios estan dentro de regiones cuadradas
Dy < Dict ( ) ;
for k£ in Ptsy do
for [ in Ctrsq do
if Condicion_1 AND Condicién_2 then
Dy ¢ [i] < true; break
else
Dy [i] « false;
end if
end for

end for
Condicién_1: [ [1] — vV2Rgs < k[1] <I[1] + v2Rs;
Condicién_2: 1 [2] — V2Rs < k[2] <1[2] + V2Rs;
Generar el teselado de Voronoi
Vory <+ getVoronoiDiagram (Ptsy ) ;
Generar diccionario: Sitio — indice Voronoi
Dy + diccionario_Centroides_Indice_Voronoi (Arg) ;
Arg: Ptsy, Vory;
Encontrar el indice de la celda contenedora
Iyor < Dy [Cercanor];
Calcular la trayectoria de la particula
Arg0 < vuelo_Una_Particula_Obstaculos (Argl, Arg2) ;
Arg0: PP,V Vel, Tgrp, Iy, Door;
Argl: PP, VVel, TRF, I\/m«, VOrv;
Arg2: Dy, Dye,Door, Foe, Feos;
Obtener el vértice mds cercano a la particula
Cercanor < Vory.faces [Iy ] .site;

end while

Actualizar el MSD del sistema
PP, <~ PP|l]; PP, < PP [2];
P, P[l]; P+ P[2];
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128:
129:

130:
131:
132:
133:

134:
135:

MSD « (PP, — P,)* + (PP, — P,)*;
A 7] (Anr [j] % Ny + MSD) / (N + 1) ;
end for
Contabilizar si la trayectoria finalizé correctamente
if Close = false then
Nf = Nf + 1;
end if
end for
return A, Ny

Algorithm 11 diccionario_Centroides_Indice_Voronoi

1:
2
3
4:
5
6

10:

Input
Pts Coordenadas (X,Y) de los centros de Voronoi
Vor Estructura de la teselaciéon de Voronoi
Output
D¢ Diccionario Centro — Indice Voronoi

: procedure GENERAR UN DICCIONARIO QUE DADO EL CENTRO DE VORONOI RE-

GRESE EL INDICE DENTRO DE LA ESTRUCTURA DE VORONOI ASOCIADO A LA
CELDA DE VORONOI QUE GENERO DICHO CENTRO
D¢ < Dict ( ) ;
for i in 1 : length (Pts) do
D¢y [Vor. faces [i] .site] < i;
end for
return D¢y

Algorithm 12 vertices_Cercanos_Voronoi

1:
2
3
4:
5
6

10:
11:
12:
13:
14:

Input
P Punto al que queremos encontrarle sus primeros vecinos
Pts Coordenadas (X,Y) de los sitios del arreglo cuasiperiédico

Output
Vec Coordenadas (X,Y) de los primeros vecinos de P

procedure DADO UN PUNTO P EN EL ESPACIO Y UN CONJUNTO DE PUNTOS DE
UN ARREGLO CUASIPERIODICO, REGRESA LOS PUNTOS MAS CERCANOS A P

Agregamos el punto P al conjunto de puntos del arreglo cuasiperiddico

push! (Pts,P);

Generar la teselacion de Voronoi

Vor < getVoronoiDiagram (Pts) ;

Obtener el indice de la celda de Voronoi asociado a P

Ip + indice_Voronoi_Centroide (P, Vor) ;

Obtener los vecinos a la celda de Voronoi asociado a P

Vec « vecinos_Voronoi (Ip, Vor) ;
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15: Eliminar ol punto P del conjunto de puntos
16: pop!(Pts); > Elimina el 1iltimo elemento
return Vec

Algorithm 13 indice_Voronoi_Centroide

1: Input

2: P Centro de Voronoi

3: Vor Estructura de la teselacién de Voronoi

4: Output

5: Ip Indice de la celda de Voronoi asociada a P

6: procedure OBTENER EL INDICE, DENTRO DE LA ESTRUCTURA DEL TESELADO

DE VORONOI, DE LA CELDA DE VORONOI ASOCIADO A P
e Ip + 1; > Indice para iterar sobre las celdas
Iterar sobre los celdas de Voronot
: while P # Vor. faces [Ip] .site do

10: Ip+ Ip+1;

11: end while
return Ip

Algorithm 14 vecinos_Voronoi

1: Input
2 Iy Indice de la celda de Voronoi
3 Vor Estructura de la teselaciéon de Voronoi
4: Qutput
5 Vec Coordenadas (X,Y) de los primeros vecinos de P
6: procedure OBTENER LAS CELDAS DE VORONOI VECINAS A LA CELDA CON INDICE
Iy
Definir el arreglo donde irdn las celdas vecinas

Vec < [ ];

: Tomar un lado arbitrario de la celda con indice Iy
10: Seg <« Vor. faces [Iy] .outerComponent;
11: Iterar sobre los lados de la celda
12: while true do
13: Obtener las coordenadas del centro de Voronoi de la celda vecina
14: Pt < Seg.twin.incidentFace.site;
15: push!(Vec, Pt) ;
16: Recorrer al siguiente lado de la celda
17: Seg + Seg.next;
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18: Verificar si el nuevo lado es el lado inicial

19: if Seg = Vor.faces [Iy] .outerComponent then
20: break

21: end if

22: end while

return Vec

Algorithm 15 vertice_Cercano

: Input

Vec Sitios del arreglo cuasiperiédico cercanos a un punto de interés

1

2

3 P Punto de interés en el espacio 2D
4: Output

5 Near Sitio mas cercano a P

6

: procedure OBTENER EL SITIO MAS CERCANO A UN PUNTO DE INTERES DADO UN
CONJUNTO DE PUNTOS DE UN ARREGLO CUASIPERIODICO

Obtener el numero de sitios a considerar
N < length (Vec) ;

Definir el arreglo que contendrd las distancia punto-sitio

10: Dist « [ ];

11: Definir diccionario: Distancia —> Indice
12: DD1<—DiCt< );

13: Iterar sobre los sitios

14: for7in1: N do

15: Near < Vec [i];

16: L < |Near — P|;

17: push!(Dist, L) ;

18: Dp; [L] — 1

19: end for

20: Seleccionar el sitio mds cercano
21: m < minimum (Dist) ;

22: j« Dps[m];

23: Near < Vec [j];

return Near

> Sitio candidato

> Distancia minima
> Indice del sitio mas cercano

Algorithm 16 vuelo_Una_Particula_Obstaculos

1: Input

2 P Posicién de la particula

3 V  Velocidad de la particula

4: Tr Tiempo de vuelo de la particula

5 Ic Indice de la celda de Voronoi contenedora
6 Vor Estructura de la teselacién de Voronoi

7 Dy Diccionario Sitios —» Indices
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8: Dy ¢ Diccionario Sitios —> Vecindad Cuadrada
9: Door Vértices del segmento por el que entrd la particula
10: Foc Funcion para el cambio de celda
11: Fes Funcion para actualizar condiciones de la particula
12: OQutput
13: P Posicién de la particula
14: V  Velocidad de la particula
15: Tr Tiempo de vuelo de la particula
16: I Indice de la celda de Voronoi contenedora
17: Door Vértices del segmente por el que entré la particula
18: procedure CALCULAR LA TRAYECTORIA DE LA PARTICULA EN UN INTERVALO DE
TIEMPO
19: while Tr > 0 do
20: Cen < Vor.faces [I¢] .site; > Centro de la celda de Voronoi contenedora
21: Verificar si la celda contenedora estd fuera de la region cuadrada
22: if Dy [Cen] = false then
23: return P, V, T, I, Door
24: end if
25: PP « copy (P); > Copia posicién
26: VV « copy (V); > Copia velocidad
27: DDoor « copy (Door); > Copia segmento de entrada
28: Dg; < Dict (); > Diccionario: Segmento — Indice Vecino
29: Dgc « Dict () ; > Diccionario: Segmento — Centro Vecino
30: Ay —[]; > Arreglo con los vértices de la celda contenedora
31: Obtener un segmento de la celda contenedora
32: Seg < Vor. faces [I¢] .outerComponent;
33: while true do
34: Obtener centro de Voronoi de la celda vecina
35: Vec < Seg.twin.incident Face.site;
36: Iyee < Dy [Vec]; > Indice vecino
37 Obtener los vertices del segmento en turno
38: Pt, «+ Seg.origin.coordinates;
39: Pty < Seg.next.origin.coordinates;
40: push!(Ay,Pty); > Guardar vértice
41: Actualizar diccionarios
42: Dy [Pt1, Pto] < Iyec;
43: Dsco [Ptl, Ptg] + Vec;
44: Seg < Seg.next; > Siguiente segmento
45: if Seg = Vor.faces [I¢].outerComponent; then
46: break > El segmento es el segmento inicial
47: end if
48: end while
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49:
50:
51:
52:
53:
54:
55:
56:
57:
58:
59:

60:
61:
62:
63:
64:
65:
66:
67:
68:
69:

70:
71:

Calcular la trayectoria de la particula
Po, Vo, Trco, Doorg + Foo (Args) 3
Args: PP, VV, Ay, DDoor, Cen, Dgc;
Obtener indice de la celda receptora
Ipc < 0;
if Tro < Inf then
X; < Door¢ [1];
Xy < Door¢ [2];
Ipc <+ Dgr [ X1, Xs];
else Fs una trayectoria cerrada
throw(DeadTrajectory) ;
end if
if Tr — Trc > 0 then
Tp < Tr — Trc;

> Vértice 1 del segmento
> Vértice 2 del segmento
> Indice celda receptora

> Arrojamos un error

> Se cambia de poligono
> Actualizacién de tiempo

P + Pg; > Actualizacién de posicién
V «— Vg > Actualizacién de velocidad
Ic < Ipc; > Actualizacién de poligono contenedor

Door < Door¢;
else No hay cambio de poligono

> Actualizacion segmento entrada

P,V.Door < Fcs (P,V,Ay,Door,Cen,Dgc, TF) ;

return P, V.0, Io,Door
end if

end while
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