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RESUMEN 
 

 

Esta tesis tiene como objetivo principal obtener de manera simple y directa una expresión analítica 

de la energía de condensación 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) de un superconductor (SC) para toda temperatura 𝑇 y 

cualquier acoplamiento interelectrónico utilizando una teoría estadística reciente muy general 

llamada teoría generalizada de condensación Bose-Einstein (GBEC, en inglés) que es esencialmente 

una teoría de un gas ternario bosón fermión (BF) que es completo en el sentido que incluye: i) 

electrones libres; ii) pares de electrones (2eCPs) y/o iii) pares de huecos (2hCPs) apareados por la 

interacción de dos fermiones con la red cristalina iónica subyacente en contraste con las anteriores 

teorías BF incompletas que son binarias por no incluir los 2hCPs.   

     Además de incluir 2hCPs en la teoría GBEC, se puede demostrar que ambos tipos de CPs son 

objetos que obedecen la estadística de Bose y que por tanto pueden sufrir una condensación Bose-

Einstein (BEC, en inglés). Esto contrasta con los “pares correlacionados,” pero no bosónicos, de la 

teoría BCS pues no satisfacen las reglas de conmutación de Bose. 

     La importancia de la energía 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) consiste en que es un indicativo de la estabilidad de la fase 

superconductora (𝑠) que coexiste con la fase normal (𝑛) en el SC cuando está por debajo de su 

temperatura crítica 𝑇𝑐 de transición al estado 𝑠. Es común encontrar el cálculo de 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) a  

temperaturas 𝑇 = 0K, 𝑇 = 𝑇𝑐 y 𝑇 ≳ 0K quedando abierto el problema de encontrar una expresión 

para todo valor de 𝑇.    

     La expresión obtenida aquí para 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) ≤ 0 (como es de esperarse para toda 𝑇) es el resultado 

principal en esta tesis, además de reproducir con gran precisión varios resultados ya conocidos. 

También se ilustra su validez en todo el intervalo de 𝑇 para los casos específicos del niobio (Nb) y el 

aluminio (Al) con la posibilidad de que pueda generalizarse el resultado de 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) (en algún trabajo 

posterior) a otro tipo de superconductores (SCs) sin abandonar la dinámica electrón-fonón.       
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ABSTRACT 

 

 

An exact analytical expression for the condensation energy 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) of a phonon-driven 

superconductor for all absolute temperatures 𝑇 and for any coupling strength is introduced so as to 

calculate the Helmholtz free-energy difference 𝐹𝑠(𝑇) − 𝐹𝑛(𝑇) between superconducting (𝑠) and normal 

(𝑛) phases. This is achieved via a boson-fermion ternary gas theory—called the generalized Bose-

Einstein condensation (GBEC) theory—which includes two-hole Cooper pairs (2hCPs), two-electron ones 

(2eCPs) as well as single, free/unbound electrons. The GBEC formalism turns out to be quite useful in 

dealing with nonzero 𝑇 values of 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) and reproduces several well-known experimental results. An 

expression for the condensation energy per atom is also calculated and applied to aluminum (Al) and 

niobium (Nb) and both results are compared with experimental data.  
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INTRODUCCIÓN 
     Fue en 1911 cuando H. Kamerlingh Onnes descubre el fenómeno de la superconductividad, tres 

años después de licuar el helio a  ≃ 4.2K en su laboratorio en Leiden, Holanda, ya que el helio líquido 

le posibilitó iniciar el estudio de las propiedades físicas de diversos materiales a bajas temperaturas 

entre los cuales eligió al mercurio (Hg) que por su estado líquido puede ser altamente purificado por 

destilación con el propósito de aclarar la especulación que existía entonces de que la resistencia 

eléctrica de los metales muy puros a la temperatura absoluta cero Kelvin (𝑇 = 0K) podría tender a 

cero. Observando que cuando el Hg es enfriado a una temperatura alrededor de los 4.2 K aparece 

una transición abrupta a un estado aparentemente de resistencia eléctrica cero. Onnes describió este 

nuevo estado como superconductor estableciendo además que no tenía conexión con la alta pureza 

del material ya que al agregarle cantidades importantes de impurezas sólo se observó un efecto 

pequeño en la temperatura crítica de transición 𝑇𝑐 al estado 𝑠. Caso contrario cuando se encuentra 

por encima de 𝑇𝑐 o en el estado normal 𝑛 en el que su resistencia eléctrica aumenta 

considerablemente cuando se incrementa el número presente de impurezas [1].   

     Desde entonces el fenómeno de la superconductividad llamó la atención de varios investigadores 

que han tratado de explicarla por medio de diversos modelos teóricos que permitan predecir la 

existencia de SCs con una 𝑇𝑐 del orden de la temperatura ambiente (300K) que faciliten la aplicación 

de este tipo de materiales al desarrollo de una tecnología más eficaz y de bajo costo. 

     Se sabe que un SC convencional exhibe dos propiedades características fundamentales: i) una 

resistencia eléctrica nula y ii) un diamagnetismo perfecto cuando el SC es enfriado por debajo de 𝑇𝑐. 

Un diamagnetismo perfecto significa que el SC no permite penetrar en su interior un campo 

magnético aplicado externamente. Bajo estas dos propiedades los materiales SC se clasifican como: 

a) los de tipo I que por definición excluyen de su interior un campo magnético externo y los b) tipo II 

que excluyen completamente el campo hasta alcanzar el valor 𝐻𝑐1  llamado el campo magnético 

crítico, por encima del valor 𝐻𝑐1  el campo es parcialmente excluido pero en su interior con 

supercorrientes eléctricas que persisten hasta un campo mucho mayor 𝐻𝑐2  sobre el cual el flujo 

magnético penetra completamente la muestra y la fase 𝑠 desaparece [2].    

     Alternativamente los SCs también pueden clasificarse como: 1) órgano-metálicos con 𝑇𝑐′𝑠 que 

rondan 1K y que están constituidos por cadenas paralelas de átomos por lo que se consideran 

materiales de dimensión casi-1D; 2) los orgánicos llamados 𝐸𝑇 (electronic transfer, en inglés) cuyas 

𝑇𝑐’s llegan a los 13K y los cupratos con las 𝑇𝑐′𝑠 más altas hasta hace poco constituidos por planos de 

átomos considerándose materiales casi-2D; y finalmente 3) los SCs 3D que incluyen tanto los 

materiales SC convencionales (e.g., los elementales---i.e., Hg y Pb (plomo)---aleaciones binarias 

simples, etc.) y los llamados exóticos (bismutatos, los de fermiones pesados, fulleruros, etc.) así como 

los hidruros con 𝑇𝑐’s que alcanzan los 203K y más.       
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     Los SCs son ejemplos de materiales que presentan los efectos cuánticos macroscópicos que se 

reflejan en sus propiedades térmicas y electrodinámicas. Para los SCs convencionales, aquí nos 

enfocamos en la energía de condensación del estado 𝑠 para toda 𝑇, o equivalentemente, a la 

diferencia de las energías libres de Helmholtz asociadas a las fases 𝑛, 𝐹𝑛(𝑇), y 𝑠, 𝐹𝑠(𝑇), usando la 

teoría reciente GBEC [3-6] que contiene como casos especiales todas las teorías estadísticas 

conocidas de los SCs entre las que se encuentra la teoría de BCS [7]. Específicamente, aquí se muestra 

cómo dentro de la GBEC surge como caso especial la teoría BCS cuando se toma igual el número de 

pares de Cooper de dos electrones (2eCP) y los de dos huecos (2hCP) reproduciendo así tanto la 

ecuación del gap 𝐸𝑔(𝑇) (energía para romper un 2eCP) para toda 𝑇 y para toda intensidad del 

acoplamiento interelectrónico así como la usual energía de condensación negativa sólo para 𝑇 = 0K 

que asegure la estabilidad del sistema en el estado 𝑠. Esto nos lleva, además por vez primera, a 

resultados analíticos para la energía de condensación de un SC para toda 𝑇.  

     Además de que cualquier material en el estado 𝑠 minimiza la energía libre de Helmholtz 𝐹(𝑇) [2, 

7] tal que las energías libres asociadas a las fases 𝑛 y 𝑠 cumplen con la desigualdad 𝐹𝑠(𝑇) ≤ 𝐹𝑛(𝑇) 

para toda 𝑇, la energía de condensación de un SC por unidad de volumen en d = 1, 2, … dimensiones 

para toda 𝑇 definida como 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) ≡ [𝐹𝑠(𝑇) − 𝐹𝑛(𝑇)]/𝐿
𝑑, donde 𝐿𝑑 es el volumen de la muestra 

en 𝑑 dimensiones, resulta ser varios órdenes de magnitud más pequeña que el de un típico proceso 

atómico que es de ~ eV𝑠. Concretamente, la energía de condensación por átomo a 𝑇 = 0K del Nb es 

~ 2 × 10−6eV/átomo [8] o cinco órdenes de magnitud más pequeña que la energía de ionización del 

átomo de hidrógeno de 13.6 eV. Y para el Al resulta ser ocho órdenes de magnitud más pequeña. 

Estas energías asombrosamente pequeñas, no obstante su pequeñez, llevan a una transición 

macroscópica de fase al estado 𝑠.  

     Estas transiciones de fase se caracterizan en variar la simetría de la estructura atómico-molecular 

y aunque las variables extensivas---e.g., número de moles, volumen, etc.---son continuas (i.e., no hay 

energía de cambio de fase) sus derivadas divergen en el cambio de fase. Más aún, estas variaciones 

de simetría, contrario a las transiciones de primer orden, están relacionadas entre sí.      

     De todo esto se esperaría que cualquier teoría correcta de los SCs debe al menos ser consistente 

con estos hechos empíricos, entre otros.   

     El corrimiento de energía también ocurre en los SCs convencionales y ha sido estudiada tanto en 

teorías macroscópicas [2, 8] como en las microscópicas como la de BCS. Anteriormente, Wada [9] 

Bardeen y Stephen [10] calcularon la energía de condensación basados en la teoría de acoplamiento 

fuerte de G.M. Eliashberg [11, 12] aplicando el formalismo de Nambu [13] con funciones de Green,  

obteniendo así expresiones integrales similares a las encontradas aquí.  

     Es común que en diversas publicaciones, incluyendo libros de texto, solo se reportan cálculos de 

la energía de condensación para tres casos muy particulares: i) a temperatura absoluta cero (0K); ii) 

cuando 0 ≲ 𝑇; y iii) el caso trivial en la temperatura crítica 𝑇𝑐 cuando 𝐹𝑠(𝑇𝑐) ≡ 𝐹𝑛(𝑇𝑐). Pero al tomar 

el caso general para toda 0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝑐 queda por resolverse el problema de hallar en forma simple y 
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directa una expresión analítica de la energía de condensación de un SC para toda 𝑇 sin excluir posibles 

generalizaciones a otro tipo de SCs.  

     Esto se resuelve aquí utilizando la teoría GBEC que, además de lo ya mencionado, tiene el interés 

práctico de predecir altas 𝑇𝑐’s sin abandonar la dinámica electrón-fonón que describe a los SCs 

convencionales. De hecho, esa dinámica parece ser la causa principal, sino la única, de la mayor 

𝑇𝑐  ~ 288K registrada hasta la fecha para cualquier SC como el reportado recientemente para los 

sulfuros de hidrógeno carbonatados C-H-S a altas presiones [14] evitándose así la necesidad de 

recurrir a otros mecanismos de interacción exóticos para describir el fenómeno SC en general.  

     Por tanto, esta tesis se desarrolla con los siguientes objetivos  

Objetivo General   Utilizando la teoría GBEC encontrar una expresión analítica para la energía    

                                   de condensación 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) de un SC para toda 𝑇. 

Objetivos Específicos 

     1.- Utilizando la teoría GBEC obtener las expresiones de las energías libres de Helmholtz asociadas 

a las fases normal, 𝐹𝑛(𝑇), y 𝑠, 𝐹𝑠(𝑇), para demostrar que para toda 0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝑐 se satisface la 

desigualdad 𝐹𝑠(𝑇) ≤ 𝐹𝑛(𝑇). 

     2.- A partir de las energías libres de Helmholtz obtenidas con la teoría GBEC determinar 

directamente la energía de condensación de un SC e ilustrar el resultado en los casos específicos del 

Nb y el Al para toda 0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝑐. 

     Para alcanzar estos objetivos la tesis está compuesta de los siguientes capítulos y contenidos: 

     En el CAPÍTULO I se introduce la notación y los conceptos utilizados a lo largo de este trabajo 

iniciando así con una breve reseña histórica que enfatiza el proceso y método científico que se siguió 

para el descubrimiento del fenómeno de la superconductividad que ha contribuido  notablemente al 

desarrollo de la ciencia y la tecnología. Basta decir que el comportamiento mismo de los SCs fue 

desconcertante y un reto el tratar de describirlos por los teóricos desde principios del siglo pasado. 

Por otra parte, en lo que respecta a su aplicación dentro de la tecnología podemos enumerar: a) la 

separación magnética de los materiales sólidos contaminantes en el agua, b) la fabricación de 

dispositivos para el análisis estructural del concreto, de polímeros y de algunos metales, que permiten 

la detección de posibles fisuras en su interior y c) los trenes de levitación magnética (maglev, en 

inglés) que alcanzan velocidades de hasta 603 km/h.  

     Se da una descripción general de los fundamentos y resultados principales de la teoría BCS  del año 

1957 que evidencian su importancia y trascendencia ya que desde entonces ha sido el punto de 

referencia y la base de diversas teorías que describen el comportamiento SC de materiales con 𝑇𝑐’s 

mucho mayores que las predichas por la teoría BCS.  

     Este capítulo finaliza con la descripción esquemática de las mediciones experimentales de: i) el 

característico gap en el espectro electrónico de energía de un SC y ii) el de la cuantificación del flujo 
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magnético que determina la carga de los bosones compuestos CPs que componen la supercorriente 

neta del SC.    

     El CAPÍTULO II es un antecedente para el cálculo de la energía de condensación 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) de un SC 

para toda 𝑇 en el que se introduce su definición a partir de las energías libres de Helmholtz asociadas 

a las fases 𝑛, 𝐹𝑛(𝑇) y 𝑠, 𝐹𝑠(𝑇).  Como ejemplo de esto se muestran los datos de 𝐹𝑛(𝑇) y 𝐹𝑠(𝑇) para el 

Al en el intervalo 0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝑐 ≃ 1.18K que motivaron este trabajo.                             

     Posteriormente, a partir de la energía libre de Helmholtz por unidad de volumen 𝐹(𝑇)/𝐿𝑑 de un 

SC se calcula 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) a 𝑇 = 0K con la termodinámica clásica. El capítulo finaliza con los cálculos 

realizados en la Ref.[7] para 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇 = 0). Como se demuestra más adelante estos resultados se 

logran con  gran precisión con la teoría GBEC.        

     El CAPÍTULO III inicia con un resumen de la teoría GBEC y sus resultados principales que enfatizan  

la vasta generalidad de ésta teoría estadística. A continuación, a partir de la teoría GBEC y solo para 

el caso de igual número de 2eCPs y 2hCPs, encontramos cómo la GBEC contiene como caso especial 

la teoría BCS [3], llevándonos a los resultados analíticos de la 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) de un SC para toda 𝑇 y no solo 

a 𝑇 = 0K que ya es bien conocido. Para esto se encuentra: i) el gran potencial Ω para la GBEC asociado 

a las fases 𝑛, Ω𝑛, y 𝑠, Ω𝑠, para toda 𝑇 que luego son utilizados para obtener ii) las energías libres de 

Helmholtz 𝐹𝑛(𝑇) de las fases 𝑛 y 𝑠 𝐹𝑠(𝑇) que finalmente llevan al resultado esperado de iii) una 

expresión analítica de la energía de condensación por unidad de volumen de un SC que satisface la 

desigualdad 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) = [𝐹𝑠(𝑇) − 𝐹𝑛(𝑇)]/𝐿
𝑑 ≤ 0 para toda 𝑇 incluyendo 𝑇 = 0K. 

    En el CAPÍTULO IV se compara la energía de condensación 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) de un SC obtenida de la teoría 

GBEC con resultados de otros autores. Finalmente, para ejemplificar e ilustrar la validez de nuestro 

resultado se comparan los valores teóricos y experimentales de la energía de condensación del Al y 

Nb en el intervalo 0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝑐 observándose que los resultados de la expresión analítica que se 

obtuvo aquí concuerdan aceptablemente con los datos empíricos.  

     En los Apéndices A, B y C se muestran los resultados que justifican el comportamiento del 

integrando 𝐼(𝜉, 𝑇) de la energía de condensación 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) en función de las variables de la energía 

 𝜉 y de 𝑇 que permiten graficar 𝐼(𝜉, 𝑇) así como la ubicación de las energías libres de Helmholtz de 

las fases 𝑛, 𝐹𝑛(𝑇) y 𝑠, 𝐹𝑠(𝑇) para toda 𝑇. Estos resultados son 

 Apéndice A    El integrando 𝐼(𝜉, 𝑇) en 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) es estrictamente creciente en la energía 

                          𝜉 para toda  𝑇. 

 

Apéndice B    Expresión analítica de ∂I(ξ, T) 𝜕𝑇⁄ . 

Apéndice C    Las energías libres de Helmholtz de las fases 𝑛 y 𝑠 satisfacen la desigualdad 

 𝐹𝑠(𝑇) ≤ 𝐹𝑛(𝑇) para toda 0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝑐.  
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                     Apéndice D   Demostración de la equivalencia de la expresión analítica para la energía de 

                                             condensación 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) de un SC BCS dentro de la teoría GBEC con un resul- 

                                             tado de Fetter & Walecka (1971). 

     Por último se dan las CONCLUSIONES y la BIBLIOGRAFÍA que sirvió de apoyo para realizar esta 

tesis.  
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CAPÍTULO I    ANTECEDENTES Y CONCEPTOS     

                               FUNDAMENTALES 
 

En este capítulo se introduce la notación y los conceptos utilizados a lo largo de este trabajo iniciando 

así con una breve reseña histórica que enfatiza el proceso y método científico que se siguió para el 

descubrimiento del fenómeno de la superconductividad. Además de una descripción general de los 

fundamentos y resultados principales de la teoría BCS del año 1957 que evidencian su importancia y 

trascendencia ya que desde entonces ha sido el punto de referencia y la base de diversas teorías que 

describen el comportamiento SC de materiales con 𝑇𝑐’s mucho mayores que las predichas por la 

teoría BCS. El capítulo finaliza con la descripción esquemática de las mediciones experimentales de: 

i) el característico gap en el espectro electrónico de energía de un SC y ii) el de la cuantificación del 

flujo magnético que determina la carga de los bosones compuestos CPs que componen la 

supercorriente neta del SC.   

  

 

1.1    Temperaturas cercanas al cero Kelvin (𝟎𝐊) ¿zona realmente 
    muerta? 

  
A pesar de que el cosmos que nos rodea es un gigantesco refrigerador natural que evita que nos 
dañen los rayos del Sol es común que la mayoría somos poco conscientes de la importancia y 
repercusión de las bajas temperaturas en nuestra vida cotidiana. Desconociendo que el frío creado 
artificialmente ha facilitado la obtención de oxígeno para la metalurgia moderna, la construcción de 
enormes imanes superconductores destinados a posibilitar el proceso de la energía termonuclear 
controlada, el surgimiento de una nueva rama de la medicina llamada criocirugía, la producción de 
aparatos de alta sensibilidad que permiten tanto la detección de radioseñales así como la medición 
de campos magnéticos en un amplio intervalo de intensidades, la creación de supercomputadoras y 
un gran número de aplicaciones más cuando se entendieron los fenómenos físicos que surgen en la 
región de temperaturas cercanas al cero absoluto (i.e., física de bajas temperaturas). ¿Qué los obligó 
a dedicarse a esta actividad? En la primera etapa no fueron consideraciones de utilidad práctica---ya 
que en realidad ¿quién se atrevería afirmar que Kamerlingh Onnes quería obtener helio líquido para 
enfriar sistemas magnéticos SCs si en aquel tiempo nadie conocía la superconductividad?--- 
simplemente la curiosidad cuya recompensa fue la satisfacción de ser el primero en llegar a conocer 
algo que antes nadie conocía [15]. 
     A partir de entonces muchos investigadores se dieron cuenta que la región de bajas 𝑇’s resultó ser 
no tan "muerta" para los fenómenos físicos como se pensaba cien años atrás “todo movimiento se 
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interrumpe, todo se congela, y se puede poner un punto final.” Descubriendo la existencia de un gran 
número de fenómenos físicos al enfriar diversas sustancias por debajo de la temperatura del helio 
líquido, entre éstos: los líquidos que nunca se congelan, el comportamiento de la conducción eléctrica 
de los metales, la superconductividad, la superfluidez, el magnetismo (que resultó ser propio de casi 
todas las sustancias de la naturaleza), etc. Como cada uno de estos fenómenos implican múltiples 
problemas teórico-prácticos, tuvo como consecuencia que la física de bajas 𝑇’s empezara a 
considerarse una nueva rama de las ciencias naturales [15].  
     Algunas de estas propiedades macroscópicas de la materia que se mencionaron son el resultado 
del comportamiento cuántico peculiar de muchas partículas que componen un sistema. En este caso 
particular los conocimientos obtenidos del comportamiento de la materia a 𝑇 ≳ 0K se aplican tanto 
a nivel microscópico como a escalas astronómicas, por ejemplo, desde el modelo de los núcleos que 
conforman un superfluido hasta el de las estrellas de neutrones. Con respecto a este tipo de estrellas 
es importante notar que debido a su extraordinaria densidad, que los hoyos negros son los objetos 
más densos del Universo, es posible que en su interior los fermiones puedan formar pares con alguna 
interacción atractiva que conformarán superfluidos y SCs tipo II con una 𝑇𝑐 ~ 5 × 10

8K, siendo así los 
SCs con la 𝑇𝑐 más alta conocida [15].   

  

 1.2    Bajas temperaturas y el descubrimiento de la  

      superconductividad 

 
     A finales del siglo XIX dos científicos europeos, el inglés James Dewar y el holandés Onnes, estaban 

enfrascados en una carrera por conseguir algún sistema con la temperatura más baja posible que los 

llevó a la investigación de la licuefacción de uno de los gases permanentes, el hidrógeno. 

     Finalmente Dewar consiguió licuar el hidrógeno en 1898 logrando así alcanzar la temperatura de 

≃ 21.2K, la más baja hasta ese momento. No obstante, en 1896 ya se tenía el antecedente del 

descubrimiento de vestigios de un nuevo gas en nuestro planeta que hasta ese momento solo se 

había detectado en el Sol: el helio. Esto dio a Onnes una segunda oportunidad que no desaprovechó 

ya que en 1908 logró licuar el helio y así la posibilidad de enfriar materiales hasta temperaturas de 

≃ 4.2K [1]. 

     Estos logros permitieron el estudio del comportamiento de diversos sistemas a bajas temperaturas 

ya que la manera habitual de poder mantener una sustancia enfriada a una cierta temperatura es 

ponerla en contacto con otra a temperatura constante. Esto se consigue si ésta última está sufriendo 

una transición de fase de primer orden (e. g., de sólido a líquido o de líquido a gas) en la que coexisten 

dos fases. En la Figura 1.1 se muestra un dispositivo estándar para realizar experimentos a bajas 

temperaturas [16].  

     Estos dispositivos permiten el enfriamiento de materiales conocidos como sistemas criogénicos 

que basan su funcionamiento en las temperaturas de ebullición de diferentes líquidos llamados 

líquidos criogénicos. En la actualidad se desarrollan otros sistemas de refrigeración basados en 
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criorrefrigeradores con los que es posible alcanzar estas temperaturas aunque su eficiencia es todavía 

muy baja. 

 

 

Fig. 1.1 Dispositivo experimental estándar usado para experimentos a baja temperatura. 

Este consiste en dos llamados Dewars, el exterior contiene hidrógeno líquido y el interior 

helio líquido. El helio tiene una temperatura de ebullición de ≃ 4.2K a presión 

atmosférica. La temperatura puede ser disminuida hasta alrededor de 1K cuando se 

disminuye la presión. La muestra simplemente se cuelga en el helio líquido y es soportada 

por los cables de medición. Figura tomada de la Ref.[16]. 

 

1.3    Superconductividad: Resistencia eléctrica cero 

     Una vez que Onnes licuó el helio logró que su laboratorio en la Universidad de Leiden (Fig. 1.2) 

fuera el único lugar en el mundo en el que se podían alcanzar las temperaturas más bajas (de hasta 

3K) se  propuso dar respuesta a uno de los dilemas en la física de principios del siglo XX: ¿Qué ocurre 

H líquido 

He líquido 

Muestra 

Cables de 

Medición 

Ventilador 

o bombeo Tapón de caucho 

Dewar de 

doble pared 
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con la resistencia eléctrica de un metal cuando nos aproximamos al cero absoluto de temperatura? 

Por esos años se habían planteado tres teorías, una que predecía que la resistencia eléctrica tendería 

a cero, otra que indicaba que alcanzaría un valor mínimo constante y una tercera que predecía un 

fuerte aumento por debajo de una cierta temperatura [1]. 

 

 

 

Fig.1.2 Kamerlingh Onnes (izquierda) junto a van der Waals. Recibió Onnes el Premio 

Nobel de Física en 1913 “por sus investigaciones sobre las propiedades de la materia a 

bajas temperaturas que llevaron, entre otras cosas, a la obtención del helio líquido”, logro 

que llevó posteriormente al descubrimiento de la superconductividad. Fue el precursor 

de un nuevo estilo de hacer ciencia reconociendo por primera vez la gran importancia de 

las infraestructuras y la plantilla técnica. El personal de su laboratorio en la Universidad 

de Leiden, Holanda, estaba a la vanguardia de muchos de los grandes experimentos 

científicos de la época. Su lema “Door meten tot weten” en holandés (“Hacia el 

conocimiento mediante la medida”) refleja la importancia que dio al trabajo experimental 

combinado con un riguroso programa científico y una base teórica sólida. Foto tomada de 

la Ref.[1]. 
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     Las primeras medidas en muestras de oro (Au) y plata (Ag) mostraron que su resistencia eléctrica 

a muy bajas 𝑇’s alcanzaba un valor constante y que además era fuertemente dependiente del nivel 

de impurezas que contenía la muestra. Buscando un metal con un alto grado de pureza eligió el Hg 

con la ventaja que a temperatura ambiente se encuentra en el estado líquido que facilita su proceso 

de purificación y destilación. 

     El 8 de abril de 1911 Onnes escribió en su cuaderno de laboratorio: “La resistencia eléctrica del 

mercurio se hace cero.” En la Fig. 1.3 se muestran los resultados de la resistencia eléctrica del Hg en 

función de 𝑇. Posteriormente se observó este mismo comportamiento en otros metales como el Pb, 

estaño (Sn) y talio (Tl) y tuvo conciencia de haber descubierto un nuevo estado de la materia que él 

llamó “superconductividad.” Por sus trabajos a bajas temperaturas recibió el Premio Nobel de Física 

en 1913 [1]. 

 

 

Fig. 1.3 Gráfica obtenida por H. K. Onnes cuando descubrió el fenómeno de 

la superconductividad en el Hg. La ordenada es la resistencia en Ohms y la 

abscisa la temperatura en Kelvin. Figura tomada de la Ref.[1].  
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     Fue en 1914 cuando logró inducir una corriente eléctrica en un anillo de Pb, a una temperatura 

por debajo de 𝑇𝑐, observando que esta corriente se mantenía indefinidamente comprobando así que 

la resistencia eléctrica era cero o casi cero. 

     Para que un SC tenga resistencia eléctrica nula (o casi nula) es necesario enfriarlo por debajo de 

una cierta temperatura crítica 𝑇𝑐 y asimismo la corriente máxima que puede transportar debe ser 

también menor que un cierto valor característico llamada corriente crítica. De manera análoga ocurre 

con el campo magnético aplicado al SC que puede inducirlo a una transición del estado 𝑠 al estado 𝑛 

si se superan ciertos valores característicos llamados campos críticos magnéticos. En la tabla I se 

enlistan los valores de 𝑇𝑐 de algunos elementos.  

 

 

Tabla I. El asterisco denota un elemento SC en películas delgadas o una modificación cristalina bajo 

alta presión que usualmente no es estable. Datos por cortesía de B.T. Matthias, revisados por T. 

Geballe. Tabla tomada de la Ref.[2]. 

 

 

 

 

   𝟏𝟎−𝟒  
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     Transcurrieron casi cincuenta años hasta que BCS describieron formalmente el fenómeno de la 

superconductividad para SCs convencionales. Recibiendo por este trabajo el Premio Nobel de Física 

en 1972, siendo una de sus principales aportaciones suponer un comportamiento atractivo entre los 

electrones de conducción que interactúan con la red iónica de un metal ya que según la teoría BCS 

por debajo de 𝑇𝑐 crítica los electrones se “correlacionan” en parejas 2eCPs por el intercambio de un 

fonón de manera que pueden moverse a lo largo de la red evitando así que se disipe energía.  

     Cuando entonces sólo se conocía el hecho que al aplicar un campo eléctrico a un conductor normal 

se produce el movimiento neto de los electrones sueltos que pierden gran parte de su energía por 

colisiones con los fonones producidos por los átomos de la red en vibración. 

     El acoplamiento entre un par de electrones por su interacción con la red iónica del metal ocurre  

cuando un electrón interactúa con la red y la deforma; un segundo electrón ve esta deformación y se 

ajusta a sí mismo para tomar ventaja de dicha deformación y minimizar su energía. Por consiguiente, 

se dice que el segundo electrón interactúa con el primero vía la deformación de la red. 

     En 1986 tuvo lugar la última novedad en el campo de la superconductividad, Bednorz y Müller 

(Premios Nobel de Física en 1987) descubrieron que ciertos cerámicos eran SCs con 𝑇𝑐’s críticas por 

encima de los límites que marcaba la teoría BCS. En estas familias conocidas como SCs de altas 𝑇′𝑠 se 

descubrieron los primeros SCs que podían refrigerarse más económicamente con nitrógeno líquido, 

en lugar de helio. En el estudio de este nuevo tipo de SCs los portadores de corriente siguen siendo 

los CPs (2eCPs y/o 2hCPs) que se han formado a través del mecanismo de interacción de cada fermión 

con la red. Sin embargo, este mecanismo de interacción aún no se ha especificado en su totalidad. 

 

1.4    Generalidades de la teoría de la superconductividad  

     publicada en 1957 por Bardeen, Cooper y Schrieffer (BCS)  

     Esta teoría tiene una amplia aplicabilidad desde los átomos ultra enfriados He3 en su fase 

condensada, SCs metálicos tipo I y tipo II, hasta los SCs de alta temperatura basados en planos de 

iones del cuprato que supone la existencia de una función de onda BCS compuesta por pares de 

fermiones con momento �⃗⃗� ↑ y −�⃗⃗� ↓, que al ser tratadas en la teoría BCS proporcionan tanto la 

descripción del comportamiento SC observado en los metales así como los gaps del espectro 

electrónico de energía para 𝑇 = 0K. La función de onda isótropa de este apareamiento fermiónico 

es conocida como apareamiento onda-s, que aunque existen otras formas posibles de apareamiento 

entre partículas con la teoría BCS éstas no se consideran aquí [2]. 

     Al utilizar la función de onda-s dentro de la teoría BCS se obtienen específicamente los siguientes 

resultados [2] 

 1.- Una interacción atractiva entre electrones puede llevar a un estado fundamental separado de los 

estados excitados por un gap de energía. El campo crítico, las propiedades térmicas y la mayoría de 
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las propiedades electromagnéticas son consecuencia de la formación de este gap en el espectro 

electrónico de energía. 

 2.- La interacción electrón-red-electrón nos lleva a un gap 𝐸𝑔 ≡ 2∆(0) de energía a 𝑇 = 0 de 

magnitud 2∆(0) ≃ 3.53𝑘𝐵𝑇𝑐, donde ∆(0) ≡ ∆(𝑇 = 0) ≡ ∆0 es la brecha a 𝑇 = 0K y 𝑘𝐵 la constante 

de Boltzmann. Este gap de energía se interpreta como la energía necesaria para romper un CP y en 

la tabla II se enlistan los valores del gap a 𝑇 = 0K de algunos elementos.  

 

 

Tabla II. Gaps de energía en los superconductores a temperatura 𝑇 = 0K. Tabla tomada de la Ref.[2]. 

 

 3.- La profundidad de penetración y la longitud de coherencia emergen como una consecuencia 

directa de la teoría BCS. La ecuación de London es obtenida para campos magnéticos que varían 

ligeramente en el espacio. Por consiguiente el fenómeno central del estado SC, el efecto Meissner, 

se obtiene de manera natural. 

 4.- La temperatura de transición al estado 𝑠 de un elemento o una aleación involucra la densidad de 

estados electrónicos por espín en el nivel de Fermi 𝑁(𝐸𝐹) ≡ 𝑁(0) y la interacción atractiva neta 𝑉 

electrón-red que puede ser estimada de la resistividad eléctrica del SC en el estado normal, esto es 

porque la resistividad a temperatura ambiente es una medida de la interacción electrón-fonón. Para 

𝑁(𝐸𝐹)𝑉 ≪ 1 la teoría BCS obtiene  

Gaps de energía en varios superconductores a 𝑻 = 𝟎𝐊 

𝑬𝒈(𝟎) 𝐢𝐧 𝟏𝟎
−𝟒 𝐞𝐕 

𝑬𝒈(𝟎)/𝒌𝑩𝑻𝒄 
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                𝑇𝑐 ≃ 1.13(ℏ𝜔𝐷/𝑘𝐵)exp[−1/𝑁(𝐸𝐹)𝑉] = 1.13𝑇𝐷exp[−1/𝑁(𝐸𝐹)𝑉]                           (1.1) 

donde 𝑇𝐷 ≡ ℏ𝜔𝐷/𝑘𝐵 es la temperatura de Debye y 𝜔𝐷 la frecuencia de Debye. El resultado para 𝑇𝑐 

es verificado, al menos cualitativamente, por los datos experimentales. 

 5.- El flujo magnético a través de un anillo superconductor está cuantificado y la unidad efectiva de 

carga es 2e en lugar de e. El estado fundamental BCS involucra pares de electrones; es por esto que 

la cuantización del flujo dado en términos de 2e es una consecuencia de esa teoría.  

 

1.5    Medición experimental de la brecha (gap, en inglés) en el   

     espectro electrónico de energías de un superconductor (SC) 
 

     En la Fig. 1.4 se muestra el esquema del dispositivo experimental para determinar el gap de energía 

del Al en el que se mide la corriente en función del voltaje que pasa a través de la unión metal normal-

aislante-SC. Si inicialmente se consideran dos metales en el estado 𝑛 (no SC) separados por una capa 

de material aislante como el óxido de aluminio con un espesor de unos pocos nanómetros, no mayor 

~10nm, el aislante entre los metales forma una barrera que evita el paso de la mayor parte de los 

electrones a través de la unión. No obstante, las ondas pueden atravesar la barrera por el efecto 

túnel, incluso cuando la energía de la onda es menor que la de la propia barrera [16]. 

     Por tanto, cuando los materiales en ambos lados de la barrera son metales normales la corriente 

de los electrones que atraviesan la capa aislante por el efecto túnel cumple con la ley de Ohm aun 

cuando se aplican pequeños voltajes. Pero en el caso en el que uno de los metales es normal y el otro 

es SC no se produce corriente a la temperatura 𝑇 = 0K a menos de que el voltaje aplicado V sea 

mayor que el voltaje crítico Vc = 𝐸𝑔/2𝑒, en donde 𝐸𝑔 es el gap del SC. En la Fig. 1.5 se muestran las 

gráficas de la corriente en función del voltaje para ambos casos. Nótese que la corriente salta 

bruscamente cuando la energía de 2𝑒V𝑐  es absorbida por el 2eCP y se rompe siendo por esto que el 

gap de energía del SC se determina directamente cuando se mide el voltaje crítico Vc. Típicamente el 

gap de energía en un SC es mucho menor que el gap de energía de un semiconductor que es del 

orden ~ 1eV. 

     Con el siguiente dispositivo experimental se han medido directamente las energías del gap 𝐸𝑔(𝑇) 

de un SC en función de la temperatura, energía que se define en función de la brecha ∆(𝑇) como  

                                                          𝐸𝑔(𝑇) ≡ 2∆(𝑇).                                                                                        (1.2)   

En la Fig. 1.6 se muestran los valores experimentales del gap en función de la temperatura de los 

materiales SCs BCS como el Sn, tántalo (Ta) y Nb.  
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Fig. 1.4 En A) se muestra un portaobjetos de vidrio de un microscopio con una tira de aluminio 

depositada por vaporización en el centro. Tan pronto como la película delgada de aluminio es 

expuesta al aire se forma una capa protectora aislante de óxido en su superficie. El grosor de la capa 

de óxido depende de diversos factores tales como el tiempo, temperatura y humedad. En B) uno ve 

que se ha formado el óxido adecuadamente, por evaporación se depositan tiras cruzadas de aluminio 

sobre la primera película, obteniéndose un sándwich de óxido entre las dos películas metálicas. La 

corriente se pasa a lo largo de la película superior de aluminio, después a través del óxido y 

finalmente por la otra película, mientras que la caída de voltaje a través del óxido es monitoreada. 

C) Un diagrama esquemático del circuito con el que se han medido las corrientes y voltajes 

característicos del arreglo tipo capacitor formado por dos películas de aluminio y óxido. Cuando el 

grosor del óxido es menor a 5nm una corriente directa apreciable fluirá a través del óxido. Figura 

tomada de la Ref.[16]. 
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Salida de corriente 
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Fig. 1.5 A) Diagrama de energía de dos metales separados por una barrera. Las energías de 

Fermi en los dos metales están en diferentes niveles debido a la diferencia de voltaje aplicado 

entre los metales. Solamente los electrones del metal a la izquierda en el intervalo de energía 

e ∙ V𝑎𝑝𝑙 pueden hacer una transición al metal del lado derecho porque solo estos electrones se 

pueden encontrar con estados vacíos de energía. El Principio de Pauli permite solamente un 

electrón en cada estado cuántico. B) El metal a la derecha es ahora SC y un gap de energía 

2∆(𝑇) se ha abierto en el espectro electrónico. Ningún electrón en un superconductor puede 

tener una energía tal que pudiese aparecer dentro del gap. Los electrones del metal de la 

izquierda pueden experimentar el efecto túnel a través de la barrera pero no pueden entrar en 

el metal de la derecha cuando el voltaje aplicado es menor a ∆/e, debido a que los electrones 

se encuentran en un estado o en un intervalo prohibido de energía. Cuando el voltaje aplicado 

excede ∆/e la corriente empezará a fluir. C) Un esquema característico corriente-voltaje. 

Cuando ambos metales están en el estado normal la corriente es simplemente proporcional al 

voltaje. Cuando un metal es SC la gráfica característica corriente-voltaje es alterada de manera 

drástica. La forma exacta de la curva depende del espectro electrónico de la energía en el SC. 

Figura tomada de la Ref.[16].     
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Figura 1.6 Valores observados de la energía del gap adimensional 𝐸𝑔(𝑇)/𝐸𝑔(0) como función de 

la temperatura 𝑇/𝑇𝑐. La curva sólida representa el valor teórico predicho por la teoría BCS. Figura 

tomada de la Ref.[2]. 

 

 

1.6    Medición experimental del flujo magnético cuantificado  

     en un SC 

     Deaver y Fairbank [17] en la Universidad de Stanford en los EUA encontraron el flujo magnético 

cuantizado de un SC en 1961 al mismo tiempo que Doll y Näbauer [18] en Alemania. 

     En el experimento de Deaver y Fairbank, Fig. 1.7, se utilizó como SC un cilindro pequeñito que se 

construyó galvanizando una delgada capa de estaño sobre un alambre de cobre de un centímetro de 

longitud, N.° 56 (1.3 × 10−3cm de diámetro). El estaño se hace SC a una temperatura inferior a 3.8K 
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mientras que a esta temperatura el cobre sigue siendo un metal normal. Se colocó el alambre en un 

campo magnético débil controlado y se redujo la temperatura hasta que el estaño pasó al estado 𝑠. 

Entonces se retiró la fuente externa que producía el campo. Sería de esperar que esto generase una 

corriente cuyo campo magnético se opone a que varíe el flujo del campo magnético en el interior, ley 

de Lenz. El cilindro debería tener ahora un momento magnético proporcional al flujo en su interior. 

El momento magnético se midió moviendo hacia arriba y hacia abajo (como la aguja de una máquina 

de coser, pero a una media de 100 ciclos por segundo) el alambre entre un par de pequeñas bobinas 

en los extremos del cilindro de estaño. El voltaje inducido en las bobinas es una medida del momento 

magnético de la película superconductora anular [19]. 

 

 

 

Fig. 1.7 Esquema del dispositivo con el que fue descubierta la cuantificación del flujo magnético en 

películas superconductoras anulares  (B.S Deaver y W.M. Fairbank, 1961). Figura tomada de la Ref.[15] 

 

 

     Cuando Deaver y Fairbank hicieron su experimento encontraron que el flujo magnético Φ ≡

∬ 𝑩 ∙ 𝑑𝑨
𝐴

 a través de una superficie 𝐴 limitada por una curva cerrada Γ dentro del anillo SC estaba 

cuantizado, con la curva cerca del centro de su sección y nunca cerca de la superficie (Fig. 1.8), y cuya 

unidad básica era solamente la mitad del valor predicho por London. Doll y Näbauer obtuvieron el 

mismo resultado. Al principio esto resultó sorpresivo pero de acuerdo con la teoría BCS la 𝑞 que 

aparece en la ecuación 

                                                                      2𝜋𝑛ℏ = 𝑞Φ                                                                           (1.3) 

es la carga de un par de electrones 2e, 𝑛 ∈ ℕ y ℏ la constante de Planck. Por tanto, el flujo magnético 

unitario mínimo es 
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                                                                    Φ0 ≡ 𝜋ℏ/𝑞𝑒                                                                            (1.4) 

 

donde 𝑞𝑒 es la carga del electrón. 

 

 

Fig. 1.8 La curva Γ dentro del anillo superconductor. Figura tomada de la Ref.[19]. 
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CAPÍTULO 2    ENERGÍA DE CONDENSACIÓN  

                                𝑬𝒄𝒐𝒏𝒅(𝑻) DE UN SUPERCONDUCTOR 
 

 

Este capítulo es un antecedente para el cálculo de la energía de condensación 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) de un SC para 

toda 𝑇 en el que se introduce su definición a partir de las energías libres de Helmholtz asociadas al 

estado 𝑛, 𝐹𝑛(𝑇) y 𝑠, 𝐹𝑠(𝑇). Posteriormente, a partir de la energía libre de Helmholtz por unidad de 

volumen 𝐹(𝑇)/𝐿𝑑 de un SC se calcula 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇 = 0) a 𝑇 = 0K con la termodinámica clásica. El 

capítulo finaliza con los cálculos realizados en la Ref.[7] para 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇 = 0).       

 

2.1    𝑬𝒄𝒐𝒏𝒅(𝑻) para toda temperatura 𝑻           

     Uno de los principales fundamentos que sustentan cualquier teoría o formalismo utilizado para el 

estudio y comprensión de cualquier sistema es la justificación que a lo largo de un proceso físico 

cumple el Principio de energía mínima. Se sabe que en un material SC a cualquier 𝑇 por debajo de la 

temperatura crítica 𝑇𝑐 coexisten las fases 𝑛 y 𝑠, asumiendo predominantemente fase  𝑠 que a la fase 

𝑛 cuando disminuimos la temperatura por debajo de 𝑇𝑐, y viceversa cuando nos aproximamos a 𝑇𝑐. 

La coexistencia de estas dos fases se debe a que en un SC a 𝑇 < 𝑇𝑐 una fracción de los electrones de 

conducción estarán apareados formando 2eCPs mientras el resto se mantienen libres, aumentando 

la fracción de 2eCPs conforme disminuimos la temperatura.  

     Por otra parte, la entropía asociada a un sistema decrece conforme disminuye la temperatura, así 

en un SC que se encuentra a una temperatura menor que 𝑇𝑐 las entropías asociadas a la fase 𝑛, S𝑛, y 

S𝑠 a la fase 𝑠 además de tener un comportamiento decreciente conforme disminuye 𝑇 satisfacen la 

desigualdad S𝑠 ≤ S𝑛 para toda  0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝑐 lo que indica que la fase 𝑠 es más ordenado que la fase 𝑛 

en todo el  intervalo de 𝑇. Esto se ilustra con los datos experimentales del Al en la Fig. 2.1 donde se 

muestra la entropía S del aluminio asociada a las fases 𝑛 y 𝑠 en función de la temperatura. Nótese 

que la entropía para la fase 𝑛, S𝑛, se ubica por encima de la entropía S𝑠 de la fase 𝑠 para toda 0 ≤

𝑇 ≤ 𝑇𝑐 ≃ 1.180K.  
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Fig. 2.1 Entropía S del aluminio de las fases normal y 𝑠 como función de la temperatura. La entropía es 

menor para la fase 𝑠 porque en esta fase los electrones están más ordenados que en la fase 𝑛. A 

cualquier temperatura por debajo de la temperatura crítica 𝑇𝑐  la muestra puede ser puesta en el estado 

𝑛 aplicando un campo magnético mayor o igual al del campo magnético crítico 𝐵𝑎𝑐 , i.e., el campo 

magnético necesario para destruir el estado 𝑠 a una cierta temperatura. Figura tomada de la Ref.[2].  

 

     Las energías libres de Helmholtz para las fases 𝑛, 𝐹𝑛(𝑇), y 𝑠, 𝐹𝑠(𝑇), ver Fig. 2.2, satisfacen la 

desigualdad 𝐹𝑠(𝑇) ≤ 𝐹𝑛(𝑇), como la energía libre de Helmholtz 𝐹 ≡ E − 𝑇S donde E es la energía 

interna del sistema y S su entropía se define la energía de condensación 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) por unidad de 

volumen en d dimensiones   

                                                𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) ≡ [𝐹𝑠(𝑇) − 𝐹𝑛(𝑇)]/𝐿
𝑑.                                                                  (2.1) 

     La motivación e interés por calcular la energía de condensación de un SC surge después del análisis 

cualitativo y cuantitativo de las energías libres de Helmholtz de las fases 𝑛 y 𝑠 del Al [2] que se 

muestran en la Fig. 2.2. La importancia de cuantificar la energía de condensación de un SC se basa  

principalmente en que este valor implica la estabilidad de las dos fases presentes, 𝑛 y 𝑠, del SC.  
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Figura 2.2 Valores experimentales de la energía libre de Helmholtz en función de la temperatura para 

el aluminio en la fases 𝑠 y 𝑛. Debajo de la temperatura de transición 𝑇𝑐 = 1.180K la energía libre es 

menor para la fase 𝑠. La curva 𝐹𝑠 es medida en un campo magnético nulo y 𝐹𝑛 es medida en un campo 

magnético que es lo suficientemente intenso para poner a la muestra en el estado 𝑛. Figura tomada 

de la Ref.[2].  

 

 

2.2    𝑬𝒄𝒐𝒏𝒅(𝑻 = 𝟎𝐊) de un SC por la termodinámica clásica 

     Cuando un sistema SC sufre una transición del estado 𝑛 al 𝑠 mediante un proceso termodinámico 

reversible es posible obtener la diferencia de entropía, o de la energía libre de Helmholtz, entre 

ambos estados midiendo el campo magnético crítico 𝐻𝑐 ≡ 𝐵𝑎𝑐/𝜇0 que se define como el campo 

magnético aplicado sobre un SC tipo I para destruir el estado 𝑠. Es por esto que 𝐻𝑐 también puede 

entenderse como el campo crítico que está directamente relacionado con la estabilidad 

termodinámica del estado 𝑠. La estabilidad de la energía libre de Helmholtz asociada al estado 𝑠 

típicamente se mide con respecto a la energía libre del estado 𝑛 y puede determinarse tanto por 

medidas calorimétricas (diferencia de las capacidades caloríficas de las fases 𝑛 y 𝑠) como por 

mediciones magnéticas [2].   

     En el método magnético se considera el trabajo magnético por unidad de volumen sobre un SC 

cuando es llevado reversiblemente, a temperatura constante, de una posición en el infinito donde el 

Temperatura, 𝐊 

En
e

rg
ía

 li
b

re
 d

e 
H

e
lm

h
o

lt
z 

e
n

 𝐦
𝐉/
𝐦
𝐨
𝐥 

𝑭𝑠 

𝑭𝒏 

𝑻𝒄 = 𝟏. 𝟏𝟖𝟎𝐊 

Al 



35 
 

campo magnético aplicado es cero, a una posición 𝒓 donde el campo aplicado es 𝑩𝑎 ≡ 𝜇0𝑴 donde 

𝑴 es la magnetización, ver Fig. 2.3. Esta densidad de trabajo es    

                                                                         𝑊 = −∫ 𝑴

𝐵𝑎

0

∙ 𝑑𝑩𝑎                                                            (2.2) 

que se relaciona en termodinámica con la energía libre de Helmholtz 𝐹(𝑇,𝑩𝑎) y que a su vez se 

transforma en energía magnética por unidad de volumen, siendo la diferencial     

                                                                             𝑑𝑓 = −𝑴 ∙ 𝑑𝑩𝑎                                                                   (2.3) 

donde 𝑓(𝐵𝑎) ≡ 𝐹(𝐵𝑎)/𝐿
𝑑. Esto implica que la diferencia de la densidad de energía libre del SC, como 

en la Ref.[2], es 

                                                                 𝑓𝑠(𝐵𝑎) − 𝑓𝑠(0) = −𝐵𝑎
2/2𝜇0 .                                                  (2.4) 

 

 

 

Fig. 2.3 a) Un SC en el que es completo el efecto Meissner, en su interior 𝐵 = 0, como si la 

magnetización fuera 𝑀 = −𝐵𝑎/𝜇0. b) Cuando el campo aplicado alcanza el valor 𝐵𝑎 < 𝐵𝑎𝑐, la fase  

normal puede coexistir en equilibrio con la fase 𝑠. Cuando las dos fases 𝑛 y 𝑠 coexisten las 

densidades de energía libre son iguales 𝑓𝑛(𝑇, 𝐵𝑎𝑐) = 𝑓𝑠(𝑇, 𝐵𝑎𝑐). Figura tomada de la Ref.[2]. 
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     Por otra parte, si se ignora la pequeña susceptibilidad del metal SC en el estado 𝑛, i.e., 𝑴 = 0, y 

que su energía libre es independiente del campo magnético aplicado 𝐵𝑎, caso en el que 𝐵𝑎 es igual al 

campo crítico magnético 𝐵𝑎𝑐  

                                                                 𝑓𝑛(𝐵𝑎𝑐 ≡ 𝜇0𝐻𝑐) = 𝑓𝑛(0)                                                       (2.5) 

siendo los resultados (2.4) y (2.5) necesarios y suficientes para determinar la energía de condensación 

de un SC a la temperatura absoluta cero.  

     Como las energías libres de Helmholtz asociadas a las fases 𝑛 y 𝑠 son iguales cuando el campo 

magnético aplicado es igual al valor crítico del campo 𝐵𝑎𝑐 se obtiene  

                                                 𝑓𝑛(𝐵𝑎𝑐) = 𝑓𝑠(𝐵𝑎𝑐) = 𝑓𝑠(0) + 𝐵𝑎𝑐
2 /2𝜇0.                                              (2.6) 

Tomando en cuenta (2.5) la (2.6) resulta ser equivalente a [2, 8] 

                      𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇 = 0) ≡ ∆𝑓(𝑇 = 0) = 𝑓𝑠(0) − 𝑓𝑛(0) = −𝐵𝑎𝑐
2 /2𝜇0                                     (2.7) 

donde ∆𝑓(𝑇 = 0) es la energía de condensación por unidad de volumen de un SC tipo I a 𝑇 = 0K.  

 

2.3    Densidad de energía del estado fundamental 𝑾𝟎 y de la     

          condensación  𝑬𝒄𝒐𝒏𝒅(𝑻 = 𝟎𝐊) de un SC con la teoría BCS [7]  
 

     En el contexto de la superconductividad entendemos como bosones a los electrones o huecos 

acoplados por pares (2e o 2hCPs, que al estar compuestos de fermiones con espín fraccional ½ el 

espín del par se hace entero) debido a su interacción con la red iónica cristalina del material donde el 

acoplamiento puede ser visto como el intercambio de fonones (o cuantos de energía vibracional de 

la red) entre los electrones de conducción. Este mecanismo de interacción atractiva entre un par de 

fermiones, sugerido por primera vez por Fröhlich [20], supera su repulsión eléctrica y se sustenta 

experimentalmente en el efecto isotópico que se observó por primera vez cuando se estudiaba el 

comportamiento del SC Hg, encontrándose que la 𝑇𝑐 de transición al estado 𝑠 depende de la masa 𝑀 

de los iones de la red como 𝑇𝑐𝑀
𝛼 = 𝑐𝑡𝑒, donde 𝛼 es llamado el coeficiente isotópico con un valor 

experimental aproximado de 0.5 para la mayoría de los SCs.  

     Lo anterior nos dice algo tan notable de cómo el fenómeno eléctrico de la superconductividad es  

consecuencia de una propiedad puramente mecánica de la red, i.e., las vibraciones de la red son parte 

del proceso de superconducción. Específicamente, en la teoría BCS solo se toman en cuenta los 2eCPs 

y 2hCPs con 𝐶𝑀𝑀 = 0 (o pares convencionales de Cooper) que se condensan en un estado cuántico 

con coherencia de fase macroscópica por debajo de una cierta 𝑇𝑐, o bien, en el condensado los 

electrones forman una onda cuántica colectiva donde los pares de Cooper tienen la misma energía y 

adquieren la misma fase, una función de onda cuántica macroscópica que ocupa todo el material y 

por tanto perceptible a escala humana. En la Fig. 2.4 [21] se ve el proceso de acoplamiento entre un 
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par de electrones para la formación de un 2eCP que consiste en el paso de un electrón que atrae a la 

red de iones causando una onda leve en la dirección de su recorrido mientras que otro electrón que 

pasa en la dirección opuesta es atraído hacia tal deformación (desplazamiento de carga) o 

polarización eléctrica de la red [21].  

     Durante este proceso se forma una brecha en la banda de energía de conducción del SC en torno 

la energía de Fermi 𝐸𝐹, tal que en la banda prohibida de energía −ℏ𝜔𝐷 ≤ 𝜖 − 𝐸𝐹 ≤ ℏ𝜔𝐷 se produce 

la ausencia de electrones en estos estados energéticos y que se han acoplado en 2eCps. El abandono 

de estos estados electrónicos o huecos (proceso electrón-hueco) en la banda prohibida pueden 

también acoplarse en pares a través de su interacción con los electrones subyacentes de la banda de 

valencia. Es decir, el acoplamiento de cada par de huecos para formar un 2hCP está en correlación 

con la formación de un 2eCP (un proceso reflejado).      

    No obstante, la participación activa de la red cristalina en la formación del estado 𝑠 no se producen  

cambios permanentes en su estructura y aunque la interacción atractiva entre los electrones es 

extremadamente débil es lo suficientemente intensa para ser capaz de ordenar el sistema electrónico 

a pesar de las grandes energías de los electrones de conducción que son del orden de la energía de 

Fermi 𝐸𝐹 ≡ 𝑘𝐵𝑇𝐹 donde 𝑇𝐹  es la temperatura de Fermi de cualquier gas ideal de Fermi. Es por todo 

lo anterior que la teoría microscópica BCS [7] es la base de la teoría cuántica de la superconductividad.  

 

 

                

(a)                                                                                                 (b) 

Figura 2.4 En a) y b) se muestra el paso de un electrón que atrae a la red, originando una ligera ondulación 

en dirección de su recorrido; otro electrón pasando en dirección opuesta es atraído hacia tal deformación. 

Lo que constituye el acoplamiento entre electrones para la formación de un par 2eCP. Figura tomada de 

la Ref.[21]. 

 

 

     En la teoría BCS la interacción atractiva entre dos electrones con vectores de onda 𝒌1 y 𝒌2 se utiliza 

un modelo sencillo que considera un electrón en el estado relativo 𝒌 ≡ (1/2)(𝒌1 − 𝒌2) con respecto 

al vector de onda total 𝑲 ≡ 𝒌1 + 𝒌2, ℏ𝑲 o CMM del par de electrones acoplados, y otro en el estado 

Red iónica positiva del SC Red de material superconductor 
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𝒌′ ≡ (1/2)(𝒌1
′ − 𝒌2

′ ) de modo que 𝒌 y 𝒌′ se refieren al estado del par antes y después de la 

interacción durante la cual se absorbe y emite un fonón de energía máxima ℏ𝜔𝐷. El esquema de este 

proceso se muestra en la Fig. 2.5. Los electrones interactúan atractivamente siempre y cuando sus 

energías cinéticas 𝜖𝑘1 ≡ ℏ
2𝑘1
2/2𝑚∗ y 𝜖𝑘2 ≡ ℏ

2𝑘2
2/2𝑚∗ sean tales que satisfacen el modelo de 

interacción BCS  

                   𝑉𝑘𝑘′ = {
−𝑉                     𝑠𝑖   𝐸𝐹 − ℏ𝜔𝐷 < 𝜖𝑘1 , 𝜖𝑘2 < 𝐸𝐹 + ℏ𝜔𝐷
    0                                                𝑒𝑛 𝑐𝑢𝑎𝑙𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟 𝑜𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜

                                      (2.8)                                                 

con 𝑉 > 0, 𝐸𝐹 ≡ ℏ
2𝑘𝐹
2/2𝑚∗ la energía de Fermi, 𝑉𝑘𝑘′  la doble transformada de Fourier de la 

interacción en la que 𝑘 y 𝑘′ son las magnitudes de los vectores de onda relativos y 𝑚∗ la masa efectiva 

del electrón. 

     En la teoría BCS se calcula la energía del estado fundamental relativa al nivel de Fermi 𝐸𝐹 tomando 

en cuenta el vector de estado 𝑲 de dos electrones que interactúan con la red, de manera que los 

estados internos del par son 𝒌 y –𝒌 tal que 𝑲 ≡ 𝒌1 + 𝒌2 = 𝒌 − 𝒌 = 0. Definiendo ℎ𝑘 ≡ probabilidad 

de ocupación del estado 𝑘 y 𝜉𝑘 ≡ 𝜖𝑘 − 𝐸𝐹 como la energía del electrón con respecto al nivel de Fermi, 

la densidad de energía del estado fundamental está dada como [7] 

𝑊0 = 𝑊𝑐𝑖𝑛é𝑡𝑖𝑐𝑎 +𝑊𝑖𝑛𝑡 = 2 ∑ 𝜉𝑘ℎ𝑘 + 2 ∑ |𝜉𝑘|

𝑘<𝑘𝐹

(1 − ℎ𝑘)

𝑘>𝑘𝐹

 

                                                     −∑𝑉𝒌𝒌′[ℎ𝑘(1 − ℎ𝑘)ℎ𝑘′(1 − ℎ𝑘′)]
1
2 

𝒌,𝒌′

                                            (2.9) 

donde 𝑊𝑐𝑖𝑛é𝑡𝑖𝑐𝑎 es la energía cinética de los electrones y 𝑊𝑖𝑛𝑡 es la energía de interacción de los 

electrones que se encuentran en el intervalo de energía que se especifica en (2.8). Para obtener (2.9) 

se asume que para la transición de los estados 𝑘 → 𝑘′ del par de electrones se requiere inicialmente 

que el estado 𝑘 del par esté lleno y el del par 𝑘′ esté vacío, por lo que la probabilidad de dicha 

transición es proporcional a ℎ𝑘(1 − ℎ𝑘′) y la probabilidad de que ocurra la transición opuesta será 

proporcional a ℎ𝑘′(1 − ℎ𝑘). 
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Figura 2.5 Diagramas llamados de Feynman que permiten visualizar la interacción 

atractiva entre dos nucleones (a través del intercambio de un pión que dan la  

interacción de Yukawa) y entre dos electrones en una red iónica en vibración (a través 

del intercambio virtual de un fonón, que constituye la interacción electrón-fonón de 

Fröhlich). Figura tomada de la Ref.[19].  

 

 

     Si ahora se minimiza 𝑊0 con respecto a ℎ𝑘  después de un poco de álgebra se obtiene que [7] 

                                                        
[ℎ𝑘(1−ℎ𝑘)]

1
2

1−2ℎ𝑘
=
∑ 𝑉

𝒌𝒌′
[ℎ
𝑘′
(1−ℎ

𝑘′
)]
1
2

𝒌′

2𝜉𝑘
 .                                (2.10) 

Ignorando cualquier efecto anisotrópico y suponiendo por simplicidad que el elemento de matriz 𝑉𝒌,𝒌′ 

se reemplaza por un promedio constante del elemento de la matriz 

                                                                  𝑉 = 〈𝑉𝒌𝒌′〉𝑝𝑟𝑜𝑚𝑒𝑑𝑖𝑜                                                                       (2.11)   

para los pares que hacen transiciones en la región −ℏ𝜔𝐷 < 𝜉𝑘 < ℏ𝜔𝐷 y cero fuera de ésta, 

introduciendo (2.11) en (2.10) se determina que el valor de ℎ𝑘  que minimiza 𝑊0    

                                                                ℎ𝑘 =
1

2
[1 −

𝜉𝑘
(𝜉𝑘
2 + Δ0

2)1/2
]                                                   (2.12) 

 que al sustituirse en (2.10) se obtiene  

                                                   [ℎ𝑘(1 − ℎ𝑘)]
1/2 =

Δ0

2(𝜉𝑘
2 + Δ0

2)1/2
                                                   (2.13) 

donde 
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                                                  ∆0 ≡ Δ(𝑇 = 0) = 𝑉∑[ℎ𝑘′(1 − ℎ𝑘′)]
1
2

𝑘′

.                                         (2.14) 

Aquí nótese que la suma se extiende sobre los estados en el intervalo |𝜉𝑘| < ℏ𝜔𝐷 mientras que la 

brecha ∆(𝑇) es proporcional a la energía del gap 𝐸𝑔(𝑇) del metal SC. 

     Si combinamos (2.13) y (2.14) se tiene que  

                                                                  
1

𝑉
=∑

1

2(𝜉𝑘
2 + ∆0

2)1/2
𝒌

 .                                                      (2.15) 

Reemplazando la suma por una integral por medio de ∑ →
2𝜋𝑑/2

Γ(𝑑/2)
(
𝐿

2𝜋
)
𝑑

∫𝑑𝑘 𝑘𝑑−1𝑘≠0  y  

posteriormente utilizando 𝑁(𝜉) = (
𝐿

2𝜋
)
𝑑 𝑑𝑑𝑘

𝑑𝜉𝑑
= (

𝑚

2𝜋ℏ2
)
𝑑/2 𝐿𝑑𝜉(𝑑/2)−1

Γ(𝑑/2)
 para d-dimensiones con "Γ" como 

la función gamma y recordando que 𝑉 = 0 para |𝜉𝑘| > ℏ𝜔𝐷 podemos reescribir (2.15)   

                                                       
1

𝑁(0)𝑉
= ∫

𝑑𝜉

(𝜉𝑘
2 + ∆0

2)1/2

ℏ𝜔𝐷

0

                                                           (2.16) 

donde 𝑁(0) ≡ 𝑁(𝐸𝐹) es la densidad de estados por espín por unidad de energía en el nivel de Fermi 

𝐸𝐹 y que además se considera constante en el intervalo de integración en la (2.16). En la Tabla III de 

la Ref.[22] que aparece al final de este capítulo se muestran los valores de 𝑁(0) para materiales de 

dimensión 𝑑 = 1, 2 𝑦 3 .  

     Ahora, despejando la brecha ∆0 de (2.16) se tiene 

                ∆0= ℏ𝜔𝐷/senh [
1

𝑁(0)𝑉
] = ℏ𝜔𝐷/senh[1/𝜆] ⟶

𝜆→0
2 ℏ𝜔𝐷exp[−1/𝜆]                        (2.17) 

donde se define la constante adimensional de acoplamiento 𝜆 ≡ 𝑁(0)𝑉 y consecuentemente el 

límite de acoplamiento débil cuando 𝜆 → 0. 

     Por tanto, introduciendo (2.12), (2.13), (2.14) y (2.17) en (2.9) se encuentra que la densidad de 

energía del estado fundamental, o energía de condensación, a la temperatura absoluta cero 

 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇 = 0) ≡ 𝑊0𝑚𝑖𝑛  es, como en la Ref.[7], 

    𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇 = 0) ≡ 𝑊0𝑚𝑖𝑛 = 𝑁(0)(ℏ𝜔𝐷)
2 {1 − [1 + (

∆0
ℏ𝜔𝐷

)
2

]

1/2

} =                  

                                                          −2𝑁(0)(ℏ𝜔𝐷)
2/{exp[2/𝜆] − 1}                                             (2.18) 

que es negativa y válida para un amplio intervalo de acoplamiento fuerte. En el acoplamiento fuerte 

la (2.18) da el resultado correcto −𝑁(0)(ℏ𝜔𝐷)
2𝑉 mientras que en el límite de acoplamiento débil 

ésta se reduce a  
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                              𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇 = 0) = −(𝜋
2/2exp[2𝛾])(𝑘𝐵𝑇𝑐)

2𝑁(0)                                              (2.19) 

donde 𝛾 = 0.5772156⋯ es la constante de Euler-Mascheroni. 

     Para finalizar el capítulo nótese que además de haber introducido el concepto de energía de 

condensación 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) se han presentado los cálculos con la termodinámica clásica y la teoría BCS 

que solo se considera el caso particular 𝑇 = 0K. En el siguiente capítulo, utilizando la  GBEC, 

obtenemos directamente la energía de condensación de un SC 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) para toda 𝑇 que al 

simplificarse al caso particular 𝑇 = 0 se recuperan (2.7), (2.18) y consecuentemente la (2.19). 

 

 

 

𝑑 = 𝑑𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖ó𝑛                   n                                          𝑁(0) 

               1                             2𝑘𝐹/𝜋                                
1

𝜋ℏ
√
𝑚

2𝐸𝐹
 

                                                    2                             𝑘𝐹
2/2𝜋                                   

𝑚

2𝜋ℏ2
    

                                                    3                              𝑘𝐹
3/3𝜋2                              

1

𝜋2ℏ3
√
𝑚3𝐸𝐹

2
  

 

Tabla III. La densidad del número de electrones sueltos n a la temperatura 𝑇 = 0 y la densidad de estados 𝑁(0) por espín 

y por unidad de volumen 𝐿𝑑  evaluado en la energía de Fermi 𝐸𝐹 = ℏ
2𝑘𝐹
2/2𝑚 para cada dimensión 𝑑. Tabla tomada de la 

Ref.[22].   
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CAPÍTULO 3    TEORÍA GENERALIZADA DE LA     

                                CONDENSACIÓN BOSE-EINSTEIN  

                                (GBEC, en inglés) Y ENERGÍA DE   

                                CONDENSACIÓN 𝑬𝒄𝒐𝒏𝒅(𝑻) DE UN    

                                SUPERCONDUCTOR 
 

 

Este capítulo inicia con un resumen de la teoría GBEC y sus resultados principales que enfatizan  la 

vasta generalidad de esta teoría estadística. A continuación, a partir de la teoría GBEC y solo para el 

caso de igual número de 2eCPs y 2hCPs, encontramos cómo la GBEC contiene como caso especial la 

teoría BCS [3], llevándonos a los resultados analíticos de la 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) en un SC para toda 𝑇 y no solo 

a 𝑇 = 0K que ya es bien conocido. Para esto, aquí se encuentran: i) el gran potencial Ω para la GBEC 

asociado a las fases 𝑛, Ω𝑛, y 𝑠, Ω𝑠, para toda 𝑇 que luego son utilizados para obtener ii) las energías 

libres de Helmholtz 𝐹𝑛(𝑇) de las fases 𝑛 y 𝑠 𝐹𝑠(𝑇) que finalmente llevan al resultado esperado de iii) 

una expresión analítica de la energía de condensación por unidad de volumen en un SC que satisface 

la desigualdad 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) = [𝐹𝑠(𝑇) − 𝐹𝑛(𝑇)]/𝐿
𝑑 ≤ 0 para toda 𝑇 incluyendo 𝑇 = 0K. 

 

3.1    Introducción  

     La teoría GBEC [3-6, 23] de la superconductividad contiene como caso especial la teoría BCS así 

como a las otras cuatro teorías estadísticas conocidas de la superconductividad (ver Fig. 3.1). Esta 

teoría se basa en un gas ternario bosón-fermión (BF) que es completo en el sentido que incluye i) 

electrones libres, ii) 2eCPs y iii) 2hCPs, en contraste con las anteriores teorías BF incompletas [24-30] 

que se basan en gases binarios que no incluyen los 2hCPs. Ya que los 2hCPs son esenciales [31], e 

incluso indispensables, para describir la superconductividad. Esta teoría está definida por un 

hamiltoniano en d dimensiones que consiste de un hamiltoniano no perturbado de orden cero que 

describe al gas no interactuante BF ternario más un hamiltoniano de interacción entre los 

componentes del gas ternario que describe la formación y desintegración de ambos tipos de CPs de 

y hacia el mar de Fermi compuesto de huecos y electrones sueltos. Se obtienen así tres ecuaciones 

integrales acopladas: dos tipo brecha y una de número que garantiza la conservación de la carga neta 

del sistema que no se garantizaba en la teoría BCS [7].    
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Fig. 3.1 Organigrama que muestra cómo se obtienen de la teoría GBEC las cinco teorías estadísticas 

conocidas de la superconductividad siendo así una importante unificación. Variando la proporción 

de ambos tipos de CPs, en la columna izquierda se observa cómo la igualdad de la densidad de 

número de los 2e/2hCPs la teoría GBEC se reduce a la teoría BCS-Bose crossover que se determina 

por dos cantidades dependientes en 𝑇, una brecha ∆(𝑇) y el potencial químico de los electrones 

𝜇(𝑇). Suponiendo como se hace en la teoría BCS que 𝜇(𝑇) es igual a la energía de Fermi 𝐸𝐹  y para 

acoplamiento débil nos deja con una sola ecuación, la de la brecha BCS. Por otro lado, la columna 

derecha muestra cómo restringiendo la GBEC a 2eCPs emerge solamente la teoría BEC como caso 

especial. Figura tomada de la Ref.[23]. 
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     Además de incluir 2hCPs en la GBEC ambos tipos de CPs son bosónicos pues obedecen la estadística 

de Bose [6] y que por tanto pueden sufrir una BEC. Esto contrasta con las meras “correlaciones de 

pares”---no bosónicas---de la teoría BCS ya que los pares de BCS no son estrictamente bosones pues 

no satisfacen las relaciones de conmutación de Bose [7]. Por tanto, GBEC confirma que el condensado 

SC de un material BCS a 𝑇 = 0K es un caso muy especial de una BEC [4] cuando hay igual número de 

2eCPs y 2hCPs para cualquier acoplamiento BF. En la medida de esto se obtiene [5] la misma ecuación 

de la brecha BCS para toda 𝑇 así como la energía de condensación BCS---pero solo a 𝑇 = 0K para 

cualquier acoplamiento. Además de recuperar la teoría BCS también se recupera la teoría BCS-Bose 

del cruce (crossover, en inglés) [32, 33] aplicable a cualquier acoplamiento entre dos electrones. 

Específicamente, GBEC aplica a los casos 

a) Igual número de 2e/2hCPs. Suponiendo igual número de densidades bosónicas 2e y 2h las tres 

ecuaciones de la GBEC, Eqs. (7)-(9) de la Ref.[3], se reducen a una ecuación de número para el 

potencial químico 𝜇(𝑇) del gas de electrones y dos ecuaciones tipo brecha que contienen la brecha 

∆(𝑇) para cualquier 𝑇. Más aún, suponiendo como ocurre para acoplamiento débil, y que se supuso 

en BCS, 𝜇(𝑇) es la constante 𝐸𝐹 a 𝑇 = 0K lo que nos deja con una ecuación única, la ecuación de la 

brecha BCS válida en principio para toda 𝑇 y todo acoplamiento. Así, la razón del gap BCS para 

acoplamiento débil con 𝑇𝑐 es igual a 2∆0/𝑘𝐵𝑇𝑐 = 2𝜋exp(−𝛾) ≃ 3.53 donde 𝛾 ≃ 0.577216. 

b) Solo 2eCPs presentes. El modelo BEC de Friedberg-T.D. Lee [26] se obtiene también como un caso 

especial de la GBEC si suponemos que la densidad del número 𝑚𝐵(𝑇) ≡ 0 de 2hCPs en todos los 

estados de sus CMM 𝐾 ≥ 0 y si el parámetro dinámico fenomenológico de la energía es 𝐸𝑓 =

𝐸+(0)/2 con 𝐸+(0) ≡ 𝐸+(𝐾 = 0) como la energía de los 2eCPs con cero CMM. Finalmente, se 

obtiene la fórmula usual para la 𝑇𝑐 de la BEC [29] así como la razón familiar 𝑇𝑐/𝑇𝐹 ≃ 0.218 cuando 

todos los fermiones se imaginan apareados en bosones. 

     Se apreciará más adelante cómo la GBEC ha demostrado ser una teoría estadística muy general y 

que bajo ciertas restricciones que la simplifican es capaz de reproducir de forma simple y directa 

diversos resultados obtenidos por otras teorías estadísticas contenidas como casos especiales de la 

GBEC y que entre estos resultados se encuentra la energía de condensación de un SC para toda 𝑇. 

 

3.2    La teoría GBEC 

     Como se ha visto la teoría GBEC depende de dos energías fenomenológicas 𝐸±(𝐾) para los 

2e/2hCPs, donde 𝐾 es el número de onda total del centro de masa de los 2e y/o 2hCPs, o bien con 

momento ℏ𝐾 del CMM. En lugar de 𝐸±(0) para 𝐾 = 0 que emergen en GBEC, donde 𝐸±(0) son 

respectivamente las energías de los 2e y 2hCPs con CMM cero [34], uno puede definir 

alternativamente dos nuevos parámetros dinámicos fenomenológicos de la energía 𝐸𝑓 ≡

(1/4)[𝐸+(0) + 𝐸−(0)] y 𝛿𝜀 ≡ (1/2)[𝐸+(0) − 𝐸−(0)] ≥ 0. La energía 𝐸𝑓, o “pseudo” energía de 
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Fermi, servirá como una escala conveniente de energía junto con 𝑛𝑓 que es realmente la densidad 

del número de electrones sueltos a 𝑇 = 0K. En 3D 𝐸𝑓 coincide exactamente con la energía de Fermi 

𝐸𝐹 = (ℏ
2/2𝑚)(3𝜋2n)2/3 de un gas ideal de Fermi pero con n reemplazado por  𝑛𝑓, mientras que 𝛿𝜀 

puede ser identificada como la energía de Debye ℏ𝜔𝐷 de la red iónica subyacente.  

     Para recuperar la teoría BCS de la GBEC la forma de los factores 𝑓±(𝑘) de la energía de interacción 

BF del vértice correspondiente se toman como en la Ref.[5] y son 

                                              𝑓+(𝜖) ≡ {
𝑓          𝐸𝑓 < 𝜖 < 𝐸𝑓 + 𝛿𝜀 

    0   𝑒𝑛 𝑐𝑢𝑎𝑙𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟 𝑜𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜   
                                             (3.1) 

                                             𝑓−(𝜖) ≡ {
     𝑓            𝐸𝑓 − 𝛿𝜀 < 𝜖 < 𝐸𝑓

    0   𝑒𝑛 𝑐𝑢𝑎𝑙𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟 𝑜𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜
                                                 (3.2) 

donde 𝑓 es una constante positiva de acoplamiento del vértice BF que al ponerse igual a √2ℏ𝜔𝐷𝑉 

con 𝑉 como el parámetro de interacción neta atractiva del modelo de interacción Cooper/BCS y 𝛿𝜀 =
ℏ𝜔𝐷 nos llevan exactamente a la ecuación de la brecha BCS [7]. 
     La teoría GBEC está definida por el hamiltoniano total [5] 𝐻 = 𝐻0 + 𝐻𝑖𝑛𝑡 siendo 𝐻0 la parte no 

perturbada del hamiltoniano expresado en términos de los operadores de creación (aniquilación) 

𝑎𝒌1,𝑠1
+ (𝑎𝒌1,𝑠1) para electrones y similarmente 𝑏𝑲

+(𝑏𝑲) y 𝑐𝑲
+(𝑐𝑲) para bosones 2e y 2hCP, 

respectivamente. Los operadores 𝑏 y 𝑐 dependen solamente del vector de onda total 𝑲 ≡ 𝒌1 + 𝒌2 y 

por consiguiente son distintos [7] a los operadores no bosónicos de BCS que dependen tanto del 

vector de onda total 𝑲 como del vector de onda relativo 𝒌 ≡
1

2
(𝒌1 − 𝒌2) y que no obedecen 

estrictamente las relaciones de conmutación de Bose. El término de interacción 𝐻𝑖𝑛𝑡 del hamiltoniano 

total describe la formación y desintegración de los CPs de y hacia un mar de Fermi de electrones y 

huecos sueltos. Nótese que cuando el 𝐻𝑖𝑛𝑡 es simplificado al ignorar los CPs con CMM distinto de cero 

(no así en 𝐻0 como está implícito en la teoría BCS) se tiene que el hamiltoniano total es exactamente 

diagonalizable vía una transformación canónica de Bogoliubov.   

     El gran potencial Ω para el hamiltoniano total 𝐻 = 𝐻0 +𝐻𝑖𝑛𝑡 se construye para cualquier 

dimensión 𝑑 (Ref.[35] Ec. 4.14) como Ω(𝑇, 𝐿𝑑 , 𝜇, 𝑁0, 𝑀0) = −𝑘𝐵𝑇𝑙𝑛{𝑻𝒓exp[−𝛽(𝐻 − 𝜇�̂�)]} donde 

"𝑻𝒓" es la traza y 𝛽 ≡ 1/𝑘𝐵𝑇. El gran potencial Ω se relaciona con la energía interna E, la presión 𝑃, 

la entropía S y la energía libre de Helmholtz 𝐹 para cualquier 𝑇 como Ω = −𝑃𝐿𝑑 = 𝐹 − 𝜇𝑁 = E −

𝑇S − 𝜇𝑁 [36, 37].  Aplicando la receta de Bogoliubov [38] para toda 𝑇 < 𝑇𝑐 que los operadores 𝑏0
+, 𝑏0 

y 𝑐0
+, 𝑐0 en el hamiltoniano total se ponen igual a √𝑁0 y √𝑀0 como en la (2) de la Ref.[5] donde 𝑁0 

es el número 𝑇-dependiente de 2eCPs con CMM cero y 𝑀0 de igual forma para 2hCPs, permitiendo 

así su diagonalización exacta para cualquier acoplamiento a través de una transformación de 

Bogoliubov de los operadores de electrones iniciales 𝑎+y 𝑎. Obteniendose como resultado, después 

de un poco de álgebra, la expresión analítica para el gran potencial 
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𝛺(𝑇, 𝐿𝑑 , 𝜇, 𝑁0, 𝑀0)/𝐿
𝑑 = ∫ 𝑑𝜖𝑁(𝜖)[𝜖 − 𝜇 − 𝐸(𝜖)] − 2𝑘𝐵𝑇∫ 𝑑𝜖𝑁(𝜖)𝑙𝑛{1 + exp[−𝛽𝐸(𝜖)]}

∞

0

∞

0

 

             +[2𝐸𝑓 + 𝛿𝜀 − 2𝜇]𝑛0 + 𝑘𝐵𝑇 ∫ 𝑑𝜀𝑀(𝜀)ln{1 − exp[−𝛽{2𝐸𝑓 + 𝛿𝜀 + 𝜀 − 2𝜇}]} +  

∞

0+

 

   [2𝜇 − 2𝐸𝑓 + 𝛿𝜀] 𝑚0 + 𝑘𝐵𝑇 ∫ 𝑑𝜀𝑀(𝜀)𝑙𝑛{1 − exp[−𝛽{2𝜇 − 2𝐸𝑓 + 𝛿𝜀 + 𝜀}]}

∞

0+

                    (3.3) 

con 𝑁(𝜖) y 𝑀(𝜀) las densidades de estados electrónicos y bosónicos, respectivamente. Además se 

tiene que  

               𝐸(𝜖) ≡ √(𝜖 − 𝜇)2 + 𝛥2(𝜖) ≡ √(𝜖 − 𝜇)2 + 𝑛0𝑓+
2(𝜖) + 𝑚0𝑓−

2(𝜖)                                   (3.4) 

donde 𝛥(𝜖) ≡ √𝑛0𝑓+(𝜖) + √𝑚0𝑓−(𝜖) siendo 𝑛0(𝑇) ≡ 𝑁0(𝑇)/𝐿
𝑑 y 𝑚0(𝑇) ≡ 𝑀0(𝑇)/𝐿

𝑑 las 

densidades de numero de los 2eCPs y 2hCPs, respectivamente, del BEC de bosones con 𝐾 = 0. De 

(3.1) y (3.2) se tiene que 𝑓+(𝜖)𝑓−(𝜖) ≡ 0. Una vez que se determina el gran potencial (3.3) se obtienen 

todas las propiedades termodinámicas del sistema, entre ellas la energía de condensación. 

     Por otro lado, fijando el número total de 𝑁 electrones con la introducción del potencial químico 

electrónico 𝜇, y minimizando 𝐹 con respecto a 𝑁0 y 𝑀0, se tiene que 

           𝜕Ω/𝜕𝜇 = −𝑁                            𝜕𝐹/𝜕𝑁0  = 0                  𝑦               𝜕𝐹/𝜕𝑀0  = 0                        (3.5) 

lo que asegura tanto la conservación de la carga como estados termodinámicos en equilibrio para 

toda 𝑇. Es evidente que 𝑁 incluye tanto electrones apareados como no apareados. Tras un poco de 

álgebra esto lleva a las tres ecuaciones integrales acopladas (7)-(9) de la Ref.[3] que se simplifican a 

dos ecuaciones “tipo brecha” y una “ecuación de número” [5] que es 

𝑛 = 2𝑛𝐵(𝑇) − 2𝑚𝐵(𝑇) + 𝑛𝑓(𝑇) ≡ 2𝑛0(𝑇) +  2𝑛𝐵+(𝑇) − 2𝑚0(𝑇) − 2𝑚𝐵+(𝑇) + 𝑛𝑓(𝑇)     (3.6) 

donde 𝑛𝐵(𝑇) y 𝑚𝐵(𝑇) son las densidades de número total de 2e y 2hCPs en todos los estados 

bosónicos 𝐾 ≥ 0. De esto resulta que  

                                         𝑛𝑓(𝑇) ≡ ∫ 𝑑𝜖𝑁(𝜖) {1 −
𝜖 − 𝜇

𝐸(𝜖)
[1 − 2𝑔(𝐸(𝜖))]}

∞

0

                                    (3.7) 

                      𝑛𝐵+(𝑇) ≡ ∫ 𝑑𝜀𝑀(𝜀)[exp(𝛽{2𝐸𝑓 + 𝛿𝜀 + 𝜀 − 2𝜇}) − 1]
−1

∞

0+

                                   (3.8) 

                     𝑚𝐵+(𝑇) ≡ ∫ 𝑑𝜀𝑀(𝜀)[exp(𝛽{2𝜇 + 𝛿𝜀 + 𝜀 − 2𝐸𝑓}) − 1]
−1

∞

0+

                                   (3.9) 
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donde 𝑔(𝐸(𝜖)) es la función de distribución de Fermi y 𝑛𝑓(𝑇) la densidad del número de electrones 

sueltos a la temperatura 𝑇. De (3.7) se puede demostrar [31] fácilmente que la densidad de número 

𝑛𝑓 ya mencionada es idéntica a 𝑛𝑓(𝑇 = 0) puesto que 𝑛𝑓(𝑇)
𝑇→0
→  (2𝑚𝐸𝑓)

3/2
/3𝜋2ℏ3 ≡ 𝑛𝑓  con 𝐸𝑓 

como un “pseudo” nivel de Fermi. Es importante notar que 𝑚𝐵+(𝑇) es en efecto la densidad de 

número de 2hCPs “preformados” con 𝐾 > 0 y similarmente 𝑛𝐵+(𝑇) para los 2eCPs, y que ambos 

tipos de CPs excitados son claramente no condensados en contraste con aquellos CPs con 𝐾 = 0 que 

pueden sufrir una BEC. 

     La generalidad del hamiltoniano total 𝐻 de la GBEC permite mantenerse y/o apartarse de la mezcla 

50%/50% de los 2e/2hCPs sin abandonar la dinámica electrón-fonón, observándose que una ligera 

desviación predice 𝑇𝑐’s más altas por varios órdenes de magnitud que la teoría BCS con la misma 

interacción entre dos electrones. Aquí se utiliza, como ya se mencionó, el modelo de interacción BCS 

de dos parámetros igualando 𝑉𝒌𝒌′  [7, 39] con la constante negativa −𝑉 si y solo si las energías de los 

electrones 𝜖𝒌𝟏  y 𝜖𝒌𝟐  se encuentran en el intervalo de energía  

[𝑚𝑎𝑥{0, 𝐸𝐹 − ℏ𝜔𝐷}, 𝐸𝐹 + ℏ𝜔𝐷] 

donde, como antes, 𝐸𝐹 es la energía de Fermi de los electrones. Por simplicidad, únicamente este 

modelo de interacción es empleado aquí.  

     Es bien conocido que la teoría BCS no obedece la conservación de la carga, un inconveniente que 

aparentemente llevó a Nambu a escribir su célebre artículo sobre la invariancia de norma (gauge, en 

inglés) [13], aunque este inconveniente parece no tener ningún sentido práctico.  

 

3.3    𝑬𝒄𝒐𝒏𝒅(𝑻) de un SC para toda 𝑻 

     En la teoría GBEC la energía de condensación para 𝑇 ≥ 0 por unidad de volumen es  

         𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) = [𝐹𝑠(𝑇) − 𝐹𝑛(𝑇)]/𝐿
𝑑 ≡ [𝛺𝑠 − 𝛺𝑛]/𝐿

𝑑 + [𝜇𝑠 − 𝜇𝑛]𝑁/𝐿
𝑑                                 (3.10) 

ya que para un sistema termodinámico estable 𝜇 es el mismo para las fases 𝑛 y 𝑠, con energías 

internas E𝑛 y E𝑠, respectivamente. La  (3.10) se simplifica para toda  0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝑐 a 

                                                𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) = [𝛺𝑠 − 𝛺𝑛]/𝐿
𝑑 .                                                                   (3.11) 

     Para determinar el 𝛺(𝑇, 𝐿𝑑 , 𝜇, 𝑁0, 𝑀0)/𝐿
𝑑 asociado a la fase 𝑛, i.e., cuando 𝑛0(𝑇) = 𝑚0(𝑇) = 0 tal 

que de (3.4) la brecha a la temperatura 𝑇 es ∆(𝑇) ≡ ∆ = 0. Definiendo 𝜖 − 𝜇 ≡ 𝜉 se obtiene [40]   

       𝛺𝑛/𝐿
𝑑 = 2 ∫𝑑𝜉𝑁(𝜉) 𝜉

0

−𝜇

− 2𝑘𝐵𝑇∫ 𝑑𝜖𝑁(𝜖)ln{1 + exp(−𝛽|𝜖 − 𝜇|)}

∞

0

+ 
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                                            2𝑘𝐵𝑇 ∫ 𝑑𝜀𝑀(𝜀)ln{1 − exp(−𝛽[ℏ𝜔𝐷 + 𝜀])}.

∞

0+

                                    (3.12) 

     En la teoría BCS 𝑛0(𝑇) = 𝑚0(𝑇) y 𝑛𝐵(𝑇) = 𝑚𝐵(𝑇) por definición. Esto implica de (3.6) que 

𝑛𝐵+(𝑇) = 𝑚𝐵+(𝑇). Por consiguiente de (3.8) y (3.9) se tiene que 𝜇 = 𝐸𝑓. Entonces el 

𝛺(𝑇, 𝐿𝑑 , 𝜇, 𝑁0, 𝑀0) asociado a la fase 𝑠 es [40] 

          𝛺𝑠/𝐿
𝑑 = 2𝑛0ℏ𝜔𝐷 + 2∫ 𝑑𝜉𝑁(𝜉)𝜉 − 2∫ 𝑑𝜉𝑁(𝜉)√𝜉2 + [∆(𝑇)]2

ℏ𝜔𝐷

0

−ℏ𝜔𝐷

−𝜇

                  

− 2𝑘𝐵𝑇∫ 𝑑𝜖𝑁(𝜖)ln {1 + exp (−𝛽√(𝜖 − 𝜇)2 + [∆(𝑇)]2)}
∞

0

 +                       

                                            2𝑘𝐵𝑇 ∫ 𝑑𝜀𝑀(𝜀)ln{1 − exp(−𝛽[ℏ𝜔𝐷 + 𝜀])}.

∞

0+

                                    (3.13) 

De aquí se recupera el caso BCS identificando [7] 𝑉 = 𝑓2/2ℏ𝜔𝐷 y 𝛿𝜀 = ℏ𝜔𝐷 a la vez que sustituyendo 

las expresiones (3.12) y (3.13) en (3.11) se obtiene la expresión analítica de la energía de 

condensación de un SC BCS [40]  

𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) ≡ [𝛺𝑠 − 𝛺𝑛]/𝐿
𝑑 = 2ℏ𝜔𝐷𝑛0(𝑇) + 2∫ 𝑑𝜉𝑁(𝜉)𝜉 − 2∫ 𝑑𝜉𝑁(𝜉)√𝜉2 + [∆(𝑇)]2 

ℏ𝜔𝐷

0

ℏ𝜔𝐷

0

 

           +4𝑘𝐵𝑇∫ 𝑑𝜉𝑁(𝜉)ln {[1 + exp(−𝛽𝜉)]/ [1 + exp (−𝛽√𝜉2 + [∆(𝑇)]2)]} .
ℏ𝜔𝐷

0

            (3.14) 

Esto puede simplificar la (2.19) de la Ref.[9] y la (14) de la Ref.[10]. Por (3.11), la (3.14) se 

reescribe como [40] 

𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) = 

       ∫ 𝑑𝜉 {2𝑛0 + 𝑁(𝜉)((
4

𝛽
) ln [

1 + exp(−𝛽𝜉)

1 + exp(−𝛽√𝜉2 + [∆(𝑇)]2)
] + 2 [𝜉 − √𝜉2 + [∆(𝑇)]2])}

ℏ𝜔𝐷

0

                  

≡ ∫ 𝑑𝜉 𝐼(𝜉, 𝑇)

ℏ𝜔𝐷

0

.                                                                                                         (3.15) 

     La Fig. 3.2 muestra la gráfica de 𝐼(𝜉, 𝑇) de (3.15) en la región [0, ℏ𝜔𝐷] × [0, 𝑇𝑐] utilizando las  

propiedades: i) 𝐼(𝜉, 𝑇) es estrictamente creciente en la energía 𝜉 (Apéndice A) y ii) la existencia de un 

cambio de signo de la derivada parcial ∂I(ξ, T) 𝜕𝑇⁄  en el punto de inflexión 𝜉0 ≡ 𝜆ℏ𝜔𝐷 (Apéndice B). 

En el Apéndice C se demuestra que (3.15) es negativa en todo el intervalo 0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝑐 para concluir 

que 𝐹𝑠(𝑇) ≤ 𝐹𝑛(𝑇) para toda 𝑇.  
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Fig. 3.2 Gráfica del integrando 𝐼(𝜉, 𝑇) de la (3.15) en la región [0, ℏ𝜔𝐷] × [0, 𝑇𝑐]. 

 

 

𝟐(𝟏 − 𝝀) 𝒏𝟎(𝑻) 𝝃𝟎 ≡ 𝝀ℏ𝝎𝑫 
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CAPÍTULO 4    ANÁLISIS DE RESULTADOS 

 

Aquí se compara la energía de condensación 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) de un SC obtenida de la teoría GBEC con 

resultados de otros autores. Finalmente, para ejemplificar e ilustrar la validez de nuestro resultado 

[40] se comparan los valores teóricos y experimentales de la energía de condensación del Al y Nb en 

el intervalo 0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝑐 observándose que los resultados de la expresión analítica que se obtuvieron 

aquí concuerdan aceptablemente con los datos empíricos.  

 

4.1    Validez de 𝑬𝒄𝒐𝒏𝒅(𝑻) de un SC para toda 𝑻 

     Finalmente de (3.14) y como 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇)  ≡ [𝐹𝑠(𝑇) − 𝐹𝑛(𝑇)]/𝐿
𝑑 se tiene [40] 

                   𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) = 2ℏ𝜔𝐷𝑛0(𝑇) − [∆(𝑇)]
2𝑁(0){1/2 + senh−1(ℏ𝜔𝐷/Δ(𝑇))}                      

                              + (
4𝑁(0)

𝛽
) ∫ 𝑑𝜉ln(

[1 + exp(−𝛽𝜉)]

[1 + exp(−𝛽√𝜉2 + [∆(𝑇)]2)]
)

ℏ𝜔𝐷

0

                                 (4.1) 

que es equivalente a la (51.53) de la Ref.[35] (ver Apéndice D), ya que el último término es igual a  

𝜋2/12𝛽 − ∫ 𝑑𝜉ln (1 + exp [−𝛽√𝜉2 + [∆(𝑇)]2])

ℏ𝜔𝐷

0

 

y es aproximadamente  

≃ (𝜋2/12𝛽) − [Δ(𝑇)/2] ln{1 + exp[−𝛽Δ(𝑇)]}  − (1/𝛽)∑(−1)𝑟+1exp[−𝛽𝑟Δ(𝑇)]/𝑟2
∞

𝑟=1

         

                                                                                                                                                                       (4.2) 

que resulta ser una buena aproximación, sobre todo el intervalo de temperaturas [0, 𝑇𝑐], 

particularmente para 𝑇 =  𝑇𝑐 la (4.2) es igual a cero porque el segundo término es cero y el tercero 

es  −𝜁(𝜎 = 2)/2𝛽 = −𝜋2/12𝛽, con 𝜁(𝜎) como la función Zeta de Riemann de orden 𝜎. Más aún, 

después de algo de álgebra, uno puede ver que es posible recuperar la  (51.54) de la Ref.[35] de la 

(4.1) y (4.2) cuando 𝑇 → 0.  

     Por otra parte, si en (4.1) tomamos el caso específico de la temperatura 𝑇 = 𝑇𝑐 el integrando se 

hace cero lo que implica directamente, como debe ser, que 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇 = 𝑇𝑐) = 0.  Y para 𝑇 = 0K se 

puede demostrar que la (4.1) se simplifica y satisface la desigualdad de la Ref.[5] 
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                                          𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇 = 0) = 𝑁(0)(ℏ𝜔𝐷)
2 [1 − √1 + (

∆0
ℏ𝜔𝐷

)
2

] < 0,                      (4.3) 

por inspección, y que además es totalmente equivalente a (2.18) de la teoría BCS [7]. A continuación 

los resultados (4.1) y (4.3) se aplican a los SCs convencionales Nb y Al con un acoplamiento 𝜆 

correspondiente que difiere significativamente. 

 

4.2    Cálculo de 𝑬𝒄𝒐𝒏𝒅(𝑻) para el aluminio (Al) y el niobio (Nb) para  

         toda 𝑻 
 

     La validez de (4.3) se ilustra cuando se compara con los valores proporcionados por (2.7), (2.19) y  

valores experimentales del Nb y el Al. Para esto se tomaron los valores empíricos dados en la Tabla 

IV, mientras que en la tabla V [40] se dan los resultados para 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇 = 0).  

 

               SC 

Valor Exp. 
           Nb            Al 

       Δ0 (eV)     1.5 × 10−3     1.7 × 10−4   

       𝑇𝐷(K)          265          428 

       𝑇𝑐(K)           9.3          1.18 

 𝑁(0) (Jm3)−1    7.305 × 1047     1.016 × 1047 

      𝐵𝑐 (mT)           206          10.5 

      𝑎0 (nm)      0.33 (bcc)     0.404 (fcc) 

      𝜌0(átomos/m
3)    5.565 × 1028    6.067 × 1028 

 

Tabla IV. Valores empíricos para Nb [8, 41, 42] and Al [8, 42]. Aquí Δ0 es la brecha a 𝑇 = 0K, 

𝑇𝐷 la temperatura de  Debye, 𝑇𝑐  la temperatura crítica, SC un superconductor cualquiera, 

𝑁(0) la densidad de estados electrónicos en el nivel de Fermi, 𝐵𝑐  el campo crítico magnético 

en mili-Teslas (mT), 𝑎0 la constante de una red cúbica y 𝜌0 ≡ átomos/volumen. 
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          𝑬𝒄𝒐𝒏𝒅(𝟎)  

 

     SC 

             (i)  

         Ec. (4.3) 

       (eV/átomo) 

           (ii) 

     dato exptl. 

      (eV/átomo) 

(iii) 
−𝑩𝒄

𝟐/𝟐𝝁𝟎 

      (eV/átomo) 

(iv)                

Valor BCS   

   (eV/átomo) 

        Nb   −2.360 × 10−6  −2.358 × 10−6  −1.894 × 10−6             −2.097 × 10−6 

        Al    −4.109 × 10−9  −4.420 × 10−9         −4.514 × 10−9   −4.312 × 10−9       

 

Tabla V. Tabla de comparación de 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇 = 0K) para Nb y Al. Los valores mostrados están dados por i) Ec. 

(4.3), ii) valores experimentales para el Al tomados de la Ref.[2] y para el Nb de la Ref.[8], iii) 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇 = 0) =

−𝐵𝑐
2/2𝜇0, y iv) el valor teórico BCS 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇 = 0) = −(𝜋

2/2𝑒2𝛾)(𝑘𝐵𝑇𝑐)
2𝑁(0). 

      

Estos resultados definen el intervalo [40] que contiene la 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇 = 0K) experimental del Nb  

                                 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑁𝑏) ∈  [−2.360,−1.894] × 10
−6eV/átomo                                       (4.4) 

y para el Al  

                                 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝐴𝑙)  ∈  [−4.514,−4.109] × 10
−9eV/átomo.                                       (4.5) 

     Una vez que se ha comprobado la validez de la energía de condensación de la teoría GBEC para el 

Al y Nb a las temperaturas 𝑇𝑐 y 𝑇 = 0K, a continuación se muestra cómo los valores de 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) de 

la (4.1) concuerdan aceptablemente con los datos experimentales del Nb y Al en el resto del intervalo 

de temperaturas. En la Fig. 4.1 se comparan los valores teóricos 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑 𝑣𝑠 𝑇 con los datos para el Nb 

y en la Fig. 4.2 análogamente para el Al [40]. Los datos experimentales para el Al fueron tomados de 

la Ref.[2] mientras que los datos para el Nb se tomaron de las Refs.[41, 42]. Para evaluar la integral 

en (4.1) se pueden utilizar métodos numéricos o bien la aproximación (4.2).     
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Fig. 4.1 Energía de condensación para el Nb como función de 𝑇/𝑇𝑐. Los valores 

experimentales se tomaron de las Refs.[41, 42].  

 

 

 

Fig. 4.2 Energía de condensación para el Al como función de 𝑇/𝑇𝑐. Los valores 

experimentales se tomaron de la Ref.[2]. 
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CONCLUSIONES 
La teoría GBEC fue utilizada para extender a toda temperatura 𝑇 la expresión de la energía de 

condensación entre las fases 𝑛 y 𝑠 de la teoría BCS sin excluir la posibilidad de generalizar el resultado 

de 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) para otro tipo de SCs [40]. Esta expresión sustenta además, como debe ser, que la 

energía libre de Helmholtz asociada a la fase 𝑠 está por debajo de la asociada a la fase 𝑛 para toda 

0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝑐. Con la teoría GBEC se obtienen fácil y directamente soluciones exactas con resultados 

confiables evitándose así la complejidad de la teoría de Eliashberg de acoplamiento fuerte. Además, 

GBEC da 𝑇𝑐’s considerablemente mayores y reproduce muchos de los resultados ampliamente 

conocidos de BCS sin abandonar la dinámica electrón-fonón [43, 44] que sigue considerándose la 

teoría estándar de la superconductividad incluyendo las sugerencias más recientes en las Refs.[14, 

45-48] sobre las altas 𝑇𝑐’s de los sulfuros e hidruros SCs C-S-H, H3S y LaH10.  Entre varios autores, 

citados aquí, se corrobora la sugerencia de que la superconductividad aún se puede describir 

satisfactoriamente en muchos SCs, si no en todos, sin abandonar la dinámica electrón-fonón 

evitándose la necesidad de recurrir a dinámicas no convencionales que suelen ser engorrosas. 
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APÉNDICES 
 

Apéndice A.  Demostración de que el integrando 𝑰(𝝃, 𝑻) en  

                        𝑬𝒄𝒐𝒏𝒅(𝑻) es estrictamente creciente en la  

                        energía 𝝃 para toda 𝑻  
 

     Primero se hacen las siguientes observaciones 

𝑖)   𝐼(𝜉, 𝑇) es una función diferenciable en 𝜉 dentro del intervalo de integración.  

𝑖𝑖)   𝐼(𝜉 = 0, 𝑇) = 2𝑛0(𝑇) − 2𝑁(𝜉)∆ − 4𝑁(𝜉)𝑘𝐵𝑇 ln[(1 + exp[−𝛽∆])/2] < 0, y que puede ser     
       reescrita como 0 ≤ [exp(𝛽∆/2) − 1]2.  

𝑖𝑖𝑖)  𝐼(𝜉 = ℏ𝜔𝐷 , 𝑇) = 2(1 − 𝜆) 𝑛0(𝑇) ≥ 0.  

𝑖𝑣)  𝐼(𝜉, 𝑇) = 0 para los casos 𝜉 = 𝜉0 ≡ 𝜆ℏ𝜔𝐷 o 𝑇 = 𝑇𝑐. 

𝑣)   El valor de 𝐼(𝜉, 𝑇) para 𝑇 = 𝑇𝑐 en el intervalo de integración 0 ≤ 𝜉 ≤ ℏ𝜔𝐷 es igual a cero, lo que      
     implica que la integral (3.15) es cero, deduciéndose así que la energía libre de Helmholtz para la  
     fase normal y SC son iguales en ésta temperatura. 

     Para mostrar que 𝐼(𝜉, 𝑇) es estrictamente creciente en 𝜉 para toda 𝑇 se calcula su derivada parcial    

con respecto a 𝜉 que resulta ser 

𝜕𝐼(𝜉, 𝑇)

𝜕𝜉
= 2𝑁(𝜉) {1 −

𝜉

√𝜉2 + ∆2
+ 2 [

exp{−𝛽√𝜉2 + ∆2}

1 + exp{−𝛽√𝜉2 + ∆2}
]

𝜉

√𝜉2 + ∆2
−
2exp{−𝛽𝜉}

1 + exp{−𝛽𝜉}
}  

                                                                                                                                                                                           

                                                                                                                                                                                (𝐴1) 

siempre y cuando (𝐴1) sea ≥ 0, lo que es equivalente a demostrar que 

                       
1 − exp{−𝛽𝜉}

1 + exp{−𝛽𝜉}
−

𝜉

√𝜉2 + ∆2
{
1 − exp{−𝛽√𝜉2 + ∆2}

1 + exp{−𝛽√𝜉2 + ∆2}
} ≥ 0                                    (𝐴2) 

cuya igualdad se satisfice solamente para 𝜉 = 0 𝑦  ℏ𝜔𝐷. Si existiera otra 𝜉 para que la derivada parcial 

sea nula se debe cumplir que  
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                      (
1 − exp{−𝛽𝜉}

1 + exp{−𝛽𝜉}
) =

𝜉

√𝜉2 + ∆2
{
1 − exp{−𝛽√𝜉2 + ∆2}

1 + exp{−𝛽√𝜉2 + ∆2}
}                               (𝐴3) 

que después de algo de álgebra es equivalente a la igualdad 

                     ∆2(𝑇) = 𝜉2 {
(1 − exp[−𝛽√𝜉2 + ∆2])

2
(1 + exp[−𝛽𝜉])2

(1 − exp[−𝛽𝜉])2(1 + exp[−𝛽√𝜉2 + ∆2])
2 − 1} .                            (𝐴4) 

Es decir  

    0 = (√2 − 1)[1 − exp(−𝛽∆[1 + √2])] + (√2 + 1)[exp(−√2𝛽∆) − exp(−𝛽∆)]                    (𝐴5)                    

lo que es una contradicción ya que (𝐴5) es estrictamente positiva. Por tanto se puede afirmar que 

𝜕𝐼(𝜉, 𝑇)/𝜕𝜉 ≠ 0 en el intervalo de energías 0 < 𝜉 < ℏ𝜔𝐷. 

     De acuerdo con (𝑖𝑖), (𝑖𝑖𝑖) y que 𝜕𝐼(𝜉, 𝑇)/𝜕𝜉 ≠ 0 se concluye que 0 < 𝜕𝐼(𝜉, 𝑇)/𝜕𝜉 en el intervalo 

0 < 𝜉 < ℏ𝜔𝐷, i.e., 𝐼(𝜉, 𝑇) es estrictamente creciente en la energía 𝜉 para toda 𝑇. 

 

   

Apéndice B.    Expresión analítica de 𝛛𝐈(𝛏, 𝐓) 𝝏𝑻⁄   

     Aquí se demuestra que la derivada parcial de 𝐼(𝜉, 𝑇) con respecto a 𝑇 es 

𝑖)   0 < ∂I(ξ, T) 𝜕𝑇⁄  para 𝜉 < 𝜆ℏ𝜔𝐷 = 𝜉0,  

ii)   ∂I(ξ, T) 𝜕𝑇⁄ < 0 para 𝜆ℏ𝜔𝐷 < 𝜉 y 

𝑖𝑖𝑖) ∂I(ξ, T) 𝜕𝑇⁄ = 0 para 𝜉 = 𝜉0.  

     Para esto se obtiene que     

𝜕𝐼(𝜉, 𝑇)

𝜕𝑇
= 2𝑛0

′ (𝑇) − (
2ℏ𝜔𝐷

√𝜉2 + ∆2
𝑁(𝜉)𝑉𝑛0

′ (𝑇))(1 − 2 [
exp{−𝛽√𝜉2 + ∆2}

1 + exp{−𝛽√𝜉2 + ∆2}
]) 

                                 +4𝑘𝐵𝑁(𝜉) ln{
1 + exp{−𝛽𝜉}

1 + exp{−𝛽√𝜉2 + ∆2}
} 

+4𝑘𝐵𝑁(𝜉){
𝛽𝜉exp{−𝛽𝜉}

1 + exp{−𝛽𝜉}
−
𝛽√𝜉2 + ∆2exp{−𝛽√𝜉2 + ∆2}

1 + exp{−𝛽√𝜉2 + ∆2}
} = 
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2𝑛0
′ (𝑇) − (

2ℏ𝜔𝐷

√𝜉2 + ∆2
𝑁(𝜉)𝑉𝑛0

′ (𝑇))(1 − 2 [
exp{−𝛽√𝜉2 + ∆2}

1 + exp{−𝛽√𝜉2 + ∆2}
]) 

               +4𝑘𝐵𝑁(𝜉) ln {
1 + exp{−𝛽𝜉}

1 + exp{−𝛽√𝜉2 + ∆2}
exp(

𝛽𝜉

1 + exp{𝛽𝜉}
−

𝛽√𝜉2 + ∆2

1 + exp{𝛽√𝜉2 + ∆2}
)} = 

2𝑛0
′ (𝑇) − (

2𝑁(𝜉)∆∆′

√𝜉2 + ∆2
))(1 −

exp{−𝛽√𝜉2 + ∆2}

1 + exp{−𝛽√𝜉2 + ∆2}
) + +4𝑘𝐵𝑁(𝜉) ln {

1 + exp{−𝛽𝜉}

1 + exp{−𝛽√𝜉2 + ∆2}
} 

                + (
4𝑁(𝜉)

𝑇
){

𝜉  exp{−𝛽𝜉}

1 + exp{−𝛽𝜉}
−
√𝜉2 + ∆2  exp{−𝛽√𝜉2 + ∆2}

1 + exp{−𝛽√𝜉2 + ∆2}
}.                                  (𝐵1) 

     Si ∆ ≪ 𝜉0 < ℏ𝜔𝐷 (𝐵1) tiene que 

 
𝜕𝐼(𝜉, 𝑇)

𝜕𝑇
≃ 2𝑛0

′ (𝑇) −
2𝑁(𝜉)∆∆′

√𝜉0
2 + ∆2

≃ 2𝑛0
′ (𝑇) −

2𝑁(𝜉)∆∆′

𝜉0
[1 −

1

2
(
∆

𝜉0
)
2

] 

                                        ≃ 2𝑛0
′ (𝑇) [1 −

𝜆ℏ𝜔𝐷
𝜉0

].                                                                                    (𝐵2) 

     De acuerdo con (𝐵2) se concluye que 𝜕𝐼(𝜉, 𝑇)/𝜕𝑇 es diferente de cero excepto cuando 𝜉0 =

𝜆ℏ𝜔𝐷, siendo 𝐼(𝜉, 𝑇) una función estrictamente creciente en 𝑇 cuando 𝜉 < 𝜆ℏ𝜔𝐷 y estrictamente 

decreciente en 𝑇 para 𝜆ℏ𝜔𝐷 < 𝜉.   

 

Apéndice C.    Demostración de la desigualdad 

                          𝑬𝒄𝒐𝒏𝒅(𝑻) ≡ [𝑭𝒔(𝑻) − 𝑭𝒏(𝑻)]/𝑳
𝒅 ≤ 𝟎 para toda 𝑻 

                           en las fases normal (𝒏) y SC (𝒔) 

  
     Para esta demostración aquí se utiliza la expresión de la energía de condensación del Apéndice D 

que resulta ser  

   𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇)   = 2ℏ𝜔𝐷𝑛0(𝑇) − Δ
2𝑁(0) {

1

2
+ senh−1 (

ℏ𝜔𝐷
Δ
)}  + (

4𝑁(0)

𝛽
) (𝜋2/12𝛽) 

                                      − (
4𝑁(0)

𝛽
) ∫ 𝑑𝜉 ln ([1 + exp (−𝛽√𝜉2 + Δ2)])

ℏ𝜔𝐷

0

=                                           
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−
1

2
𝑁(0)Δ2 − 𝑁(0)Δ2 ln (

Δ0
Δ
) +

1

3
𝜋2𝑁(0)(𝑘𝐵𝑇)

2 

                              −4𝑁(0)𝑘𝐵𝑇 ∫ 𝑑𝜉 ln (1 + exp [−𝛽√𝜉2 + Δ2])

ℏ𝜔𝐷

0

                                               (𝐶1) 

por lo que  

𝜕𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇)

𝜕𝑇
= −2𝑁(0)∆∆′ − 2𝑁(0)∆∆′ ln (

∆0
∆
) +

2

3
𝜋2𝑁(0)𝑘𝐵

2𝑇 

−4𝑁(0)𝑘𝐵 ∫ 𝑑𝜉 ln (1 + exp [−𝛽√𝜉2 + Δ2])

ℏ𝜔𝐷

0

− 4𝑁(0)𝑘𝐵𝑇
𝜕

𝜕𝑇
∫ 𝑑𝜉 ln (1 + exp [−𝛽√𝜉2 + Δ2])

ℏ𝜔𝐷

0

 

≥ −2𝑁(0)∆∆′ − 2𝑁(0)∆∆′ ln (
∆0
∆
) +

2

3
𝜋2𝑁(0)𝑘𝐵

2𝑇 − 4𝑁(0)𝑘𝐵
𝜋2

12𝛽
 

−4𝑁(0)𝑘𝐵𝑇
𝜕

𝜕𝑇
∫ 𝑑𝜉 ln (1 + exp [−𝛽√𝜉2 + Δ2])

ℏ𝜔𝐷

0

≥ 

−2𝑁(0)∆∆′ − 2𝑁(0)∆∆′ ln (
∆0
∆
) +

1

3
𝜋2𝑁(0)𝑘𝐵

2𝑇 − 4𝑁(0)𝑘𝐵𝑇
𝜕

𝜕𝑇
(
𝜋2

12𝛽
) = 

                                                    −2𝑁(0)∆∆′ − 2𝑁(0)∆∆′ ln (
∆0
∆
) ≥ 0.                                              (𝐶2) 

Esto implica que 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) es no decreciente en todo el intervalo de temperaturas 0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇𝑐, 

como 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇 = 0) < 0 y 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇 = 𝑇𝑐) = 0 por tanto  𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) ≡ [𝐹𝑠(𝑇) − 𝐹𝑛(𝑇)]/𝐿
𝑑 ≤ 0 

en el intervalo de 𝑇 ya mencionado.  
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APÉNDICE D    Demostración de la equivalencia de 𝑬𝒄𝒐𝒏𝒅(𝑻)  

                             comparada aquí con un resultado de 

                             Fetter & Walecka (1971)    
 

A partir del resultado obtenido aquí para la energía de condensación en un SC [40] 

   𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) = 2ℏ𝜔𝐷𝑛0(𝑇) − Δ
2𝑁(0){1/2 + senh−1(ℏ𝜔𝐷/Δ)} 

             +(4𝑁(0)/𝛽) ∫ 𝑑𝜉ln ([1 + exp(−𝛽𝜉)]/ [1 + exp(−𝛽√𝜉2 + Δ2)])

ℏ𝜔𝐷

0

                               

  

   = 2ℏ𝜔𝐷𝑛0(𝑇) − Δ
2𝑁(0) {

1

2
+ senh−1 (

ℏ𝜔𝐷
Δ
)}  + (

4𝑁(0)

𝛽
) ∫ 𝑑𝜉 ln([1 + exp(−𝛽𝜉)])

ℏ𝜔𝐷

0

  

−(
4𝑁(0)

𝛽
) ∫ 𝑑𝜉 ln ([1 + exp (−𝛽√𝜉2 + Δ2)])

ℏ𝜔𝐷

0

= 

  2ℏ𝜔𝐷𝑛0(𝑇) − Δ
2𝑁(0) {

1

2
+ senh−1 (

ℏ𝜔𝐷
Δ
)}  + (

4𝑁(0)

𝛽
) (𝜋2/12𝛽) 

                                        − (
4𝑁(0)

𝛽
) ∫ 𝑑𝜉 ln ([1 + exp (−𝛽√𝜉2 + Δ2)])

ℏ𝜔𝐷

0

.                                  (𝐷1) 

Dado que  

                            2ℏ𝜔𝐷𝑛0(𝑇) = 2ℏ𝜔𝐷(∆
2/𝑓2) = 2ℏ𝜔𝐷∆

2/2ℏ𝜔𝐷𝑉 = ∆
2/𝑉.                                  (𝐷2)    

Y   

 senh−1(ℏ𝜔𝐷/Δ) = ln {ℏ𝜔𝐷/Δ + √(ℏ𝜔𝐷/Δ)2 + 1} = ln (2ℏ𝜔𝐷/Δ) = ln ([2ℏ𝜔𝐷/Δ0]/[Δ/Δ0]) = 

                                  ln (2ℏ𝜔𝐷/Δ0) − ln (Δ/Δ0) = 1/𝑁(0)𝑉 + ln (Δ0/Δ).                                   (𝐷3) 

Sustituyendo (𝐷2) y (𝐷3) en (𝐷1) para 𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) se obtiene 

𝐸𝑐𝑜𝑛𝑑(𝑇) =
∆2

𝑉
−
Δ2𝑁(0)

2
− Δ2𝑁(0) [

1

𝑁(0)𝑉
+ ln (

Δ0
Δ
)] + (

4𝑁(0)

𝛽
) (𝜋2/12𝛽) 

                                       − (
4𝑁(0)

𝛽
) ∫ 𝑑𝜉𝑙𝑛 ([1 + exp (−𝛽√𝜉2 + Δ2)])

ℏ𝜔𝐷

0

                                    (𝐷4) 
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que es equivalente a (51.53) de la Ref.[35] 

(Ω𝑠 − Ω𝑛)/𝑉 = −
1

2
𝑁(0)Δ2 − 𝑁(0)Δ2 ln (

Δ0
Δ
) +

1

3
𝜋2𝑁(0)(𝑘𝐵𝑇)

2 

                                            −4𝑁(0)𝑘𝐵𝑇 ∫ 𝑑𝜉 ln (1 + exp[−𝛽𝐸′])

ℏ𝜔𝐷

0

                                                (𝐷5) 

donde   

                                                                  𝐸′ = √(Δ′)2 + 𝜉2 .                                                                        (𝐷6) 
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