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Introduccion

Varias areas de la matematica tienen dentro de sus objetos de estudio a las
curvas algebraicas o analiticas, i.e, conjuntos definidos por ceros de polinomios o
funciones analiticas, respectivamente. Tal es el caso de la geometria algebraica,
o el estudio de foliaciones y la teoria de singularidades, por mencionar algu-
nas. Uno de los aspectos fundamentales a entender en curvas algebraicas (o
analiticas) es su comportamiento en vecindades de puntos singulares. Para este
propésito han habido numerosos esfuerzos por parte de la comunidad matemati-
ca, que van desde trabajos de Newton hasta nuestros dias. Durante ese tiempo
se han desarrollado varios métodos que permiten mirar con lupa, y escudrinar
lo que ocurre, cerca de los puntos singulares de una curva. Entre ellos estan el
poligono de Newton, las series de Puiseux, la resolucion de singularidades, etc.
Muchos de estos métodos inicialmente estaban dirigidos sélo a polinomios, y
eventualemente se fueron extendiendo para incluir series formales y funciones
holomorfas. Sin embargo, estas extensiones necesitaban de un puente que permi-
tiese traducir varios de los resultados de polinomios a series de potencias. Este
puente se logra con el teorema de preparacién de Weierstrass, el cual reduce
muchos argumentos para series de potencias a resultados acerca de polinomios.

Nuestro objetivo en esta tesis es, primeramente, desarrollar la teoria nece-
saria para llegar al teorema de preparacién. El teorema de preparacién permite
escribir funciones analiticas como polinomios en una variable, donde los coefi-
cientes son series formales analiticas en las demds variables (salvo por un factor
llamado unidad) en vecindades de puntos. Con esto, varias de las propiedades
que se cumplen en curvas algebraicas se pueden adaptar para el caso analitico
local. De este modo, este teorema es uno de los resultados base para el estudio
de curvas analiticas.

La motivacién geométrica para incluir el estudio de conjuntos analiticos®,
se encuentra en que en muchos casos el comportamiento global de una cur-
va (analitica o algebraica) difiere sustancialmente de su comportamiento local,
principalmente en vecindades de puntos singulares. Dos ejemplos de esta distin-

cién entre lo local y lo global los podemos observar en la siguientes curvas?: en

LCeros de funciones analiticas.
2Por claridad haremos los dibujos en el plano real pero a lo largo del texto estaremos
siempre considerando polinomios en el contexto complejo.

IX



X INTRODUCCION

la lemniscata cuyo polinomio es

Py(zy,20) = x5 — 27 + 2

Xo

y en la cubica de Tschirnhausen (o cibica nodal), la cual es descrita por el
siguiente polinomio irreducible3:

Py(x1,29) = x% — x%(xl +1).

X2

En ambos casos la curva, como conjunto, es irreducible (ver definicién 2.3.5),
pero cuando la consideramos tinicamente en una pequena vecindad del origen,
podemos observar que se descompone en 2 “ramas locales”. Si nos mantenemos
en el mundo algebraico, es decir, si sélo trabajamos con funciones polinomiales,
resultard imposible poder llegar a una expresion que describa a estas dos ramas
locales. Es necesario entonces, extender el mundo de funciones a un conjunto
que incluya a este tipo de curvas. Para esto incluiremos a las funciones analiticas
(es decir, aquellas definidas por series de potencias convergentes en la vecindad

3Estos polinomios son irreducibles tanto en los reales como en los complejos. Sin embargo,
a lo largo del texto, la nocién de irreducibilidad con la que nosotros trabajaremos es sobre los
complejos.
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de un punto). De este modo, podemos descomponer a los polinomios P; y P

como:
Py(x1,29) = (x2 — 214/1 — 22) (22 + 211/ 1 — 22),
Pr(x1,22) = (22 + v1Va1 + 1) (22 — 21V21 + 1),

cada uno de los nuevos factores define una funcién analitica en una vecindad
del origen donde |z1| < 1.

Asi, las funciones a elegir dependen del punto de vista de lo que queremos
estudiar, en particular nos interesa distinguir entre lo local y lo global. En
este texto nos enfocaremos maés en el mundo de funciones analitico complejas
(o funciones holomorfas, es decir, C-diferenciables en abiertos). El teorema de
Weierstrass sirve para identificar al conjunto de ceros de este tipo de funciones
de una manera mas visual, reduciendo su anélisis local al estudio de polinomios.

En este texto, comenzaremos por definir brevemente los elementos algebrai-
cos bésicos generales que necesitaremos. Inmediatamente pasaremos a definir
los objetos principales de estudio, esto es, los anillos de series formales y se-
ries convergentes, y mostraremos varios resultados preliminares que describen
algunos aspectos fundamentales de estos espacios. En el capitulo 2 nos enfo-
caremos en mostrar el teorema de preparaciéon, para ello mostraremos primero
el teorema de division de Weierstrass, el cual es igualmente importante en la
teoria, ya que proporciona un algoritmo de la divisién para series de potencias.
Entre las aplicaciones del teorema de preparacién, también mostraremos en este
capitulo el teorema de la funcién implicita (y su generalizacién en sistemas de
funciones) y el teorema de la funcién inversa, entre otros resultados ttiles como
el teorema de continuidad de las raices. En la tltima seccién de este capitulo,
aplicaremos estos resultados para el estudio de ramas locales en vecindades de
puntos singulares en curvas analiticas. Dentro de esta seccién mostremos el lema
de Study y la descomposicién en componentes irreducibles locales. Finalmente,
en el capitulo 3, como complemento a la teoria, expondremos el método de ex-
plosién (o resolucién) de singularidades, el cual nos servird para separar ramas
locales en curvas algebraicas, y que ilustraremos en varios ejemplos.
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Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo explicaremos los conceptos fundamentales que se
necesitan para abordar el teorema de preparacion de Weierstrass, que estudia-
remos en el siguiente capitulo. Esta teoria se desarrolla dentro del contexto de
la geometria algebraica y la geometria analitica local, es decir, el estudio de con-
juntos en C™, definidos por ceros de polinomios o funciones analiticas locales,
respectivamente. Con la finalidad de dar més claridad en los conceptos, nosotros
nos enfocaremos principalmente en el caso n = 2, es decir, curvas en el plano
complejo.

Para estudiar curvas planas, solamente se necesitan series de potencias en
2 variables. Por ello, nos restringiremos al caso de dos variables, sin embargo
varios de los resultados que aqui se enuncian son de hecho vélidos para més
variables.

1.1. Nociones de algebra

En esta seccién daremos brevemente algunas definiciones de algebra ele-
mental, que nos serviran para definir con claridad los conjuntos con los que
trabajaremos.

Definicién 1.1.1. Sea A un conjunto no vacio, + y - dos operaciones binarias
internas en A.
Decimos que una terna (A, +, ) es un anillo, si para cada z,y,z € A:

1. z+y € A (+ es cerrada).
2. z(+y+2) = (x+y) + z (+ es asociativa).
3. z+y=y+z (+ es conmutativa).

4. Existe v € A tal que © +v = v+ 2 = x (existencia de neutro aditivo para
+).

5. Existe w € A tal que = + w = 0 (existencia del inverso aditivo para +).
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6. -y € A (- es cerrada).
7.z (y-z)=(x-y)- 2z (- es asociativa).
. z-(y+z2)=x-y+z-zy(x+y) z=z-2+7y- 2z (distributividad).

Si ademds = -y = y - x, es decir, el producto - es conmutativo, decimos
entonces que el anillo es un anillo conmutativo.

Si existiera b € A tal que = -b = b-x = x, es decir, que - tenga elemento
neutro multiplicativo, entonces decimos que el anillo es un anillo con unidad.

Definicién 1.1.2. En un anillo A con identidad multiplicativa 14, decimos que
un elemento u € A es unidad o invertible, si existe v € A tal que u-v = v-u = 14.

Mas adelante usaremos frecuentemente el término unidad, por lo que en-
fatizamos en que no hay que confundir este término con el de la identidad
multiplicativa 14, la cual por definicién también es una unidad.

Definicién 1.1.3. Un anillo conmutativo A es dominio entero si no tiene divi-
sores de cero con excepcién del 0, esto es, para cada x € A con x # 0 no existe
y # 0 tal que x -y = 0.

Definicién 1.1.4. Sea A un anillo. Un subconjunto I de A es llamado un ideal
si:

(i) I es un subgrupo del grupo abeliano (A, +), esto es, I es cerrado bajo la
sustraccion, es decir, si a,b € I entonces a —b € I.

(ii) I es cerrado bajo la multiplicacién por cualquier elemento del anillo, es
decir, sia € I,7 € A entonces ar € I y ra € I.

Notese que si un ideal I contiene una unidad u, entonces I = A.

1.2. Anillo de series de potencias

Ahora definiremos los conjuntos especificos sobre los cuales se desarrollard
la teorfa. El primer conjunto base estd dado por series de potencias formales,
esto es series de potencias donde no pedimos ninguna condiciéon de convergencia.
Estas por si mismas permiten desarrollar varios aspectos de la teoria de curvas
(aunque ciertamente no tengan un efecto geométrico directo debido a la falta de
convergencia). En la siguiente seccién agregaremos la nocién de convergencia,
con la cual recuperamos los objetos geométricos (el conjunto de ceros) definidos
por estas funciones. Sea

Clzy,z2] :=1< f = Ay, X2 1y, €C 3, (1.1)
1Vl 2 1V2

(v1,v2)€EN?

éste es el conjunto de series de potencias formales con coeficientes complejos.
No es dificil ver que, con las operaciones de suma y producto que a continuacién
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definiremos, este conjunto adquiere una estructura de anillo conmutativo (ver
apéndice A).
Usaremos la siguiente notacion,

vi=(v1,1n) EN? y 1= (x1,23), sean |v| := vy + 1o y ¥ = =zt rs?,

de este modo f(z Z a,x” € Clz].

Parad e N la parte homogenea de grado d de f es

fay(@) =Y aa” €Clz (1.2)

lv|=d

v la parte polinomial de grado < k es

k
V=" fi) € Clal. (1.3)
d=0

Con esto, definiremos las operaciones suma y producto de series formales de la
siguiente manera:

f+g:= Z(f(d) + 9 fg:= Z( Z (fy9w))- (1.4)
d=0 d=0 k+l=d

Notese que esto define una extensién del anillo de polinomios al anillo de series
formales (ver el apéndice A).

Para las series de potencias formales, en contraste con los polinomios, no se
puede definir adecuadamente un grado global, pues los grados de los términos
pueden tender a infinito. Sin embargo, éstas admiten una medida local, que es
dada por el grado méas bajo de todos los términos, a esto se le conoce como el
orden de la serie.

Definicién 1.2.1. Para f € C[z1, 23]

ord f:= {min{d : fray # 0} si f #0,

si f=0.
Lema 1.2.2. Si f,g € C[x] entonces:
(i) ord (f+g) > min{ord f, ord g}.

(ii) ord (f-g)= ord f+ ord g.

Demostracion.

Sean f,g € C[z].
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(i) ord (f+g) > min{ord f, ord g}.
Si f 6 g son cero, entonces se cumple trivialmente.

Supongamos que f,g Z 0 entonces, notemos que para cualquier grado d,
en la suma f(4) + g(q) podria haber cancelaciones, eso harfa que su orden
pueda ser mayor que el de f(4) 0 g(q), de donde

min{d : fy + gy #Z 0} = min{d : fa) # 0}

min{d : fq) + gy # 0} > min{d : g # 0}.

De este modo

ord (f+g) =min{d: f4) + gy # 0}
> min{min{d : fiqy # 0}, min{d : gay # 0} }
= min{ord f, ord g}.

(ii) ord (f-g) = ord f+ ord g.
Si f o g son cero, la igualdad es cierta por definicién. Supongamos que
f,g9 # 0 entonces

ord f- g = ord (3320 (Xyi—a(fy9w))) = min{d: 32, 1y faga) # 0}

Observacion 1.2.3. Recordemos que:

foygw = Z a,x” Z bpa" = Z aybyz” N,

lvI=Fk Inl=l lv|=F,|n|=!

Entonces f - g = ZZio(ZW:d(f(k)ga))) = ZZio(ZMW:d aybyz” M)

Asi
ord (f-g) =min{d: Y fuga) # 0}
k+i=d
=min{lv|+ 9| =d: Z ay bzt £ 0}
vl+inl=d
=min{|v| : ) #Z 0} +min{|n| : g(,) # 0}, con |v| + |n| =d
= ord f+ ord g.

O

Como consecuencia de lo anterior, en particular tenemos que C[[z1, 23] es un
dominio entero (ver el apéndice A).

Con esta nocién de orden se definen los siguientes conjuntos, los cuales son
esenciales en el estudio de ceros locales,

m={f eClx] : ord f> 1}
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m* = {f € C[x] : ord f> k}.

En el siguiente lema se describe una de las caracteristicas fundamentales del
anillo C[z], esto es que sea un anillo local (ver [4, 10, 2]).

Lema 1.2.4. El conjunto m es un ideal ,y es el inico ideal mazimal en Clz].

Demostracion.
Primero mostraremos que m es un ideal del anillo C[[z] para posteriormende
demostrar que es maximal.
Sean f,g € m. En particular, se tiene que ord f> 1, ord g > 1. Por el lema
1.2.2,
ord (f+g) > min{ord f, ord g} > 1.

Por tanto f + g € m.
Sean f € m,g € C[z] es decir, ord f > 1.
Luego f - g € C[z] ya que C[xz] es anillo y por el lema 1.2.2,

ord (f-g)=ord f + ord g.
Pero, ya que f> 1y ord g > 0, entonces
ord f+ord g> 1+ ord g > 1.

Por tanto f-g € m.
Nétese que 0 € m, ya que 0 € C[z] y por definicién de orden ord(0) = cc.

Sea u unidad, es decir, existe v € C[z] tal que u-v = 1. Asi, ord (wv) =
ord u+ ord v= 0, por lo que ord(u) = 0 esto es, u ¢ m. Por tanto m es un ideal
propio.

Ahora probaremos que m es maximal.

Supongamos que existe un ideal I tal que I = m y m C I , entonces existe
g € I con ord g < 1, es decir, ord g = 0. Pero esto significa que g tiene un
término constante distinto de cero, existe % € C[z] (no es dificil demostrar

esto, vedse la proposicién 1.2.7), asi é -g=1¢€ I. Por lo tanto I = C[z]. De
este modo hemos probado que m es maximal. O

A continuacién definiremos una nocién de convergencia formal para sucesio-
nes de series en C[z] dada en términos del orden de las sucesiones. Esta describe
una cercania entre las series de acuerdo al orden, conocida como topologia de
Krull, y a la cual también nos referiremos como topologia del orden.

Definicién 1.2.5. Sea (f,)nen una sucesién en Cfz], decimos que ésta converge
a f € C[x] si para cada k € N existe N € N tal que f — f,, € m* para toda
n > N, y es una sucesion de Cauchy si para cada k existe N € N tal que
fm — fn € m* para toda m,n > N.
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Lema 1.2.6. C[z] tiene las siguientes propiedades

1. Nyenm® = {0}
2. Toda sucesion de Cauchy en Clz] es convergente.

Demostracion.

1. Sea f € Nen mF. Si f # 0 entonces existe n € N tal que ord f= n.

Pero ya que f € (,cy mP, en particular, f € m"t!, asin = ord f>n+1
lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto f = 0.
Por otro lado, nétese que ord 0 = oo > 1, por lo cual 0 € m* para cada
keN.

2. Sea (fn)nen una sucesién de Cauchy. Entonces para cada k € N existe
N, € N tal que f, — f,n € mF para toda n,m > N,. A continuacién
observamos qué implicacién tiene esto:

Sean f, = al + atx + afx® + -+ y fo = al* +al'x +aPa? + .
Entonces f, — fm = (a8 — ai') + (a} — a7)x + (ad — a*)z? + - - -.
Obsérvese que si k = 1, existe N; € N tal que f, — fn € m' para toda
n,m > Ny, es decir, ord(f, — fm) > 1 pero

fn—fm:(ag‘—aS"’)—l—(a?—a{"’)x+(a§—a§”)x2+...7

con lo cual (af — af*) =0y asf af = afj* para toda n,m > Nj.

Por otro lado, si k = 2, existe No € N tal que, f, — fm € m? para toda
n,m > N, es decir, ord(f, — fm) > 2 como

fn—fm:(ag—a6”)+(a?—a}")x+(a§—ag@)x2+...’

esto significa que af —af' =0y af —a* =0, es decir, af = aj’ y af = a"
para cada n,m > N,. Nétese que Ny < Ns.

Siguiendo la idea anterior, para k arbitraria existe N € N tal que para
cada n,m > Ny, fn — fm € m*, es decir, ord(f, — fm) > k, donde

fn*fm = (ag7a81)+(a?7a§n):r+...+(a27a7€n)l,m+“’ ,
por lo cual
aj—af =0

n m __
at—ai’ =0

(1.5)

ay_,—ap., =0, para cada n,m > Nj.
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Es decir,

ag = ag’
al =a’

(1.6)
ay_, = ap,, para cada n,m > N,

donde N > Ng_1 > -+ > Ny > Nj.

Ahora, definiremos coeficientes para una funcién f(x) = Z;io ajz’, que
mostraremos que es el limite de la sucesién de Cauchy (f,,). Definimos
los coeficientes a; de f de la siguiente manera: para cada k, definimos los
coeficientes a; hasta orden k, como a; := a7, donde a’} son los coeficientes
de f, para n > Nj (con Nj como arriba). Esto lo podemos hacer para
cualquier orden k, por lo que podemos definir todos los términos de f de

esa manera. Ademaés por construccién, para cada k
k
f - fn em”,

para toda n > Ny, lo cual muestra que f es el limite de la sucesién (f,)
en la topologia del orden.

O
Proposicién 1.2.7. Para f € C[z], las siguientes condiciones son equivalentes.
a) [ es una unidad.
b) ord f=0.
c) [ ¢&m.

Demostracion.

a)=b)

Si f es unidad, entonces por definicién existe fe C[«] tal que f - f: 1.

Entonces, ord(f - f) = ord(1) = 0, y por el lema 1.2.2 tenemos que ord(f) +
ord(f) = 0, por lo que, en particular, ord(f) = 0, i.e, f tiene término constante
distinto de cero.

b)= a)

Sea f(z) = > o2, a,x’con ag # 0, ya que ord f= 0. Podemos asumir sin pérdida
de generalidad que ag = 1. Definimos g(z) :=1— f(z) =1—(1+> 0", a,a¥) =
Yoo —a,z”. Nétese que g(0) = 0.

Consideramos la serie h := 14+ g+ g*+- - € C[z]. Obsérvese que h se define
como el limite de las sucesiones h, = 1+ g+ ---+ ¢" cuando n tiende a infinito,
donde g por si misma es una serie formal. En principio podria ocurrir que una
sucesién de series formales no converja (en el sentido de la topologia de Krull)
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a una serie formal. En este caso, como ord g > 1, entonces la sucerién (hy)nen
es de Cauchy en C[z] y por el lema 1.2.6 converge. De este modo tenemos que
f es una unidad ya que

frh=(-g)+g+g"+ )

=l4+g9+¢°+4¢>+ - (1.7)
PR . B
b)=c)
Como m = {f € C[[z] : ord f> 1}, claramente si ord f= 0, entonces f ¢ m.
c)=b)

Si f ¢ m entonces ord f=k < 1, y como ord f€ N, entonces ord f=0.

1.3. Anillo de funciones analiticas

A continuacién anadiremos la nocién de convergencia en las series de poten-
cias. Esto quiere decir, a groso modo, determinar el conjunto de valores (z1, z2)
en C?, que pueden tomar las variables x; y x5 en la serie, de modo que se
obtenga un nimero complejo. Veamos esto primero en un ejemplo:

Ejemplo 1.3.1. La serie geométrica 250:0 z7'xs? es absolutamente convergente

(es decir, también converge la serie de valores absolutos) para |z1z2| < 1, y

o0 Vi, V2 __ 1
Do Ty = (A—z)(1—22)"

Demostracion.
Sabemos que:
oo vi| o0 v 1 . s .
Y=o TV =220 g lma | = oy converge siy solo si 1| <1y
(o) va| __ (o) Vo __ 1 L L2 2
Y va—0 1T =D g 22| = {iTJzapy Cconverge siy solo si |zo| < 1.
De este modo usando la definicién de producto de series de potencias tenemos
que

o0 oo o0 o0 1
Dolatar =)l = Y Y el = :
=0 /=0 (1= Jz1[)(1 = |22])

151 =0 1] =0

por lo cual, esta serie converge siy sélosi |x1| < 1y |z2| < 1, es decir |z122] < 1.
Asi, tanto Y0 oy como Y )z xy? convergen absolutamente en el conjunto

de valores (x1,x2) € C? tales que |r12z2| < 1.
O

Este ejemplo tiene de fondo una propiedad més general que se expresa en el
siguiente lema.
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Lema 1.3.2 (Lema de Abel).

Sea f(z) = Y00 yavz”, con x = (z1,22) € C?, donde z; # 0 para cada
j=1,2. Sea M € R una constante positiva tal que |a,x”| < M, para cada v =
(v1,12). Si0 < p; < |zj|, para j = 1,2, entonces f converge uniforme y absolu-
tamente en el polidisco D = {z € C? : |z;| < p;, para j =1,2}.

En particular, el limite de la suma es independiente del orden de los suman-
dos.

Demostracion.

Consideremos f, M y p; como en el enunciado del lema.

Sea z € D ={z € C?:|z] < p;}. Como p; < |z;| entonces, |z;| < p; < |z;],
en particular |z;| < |asj| v |z <zl

Definimos p; := Como 0 < p; < |zj|, entonces 0 < p; < 1, para
j=1,2.

De esta manera |z;| < p; = pjlz;|.

Por lo cual |2”| < p”|z¥]|, ya que

o ]

272 = |y 2 P = 21t 2 - 2y 2
= 20" P27 = |aa [ |2of 2
< (i )® (palza])? = p >

En consecuencia |a,2”| = |a,||2”| < |ay||z” |’ = |ayz”|p” < Mp”, por hipéte-
sis. De este modo

oo o0 oo M

Sl € Sl < S =0 S i =

v=0 v=0 v=0 H H2

Por lo tanto f converge absoluta y uniformemente.
O

Corolario 1.3.3. Para f(z) = > .- a,x” € Cz] las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) Eziste v = (z1,22) € C2, con xj # 0, para j = 1,2, tal que Y o a,z”
converge.

ii) Existe p = (p1,p2) € R%, con p; > 0, para j = 1,2, tal que —_oayp”
p P1, P P; V0 O P
converge.

iii) Existe o = (01,02) € R%, con o; > 0, para j = 1,2, tal que o lav|o”
J v=0
converge.

Demostracion.

Sea f(z) =Y .2 jayz” € C[z].
Primero probaremos que (i) implica (ii):

Sea x = (z1,22) € C? tal que Y - @,x” converge y expresemos a  como
T = (ﬁlewl’ﬁzeiaz).

Como f converge, existe M € R, tal que, |a,z”| < M para cada v.
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Obsérvese que

2] = [t 25|
’i01 )1/1 (p‘"QeiGQ)UQ‘

Vo ei(911/1+02u2) |

= |(p1e
= |;"" p2
= ;" 52| = |p”]-

De esta manera |a,p"| = |a,2”| < M, para cada v. Usando el lema de Abel,
f(z) converge uniforme y absolutamente en el polidisco,

D={z€C?:|z| <pj} con0<p; < |z,

de donde tenemos el inciso (ii).
Ahora mostraremos que (ii) implica (iii):

Supongamos que existe p = (p1, p2) € R?, con p; > 0, tal que Ziozo a,p”
converge. Como la serie converge, nuevamente existe M € R, tal que |a,p”| <
M para cada v. Entonces, al igual que en el inciso anterior, por el lema de
Abel, la serie Y 7 a,p” converge uniforme y absolutamente en el polidisco,
D={2€C?:|z| <o;}, con0<oc; <|pjl

Nétese que al tomar z € D, tal que |z| = o, tenemos que Y .- |a,|o”
converge.

Finalmente, mostraremos que también (iii) implica (i):

Supongamos que existe o = (01,02) € R?, con o; > 0, tal que Y - |a,|o”
converge.

Tomemos entonces x = o, asi la serie Ziio |a,|z¥ converge, y por consi-

guiente > 7 a,x” también. O

Observacion 1.3.4. Dentro de su dominio de convergencia una serie de po-
tencias representa una funcion holomorfa (C-diferenciable) e inversamente cual-
quier funcion holomorfa puede expandirse localmente en serie de potencias.

Lo anterior es enunciado en el siguiente lema, pero primero veremos una
definicién.

Definicién 1.3.5. Sea U C C? un dominio (es decir, un subconjunto abierto
y conexo), f : U — C una funcién. Decimos que f es analitica si para cada
po € U, existe una vecindad V' = V(pg) de pg en U, y una serie de potencias
oo v —po)” que converge a f en V.

Lema 1.3.6 (Lema de Osgood [2]).
Sea U un conjunto abierto en C2, y f : U — C una funcién continua. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. f es analitica.
2. f es holomorfa.

3. f es holomorfa en cada variable.
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Ademés las series de potencias convergentes forman un anillo (ver apéndice

A)

Definicién 1.3.7. Una serie de potencias formal es llamada convergente si
satisface alguna de las condiciones del corolario 1.3.3.

Denotaremos al conjunto de series de potencias convergentes por C(x1, z2) C
Clxy, z2].

Nétese que las series en C(xy,z3) no tienen un dominio de convergencia
comun, por lo que introduciremos una norma que permita agrupar a todas las
series con un radio de convergencia comun.

Sea p = (p1,p2) € R?; p1 > 0,pa > 0y consideremos la transformacion

Clz1,z2] = R4 U {oo}, f(x) = Zal,x” = Hf('r)Hp = Z |ay|p"”.
v=0 v=0

En la siguiente proposiciéon se muestra que esta transformacion define una
norma en el anillo de series de potencias formales, a la cual se le conoce como
la p-norma mayorante.

Proposicién 1.3.8. Sean f,g € C[z] y A € C
a) [|fllp=0 < f=0.
b) [Mfllp = Ao

) [1F +gllp, < [1f1lp +lgll,-

d) Si f = ZSOZO f(a) es la descomposicion en partes homogéneas, entonces

f1le = Z;o:o [ feallo-
e) Si f y g son polinomios en dos variables, entonces ||f - gl|l, < ||fll, - |lgllp-
f) Sillglly < oo, entonces [|f o gll, <||fllo , donde o = ||gl|,-
Demostracion. Sean f(z) =3 07 ayaz”, g(z) = >0 bya” € Clz].

a) Claramente, si f = 0 entonces || f|| = 0 pues todos sus coeficientes son cero.

Por otro lado si || f(z)||, = >pe lav|p” = 0, como estamos sumandos térmi-
nos todos positivos, entonces la tinica manera de que éstos sumen cero es que
cada uno sea cero, por lo que f(z) = 0.

b) Esto se prueba por un célculo directo. Consideremos Af(z) = > -, Aa,z”
entonces

M@)o =D aulp” = A lawlp” = I ()],
v=0 v=0
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c¢) Consideremos la suma de f y g, entonces por propiedades de la norma en
complejos, y monotonia de la suma tenemos lo siguiente

1 (@) + ()], = Zlau+b I
<3 (el + oo
v=0
= Z lav|p” + Z by |p”
v=0 v=0

= @)l + [lg()]lo-
d) Escribamos f como la suma de sus partes homogéneas, esto es f(x) =

foy(@) + fay(z)+- -+, donde fig)(z) =3, |—4 ava”. Notemos que para cada
parte homogénea se tiene que

||f(d) Hp Z lay|p”.

|v|=d

Notemos que al sumar ||f4 ||, con ||f;)||,, donde d # j, no puede haber
cancelaciones de términos en la suma pues los exponentes en p son distintos.
De esto se sigue directamente lo siguiente,

1 (= ||p*”2f(d) Hp—llz > aa” IIp—Z(ZIaulp—lef )|lp-

d=0 |v|=d d=0 |v|=d

e) Sean

= g ayr’ = ag + a1z + asx® + - + apa”

= bya’ =bo+ bz +byr” + - + by
v=0

Entonces f(z) - g(x) = Y520 (34—, aibs)z”
Con lo cual

n+m n+m

1f@)-g@llo =Y 1 Y abile” < Y7 D laibsle” = [1£ @)l llg(@)ll-

v=0 i+j=v v=0 i+j=v

f) Sean

J:):Za,,x”:a0+a1x+a2x2+-~-+anx"+---
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9(x) =3 b, X" = by + bz + boa® 4 - by ™ A
v=0

Entonces, (f(9))(z) =Y 0r o an (> oo buz?)”.
Ademds f(x) o [[g(z)ll, = 3020 an (32,5, [bulp¥)”-
Asi,

1(Fog)@llp = 11D au(D_ bua®)"ll,

[ee) o0
< Z la, ||| Z byx”||, ( desigualdad del tridngulo usada sobre los coeficientes a, )
v=0 v=0

0o 00 'S}
=S @ X ooy = 3 laslo”
v=0 v=0 v=0

= [[f()[ls , donde o = |[g(x)]|-

O
Proposicién 1.3.9. Para f € C(x),lim,0 || f(x)||, = | f(0)].
Demostracion.
Sea f € C(z), es decir, f(z) = > 7, a,z” converge.
Calculamos el limite,
mwmmﬂggmw=w+§mwzw, (1.8)
lo cual es igual a |f(0)].
O

Definicién 1.3.10. Definimos a B, := {f € C[z] : || f||, < oo}.

Es decir, B, es el conjunto de series que convergen con la p-norma, en par-
ticular B, C C(x).
Notemos que para f(z) =Y - a,z” € B, se tiene que

laulp” <> laulp? = [1f (@)l
v=0

por lo cual tenemos que

T

pl/
A esta expresién se le conoce como el estimador de Cauchy. Este estimador,
junto con las propiedades anteriores, nos servira para probar el siguiente teorema

que muestra la estructura algebraica que tiene B,,.
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Teorema 1.3.11. B, es un dlgebra de Banach.
Recordatorio. B es un dlgebra de Banach (compleja) si:

1. Existen operaciones +: Bx B — B, - :Cx B — Byo: Bx B — B tales
que:
a) (B,+,-) es un C-espacio vectorial.
b) (B,+,0) es un anillo conmutativo con unidad.
c) Paratoda f,g € Byparatodace C,c-(fog)=(c-f)og= fo(c-g).
2. Para cada f € B un numero ||f|| € Ry U {0} es asignado con las propie-
dades de una norma.
* |le- fll = lel - [|f]| para c € C, f € B.

o |If +gll < [If]l + llgll para f, g € B.
= |[fll=0 < f=0.

3. fogll <UIfIl - llgll, para f,g € B.

4. Como un C-espacio vectorial normado, B es completo, es decir, toda su-
cesién de Cauchy (f,),en de elementos de B converge a un elemento f de
B.

Demostraremos el teorema viendo que las condiciones del recordatorio se
satisfacen con B = B,,.

Demostracion.
Las pruebas de 1 a) y 1 b) se encuentran en el apéndice A.
Demostremos el inciso 1 c).
Sean f(z) =Y oo anx”,g(x) =Y 02 b,z € B,y ¢ € C entonces:

c(f(@)-g@) =e(Q_( D aibj)a”)
v=0 i+j=v

= Z( Z ca;bj)z”
v=0 i+j=v

=> (Y aich;)z” (1.10)
v=0 i+j=v

= (Z a,z’) - (Z cb,z”)
v=0 v=0

= f(@)- () bua”) = f(x)- (cg(a)).

v=0
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Por otro lado

c(f(x) - g(@) =e(D (Y aibj)z”)
v=0 i+j=v
= Z( Z caibj)x
”ig =y N (1.11)
= (Z ca,x’) - (Z b,z")
v=0 v=0
= (cY_aa”)-g(z) = (cf(x)) - g()
v=0

El inciso 2 y 3 estan demostrados en la proposicién 1.3.8.

A continuacién probaremos el inciso 4, es decir, que B, es espacio métrico
completo:

Sea (fn)nen una sucesién de Cauchy en B,, donde f,(z) = > 07, alMav.
Entonces para cada € > 0, existe N = N(e) > 0 tal que,

(o)
o) ~ Fu@lly = 3 ol — allp¥ < &, para todan,m > .
v=0
Usando el estimador de Cauchy (ver ecuacién (1.9)), para cada v fija se tiene

que
M <5, =&, paratodam,n = N.
p p

Asi, (a,(,n))neN es una sucesién de Cauchy en C y por completez de los com-

plejos existe el limite 1im,, oo al(,n)

) — af)| <

= a,. Definamos f(x) como > >~ ja,a”.
Ahora, como a, es el limite de (a,(,"))neN, tenemos que para cada s € Ny
cada € > 0, existe N’ = N'(s) tal que |v| < s,
> €
Z la, — al™)|p¥ < 3+ para cada mg > N'.
[v|=0
Por otro lado, Zi’l:O |a£m) - af,n)|p” <3, |a,(,m) - a(un)|p” < 3.

Asi, Z\SWZO |al(/m) - a(yn)|p” < 5 para cada m,n > N.
Con esto tenemos ahora la siguiente desigualdad,
> o= S 3 ol 3 < S =

para toda n > N, y para m, > N’. Nétese que la cota para n no depende de s,
por lo cual la desigualdad anterior es vélida para toda s, y con esto se tiene que

oo

1£@) = Fa@)llp = 3 law — afP ¥ < e

v=0
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para toda n > N. Por lo tanto lim,,,~ fn(z) = f(z).
También nétese que || f(2)[|, < ||f(z) = fu(@)|lp [ fa(@)]]p < e+ fu(@)]], <
0.
De este modo f € B,, por lo que B, es completo, finalizando la prueba de
que B, es algebra de Banach.
O

Proposicién 1.3.12. Para los conjuntos B, se cumple lo siguiente:
a) Sip<p'?, entonces B, C B,,.

b) U,B, = C(z).

Demostracion.

a) Evidentemente, si p es menor que p’, entonces las funciones que tengan radio
de convergencia p’ también convergen en el polidisco de radio p.

b) Mostraremos primero que U,B, C C(z). Sea f € U,B, entonces f € B, para
alguna p. Por definicién esto significa que || f||, < oo, por lo que f € C(z).

Para mostrar que C(z) C U,B,, consideremos f € C(x), entonces por ser
[ convergente, por el corolario 1.3.3 existe p € R? tal que ||f]|, < co. Asi,
feB,CU,B,.

O

Corolario 1.3.13. C(z) C C[[z] es un subanillo.

Demostracion.

Para demostrar esto basta probar que C(x) es cerrado bajo la suma y el
producto. Sean f,g € C(z). Por el corolario 1.3.3 para ambas existe un p € R?
(dado por el minimo de los radios de convergencia) tal que éstas convergen en
la p-norma. Esto quiere decir que f, g € B,. Pero B, es un C-espacio vectorial,
por lo tanto f 4+ g € B, C C(z), lo que concluye la demostracién.

O

Corolario 1.3.14. Sea f € C(x). Si f es una unidad en Clx] entonces f
también es una unidad en C(z).
En particular, f es unidad en C(x), si y solamente si, f(0) # 0.

Demostracion.

Sea f € C(z), tal que f(z) = Yo" a,z” es unidad en C[z], es decir, el
término constante de f(z), ag, es distinto de cero. Sin pérdida de generalidad
podemos asumir que ag = 1. Por la proposicién 1.2.7 esto significa que ord f= 0,
asi tenemos que f(x) = 1+a1z+azx?+- - - . Definamos g(z) := 1— f(x). Entonces

9(0) =1 - f(0) =0.

LEl orden aqui es el del producto, es decir entrada a entrada.
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De esta manera,

[e%S) [e'S)
lg@)llp =111 = f@)llp =11 = 1+ D aa)|l, = ap” <1,
v=1 v=1

para alguna p > 0 suficientemente cercana a 0.
Renombremos 3 := ||g(z)||, < 1. Sea h(z) = 1+ g(z) + g(x)*> + - - € C[z].
De este modo

1A (@), = 111+ g(2) + g(=)> + -,
<l + llg@)llp + llg(@)?[l, + - --
:50+5+[32+...

= Z BY
v=0

1
:m,yaqueﬂ<l.

(1.12)

Asi, h(z) € B,.

Ademds observemos que, como g(x) =1— f(x), entonces f(z) =1—g(x),y
ya que

f@) - h(z)=(1-g(x) Q+g(@)+g(@)+-) =1

se tiene que h(z) = f(lx) = f~!(z) € B, C C{x). Por lo tanto f(z) es unidad en
C(x).

Ahora mostraremos que f(z) es unidad en C(x), si y sélo si, f(0) # 0.

La implicaciéon directa se sigue de la definiciéon de unidad.

Para la reciproca, como hemos mostrado que h(z) = f(z)~! es unidad en
C(z), entonces si f(0) = 0, f~1(0) no estaria bien definido. Por lo tanto f(0) # 0.
O

-1

El siguiente morfismo que definiremos permite relacionar polinomios en cier-
tas variables con polinomios con otras variables. Para esto, simplemente note-
mos que en un polinomio podemos sustituir sus variables por polinomios como
se realiza a continuacion:

Si 91,92, -, 9n S C[y17y27 "'7ym]a entonces

¢g : C[.’EthQ, ceey l’n] — C[y17y27 '“7ym]a

(1.13)
T = gj>
es decir, a cada variable x; la cambiamos por el polinomio g;.
Asi,
[ og(f) = fl91(y): 92(y); -, gn () =2 f(9), (1.14)

define un homomorfismo de C-algebras.
Sin embargo, sobre el anillo de series de potencias este morfismo no siempre
estd bien definido, por ejemplo, si definimos

Clz] — Cly],z — 1,



18 CAPITULO 1. PRELIMINARES

entonces, en particular, la serie geométrica f(z) = ZZOZO ", se transforma en
una suma infinita de unos, lo cual no es un elemento de C[z]. En el siguiente
teorema se muestra bajo qué restricciones si se tiene un homomorfismo en series
formales.

Teorema 1.3.15. Para g1, 92, ...,9n € Cly1, y2, ..., ym], donde ord g; > 1, hay
un homomorfismo de C-dlgebras,

qgg : (C[[l'l,xz, 7$TLH — (CﬂyhyQ? "'7ymﬂ7

f=f(g). 19

Este homomorfismo es conocido como el homomorfismo de sustitucion, el
cual cuenta con las siguientes propiedades:

(i) Sig1,92,...,gn son polinomios, entonces ¢q es una extension de ¢q.

(i) Si g1,92, ..., gn SO convergentes, entonces

¢g(C<Ji1,.’L’2, ’$n>) - C<y17y27 aym>

Demostracion.
Sea g como en el enunciado del teorema, y sea f € C[z]. Para definir a
f(g) = ¢4(f), consideremos la parte polinomial de f de grado k, f® e Clx).

De este modo, f*)(g) := f*) (g1, 92, ..., 9n) € C[y].
Si 0 <k < I, claramente ord (f — f(®)) >k + 1, pues

fl:f0+f1+"'+flc+fk+1+"'+f(l)yf(k):f0+f1+...+fk.

Asi,
FO—f® = fiir + fopa+ -+ fio (1.16)

Como ord g; > 1, esta desigualdad se mantiene para la composicién, ord (f(l)(g)—
F®(g) > k+1.

Ahora, notemos que (f*)(g)) es una sucesién de Cauchy en la topologfa
de Krull en C[y], entonces por el lema 1.2.6 podemos definir que f(g) =
1m0 f*)(g).

Ahora obsérvese que si g1, g2, ..., g son polinomios, entonces

bg(Flgectricerey = do(f),

por lo cual es una extensiéon de ¢,.

Para el inciso (ii) hay que demostrar que la imagen bajo (ﬁg de las conver-
gentes en 2 también es convergente en y, es decir, para p = (p1, p2, ..., pn) € R}
existe 0 = (01,02, ...,0m,) € R, tal que (;Abg(Bp) C B, C C[y].

Como ord g; > 1, entonces g;(z) = a1z + asx® + - - -, por lo que g;(0) = 0,
para toda j =1,2,...,n.
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Por otro lado, como cada g; es convergente y g;(0) = 0, para cada p; > 0,
existe 0; = (01,02, ...,05m) € RT tal que

ng||(0'jla0'j27~--»o'jm) < pj, para cada j = 1,2,...,n
Definamos o como, o = (01,032, ...,0m,) € R, con
o; =min{o;; : 1 < j <n}, paracada 1l <i<m.

Asi
llgille < pj, para toda j =1,2,...,n. (1.17)

Luego, usando las propiedades de la p-norma de la proposiciéon 1.3.8, para
f(z) =307 ayz” tenemos que

k
1S @)l =11 fay(@lo = Zl\f@ )Mo
d=0

I.fc0) (9 )||o+|\f(1>( )Ha A iy (9lle

< Z lay|[|gll5 + Z lau||lglly + -+ Z lav|l|gll5
[v|=0 lv|=1 lv|=k
< S alllgal - lgallsr + -+ 3 Jaulllgillz - llgalls
lv|=0 v|=k
< a4+ D Jaulp ol pl
|v|=0 |lv|=k
= lale” + D lavlp” + -+ D laulp”
[v|=0 [v|=1 lv|=k
= lfollp + Ifayllp + -+ fw)llp
=@,

(1.18)

Recopilando tenemos que ||f*) (g)||, < ||f®)]|,.

Ademis ||£(g)lls = limg oo [|F* (9)llo < Hmgoo [LF®1], = [I£]],.

Ast || f(g )||U < ||fllp, ¥ ya que o < p, usando la proposicién 1.3.12 (a)
tenemos que ¢, (B ») C Bs. De este modo ¢4(B,) C By C C[y]. Por lo tanto

QZJQ(C<‘T1’$2? ) TL>) - C<y17y23 aym>
O]

Cuando m = n, (;Abg se vuelve un isomorfismo (bajo ciertas condiciones) como
veremos mas adelante en el teorema de la funcién implicita.

Ahora nos interesaremos en una manera distinta de expresar a una serie
de potencias en dos variables (o mds variables), permitiendo que los coeficientes
estén dados por series de potencias. Para esto notemos que una serie de potencias
f € C[z1, z2] puede expandirse en términos de 25 como:

= fi(z1)a}, donde f; € Cla]. (1.19)

J=0
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Si p = (p1,p2) € R?, entonces ||f]|, = 3272, [ f;llp. 3
Por lo tanto, si f converge, también lo hacen todos los f;,7 =1,2,....
Empecemos considerando qué es lo que ocurre si fijamos x; = 0.

Definicién 1.3.16. Sea f € Clz1,22] y f(#2) := f(0,22) € C[x2]. Decimos
que f es general en w3 si f(x2) Z 0, y es general en w3 de orden k si ord f=k,
es decir, f(xa) = bpxh + bpazh ™ - by # 0.

Nétese que si f(z) = Z;io fi(z1)x}, con f; como en la ecuacién (1.19),
entonces ord f< ord f = min{j: f;(0) # 0}.

El siguiente lema muestra que la condicién de ser general de algin orden en
una variable no es una condicién muy restrictivaZ.

Lema 1.3.17. Si0 # f € C[z1, 2], donde k := ord f, entonces hay un cambio
lineal de coordenadas®:

z1 = y1 + Ciye,

T2 = Y2,

tal que g(y) = f(x(y)) € Cly1,y2] es general en ys de orden k. La serie g es
convergente si, y solo si, f es convergente.

Demostracion.
Sea f(a)(z) = 32|, |=q W27 25°. Ya que el cambio de coordenadas es lineal,

9(a)(y) = fla)(x(y)). En particular, para d = k,

9(k) (y) = Z Auyvy (yl + 0192)U1y52 = Z aV1V2Cfly§ + h(ylay2)7
|lv|=k |v|=k

donde h(0,ys) = 0.

El coeficiente de 34 es un polinomio en C1, el cual no es idénticamente cero
pues f) # 0.

Por lo tanto podemos elegir C7 que no sea raiz del polinomio que define al
coeficiente de y5. Asi obtenemos que g es general de orden k en 7».

En el caso en que f sea convergente, g también lo es, ya que g resulta del
homomorfismo de sustitucién de f con series convergentes (de hecho lineales),
y por el teorema 1.3.15 esto pertenece al anillo de series convergentes. Recipro-
camente, si f no es convergente, entonces g tampoco podria serlo, pues resulta

de componer f con un cambio de coordenadas lineal.
O

Lo que acabamos de discutir arriba nos conduce al estudio de series que
puedan ser polinomiales en una de sus variables. A saber, series polinomiales en
x2 se denotan como C(z)[z2]. Esta notacién significa que estamos considerando

2De hecho es invariante bajo cambios lineales.
3Con C1 # 0, si f no es desde un inicio general de orden k en yo.
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polinomios en x5, pero que los coeficientes son series en xy. Es decir, para
f € Clzy)xa, f = fo+ fiza+--- fpxh con k € N.

En este caso, como tenemos un ntimero finito de coeficientes f;, podemos
determinar un radio de convergencia comun p1, y asi un dominio de convergencia
comin dado por D' = {z1 € C : |z1] < p1}. De modo que f es holomorfa en
D' x C.

Notemos en particular que para cada valor de ;1 fijo en f, obtenemos un
polinomio en x5 de grado menor o igual que k. Para ciertas funciones se puede
obtener justo un polinomio de grado k, esto es a lo que llamaremos polinomios
de Weierstrass mas adelante.

Enfatizamos en que no toda funcién analitica en dos variables, se puede ex-
presar como polinomial en una de sus variables, es decir, C(z1, x2) # C(z1)[x2].
De hecho la mayorfa de las funciones en C(x1,z2), no son polinomiales en nin-
guna de sus variables. Sin embargo, el teorema de preparacion de Weierstrass
nos dice que salvo el producto por una unidad, localmente, cada gérmen de
funcién analitica se puede representar por una funciéon polinomial en una de
sus variables. En el siguiente capitulo daremos la prueba de este resultado, y
expondremos las ventajas que conlleva para el estudio de curvas definidas por
ceros de funciones analiticas.
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Capitulo 2

Teoremas de Welerstrass

En este capitulo daremos la demostracién del teorema principal de esta tesis,
que es el teorema de preparacion de Weierstrass. Este a su vez, estd basado en
otros teoremas igualmente importantes, como lo es el teorema de la division, el
cual tambien se le debe a Weierstrass. Como se describié al final del capitulo
anterior, la propiedad de que una funcién analitica en dos variables sea poli-
nomial en una de ellas, es muy remota. Por otro lado, ser polinomial en una
de las variables, facilita mucho el estudio de los ceros de una funcién, pues se
pueden utilizar varios resultados para polinomios. La peculiaridad del teorema
de Weierstrass que describiremos, es que nos dice que a pesar de que en un sen-
tido global no toda funcién analitica tiene una dependencia polinomial respecto
a alguna de sus variables, localmente si, salvo por multiplicar por una unidad.
Esto es suficiente para poder describir al conjunto de ceros de dicha funcién
via un elemento de C({x1)[x2], ya que las unidades no aportan ceros localmente.
Comenzaremos el capitulo definiendo con precisién lo que es un polinomio de
Weierstrass, y seguidamente, probaremos el teorema de la division de Weiers-
trass, pues éste permite llegar de manera mas sencilla al teorema de preparacion.
Los resultados presentados en este capitulo se demuestran en dos variables, sin
embargo, también son validos en més variables.

2.1. Polinomios de Weierstrass y teorema de la
divisién
Definicién 2.1.1. Sea f € C(z1)[x2], donde f(z1,22) = Y5 fj(x1)7}, con

fi € Clz1) y fr # 0. La serie de potencias de f es llamada polinomio de
Weierstrass si

fo(0) = f1(0) = --- = fr—1(0) =0, fy = 1.

Asi, para z; = 0, f(0,72) = x5, es decir, los ceros de un polinomio de

Weierstrass estan concentrados en xo = 0 con multiplicidad k. Ya que f tiene

23
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grado k en x5, para toda x; fija, entonces f tiene a lo més k ceros como polinomio
en o, para cada x; fija.

Teorema 2.1.2 (Teorema de la Divisién de Weierstrass).
Sean f,g € C(x1,x2), con g general de orden k en zo. Enlonces existen
dnicos q € Clx1,x2) yr € Clxr1)[me] tales que

f=aq9+r, con deg,, r<k-—1.

Demostracion.
Empecemos por separar los términos de las series de potencias de acuerdo
. . . _ o0 ) J
al orden k en z2, de la siguiente manera: para f(z) = > .7 fj(21)x3, con

f; € C(x1), definimos
R k—1 o - |
fa) =Y fi(z)ad, flz):=> fiw)ad™" (2.1)
j=0 j=k

De este modo f(z) = f(z) + f(z)zk, al haber definido f y f de la manera
anterior, se nos permite tener lo siguiente, siendo p = (p1, p2) :

1£ @)l =D 1@l )
j=1

= @) ph + 05 D NFi @)l
j=1 j=k

= 1f @)llp + A5 IIF ()],

es decir, los exponentes de x5 se ordenan de tal modo que no hay cancelaciones
entre ellos al sacar la norma p. Obsérvese que, en particular, tenemos que

1711 < 22 "1 /1l (2.3)

Usando la misma particién para g, es decir, si g = § + go}, obtenemos que
g € C(z) es unidad, ya que si no lo fuera, entonces g no podria ser general de
orden k en 3, debido a la distribucién de érdenes en x5 de g y g.

Ahora, escogemos p tal que f,§,57 ' € B,.

Obsérvese también que:

9= 3+ gak.
Multiplicando por §~! se tiene,
9§ =05 " +ab
g5 —af=g-g7" (2.4)
~_1 ~
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Con esto definimos
hi=ab—-g-g'=-§-G€B,. (2.5)

Nétese que, como g es general de orden k en o y g(0,12) = §(0,22) +g(0, 22)z5,
entonces §(0,z2) = 0, ya que los grados en x2 de § son estrictamente menores
que k.

Asf h(0,22) = —9(0,22) - G71(0,22) = —0- g~! = 0, pero también

h=h+ hak = ho+ hixy + - + hp_1257 4+ hak, (2.6)

donde h; son los coeficientes del desarrollo en series de potencias de 3.
Igualamos las expresiones de h(0,z3), es decir, las ecuaciones (2.5) y (2.6)
evaluadas en (0, 22). Asi,

h(07x2) = —Q(ng) ' g_1(07x2)
= h(0,z3) + hak(0,z5) (2.7)
= (ho + h1xo + - - - + hg_ 12571 + hak)(0,25) = 0,

de este modo ho(0) = hy(0) = --- = hg_1(0) = h(0, ) = 0.

Ahora mostraremos que, para v tal que 0 < v < 1, podemos escoger un radio
de convergencia p = (p1, p2), de modo que ||h||, < vph.

Ya que h(0, z5) = 0, por continuidad podemos considerar p tal que ||A], < 5.
Luego, multiplicando h por =&, tenemos que

~ v
IRkl < %ok (23)

M4s atin, notemos que ||iL||p < Hh0||p1 + ||h1|‘mp2 +ee Hhk—allpgfl-

Ya que ho(0) = h1(0) = -+ = hx—1(0) = 0, entonces, mientras mantenemos
a po fija podemos disminuir p; para obtener la siguiente desigualdad

12 o .
7], < %p’g I paraj=0,1,2,-- k—1. (2.9)

Con lo anterior se obtiene que

k—1
1)l < D 11hy (@)l 0
=0
Vik k-1 k—1
< gpp2 + o 2t papy™) (2.10)
v
=k k
2% P2
v
= 5!’5
Por las desigualdades (2.8) y (2.10), concluimos que
. - v v
Wally = 1l + 1hlL05 < %05+ %k = . (211)
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Ahora usamos la funcién h de la siguiente manera:

Para ¢ € C(z), descomponiendo a ¢ de la misma manera que a f en la
ecuacién (2.1), definimos h(yp) := h-p € C(z).!

Nétese que de las ecuaciones (2.3) y (2.11), se obtiene

1B(lp = IR @ll, < [hll, - 2l < vosez llell, = viiell,. (2.12)
Lo anterior nos permite hacer una iteracién de la siguiente manera: definimos
@0 = f,piy1 = h(p;) = h-¢;. (2.13)

Obsérvese que ||@;ll, < [|A|]5 - ||@oll < v* - I|¢oll,, para toda i € N. Demos-

traremos esta afirmacién por induccién sobre 3.
Para ¢ = 1, se tiene que h(p1) = h - @p, con lo cual

1A(e)lo < 1Al - [1@ollp < v - [loll -
Supongamos que es valido para i = n, es decir,
enll < 1IRIIG - I6oll < v™ - ll@oll,-
Veamos que se cumple para i =n+ 1, @nt1 = h- @y
Luego, [l¢nt1llp < [Ally - [|@nll < v+ llonll, = v - lpoll,.

Por lo tanto se cumple que ||¢;|| < v* - ||po]|, para toda i € N.
Observemos que la serie ¢ := > °  ¢; converge ya que:

oo
llelly < D lleillo
i=0

= [leollo + leallp + -+
<|leollp + v H<P0||p+V2 Nleollp + -+

— (2.14)
= leoll, - O v7)
7=0
= ||¢o|| ! i0<v<l
= llvollp - 77— 81 v
1
:|\f||p'm<00,pu68¢0:f63p-
Y definimos
q:=¢-§ ' €B,, r:=0€ B, ra]. (2.15)

INétese que esto no es componer h con ¢, lo cual no tiene sentido, sino que estamos
definiendo lo que entenderemos por h evaluado en ¢.
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Ahora, si ¢ =Y 0006 ¥ @ = D icp i, Se tiene lo siguiente

i — pir1 = pi — h(p:)
=@ —h-g
= @i+ girs —(=g-37") - &
=g+ (@5 +g-97) &
= @i+ @ilas—a5+g-37")

=Gi+di-g-g "

(2.16)

Por lo que al sumar todos los elementos obtenemos que

oo o0 oo
F=Y(pi—pi1)=> Gi+g-3"'Y Gi=¢+g-G ' ¢=r+g-q
i=0 i=0 i=0
lo cual muestra la existencia de q y r.
Para probar la unicidad, primero demostraremos el siguiente lema.

Lema 2.1.3. Sean g,q € C{z1,x2),r € C{z1)[z2], con g general de orden k en
T9. S10=¢q-g+r entonces g =1r =0.

Demostracion.
Sabemos que existe p tal que ¢,g,7, 57! € B,. Para h := r5—g-g7!, tenemos
que

q-G-h=q-g-25—q-g=q-g-a5—(-r)=q-§-a5+r, (2.17)

ya que por hipétesis 0 = ¢ - g + r, despejando a r de la expresién anterior se
tiene que ¢ - g = —r.

Nuevamente, sea p tal que la ecuacion (2.11) se mantiene. Usando la ecuacién
(2.17) y el hecho de que el deg,, r < k obtenemos lo siguiente

'95]5”,0

Qe

M :=|lg-gllpp5 = llg-
<llg-g-=5+rl,
=|lg- 'th
<Ilg-gll, - IR,
<llg-gll,-v-pb
=v-M.

@ @

(2.18)

De lo anterior se tiene que M = v - M, asi M = 0, ya que 0 < v < 1. Por
consiguiente ||¢ - §||, = 0, ya que p2 # 0.
Por lo tanto g - g = 0, pero g # 0, asi que ¢ = 0 y por lo que r = 0. O

Ahora probemos la unicidad del teorema de division de Weierstrass.
Supongamos que existen dos representaciones de f, es decir, existen

q,q € Clxy,xa) y r,7 € Clx1)[x2] talesque f=q-g+r,f=q-g+T.
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Entonces tenemos lo siguiente:

q-g+r=f=q-g+r,
(¢—q)-g+(r—7)=0.

Por el lema anterior, concluimos que g — ¢ = 0y r — 7 = 0. Por lo tanto
q={q,r =7. Asi, ¢ y r son tnicas. 0

En particular, si f, g € C(x1)[a] y g = go + 9172+ - -+ grxh, con gi(0) # 0,
entonces g es una unidad en el anillo C{x1), y el algoritmo de la divisién en
anillos de polinomios nos da ¢ € C{x1)[z2].

Ejemplo 2.1.4. Sean f,g € C{x1,z2) con f(x1,72) = 221 + 3 + 22310 + 2173
y g(x1,72) = 271 + 3, general en x5 de orden 3. Por el teorema de divisién de
Weierstrass existen tnicos ¢ € C{x1,z2) y r € C{x1)[x2] tales que f = qg+r
y deg,, r < 2. Se puede verificar directamente que q(z1,22) = 1 + 2122 y
r(z1,x2) = 1+ xo satisfacen la igualdad.

2.2. Teorema de preparacion

Usando el teorema de la division (ver teorema 2.1.2), mostraremos ahora el
teorema principal de este texto:

Teorema 2.2.1 (Teorema de Preparacién de Weierstrass).
Sea g € C(x1,x2) general en xo de orden k. Entonces existe una tdnica
representacion

g=oa-p=alz,r:) (a5 +ap_1(z1)ad ™"+ +ag(a1)),

donde a € C{xz1,x2) es una unidad y p € C{x1)[x2] es un polinomio de Weiers-
trass de grado k, es decir, a;(0) =0 para cadai=0,1,---  k—1.

Demostracion.
Apliquemos el teorema de divisién de Weierstrass a g y a f = 5. Con esto
obtenemos ¢ € C(x1,x2) y r € C{x1)[z2] de grado menor a k en xq, tales que

w5 =f=qg+r (2.19)

Como ¢ es general de orden k en x5 entonces q tiene que ser unidad, pues de
no ser asi no se podria obtener la igualdad z& = gg+r. De este modo ¢(0, 0) # 0.
Ahora, definamos a := ¢~ ! = % y p:= x5 —r, con esto tenemos

g=a-p=q a5 ).

Noétese que o es unidad por definicién. Falta ver que p es polinomio de
Weierstrass de orden k.

Para esto, evaluemos la expresién (2.19) en (0,22). Como deg,, r es menor
que k — 1, y gg es general de orden k en x, igualando coeficiente a coeficiente
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llegamos a que 7(0,75) debe anularse. Asi, p(0,z2) = z5. Por lo tanto p €
C(x1)[x2] es polinomio de Weierstrass. Ahora mostraremos la unicidad.
Supongamos que tenemos dos representaciones de g, es decir, existen «a,
unidades en C{x1,z3) y p,p € C{x1)[xs] polinomios de Weierstrass de grado k
tales que g = a-p = @-p, con p = x5 —r y p = 25 —7. Despejando a 2§ observamos
lo siguiente: 5 = p+r = a~!-g+r, pero también que 25 = p+7=a"t-g+7,
gracias a la unicidad en el teorema de divisién de Weierstrass, concluimos que
a =@y r=rf, por consiguiente p = p. O

Corolario 2.2.2. Si g estd en C{z1)[x2], o también estd en C(x1)[x2].

Demostracion.

Sea g € C(x1)[x2], donde g = « - p es la factorizacién dada por el teorema
de preparacién de Weierstrass con o € C(z1,x2) y p € C(x1)[x2].

Ya que p es general de orden k en x5, podemos aplicar teorema de division
de Weierstrass a g y p, por lo que tenemos g = ¢q-p+r, con ¢q,r € C{x1)[xa] y
deg,, r < k.

Por otro lado, por teorema de preparacion de Weierstrass tenemos que g =
ap. Entonces por unicidad del teorema de la divisién se tiene que r =0y ¢ = a.
De donde a € C(z1)[x2].

O

Con esto hemos mostrado que si g es cualquier serie convergente, su con-
junto de ceros, en una vecindad del origen, estd descrito por un polinomio de
Weierstrass. As{ en una vecindad adecuada del origen, los ceros de g son los
mismos ceros del polinomio de Weierstrass p. El tamano de dicha vecindad no
puede ser predicho, ya que no es claro qué tan lejos del cero converge la serie de
potencias o qué tan cerca del cero la funcién « tiene ceros (solamente tenemos
la certeza de que «(0) # 0 pues « es unidad).

Obsérvese que al ser g general en x5 de orden k, se tiene que ord ¢(0, x2) = k,
donde ord g < k, pero la igualdad siempre se puede conseguir bajo un cambio
de coordenadas lineal si es necesario (ver lema 1.3.17).

Por otro lado, si g es un polinomio, entonces k < deg,, g y en general el
grado de g es mayor.

Incluso para g € Clxy,x2], el teorema de preparacién de Weierstrass hace
una importante declaracién acerca del comportamiento de la distribucién de los
ceros en el origen.

Mas adelante aplicaremos esto para el estudio de ramas locales en curvas
algebraicas.

Ejemplo 2.2.3. Sea g € C(x1,2), con g(w1,22) = 3 — 1123 — 23 — x123 +
x3x3+23, general en x5 de orden 3. Por el teorema de preparacién de Weierstrass
existen unicos a € C{xy,z2) unidad y p € C(z1)[zr2] polinomio de Weierstrass
de grado 3, tales que ¢ = « - p. Por un célculo directo se puede mostrar que
a(zi,2e) =1 — 21 y p(ay,m2) = 3 — 2125 — 22 verifican la igualdad, ademds
estos elementos satisfacen ser una unidad y un polinomio de Weierstrass, res-
pectivamente.



30 CAPITULO 2. TEOREMAS DE WEIERSTRASS

Teorema 2.2.4 (Teorema de continuidad de las raices).

Sean D' :={x € C: |z| < ;m}h,E :={y € C: |yl < p} y [ una funcidn
holomorfa en el polidisco D' x E.

Suponga que existe 0 < r < p tal que las funciones holomorfas®

fz: E—C

y = f(z,y) (220)

no tienen ceros el el anillo v < |y| < p. Entonces existe k € N tal que pa-
ra cada x € D' la funcidn f, tiene exactamente k ceros en E (contados con
multiplicidades).

Demostracion.

Ya que f es holomorfa en D’ x E también es analitica en D’ x E, con lo cual
podemos ver a f como f(z,y) = ((z,y) —a1)((z,y) —a2) - - ((z,y) —am)9(z,y),
donde a1, as, ..., a,, son los ceros de f y g es analitica en D’ x E con g # 0.

Obsérvese que

oy 1 1 1 92 (y)
foy) y—ar y—a Yy—am  gu(y)
para y # a1, as, ..., any, donde fl(y) = %'
Consideremos r < R < p. Por el principio del argumento la integral 2%” f‘y‘:R ﬁgg dy

nos da el nimero de ceros de la funcién f, dentro del disco D' x E.
Renombramos ,
1 f()

270 Jiyi=r fo(¥)

Noétese que k(z) depende continuamente de z, pues f es holomorfa. Entonces,
como k(x) toma valores enteros, concluimos que k(z) debe ser una funcién
constante k. De este modo, el nimero de ceros de f, estd dado por la funcién
constante k para cada x € D’. O

dy =: k(z) € N.

Nota 2.2.5. A continuacién, usando el teorema de continuidad de las raices
daremos una manera alternativa de probar la unicidad en la expresion que surge
del teorema de preparacion de Weierestrass.

Demostracion.

Sea g € C(x1,x2) general en x5 de orden k. Por el teorema de preparacién
de Weierstrass supongamos que existen dos representaciones de g, es decir g =
a-p,g = p-pdonde o, € C(xy1,z2) son unidades y p,p € C(zq)[xs] son
polinomios de Weierstrass de grado k.

Puesto que p,p son polinomios en z, con coeficientes en C(z1), podemos
factorizar sus ceros como:

P(Il,sz) = (5172 - al) : (£E2 - az) T (Iz - ak)

2Funciones definidas por fijar el valor de z en la primera entrada.
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p(x1,w2) = (z2 = b1) - (22 — b2) -+ (w2 — by),
con a;,b; € Cl{z1),1<4,j<k. Asia-p=g=p[-p, conlo cual p= gﬁ.
Por otro lado, como p, p son polinomios de Weierstrass,

p(o,l‘g) = ]3(071’2) = Il2€a
por lo que

75 = p(0,2) = ﬁg’gﬁ(o,xz) = g(o,m)x’;,

de donde u := g(O,xQ) =1
Notemos que para cada x; suficientemente pequeno fijo, se tiene que,

0= p(z1,a;(21)) = g(xlvai(xl)) “p(x1,ai(z1)) = u- p(w1, ai(z1)).

Asi, también tenemos que p(x1,a;(x1)) = 0, por lo que puntualmente a;(z1) =
bj(x1) para alguna j € {1,2,...,k}.

Usando el teorema de continuidad de las raices (ver 2.2.4) en p y p, sabemos
que existe una vecindad adecuada del origen donde para cada 1 fijo, p(z1, z2)
y p(x1,x2), tienen k raices como funciones en x5, las cuales estdn dadas por las
funciones a;(x1) y bj(z1). Como puntualmente cada a;(x1) es también raiz de
D, y viceversa cada b;(x1) es rafz de p, esto significa que estas funciones deben
coincidir en una vecindad del origen.

Por otro lado, como g(O,IEg) =1, entonces

a(0,z2) = (0, x2). (2.21)

De esta manera, por la ecuacién (2.21) concluimos que p(0,z2) = p(0,22) ¥y
puesto que a;(x1) = bj(z1) obtenemos que p=py o = .
Por lo tanto existen tnicas o € C{z1, z2),p € C{x1)[z2] tal que g = a - p.
O

El teorema de preparacion de Weierstrass tiene un caso importante, el cual
se presenta cuando la serie f dada tiene orden k =1 en la variable distinguida.
Para dar una descripciéon mas completa de esto vamos a agregar més variables.
Consideremos

f@r,ma,y) =Y filwr,22)y’ € Clar, ,y)

J=0

con f; € Clzy,z2), f(0) =0y fi(0) #0.
Entonces f es general en y de orden 1, y aplicando el teorema 2.2.1 (de
preparacion de Weierstrass, pero en varias Variaibles), sabemos que existen Unicas

a € Clzy,22,y) y ¢ € Clay, zo) tales que 9(0) =0y f = a- (y — @), con «
unidad.
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De este modo

flxy, w2, 0(x1,22)) = alzy, 2, 0(x1,22)) - (0(x1,72) — (21, 22)) = 0.

Ahora, si 1 € C(xy,x2) es una serie arbitraria con 1(0) = 0, y tal que
f(xla T2, w(mla 1‘2)) = 07

entonces 0 = f(x1, 2, ¥(21,72)) = a1, T2, Y(21,22)) - (Y(21,22) — P(21, 72)).

Ya que ¢(0) = 0y «(0,0) # 0 se tiene que «(0,(0)) # 0.

Puesto que ¥ y a son continuas tenemos que o1, 2, ¥ (x1,22)) # 0y asi en
una vecindad suficientemente pequeiia alrededor del origen de C2, 9 (z1,22) =
o(x1,22).

Usando esto y el teorema de la identidad [2] para series de potencias se siguen
los siguientes teoremas.

Teorema 2.2.6 (Teorema de la funcién implicita).
Sea f € Clxy,2,), con f(0) =0y 5L(0) # 0.
Entonces, localmente, existe una dnica serie ¢ € C{x1,x2), con ©(0,0) =0,
tal que
f(z1,22,y) =0, siy sdlo si, y = p(x1,T2).

Demostracion.

El hecho de que f(0) =0y %(6) # 0, significa que f es general de orden 1
en y, es decir f(0,0,y) =cy+ ---, donde ¢ # 0.

Usando el teorema de preparacién de Weierstrass (en varias variables) sobre
f, obtenemos una unidad v € C(z1,22,y) y ¢ € C(x1,z2)[y] un polinomio de
Weierstrass de grado 1 en y, tales que f(z1,22,y) =u-g.

Como ¢ es polinomio de Weierstrass de grado uno en y, se puede escribir
como g :=y — ¢(x1,2), con ¢ € C(z1,z2), tal que ¢(0,0) = 0.

Ademés, observemos que si

0= f(z1,22,y) = w(wr,22,y) - g(x1, 22, y) = w(x1,72,y) - (y — p(x1,22)).

Al ser v unidad, esta es distinta de cero en una vecindad suficientemente pequena
del origen, por lo que y — p(z1,z2) = 0, de este modo y = (x1,x2).
De manera reciproca, si y = ¢(x1,x2), entonces y — p(z1,z2) = 0 y por
consiguiente f(z1,22,y) = u(@1,z2,y) - (y — (z1,22)) = 0.
Ademds, como g es tinica, entonces (1, x2) también lo es.
O

A su vez, el resultado anterior se puede generalizar para un sistema de fun-
ciones, como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.7 (Teorema de la Funcién Implicita en Sistemas.).
Sean f1, fa, .., fm € C{x1, 22,91, Y2, ..., Ym) tales que f;(0) =0 ydet(?{j’l (0)) #

J

0.

Entonces existen tnicas ¢1,92, ..., om € C{x1,z2), tales que ¢(0) = 0 y
fi(z1, 22, 01(21, 22), 2(21, T2),s .oy om (21, 22)) = 0 localmente.



2.2. TEOREMA DE PREPARACION 33

Demostracion.

La demostracién serd por induccién sobre m. El caso m = 1, es el teorema
de la funcién implicita (2.2.6) y como hipétesis de induccién tomemos el caso
m — 1. A continuacién veremos el caso de m.

Sean f1, fa, ..oy fn € Clx1, T2, Y1,y Ym ). Supongamos que (g;:] (6)) = Id.

Obsérvese que, en particular, gyﬁ (0) # 0. Entonces, por el teorema de la funcién

implicita, existe ) € C(x1, T2, Y1, ...s Ym—1), tal que frn (X1, Za, Y1, ooy Ym—1,Ym ) =
0, si y sélo si, Ym = Y(T1, 2, Y1y ooy Ym—1)-

Definimos f; (21, T2, Y1, -, Ym—1) := fi(T1, T2, Y1y ooy Ym—1, V(T1, T2, Y1, ooy Ym—1) )5
parai=1,2,...m— 1.

Noétese que por el teorema 1.3.15, fl € C{x1,22,Y1, -y Ym—1), ya que las ﬁ
estan definidas por las f; en el homomorfismo de sustitucién con v, donde cada
funcién es holomorfa.

ofi _ Ofs 4 2fi 00

Ahora, notemos que parai,j=1,2,....m — 1. Asi,

dy; — Oy; Oym Oy;’
Oh | O 0% .. _9Nh Ofi 0oy
5 oy1 OYm Oy1 OYm—1 OYym Oym—1
(afi> _ . . 1
. - . . - ’
Yi /)| et | Ofmey 06 Doy | ey 00
Oy1 Oym Oy1 OYm—1 OYm  Oym-—1/ |5
(2.22)
pues
of; - 1sit=y,
Jigy =1t (2.23)
0y; 0sii#j.

Por lo que las funciones fi, fa, ..., frn_1 € C(x1,x2,y1, ..., Ym—1) satisfacen la
hipétesis de induccién. De este modo, existen ¢1, @2, ..., om—1 € C(z1, 22), tales
que y; = @; y fi(x1,22, 01,92, ..., om—1) =0, para i = 1,2, ....m — 1.

Es decir, fi(x1,22, 01,902, ., @m—1,Y(T1, T2, 01, .., Pm—1)) = 0.

Definimos ¢, (21, z2) := ¥(x1, T2, ¥1, ..., Ym—1). Nuevamente, por el teorema
1.3.15, o, € C(z1, x2).

Asi, recopilando todo el sistema, tenemos que:

fl(x17x27@17 790m) =0
fQ('rlvx?ngla ?QOM) =0
(2.24)

fm(xlax279017 23} Som) =0.

A continuacién, para el caso general, es decir, cuando no necesariamente

(310) = 10 cnsoenes 4= (310

Ahora, definimos a las f; como las combinaciones lineales de los f; que re-
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sultan de multiplicar por A, es decir,

f f
Al =] : (2.25)
fm fm
Entonces (gy} (6)) =A (%(6)) = Id, por como estd definida A, y por el

caso anterior, existen 1, ..., om € C{z1, z2), tales que fi(ml,xg, D1y ey Pm) = 0,
parat=1,...,m.

Por otro lado, ya que A es invertible, de la ecuacién (2.25) tenemos que
fi =0, siy sélo si, f; =0, para cada i = 1, ..., m. Por lo tanto, también tenemos
que fi(x1,22,¢1,...,om) =0, para cada i = 1,2, ..., m.

O

Teorema 2.2.8 (Teorema de la Funcién Inversa.).

Sean g1, g2 € C(y1,y2) tales que g1(0) = g2(0) = 0.

Entonces det(gZ? (0,0)) # 0, siy sélo si, el homomorfismo de sustitucion
J

Clz1,22) = Clyr, y2), f(z1,22) = f(91,92)
(del teorema 1.3.15) es un isomorfismo.

Por claridad, antes de hacer la prueba en dos variables (la cual sirve también
para varias variables), mostraremos el caso de una variable. La prueba general
estard basada en la demostracion del caso de una variable, la cual a su vez se
sigue del teorema de la funcién implicita.

Lema 2.2.9. Sea g € C(y) tal que g(0) = 0. Entonces g—Z(O) # 0, si y sdlo si,
el homomorfismo de sustitucion

b : Cla) = Cly),z = g(y)
es un isomorfismo.

Demostracion. Asumamos que g € C(y), tal que g(0) =0y g—z # 0. Mostrare-

mos que el homomorfismo de sustitucion (ﬁg es invertible.

Empecemos definiendo f(x,y) := g(y) — z,g € C(y).

Como f(0,0) = ¢g(0)—0=0y 2—5(0) = g—Z(O) # 0, por el teorema de la
funcién implicita, existe ¢ € C{x), tal que f(x,y) = g(y) —x = 0, si y sdlo si,
y = p(x), localmente. Esto significa que g(p(z)) =z, y asuvez y = ¢(g(y)), es
decir, ¢ es inverso de g.

Con esto se tiene que el homomorfismo de sustitucién éw definido por ¢, es

inverso de (ﬁg.
Ahora probaremos la reciproca. Supongamos que ¢4, con g € C(y) y g(0) =
0, es un isomorfismo. Esto significa que existe un homomorfismo ¢, ' : C(y) —

C(z), y — ¢(x) que es inverso de gZ)g, de modo que

y=dg00, (y) = dy(p(2)) = 0(g(y))
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2=, 0dy(x) =, (9(y) = g(e(x)).

En particular, al derivar la igualdad y = ¢(g(x)) con respecto a y, en y = 0,

obtenemos lo siguiente:
O 39(@/))
1= 22 (gly)) - =
(Se - 24 )

1= (S0 - 20,

~—

Por lo tanto g—“;(g(o)) £0 59(0) £0.
O

Demostracion. (Teorema de la Funcién Inversa, 2.2.8)

Probaremos primero la implicacién directa. Sean g1,g2 € C(y1,y2) tales
que ¢1(0) = g2(0) = 0, det(gz; (0,0)) # 0y ¢y : Clar,z2) = Cly1,y2), 2
gi(yI; y2)’i =1,2

Para ver que qgg es isomorfismo nos interesa encontrar algin morfismo que
sea su inverso.

Para ello, definamos fi, fo € C{y1,y2), como f1 := g1(y1,y2) —x1y fo :=
92(y1,y2) — 2. Nétese que f;(0) =0y det(gg’; (0)) = det(agl( 0)) #0.

Entonces, aplicando el Teorema de la Funcion Implicita en Sistemas (ver teo-
rema 2.2.7) alas f;, existen dnicas @1, p2 € C(x1, z2) tales que f1(x1, z2,y1,y2) =
fo(z1, 22,91, 92) = 0, si y sdlo si,

Y1 = <,01(3317$2)

(2.26)
Y2 = pa(x1,22).
Por lo tanto,
91(y1,92) = 21y g2(Y1,y2) = 22, (2.27)
si y sélo si, y1 = ¢1(x1,22), ¥ y2 = @2(x1,22). Ahora mostraremos que el

homomorfismo de sustitucién definido por ¢, : C{y1,y2) = Clz1,22),y; —
@i(x1,x2) es el inverso de ¢,.
Observe que

Qggp ° ng(mi) = ng(gi(yla?ﬁ))

(2.28)
= gi(p1(z1,72), p2(71,72)),
para i = 1,2. Ahora, usando la igualdad (2.26), esto ultimo es igual a
9i(Y1,y2),
y por (2.27) esto es ;. Es decir, tenemos que gfgw o ég(xi) = ;.
Por otro lado
(rbg o ¢tp(yl) = ¢g(§0i($1, 1'2)) (229)

= ‘pi(gl(ylayQ)aQQ(ylaQQ))v
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parat=1,2.
Haciendo uso de la igualdad (2.27), lo anterior es igual a

%‘(331, 562),

y aplicando (2.26) esto es y;. Es decir, (;ASg o g{)w(yi) = y;. Por lo tanto qgg es
invertible y es isomorfismo. .

Para probar la reciproca, supongamos que ¢, es un isomorfismo, es decir
existe

w : (C<y17y2> — C<(E1,.’If2>,

2.30
yiF—)hi(.’El,ﬂfg),izl,Q, ( )
morfismo inverso de qgg, es decir,
Yo ég(mi) = Y(9i(y1,92))
= gi(h1(w1,22), ha(z1, 72)) (2.31)

in,i: 1,2,

con lo cual g1(hi(z1,22), ho(z1,22)) = 21 ¥ g2(h1 (21, 22), ha(z1,22)) = 2.
A continuacion calculemos sus derivadas con respecto a las x;,

082011820 920

So s S o
.
2 0) G )+ gg;@ 2(0) =1,

Observemos que la expresion anterior se puede escribir como el siguiente pro-
ducto de matrices

20:(0) 222(0)
Por lo tanto det [ v —~  9v2° ") £0.
(2;3 ©) 520
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Lema 2.2.10 ( Lema de Hensel).
Sea [ € C(x)[y] normalizada, es decir,

f@y) =y + a1y 4+ ary + ao,
con a; € C(x), y sea

fly)=f0,9)=(y—-C)"(y—Co)*---(y—Cp)*,

con C; € C, C; # C; para cada i # j.
Entonces existen polinomios normalizados f1, fa,---, fr € C{x)[y] tal que
f=Ff-forfr,deg fi= ki y fily) = fi(0,9) = (y — )™, parai=1,2,...,r.
Ademds, las f; estdn determinadas de manera inica y son primas relativas
por pares.

Demostracion.

Demostraremos este lema recursivamente sobre r, haciendo uso del teorema
de preparacién (ver teorema 2.2.1). Si r =1 hacemos f = fi.

Si r > 1, hacemos un cambio de coordenadas para mandar la C). al cero.
Definamos g, (z,y) := f(z,y + C,) € C(z)[y]. Nbtese que:

9,(y) = 9:(0,y) = f(0,y + Cr) = f(y + Cr)
= (y +C, — Cl)kl (y +C, — CQ)kz T (y +C, — Cr)kr
= (y + Cr - Cl)kl (y + CT - 02)k2 e (y + Cr - Cr—l)kT_lykT
= C’Tykr _|_ e,
De este modo, g, es un polinomio general en y de orden k..
Ahora, usando el teorema de preparacién de Weierstrass y su corolario (2.2.2)
obtenemos a;., p, € C(x)[y] Unicas, tales que g, = a; - p,, con a, unidad y p,

polinomio de Weierstrass con p, polinomio de Weierstrass de grado k..
Ahora definimos

(@) = a(v,y = Cr) y frlw,y) = pr(z,y — Cr). (2.33)

Por el Teorema de preparacién tenemos la unicidad de f,.. Obsérvese que f, esta
normalizada pues f, = p,- es un polinomio de Weierstrass, ademas deg f,. = k..
Asi,

f(x,y) = gr(z,y = Cp) = ap(z,y — Cp) - pr(w,y — Cr) = f(2,y) - fr(z,9),

donde £(0,y) = (y — C1)** (y — Ca)*2 -+ (y — Chy)Pr.
Ahora encontremos a f,_1 aplicando el teorema de preparacion de Weiers-
trass a f:
fr(@,y) = ar(y — Cr) € Clz)y],

1 estd normalizada (esto ocurre pues f = f¥ . f., y tanto f como f, estdn
normalizadas) y

fry) =—C)M(y—Co)k - (y— Cry).
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Sea g'r‘fl(xvy) = f:(xvy + Crfl) € (C<£E> [y] Notese que

yr—l(y) = 9r71(0»y) = gr(oa Y+ Cr) = f:(y + Crfl)
=W+Cr —C) (y+Cry —Co)*2 - (y + Cry — Oy
=y Y+ Cro1 —COM (Y + Croy = C)2 o (y+ Crmy — Gy
_ kr_1
= T—ly + .

De este modo, g,_1 es un polinomio general en y de orden k,_1.

Usando nuevamente el teorema de preparacién de Weierstrass y su corolario,
existen a;,_1,pr—1 € C(z)[y] tnicos, tales que g.—1 = ar_1 - pr—1, donde o,
es una unidad y p,_1 es un polinomio de Weierstrass de grado k,_1.

Definamos

fica(@y) = ari(z,y = Cr1) y froa(z,y) == pro1(y — Crmy). (2.34)

por el teorema de preparacion de Weierstrass tenemos la unicidad de f,_1,
ademads f._1 estd normalizada por ser polinomio de Weierstrass.
De este modo f;(z,y) = gr—1(z,y — Cr71> = f;ﬁfl(xvz” - fr—1(z,y), donde
7100,y) = (y = C)M(y — Co)*2 - (y — Crg) 2.
De este modo f = fi_ - fr—1- fr.

Repitiendo el proceso (r-1)-veces més, obtenemos que

f:f;'fQ'fB"'fr—l'fra

siendo f, polinomio de Weierstrass con deg fo = ko. Nétese que ahora fi
(y — C1)*, con lo cual renombramos a f1 := f3 y asf deg fi = ki.
Asi

f=fh-fo-fa-foor frs

con fi, fa, - fr € C(x)[y] tnicas tales que, deg f; = ki y fi(y) = fi(0,y) =
(y — Oy, parai=1,2,....7.

Ahora veamos que los polinomios f; son primos relativos entre si.

Supongamos que existen f; y f;, con ¢ # j tales que no son primos relativos.
Entonces existen a,b,q € C(x)[y| talesque f; =¢-ay fj =q-b.

Luego, si f;(0,C;) = ¢q(0,C;) - a(0,C;) = 0, entonces C; es un cero de ¢, ya
que fi(0,y) = (y—C;)*, de este modo al evaluar f;(0,C;) = q(0,C;)-b(0,C;) =
0-5(0,C;) = 0, que es una contradiccién pues C; no es un cero de f; ya que
i # j, C; # Cj, es decir, no pueden compartir ceros entre si.

Por lo tanto f; y f; son primos relativos entre si.

O

Ahora, haciendo uso del teorema de preparacién, estudiaremos cuestiones
de divisibilidad en series de potencias, usando los resultados que se conocen al
respecto para polinomios.

Para esto, consideremos el anillo intermedio C(z1) C C{z1)[x2] C C(x1, z2)
para establecer los argumentos que utilizaremos. Sin embargo, tenemos que ser
muy cuidadosos en los argumentos de divisibilidad porque las unidades en estos
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anillos son diferentes. Por ejemplo, 1 — z2 es una unidad en C(z1,z2) (en las
series geométricas) pero no lo es en C(xz1)[z2].

Empecemos observando que los polinomios de Weierstrass p € C(z1)[z2], es
decir, polinomios de la forma

p= xlg—i—ak,lxlg*l +---+ag,k €Nya; € m C C(xy),
se comportan especialmente bien bajo la extensién de anillos C(z1)[x2] C C(z1, x2).

Proposicién 2.2.11. Para un polinomio de Weierstrass p € C(x1)[x2], las
stquientes condictones son equivalentes:

a) k=0, es decir, p=1.
b) p es una unidad en C{xq)[zs].
¢) p es una unidad en Clxy, zs).

Demostracion.

Sea p € C(x1)[z2] un polinomio de Weierstrass de grado k, es decir, p es de
la forma p = aprh + ak_lxlg_l + -+ aimy + ag, con ar = 1y p(0,z9) = 5.

a) = b) Ya que k = 0, es decir, p = 1, entonces p evidentemente es unidad
en C(z1)[z2].

b)= ¢) p es unidad en C(z1)[z2] entonces por definicién existe p € C(x1)[z2]
tal que p - p = 1, pero recordemos que C(z1)[x2] C C(x1,x2), por lo cual p,p €
C(x1,22) y se sigue cumpliendo que p - p = 1, de esta manera p también es
unidad en C(z1,z2).

c)=a) p € C{x1,z2) es unidad, entonces existe p € C(x1, z2) tal que p-p = 1,
y en particular, p(0,0) # 0.

Por otro lado, como p es polinomio de Weierstrass de grado k, entonces
p=aprh + ak_lx’;_l + -+ a1x9 + ag, con ar = 1y p(0,29) = z5. Por lo que
p(0,0) = (2 + ap_1257 1 + - a1x + a0)(0,0) = 0, si k > 1.

Entonces p(0,0) # 0 sélo si k = 0, es decir, p = 1. O

Proposicién 2.2.12. Sea f = g-h en C(xy)[z2]. Entonces:
a) Si g yh son polinomios de Weierstrass, f también lo es.

b) Si f es un polinomio de Weierstrass, existen unidades A\, p € C{x1) tal que
A-g y p-h son polinomios de Weierstrass.

Demostracion.
a) Sean f,g,h € C(x1)[x2] tales que f = g - h, con g y h polinomios de
Weierstrass, es decir, g y h son de la forma :

k
h(z) = Zhj(ml)xg, con hy =1,ho(0) = h1(0) = --- = hy—1(0) =0,
j=0
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l

g(z) = Zgj(xl)xé con gr =1,90(0) = g1(0) = -+ = g1-1(0) = 0,
=0

de este modo

g
= ho(x1)go(21) + ho(21)g1(x1) T2 + ho(x1)g2(21)23 + -
+ hi(21)go(z1) 22 + hi(x1)g1(21)23 + -

+ hi(1)go(x1)2h + he(21)gr(@)ab ™ + - + by (1) gi(ar)ab .

Luego f(z) = ZkH f](xl)ac27 donde fr1; = hpgr = 1,y f;(0) = 0, para
j=1.,k+1—-1. Por lo tanto f es polinomio de Weierstrass.
b) Sean g, h € C(x1)[x2], dados por

g(z) = by(z1)xh + b1 (z1) b+ -+ bo(a1)

h(z) = em(z1)xh + cm—1(x1)2d ™ Y deg(a),

donde b;,¢; € C(z1), y con ¢, by distintos de cero. Supongamos que f =g - h
es polinomio de Weierstrass, entonces

f(z) = g(x) - W)
= bl(xl)cm(xl)x;n—i_l + bl(xl)cm_l(a;‘l)xl;_m_l + ..

+ 5171(x1)cm(;v1)mg”+l71 + bl,l(fvl)cm,l(gpl);pg”l*2 +...

+ bo(21)cm (21)5" + bo(#1)em—1 (x1)25 " + -+ + bo(21)co(21),

con bjc,, = 1, por ser f polinomio de Weierstrass.

Mas atn, bjc;(0) =0, para 0 < i+j < m+1—1, y como bicy, = 1, entonces
b;(0) =0y ¢;j(0) =0, para i entre 0 y [ — 1, y para j entre 0 y m — 1. Por lo
cual, g y h son generales en x5 de orden [ y m, respectivamente.

Entonces, por el teorema de preparacién de Weierstrass, existen «, 8 € C{x1)
unidades, y §,h € C(z1)[z2] polinomios de Weierstrass tales que ¢ = a- g y
h=8-h.

Ya que oy 8 son unidades, entonces son invertibles, es decir, existen a~t gt
yasia t-g=g,8t - h=h

Definiendo a1 := Ay 37! := u se cumple que A - g y 4 - h sean polinomios
de Weierstrass.

O
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Lema 2.2.13. Para un polinomio de Weierstrass p € C{x1)[x2] son equivalen-
tes:

a) p es irreducible en C(x1)[x2].
b) p es irreducible en Clxy, ).

Demostracion.

a)= b)

Supongamos que p es reducible en C(x1, x5) entonces p = p; - pa con p1,pay €
C(x1,z2), ambos no unidades.

Obsérvese que al ser p polinomio de Weierstrass, entonces p es general en x5.
Luego como p(0, z2) # 0, entonces tanto p; como py, tampoco son idénticamente
cero al evaluarse en ;1 = 0, por lo que ambos son generales en xs.

Ya que p; y p2 son generales en xo, usamos el teorema de preparacion de
Weierstrass y asi obtenemos que p; = « - q1,p2 = B+ ¢2, con o, 8 € Clxy,z2)
unidades y ¢1,q2 € C{x1)[xs] polinomios de Weierstrass, asi p = p1 - p2 =
a-B-q-q =u-q g € Clx)rz], con u = o - B. Usando el teorema de
preparacion en p, concluimos que u = 1y p = ¢q1 - ¢2. Nbtese que ¢ - g2 es
polinomio de Weierstrass por la proposiciéon anterior.

Por lo tanto p es reducible en C(x1)[z2].

b)= a)

Sea p € C(x1)[z2] reducible, entonces p = p; - p2, con p1,pa € Clx1)[za] ¥
donde ambos no son unidades. Ya que C(z1)[z2] C C(x1,z2), entonces p1,ps €
C(x1,22) y p = p1 - p2 también estd en C(xy,x2). Por lo tanto p es reducible
también en C(xy, z3).

O

Definicién 2.2.14. Un dominio entero R es un dominio de factorizacion unica
si:

= Cualquier » € R, no unidad, puede ser escrito como un producto de un
ndmero finito de elementos irreducibles » = p; - - - p,,, donde p; es irredu-
cible para cada i =1, ..., n.

= Esta factorizacién en elementos irreducibles es tinica, en el sentido de que si
r=p1-Pn = q1 - qn, son dos factorizaciones en elementos irreducibles,
entonces m = n y después de un reindexamiento adecuado de los factores,
p; ¥ ¢; estan asociados.

Lema 2.2.15 (Lema de Gauss [2]). Si R es un dominio de factorizacion inica,
entonces R[x] es un dominio de factorizacion inica.

Teorema 2.2.16. El anillo C{x1,x2) de series de potencias convergentes es un
dominio de factorizacion unica.

Demostracion.
Haremos uso del anillo intermedio C(z1) C C(x1)[x2] C C(z1, z3). Desarro-
llaremos la demostracién en tres pasos principales: primero mostraremos que
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C(x1) es dominio de factorizacién vinica. Luego usando el lema de Gauss (lema
2.2.15) tendremos que C(x1)[z3] también lo es. Finalmente, dado un elemento
arbitrario en C(x1,z2), mostraremos que éste admite una factorizaciéon dnica
por elementos irreducibles.

1. Para mostrar que C(z1) es dominio de factorizacién unica notemos que
todo elemento f alli, que no es unidad, i.e, f(0) = 0, se puede factorizar como
f=wu-2% donde k = ord f, con u unidad en C(z1), i.e, u(0) # (0). Supongamos
que f = f1--- fy es otra factorizacién de f, con f; irreducibles. Entonces cada f;
se puede escribir como f; = u; xlf, porloque f=v-z{,donde v =y - u, y
p = ky+---+k,. Igualando esta expresién con u-z¥, tenemos que v-u~! R
1, por lo tanto v-u~! = 1y k = p, por lo que, la factorizacién fi --- f, es sélo
un reordenamiento de la factorizacién u - x¥.

2. Como C(z1) es dominio de factorizacién tinica, entonces por el lema de
Gauss se sigue que C(z1)[z2] también lo es.

3. Sea f € C(x1,x2), mostraremos que f admite una factorizacién en ele-
mentos irreducibles, inica salvo unidades, y el orden de los factores.

Supongamos que f es general en xo de orden k, pues si no lo fuese entonces
f(0,25) = 0, por lo que se puede factorizar alguna potencia n de z; de f,
dejando f = x?f, donde f(xl,O) % 0, y entonces procederiamos a factorizar a
I

Ahora bien, como f es general, aplicamos el teorema de preparacién de
Weierstrass a f y tenemos que f = « - p, siendo a € C(x1,x2) una unidad y
p € C(x1)[xs] un polinomio de Weierstrass de orden k.

Puesto que p € C(x1)[z2] es dominio de factorizacién unica, existe una fac-
torizacion en elementos irreducibles de p, es decir,

P=p1-p2---Dr, Pi € C{xq)[xa]

y esta factorizacién es unica salvo el orden en el que aparecen los factores,
una vez que han sido normalizados para ser polinomios de Weierstrass por la
proposicién 2.2.12.

Asi tenemos que
f=a-p=a-pi-ps--pr,

con p; € C{xy)[xs], para i =1,2,---r, irreducibles. Por el lema 2.2.13, tenemos
que las p;, también son irreducibles en C(xy,z2), y ya que o € C(x1)[x2] es
unidad también lo serd en C(xzq, z3).

Asi f=a-p1-pa-- pr, con a € C{x1,x2) unidad, y p; € C{x1, z2) irreduci-
bles.

Ahora veamos que la factorizacién es tnica. Supongamos que existe otra
factorizacion de f en C(xy,22), f = f1- fa - fs.

Entonces por el lema 1.3.17, f1, fa, -, fs pueden ser representadas en coor-
denadas apropiadas, y usando el teorema de preparaciéon de Weierstrass quedan



2.3. ESTUDIO DE RAMAS LOCALES 43

como :
fi=o1-q
fo=az-q
fs = Qs * (s,

donde oy, g, - a5 € C{x1,22) son unidades y ¢1,q2, -+ ,¢s son polinomios

de Weierstrass.
Recopilando tenemos que

aprprpr=f=(ar 02 0)q 2 gs =00 G2 s

con & =aqq Qg Q.

Luego, por la unicidad del teorema de preparacién de Weierstrass obtenemos
que py P2 Pr=q1- G2 s

Ya que C(z1)[z2] es dominio de factorizacién unica, concluimos que r = sy
p; = q; salvo el orden de ocurrencia.

De este modo f; = «; - p; como queriamos.

Por lo tanto C{x1,z2) es dominio de factorizacién tnica.

2.3. Estudio de ramas locales

En esta seccién aplicaremos los resultados que hemos descrito en la seccién
anterior, al estudio de curvas analiticas locales (definidas por ceros de funcio-
nes analiticas). En particular, nos interesa estudiar el comportamiento de éstas
vecindades de puntos singulares, para conocer el niimero de componentes que
pueden tener localmente, i.e., ramas locales.

Definicién 2.3.1. Sea D = {x = (z1,22) € C* : 0 < |2;] < piyi = 1,2} un
polidisco, y sea M C D. El conjunto M es llamado conjunto analitico principal
(curva analitica) si existe f € C(x1,x2) que converge en todo D y satisface que

M={zeD:f(z)=0}:= V(]

Si f es un polinomio, la definicién anterior es la de una curva algebraica.
Si el polinomio f es unidad en C[z, 23] entonces Vp(f) = 0.

Con esta definicién podriamos empezar a aplicar lo que sabemos de las va-
riedades en la teoria de la divisibilidad de polinomios, sin embargo, con las
series de potencias hay que tener un poco de cuidado. Sabemos que una serie
f € Cl[z1,x2] es unidad, si f(0,0) # 0, es decir, 0 ¢ Vp(f), pero lo que no
sabemos es, el como se comporta la curva algebraica lejos del origen, por lo que
fijamos nuestra atencion en una vecindad suficientemente pequena alrededor de
éste, donde Vp(f) coincide con el conjunto vacio.
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Definicién 2.3.2. Sean M, C Dy, My C D5 curvas analiticas.
Se dice que M7 y M5 son equivalentes si existe D C Dj N Dy polidisco tal
que My ND=MynND.

A una clase de equivalencia de curvas analiticas se le conoce como un gérmen
de una curva.

Para no saturarnos de notacién y confundirnos con ella, la mantendremos
de manera sencilla escribiendo V'(f) para el germen definido por Vp(f) C D.

Del mismo modo, siguiendo la nociéon de gérmen de curva, decimos que
V(f1) C V(f2), sty sélo si, existen representantes Vp, (f;) y D C D1 N Dy, tales
que Vp, (f1)ND C Vp,(f2)ND. Similarmente para V (f1)UV (f2) y V(f1)NV (f2).

En particular, V(f) = 0, siy sélo si, 0 ¢ Vp(f) para cualquier representante.
Nétese que esto significa que V(f) es vacio, si y sélo si, f es una unidad en
(C<£L'1, CE2> .

Lema 2.3.3. Sean f, g, f; € C{xy,x2), parai=1,---r:

a) Si f es un divisor de g entonces V(f) C V(g).

b) Sif=fi-far-frentonces V(f) =V (f1)UV(f2)U---UV(f).

Demostracion.

a) Sean f,g € C(xy1,z2) tal que flg, es decir, existe r € C(x1,x2) tal que
g=1f-r.

Ahora V(g) = {x € D : g(x) =0} = {z € D : (f -r)(z) = 0}, para D
polidisco centrado en el origen suficientemente pequeno, entonces (f - r)(x) =0
si f(z) =00 r(x) =0. Asi

Vig)={x€D: f(x)=0}U{z e D:r(z)=0}

Por lo tanto V(f) C V(g).
b) Sean f?fi S (C<JU1,1‘2>,i = 1727"' IR tales que f: fl f2f7"
Seaz e V(f)=V(fi-fa--- fr),entonces Z € Dy f(Z) = (f1-fa--- [r)(&) =

0. Esto significa que f;(Z) = 0 para alguna i = 1,2, ..., 7, entonces
TeV(fi)cV(f)UV(f)U---UV(f),

ast V() CcV(fL))UV(fa)U---UV(f).
Por otro lado, sea & € V(f1) UV (f2)U---UV(f,), entonces & € V(f;) para
alguna t =1,2,...;r.
Ya que f; es un divisor de f para cualquier i, por el inciso (a) de este lema
se tiene que V(f;) C V(f) para cada i = 1,2, ...,r. De este modo & € V(f).
O

Lema 2.3.4 (Lema de Study). Sean f,g € C(z1,z2). Si [ es irreducible y
los gérmenes satisfacen que V(f) C V(g), entonces f es un divisor de g en
Clxy, za).
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Demostracion.

Notese que el caso en que f y g son nimeros complejos es evidente, pues el
conjunto de ceros de un escalar es o bien vacio o el total. Como f es irreducible
en C, entonces f # 0, y asi V(f) = 0, el cual estd contenido en V(g) para
cualquier g.

Claramente f # 0 siempre divide a cualquier g € C, ya que C es un campo.
Ahora veamos el caso de las series de potencias.

Por el teorema de preparacién de Weierstrass podemos asumir que f, g son
polinomios de Weierstrass en C(x1)[x2], ya que tanto f como g se pueden escribir
como el producto de un polinomio de Weierstrass y una unidad, pero la unidad
no aporta ceros localmente. Por ello, podemos asumir que f y g son de la forma:

f(x) = a5 + ag1(@1)2 " + -+ ao(z1),
g(x) = xb + b1 (z1)ay '+ -+ bo(a1)
donde k,I > 1 con a;,b; € C(z1) y a;(0) =b;(0) =0para 0 <i < k—1,0<
ji<l-1.

Ya que C(z1) es dominio de factorizacién tnica podemos aplicar el teorema
del resultante, el cual dice que f y ¢ tienen factores en comun, si y sélo si, su
resultante se anula. (Véase el apéndice B.0.1).

Como f es irreducible en C(z1, x2), por el lema 2.2.13 también es irreducible
en C(x1)[z2], solo falta mostrar que Ry, = 0 como elemento de C(z1).

Sean f y g convergentes en el polidisco

D = {(x1,22) € C*: 0 < |wy| < ps,i = 1,2.}.

Sea D' ={x1 € C:|z1] < p1}.
Sustituyamos un 77 € D’ “fija” en f y ¢ para asi tener

fa, =25+ ap_1(F1)a5 "+ -+ ao(@1),

Gy, = @5 + by (@1)xh T 4 o (),

en C[zy]. Obsérvese que al evaluar en #; = 0, fo = 2§ y go = 2}, es decir, sélo
se anulan en xo = 0y asi V(fo) = V(go) = {0}.

Usando el teorema de continuidad de las raices (ver 2.2.4), podemos escoger
a D de tal manera que para Z; € D', todas las raices de fz, y gz, estén en
{z2 € C : |z2] < p2}, y usando V(f) C V(g), tenemos que V(fz,) C V(gz,)-
Como fz, v gz, son polinomios de una variable, esto significa que tienen un
factor comun.

De este modo Ry 4(Z1) = Ry, 4, = 0.

Ya que 2 fue arbitraria, esto se mantiene para toda z; € D’, entonces por el
teorema de la identidad [2] aplicado a la funcién dada por el resultante, Ry , = 0
en D'. Por lo tanto, f y g tienen factores en comtn, pero como f es irreducible,
esto significa que f divide a g.

O
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Ahora veamos como obtener la descomposicién de un gérmen de una curva
en sus componentes.

Definicién 2.3.5. Decimos que un gérmen de curva V (f) es reducible, si existen

V(f1) y V(f2) tales que V(f;) # 0, V(f1) # V(f2) ¥
V() =V(f))UuV(fa).

En caso de que no existan dichas V'(f;),7 = 1,2, diremos que el gérmen es
irreducible.

Lema 2.3.6. Sea V(f) un gérmen de curva. V(f) es irreducible, si y sdlo si,
existen g € C(xy,xs) irreducible y k € N\{0} tales que f = g".

Demostracion.

Supongamos que V (f) es irreducible, mostraremos que f = g*.

Si f es irreducible no hay nada que probar pues con g = f y kK = 1 tenemos
la conclusién.

Si f es reducible entonces podemos ver a f como f = f; - fo--- fi, con
fi € C{x1, o) irreducibles.

Por el lema 2.3.3,

V() =V(f)UV(f2)U---UV(f)

y al ser V(f) irreducible, V(f) = V(f;) para toda i.

Entonces para cualesquiera 1, j, tenemos que V(f;) = V(f;). En particular,
como V' (f;) C V(f;), v fi es irreducible, por el lema de Study (2.3.4) fi|f;, del
mismo modo V(f;) C V(fi) ¥ filfi.

Como f;|f; entonces f;-h; = f; y ya que las f; son irreducibles entonces las
h; son unidades.

Sin pérdida de generalidad sea i = 1. As{

fi=nh
fo-ha=f1
f3-hs=fi (2.35)
fe-he = f1

Ya que las h; son unidades, también son invertibles con lo cual de la ecuacién
(2.35) se tiene que :

fi=h
fo=fi-hy'
fs=fi-h3' (2.36)

fk:fl'hlzl
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Asi

F=fofare Ji= Sy byt bty = fidcon d= hyohy eyt (2.37)
Luego existe u tal que u¥ = @ y asi f = fF-u* = (fi - u)¥ = ¢*, haciendo
g = f1 - u tenemos el resultado.

Para la reciproca, veamos que V(g) es irreducible. Supongamos que existen
g € C(xy, ) irreducible y & € N\ {0} tal que f = g*, y supongamos que V (g)
es reducible. Entonces existen g1, g2 € C(x1, z2), tales que V(g) = V(g1)UV (g2),
con V(g1) v V(g2) no vacios y distintos. Vamos a mostrar que g tiene dos factores
irreducibles distintos.

Como V(g1) # V(g2), entonces g1 # g2, por lo que existen factores irreduci-
bles h1 y ho, de g1 v go respectivamente, con hy # hs. Por otro lado, notemos
que V(h;) C V(g), para i = 1,2. Entonces, por el lema de Study (2.3.4), hy y
ho son dos factores irreducibles distintos de g, lo cual es una contradiccion al
supuesto de que g era irreducible.

Por lo tanto V(g) es irreducible. Recordemos que, ya que f = g*, V(f) =
V(g*) = V(g). Por lo tanto V(f) es irreducible.

O

Teorema 2.3.7. Sea V(f) el gérmen de una curva. Entonces V(f) admite una
descomposicion V (f) =V (f1)UV(f2)U---UV(f.), donde las V (f;),i=1,2,...,r
son trreductbles.

Dicha descomposicion es unica salvo el orden en el que las componentes
ocurren.

Demostracion.
Como C(z1,x2) es dominio de factorizacién dnica, entonces dado f € C{x1, z2),
éste se puede expresar a f como f = flk1 : 2’” -+ fF donde f; son factores irre-

ducibles, para ¢ = 1,2, ..., 7.

Ademsés, ya que las f; son irreducibles, si F; = fiki por el lema anterior
tenemos que las V(F;) también son irreducibles.

Luego, por el lema 2.3.3 se tiene que

V(f)=V({F)UV(F)U---UV(F)
=V(f)UV(fo)U---UV(f).

pues V() = V().

Por lo tanto V(f) se descompone y las V(f;) son irreducibles.

Solo queda probar que la factorizaciéon es tunica. Demostraremos esto por con-
tradiccién.

Supongamos que existe V(f’) una componente irreducible de V'(f) distinta
de las V(f;). Por el lema anterior existen k € N\{0} y h € C(z1, x2) irreducible
tal que f’ = h* entonces V(f’) = V(h*) = V(h).

De estamanera V(h) C V(f) = V(f1)UV(f2)U---UV (f,) yasiV(h) C V(f;)
para alguna i = 1,2, ...;r.
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Usando el lema de Study tenemos que h|f; para alguna i = 1,2, ..., 7, es decir,
h es un factor primo de f; para alguna i = 1,2, ..., pero h y f; son irreducibles,
asi h = f; para alguna i =1,2,...;7.

De este modo V(f') = V(h) = V(f;) para alguna i = 1,2, ..., r.

Por lo tanto la descomposicién es tinica. O

Observacién 2.3.8. Las V(f;),i =1,2,...,r. son conocidas como componentes
irreducibles.

Una serie f € C(z1,x2) se conoce como minimal si cada factor primo f; de
f ocurre una sola vez, es decir, f = f1 - fo-- fr.
Si f es minimal, definimos el orden del gérmen como

ord(V(f)) = ord f.

Si f € C{x1,z2) es minimal y p es un punto en la curva algebraica C' = V (f),
podemos definir las ramas locales de C' en p.

Simplemente hacemos un cambio de coordenadas adecuado para que p = 0,
luego factorizamos f € C{xy,xz3) en factores primos fi, fo, -, fr y considera-
mos los gérmenes de curvas V(f1),V(fa), -,V (fr)-



Capitulo 3

Explosién de singularidades

En este capitulo expondremos brevemente una técnica complementaria a lo
que se expuso en la seccién 2.3, que nos servira para conocer de manera geométri-
ca el numero de ramas locales de una curva, sin tener que dar la factorizaciéon
explicita. Esta es llamada explosion de singularidades (resolucién de singulari-
dades), e intuitivamente consiste en torcer el espacio en una vecindad de una
punto singular de una curva, (por ejemplo un punto por donde pasan varias
ramas de la curva), con la finalidad de destorcer la curva. Esto nos permitird
separar a cada una de las ramas de la curva que pasan por el punto singular, y
asi darnos una idea de como es la curva en una vencindad del punto singular.

Después de describir formalmente el proceso de explosién, lo ilustraremos
con algunos ejemplos.

La idea principal de este método es trasladar los puntos singulares que que-
remos explotar al origen, y de ahi construir una variedad holomorfa M de di-
mensién 2 y una transformacién holomorfa 7 : M — C? tales que :

1. La preimagen del origen es la curva proyectiva E = CP!.
2. La restriccién de 7 a M\ E, 7|yng : M\ E — C? \ {0} sea inyectiva.

A la transformacién 7 : M — (C2,0) se le llama la primera explosién del
punto p.

Empecemos describiendo este método en (R?,0) para aprovechar que las
dimensiones nos permiten ver de qué variedad M se trata.

Consideramos la transformacién

71 :R?\ {0} — RP?

(z,y) = (z:y) = k(z,y), k € R. (3.1)

Donde a cada punto p = (z,y) € R?\ {0} le asociamos la recta que contiene
al origen y al punto p.

49
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Ahora consideremos la gréafica de 7!,
Gr(r™Y) = {((z,y), (z : y))} C R*\ {0} x RP* C R? x RP.

Observemos que la Gr(r~!) tiene dimensién 2 real y que al considerar su
cerradura, es decir, al agregar el punto con el origen de R? en su primera coor-
denada, y la segunda coordenada, que es la que corresponde a su imagen bajo
7! (la cual es RP! ya que todas las rectas (z : y) pasan por el origen), se
obtiene

M:=Gr(r—1) = (R*\ {0} x RP") U{(0,0)} x RP" = R* x RP".

Llamemos E := {(0,0)} x RP! = RP1 ~ S'.

De este modo consideramos la proyeccién 7 : M — R% 7((z,y),(z : y)) =
(z,y). Nétese que 7~ 1(0) = E = RP' y que m|ng : M\ E — R?\ {0} es un
difeomorfismo. Al conjunto E se le conoce como el divisor excepcional.

Ahora sélo nos queda probar que la variedad M es 2-dimensional para asi
terminar la construccién del método.

Para esto, obtendremos cartas de M y con ellas observaremos como es M.

A cada recta que pase por el origen, la asociaremos con su pendiente o la
inversa de su pendiente, es decir,

(x:y)Hu:gsix7é0
x

(3.2)
(x:y)r—H;:gSiy#O.
Asi obtenemos el siguiente sistema de coordenadas:
Ux ((IJJ),(I]J))H(I,U) SII#O (3 3)
U2 : ((xay)a (J) : y)) = (’U,y) si Yy 7é 07
de esta manera los cambios de coordenadas son
1
Yy=auyuv=— (3.4)
u
6
1
T=yuyu=_. (3.5)

Obsérvese que como todas las rectas pasan por el origen, todas las pendientes
de las cartas anteriores estdn asociadas a [E, con lo cual la unién de los ejes u y
v se corresponden con E.

A continuacién para ver como se transforma una vecindad alrededor del
origen 0 = (0,0) € R2, consideraremos una vecindad alrededor de éste y ex-
presaremos los siguientes conjuntos de M en coordenadas (x,u) y (v,y) como
sigue:

Las coordenadas (x,u):



51

siendo « la pendiente, o arbitraria.
Y en las coordenadas (v, y):

1 1 x > -1

-1
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(@,y) =~ (v,9),0 = §,<y¢0>
(y,y) = (L,y)

(=y,9) = (=1,9) S
(%, y) = (%,y),

con y = fx.

A continuacién, al hacer coincidir los puntos en los segmentos aa’ de la carta
(z,u) con los de la carta (v,y) tenemos que:

.u
a 1 a'
= >
-1 1
c c'
b | b
1 -1
e e’
a' ‘1 a
Vv

Obsérvese que para corresponder los puntos aa’ de ambas cartas hay que
torcer una vez la banda anterior, de esta manera obtenemos una banda de
Mobius.
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El alma de la banda de M&bius estd formado por la unién de los ejes v y v,
es decir, el alma de M es el divisor excepcional E ~ S! (la linea de color rojo).

Ahora para un punto (zg,u) de M, 7(zg,u) = (z0,uzo) € R?, es decir, lo
manda sobre la recta con pendiente u y para (v, yo) de M, w(v,y0) = (vyo,yo) €
R?, lo manda sobre la recta con pendiente %

Asf se conserva el hecho de que 7~1(0) = E.

Tt M
| ‘_\ (%o

Lo anterior es para el caso real, para el caso complejo el procedimiento
es exactamente igual, la unica ”diferencia” es que la variedad resultante serd
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M = C? x CP' UE, siendo E = {0} x CP! = S? el divisor excepcional y a la
variedad resultante M de una primera explosién la llamaremos Banda de Mdbius
compleja, para hacer analogia con la banda de Mdobius real, pero diferencial en
el campo en el que se encuentra.

Esta variedad M tiene el siguiente sistema de coordenadas:

((z,w), (z:w)) = (z,u) sl 2 #0

((Zv w)7 (Z : w)) — (U,U)) siw 7é 0, (38)

con z,w € Cy cambios de coordenadas w =uz y v = % Oz=wvyu= %

Noétese que con el sistema de coordenadas anterior, identificamos a [E con la
unién de los ejes u y v, la cual forma una esfera S2.

Considerando la transformacién = : M — C2 tal que 7(z,u) = (z,uz) y
m(v,w) = (vw,w) tenemos que 7~ 1(0) = E y 7 es un biholomorfismo entre
M\ Ey C?\ {0}.

Aunque el método de explosién de singularidades es descrito de manera
puntual y se basa en reemplazar con una linea proyectiva CP' a un punto,
también le diremos explosién al resultado de aplicar varias veces el método de
explosion a puntos diferentes en los diferentes niveles de las variedades que sean
resultado de estos procesos; por ejemplo, supongamos que explotamos el origen
de C? y obtenemos una variedad M;.

Puesto que M; \ E es biholomorfo a C? \ {0}, se pueden explotar puntos de
M; de la misma manera que hacemos con los puntos de C2.

Asi, al explotar a Mj, la estamos cambiando en otra variedad M. De esta
manera podemos explotar los puntos de Ms y obtenemos otra variedad M3 y si
explotamos a M3 tenemos otra variedad My. Asi sucesivamente podemos seguir
explotando, y obteniendo nuevas variedades M;, de modo que en cada paso tene-
mos una transformacién holomorfa m; : M; 1 — M;, con M;_; \ E; biholomorfo
a C?\ {0}, donde E; = 7, 1(0). El que nos detengamos en este proceso depende
del objeto que se quiera desingularizar, en nuestro caso aplicaremos esto para
curvas en (C2,0).

Nos referiremos a las explosiones m; : M;_; — M;,i =1,2,....,n, y My = C2,
como “explosiones intermedias” y a todo el proceso anterior hasta la obten-
cion de M,, le diremos sencillamente explosion, al cual lo denotaremos como
7 M, — (C?,0), siendo M, la tltima variedad resultante de las explosiones
intermedias y 7 la composicién de las proyecciones intermedias ;.

Recordemos que cada explosién intermedia m; : M; — M;_4 tiene asociado
un divisor excepcional E;, con lo cual 771(0) = U;E;. A 771(0) se le conoce
como el divisor excepcional de la explosién 7 : M — (C2,0).

A continuacién mostraremos un ejemplo de una explosién en el caso real,
para después mostrar tres ejemplos en el caso complejo, pero antes de eso enun-
ciaremos un teorema de gran utilidad para este proceso.

Definicién 3.0.1. Una coleccién de curvas en una superficie suave, se dice que
tiene cruzamientos normales, si cada curva es suave, no pasan tres curvas por
un punto, y cualquier intersecciéon de dos de ellas es transversal.
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Definicién 3.0.2. Dado un punto singular p de una curva C en una superficie
suave S, se dice que una buena explosion es una funcién « : T — S tal que si
E = 7~1(p), entonces 7 es un isomorfismo de (T'—E) — (S — p); y la coleccién
de curvas 7! tiene cruzamientos normales

Teorema 3.0.3 (3.3.4[10]). Cualquier curva plana singular tiene una buena
explosion de singularidades.

Para campos vectoriales, una singularidad es elemental, si la matriz asociada
a la parte lineal del campo vectorial tiene al menos un valor propio no cero. Y
para curvas el teorema anterior nos dice que después de un numero finito de
explosiones, la curva final ya no tendra tangencias con el divisor excepcional.

3.1. Ejemplos

A continuacién consideraremos la curva cispide y? — z3 = 0, y aplicaremos
el método de explosion de singularidades para conocer el nimero de ramas por
el origen en esta curva

En la carta (z,u) el cambio de coordenadas es u = %7 x # 0, es decir y = ux.

Asi 0 = y? — 23 = v?2? — 2% = 2%(u? — ). Como = # 0 podemos multiplicar por

m% la ecuacion anterior, queddndonos como transformado estricto en esta carta

la curva u? — 2 = 0. De esta expresién se observa que en el origen se tiene una
tangencia de multiplicidad 2 con el divisor.

Es sabido que la pardbola u? — x = 0 sélo tiene una rama por el origen.
Sin embargo, nétese que al hacer otra explosién de ésta se obtendria una recta,
obteniéndose una interseccién transversal entre la curva y el divisor.

Por otro lado, en la carta (v,y) el cambio de coordenadas es v = ﬁ, y#0,es
decir = = vy. En estas cartas la curva corresponde a lo siguiente 0 = y? — 23 =
y? —v3y3 = y2(1—2v3y). Ya que y # 0, multiplicamos por y% la ecuacion anterior
y nos queda que 1 — v3y = 0, que resulta ser una unidad en el origen de (v,y),
y por lo tanto no aporta ramas localmente. Veamos graficamente como se ve la

carta (x,u).
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Al unir ambas cartas en la banda de M&bius (lo representaremos en la banda
de Mobius real para poder visualizarla) la curva se transforma en lo siguiente:

Por lo que la cispide y? — 2% = 0 s6lo tiene una rama por el origen.

Ahora determinaremos el nimero de ramas de la cibica de Tschirnhausen,
del trébol de tres y cuatro hojas.

La ctibica de Tschirnhausen tiene como ecuacién y? — z2(x +1). En la carta
(x,u) hacemos el cambio de coordenadas u = £,z # 0, es decir y = ux.

Asf 0 = y? — 2% (2 + 1) = v?2% — 2%(x + 1). Ya que = # 0 dividimos por
2? y asf la ecuacién anterior queda como 0 = u? — x — 1. Al restringirnos en
2 = 0 tenemos que 2 —1=0,siu =1 0o u = —1. Con lo cual los puntos de
interseccién con el divisor excepcional son (0,1) y (0, —1).

Para darnos una idea de como es la curva basandonos en la orientacion
de sus pendientes, derivamos con respecto a u, y evaluamos en z = 0, para

posteriormente sustituir los valores de u.

2>0siu=1,

d o
D2 = — 1)y = 2u = 3.9
(" 7T Dla=o = 2u {2<Osiu1. (39)

A continuacién veamos la carta (v,y) con coordenadas v = %, y # 0, es decir

x = vy. En esta carta la curva corresponde a 0 = y%—z3 = %2 —v?y?(vy+1). Para
obtener el transformado estricto, dividimos con 32, quedando 1 —v?(vy+1) = 0.
Sobre el divisor {y = 0} tenemos la ecuacién 1—v? = 0, es decir, v = 1o v = —1.
De este modo, los puntos de interseccién con el divisor excepcional son (1,0)
y (=1,0). Pero recordando que v = 1, los puntos (1,0) y (—1,0) de (v,y) se
corresponden con los puntos (0,1) y (0, —1) de (z,u), respectivamente.
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y (
1 1 v

r ) x
Tt S

-1

Por lo tanto al explotar la cibica de Tschirnhausen sdélo se tienen dos puntos
de intersecciéon con el divisor excepcional, y las ramas que buscamos correspon-
den a los tramos de la explosiéon que pasan por esos puntos. A continuacion
mostramos el dibujo real por visualizarlo mejor, sin embargo, el calculo anterior
de hecho nos muestra el total de ramas de la curva compleja.

Continuemos con el trébol de tres hojas que estd descrito por la ecuacién
(2% +9y%)? + 322y —y3 = 0.

0= (2 +52)% + 322y — 9> = 2* + 222y% + y* + 327y — o> (3.10)
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En la carta (2, u) el cambio de coordenadas es u = £, 2 # 0, es decir y = ux.

Asf 0 = 2% + 2u22* + uta? + 3ua® —ud2® = 24 (1 + 2u? + u?) + 23 (Bu — u?).
Como x # 0 podemos multiplicar por x% a la ecuacién anterior, obteniendo
como transformado estricto en esta carta la curva

0=a(1+2u® +u*) +3u—u® = 2(1 + 2u® + u*) + u(3 — u?).

Al fijarnos en = 0 tenemos que 0 = u(3 —u?), siu = 00 u = V3 o
u = v/—3. De esta manera, los puntos de interseccién con el divisor excepcional
son (07 O)a (07 \/g) y (07 _\/g)

Derivando con respecto a u y evaluando en x = 0, obtenemos las pendientes
en esos puntos. Asi, nos damos una idea de cémo es la curva (en el dibujo real)
por la orientacién de las pendientes.

3>0siu=0,

—6<0siu=+V3u=+v-3.

(3.11)
Con esto también se verifica que en estos puntos la curva no es tangente al
divisor excepcional, de hecho es transversal y por consiguiente ya no es necesario
volverlos a explotar.

d
%(33(1 +2u® + ut) + 3u — uP)|pmo = 3 — 3u® = {

TT u

X

\u:_(3(1/2))

Observemos ahora lo que ocurre en la otra carta. En la carta (v, y) las coor-
denadas son v = g,y # 0, es decir = = vy.
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En esta carta la ecuacion (3.10) corresponde a
0 = vy + 20%y* + oy + 3073 — 3 =yt (v + 202 + 1) + 3 (30% — 1).

Puesto que y # 0, multiplicamos por y%, y asi obtenemos como transformado

estricto a
0=y +20% +1) + (30> - 1).
1

Sobre el divisor {y = 0} tenemos la ecuacién 0 = 3v% — 1, es decir, v = 75 0

v = —%. De esta forma, los puntos de interseccién con el divisor excepcional
son (%,O) y (f%,()). Pero recordemos que v = %, con lo cual, los puntos
(v/3,0) y (0,—+/3) en (z,u) se corresponden con los puntos (%,0) y (—%,0)
de (v,y), respectivamente.

Por lo tanto al explotar el trébol de 3 hojas solamente se obtienen 3 puntos
de interseccién con el divisor excepcional, y las ramas que buscabamos corres-
ponden a los tramos de la explosién que pasan por esos puntos. Para visualizarlo
mejor, presentamos el dibujo real, sin embargo, el calculo anterior también nos
muestra el total de ramas de la curva compleja.

Ahora veamos al trébol de 4 hojas que tiene como ecuacién (z? + y?)3 —
422%y% =0
y :
0= (2% +y?)® — do?y? = 2% + 95 + 32892 + 32%y* — 42%y°. (3.12)

En la carta (z,u),u = £, para x # 0.
Asf la ecuacién (3.12) corresponde a x6 +u®26 + 32%u? + 3uta® — 4u?z* = 0.
Como = # 0 multiplicamos por ;714 y obtenemos como transformado estricto a
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la ecuaciéon

0=2%(1+ub + 3u® + 3u?) — 4u?, (3.13)

Sobre el divisor {x = 0} tenemos la ecuacién —4u? = 0, es decir u = 0, y (0,0)
es punto singular de multiplicidad 2.

Ahora observaremos lo que ocurre en la carta (v,y). Hacemos el cambio de
coordenadas v = % para y # 0.

De este modo (3.12) es representada por la ecuacién v0y% + y® + 3v%yS +
3v22y% — 4v%y* = 0. Como y # 0 multiplicamos por y—14, de esta manera la
ecuacion anterior queda como

0=9?(v® + 1+ 3v* + 3v?) — 402 (3.14)

Al restringirnos en y = 0 tenemos que —4v? = 0, es decir v = 0 y (0,0) es punto
singular de multiplicidad 2.

Notemos que en una primera explosion no hemos conseguido separar las
ramas, pues tenemos tangencias con el divisor excepcional de las cuales no po-
demos concluir el niimero de ramas que puede haber. Por ello, procederemos
ahora a realizar una segunda explosién en ambas cartas.

Primero hagamos la explosién de la carta (z,u). Obtendremos dos nuevas
cartas, que denotaremos (x,a) y (8,u).

Para la carta (z, ) hacemos el cambio de coordenadas o = % para = # 0,
es decir u = az.

Asi sustituyendo u = ax en (3.13) queda que

0 = 22(1 + a®2® 4 3a%2? + 3a*z*) — 4022
Como z # 0 dividimos por z? y asf

0 =1+ a%% + 30222 + 3a’2? — 40? (3.15)

Siz =0 entonces 0 =1—4a?,si o = \/g: % oa= f\/g: f%. Entonces

los puntos de interseccién con el divisor excepcional son (0, 3) y (0,—3).

Obtengamos las pendientes de (3.15) en los puntos singulares para verificar
que la curva es transversal al divisor excepcional en esos puntos, ademas nos
serd de gran utilidad en el dibujo real para darnos una idea de cémo es la curva.

. 1
d 6.6 2,2 4.4 2 —4<051a:§,
d—(l—i—a 2 +3a’2° 4+ 30" —4a®)| =0 = —8a = 1 (3.16)
@ 4>0sia=—7.

Entonces el dibujo seria algo similar a lo siguiente:
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o
0=1/2
X
0=-1/2

Ahora veamos qué ocurre en la carta (3,u) con el cambio de coordenadas
B=7,u#0,es decir x = Bu.

Sustituyendo x = Bu en (3.13), obtenemos que 0 = B2u?(1 + ub + 3u? +
3ut) — 4u?.

Como u # 0, dividimos por u? y asi 0 = 52%(1 + u® + 3u? + 3u*) — 4.

Siu = 0 entonces 2 —4 =0,si 3 =203 = —2 con lo cual, (2,0) y
(—=2,0) son los puntos que intersectan al divisor excepcional. Notemos que «

y B se relacionan de la misma manera que lo hacen u y v, es decir « = %

Por consiguiente (2,0) y (—2,0), en coordenadas (3, u), se corresponden con
(0, %) y (0, —%) en coordenadas (z, «), respectivamente. Por lo tanto, al explotar
explotar el origen de (z,u) obtenemos solamente dos puntos de interseccién con
el divisor excepcional.

A continuacién hagamos la explosién de la carta (v,y) y obtengamos dos
cartas nuevas, que denotaremos (v,7y) y (6,y),donde y = %, v # 0y d = 7,y # 0.

Empecemos con la carta (v,7), sustituyendo y = vy en la ecuacién (3.14)
se obtiene 0 = v?4%(v® + 1 + 3v* + 3v?) — 4v2. Como v # 0 dividimos por v?,
quedando como transformado estricto en esta carta la curva 0 = 2(v® + 1 +

3vt + 30v?) — 4.
Restringiendonos al divisor {v = 0}, tenemos que 7> —4 = 0, si v = 2 o
~v = —2. Con lo cual (0,2) y (0,—2) son los puntos de interseccién con el divisor

excepcional. Ademds

d, 5 ¢ 4 5 4>0s1iv=2,
— 0+ 1430 +3v°) —4)|p—g =27 = 3.17
dv(v( ) = 4)lv=0 = 27 h<0siq= 2 (3.17)

Por lo que se tiene una interseccion transversal en estos puntos, y la direccién de
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las pendientes nos permiten observar el comportamiento de la curva real como
se representa en la siguiente grafica:

=

Analizamos ahora lo que ocurre en la carta (6, y). Sustituyendo v = dy en la
ecuacién (3.14) tenemos que 0 = y?(6%y5 + 1 + 36%y* + 362y?) — 46%y>.

Ya que y # 0 dividimos por y? obteniendo como transformado estricto a
0= 6%y5 + 1 4 36%4y* + 36292 — 462

Sobre el divisor {y = 0} tenemos la ecuacién 0 = 1 — 442, es decir, § = £ o
6= —%. De esta manera, los puntos de interseccién con el divisor excepcional son
(%, 0)y (—%, 0), pero ya que y = %, los puntos (0,2) y (0, —2) de la carta (v, ) se
corresponden con los puntos (%, 0)y (f%, 0) de la carta (d,y) respectivamente.

Por lo tanto, al explotar el origen de (v, y) solamente obtenemos dos puntos
de interseccion con el divisor excepcional.

Con lo anterior obtenemos cuatro ramas locales por el origen, que corres-
ponden a los tramos de las explosiones de las curvas que pasan por los puntos

(07 %)7 (Oa _%) €1 (a:,a) ( O su eqUivalente €n (ﬂ7u)) y (072)? (07 _2) €1 (U77)(
o su equivalente en (0,y). Nuevamente presentamos la grafica real para poder
visualizarla.
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Apéndice A
Propiedades algebraicas

En este apéndice mostraremos algunos resultados complementarios que se
utilizaron en el capitulo 1, pero que para permitir mayor fluidez en lo expuesto
anteriormente, hemos decidido colocar sus demostraciones en este sitio. Estos
consisten en ciertas propiedades algebraicas de los espacios C[z], C(z), C[z] y
B, que nos ayudan a definir sus estructuras algebraicas y las implicaciones que
se tienen al pasar de un espacio a otro.

C[x] es anillo conmutativo.

Sean +,-: Clz] — Clz] y f(z) =Y o2 qava”, g(z) =Y " o byz”, definimos
la suma y el producto como :

F@) +g(z) =Y aa” +> b’ => (a, +b,)2" (A1)
v=0 v=0 v=0
y
F@)g(@) = aa”) O ba”) = (Y ab))a”. (A.2)
v=0 v=0 v=0 i+j=v

Sean f(z) =Y .2 qavx”, g(x) =Y 0" o bya¥ h(z) = > .7 cra” en Clz].

= + es cerrada.

f@) +g(x) =300 awa” + 3277 bua” = 3707 o (ay +by)a”, ya que C es
campo a, + b, € Cy asf f + g € C[z].

= + es asociativa.

65
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(f(x) + g(2)) + h(z) =

= + es conmutativa.

Z(au +b,)x" + Z c,x”
v=0 v=0
o0

> ((ay +by) + ¢)z”
v=0

> (aw + (by +c)z”

v=0

doa’ +Y (b +e)z’ = f(@) + (g(x) + h(@)).
v=0 v=0 (A3)

J@)+g(2) =3 aa” + 3 ba¥
v=0 v=0

= + tiene neutro.

— Z(a,, + b, )z”
v=0

= Z(by +a,)x”
v=0

= Zbul'y + ZCLVIEV = g(fE) + f(l')
v=0 v=0

Consideremos la serie definida como la constante 0, claramente 0 € C[z] y
satisface que f(2)4+0 =" jaya’+0=>"" (a,+0)z” = > 7 ja,a” =

f(=).

= + tiene inverso.

Existe —f(z) ="

o0

v=0

a,x¥ € Clz] tal que

oo oo

F@) + (= (@) =D (a + (-a))2” =Y 02" = 0.

= - es cerrada.

v=0 v=0

f(@)-g(x) = (ZiO:o aya”) - (Z;Cjozo bya”) = Zzio(zi+j=y aibj)z”, ya que
C es campo a;b; € Cy f-g € C[x].

= - es conmutativa.
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(A.5)
= Z( Z bjal

v=0 i+j=v

be Zau ") =g()- f(x)

= - es asociativa.

(f(@) - g(@)) - hiz) = (3 a,a”) - be Z
v=0

v=0
= (Z( Z albj)x”) . ZCV$V
v=0 i+j=v =0

_Z Z abjcr)x

v=0 i+j+k=v

=> aa- () () bjek)z")
v=0

v=0 j4+k=v

=Y aa” - (Y bat)- (D)) = f(z) - (9(x) - h(x)).



68

APENDICE A. PROPIEDADES ALGEBRAICAS

= - ¢s distributiva.

Y

@) (9@) +h@) = S aat - (S b+ aa”)
v=0 v=0 v=0

oo

= Z a,z’ - (Z(b,, +¢,)zY)
v=0

v=0

=30 ailb; +¢))”

v=0 i+j=v

i Z a;bj + a;cj)x

v=0 i+j=v

(Y ab)e Y e

v=0 i+j=v v=0 i+j=v

Z a,z") Z b,z ((Z:O a,x”) - (;} cyz’))

v=0

= (f(z) - g(x)) + (f(w) “h(x)).

Il
(e L

(A.8)

Por lo tanto C[z] es anillo conmutativo.
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Clz] C C[xz] es anillo conmutativo.

Sean f(z) =Y . _javz”,g(x) =Y "  bya” € Clz] y observe que

n m m+n
f@) +g(z) =Y aa”+> b’ =Y (a,+b,)z" € Clz]
v=0 v=0 v=0
y
n m m—+n
f(@)-g@) = Qaia) - Q_bja?) =Y (Y aibj)e” € Cla,
=0 7=0 v=0 i+j=v

es decir, la suma y el producto de polinomios también es un polinomio, con
lo cual las operaciones son cerradas. Y ya que C[z] C C[z] y C[z] es anillo
conmutativo, entonces Clz] también es anillo conmutativo.

C[z] es dominio entero.

Definicién A.0.1. Un anillo conmutativo R se llama dominio entero en el caso
en que para cualesquiera x,y € R, si x-y =0, entonces z =00 y = 0.

A continuacién demostraremos por contrapositiva que C[[z] no tiene diviso-
res del cero.

Sean f(z) =Y .2 qavz”, g(z) =Y ,"  bya” € Clz] con f,g # 0.

Sean ay,, b,, los menores coeficientes no cero de f y g, es decir, f y g son de
la forma

f(z) = apz™ + apa™ 4

g(x) = bpa™ + bm+1xm+1 4+,

con a, y b, distintos de cero.

Ya que
f(@)-g(x) = Z( Z a;ibj)z" = apby ™t + Z (Z a;bj)z”.
v=0 i+j=v v=n+m-+1 vr=0

Entonces como a,b,, # 0, pues C es dominio entero, a, b, 2" ™ # 0 también
y por consiguiente f - g # 0.
Por lo tanto C[z] no tiene divisores del cero y es dominio entero.

C(x) es anillo conmutativo.

Sean f(z) = Y o2 gavz”, g(z) = > 07 bua” € C(z), entonces existe o € R?
tal que Y |a, |0 y Y02 |by|o” convergen.
Ahora, observemos que

Z|a,,+b,,\a” < Z|aV|U”+Z\bV\U” < 00 (A.9)

v=0 v=0 v=0
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Yy que

Zl Z aibj|0'”§2 Z |Clibj|0'y

v=0 i+j=v v=0i+j=vr

=33 Jaillpylo” (A.10)
v=01i+j=v

= (Y Jale”) - (3 lbulo”) < 0.

v=0 v=0

Conlocual f+gy f-gestdn en C(X). Ya que C{x) C C[z] y C[x] es anillo
conmutativo, entonces C(z) también es anillo conmutativo.

B, es C- espacio vectorial.

Demostraremos que B, con las operaciones de suma de series y producto
escalar sobre los complejos, es un C espacio vectorial.

Sean +: B, = B, , f,g € B,,.

Entonces f(z) = > 0" javz”, g(x) =Y oo bz’ € Clz) y || fllp, |lgll, < oo

Obsérvese que

|| f(2) ||p—Z|ay+b 0"
(A.11)

< Z Jay|p” + Z b0 = 11£ @)l + llg(@)]], < 0.
v=0 v=0

De esta manera f + g converge y f + g € B,.

Por otro lado, sabemos que la suma de series convergentes es asociativa, con-
mutativa, tiene neutro e inverso aditivo, por lo cual estas propiedades también
se tienen en B,,.

Ahora veamos que el producto escalar, el cual va de C x B, a B,, es cerrado,
conmutativo, asociativo, distributivo y tiene neutro multiplicativo.

Sean o, 3 € C, f,g € B,.

Observemos que

llaf (= Hp—llaza» IIP—HZMV 2|,

(A.12)
= Z laay, |p” = |af Z lav|p” = |ed[|f(2)]], < oo
v=0 v=0
Por lo tanto af converge y estd en B,,.
Ademis
(aﬂ Ckﬁ Z ayr = Z aﬂa,,x”
v=0 (A.13)

:a(Zﬁal,x —aﬁzay/ ) =a(Bf(x)),

v=0 v=0
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es decir, el producto escalar asocia.
Al considerar al 1 como el neutro multiplicativo, tenemos que 1f = f.

Finalmente veamos que el producto escalar es distributivo con respecto a la
suma.

a(f(x) + g(x) = a(Y a2’ + 3 bya")
v=0 v=0
= Z(a,, +b,)z”

i ala, +by)z”

(aa, + aby)z")

N
I
o

(A.14)

14

0
Z aa,x” +Zab e
v=0

=« Z a,x’ + « Z by’ = (af(x)) + (ag(x)).
v=0 v=0

8|P|18

(a+B)f(z) = (a+8)> ayz”
vr=0

Z(a + Ba,a”

0

=) (aa, + Bay)z” (A.15)
2
v=0

= i aa,r” + i Bayx”
v=0 v=0

-azm +5za,, = (af (@) + (B ()

S
Il

Por lo tanto, B, con la suma y el producto escalar es un C-espacio vectorial.

(Bp, +,-) es anillo conmutativo con unidad.

Para esto consideraremos a la suma y el producto de series las cuales van de
B, x B, a B,.

Sean f(z) = Y o2 qayaz’,g(z) = >0 b,a” € B, entonces f,g € C(z) y
111 llgl]y < oo .

Ya sabemos que que f + g € B, y que la suma en B, es conmutativa,
asociativa, tiene neutro aditivo e inverso.
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Ahora veamos que el producto de series es cerrado.
Obsérvese que

1f (@) - 9@l = 1O ava®) - O bua”)ll,
v=0

=ID_0 abal,

v=0 i+j=v

=D 1) aiblp”

v=0 i+j=v

Y Y bl
v=0i+j=v

= [IF @), - [lg(@)]], < o0

(A.16)

Puesto que el producto de series convergentes es asociativo, conmutativo y
distributivo con respecto a la suma, el producto también lo hace con las series
de B,.

Aphora veamos que tiene unidad. Consideremos la serie definida por la cons-
tante 1, claramente 1 € B, y satisface que f-1=f=1-f.

Con lo anterior, obtenemos el hecho de que (B,, +, -) es un anillo conmutativo
con unidad.



Apéndice B

El Resultante

A menudo cuando queremos saber si dos polinomios tienen factores en comun,
lo primero que hacemos es factorizar el polinomio para determinar sus ceros, sin
embargo, hay una herramienta que nos puede ayudar a encontrarlos sin tener
que encontrar los ceros. La herramienta que mencionamos es conocida como, el
resultante, el cual nos ayudara a buscar los factores desde los coeficientes de los
polinomios.

Si A es un anillo (conmutativo con unidad), y
f@)=ao+az+- - +anz™ g(x) =by+biz+--- +bz" € Alx],

son polinomios de grado a lo mas m y n respectivamente, entonces definimos al
resultante de f y g como:

a .. Um

n filas
aO PRI PR am

Ry = det bg -+ -+ by

m filas

bo o0 o0 by
Por definicién Ry, € A.
Teorema B.0.1. [8] Sea A un dominio de factorizacion dnica. Sean f, g € Alz]
como antes, con a, # 0 y b, # 0. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:
i) f y g tienen factores en comin de grado > len Alx].

it) Ryg =0 en A.

El grado se considera en términos de x, incluso si el A mismo es un anillos de
polinomios.

73
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APENDICE B. EL RESULTANTE
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