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Resumen

Este trabajo se divide en cinco capitulos principales. En el primer capi-
tulo se hace un repaso de la teoria electrodinamica clasica introduciendo los
potenciales vectorial y escalar ademas de la forma explicita de los campos
en términos de una norma arbitraria, posteriormente, se aborda el problema
del electrén en un campo electromagnético estatico mediante la sustitucion
minima, obteniendo de esta forma el hamiltoniano para un potencial vecto-
rial cualquiera. Dado que el campo es homogéneo y uniforme, el potencial se
puede escribir en su forma simétrica escogiendo una direccién en particular
para el campo magnético (la direccién del eje z). Aprovechando la simetria
que el problema nos ofrece, se usan coordenadas cilindricas para resolverlo,
obteniendo asi las eigenfunciones y los eigenvalores. Dentro del mismo capitu-
lo se hace un ejemplo del limite clasico para esta particula consiguiendo una
analogia clasica. Para continuar, se muestra que el hamiltoniano en la norma
simétrica toma la forma de dos osciladores arménicos desacoplados, ademas
de un término de particula libre paralela al campo magnético y otro de la
componente z del momento angular. Los niveles de Landau se deducen con
una de las normas que llevan su nombre (se dice que es UNA de ellas porque
en la literatura aparecen dos normas que se le atribuyen y las cuales son com-
pletamente equivalentes, sélo cambian de direccién el problema) ademas de
encontrar la forma explicita de la transformacién que nos lleva de una norma
a la otra. A continuacion, se escribe el hamiltoniano en la norma de Landau
que se escogio y se exhibe uno de los primeros resultados importantes; el
problema en la norma de Landau es andlogo a resolver el oscilador armoénico
cuantico con centro fuera del origen. La degeneracion se pone de manifiesto.
Para terminar con el primer capitulo se hace una deduccion a la ecuacion
de Schrédinger-Pauli como una generalizacién a la ecuacién de Schrodinger
y no como el limite no-relativista a la ecuacién de Dirac (que es como casi
siempre se encuentra en la literatura); el método de sustitucién minima es de
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nuevo la herramienta que nos ayuda junto con la identidad de Pauli, usando
este hecho como un principio y metiendo este término como algo “ad-hoc”
es decir, como algo sin justificacién aparente hasta este momento, ya que el
espin se ve como una manifestacién de efectos relativistas lo cual debe abor-
darse mediante la ecuacién de Dirac, por ello es que sélo se le da importancia
como una generalizacion y no como una forma de limite no-relativista.

Para el segundo capitulo se hace un estudio méas detallado de las trans-
formaciones de norma ademads de como afecta a nivel de la lagrangiana y la
hamiltoniana mostrando que la lagrangiana se ve afectado por una derivada
temporal total de la funcién generadora de norma mientras que a nivel de
la hamiltoniana, se agrega una derivada parcial con respecto al tiempo de la
misma funcion. Otra cantidad que se ve afectada por la transformaciéon de
norma es el impetu canénico conjugado, sin embargo, todas las cantidades
afectadas por la norma, se cancelan mutuamente, dejando las hamiltonianas
invariantes en forma. Al final de esta seccién se muestra que las ecuaciones
de movimiento permanecen invariantes de acuerdo al principio de Hamilton,
el término que se agrega es cero ya que es una derivada temporal. Para conti-
nuar se resuelven las ecuaciones de movimiento en el formalismo de Lagrange
y posteriormente en el formalismo de Hamilton obteniendo las mismas solu-
ciones, lo cual es de esperarse ya que a pesar de las modificaciones a nivel de
la lagrangiana y hamiltoniana, las cantidades que de verdad son fisicamen-
te medibles son las relacionadas a nivel de ecuaciones de movimiento. Para
concluir la parte clasica del capitulo, se hace el andlisis de las ecuaciones de
movimiento en el formalismo hamiltoniano pero sélo con una de las ecuacio-
nes de Hamilton, omitiendo la otra parte; exhibiendo de esta forma, que la
ecuacion de movimiento es la misma que un oscilador arménico fuera del ori-
gen, esta parte ya debe darnos una idea de por donde ir. Para el formalismo
cuantico se hace la transformacion de norma y ademas se agrega el factor
de fase que surge al realizar dicha transformacién. El resultado més impor-
tante que se obtiene en este capitulo es el ultimo, el cual nos garantiza que
el valor esperado del momento candnico conjugado queda invariante, como
esperabamos ya que esta es la cantidad que se mide en un laboratorio.

El tercer capitulo se enfoca en hacer un desarrollo en el esquema de Hei-
senberg comenzando por un repaso de los aspectos fundamentales en relacién
con el esquema de Schrodinger (operadores y eigenfunciones) para proseguir
con el movimiento de una particula cargada en un campo magnético constan-
te y uniforme obteniendo las eigenfunciones y los eiegenvalores ya que este
esquema nos da una vision de la dinamica que se es bastante similar a la
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que nos ofrece la formulacion de Hamilton de la mecanica clasica por ello,
se hace el tratamiento totalmente independiente de la norma y después se
particulariza en la norma simétrica y la de Landau. Concluimos el capitulo
tomando la densidad de probabilidad radial para mostrar que coincide con el
resultado del capitulo 1 y exhibiendo que las érbitas clasicas estan descritas
por una eleccién apropiada de un paquete de ondas.

En el siguiente capitulo llamado Efecto Aharonnov-Bohm, se estudia con
un poco de detalle la importancia de considerar el potencial vectorial den-
tro de la teoria cudntica, porque es en ésta donde deja de tener un caracter
meramente matematico para pasar a ser considerado como una formulacién
que podria ser “mas” fundamental que el hecho por el campo magnético,
analizando primero el problema de una particula alrededor de un solenoide,
posteriormente una particula en una regién libre de campo magnético y con-
cluyendo con el famoso experimento de interferencia de Aharonov-Bohm el
cual nos muestra que los maximos y minimos de interferencia para el expe-
rimento de la doble rendija se ve influenciado por el flujo magnético aunque
para la particula es una region inaccesible, por lo tanto, se termina con la
importancia que el potencial vectorial puede llegar a tener ya que el flujo esta
relacionado directamente con el potencial vectorial. Para terminar el trabajo,
se construye una norma generalizada, es decir, una norma que contenga a la
norma simétrica y a las normas de Landau como casos particulares al variar
un tnico parametro que se encuentra dentro de los niimeros reales.
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Introduccion

Clasicamente la primer imagen que se nos viene a la mente cuando nos
hablan de la interaccién de una particula cargada con un campo electro-
magnético externo es la de una particula puntual que se mueve en direccién
paralela al campo eléctrico (si la particula tiene una carga positiva) y en
el plano perpendicular a la direcciéon del campo magnético. Ademas de ésta
imagen mental, algo que debe senalarse es que inicamente el campo electro-
magnético actia sobre la particula, si embargo, la teoria electromagnética
clasica deja de lado el hecho que la particula también afecta al campo en
cuestién (algo como un andlogo a la tercer ley de Newton). Estudios mas
avanzados tienen en cuenta ambas interacciones, no obstante, la alteracién
de la particula hacia el campo es muy pequena y para fines précticos, in-
significante. Desde el punto de vista de la mecénica cuantica, los campos
electromagnéticos no pueden ni deben ser considerados de una forma conti-
nua sino como un campo que esta cuantizado. Para detalles mas complejos y
detallados los campos no se consideran estaticos e inamovibles, al contrario,
se consideran como un sistema dinamico que es susceptible de ser descri-
to mediante coordenadas e impetus de acuerdo al formalismo cuantico, ésta
area de la fisica se conoce como Teoria Cudntica de Campos (Quantum Field
Theory) donde dicho formalismo nos lleva a una de las teorfas mds precisas de
todos los tiempos, la Electrodindmica Cudntica (Quantum Electrodynamics).
Las alteraciones que la particula ejerce sobre el campo se pueden despreciar
si el campo es muy intenso.

En esta tesis se hace un estudio para una particula cargada sometida a un
campo magnético constante y uniforme externo; haciendo uso de la norma
simétrica y de la norma de Landau se resuelve este problema tanto cléasica co-
mo cuanticamente, observando que para el caso clasico no importa la norma
pero, para el caso cudntico si se obtienen eigenfunciones diferentes e incluso
espectros de energia que también difieren, sin embargo, bajo consideraciones



10 INDICE GENERAL

clasicas, las energias también coinciden. El objetivo principal de este trabajo
consiste en encontrar una formulacién cudntica que mediante un limite (por
ejemplo niimeros cuanticos grandes, energias grandes, 6rbitas macroscépicas,
etc.) se reproduzcan casos cldsicos. A través del formalismo en el esquema
de Heisenberg, se aborda el problema de una particula cargada en un cam-
po magnético constante y uniforme considerando como tnica condicién (sin
pérdida de generalidad alguna) la direccién del campo magnético a lo largo
del eje z sin particularizar en una norma en especifico, posteriormente se usan
las normas simétrica y de Landau como casos particulares, conectandolas via
una transformacion unitaria y al final se propone una norma generalizada
que tiene como casos especificos a las dos normas anteriores.



Capitulo 1

Particula en un campo
electromagnético

1.1. Teoria electrodinamica clasica

La forma de generalizar la teoria del atomo de hidrégeno en interaccion
con un campo del tipo Coulomb para una particula puntual es analizar la
dindmica con un campo electromagnético externo; comenzamos haciendo una
pequena recapitulacion de la teoria clasica del electromagnetismo.

Las ecuaciones de Maxwell en su forma diferencial estan dadas por:

V.- E (r,t)=4np(r,t) Ley de Gauss, (1.1)
V-B(r,t)=0 Inexitencia de cargas magnéticas, (1.2)

V x E(r,t)+ %% =0 Ley de Faraday-Lenz, (1.3)
V x B(r,t)— %% = 4%.] (r,t) Ley de Ampere-Maxwell. (1.4)

Las ecuaciones anteriores estan escritas en unidades gaussianas. Una for-
ma conveniente para trabajar con las ecuaciones de Maxwell es definir los

11
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potenciales electromagnéticos. Haciendo uso de la ecuacién (1.2) y la identi-
dad del célculo vectorial la cual garantiza que dado un campo vectorial, la
divergencia de su rotacional siempre es cero [13, pag. 298], es decir, el campo
magnético debe provenir del rotacional de algin potencial vectorial A, por
lo tanto

V x A =B, (1.5)

para lo cual también se debe introducir el potencial escalar y ver su relacién
con el campo eléctrico. Con ayuda de la ecuacién (1.3) y la ecuacion (1.5)

que de acuerdo a otra de las identidades vectoriales, las cuales pueden ser
consultadas con mayor detalle en [13, pdg.298], el rotacional del gradiente
de una funcion escalar, siempre es cero, entonces, el término entre paréntesis
debe ser igual al gradiente de alguna funcién escalar; la cual vamos a llamar
¢, por lo tanto, tenemos que

10A
E+ - — _
+ c Ot Vo,
entonces LA
F=—————-Vo. 1.6
7 ) (1.6)

La ecuacién (1.5), junto con la ecuaciéon (1.6) proporcionan las relaciones
entre las campos electromagnéticos y los potenciales. Se puede notar que las
ecuaciones homogéneas (1.2) y (1.3) se satisfacen de manera directa, sin em-
bargo, debe verificarse que también satisfacen las ecuaciones con fuentes (1.1)
y (1.4) y una ecuacién de onda, por lo cual, los potenciales estan obligados
a cumplir ciertas condiciones. La idea bajo la cual fue concebida el potencial
vectorial nos permite agregar el gradiente de una funcién escalar cualquie-
ra y transformar al potencial vectorial pero mantener el mismo resultado al
aplicar el rotacional, es decir, producir el mismo campo magnético, esto es
debido, a la identidad vectorial que hemos utilizado para deducir al potencial
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escalar en (1.6); este tipo de transformacién se conoce como transformacién

de norma'.

A(r,t) > A (r,t)=A(r,t)+ Vx (r,t), (1.7)

se puede notar de manera directa que el potencial A y el potencial A’ pro-
ducen el mismo campo magnético, sin embargo, debemos de encontrar las
condiciones que debe de cumplir la funcién escalar y (7, t) que en principio
puede depender de la posicion y del tiempo, por lo que debemos exigir que
las ecuaciones sean invariantes bajo estas transformaciones, entonces, al sus-
tituir en las ecuaciones con fuentes las ecuaciones de los campos deben de
preservar la forma; al sustituir simplemente A’ se puede notar que no es asi
para lo cual el potencial escalar debe ser modificado también; reemplazamos
la ecuacion (1.7) en (1.6)

:
= VYo (A4 VY
BN aNO
ooty

si comparamos con la ecuacién (1.6) podemos notar que la tnica manera de
preservar la forma es que ¢ sea igual al término que esta entre paréntesis, en
efecto, la transformaciéon que se debe hacer para el potencial escalar es

10x
cot’
cabe senalar que dada la arbitrariedad de x (r,t) en las transformaciones
(1.7) y (1.8) dicha funcién nos da cierta libertad de escogerla a nuestra con-
veniencia para poder preservar la invarianza; esta invarianza se conoce como

mvaritanza bajo transformaciones de norma, las cuales estudiaremos un poco
més a detalle en el capitulo [2]; las normas més usadas son:

o — ¢ = (1.8)

V-A(r,t)=0 Norma de Coulomb,

1Se les llama transformaciones de norma a aquellas que pueden expresarse dentro de
los potenciales electrodindmicos y atn asi permanecen invariantes, como es de esperarse y
ma&s importante atin, dejar invariantes a los campo electromagnéticos.
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10¢ (r,t)
c ot
Al sustituir las transformaciones en cada una de las normas, vemos que para
la norma de Coulomb, la funcién y debe cumplir

V- -A(rt)+

=0 Norma de Lorentz.

VX =0,
mientras que en la norma de Lorentz, debe satisfacer la ecuacién

R
c Ot '

Para poder hacer una transicion hacia la mecénica cudntica es necesario
la formulacién Hamiltoniana de las ecuaciones de movimiento. Considerando
en primera instancia el caso donde no hay interaccién con un campo elec-
tromagnético, es muy facil ver que las ecuaciones de Hamilton (para mas
detalles consultar [9]) estdan dadas por

= 1.9
= — 1.1

al considerar el hamiltoniano donde no hay interaccion con un campo elec-

tromagnético

2
H=L 1v@),

2m
y de acuerdo a las ecuaciones de Hamilton, tenemos

dp;  dt m
oH  dp; OV
or;  dt Oz
por lo tanto
d?x; 4
My = e
ahora, si consideramos el caso donde tenemos una particula de masa p y carga
g = —e (donde la carga del electrén es ey = —e y e la carga elemental) en

interaccién con un campo electromagnético, el hamiltoniano debe cambiar
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y este cambio se va a ver reflejado en el impetu mediante el principio de
sustitucién minima, es decir, se agrega el término de interacciéon A (r,t) al
impetu y el potencial ¢ (7,t) no serd otro que el potencial V (r) para tener
concordancia con las ecuaciones de hamilton; siendo este el caso tenemos

1 2
H=y P+Am D] —eo(r).

de acuerdo a las ecuaciones (1.9) y (1.10)

dx; 1 e
== (p _Ai)
dt  u (p * c

dp; 1 e e 0Ay 0¢

por lo tanto

dt ¢

dp; e %GAIC +68¢

ademas

d*x;  dp;  edA;
War = @t T at
_dp; e (0A;dx,  OA;dl
dt ' ¢ (axk dt ot %)
dp; e (0A;dx, 0A;
dt e (axk dt ot > ’

al sustituir % y reorganizando un poco, tenemos

d’z; edxy OA 0p e (0A; 0A,dxy,
H = ———0 teg—+ -
dt? c dt Ox; Jdxr; ¢ \ Ot Oxy, dt
 cdt \0r;  Oxg “\c ot ox; )’

de acuerdo a la ecuacién (1.6)

_ 00, 104,
- Ox; e Ot

—E;

(1.11)

(1.12)
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entonces
Pz e, 0A, 04 B
g = 7 ox;  Oxp v
finalmente »
€T; v
st = —e [E + <E x B)i] , (1.13)

de esta manera podemos ver que esta es la fuerza de Lorentz para una particu-
la de carga —e y masa p, en otras palabras, el hamiltoniano dado en (1.11)
describe el movimiento en la mecanica clasica. Si el campo eléctrico es cero
se tiene ¢
ma; = —E (’U X B)7,7

por definicién del producto vectorial, la aceleracién es perpendicular a la
velocidad de la particula y al campo magnético, ademas de que el campo y
la velocidad también son ortogonales, por lo tanto

(vxa), = —=(vx(vxB)),
c
= —E (Ui (’Uij) — ’U2Bi) s
c
dada la ortogonalidad mutua de los vectores involucrados se tiene va = %vz,
de esta manera B
a= "0, (1.14)
mc

tomando en cuenta que se estan usando unidades gaussianas, puede com-
probarse que el término del cociente tiene unidades de %, dicha constante se
conoce con el nombre de frecuencia ciclotrén. De acuerdo a la teoria del mo-
vimiento circular uniforme, la velocidad tangencial se relaciona con el radio
de la forma

V= Wep, (1.15)

donde w, = €8 y p es la magnitud de la componente radial en coordenadas

~ mec

polares, por lo que la aceleraciéon puede escribirse como

e = —, (1.16)

P
el subindice se coloca porque esta aceleracion coincide con la aceleracién
centripeta del movimiento circular uniforme, demostrando de esta forma que
si se tiene una particula cargada, positiva o negativa (esto no es importante
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porque sélo va a cambiar la direcciéon de giro de la érbita), dentro de un
campo magnético que es constante y uniforme, el movimiento siempre sera el
de una orbita circular uniforme. También debe notarse que la direccién del
campo se tomé con toda arbitrariedad, por lo que el escoger una direccién
en particular no debe de afectar en nada al movimiento; si bien la eleccion
de una direccion en especifico se hace en un futuro, esto es tinicamente con
el fin de simplificar los cdlculos y no la fisica del problema.

1.2. Electron en un campo electromagnético
estatico

Considerando el caso en el cual se tiene un potencial estatico, la ecuacion
de Schrodinger toma la forma

Hy (r,t) = B (r,t), (1.17)

para un electréon

i(W—EA(r t)>2—e¢('r) b (1) = B (1) (1.18)

2,“ c Y ) - I ) .
sustituyendo al operador de impetu y agrupar un poco, obtenemos

1 (h h
— (—.V+9A> (—.V+5A> ) = (E+ed) b, (1.19)
2u \ 1 c 1 c

se debe tener presente que los operadores p y A, en general, no conmutan;
esto es debido que el operador A es un operador vectorial que es funcion del
operador de posicion, por lo tanto al aplicaAndolo a una funciéon que dependa
de la posicion se tiene

1 (h e\’ 1 92 he he eN? o
E<ZV+2A> w_ﬂ<—hvw+%V‘(Aw)+%A~(Vw)+<E) Aw)
como

V- (AY)=(V-A)p+A- (Vi)
dado que V - A = 0, entonces

2
Lhgica)(tvifa)p= L (v e a . viCa)y,
21 \ i c i c 241 ic c?
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al sustituir en la ecuacién (1.19) llegamos a
B h_2 V2 the
21 pe
Analizaremos el sencillo, pero muy importante, caso cuando se tiene un cam-
po magnético uniforme, el cual se puede escribir en términos del potencial
vectorial como

= (E +eg) . (1.20)

A= —%r « B, (1.21)

es necesario comprobar que A en efecto, cumple la condicién bajo el cual fue
definido, es decir, V x A = B. Para esto haremos uso del tensor completa-
mente antisimétrico de Levi-Civita, definido como

+1 si (i,4,k) esuna permutacién par
gijg =< —1 st (i,7,k) esuna permutacién impar
0 en cualquier otro caso,

entonces, usando la notacion de indices
1
Ay = 3 (Eijsz‘Bj)k7

por lo cual

1
(VxA) = D) (81kmaz (&'jkﬁBj)k)m

—Eimk€ijkOITiB;

(010ms — 0150mi) Oyri B;

(0iriBm — 0jrmB;),,

= (Budiri + 100, Byy — Bi0irm — 10; B)),,

— (3B, — By)
- Bma

NI N~ -

de esta manera, puede verse que el potencial (1.21) produce un campo magnéti-
co. Sustituyendo el potencial en la ecuacién (1.20)

h2 ihe e?
2,u 1/1+7(T‘><B) V¢+ ,ucz

(rx B’ = (E+ep), (1.22)
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al analizar el segundo término

% (rxB) -V = ;%i (€ijuriB;) O
— —% (€ikjriOk); Bj
= 2%;0 (€injrivk); Bj
- 2%0 (rxp)-B

utilizando la definicion del momento angular, podemos reescribirlo como
the
2uc

(r xB)-VZQLl;CI:-B, (1.23)

es muy importante senalar que el hecho de conmutar al operador de impetu
con el campo magnético solo es posible bajo la condiciéon que el campo sea
constante, de lo contrario no podemos hacer tal aseveracion; para el tercer
término.

e? e?

(7' X B) . (’I" X B) = w (gljleB])k <€lkale)k

62

= w (0aGjm — Oimdji) (riBjriByn)
62
= (TlT’leBm - rmBmBlrl) )

8puc?

8uc?

para el caso del operador posicién no es necesaria la condicién de que el
campo sea constante, ya que este puede depender a lo mas en las posiciones
y el tiempo, por lo tanto

62 62
(rxB)-(rxB)= S

2 32 2
82 (r*B* - (r- B)?), (1.24)
de esta forma, al sustituir los términos de (1.23) y (1.24) en la ecuacién (1.22)
llegamos a

2 e e2

~5. Vo (L : B) Ot g (P (- B)?) ¢ = (E + ed) ; (1.25)
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sin pérdida de generalidad, se puede escoger una direccién en particular para
la direcciéon del campo magnético, donde, escogeremos la direccion del eje z,
en tal caso, la forma explicita de los términos vectoriales es B = (0,0, B),
L = (L1, Lo, L3) y 7 = (21,29, x3), sélo resta ver como se transforman las
ecuaciones (1.23) y (1.24),

‘' B.i- iBLg,
2uc 2uc

ademas
2 2 2

(7“232 —(r- B)Q) = 8;02 [(ZE% + 22+ x%) B? — (:1:33)2] S

e

B? (zf + :)sg) ,

8uc? 8uc?

asi que sustituyendo dichos valores en (1.25)

o2
812

R _, e
— —V*+ —BLy) +
2u 2uc

B? (27 4+ 23) ¢ = (E + eg) 1. (1.26)

Podemos observar que nuestra ecuacién cuenta con un término lineal y otro
cuadratico, es de esperarse que uno sea mas significativo que el otro, de es-
ta manera, seria conveniente comparar los ordenes de magnitud entre ellos.
Considerando que el término L3 tiene unidades de accion, el orden de mag-
nitud debe estar en términos de A y el término (22 + z2) del orden del radio

de Bohr
6232(1(2)
( 8uc? ) - 1 1 B
(@) T \4)\137) \eja2 )’
2uc
donde o = ;—i = % es el valor de la constante de estructura fina, la carga

del electrén en unidades cgs es de 4.8 x 107 '%su y el radio de Bohr es de
0.5 x 10~8cm entonces

1\ /1 BY. B
1)\137) \e/a2 ) ~ 9 x 1005

Comparando el término lineal con la energia del potencial de Coulomb ZTGQ
donde, de igual manera, r es del orden del radio de Bohr

ehB

(Q,uc) -~ 1 E -~ B

(_2) “\2r4) \ 5] 7 5 x 10%gauss’
0

ag
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Hay que hacer un pequeno paréntesis en esta parte y enfatizar lo que sea
importante. En sistemas atémicos; el tipo de campos disponibles en el labo-
ratorio cuyo orden de magnitud es de B < 10* Gauss, el término cuadrético
es despreciable pero el término lineal puede perturbar de manera ligera en
energias a niveles atomicos. El término cuadratico puede ser importante bajo
dos condiciones; si el campo magnético es muy intenso, por ejemplo, en la
superficie de una estrella de neutrones se estima que los campos magnéticos
pueden ser del orden de 10'2 Gauss y esto alteraria radicalmente la estructura
de los atomos. El otro caso seria considerar movimientos macroscépicos de
un electrén en un campo magnético externo y, he aqui nuestra area de interés
ya que este tipo de movimiento puede ser proporcionado por un acelerador
de particulas circular, por ejemplo, un sincrotron.

Como nuestro interés principal radica cuando se considera el término
cuadratico, vamos a buscar las soluciones de la ecuacién (1.26). Si observamos
la simetria que presenta el potencial (2 + z2) lo mejor es usar coordenadas
cilindricas

Ty, = pPCos o To = psin¢ xr3 =2,

dado que tenemos un laplaciano, es necesario el ver cémo se transforma
bajo estas coordenadas, para mas detalle de este procedimiento consultar las
referencias [1] y [13]

82+18+182+82

p*  pdp  p?0P* 0z

haciendo un procedimiento similar al problema del d&tomo de hidrégeno, se
propone una solucién en variables separables de la forma

U () = u (p) Mo,

ya que por el momento sélo nos interesa el caso cuando tenemos campo
magnético, el término del potencial escalar no aparece en nuestra ecuacion,
por lo que la ecuacion (1.26) queda de la siguiente forma
eB e? B2 2uE
— L3y — =0,
e T ettt T Y
al sustituir nuestra solucién, desarrollar el laplaciano y dividir entre v obte-
nemos la ecuacién diferencial que obedece u(p)

v ldu m? eB e’B? ,  2uE

2 _

V2 =

V) —
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reemplazamos L3 por sus eigenvalores

dPu  ldu m? e? B2 9 2ulE eBhm 9
d—pﬁ;d—p—?“—mf’“(m = "“)“:0 (1.27)

introducimos la variable adimensional

eB
— 4/ = 1.2
T =\ 5P (1.28)

el operador diferencial de acuerdo a la nueva variable es

du  dudzx d B dz d

dp ~dedp  dp  dpds

de acuerdo a la ecuacién (1.28)

dz eB i 1 eB 1
— =1\ ademds — =/
dp 2hc p 2hc x

nos permite reescribir la ecuacion diferencial en términos de la variable x
sustituyendo todos estos valores en la ecuacion (1.27), agrupando y haciendo
un poco de algebra, la nueva ecuaciéon diferencial resulta ser

dPu 1du m? ) 4pc h*k?
du e m, e (g —9m|u=0.
dyc2+a:dx x2u a:u—i—[ ( 2M> m]u

Puede notarse que los valores dentro del corchete son todos constante y
ademas reales, por ello es més conveniente renombrarlo como

4dpe h2k?
A=——[(F— -2 1.2
eBh ( 2 ) . (1.29)

finalmente, la ecuacién (1.27), ahora en términos de z toma la forma

2 2
d—“+1d—“—m—u—x2u+m:0. (1.30)
dz?  xdr a2

El comportamiento asintético siempre es un aspecto importante a consi-

derar ya que la conducta para limites en particular nos garantiza la validez o

inconsistencia de ciertas ecuaciones; los limites en el infinito y en cero seran

nuestro enfoque primordial. Para el caso cuando x — oo (el caso cuando
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xr — —oo es analogo pero no es relevante fisicamente hablando ya que = es
proporcional a una variable radial) el segundo y tercer término de la ecuacién
(1.30) se van a cero y la ecuacién se reduce a

d2
X

es facil ver que una solucion a esta ecuacién diferencial es:

(1.32)

de igual manera, si vemos el comportamiento cerca del origen, el cuarto
término se va a cero

e — —u 0, (1.33)

la ecuacion (1.33) tiene la forma de una ecuacién diferencial de Euler, siendo

la solucion de la forma
w(z) ~ 2™, (1.34)

con las soluciones (1.32) y (1.34) proponemos una solucién general a nuestra
ecuacion en variables separables de la forma

u(z) = ™ _2G( ), (1.35)

sustituyendo nuestra funcién u(z) en la ecuacién (1.30), se aprecian cada uno
del comportamiento de los términos

L =T (|m|x|m|2G(a:) + x'm“% — x|m|G(x))

2 )
%u —e 7 (m2m|m| ’G(x))
2?u=e" %( m+2G (2 ))

o (Aa:'mlG(a:))

2
u_ *%( 2lm|z™ G (x) — 2x|m|+1§+x|m|+2G( ) + m2zm=2G (z)

dx? dx
G m @G _

— |m|z™=2G (x) + 2|m|z™— 1d 7 ™ G(x)),
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después de introducir estos términos en la ecuacién (1.30), haciendo un poco
de dlgebra y acomodar, obtenemos la ecuacion diferencial que satisface G(z)

dx?

d*G (2]m\ +1
(T -

dG
2x> d—+()\—2—2|m|)G(x) =0, (1.36)
T
de nuevo introducimos otro cambio de variable

2
y_xa

con un procedimiento similar al del primer cambio de variable, obtenemos

d*G(y)

(ml+1—y) dG(y) N ()\—2—2]m\

i y )G(y):O, (1.37)

resolvemos por el método en serie de potencias para ecuaciones de segundo
grado homogéneas, suponemos

entonces

I CR— ~
d_y2 = Zk’(k’ — 1)(Ikyk 2,
k=0

al sustituir estos términos en la ecuacién diferencial (1.37) llegamos a la

relacion de recurrencia

Qk41 k—mn,

ay (k+1)(E+|m|+1)
donde
A —2—2|m|
n, = ——,
4
si consideramos que k£ = n, el nimero cuantico principal, entonces

(1.38)

Qg1 n—"ny

a R+ D) (k+|m+1)
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por lo que n, = 0,1,2,3,4... entonces, de acuerdo a las ecuaciones (1.29) y

(1.38)
4uc h2k?
dn, +24+2\m| = —= | £ — -2
ny + 2+ 2|m)| eBﬁ( m

por lo tanto

h2k? eBh
T o (2—M> (2n, + 1+ |m|+m) (1.39)

y ademds podemos notar que la funcién G(y) corresponde a los polinomios
asociados de Laguerre, un tratamiento mas a detalle se hace en el apéndice

[A]
G(y) = LI"(y). (1.40)

1.3. Limite clasico

Ya que nuestro interés esta centrado en el limite clasico, nos limitaremos a
este caso; para ello, hay que recordar que de acuerdo a la sustitucién minima

€
P = pv — pw=p+_A,

como el campo magnético es constante

1
A=——rxB,
2
entonces o
o =p— —r x B,
2c
ademas

,u(rxv):rxp—grx(pr),
c

dado que por definicién L = r X p y por una de las identidades del calculo
vectorial? entonces 7 x (r x B) =7 (r - B) — r?>B, por lo tanto

u(rxv):L—i[r(r«B)—rQB]. (1.41)

En vista que el campo magnético es uniforme, podemos alinear nuestro sis-
tema con el campo magnético en direccion del eje z y restringir nuestro

2Ax (BxC)=B(A-C)—C(A-B)
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movimiento al plano ortogonal al campo, por lo tanto, z3 = v3 = 0, para lo
cual, la ecuacién (1.41) adquiere la forma

e
M(rxv)gng—FQ—cB(ﬁ—i—x%);

en nuestro sistema de coordenadas cilindricas p? = 22 + 22, entonces,

e
X V), = L3 + — Bp*
p(r xwv), 3+ 5. BP
por lo cual
e
Wu:@+%m2 (1.42)

Como se vio al final de la seccién (1.1), podemos combinar las ecuaciones
(1.14) y (1.16), obteniendo de esta forma

L
p c eB’

sustituyendo en (1.42)

po (B = L+ S (MY
2

eB 2c \e
ke e
H B H
eB 2eB
2,2
prvc L,
2eB
1 5, eB
—pv° = —1Lg, 1.43
2# e 3 ( )
usando las mismas ecuaciones, y haciendo un procedimiento similar, se puede
mostrar que
9% 1/2
=(—L : 1.44
o= (Z0) (1.44)
Ahora, regresando a nuestra expresion que encontramos para la energia (1.39),
h2k?

podemos ver que el término 5= es cero ya que los eigenvalores k correspon-
. He ’

den a la coordenada x3. Si buscamos tener una energia que sea grande, esto

va a ser posible en dos casos; el primero seria tener un campo magnético

muy intenso y el segundo cuando v = (2n, + 1 + |m| +m) es muy grande.



CAPITULO 1. PARTICULA EN UN CAMPO ELECTROMAGNETICQ®7

Para esta ultima situacién, debido a que estd involucrado el término |m|,
podremos encontrarnos con dos posibilidades.

Para el primer caso si m < 0 entonces v = 2n,+1 y la inica manera de que
esto sea un término grande es que n, lo sea, no obstante, esta soluciéon mas que
ayudar nos genera un problema, ya que de acuerdo a los polinomios asociados
de Leguerre (1.40), n, determina el grado del polinomio, y por lo tanto, el
nimero de ceros del mismo; si el nimero de ceros es muy grande implica
que la funcién oscila de una forma muy abrupta como puede verse en la
figura (1.1), lo cual no es cldsicamente posible ya que siempre se deben tener
funciones que sean diferenciables y por ende, que tengan un comportamiento
suave. Para el segundo caso, si m > 0 entonces v = (2n, + 1 + 2m) por lo
que v puede ser grande aunque n, sea pequeno, el polinomio de Laguerre se
comporta de acuerdo a la figura (1.2); como queremos que m sea muy grande
y ademas positiva, la energia nos queda de la siguiente forma.

o <§> hm (1.45)

e

de esta manera, puede verse la similitud de la energfa (1.43) con la energia

1« 1095

_2 .10

Figura 1.1: Polinomio de Laguerre con n, = 100000 y m = 10

de la ecuacién (1.45), recordando que los eigenvalores para el operador fL3
son mh. Este resultado coincide con dos aspectos importante, el valor de m
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E:If-
E:If-
135—
7\
-1:|:-
—E:If—

Figura 1.2: Polinomio de Laguerre con n, =10y m = 2

es positivo por lo que la energia también lo es, ademas, recuperamos uno de
los postulados de Bohr; Para todo sistema fisico, las predicciones de la teoria
cudntica deben corresponder a las predicciones cldasicas para valores grandes
de los nimeros cudnticos que especifican al sistema.

Otro resultado importante es ver que el pico de la distribucién de proba-
bilidad radial también coincide con el valor del radio clasico (1.44), para ello
tomamos el valor de n,, = 0, siendo asi el polinomio asociado de Laguerre una
constante (de hecho es exactamente 1 aunque m sea cualquier valor, como
puede consultarse en el apéndice A), de esta forma la probabilidad radial
estd dada como

P(z) = u*(z)u(z) ~ 22™e

entonces
dP(x)
dx

al despejar x se obtiene

= (2|m|l‘2lm|_1 — 2x2|m|+1) e = 0,

z=/|ml,

por lo tanto, al sustituir en (1.28) y despejar p de esta manera llegamos a

1
2c 2
= =mh
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que al sustituir Lz por los eigenvalores mh se observa que coincide exacta-
mente con (1.44). La funcién de onda fue escrita de la forma

U(r) = u(p)e e
por lo tanto, la densidad de probabilidad esta dada por
P(z)dz = zu* (x)u(z)dz,

considerando de nuevo n, = 0 tenemos que si

d 2
_— = 0
— (elu(@)) =0,
entonces

22% = 2|m| + 1,

usando la definicién (1.28) llegamos a que el méximo esta en

p= \/f—g\/Q|m|—|—1, (1.46)

esta expresion para p nos serd de utilidad mas adelante al momento de com-
parar este resultado con el obtenido en el capitulo (3).
Sustituyendo la forma de la ecuacién radial tenemos

nT’! m _22 m im
%("“)Z m$l |€ 2L|7LT|(ZL’2)6 ¢, (1.47)

donde el término de la raiz cuadrada es la constante de normalizacién (pa-
ra mdas detalles de este resultado consultar el apéndice (A) en la seccién
(A.2.3)). En la figura (1.3) se ilustra la forma de las funciones de densidad
de probabilidad
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T

200 400 200 800 1000

Figura 1.3: En el gréfico se puede ver los valores para la densidad de probabilidad P(x)

cuando el polinomio asociado de Laguerre ! (2?) toma siempre el valor n = 0 y m toma
los valores 1, 10,100, 1000, 10000, 100000 y 1000000.

para ver un poco mas clara la forma que tienen estas funciones, en la
figura (1.4) se tienen menos ejemplos y se nota mejor su comportamiento,
mientras que las eigenfunciones radiales se pueden ver en el gréfico (1.5)

1.4. Niveles de Landau

Como vimos en la ecuacién (1.7), el potencial vectorial A no esta definido
de manera tnica, esta diferencia entre potenciales se relaciona via una trans-
formacién de norma; para generar los niveles de Landau® se usé la norma
simétrica y de acuerdo a la geometria del problema se usaron las coordena-
das que nos parecieron méas apropiadas, ahora se va a ver qué forma tiene el
problema si se usan coordenadas rectangulares. La norma simétrica la pode-

3Lev Davidovich Landau fue un fisico teérico soviético del siglo XX que nacié el 22
de enero de 1908 en Moscu y fallecié el 1 de abril de 1968. Landau fue galardonado
con el premio nobel de fisica en 1962 por sus contribuciones como pionero en la teoria
de materia condensada, ademas de grandes contribuciones en el area de superfluidez y
superconductividad.
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Fixh

mf.q | 4

o.o08f

0.08[

0.04H

F 10 o0 a0 40

Figura 1.4: En el grifico se puede ver los valores para P(x) con n = 0y m =
1,10,100 y 1000.

U =)
0.35F

|

10 20 20 40

Figura 1.5: En el grafico se puede ver los valores para u(z) con n = 0y m =
1,10,100 y 1000.
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mos obtener con ayuda de la ecuacion (1.21) y la condicién que B = (0,0, B),
la cual resulta de la forma

a-B
2

(=72,71,0), (1.48)

donde B es la magnitud del campo magnético. El hamiltoniano correspon-
diente resulta ser (1.26) con potencial escalar nulo ya que no se esta consi-
derando un campo eléctrico

1 eB eB\?
H:— ~2 —L e 2 2
2u [p + c 3+<2c) (x1+x2)

buscamos una manera diferente de escribir el hamiltoniano

, (1.49)

R 1 eB\? eB\? eB
H = = 52452452 eb 2 eb 2, L.
20 P1m D2t +psT <20) Tt lon ) Tt
= — ) —_— ) ~ ): _Lz ’
2/1/ { pl + ( 26> ZL‘l _I_ p2 _I_ 20 :L'Q _I_ p3 _I_ c
si definimos wy, = 25_50
Ha,
A9 D ~2
y D1 1 2 9 Da 1 2 2 P3
= (G gueiet) + (5 e guetad) + B vwks )

donde wy, se conoce como la frecuencia de Larmor. Se puede ver que el nuevo
hamiltoniano tiene la forma de dos osciladores armoénicos desacoplados, otro
de una particula libre a lo largo del eje z y la componente L3 del momento
angular multiplicada por la frecuencias de Larmor, por lo que el espectro de
energias no sera otra que la suma de los espectros de estos problemas por
separado. Dada la naturaleza del hamiltoniano, tratar el problema con el
operador de momento angular en coordenadas cartesianas complica las cosas
ya que es este el que no permite usar una solucién en variables separables,
sin embargo, se quiso ver esta situacion para observar que se tienen dos
osciladores ortogonales ya que un cambio de coordenadas no altera la fisica
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detras del problema, ademas, se tiene misma frecuencia de oscilacién lo que
nos da una imagen de una particula “moviéndose” en una érbita circular?.
Ahora vamos a considerar el caso con la norma de Landau®, la cual esté
definida como
A" = B(0,21,0), (1.51)

de acuerdo a la ecuacién (1.7), las dos normas estan relacionados mediante
el gradiente de una funcién escalar, por lo tanto

roB 1B dOx Ox Ox
B = — = -4 A A
(Oaxl aO) ( 9 ) 92 70) + (axlv 8.772’ axg

B B Oy B 0Jx O0x
N < 2 +8:c1’ 2 +8x2’8a:3 ’

de donde se obtiene un sistema de ecuaciones acopladas

ox xoB T172B
gy ~ 2 T XT gt
195% 1B r122B
81'2 2 X 2 + (-’171),

puede notarse que la funcién g(xs) tiene que ser igual a la otra funcién h(x;)
y la unica forma que esto sea cierto es si ambas funciones son iguales a una
constante, por lo tanto, se requiere considerar esa constate igual a cero.

Las transformaciones de norma nos garantizan que, si bien las ecuaciones
cambian, fisicamente hablando no se tiene alteracion alguna, entonces es de
esperarse que el hamiltoniano (1.11), modifique su forma para cada uno de los
potenciales, entonces, ya que estamos trabajando en la norma de Coulomb,
el hamiltoniano para la norma de Landau toma la forma

A 1 /. e 2 1 /. e 2
H:—<p+—A> = —(p+—(0,:clB,O)>
20 c 21 c
1 (5 5 .9 2eBY\ . . eB\? .9
= @ pi+py+p3+ T T1p2 + v Ty |,

4cabe destacar que la 6rbita serfa circular por la frecuencia que coincide en ambos
osciladores, de no ser asi, deberian considerarse figuras de Lissajous

STambién puede usarse otra norma de Landau la cual es de la forma A = B(—x5,0,0)
donde puede verificarse que produce el mismo campo magnético que las otras dos normas,
ademas el problema se vuelve completamente andlogo sélo que el oscilador resultante en
lugar de estar a lo largo del eje x1 se encuentra a lo largo del eje xs.



34 1.4. NIVELES DE LANDAU

viendo que los operadores Zs y Z3 no aparecen en el hamiltoniano seria bueno
ver las reglas conmutacion con los operadores py v p3, en efecto

R 2eB eB\?
21 [H, po] = [pf,pz} + [pg,pz} + [pg,pz} + (T) [@1p2, 2] + (7) [ﬁjpﬂ
de acuerdo a una identidad de conmutadores® se tiene

20 [H, pa] = p1 [p1, p2]+[p1, p2] P12 P2, D2]+[D2s D2) P23 (D3, 2]+ ([Ps, D2] P3
2eB eB 2
+ (T) (21 [p2, po] + [x1, pa] p2) + <T> (21 [x1, pa] + [T1,p2) 1) ,

7

usando las relaciones de conmutacién canodnicas’ se puede ver que todos los

conmutadores son cero, entonces
[H,pg] = 0. (1.52)

De forma andloga, se calcula el conmutador de H con ps3, obteniendo de esta
forma

2 [H, ps] = p1 [p1, ps]+[p1, ps] p1+p2 P2, D3] +(D2, D3] P2+Ds (s, 3]+ [ps. p3] ps

2eB eB\>
T\ (@1 [p2, ps] + [z1,p3] p2) + = (@1 [21,ps] + [21, ps] 1),
donde también puede verse que todos los conmutadores son cero, por lo tanto
[ﬁ,pg] — 0. (1.53)

Como los operadores ps y p3 conmutan con este hamiltoniano, se puede cons-
truir un conjunto de eigenfunciones simultaneas tanto para el hamiltoniano
como para ps v ps; al igual que se considero en el caso de la norma simétrica,
sin pérdida de generalidad, el movimiento puede restringirse al plano z-xs,
para lo cual, los eigenvalores de ps son cero. La funcién de onda ahora sélo

6Sean 121, B y C operadores cualesquiera, se puede mostrar por sustitucién directa que
[AB,¢| = A[B.C|+[AC|B

"Las relaciones de conmutacién canénicas estan dadas por [p;, p;] = 0y [&4, p;] = ihdy;
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depende de z; y x5, siendo este el caso, podemos escribirla como una solucién
en variables separables de la forma

Y (21, 72) = ey (z1), (1.54)
la ecuacién de eigenvalores nos queda

Hip(z1,22) = BV (21, 72)

aplicando el hamiltoniano tenemos

1 2 2¢ Bkyh B\? .
— (_h28v—(x1) + R kjv(zy) + € : 2 rv(xy) + (%) 33%1)(:171)) ka2

2 x?
= ety (g),
1 0? eB\? 2eBkoh
o <_h28_x% + (?) z] + it kS | v(x1) = Ev(zy),
L] 2 (B 2 j2 oy 2ok (hohe 2 (21) = Bo(a)
2 dx? c 1T g M eB Vi) = B,
(1.55)
llegando a la ecuacién diferencial que obedece la funcién v(xy)
1 @  (eB\? kohe )
oM [_th_x% + (7) <:1:1 + B ) v(xy) = Ev(zy), (1.56)
al definir B
we= 2 = ou;, (1.57)
e
se reescribe la ecuacién (1.56) de la siguiente manera
B2 1 kohe )
[_ﬂd_x% é,u c2 (Il + Q—B) U(l’l) = EU(J,’l),
sea
_ _k?ghc
0= B )
entonces
BB L2 o — 0] o) = Bl (158)
Q/de% QIUUJC T Zo v\r1) = LU\T1), .



36 1.4. NIVELES DE LANDAU

en efecto, podemos ver que la ecuacién (1.58) posee la forma de un oscilador
armoénico unidimensional el cual tiene un desplazamiento del origen igual a
xo. Vamos a resolver nuestra ecuacién diferencial y ver si el hecho de estar
desplazado del origen repercute de alguna forma en la energia de un oscilador
armonico unidimensional centrado en el origen.

La ecuacién (1.58) puede tomar la forma

h d? . 2F
- ;1:(;1) _ ﬂ;‘; (z1 — x0)° v (1) + hwcv (x1) =0,
definimos las cantidades
We 2F
=G m—m),  A=p-
entonces P (5)
) e _
B v e =0
d*v
dg(f) +(A=&)v(é) =0, (1.59)

de tal manera, puede notarse que la ecuacién (1.58) toma la misma forma
que un oscilador arménico unidimensional y la ecuacién (1.59) es igual en
forma a la ecuacién (B.4) del apéndice (B), siendo asi, es de esperarse que el
espectro de energia sea el mismo y difiera tinicamente por la frecuencia®. De
acuerdo al andlisis que se hizo, podemos concluir que el espectro de energia
para los niveles de Landau en la norma de Landau es de la forma

1
E, = hw, <n + 5) , (1.60)
las eigenfunciones estan dadas por
1
(w1 mwe _mecy? koo
(21, 29) = < — > Torgiin ( - (21 x0)> e = Tt (1.61)

Como el oscilador arménico unidimensional no presenta degeneracién en sus
niveles de energia, seria légico pensar que para el oscilador arménico uni-
dimensional con un desplazamiento fuera del origen, tampoco deberia de

8En el oscilador arménico unidimensional, la frecuencia se define como w, = 4/ %

mientras que en nuestro problema, definimos la frecuencia como w, = i—fj la cual se conoce
como frecuencia ciclotrén.
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presentar degeneracion alguna pues se trata del mismo sistema cuantico sélo
que se encuentra en otro sitio, entonces siguiendo dicha idea seria intuitivo
pensar que pasa lo mismo para los niveles de Landau, sin embargo, algo que
se debe tener en cuenta es que aunque se use una norma diferente, el pro-
blema es el mismo y una observable fisica que medimos en el laboratorio es
la energia, por lo que no deberia haber cambio alguno en ésta a la hora de
medir, es decir, las energias (1.39) y (1.60) que se obtienen usando A y A’,
respectivamente, deben coincidir. A primera vista dichas energias no parecen
iguales pero lo son, basta con afinar un par de detalles. En la energia (1.39)
se tuvo consideracion de la componente del impetu paralela al campo, por
lo tanto aparece un término proporcional a k, entonces, haciendo este valor
cero (como se hizo para la norma de Landau) la energia obtiene la forma

1
Enm = Ehwc (2n, + |m|+m+1),
haciendo uso también de la definicién (1.57). Considerando los dos casos
posibles para los valores de m, obtenemos que si m < 0 entonces la energia

toma la forma .

E. . = hw, <n + 5) , (1.62)

de esta manera, la energia (1.62) es infinitamente degenerada, pues para un
valor fijo de n,, se tiene la misma energia sin importar el valor de m, el
cual va desde 0 hasta —oo de manera discreta. Ahora, si m > 0, entonces la
energia es
1
no
Ey o = hw, (nr+m+§ ,
como n, y m son dos nimeros enteros positivos, podemos definir n = n,. +
m, llegando asi a una energia que es idéntica, en forma, al de un oscilador
unidimensional
1
1" o
E) .= hwe (n + 5) (1.63)
En efecto, las tres “energias” (1.60), (1.62) y (1.63) son la misma, la tunica
diferencia que ahora queda es su degeneracion. La forma como esta escrita la
energia (1.60) pareciera no presentar degeneracién alguna, pero no es asi. La
energia depende unicamente del nimero cuantico n el cudl estd asociado a
los eigenvalores correspondiente de la componente a lo largo del eje z, puede
verse, que es aqui donde se presenta el movimiento oscilatorio, mientras que a
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lo largo del eje x5 lo que se tiene es una onda plana, no obstante, el eigenvalor
ko no nos dice mucho, fisicamente, a lo largo del eje x5 pero si nos dice mucho
de lo que sucede en el eje xq; el valor ky nos localiza el centro del oscilador
arménico. De acuerdo a la definicién de zy tenemos

Ty = —@5—; = —korg, (1.64)
de esta manera se nota que el oscilador va a tener su centro en ko, es decir,
para un valor fijo de ky todos los niveles posibles van a caer en ese lugar
separados discretamente como lo hace un oscilador unidimensional, para un
ejemplo esquematico, ver la figura (1.6). La degeneracién ahora es evidente,
debido a que k5 es un valor continuo y esto proviene del hecho que ks es el
eigenvalor de la funcién e*2*2 la cual no est4 condicionada de forma alguna,
a los eigenvalores de v(x1), es més, dada la naturaleza de la funcién de onda,
la densidad de probabilidad no depende en lo absoluto del eje coordenada
Z2, todo repercute en el eje x;.

YA\

"\ /g

Xo

Figura 1.6: Nivel de Landau considerando un valor ks < 0 (ko, en principio, puede ser
cualquier valor continuo pero en esta imagen se toma como negativo para que xy sea
positivo).

Hasta este momento hemos visto que las energias coinciden con la de
un oscilador arménico bidimensional y otro unidimensional, para la norma
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simétrica y para la de Landau respectivamente, ademas, dichas energias coin-
ciden haciendo ciertas aseveraciones simples, no obstante, las eigenfunciones
no. Sin embargo, falta considerar un pequenio caso. Si restringimos el area
donde el electrén puede moverse (esta restriccion en cualquier momento pue-
de hacerse ya que fisicamente siempre podemos acotar el espacio donde la
particula se estd moviendo), siendo asi, ks obtiene ciertas restricciones. La ei-
genfuncién u(xy) = €222 es una onda plana que debe cumplir una condicién
de periodicidad a lo largo de x5, que es el espacio donde se estd propagando,
por lo tanto, si el electrén esta confinado a moverse a lo largo del eje x; una
longitud L; y a lo largo del eje x5 una longitud Lo, entonces

u(zy) = u(zy + L), (1.65)

es decir
eikQIQ — eikg(rg—l-LQ)

)
entonces
ezkng =1 ’

esto es posible si y sélo si, ky Lo es un multiplo entero de 27, por lo tanto

kL

Ng =
o

como 0 < zg < Ly, entonces definiendo la longitud caracteristica

h
2 _ 1.66
TO mw, ) ( )
tenemos
LiL,
0< < —, 1.67
"o 27rd ( )

de esta manera ng = 0,1,2, 3, ... y lo méas importante es que la degeneracion
en los niveles de Landau deja de ser infinita, es grande pero finita. Por el
momento dejamos la discusion asi ya que nos faltan definir algunos operadores
para poder dar un estudio mas detallado, los cuales seran definidos en el
capitulo (3), por mientras, veremos un ejemplo para notar la importancia de
considerar al momento cinético (hasta ahora sélo como una introduccién ad-
doc de la sustitucién minima) como la variable canénica en lugar del impetu.
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1.5. Ecuacién de Schrodinger-Pauli

En esta seccion analizamos la ecuacion de Pauli como una generalizacién
a la ecuacién de Schrodinger y no como el limite no-relativista de la ecuacion
de Dirac. Una particula cargada al desplazarse dentro de un campo eléctrico
puede ser descrito mediante el formalismo de Lagrange, para lo cual, podemos
escribir la lagrangiana de la siguiente forma

1
_ 2
L= 5" = qo,
al interactuar con un campo magnético B, la lagrangiana debe ser modificada
y que dicha modificacién sea la expresién mas sencilla posible; al tratarse de
una funcién escalar la lagrangiana se transforma

L= %m('uf + 03 4 v3) + %v A —qo, (1.68)
donde m, ¢ y v es la masa, la carga eléctrica (en nuestra notacién, la carga
q del electrén es definida negativa) y la velocidad de la particula respectiva-
mente, ademas A es el potencial vectorial, tal que, V. X A = By ces la
velocidad de la luz en el vacio. Por definicién, el momento conjugado esta
dado por p; = g—é donde las ¢; son las velocidades generalizadas, para nuestro
caso, por lo tanto.
pi = oL = muv; + gAu
ov; c

en el formalismo lagragiano, las variables independientes son las coordenadas
generalizadas ¢; y las velocidades generalizadas ¢;; en el formalismo hamilto-
niano, las variables independientes seran las mismas coordenadas generaliza-
das y los momentos candnicos conjugados p; y la manera de hacer la conexiéon
entre ambos formalismos estd dada por una transformacién de Legendre, pa-
ra dicho propdsito, se puede considerar la transicion entre ambos formalismos
como un cambio de variables que disminuye en un grado las ecuaciones pero
aumenta su nimero al doble; este es el precio que se tiene que pagar para
trabajar con ecuaciones de primer grado (g¢;, G, t) — (¢, pi, t)-

Después de aplicar la transformacion de Legendre a la funcion lagrangiana
obtenemos lo que definiremos como nuestra hamiltoniana

H= Z(Pz%) — L(qi, i), (1.69)
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al sustituir los momentos generalizados y las velocidades generalizadas, ob-
tenemos

_ q L 5 q
es decir,
1 q

. 1 2
H = Zmuv? :_( _—A> . 1.
5 +a¢ =5 (p——A) a9 (1.70)

Si la particula (en nuestro caso un electrén) es sometida a un campo
magnético externo, es necesario agregar la interaccion minima la cual es re-
sultado de la acciéon del campo magnético sobre la particula, en otras pala-
bras, el impetu candnico p debe ser sustituido por el impetu generalizado, de
esta forma

psP=p-14
c
ademds, p? puede ser escrito como p? = (6-p)* = (6-p)(6-p)°. Esto es posible
ya que las componentes del operador del impetu conmutan todas entre ellas,
esto es importante senalarlo ya que no siempre el producto vectorial de un
operador consigo mismo es cero; un ejemplo claro de esto seria el operador
del momento angular.
Con la ecuacién de Schrodinger

0

HU = ih=0
Mot
al sustituir las relaciones anteriores,
I(A h)® + q¢| U T (1.71)
— (7 - = 1h—V, :
2m p ¢ ot '

por lo tanto, al considerar la interacciéon con el campo magnético como un
postulado

1o/ oy 0
[% (6-P) + qcb} W= iV (1.72)

que de acuerdo con la identidad de Pauli

li (152+z'o—- (Px P)) +q¢] \If:m%\p

9dentidad de Pauli (6 - A)(6-B)=A-B+i5- (A x B)
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sustituyendo P

Lo (0= ) 4 g [ 24) < (0 24)] wafo = vy

las componentes de p y A si conmutan entre si mismos, entonces pxp =0 =
AXA,

{% (ﬁ-%fl)z—%- [% (ﬁxfu,fxxp)] +q¢}\1/=m%xp; (1.73)

sin embargo, para los operadores p y fl, no se puede asegurar lo mismo por lo
que se debe prestar atencién particular al término <}5 x A+ A x ]5) ya que

en primera instancia se pensaria en hacer uso de la propiedad de antisimetria
del producto vectorial, es decir, que dados dos vectores X y Y cualesquiera,
X xY = -Y x X, si bien, el operador A corresponde al potencial A el
cual es un vector'’, no se debe olvidar que p es un operador, por lo cual,
hay que calcular p x A, sustituyendo al operador p en su representacion de
coordenadas

h 0 h
P g i
p X A lo podemos escribir como
h

la componente k de un producto vectorial queda escrito

Haciendo uso de la ecuacién (1.74) y aplicandolo a una funcién f(z) cual-

quiera .
(pxA), [f(x)= ;EijkaiAjf (z), (1.75)

donde 9; = V y f(x) es una funcién cualquiera que depende sélo de las
coordenadas espaciales; haciendo un poco de algebra, tenemos

(pxA) fle)= (?VxA—Axﬁ) f(x), (1.76)

10Fsta afirmacién no pasa en general, pero si en nuestro caso particular. El hecho de que
coincidan radica en la transicion que se hace al cambiar nuestras variables por operadores,
el potencial vectorial depende de las coordenadas  y del tiempo, sin embargo, * — & = .
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al sustituir este resultado en la ecuacién (1.73) obtenemos

5
{L@—QA) _E.F(EVXA—AX;M—AXZG)]+q¢}\p:2‘h2\p’
c \i ot

(1.77)
ya que el potencial A se definié de manera tal que cumpliera con Vx A = B
y ademés B conmuta con &, entonces, la ecuacién (1.77) se reduce a

Lo g\ ah o .0
—(p—=-A) ——B- v =ih—W. 1.
{ 2m <p c ) 2mce ot ng} m@t (1.78)

La ecuacién (1.78) se conoce como la ecuaciéon de Schrodinger-Pauli, don-

de

lleva el nombre de término Stern-Gerlach, siendo este el responsable del spin.
Otra cosa que es también muy importante senalar es cémo p solo ya no es
suficiente para describir la cantidad de momento de la particula en cuestion
sino que ahora el operador responsable de esto es P= p—2A.
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Capitulo 2

Transformaciones de norma

De acuerdo al capitulo (1), las ecuacién de Maxwell en su forma diferencial
y unidades gaussianas estan dadas por (1.1), (1.2), (1.3) y (1.4) y ademds con
las ecuaciones (1.7) y (1.8) vimos que los campos E y B quedan invariantes.
Por medio de un tratamiento variacional y el principio de minima accién de
Hamilton (para ver este tipo de desarrollo consultar [9] y [16]) se pueden
deducir las ecuaciones de Euler-Lagrange, que son de la forma

d (0L oL
- — = 2.1

de tal manera que la fuerza de Lorentz F' = e (E + 2 X B) para una particu-
la de masa m y carga e se puede derivar mediante las ecuaciones (2.1) y la
lagrangiana

. 1 . e.
Lg,4,1) = 5md” — e (a,1) + ~q - Alg, 1), (2:2)
Por medio de una transformaciéon de norma a través de los potenciales (1.7)
y (1.8) la lagrangiana no queda inalterada en forma sino que se agrega un

término mediante la funcion escalar de la transformacién

. 1 . e.
L/<Q7 q, t) = _mq2 - e(b/ <QJ t) + Eq ' Al(qa t)

2
L 1, 10y e .
Viit) = gt —c (0 10 ) + 5@ (44 9)
1

) 0
= —mq2—e¢+ftj-A+E q-Vx+—X
2 c c ot

45
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por lo tanto
) . edy
L t)=1L t)+-——. 2.3
(,4,1) = L(g. ¢, t) + —— (2.3)

Para obtener la relacién entre la lagrangiana y la hamiltoniana, basta con

hacer una transformacién de Legendre a la ecuacién (2.3); por definicién
oL

6 Di
dt — Og; dt = 0¢ dt = Ot
(O, 0T d oL
 dt\og )" O dt Ot

— i a_L/ _|_8L/
o dt aqiqz ot

d /or' )\ oL
0= E(a_cini_L)Jrat’
~—_—————

H/

si consideramos que L’ no depende explicitamente del tiempo, 88—2/ = 0, por

lo que el término entre paréntesis se conserva y eso es lo que llamamos, la
funcién hamiltoniana, por lo tanto

oL’
H' N=—q¢ — L, 2.4
(¢:7) 95 (2.4)
como J
eax
L'=L+-—+=
* cdt
entonces oL 5L 9 9
€ ox € Ox
I i R (2.5)
04 dq; ¢ Ig; ¢ Jg;
la relacion entre H y H' esta dada por
oL edx) . edy
HI / — _  — - =
(¢.7) (8qi+08qi)q cdt
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e dx
cot’
Con ayuda de la ecuacién (2.2) y la definicién de p}, podemos escribir la
hamiltoniana H(q,p) de manera explicita en términos de A(q,t) y ¢(q,t),
ademds, por medio de las ecuaciones (2.4) y (2.5) se puede hacer lo mismo
con H'(q,p'), por lo tanto,

H'(qi,p;, t) = H(qi, pir t) — (2.6)

H(qi,ps) = pidi — L(g5,4;)
. e A €.
= (m%’ + EAZ) G — 5maigi + e¢ — quAi

2
.. €. 1 . e .
= mGigi + —GiAi — smGidi + ep — —¢i A;
c 2 c
como . . ,
e e
pi =mg; + - A; — MGG = 5— <Pi - _Ai> ;
c 2 2m c
entonces )
(pi - gAi)
H(qi,p;) = ——=—— ) 2.7
(¢, pi) S Ted (2.7)

Podemos usar la ecuacién (2.6) y escribir de manera inmediata H'(q, p'), sin
embargo, también se puede usar la definicién de g—g y mostrar que se llega

(p=ta)” _

al mismo resultado, lo tinico que se debe hacer es probar que T

2
pi—cA] . . ./ fo
%; no obstante, es facil ver mediante la ecuacién (2.5) que el término

extra que surge de p} se cancela con el término extra que resulta de A%, por
lo que la igualdad se satisface, por lo tanto

HI / —
(q,7) 5 -

usando la ecuacion (1.8), tenemos

(ph — £A)°

5 +eq/, (2.8)

H'(q,p) =
de esta manera, queda demostrado que la hamiltoniana es invariante bajo
transformaciones de norma. Por tltimo, asi como se puede probar de ma-
nera relativamente sencilla que dada una hamiltoniana H(g;, p;, t), tiene por
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ecuaciones de movimiento

OH

OH )
0H oL

también es igualmente sencillo, probar que dada la hamiltoniano H'(g;, p}, t)
ahora esta tiene por ecuaciones de movimiento

OH' ,

S = (2.12)
OH’ .

OH' oL’

= = o (2.14)

Se demostrard como deducir las ecuaciones (2.9), (2.10) y (2.11); para las
ecuaciones (2.12), (2.13) y (2.14) se hace un tratamiento completamente
anéalogo. Considerando una hamiltoniana H(q, p, t) su diferencial estd dada

0H OH OH

dH = a—qqul + a—pzdpl + Edt (215)
como H(q;,pi,t) = pigi — L(q;,q;,t), entonces
OH 0L oH . 0oH OL
dq; - _3%" Op; -0 E - _57

de acuerdo a las ecuaciones de Euler-Lagrange y a la definicién de p;

d (9L 9L .
it \oi )~ og "

la ecuacién (2.15) queda de la siguiente manera

L

en efecto, al comparar las ecuaciones (2.15) y (2.16) se pueden ver de manera
inmediata las ecuaciones de Hamilton. El caso de las ecuaciones para H'
se obtiene de manera andloga haciendo uso de la hamiltoniana (2.8) y la
definicién (2.5).
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2.1. Ecuaciones de movimiento

2.1.1. Formalismo de Lagrange

En esta seccion se analizaran las ecuaciones de movimiento que se obtie-
nen al usar la norma simétrica y la norma de Landau para posteriormente
compararlas; las normas, de acuerdo al capitulo (1) son las correspondientes
a las ecuaciones (1.48) y (1.51) que son la norma simétrica y de Landau,
respectivamente, ademas

ZIZ'1$2B

2 )
de acuerdo a las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.1) y la funcién lagrangiana
(2.2), las ecuaciones de movimiento nos quedan de la forma

X(71, ) = (2.17)

d*x; op 10A; 1. (0A;, 04
m——=ce| — - - —q; - — ,
dt dg; ¢ Ot ¢ dq; 0q;
—_——

E;

en el problema que estamos tratando, solo esta actuando un campo magnético
constante, por lo tanto, el campo eléctrico es idénticamente cero; de esta
manera, obtenemos por ecuaciones de movimiento

4 q; dq; )’

dt?

con apoyo del simbolo de Levi-Civita, el lado derecho de la ecuacién anterior
queda escrito de la siguiente forma

d2$7; (& .
mﬁ = Eejkz’qj' (5lmkalAm) . (2-18)

De acuerdo al potencial vectorial (1.48) podemos conseguir de forma explicita
las tres ecuaciones diferenciales que rigen el movimiento de nuestra particula

d?r;  eBdxs
d’zs  eBdr,
ittt S 2.2
T (2.20)
2
L Y (2.21)

dt?
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las primeras dos ecuaciones de movimiento corresponden a un sistema de
ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas, de la ecuacién (2.19)
obtenemos

dz
d_tl = WeTo — CL)CCl (222)
eB

donde w. = 22y —w.C una constante de integracion, al sustituir la ecuacion

(2.22) en (2.20) el problema se reduce a resolver una ecuacién diferencial de
segundo orden no homogénea

para resolver esta ecuacion buscamos dos soluciones linealmente independien-
tes a la ecuacién homogénea y le agregamos una solucién particular de la no
homogénea (para mas detalles consultar [2, pag 178]), una solucién particular
es

20 (t) = Cl
y dos soluciones linealmente independientes a la homogénea son
(L’Ql(t> = 02 Sin(wct) s $22(t> = 03 cos(wct)
de esta forma
zo(t) = Cysin(wct) + Cs cos(wt) + Cy;

regresando a la ecuacién (2.22)

$1(t> = / (WC[L'Q(t) — wcCl)dt + 04

la cual, resolviendo la integral nos da como resultado final
x1(t) = —Cs cos(wet) + Cssin(w.t) + Cy,

es importante senalar que una combinacién lineal de una onda sinusoidal con
la misma frecuencia (o periodo) pero de diferentes fases es también una onda
sinusoidal con la misma frecuencia (o periodo) pero con una fase diferente,
es decir

asinz 4+ bcosx = ccos (x + 6)

donde )
c=+Va?>+b y 60 =arctan <——>,

a
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por lo tanto

z1(t) — Cy = Recos(w.t+6), (2.23)
zo(t) — Cy = —Rsin(w.t+6), (2.24)

R=14/C3+C2 y 6=arctan (%)

La ecuacién (2.18) es la fuerza de Lorentz para una particula en un campo
magnético, por lo que el término que esta entre paréntesis corresponde a la
componente k-ésima del rotacional del potencial vectorial A y ya que

VxA=VxA =B,

donde

por lo tanto, las ecuaciones de movimiento con la norma de Landau son las
mismas que las ecuaciones con la norma simétrica y por ende, las mismas
soluciones (2.23) y (2.24).

Las forma geométrica que describen las ecuaciones de movimiento ahora
es evidente, las soluciones (2.23) y (2.24) describen una 6rbita circular con
centro en (Cy,C1) y radio 1/C3% 4+ C3. Como es de esperarse, el centro y el
tamano de la orbita van a depender inicamente de las condiciones iniciales.

2.1.2. Formalismo de Hamilton

De acuerdo a la hamiltoniana (2.7) y las ecuaciones de hamilton (2.9) y

(2.10)
oH 1 e
- — —(p -S4
4i apl m(pz c z)
1 e e0A; [3J0)
e a0 () e
_ ¢, 04; 09
B qu Jq; dq;
36 _ . edds
a P

€ . 814] 8§b € . 8AZ (& GAZ

¢l 0q; 0q; b dqg; ¢ Ot

_ . 0 104 +1  0A; 04
- dq; ¢ Ot i dgi  0q¢; )]’
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mﬁ?‘”tﬁ+z%(&h_a%>y

como sélo tenemos campo magnético, entonces

por lo tanto

d®q; e

My = ~Ejkid; (EmkOiAm) (2.25)

de esta manera se puede observar que la ecuacion (2.18) es igual a la ecuacién
(2.25); si consideramos los mismos potenciales vectoriales, es de esperarse que
se tengan las mismas ecuaciones diferenciales de movimiento y, en efecto, las
mismas soluciones. Algo que se debe notar es que para estas ecuaciones de
segundo grado la norma es irrelevante, es decir, las ecuaciones de Hamilton
que surjan de (2.25) son invariantes de norma.

Para el caso donde el campo eléctrico es nulo y el potencial vectorial no de-
pende de manera explicita del tiempo no es necesario considerar el potencial
escalar ya que este a lo mas serd constante. Para encontrar las ecuaciones
de movimiento anteriores se tuvieron que utilizar las ecuaciones de Hamilton
(2.9) y (2.10) mezclando ambas ecuaciones para obtener el resultado deseado,
sin embargo, de acuerdo a la segunda ley de Newton, la fuerza se define como
la razén de cambio del impetu, es decir

dp;

- F,
dt
lo cual se traduce como F; = —g—g, por lo tanto, de acuerdo a la hamiltoniana
(2.8) y la ecuacién (2.12)
!/
v © ( - EA’,) o4 2.26
= (- S (52 (2.26)

con al potencial (1.51) llegamos a que las ecuaciones de movimiento de cada
componente son
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ya que py = 0 entonces p, = «a con « una constante de integracién. De
acuerdo a la definicién de w, y el valor de p),

P+ mw? (¢ — gb) =0, (2.27)

donde ¢; = —2-. La ecuacién (2.27) tiene la misma forma de un oscilador
c
armoénico unidimensional con centro en g.
De forma andloga, para la hamiltoniana (2.7) y la ecuacién de Hamilton

(2.9) tenemos
. e e 0A,;
pi= (pj - EAJ) (5’% ) ) (2.28)
)

de acuerdo al potencial vectorial (1.48) las ecuaciones de movimiento son

o1 1

P15t (pz - §mwcq1> =0 (2.29)

. 1 1

P2+ §Wc <p2 + §mwcq1> =0 (230)
ps = 0. (2.31)

Las ecuaciones (2.19) y (2.20) tienen la forma de un oscilador arménico amor-
tiguado, si definimos la frecuencia ciclotrén igual a

eB
We = )
me
y la frecuencia de Larmor
eB
Wy, = ——
2me’

las ecuaciones de movimiento se pueden escribir en términos de estas frecuen-
cias.

2.1.3. Transformaciones de norma para el formalismo
cuantico

La ecuacion de Schrodinger no se mantiene invariante si sélo se hacen las
transformaciones de los potenciales, es necesario meter de manera “ad-hoc”
la transformacién de la funcién de onda

P (r,t) = @ (r,t) = encXTDap(p, ¢), (2.32)
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es imperativo que la ecuacién de Schrodinger mantenga su forma bajo dichas
transformaciones, es decir

8 /
[— (;a - SA/)Q + egzﬁ’} W = z’ha—@i, (2.33)

la forma de ver que esto se cumple se puede realizar en dos secciones; la parte
que sale del potencial (1.8) se compensa con la derivada temporal

Loy ( (91# eax)
th = eneX ———=,

ot ot ¢ ot

por lo que sélo basta con demostrar la otra parte

1 1 h 8 ie e ie
— _ A - — | = e X _ _ Tic X
2m (p A) ¥ 2m (z Ox; <eh 1/’) (A+Vx)er ¢>
1 h 7/6 aX LEX gxaw aX ie
— _ | = —_ c e —_ —A LcX —_ - cx
2m { (hc@xieh y+en o0x; c erry c@zleh v
1 ie e
—  _ one X H—
N Qme (p cA> ¥,

en efecto, la ecuacion (2.33) difiere de la ecuacién de Schrodinger tnicamente
por un factor de fase, el cual, de forma fisica, no tiene sentido alguno. Si las
transformaciones de norma no tienen sentido fisico es de suponerse que el
valor esperado de las observables permanezca invariante, en otras palabras,
mostramos cudal de las siguientes cantidades permanece invariante

@Il = WIple) o Wlp——AlY) = W|p— A"
para p
Wiy = 5 [ v () o

= / e XeheX (i_e@x¢+8z/1)d3

fic Ox; o0x;
- —/ v 2Xy d3x+/ W dPr
¢ J)_ o Oz o

- gw;vx\ww(wmw,
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evidentemente
(W|plY) # @'NplY),

es conveniente senialar el hecho inmediato que cualquier operador el cual sea
funcién del operador posicién @ cumple con la propiedad

W C(@)[¥') = (1 C(@)[0), (2.34)

dada la definicién de ¢'(z,t). Con dichos antecedentes podemos mostrar que
el otro valor esperado si es invariante

(&

WIp- A W) = @WIPR)— = (W] A) + W] Vx )
= WD)+ (W Vx|0) - = (Wl A ) - = (| Vx[¥)
= Wlp- A,

este resultado es muy importante, pues se puede notar que el operador p no
es la observable en este problema sino que el momento cinético conjugado es
la observable; algo que ya se habia senalado en el primer capitulo y se tomo
como algo cierto pero hasta aqui se demuestra de manera fehaciente. Ademas,
algo mas que se debe resaltar es que en la funcién de onda aparece un nuevo
término de fase, y este término es el que nos ayuda a nivelar las cosas y asi
permanecer invariantes. En la parte clasica vimos que no pasa algo asi, sino
que el término que ayudaba a mantener la invarianza surgia del momento
cinético conjugado y la forma se mantenia a nivel de la hamiltoniana. En
otras palabras, de manera cudntica p y p’ son iguales pero a nivel cldsico no,
a nivel cldsico p; y p se relacionan mediante la ecuacién (2.5).

Algunos resultados (por ejemplo el oscilador arménico) tienen un anédlogo
cuantico bastante evidente cuando se hace bajo el formalismo de Heisenberg,
de hecho, quiza esta similitud en varios resultados cuantico y clasico se ve
reflejada por la forma parecida que presentan el paréntesis de Poisson y
el conmutador, por esta razén es que en el siguiente capitulo se presenta
un andlisis en el esquema de Heisenberg y veremos como se vincula con su
contraparte clasica.
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Capitulo 3

Esquema de Heisenberg

En el esquema de Schrodinger, la evolucion temporal de un vector estado
|1, t) estd determinado por

L0 A

si H no depende explicitamente del tiempo se puede verificar que tiene por
solucion .
[0.t) =" 4, 0)

de esta manera puede notarse que los estados evolucionan en el tiempo mien-
tras que los operadores permanecen constantes. En el esquema de Heisenberg,
los estados permanecen constantes mientras que los operadores obedecen una
ecuacion de movimiento (para mas detalles de este tema consultar [8], [15]).
Dado un operador Bg (operador en el esquema de Schrédinger) podemos
definir ' ,

Byu(t)=e'"'Bge i, (3.1)

donde By (t) es un operador cualquiera en el esquema de Heisenberg. Para
t = 0 los operadores en ambas representaciones coinciden

By (0) = Bs. (3.2)

Como H no depende de t, al tomar la derivada temporal de (3.1) puede
demostrarse que

dp 1 [PIH,BH} + (8—33> , (3.3)
H
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la cual se conoce como la ecuacién de Heisenberg; en la seccién (3.1) se
mostrard que Hy = Hg, para nuestros fines, los operadores en el esquema de
dBs _

Schrodinger no dependeran explicitamente del tiempo, por lo que <52 =

Los vectores estado en el esquema de Heisenberg quedan definidos como

[0) gy = [1,0)g = €7t i, ). (3.4)

Dadas las definiciones anteriores y algunas propiedades que se iran demos-
trando conforme haga falta, haremos el caso que estamos tratando, ya que
como puede verse estas dos representaciones estan relacionadas por una trans-
formacion unitaria, por lo tanto, el valor esperado en ambas debe ser el mis-
mo; usando (3.1) y (3.4) se puede ver de forma inmediata

(,t| B [, t) = (] e 7' Bse'n b [) = (] B [) (3.5)

donde, ambas representaciones guardan el mismo significado fisico. Usando la
ecuacion de Heisenberg para el caso del oscilador arménico unidimensional,
tanto las ecuaciones de movimiento como sus soluciones tienen la misma for-
ma que el problema clésico (ver referencia [8] y [15]), por esta razén veremos
que para el caso de una particula de carga e y masa m sometida a un campo
magnético constante, pasa los mismo.

3.1. Movimiento de una particula cargada en
un campo magnético constante y unifor-
me

Conforme a la ecuacién (3.1)
]:-IH = €%t]:.rg€_%t,
usando la identidad de Baker-Hausdorff!, se tiene que el hamiltoniano en el
esquema de Schrodinger es el mismo al del esquema de Heisenberg?

Hy = Hs.

ledBem* = B+ [A, Bl + 5[A,[A, B]] + 5[4, [A, [4, Bl + ...,
2Esto es valido sélo para hamiltonianos que no dependen explicitamente del tiempo, es

decir, agts =
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Usando la definicién (3.1) y el hecho de que los hamiltonianos en el esquema
de Heisenberg y el esquema de Schrodinger coinciden, es facil ver (usando la
identidad de Baker-Hausdorff) que los operadores py y ps no son iguales ya
que ps no conmuta con el hamiltoniano; con base en el mismo argumento,
se puede ver que Ay =+ Ag. Una identidad que nos serda de utilidad es la
siguiente; dados tres operadores hermitianos Bg, Cy y Dy tal que cumplen

[BS, és] — iDs, (3.6)

entonces

[BH, CH} — iDy. (3.7)

Este resultado se demuestra de manera inmediata usado la definicién de los
operadores de Heisenberg (3.1)

[397 és} — iDg

_iHy o~ iHy _iHy, A iH _iHy o~ iH
e n'Byerte ﬁtC’Heht} = e h'iDyen’t
_iH, o~ iH, _iH, A iH _iHy, A iH, _iHg o iH _iHy, o~ iH
e n'Bpyente  ntChyent —e niChyenle  n'Byeh! = e hDyehn’
_iH, oA iH _iHy, A o~ iH _iH, o~ iH
et ByCyent —e  n'CyByent = e ntDyent
_iHy [ A iH _iHy, o~ iH
e ht[BH,CH]eht = e h'{Dyent
Hy

multiplicando por et por la izquierda y por e~ por la derecha tenemos

[BH, éH] —iDy.

Este resultado nos sera de utilidad ya que de esta manera podemos usar
las reglas de conmutacion que conocemos en el esquema de Schrodinger y
meter la transformacién unitaria que nos conecta los operadores en ambas
representaciones, siendo asi, tenemos

4
dt

r; =
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como A; depende sélo de las coordenadas espaciales, entonces, conmuta con
L

Lo = i (54 b bl (5 24

= ﬁ [2?5@' (pj - ZAJ)} )

por lo tanto

mii(t) = (pi = “Ai(a)) . (3.8)

H
Usando la ecuacién de Heisenberg (3.3) sobre (3.8) tenemos

5 = ailo-54) (i)
- gl bt Al b - 4] ()

= oo (5= 545 ) (I Ad + [A5,22]) + (3, Al + [A5.m3)) (3 = 545

n(o4A;  9A;\ _ h
como [p;, A;] = % <aTj — 3z:> = Z¢ji By, entonces

d . e e h h e
= -2) ()« () - 20)]-

esta expresion es valida para un campo magnético arbitrario que dependa sélo
de las posiciones, por lo tanto, en general Bj, conmuta con el operador A;
pero no conmuta con el operador p;, no obstante, para nuestro caso, el campo
magnético es constante y uniforme, es decir, conmuta con cualquier operador
y en particular con el operador p;. Ya que el operador mi; = p; — £A;,
entonces

d . e |2mh .
M T T o [T%,{%Bk] ’
por lo tanto
mis(t) = [9 (i x B)i] . (3.9)
c H

Considerando un campo magnético uniforme en la direccion z, tenemos B =
(0,0, B), entonces de acuerdo a las componentes de (3.9) obtenemos la forma
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para las ecuaciones de Heisenberg

Pi(t) = wein(t) (3.10)
Ba(t) = —weir(t), (3.11)

donde w. es la frecuencia de ciclotrén definida en la seccién (2.1.2). Como
puede notarse, las ecuaciones (3.10) y (3.11) estdn acopladas. Integrando
ambas ecuaciones se tiene

T1(t) = wexse(t) —weXy (3.12)
To(t) = —wexi(t) + weXo, (3.13)

donde w.X; y w.X3 son constantes de integracién. Sustituyendo (3.13) en
(3.10) y (3.12) en (3.11), llegamos a

() +win(t) = wiXs (3.14)
Bo(t) + wima(t) = WXy, (3.15)

por lo que este sistema de ecuaciones diferenciales ya estd desacoplado. Co-
mo se trata de una ecuacién diferencial de segundo orden no homogénea,
resolvemos la homogénea y se le suma una solucién particular, para obtener
la solucion general. Por lo tanto

F1(t) +wir(t) =0

Fo(t) + wiaa(t) =0

de donde puede notarse que dichas ecuaciones tienen la misma forma que un
oscilador arménico de frecuencia w,., por ello es que proponemos soluciones
de la forma

x1(t) = Acos(wet)+ Bsin(w.t) (3.16)
xo(t) = Ccos(w.t)+ Dsin(w.t), (3.17)

es facil ver que las funciones (3.16) y (3.17) satisfacen las ecuaciones ho-
mogéneas. Para la solucion particular, proponemos soluciones de la forma
zo1(t) = Xo y zo2(t) = X; donde puede comprobarse de manera inmediata
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que éstas soluciones satisfacen las ecuaciones (3.14) y (3.15); las soluciones
generales toman la forma

z1(t) = Acos(wct)+ Bsin(w.t) + X (3.18)
x9(t) = Ccos(w.t)+ Dsin(w.t) + X;. (3.19)

De acuerdo a la ecuacién (3.2) los operadores al tiempo ¢ = 0 deben de
coincidir con los operadores de Schrodinger, entonces

.1’1(0) = A+X2 = X185

372(0) = C + X1 = T2g9,

donde z;5 corresponde a un operador en el esquema de Schrodinger, ademas,
de acuerdo a las ecuaciones (3.12) y (3.13)

71(0) = wer2(0) — we X1 = we (w25 — X7)

y
19(0) = —wex1(0) + weXo = —w, (115 + X3),

como £1(0) = w.B y @2(0) = w.D, entonces, se tienen las condiciones
B=C, D=—A

Con ayuda de las ecuaciones homogéneas podemos determinar los valores
para A y C, de modo que nos queda

A =15 C = x5,
de esta manera, las soluciones con las condiciones iniciales, son
x1(t) = w15 cos(wet) + Tag sin(w.t) + Xo (3.20)

To(t) = wog cos(wet) — w15 sin(w.t) + Xj. (3.21)

Puede verificarse de manera directa que (3.20) y (3.21) satisfacen (3.12) y
(3.13). Despejando X; y X, de (3.12) y (3.13) respectivamente tenemos
1

X1 = 22(t) = —dn(?) (3.22)

Xy = o(t) + —ialt). (3.23)

c
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Como pudimos notar hasta este punto todo se hizo de manera indepen-
diente de la norma, la tnica consideracién que se tomé en cuenta fue la
direccién del campo magnético. Antes de continuar, senalaremos algunas re-
laciones de conmutacion que nos seran de utilidad. De acuerdo a la ecuacién
(3.8) tenemos

para el caso donde la direccién del campo magnético es a lo largo del eje z
tenemos

B
[miy, mis] = zh% (3.25)
otra relacion importante es

De acuerdo a las ecuaciones (3.22) y (3.23) se puede mostrar por célculo
directo

ih
X1, X = 3.27
[ 15 2] mwc> ( )
por ultimo, mediante las definiciones de X; y &; se obtiene

Como la expresion para el momento cinético (3.8) incluye al potencial,
entonces, depende de la norma, por lo que definimos a los operadores

m (i + i)

= , 3.29
¢ v/ 2hmuw, ( )
“© = V2hmw,. (3:30)

2 (A A
4, = Y2AFid) (3.31)
B
P1 F ip2

- , 3.32

P+ NG ( )
L
gy = DT (3.33)

done A; y A, son las componentes del potencial vectorial. Es facil ver que

la,a'] =1, (3.34)
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es decir, a v a' cumplen la funcién de operadores de descenso y ascenso,
respectivamente. Los operadores x4 y py satisfacen las siguientes relaciones
de conmutacion

[xi,pi] = Zh, (335)

['xi,p$] = 07 (336)

y dichas relaciones de conmutacion son las canonicas, lo cual no debe de
sorprendernos, no obstante, también se puede calcular la relacién de A4 y
p+ obteniendo

ih /04, 0A

en el capitulo (2) se vio que el campo magnético estd definido mediante
€ijkaiAj = By,
y ya que el el campo magnético esta en direccion del eje z se concluye que
[As,pi] =ih (3.37)

més adelante vamos a ver que para la norma simétrica (1.48) los operadores
x4+ v Ay coinciden. Lo que debemos senalar es que el operador A se esta
definiendo como un término de correccion pues bien, las normas que siempre
suelen usarse son la simétrica (1.48) y la de Landau (1.51) pero, nada nos
restringe a no usar una norma de la forma

1 2
A=DB <—§I2, §$170> )

la cual cumple perfectamente la definicién con la que fue construido el po-
tencial vectorial y ademads, la condicién de un campo magnético constante y
homogéneo a lo largo del eje z, por lo tanto, los operadores z4+ y A4 ya no
van a coincidir; esta es la idea principal del por qué introducir estos nuevos
operadores. La intencion de esta parte es crear una formulacion generalizada
para después particularizar con las normas simétricas y las de Landau.

Conforme a las relaciones de (3.25) y (3.27), en lugar de las variables
candnicas 1, p1 v T2, p2 pueden usarse las variables &9, 1 v X5, X;. Usando
(3.29) v (3.30) expresamos el hamiltoniano como

1
H = hw, (aTa + 5) : (3.38)
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ademds, escribimos a los operadores (3.29) y (3.30) en términos de (3.31) y
(3.32) obteniendo

1 0
a= ire (A+ + 27‘08 ) (3.39)
L (TR (3.40)
27“0 9z, )’
donde -
= _—— 3.41
P+ Z 8xi ’ ( )
ademas
h
Ty = )
MW,

se conoce como la longitud caracteristica (la cual usando la definicién de w,
puede verse que coincide con (1.62)). Para el estado base

a o) =

es decir

<A+ + 27”08 ) |10) =

llegando a la funcién de onda

o) =eof o [ Ade+ s} (342

Como X; y X3 no conmutan entonces no podemos tomar eigenfunciones en
comun pero si podemos tomar eigenfunciones de

X+ X3,

para ello definimos los operadores

Xo+1X
X, = &) (3.43)
V2
Xy —1X
X_ = 2—21’ (3.44)

donde
[X—7X+] T07 (345)
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por lo tato
X2+ X3 =2X, X_+72. (3.46)

La analogia de los operadores (3.43) y (3.44) con los operadores de ascenso
y descenso del apéndice (B) se puede notar en la ecuacién (B.17), los cua-
les ascienden (o desciende) los eigenvalores de X7 + X3 en 2rZ. De manera
andloga podemos determinar la forma explicita de los operadores (3.43) y
(3.44) llegando a

1 0
X+ = (l’Jr — §A+ — 71887) (347)
1 0
X_=la_—-A_ i 4
(;1: 5 + 7 8:@) , (3.48)

las eigenfuciones que corresponden al eigenvalor més pequeno para (3.46) es
X_|n)y=0, (3.49)

dado que X; y &; conmutan entonces X; conmuta con los operadores (3.39)
y (3.40) por ello X_ |¢y) = 0, entonces

0 1 1
2_ —_— —_—— prmm—
(TO o +ax_ 2A_) exp{ 202 /A+da:_ + f(x+)} =0

1 1 0 28f(x+) A+x, .
(x_ 2A_ 20r. Ajdr_ + 1§ i exp 27 +flzy)p = 0

A — [ Aldr_ ) =
(:L‘ 5 2, ydr_ + 1 o, ) 0,

ya que la funcién f(z,) depende tnicamente de z,, su derivada deja de ser
parcial y pasa a ser una derivada total

df (w) _ 1 (i /A+dx_ LA - 23;_) , (3.50)

dz 2r2 \ Oz,

siendo (3.50) la ecuacién diferencial que obedece la funcién f(z;) y dada
su relacién con la eigenfuncién del estado base (3.42), puede notarse que
esta funcién es muy importante para obtener la forma explicita que llega a
tener dicho estado. La ecuacién (3.50) estd relacionada directamente con los
términos (3.31) los cuales a su vez estan definidos de acuerdo a la norma,
por ello es de esperarse que las eigenfunciones (no sélo la del estado base)
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dependan de la forma que tenga la norma. En las dos siguientes secciones se
hace el ejemplo para la norma simétrica y una norma de Landau (para la otra
norma el procedimiento es completamente andlogo) para después conectarlas
mediante (2.32).

3.2. Norma simétrica

Hasta este punto la norma se ha tratado con toda arbitrariedad, por lo
que consideraremos el caso de la norma simétrica para poder expresar tanto
los operadores como las eigenfunciones que se definieron y encontraron en
esta norma en especifico, como

A= (-372,.271,0) s (351)

B
2
de acuerdo a las definiciones (3.31) y (3.33)

Ay =14,
por medio de (3.50) tenemos

flay) = cte

y la eigenfuncion del estado base toma la forma

|tho) = Nexp{—mw } (3.52)

2
2rg

1 L
~. El apéndice

donde N es una constante de normalizacion cuyo valor es :
ﬂ'T’O

(B) nos dice que

(a")" o) = [},

|

-
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por lo tanto, las primeras eigenfunciones son

11 (N[, e

W = Ja () 2o ()
.\ 1

0= e ) [ee(5)
. 2 r

v = g ) [0 (57)
. 3r

o s () ()
. 4 r

¥ = e ) [ee(5)

para el estado n-ésimo tenemos

1 1 i\"T[ ., Tyx
V) = 2777’3%(7)) [JCGXP< 22 >]

Usando coordenadas cilindricas, los operadores (3.33) quedan

i,oeﬂd)
\/§ )

ZE:E::l:

ademas ) ) )
rit+xTy p

x+x_ g - —

2 2

en efecto, las eigenfunciones (3.53) se pueden reescribir como

|¢ > 1 1 —1 ! n_ing 74/;22
n) — e e 0.
V2mrd vl \ \/2rd P

~—~

3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

El resto de las eigenfunciones se obtiene aplicando el operador de ascenso

X, es decir
X7 ) m=1,23, ..

(3.57)
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el cual, en la norma simétrica es

1 0

Como puede notarse, los niveles estan degenerados y estos en la literatura se
conocen como los niveles de Landau, los cuales tienen por energia

B, = hw, <n + %) | (3.59)

La densidad de probabilidad esta dada por
P(p) = pltn) (¢nl,

entonces,

1 1

P
2n+1 " 2,2
]¢n> <1/}n| = —(QTg)”Hﬁap +lo 25

el valor maximo debe satisfacer

d d
—P(p) = — W) () =0
i (p) ” (P [¥n) (¥nl)
asi
d 1 1 p2n+2 _p%
_ =~  _ ~ (2 1 2n 202

por lo tanto
p=roV2n+1, (3.60)

el valor de p para la ecuacién (3.60) coincide en forma con el valor para p
de la ecuacién (1.52) si se usa la definicién de la longitud caracteristica en
esta ultima expresion, lo cual es algo de esperarse porque ya vimos que el
esquema de Heisenberg guarda exactamente la misma informacion fisica que
el esquema de Schrodinger.

Las érbitas circulares que vimos en el capitulo (2) estan descritas por un
apropiado paquete de ondas de la forma

[ anesplinteat ~ gt exp [—4”—] | (361)

donde se debe cumplir la condicion clasica
V= Wep, (3.62)

tal que v es la velocidad tangencial (1.15).
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3.3. Norma de Landau

Ahora vamos a hacer uso de la norma de Landau para hacer un procedi-
miento andlogo a los anteriores. Conforme a la ecuacién (3.8) y a la norma
(1.51) las componentes del momento cinético tiene la forma

B
m.’l.jg = P2 — e—flfl, (364)
c
mientras que los operadores X; y X5 son
1
X1 = T9 — P1 (365)
1
MW,

siendo este el caso y usando las definiciones de los operadores (3.29) y (3.30)
obtenemos

1 0
al = v (x4 + 2 )—27"2i (3.68)
T 00z, |’ '
para el estado base
altho) =
entonces . 5
llegamos a

20w +

o = Nexp{ -2 o) ) (3.70)

donde N es una constante de normalizacion que debemos determinar. Para
el estado de menos energia tenemos

X_|n) =0,

donde los operadores (3.43) y (3.44) en la norma de Landau son

o)) e
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aplicando X_ a la eigenfuncién (3.70) encontramos la ecuacién diferencial
que obedece la funcién f(z), que es de la forma

df () T+ _

-5 =0,
dz 2rg
resolviendo esta ecuacién diferencial llegamos a

2
Z+
2 )
4rg

floy) = (3.72)

de esta manera podemos escribir la forma completa de la eigenfuncion del
estado base como

2t —a? =2z w } (3.73)

2
4rg

) = Nexp{

Para comparar las eigenfunciones de ambas normas es conveniente rees-
cribir a (3.73) en la forma

2 2
.fE+ — I Tyox_
= New S ool 5

de acuerdo a las definiciones (3.33) y (1.66) se puede mostrar que

{23'3_ — IQ_ . e $1$2.B
4r2 ke 2

donde puede notarse que el término entre paréntesis coincide con la funcién
generadora de norma (2.17), por lo tanto

e G
o) = eXp{%x ($1,$2)}Nexp{— ;r% } (3.74)
La eigenfuncién (3.73) se reescribe con ayuda de la (3.52) para obtener la
forma

0 = exp{ fox o) 1), 5.7

la forma que tiene la eigenfuncién (3.75) coincide con la misma forma que
tiene la funcién de onda (1.35), en otras palabras, las normas simétrica y de
Landau se relacionan via una transformacién unitaria y por ende, la constante
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de normalizacion de la norma simétrica es igual a la constante de la norma de
Landau, mostrando que la eigenfuncion del estado base en su forma explicita

es ) ,
i — —2m+a:_}

1
exp
/273 { 4rg

Para obtener las demas eigenfuciones basta con aplicar el operador de ascenso
las veces que sea necesario (al igual que en los estados de la norma simétrica).
A continuacién se muestran las primeras 5 eigenfunciones

|Yo) = (3.76)

1 1 i\’ 22— =2z, )]
|¢6> B 2mre W (7”_0) 7 exp{ . 4r2 - }
o VU L 0 |
1 1 iN'T 2 —x? — 2.1
|¢/1> B 272 T (7“_0) 7 exp{ . 4r? . }
21! | 0 |
1 1 i\ T 2 — 2% —2x,x )]
V) = 2mr2 /2! (T_o) o exp{ : 492 }
oV L 0 |
1 1 i\ 2 —x2 =2z, )]
lvg) = — | — 23 exps —F 5 +
2mrd V3l \ro/ | 4rg 1
1 1 iN'T 2 — 2% —2x,x )]
[y = — =) [ztexps = 5
2rri V4l \ro/) | 4rg 1

por lo que el estado n-ésimo es de la forma

N 1 iN" [, vt — 1t — 2z x
|r) = Wﬁ <r_0) {x_ exp{ P : (3.77)

Los estados restantes se pueden obtener al aplicar

X7 [h) m=1,2,3,.. (3.78)

de donde puede notarse la degeneracion. La energia también estd dada por

E, = hw, <n + %) . (3.79)
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Lo mas importante a senalar en esta seccion es que las normas simétrica y de
Landau?® se relacionan de la forma que esperabamos, con una transformacién
unitaria que contiene a la funcién generadora de norma, por lo que la fisica
que hay en una norma debe ser exactamente la misma a la de la otra pues
dicha transformacién puede interpretarse como un factor de fase.

Las analogias que hay en el esquema de Heisenberg con el caso clasico es
muy evidente, desde la forma de las ecuaciones de movimiento clasicas con la
ecuaciones de Heisenberg y las soluciones de las mismas hasta las coordenadas
del centro de la érbita con los operadores que podrian considerarse como el
“centro” en el caso cuantico, sin embargo, hay que tener cierto cuidado en esta
parte pues de acuerdo a la relacién de conmutacién (3.28) estas cantidades
no pueden determinarse mutuamente, por lo que no podemos hablar de un
“centro” en el caso cuantico sino de forma méas apropiada, de un centro guia.

3Para la otra norma de Landau (A = B(—x2,0,0)) se va a obtener un resultado andlogo,
iex(x1,z2) }

salvo que la transformacién unitaria serd expq ——-;%
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Capitulo 4

Efecto Aharonov-Bohm

4.1. Potencial vectorial fuera y dentro de un
solenoide

Es bien sabido dentro de la electrodinamica clasica que los potenciales
vectorial y escalar (A(r,t) y ¢(r)) no son cantidades directamente medibles,
las que se miden en el laboratorio son los campos eléctrico y magnético (E y
B), es decir, los potenciales son herramientas matematicas que nos sirven a
la hora de manipular las ecuaciones y de esta forma ayudar con los calculos,
por lo que dichos potenciales carecen de significado fisico; los campos pueden
expresarse en términos de estos potenciales de acuerdo a las ecuaciones (1.5) y
(1.6). Este hecho puede notarse claramente en las ecuaciones de Maxwell y la
fuerza de Lorentz (ecuaciones fundamentales de la electrodindmica clasica),
ya que no se hace referencia a los potenciales, los cuales son una construccion
tedrica. Con cierta impunidad los potenciales pueden ser cambiados y no
afectar los campos en lo absoluto; este cambio ya vimos que se puede realizar
mediante la transformacién que llamamos de norma tomando la forma (1.7)
y (1.8) donde x(r,t) es una funcién escalar cualquiera que puede depender
de la posicién y el tiempo.

En la mecanica cuantica los potenciales juegan un rol mucho mas signifi-
cativo, el hamiltoniano queda expresado de acuerdo a la ecuacién (1.11), no
obstante, esta teoria es invariante de norma como ya vimos en el capitulo (2).
Durante mucho tiempo se tuvo por sentado que NO podia haber influencias
electromagnéticas en regiones donde los campos E y B son cero, mas alla de
lo predicho por la teoria clasica. En 1959 Aharonov y Bohm publicaron un

75
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trabajo donde se muestra que el potencial vectorial puede afectar el entorno
cuantico de una particula cargada que se esté moviendo a lo largo de una
region donde el campo magnético es por si mismo cero. Para dicha explica-
cion primero vamos a analizar el caso clésico y después abordaremos el caso
cuantico.

Si tenemos un solenoide como el que se muestra en la figura (4.1) el cual
es lo suficientemente largo para tener un campo magnético uniforme en el
centro y poder despreciar los efectos de borde, la ley de Ampere nos dice que

j{B cdl = fig] e (4.1)

De acuerdo la figura (4.1), la integral cerrada se puede descomponer en

AVAVAVAVAN AV AV

(N —
d

Figura 4.1: Solenoide por el cual circula una corriente I

cuatro integrales de linea en la siguiente manera

B c D A
%B-dl:/ B-dl+/ B-dl—l—/ B-dl+/ B - dl = polepe,
A B c D

(4.2)
de esta forma, como el campo y la trayectoria de B a C' y la trayectoria de
D a A son perpendiculares, el integrando es cero, ademas, como afuera del
solenoide el campo B es cero, la unica integral que sobrevive es la primera,

en efecto 5
fB-dl:/ B - dl = polepe,
A

suponiendo que la trayectoria de A a B tiene una longitud [ y que el solenoide
tiene n vueltas por unidad de longitud, entonces, la corriente total encerrada
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es Ien. = nll y dado que el campo es uniforme llegamos a
Bl = pgnll,

B = pynlz, (4.3)

suponiendo, sin pérdida de generalidad, que la direccién del campo esta orien-
tada a lo largo del eje z.
El flujo magnético esté definido como

/B .da =0, (4.4)

por lo que de acuerdo a la ecuacién (1.5) [ B - da = [(V X A) - da, usando
el teorema de Stokes llegamos a [(V X A) - da = ¢ A - dl, entonces

j{A -dl = . (4.5)
Es evidente la analogia que existe entre las ecuaciones (4.1) y (4.5), donde
B— A y polene — P.

Es de esperarse que el potencial dentro del soleniode no sea cero, pero, aunque
lo légico seria pensar que afuera (donde no hay campo) se desvanezca, se
mostrard que no es asi. Lo primero a encontrar es la direccion del potencial;
ya que este es uniforme y lo podemos escribir de acuerdo a la ecuacién (1.21)
B = 2B, entonces

A X —(ép X éz) A X é(ﬁa
la direccion de A es paralela a la componente polar, es decir, a lo largo de
la corriente. La magnitud del potencial esta dada conforme a las ecuaciones
(4.4) y (4.5). Si el solenoide tiene un radio a, vamos a tomar un circuito
amperiano de radio r que esté dentro y sea concéntrico al solenoide

/B-da,:j{A-dl, (4.6)

de manera tal que el campo es uniforme y constante, ademas, el potencial es
paralelo al circuito amperiano, entonces B(wr?) = A(27r), considerando la
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magnitud del campo dentro del solenoide (4.3) y que la direccion de A esta
en la parte polar, obtenemos

pond
2
para el caso fuera del solenoide, se tiene un procedimiento andlogo, sélo

considerando que ahora el flujo estd a lo largo de todo el solenoide, por lo
tanto, B(ra?) = A(27r), en efecto

Ay = ro para 1 < a, (4.7)

_,uon]azA
2 7

Ay para 71 > a, (4.8)
claramente el potencial no es cero en el exterior, decae como % PEero no es cero
a pesar de que el campo si lo es. Es importante senalar bajo qué condiciones
fue definido el potencial vectorial; para las dos situaciones, el rotacional del
potencial debe de reproducir el campo magnético de acuerdo a su localizacién,
para lo cual es facil verificar

V x Ag = (0,0,B), (4.9)
V x A = (0,0,0). (4.10)

4.2. Particula alrededor de una solenoide

A continuaciéon, vamos a considerar el caso de una particula de carga
e confinada a moverse en una Orbita circular alrededor de un solenoide; el
solenoide tiene un radio de longitud a y la érbita uno de longitud b como se
muestra en la figura (4.2), como la particula se encuentra fuera del solenoide,
el potencial vectorial que debemos considerar es conforme al de la ecuacion
(4.8) el cual reescribiremos como

d .
A= — 4.11
b (111)
donde
® = 1a*B,

el solenoide no esta cargado por si mismo, por lo tanto, el potencial escalar
es cero; con estas circunstancias el hamiltoniano (1.11) toma la forma

H—i(ﬁ—@if—i(A —2—51‘1'1“(9242) (4.12)

2m c - 2m
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Figura 4.2: Particula moviéndose alrededor de un solenoide

entonces

1 2eh e\?2
H=— (—h2V2—.—A-V+ (—) A2) ,
2m ic c
debido a la naturaleza del problema usaremos coordenadas cilindricas. Como
puede notarse, la particula se encuentra en una érbita en particular (z = 0
y r = b) de esta manera la funcién de onda sélo dependera de ¢, en efecto,

el laplaciano solo puede tener a la parte polar

> 1 &
r2 dp?
ademas
o o d
4 T 212 dg’

dada la ecuacién (4.12)

1 7’1_2al_2 _ieh® d ed
2meb

) + 2mE) W() =0, (4.13)

om \ 02d¢?  web? dp

definiendo las siguientes constantes

(4.14)
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2mEb?
€= —; — 3, (4.15)

es claro que las constantes (4.14) y (4.15) son reales, en efecto, la ecuacién
de Schrédinger (4.13) es

d? . d
(dTﬁQ — 215% + 6) W(p) =0, (4.16)

esta ultima ecuacién diferencial es una ecuacion de segundo orden con coefi-
cientes constantes, de esta manera lo conveniente es proponer una solucién
que sea

P(p) = 7, (4.17)

la cual nos lleva a la ecuacién caracteristica
N — 2B\ —€=0, (4.18)

que tiene por soluciones
A=BEVF e

y de acuerdo a la ecuacion (4.15) llegamos
b
A=+ 5 V2mE. (4.19)

La funcién de onda (4.17) depende tinicamente del angulo polar, entonces,
dada la condicién de periodicidad de esta solucion, se debe cumplir

V(o) = V(o + 2m),

siendo este el caso, A sélo puede ser un niimero entero, por lo tanto, dada la
condicién (4.19)

n:ﬁj:%\/ZmE n ez,

que de acuerdo a la definicién (4.14) la energia queda cuantizada en la forma

h? ed \?
E,=—— — . 4.2
" 2mb? (n 27rhc) (4.20)

Los eigenvalores de la energia presentan una degeneracion doble que se puede
notar en la naturaleza de n y que el término entre paréntesis es positivo. La
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interpretacién que puede darse a este fenémeno es que para n positiva, la
particula viaja a favor del sentido de la corriente I, suponiendo que la carga
q es positiva, y para n negativa el sentido de la trayectoria es de manera
opuesta a la corriente. La trayectoria es independiente de la carga; el signo de
la carga so6lo va a afectar la magnitud de dicha energia ya que para ¢ positiva
la energia en sentido de la corriente es mayor que el opuesto y viceversa para q
negativa. Lo mas importante de esta interpretacion radica en la dependencia
de los valores permitidos de la energia, es decir, la energia claramente va a
depender del campo dentro del solenoide (flujo magnético), a pesar de que el
campo es cero donde se encuentra ubicada la particula en cuestion.

4.3. Particula en una region libre de campo
magnético

Para generalizar el caso anterior, suponga una particula que se esta mo-

viendo a través de una region donde B = V X A = 0, pero como ya vimos,

A por si mismo no lo es. También podemos asumir que el potencial vectorial
es estatico, entonces, la ecuacién de Schrodinger es

1 [(h 2
[_ (by—ta) v
2m \ 7 c

de forma tal que la energia potencial V' puede ser incluida en la contribuciéon
de la parte eléctrica, por lo tanto, podemos escribir la funciéon de onda como

b= maa—@f, (4.21)

W= oy, (4.22)
donde ;
e
= __ A - dr’ 4.2
o) = [ Aar (1.23)

con @ un punto de referencia arbitrario de nuestra elecciéon. Hay que resaltar
el hecho de que esta definicion sélo es posible cuando V X A = 0 alo largo de
la region en cuestion, ya que al ser el potencial irrotacional, éste no depende
de la trayectoria sino inicamente de los puntos inicial y final. Por medio de
(4.22)

Vi = i(Vg)e'y' + e“(Vy),
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como .
=—A
V9 he
entonces . B
Sy - SAY = 2 (VY),
1 c 1
por lo tanto
(p—Sa)v =" (1.24)
c 1
lo cual, nos lleva a
e \2 e
(p-7a) v = (p-24) (p-ca)v
e h .
— _ _ 9 /
- (o) e

- E (Vi) ~ SA (V)]

= R T T + envr) - LA (T w)

— ? 7@—? (%A619<v¢/) + eig(v2¢/)> N ZA <ng(v¢/))}
O

de manera inmediata, multiplicando a (4.25) por ﬁ, usando la relacién in-

versa de (4.22) y sustituyendo en (4.21) llegamos a

o'

h2 2 / .

2m

(4.26)

La ecuacién (4.26) satisface la ecuacién de Schrodinger cuando el potencial
A es cero, por lo tanto, si se resuelve (4.26) entonces la correccién cuando
tenemos el potencial vectorial es trivial ya que sélo basta con agregar el factor
de fase e%.

Lo que es importante para nuestro caso es que si sustituimos a g(r) por
—x(r) recuperamos las eigenfunciones (2.32). Esto se ve de manera justificada
por medio de la ecuacion (1.7) ya que A’ = 0 por lo tanto, A = V(—y) vy asi
es que se tiene la conexion entre las funciones cuya forma es

= ey = R S5 Ay (4.27)
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4.4. Experimento de interferencia Aharonov-
Bohm

Para concluir este capitulo, vamos a investigar si una particula que se
mueve en lugares donde A(r) no es cero pero B(r) si, tiene algtin efecto por
esta region que es inaccesible para ella. Para dicho suceso vamos a considerar
un experimento de interferencia de la doble rendija con un soleniode que se
encuentra detras de la barrera y el cudl es impenetrable para la particula
como se muestra en la figura (4.3). Para construir la funcién de onda que

Rendija 1

Pantalla

o
<
RS
vt
Rt

e

Solenoide

b

Rendija 2

Figura 4.3: Interferencia del efecto Aharonov-Bohm. La particula no puede entrar a la
region del campo magnético.

describe a la particula en el punto b primero encontramos la funcién con la
rendija 1 abierta y la 2 cerrada, analogamente se hace 1o mismo con la rendija
2 abierta y la 1 cerrada para posteriormente tomar una combinacién lineal
de ambas y asi obtener la funcién en general. Sea 1, 5(7) la funcién de onda
cuando sélo estd abierta la rendija 1 y 9p(7) la funcién de onda cuando
sélo estd abierta la rendija 2, que de acuerdo con la ecuacién (4.22) puede
escribirse como la funciéon de onda donde el campo es cero con el factor de
fase correspondiente a su trayectoria, por lo tanto

wlB(r) _ 6% fl A(T’)'dwwlo(’r) (428)

Uop(r) = ehe 2 ACDA Y () (4.29)
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donde ¥10(r) y 19(7) son las soluciones en ausencia del potencial vectorial
para cada una de la rendija que se encuentra abierta. Al tomar la superpo-
sicién de (4.28) y (4.29) obtenemos

wB(,’,,) — 6% fl A(rl).dr’wlﬂ(r) + 6’% f2 A(r/).dr/¢20(’r)’ (430)

A(r')-dr’

. s 2 / . ie .
entonces, al factorizar de la ecuacién (4.30) el término ee J2 se obtiene

Y

QZJB(T) — e% f2 A('r’).dr' |:6;Ti<f1 A(’f‘/)-d'r'—f2 A("")-d'r")wlo _|_ 1/]20(7.)
de acuerdo la ecuacion (4.5)

[Aw) ar— [aey-ar = §ae) - ar — o,
1 2
por lo tanto
Yp(r) = eie Ja ALT)-dr” [6’%@%0(7“) + ¢20(7°)} : (4.31)

Las funciones de onda donde no hay potencial vectorial obedecen la ecuacién
(4.26) por lo que es facil mostrar su forma explicita

bo(r) = %ei’““ (4.32)

Wao(r) = %e’“ (4.33)

donde r; y ro son las distancias de la rendija 1 a la pantalla y la rendija 2 a

la pantalla, respectivamente. El factor % con i = 1,2 son las constantes de

normalizacién. Sustituyendo (4.32) y (4.33) en (4.31) y factorizando (4.33)
obtenemos

1 ie 7 7 (e
Vp(r) = wa_Qencfr““")'d’" Hikra {1/:—?(%@*”1”2)“ L (439)

entonces, la tnica forma de que haya interferencia constructiva es si

e

k
7’1+hc

® — kry = 27n, (4.35)
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si sustituimos el ntimero de onda k = 27” llegamos a

A d
ry— 1y = Py (27m - ji_c) (4.36)

de esta forma se puede notar que la posicién para los maximos de interferencia
se veran desplazados de acuerdo a la variacién del flujo magnético (), y esto
sucede a pesar de que la particula no pueda entrar en la regién del campo
magnético.
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Capitulo 5

Norma generalizada

Como se ha visto en los capitulos anteriores, la norma simétrica es un
caso particular de considerar al potencial vectorial en la forma de la ecuacion
(1.21) y las normas de Landau pueden obtenerse mediante una transfor-
macién de norma, sin embargo, la arbitrariedad de la funcién escalar nos
garantiza una infinidad de normas, por ello es que buscamos una norma que
tenga como caso particular a la simétrica y las de Landau. Proponemos una
norma de la forma

1 1
Ag =B (—6332, al’l, 0) (51)

donde a y b son dos constantes reales. A, debe cumplir V x A, = BZ por

lo tanto
1—1—1—1 (5.2)
a b '

de acuerdo a la condicién (5.2) ambos valores pueden ser positivos o uno de
ellos positivo y el otro negativo pero no ambos negativos. Si los dos valores
son positivos quiere decir que deben estar en el intervalo [0, 1] por ello es que
podemos escogerlos de la forma

1 2
- = 0 .
~ =cos™ 0, (5.3)
1,
5 = sin 9, (5.4)
sustituyendo (5.3) y (5.4) en (5.1)
A, =B (—:UQ sin’ 6, x; cos? 6, 0) , (5.5)
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usando las identidades para el angulo doble y haciendo un poco de algebra

llegamos a

B B
A, = 5(—:@,%1,0) + 5 cos 20(x2, 21,0), (5.6)

el primer término es la norma simétrica (1.48) y el segundo lo podemos
reescribir como

B B
- cos 20(x9,x1,0) = cos20 V <x1:;2 )

donde el término entre paréntesis es igual a la funcién escalar (2.17), por lo
tanto, la norma generalizada toma la forma

Ay = A +cos20 Vy, (5.7)

cuando X >0y L >0.
a b

Para el caso cuando uno de los dos términos es negativo, vamos a consi-
derar sélo uno ya que el otro es completamente analogo. Si % < 0 entonces
la condicién a cumplir sera

1 1

-1 5.8

i (5.8)
por lo que dada la naturaleza de (5.8) es natural pensar en definir

1 2

— = cosh” 0 (5.9)

a

]. . 2

5= sinh” 0, (5.10)
en efecto, (5.1) toma la forma

A, = B (xysinh® 6, z; cosh® 6, 0) , (5.11)

usando las identidades del angulo doble para las funciones hiperbdlicas lle-
gamos al resultado

B B
A, = 5(—5[32,1‘1,0) + 3 cosh 20(x4, x1,0),

de acuerdo a la ecuacién (1.7)

A,= A, — Vy, (5.12)
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lo cual nos lleva a

1 1 B Ox Ox O0Ox
Bl —— — = — (— - = = =
( be’a/a:l’O) 2 ( x27$170) (ax:l?axQ?amS) )

lo cual nos lleva a las ecuaciones

X(x1,x0) = %xlxg - g[ﬁll’g + f(x2) = x(21,22) = <% - %) Bz + f(x2),
(5.13)
X(x1,x0) = gl'll'g - gl’lﬂjg + g(x1) = x(21,22) = (% — 2) Bz + g(x1),
(5.14)

donde f(x2) y g(z1) son funciones por determinar. Como f(x3) sélo depende
de la variable x5 y la funcién g(z;) sélo de z1, las ecuaciones (5.14) y (5.15)
sélo pueden ser iguales si f(xs) y g(x1) son constantes y

(-2)-(-3)

sin pérdida de generalidad, podemos considerar que la funcién constante es
cero y ademads, la tltima igualdad no es otra que la condicién (5.2). Para las
normas de Landau

ALl = B(O,l’l,()), (515)
AL2 = B(—lL'Q,0,0), (516)

haciendo un procedimiento analogo

A=A, — Vy, (5.17)
tomando de nuevo las funciones de integracion igual a cero llegamos a
1
X(x1,2) = gBlUlﬂfz, (5.18)
1
X(21,79) = (1 - —> By, (5.19)
a

de igual forma, para que (5.18) y (5.19) sean iguales, entonces

1,1
b al’

y esta también es igual a la condicién (5.2).
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Conclusion

A lo largo de este trabajo se fueron obteniendo resultados clédsicos y
cuanticos de forma paralela, el objetivo de ello siempre fue ir comparando lo
obtenido y que esto fuera mas digerible para el lector. Uno de los primeros
resultados que se obtuvieron fue la resolucién del problema de un electrén
dentro de un campo magnético de manera cuantica para posteriormente com-
pararlo con el resultado clasico, obteniendo de esta forma el mismo resultado
entre ellos cuando se tienen nimeros cuanticos muy grandes, esta limite den-
tro de la literatura se conoce con el nombre de principio de correspondencia,
ademas, se puedo ver que las energias coinciden tanto en la norma simétrica
como en la norma para ambos esquemas lo cual es muy importante y de es-
perarse ya que la energia es una observable, sin embargo, las eigenfunciones
difieren en cada una de las normas y esquemas, no obstante, esto no debe
de extranarnos ni alarmarnos ya que la funcién de onda por si misma, no
tiene un caracter fisico, sino la densidad de probabilidad y esta si permanece
invariante porque la transformacion que nos vincula ambas normas es una
transformacion unitaria que puede (y de hecho se hace) ser tratada como un
factor de fase. Uno de los resultados mas importantes obtenido esta en la
secci6én (2.1.3) el cual nos garantiza que el valor esperado es el mismo para
el operador de momento cinético via una transformacién de norma general,
por lo tanto, en particular la transformacion de la forma (2.17).

Para el caso clasico se puedo observar que las transformaciones de norma
también son completamente consistentes con la teoria, ya que a nivel de la
Lagrangiana, el término adicional que aparece no afectar en nada; quiza este
resultado es un poco obscuro, porque no se dio una demostracién formal, sin
embargo, es facil de verlo y por ello es que sélo se enfatiza en esta seccion.
Supondremos que el sistema es conservativo, de modo que la funcién lagran-
giana no depende explicitamente del tiempo, por lo tanto, la accién se define

91



92

Ccomo
S = /dtL(q,d)-

El principio de minima accién establece que la trayectoria del sistema entre
un estado inicial ¢(¢;) y al otro final ¢(ty) fijos es un extremo de la accion, es
decir

S =0,

si la transformacién de norma no tiene repercusiéon a nivel fisico, entonces
58 =05’

donde
S = /dtL'(q,Q).

De acuerdo a (2.3) tenemos que

o5~ [ a (L<qi,q;-> N fd—X) |

cdt
en efecto
edy
cdt

donde, el segundo término del lado derecho es cero por el principio de minima
accion, por lo tanto.

55’:55+5/ dt,

58S =05".

Para el caso del formalismo hamiltoniano, se mostré que los términos que se
agregan para el momento conjugado y el potencial, se aniquilan mutuamen-
te, conservando las ecuaciones de movimiento intactas. También se obtuvo
el resultado esperado para el caso de una particula cargada en un campo
magnético. Quizd uno de los detalles méas importantes que se deban senalar
es que, de manera cudntica (abusando un poco del lenguaje) la particula
podria tener dos direcciones de giro, esto es porque el nimero cuéntico m
puede tomar valores positivos o negativos pero, entonces jpor qué en el caso
clasico la particula siempre gira en una sélo direccion? Esto puede responder-
se con la discusion que se hizo al final del primer capitulo ya que al mandar
nuestras soluciones de la energia a niveles grandes suceden dos cosas intere-
santes, una es que si queremos tener un analogo macroscopico, entonces m no
puede ser negativo, es decir, sélo puede haber una direccién de giro y si m es
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negativo entonces no puede haber un analogo clasico. En el caso del esquema
de Heisenberg la analogia clasica es bastante més evidente ya que ahi pueden
verse la mayoria de las propiedades clésicas en la misma forma, por ejemplo,
las ecuaciones de movimiento, el centro de la drbita, el radio, entre otros. El
aporte que se hace al final puede notarse en la formulacion generalizada que
se hizo con el esquema de Heisenberg y la norma generalizada que se propuso
al final de este trabajo, consideramos que hacer una fusiéon de ambos puede
llevarnos a algin resultado interesante, quiza encontrar otro tipo de normas
con propiedades curiosas. En términos generales, se considera que el trabajo
es satisfactorio, pues los efectos cuanticos que vimos reproducen muchos de
los casos clasicos que conocemos.
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Apéndice A

Funciones especiales

A.1. Ecuacion de Laguerre

El objetivo principal al estudiar ecuaciones diferenciales ordinarias de
orden n con condiciones iniciales consiste en encontrar una funcién solucién
tal que ésta satisfaga ciertas restricciones sobre el valor que dicha solucién y
sus n — 1 primer derivadas han de tomar para un mismo valor de la variable
independiente. Para el caso donde no se tiene un sélo valor (condicién inicial)
sino una regién se dice que tenemos condiciones de contorno donde nuestra
funcién esta definida; para el caso de las ecuaciones diferenciales ordinarias
el contorno lo constituyen los puntos extremos del intervalo sobre el cual se
pretende resolver la ecuacién diferencial. Para la situacién que analizaremos
en este apéndice consideraremos un caso particular del problema de Sturm-
Lioville en el cual se tiene la ecuacién diferencial

2
a:d—y—l—(l—x)d—y—i-nyzo, (A.1)
dz? dx
de manera tal que aplicando el método de Frobenius® proponemos una solu-
cién de la forma

y(@) =) axr® = ao+ a1z + apx’ + azz® + agx’ + ., (A.2)
k=0

'El método de Frobenius (también conocido como método en serie de potencias) fun-
cionara siempre y cuando el punto sobre el cual se expande la serie no sea peor que un
punto singular regular
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siendo que tenemos para la primera y segunda derivada, respectivamente

d (o]
% = Z ]{;akxk717 (A3)
k=0
d*y > _
3= > k(k = 1)t (A.4)
k=0

al sustituir en la ecuacién (A.1) se obtiene

0 = Y [k(k+ Daga + (k+ Vagpr — kag + nay] 2*
k=0

lak+1 (k+ 1)* + ap(n — k)] «*

hE

T

0

sin embargo, solo puede ser cero el término entre corchetes de la suma

[e.e]

D ansr (k+ 1) + ag(n — k)] =0

k=0

de esta forma, los coeficientes ay y apr1 quedan ligados por medio de la
relacién de recurrencia

n—~k
pp1 = — ag, A5
k+1 (kj—|— 1)2 k ( )
para los primero coeficientes tenemos
n n(n—1 nn—1)(n—2
a; = —ﬁam Az = %ao, az = — ( 122)2(32 >ao,
n(n—1)(n—2)(n —3) nn—1)(n—2)(n—3)(n—4)
dq = 12923242 o, a5 = = 1292324252 ao -
por lo que podemos escribir cada coeficiente de manera proporcional a ag
—1)*n!
__(hmt (A.6)
(n— k) (k)

sin pérdida de generalidad, se puede tomar ag = 1, siendo este el caso, nuestra
solucién a la ecuacién diferencial queda de la forma

- —1)kn!
y(zr) = Z mxk (A.7)
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Puede notarse que la relacién de recurrencia (A.5) se anulard para k = n, de
esta manera, el coeficiente a,,, sera idénticamente cero y el polinomio serd
de grado n; en efecto, podemos definir nuestra solucién de la forma

" (=1)kn! "L (—1)k2k
In(0) =2 TETIEe ; (k:) Mo (A.8)

k=0

los cuales son conocidos como los polinomios de Laguerre.

A.1.1. Formula de Rodrigues
Consideremos dos formulas que nos seran de utilidad

dr s! . , .
ﬂxs = ( )|x‘s’p derivada p-ésima de x*,
x s—p)!

a- (f-9)(x)= lzj; (T) (dd—;lf(x)) (jxm—;g(x)) Regla para la derivada m-ésima.

dam
La ecuacién (A.8) puede reescribirse de la forma

L(z) = gi (Z)( 1)ke - Z( ) (dmk x) <df;kkxn>’

k=0

donde se hizo uso de la derivada (n — k)-ésima y usando la regla de Leibtniz
para la derivada n-ésima se obtiene por resultado
e’ d”

Ly(z) = ! don (

z"e™™) (A.9)

la cual es conocida en la literatura como formula de Rodrigues para los
polinomios de Laguerre; usando a conveniencia la forma (A.8) o (A.9)

A.1.2. Funcién generatriz

Dada una familia de polinomios ortogonales P,(x) definidos en un inter-
valo [a, b] se dice que tiene una funcién generatriz

= i Py (2)t" (A.10)
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de manera tal que al desarrollar la serie en potencias de ¢, los coeficientes del
desarrollo son los polinomios P,(x).

G(z,t) = i i (Z) #t"

n=0 k=0

puede notarse que la segunda suma depende de la primera, es decir, la segun-
da suma va tomar valores hasta donde la primera lo indique, por ello es que
se puede recorrer los indices, quedando la funciéon generatriz de la siguiente
forma

Gz,t) = ii(g)%t"

n=k k=0
-2z )
k=0 n=~k

el teorema generalizado del binomio nos garantiza que

o)

n=0

entonces

N

1 — t)k:—i—l
k=0

k
L &K ()
n 1—tz k!

por lo tanto, la funcién generatriz de los polinomios de Laguerre toma la
forma

G(z,t) = e, (A.11)

A.1.3. Ortogonalidad

Usar a los polinomios de Laguerre en su forma de funcion generatriz
nos es util para ciertos célculos (como lo puede ser a veces usar la formula
de Rodrigues); los dos caso més importantes son calcular su norma y su
ortogonalidad, para lo cual, el siguiente teorema es muy importante
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Teorema 1 La familia de polinomios {P,(x)} son ortogonales en el inter-
valo |a,b], relativo a la funcion peso r(x) si y sdlo si la integral

b
I(t,t") = / dz r(z)G(x, t)G(z,t') = (G(z, 1)|G(z, 1))

solo dependa de las variables t y t' a través del producto tt'.

Demostracion:

De acuerdo a la ecuacién (A.10)

Gz, t) =Y Pu(a)t"  Gla,t) =) Pu(x)t"™,

m=0

de este modo

Ity =Y " /0 " () Py () Py ()

n,m=0

como los polinomios son ortogonales con respecto a la funcién peso r(x)
entonces

(Po(2)|Pn()) = Onm

It )= Y 4"t =Y ()" = f(tt) W
n,m=0 n

La demostracién del regreso es completamente andlogo, por lo que ya no
se realizard pero se tomara como valida. Para el caso de los polinomios de
Laguerre la funcién peso corresponde es e™* |, en efecto

1 0w et 1 * ,z<4+
I(t,t'):—// dxeltelt’e“c:—// dre “\1-t71-
(L=t)1=1) Jo (1=t) 1 =) Jo (A1

CcOo1mo

t o, t/ 1) - 1—tt
1—t 1—t 1=t (11—t

se tiene

1 & —x 1#5/ 1 =z 1—tt! i o0
[(t, t/) = m/{)‘ dz e ((1_t)(1_t )> = |: e ((1—t)(1—t )>:|

1—tt/ .
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1
I(t,t') = et

por el teorema generalizado del binomio, tenemos que

- S0

=0

entonces
(oo}

It t) =) (t)",

n=0

de esta manera puede notarse que I(¢,t') depende sélo de potencias del pro-
ducto tt'. La condicién de ortogonalidad que cumplen los polinomios de La-
guerre respecto a la funcién peso r(x) = e™* es

(L ()| Lin () = O (A.13)

A.2. Polinomios asociados de Laguerre

Los polinomios de Laguerre tienen una generalizacion llamada polinomios
asociados de Laguerre los cuales son solucién a la ecuaciéon diferencial

d*y dy
x@—f—(aﬁLl—x)@ﬁLny:O, (A.14)

de esta manera, haciendo un procedimiento completamente analogo al hecho
Y
para la ecuacién (A.1), se obtiene un relacién de recurrencia de la forma

(n — k)
k+1)(k+1+a)

Ap4+1 = —( Qg (A15)

por lo tanto, para k = n el coeficiente axy; y por ende todos los siguientes;
los valores de los primeros cuatro coficientes en términos de ag son

P L— as = n(n—1) a
T (0 4a) 2T A0+ )24+ )
Gy — n(n—1)(n — 2) . 0 — n(n—1)(n —2)(n — 3) .

B1+a)2+a)3+ ) A1+a)2+a)3+a)(4+a)
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sustituyendo estos coeficientes para la soluciéon que propusimos, podemos
reescribir nuestra solucién (A.2) para obtener la forma

n
nlal k

y(z) =y _(=1)ag (n— )k + )kl

k=0

el coeficiente ag es una condicién inicial que nosotros podemos imponer, por

lo que debido a cuestiones de normalizacién, las cuales se justifican més
. ! : .

adelante, su valor sera ag = % Considerando todos los aspectos necesario,

nuestro polinomio queda expresado como

(n+ ) i

y(z) = Z(—l)’“(n it )R

k=0

de esta manera, queda definidos los polinomios generalizados de Laguerre de
la forma
"L /n+a (—1)kP
LY (x) = —_— Al
=3 (S (A.16)

A.2.1. Formula de Rodrigues

La féormula de Rodrigues nos permite escribir el polinomio en términos
de sus derivadas, por lo que de acuerdo a la ecuacién (A.16) podemos meter
algunos términos y arreglarlo para tener esta forma

N & n+ a)! &
L) = 2= (n—(k)!(kﬁa)!k!x

k=0
7Y% n! _(n+a)!
= -1 k_ —x\'" ' =) kta
nl kzzok!(n—k)!( A T
r e’ - n dk —T dn—k n+o
- S () (@) ()
por lo tanto
—,T dTL
LY (z) = ’ nle T (z"Fe™™) para o > —1 (A.17)

la ecuacién (A.17) se conoce en la literatura como la férmula de Rodrigues
para los polinomios asociados de Laguerre.
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A.2.2. Funcién generatriz

Para poder encontrar la funciéon generatriz haremos uso de la ecuacién
(A.10) teniendo en cuenta que para los polinomios generalizados existe una
funcion generatriz para cada valor de a. Teniendo en cuenta esto, el proce-
dimiento es completamente analogo al anterior

Go(z,t) = ZLO‘
z": <n+a> ok

(=1)ka* 1 i(n—i—a)n

=k
(=1)Fa* ki(n+k+a)tn
(- 1)kxk k 1
W e
oo ([ at\F
1 (=1%)

- (1—t)a+1z Ko

k=0

I
Mg

n=0

Mam

k=0

[
M8

i
=)

por lo tanto
eTot
(1 —t)ott’

los cuales son conocidos como las funciones generatrices de los polinomios de
asociados de Laguerre.

Go(w,t) = (A.18)

A.2.3. Ortogonalidad

Los polinomios asociados de Laguerre tampoco son ortogonales por si
mismos; por lo que haciendo uso del teorema 1 mostraremos que son ortogo-
nales en el intervalo 0 < z < oo bajo la funcién peso r(z) = x%e~*, en efecto,
haciendo uso de las ecuacién (A.18)

1 1 & —xt —at/
Gz, 1) |Gl 1)) = et TH T dr (AL19
(GolaDIGolet) = ey | 2" et (419
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1 1 o0 _ 1t
AN a —T — —7
Ia(tvt) - (1 _ t)oHrl (1 _ t/)aJrl /0 xr-e <(1 R >)d£L'

seay =1 (%) entonces

1 [ee]
/ o —
Ia(t»t)zm/o y“e Vdy

la integral coincide con la definicién de la funcién gamma en su forma de
integral de Euler? por lo que el resultado final que tenemos es

1

Lt =a——
( ) ) a (1 —tt/)o"H

usando el teorema generalizado del binomio

o (1) e

n=0

por lo tanto

> |
L(tt)=al> % (t)".
n=0
Con este resultado queda demostrado el por qué se debe escoger la constan-
te ag = (’:lm)!, es decir, con esta eleccién los polinomios son ortonormales,
ademas, con esta forma se nota como I,(t,t') depende sélo en potencias del
producto tt’. La condicién de ortogonalidad que cumplen los polinomios aso-

ciados de Laguerre es

sy = "%, (A.20)

A.3. Relacion entre los polinomios de Lague-
rre y los polinomios generalizados de La-
guerre

Como se mencioné al principio de la seccién anterior, los polinomios de
Laguerre asociados son una generalizacién a los polinomios “normales” de

2La definicién de la funcién gamma en forma integral estd definida mediante I'(n+1) =
I3 dze=*az™ = nl
0 !
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Laguerre; puede notarse que en cada resultado que se obtuvo de los polino-
mios de Laguerre corresponden al caso particular cuando el valor de a de los
generalizados es igual a cero, es decir

Lyn(z) = L%(x), (A.21)

siendo este el caso, es de esperar que los polinomios generalizados se puedan
definir en términos de estos polinomios, para ello vamos a mostrar varias
formas en las que se pueden escribir los polinomios generalizados y usarlos
cuando sean de mayor utilidad. La definicién mas usual que se encuentran
en los libros de texto es

dOé

Lafw) = (1)

para demostrar que la forma de presentar la ecuacién (A.21) es equivalente
a la expresion (A.16), basta con sustituir los polinomios L, k() en la forma
de (A.9) en la ecuacién (A.21), entonces

Lu(x) = (=1) dre [(n+oz)!dx”+a (a: e )]

_ (-1)6%;% [% (n;a)<_1)m%]

Lnta(z) (A.22)

m=0
n+a
a n+a« (_1)m " m
- o> (M) S
m m! T
m=0
ya que
m!
d%™ (m—a)! S1 m>a
dr 0 si m<a«
entonces

- n (6% — k.xk
L) =Y (nf k) ( 1}3! . (A.23)
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En la ecuacién (A.7) puede notarse que existe una restriccién para «, la cual
nos dice que « tiene que ser un entero mayor o igual que cero, sin embargo,
esta restriccién nunca se aclara del por qué; se quiso hacer hasta ahora la
justificacién ya que en la seccién antes mencionada la tnica “justificacién”
serfa la no existencia del factorial negativo, la cual no es del todo cierto ya que
hay una generalizaciéon que extiende este concepto a los enteros negativo. En
esta definicion de los polinomios asociados puede notarse que a corresponde
al orden de la derivada del polinomio de Laguerre y es mas claro el por qué
no puede ser un nimero negativo ya que no tiene sentido, por ejemplo, una
derivada de orden —2. Haciendo el procedimiento para llegar a la formula de
Rodrigues se tiene la igualdad

d® z™ %" d"
—0L = — ("t ™) . A.24
dre n+a(x) dxm (‘73 € ) ( )

(=D

n!
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Apéndice B
Oscilador armonico cuantico

El oscilador armonico es un problema de gran importancia tanto en el
caso de la teoria clasica como en la teoria cuantica ya que es uno de los po-
cos problemas que se pueden resolver de manera exacta. Para esta seccién
se resolvera el problema para un potencial unidimensional de la ecuacién de
Schrodinger caracteristico a un potencial de un oscilador armoénico; el pro-
blema sera resuelto por dos métodos distintos, el primero se conoce como el
método analitico y el segundo como método algebraico. La funcién hamil-
toniana para un oscilador cuantico clasico de masa m y frecuencia w esta

dado

P’ 1 2.2
H=—+_-nmwx B.1
2m 2 (B.1)
por lo que al hacer la transicién a la mecénica cuantica de los operadores p

y 2, la ecuacion de Schrodinger toma la forma

(Ji% " %mww) b(2) = B (a) (B.2)

B.1. Método analitico

La ecuacién (B.2) la escribimos como

h d? 28
mw ;/;}v(f) B ”;Wxgw(x) - aw(ﬂﬂ) =0, (B.3)

se definen las cantidades

mw
=4/—=x €

107
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de esta manera

() mw d*P(y)

dz?2  h dy?
ademas o
Yy’ = Tx27
en efecto, le ecuacién (B.3) se convierte en
>y
dy<2 ) + (6 — yQ) Y(y) = 0. (B.4)

De esta manera, el problema se resume a resolver la ecuacion diferencial no
homogénea de segundo orden (B.4). Para el caso asintético (cuando x es
muy grande y por lo tanto y también lo es) puede verse que el término € es
despreciable frente a y?, siendo esta la situacién

d2
dy?

por lo que, nos resta resolver la ecuacion

(y) =y (y),

dd—;wow) — yoly), (B.5)

proponemos una solucién de la forma (la cual puede verificarse de manera
inmediata que satisface la ecuacién diferencial deseada)

2 2

y_ Yy

Yo(y) = Aez + Be™ 7,

dado que se tiene un comportamiento asintotico, es decir, |y| — 0o y nuestra
funcién debe anularse en +00 y —00, bajo estas condiciones de frontera puede
notarse que B debe ser igual a cero; sin pérdida de generalidad A puede
considerarse igual a 1. Teniendo en cuenta estas suposiciones, la solucion
final que obtenemos para la ecuacién (B.5) es

[N

Yy
Yoly) =e 2. (B.6)
Esta solucion solo nos proporciona el comportamiento asintético, es decir, es
una solucién parcial al problema original por lo que es necesario sugerir una
nueva funciéon que complete la solucion, entonces

[¥]

Yy

Y(y) = h(y)o(y) = h(y)e =, (B.7)
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al diferencial ¢(y) tenemos

CTR-
d2¢ <d2h ;ﬁy) +y?h(y) — h(y)) e Z
02 d?h 9 _ 2 —
;Dygy)%—(e— ( (yy)+ h()—h(y))e T (e y) hly)e
( dy (yy) — h(y) + eh(y)) e
hgy) ydzg/ W 4 (e~ 1)h(y) = 0. (B.8)

Ahora sélo resta resolver la ecuacion (B.8) que corresponde a una ecuacién
diferencial homogénea de segundo orden; usamos el método en serie de po-
tencia, para lo cual proponemos una solucién de la forma

o0

hy) = any" (B.9)

n=0

diferenciando (B.9)

0o

n—1

—_— = E nany s
n=0

Znn—lany Z(n+2)(n+1)y,
n=0 n=0

en efecto

[
NE

[(n+2)(n + 1)ant2y™ — 2ynany™ " + (€ — 1) a,y"]

3
Il
o

WE

[(n+2)(n + Danis + (e = 1 = 2n) an] y",

i
o

la tinica forma de que esta ecuaciéon sea igual a cero es que

(n+2)(n+ Dapo+ (e —1—2n)a, =0,
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de esta manera
(2n+1—¢)

n+2)(n+1)

esta funcién se conoce como relacién de recurrencia y puede notarse que
cada término se va generando con con base al valor anterior, ademés, n sélo
puede tomar valores enteros positivos. Calculando un par de términos se
puede notar que la relacién de recurrencia va generando los coeficientes en
dos conjuntos, uno par y el otro impar

an, (B.10)

1—c¢ 5—c¢ 9—¢ 13 —¢

a9 = 5 ap, a4y = TGQ, g — TCM, ag — 56 ag...
3—¢€ 7T—¢€ 11 — € 15 —¢€

as = 6 ay, as = 20 as, ar = 19 as, ag = 79 ar...

de acuerdo a la (B.9)
h(y) = ap + a1y + asy® + asy® + asyt + asy® + agy® + ary” + asy® + agy® + ...

de esta manera podemos escribir a h(y) como una suma de dos funciones para
de esta manera poder verla como una combinacion lineal de dos soluciones
linealmente independientes

h(y) = h(y)par + h(y)impar

h(Y)par = ao + asy? + anyt + agy® + asy® + ...
h(Y)impar = a1y + asy® + asy® + ary” + agy® + ...

de acuerdo a la relacién de recurrencia, la funcién h(y),., queda determinada
por el valor de la constante ag ¥ h(y)impar queda definida por la constante a;
lo cual es de esperarse ya que (B.3) es una ecuacién diferencial de segundo
orden, es decir, es necesario contar con dos condiciones iniciales. La funcién
h(y) difiere con los polinomios de Hermite a lo mas por una constante de nor-
malizacién'; sin embargo, una solucién que también es aceptable es cuando
la relacién de recurrencia se anula, para de esta forma garantizar que h(y)
no pueda divergir a infinito y esta condicién se cumple cuando

2n+1—e=0 e=2n-+1

'Para més detalles de los polinomios de Hermite y su normalizacién consulte [1]
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1
E = (n—|—§) hw con nezt, (B.11)

de esta manera la solucion completa queda de la forma

mw\1 1 _¥2
%z(W—h) mHn(y)e 2 (B.12)

donde H,, es el n-ésimo polinomio de Hermite.

B.2. Meétodo algebraico

De acuerdo a la hamiltoniana clasica (B.1), podrfamos reescribirla como

H = % [p* + (mwa)?]

la cual podria ser factorizada con dos funciones v y v de la forma
(u+ iv) (u — ) = u* + i (vu — uv) + v°

el cual tendia la misma forma si el término entre paréntesis fuera idéntica-
mente cero, es decir, el conmutador de u y v se anulara. En el caso cuantico
como 4 y ¥ son operadores y no simples funciones, nada garantiza que con-
muten y mas aun para el caso del hamiltoniano del oscilador arménico que
involucra a  y p, & y © no conmutan; por lo que se debe tener especial cui-
dado al escoger nuestros nuevos operadores. Para fines préacticos de calculos,
definiremos

_ h
Ty = )
muw

y definimos los operadores no hermitianos

P (B.13)
2wmh
af = w’ (B.14)
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por lo tanto

(a+al) (B.15)

p:_i,/h“;m (a—af) (B.16)

una vez quedando definidos los operadores que queremos, es importante saber
sus reglas de conmutacién, para ello calculamos el conmutador de a y af
teniendo en cuenta que [p, ] = —ih

la,a"] = aa'—a'a

_ (wm:i + iﬁ) (wmﬁ: — zf)) B <wm:ﬁ - iﬁ) (wm:fc + iﬁ)
vV 2wmh vV 2wmh vV 2wmh vV 2wmh
1

= [(wmi)Q — lwmap + iwmpd + p* — (c,umi)2 — wmap + iwmpt —

2wmh

1
) o
- (2im [, ]

[a,a'] = 1. (B.17)

Usando la definicién del operador de momentum, los operadores @ y a' toman

la forma . p
T
0= —|— — B.1
a 7 (960 —l—xodx) (B.18)

1 [z d
S LR B.1
a 7 (Io x0d$> (B.19)

Ahora que ya tenemos los operadores bien definidos en términos de & y p y
las reglas de conmutacién de los mismos, es necesario escribir el hamiltoniano
en términos de a y a'. Usando las ecuaciones (B.15) y (B.16)

/\2 hw

o W o2 L _
T 4(@ a) , Qmwm

por lo tanto

usando la regla de conmutacion (B.17)

H = hw (a’f& + —) : (B.20)

]32

]
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es importante senalar que el hamiltoniano
X 1
H=ho|aa" - 3

es igual de vélido que (B.20); para nuestro caso usaremos el primero. Defini-
mos el operador de ntimero

N =ala (B.21)
puede notarse que N si es un operador hermitiano y por ende sera nuestra
observable, de esta manera, el hamiltoniano (B.20) puede escribirse como

H = hw (N+%). (B.22)

Si N cumple con la ecuacién de eigenvalores N [¢),) = n|th,) entonces

(Wolafalyn) = n(wlipy) >0

lo cual implica que n > 0. En efecto, (¢,|a" = (i)', por lo tanto,
(P, lataly,) = |aly) |, por lo cual, debe existir alguna eigenfuncién que cum-
pla

i) = 0 (B.23)

usando la ecuacién (B.18), se obtiene la ecuacion diferencial

1 [z d
— | —+zo— =0
NG (5150 0 dx) |tho)
la cual se puede resolver por el método de separacién de variables obteniendo
como solucion

[tho) = Ae ™, (B.24)

donde A es una constante de integracién. La constante de integracién la
podemos usar para cumplir la condicién de normalizacion, por lo tanto

(alvn) = [ v do =1 (B.25)

oo z2 z2
5.2 5.2
1 = / Ae 0 Ae idx

oo

o _a?
= |A|2/ e “odx

—00

= |A|2 (\/Eiﬂo)

NI
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en efecto
A ! ’
a <ﬁ 930)
usando la definicién de xg
Wm\ 1
- ()
mh
sustituyendo en (B.24)
wmy 1 —;—22
oo = (T5) "%, (8.26)

el eigenvalor correspondiente a la eigenfuncion 1y de acuerdo al hamiltoniano
(B.20)

hw (&Td+%) [v0) = Eo|tbo)

hwa'a |1ho) + %1/)0 = Ej[vo)

de acuerdo a la ecuacién (B.23) el primer término es igual a cero, lo cual nos
lleva a

% [Y0) = Eo [to) -

Las eigenfunciones restantes pueden ser calculadas a partir del estado base.
Hay que calcular las reglas de conmutacién entre N, a' y a, entonces, con
ayuda de la ecuacién (B.17) y (B.21) y la propiedad para los operadores

pgq:qRq+pq§

laa,a"] = a'[a,al] + [a'.4'] a
— 4f
la'a,a) = a'la,a] + [a',a] a
—a,

por lo tanto
[N,a*] = 4t (B.27)
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[N,a] — _a, (B.28)

con ayuda de estas relaciones de conmutacién podemos demostrar dos resul-
tados importantes.

Sea N |1,) = v|1),) entonces alth, es una eigenfuncién con eigenvalor
v+1,

Naty, = (aTN + aT> Yy, = (v+1)a'y,.
La norma de estos vectores es

<GT¢V‘GT¢V> = <¢l/{aaT¢V> = <wu| (aTa + 1) ¢V>
= (v+1){@lh) > 0.

Para eigenfunciones v, y ¥4, normalizadas, tenemos

ahvbu =VV+ 1¢u+1 =

1
\/]/——I'—]_aT |17ZJV> = |,[7ZJV> )

por lo que al considerar el estado v =n — 1 tenemos

) = %a* ).

comenzando desde el estado base, y aplicando el operador de ascenso n-veces,
tenemos

) = % (a")" 1o} (B.29)

Usando las ecuaciones (B.26) y (B.29) tenemos

1\ -
_ e
o) = (mgm) € .

que al aplicar el operador de ascenso como estéd definido en (B.19) obtenemos

o= (L ) oy, (2 (B.30)
n) = e *oH, | — |, .
2ny/mnlzg Zo

cuyo eigenvalor de la energia esta dado por

E, = hw (n + %) (B.31)

donde n puede tomar los valores n = 0,1,2,3,4,... y H, (%) es el n-ésimo

polinomio de Hermite.
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