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RESUMEN

Los espacios topolégicos estratificados son objetos de la topologia general y tienen sus
inicios dentro de otras areas como la geometria algebraica, la geometria diferencial y la teoria
de singularidades. Desde Hassler Whitney hasta Matthias Kreck pasando por René Thom,
este concepto se fue desarrollando y en términos recientes podemos decir que representan
una generalizacion de las variedades topoldgicas, ya que de manera intuitiva son variedades
que permiten subconjuntos que no son localmente homeomorfos a un espacio euclidiano.

Bésicamente un n—espacio topoldgico estratificado (X, X) es un espacio topoldgico X
que contiene una familia ¥ de subconjuntos cerrados X; ordenados por la contencion, los
cuales cumplen que para cada punto z € X; existe una vecindad homeomorfa a R? x CL
donde CL es el cono sobre L y L otro k—espacio topoldgico estratificado con k =n —i — 1.
Dado el amplio espectro de espacios topolégicos estratificados, la investigacién de fron-
tera se ha centrado en clasificar homotopicamente estos espacios, justo como en el estudio

de la clasificacién de las variedades topoldgicas empezando por la clasificacién de superfices.

Las superficies multiramificadas son los 2-espacios topoldgicos estratificados y repre-
sentan la generalizacién de las superficies topoldgicas pues se permiten puntos y curvas
singulares. Atun bajo estas restricciones el problema sigue siendo muy general y aqui solo
estudiamos los casos en los que las superficies multiramificadas solo contienen curvas sin-
gulares ajenas, este tipo de superficies multiramificadas se conocen como estratifices y se
pueden pensar como un espacio topolégico Hausdorff con un conjunto finito de curvas sim-
ples cerradas tal que al remover vecindades ajenas de estas curvas obtenemos una 2-variedad
topoldgica y para cada punto en esas curvas las vecindades son homeomorfas a R x C'L donde

CL=10,1) x {1,2,..d}/(0,m) ~ (0,n).

La presente tesis pretende dar descripcion detallada de las estratificies, una presentacion
para su grupo fundamental y algunos resultados acerca del tipo de homotopia de estos

espacios, con la intencién acercarnos un poco mas a su clasificacién.
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CAPITULO 1: PRELIMINARES

Suponemos que el lector esta familiarizado con los conceptos bésicos de la topologia y
teoria de grupos. En este breve cdpitulo hay resultados conocidos que se usan recurrente-
mente en esta tesis y tambien para hacer la convenciéon en cuanto a notacién. Empezando
con que vamos a escribir I para denotar el intervalo unitario cerrado [0, 1]. Todo el contenido

de este cépitulo se basa en los libros [6],[7],[9] y[10].
1.1 Variedades Topoldgicas

La idea bésica es muy simple: deseamos un espacio topoldgico que se parezca local-
mente a un subconjunto abierto de R™. Sean (M, 7) un espacio topolégico y U C M un
subconjunto abierto. Un homeomorfismo x: U — x(U) € R™ en un subconjunto abierto
x(U) C R se llama una carta local n-dimensional para (M, 7).

Los nimeros x(p) = (21 (p),....xn(p)) € R™ para p € U se llaman coordenadas locales de
p € M con respecto a la carta local (U, x). Si podemos encontrar tal carta local alrededor
de cada punto en M, entonces obtenemos una variedad topoldgica. Por varias razones es
util requerir dos propiedades adicionales de (M, 7). Queremos la topologia sea segundo

numerable y Hausdorff.

Definicién 1.1. (variedad topoldgica): Sea (M, 7) un espacio topolégico. Entonces

(M, 7) se llama una variedad topolégica de dimensién n, si se cumplen las siguientes tres
propiedades:

(i) Para cada p € M existe una carta local n-dimensional (U, x) de (M, 1)

con p € U.

(ii) La topologia es segundo numerable.

(iii) La topologia es Hausdorff.
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1.2 Complejos de celdas, CW-complejos y complejos simpliciales.

En esta seccion damos una breve introduccion a los complejos de celdas, CW-complejos
v a los complejos simpliciales. Los complejos de celdas son unos espacios muy elementales,
son espacios construidos comenzando con un conjunto discreto de puntos y uniendo suce-
sivamente celdas (espacios homeomdrficos a bolas euclidianas) de dimensiones crecientes.
Resulta que muchos espacios interesantes se pueden construir de esta manera, y tal con-
struccién produce informacién importante sobre el espacio.
Los complejos de celda que nos interesan principalmente se llaman CW-complejos, que
son complejos de celdas con dos requisitos técnicos adicionales para garantizar que sus
propiedades topoldgicas estén estrechamente relacionadas con las estructuras de sus celdas.
Los CW-complejos sirven para acelerar los célculos de los invariantes topoldgicos. Su poder
proviene del hecho de que la mayoria de sus propiedades topoldgicas interesantes estan cod-
ificadas en informacion simple sobre como se unen las celdas entre si.
Usando la teoria de los CW-complejos, podemos ver el primer teorema de clasificacién para
variedades: Toda 1-variedad, no vacia, conexa y sin frontera es homeomorfa a R o S!, y
toda 1-variedad, no vacfa, conexa y con frontera, es homeomorfo a [0,1] o [0,00].
Para terminar, incluyo la definicién de un tipo méas complejo de complejos llamados com-
plejos simpliciales, que se construyen a partir de puntos, segmentos de linea, tridngulos
rellenos, tetraedros sélidos y sus analogos de dimensiones superiores. La gran ventaja de los
complejos simpliciales es que su topologia estd codificada de forma puramente combinatoria

y se puede utilizar para reducir muchos problemas topoldgicos a los combinatorios.

Definicion 1.2. Una n-celda abierta es cualquier espacio topoldgico que es homeomorfo
a la bola de unitaria abierta B™, y una n- celda cerrada es cualquier espacio homeomorfo

a B".
1.2.1  Descomposicién en celdas.

Deseamos pensar en un complejo celular como un espacio topolégico construido induc-
tivamente al unir céldas de dimensiones crecientes a lo largo de sus fronteras. Supongamos

que X es un espacio topolégico no vacio, {Dqa},c4 €s una coleccién indexada de n-celdas
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cerradas para algun n € N fijo, y para cada «, se nos da un mapeo continuo ¢, : 0D — X.
Sea ¢ : [[, 0Dy — X, el mapeo cuya restriccién para cada 0D, sea ¢, podemos formar el

espacio de pegado X Uy (][, Da)-

Definicién 1.3. Cualquier espacio homeomorfo a dicho espacio de pegado, X Uy (I, Do),

se dice que se obtiene de X pegando las n-celdas a X.

Es posible definir un complejo de celdas como un espacio formado inductivamente
comenzando con un espacio discreto no vacio Xg, uniendo algunas 1-celdas para formar un
espacio X1, uniendo algunas 2-célula para formar un nuevo espacio X3, y etc. De hecho,
muchos autores definen los complejos de celdas de esta manera. Esta forma de pensar en los
complejos de celdas es importante por que para los espacios que queremos estudiar también
es posible definirlos asi. Sin embargo, la teoria funciona mas suavemente si comenzamos
describiendo lo que es una descomposicion en celdas de un espacio topoldégico dado; en su
forma més bédsica, una descomposicién en celdas de un espacio X, es una particiéon de X en
celdas abiertas (es decir, una coleccién de subespacios disjuntos no vacios de X cuya unién es
X, cada uno de los cuales es homeomorfo a B™ para algiin n). Pero sin alguna restriccién so-

bre cémo se unen las celdas, dicha descomposicién no nos dice nada sobre la topologia de X.

Definiciéon 1.4. Si X es un espacio topolégico no vacio, una descomposicién en celdas de
X es una particion £ de X en subespacios que son celdas abiertas de varias dimensiones, de
modo que se cumple la siguiente condicién: para cada celda e € £ de dimensién n>1, existe
un mapeo continuo ¢ desde alguna n-celda cerrada D hacia X (llamada mapeo caracteristico
para e) que restringe a un homeomomorfismo desde IntD hacia e y asigna 9D hacia la unién

de todas las celdas de £ de dimensiones estrictamente menores que n.

1.2.2 Complejo de celdas.

Definicion 1.5. Un complejo de celdas es un espacio X de Hausdorff junto con una de-
scomposicién en celdas especifica de X. (La condicién de Hausdorff se incluye porque, la

construccién inductiva de los complejos de celdas produce automaticamente espacios de
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Hausdorft).

Dado un complejo de celdas (X,¢), las celdas abiertas en £ generalmente se llaman
simplemente “celdas de X”. Aunque cada e € £ es una celda abierta, lo que significa que
es homeomorfo a B,, para alguna n, no es necesariamente un subconjunto abierto de X. Un
complejo de celdas finito es aquel cuya descomposicién en celdas tiene solo un ntimero finito
de celdas.

Es perfectamente posible que un espacio dado tenga muchas descomposiciones en celdas
diferentes. Técnicamente, el término complejo de celdas se refiere a un espacio junto con
una descomposicion en celdas especifica del mismo (aunque no necesariamente con elecciones

especificas de mapeos caracteristicos).
1.2.3 CW-Complejos.

Para complejos finitos (que son adecuados para nuestros propdésitos), las definiciones
que hemos dado hasta ahora sirven bien. Pero los complejos infinitos también son ttiles
en muchas circunstancias, y para que los complejos infinitos se comporten bien, se deben

agregar dos restricciones mas.

Primero necesitamos la siguiente definicién. Supongamos que X es un espacio topoldgico,
y B es cualquier familia de subespacios de X cuya unién es X. Decir que la topologia de
X es coherente con B significa que un subconjunto U C X es abierto en X si y solo si su
interseccién con cada V' € B es abierto en V' (equivalentemente U C X es cerrado en X si

y solo si su interseccién con cada V' € B es cerrado en V).

Definicién 1.6. Un complejo CW o CW-complejo, es un complejo de celdas (X, &) que
satisface las siguientes condiciones adicionales:
(C) La cerradura de cada celda esté contenida en una unién finitas de celdas.

(W) La topologia de X es coherente con la familia de subespacios cerrados {E re€é } .

Una descomposicién en celdas de un espacio X que satisface (C) y (W) se denomina

CW-descomposicién de X. Las letras C'y W provienen de los nombres originalmente dados



1.2. COMPLEJOS DE CELDAS, CW-COMPLEJOS' Y COMPLEJOS SIMPLICIALES.

a estas dos condiciones por el inventor de los complejos CW, JHC Whitehead: condicién
(C) se denominé cerradura finita, y la topologia coherente se describi6 en condicién
(W) se denominé topologia débil asociada con los subespacios{ e:ecé } , es decir, topologia

débil de clausura finita.

Definicion 1.7. Supongamos que X es un complejo CW. Si hay un ntimero entero n tal
que todas las celdas de X tienen dimensién como maximo n, entonces decimos que X es de

dimensién finita; de lo contrario, es de dimensién infinita.

Definicion 1.8. Si es de dimensién finita, la dimensién de X es la n mas grande, de modo

que X contiene al menos una celda n.
Aqui un criterio para obtener CW-Descomposiciones.

Proposicion 1.9. Sea X un espacio de Hausdorff, y sea & una descomposicion celular de

X. 51 & es localmente finito, entonces es una CW-descomposicion.

Proposicion 1.10. Supongamos que X es un CW-complejo n-dimensional. Entonces cada

n-celda de X es un subconjunto abierto de X.

Un subcomplejo de X es un subespacio Y C X que es una unién de celdas de X, de
modo que si Y contiene una celda, también contiene su cerradura. Se sigue inmediatamente
de la definicién que la unién y la interseccién de cualquier coleccién de subcomplejos son

en si mismos subcomplejos.

Definicion 1.11. Para cada entero no negativo n, definimos el n-esqueletoide X como el
subcomplejo n-dimensional X,, C X que consiste en la unién de todas las celdas de

dimensiones menores o iguales a n.

Algunos hechos acerca de estos espacios que nos seran utiles:

Teorema 1.12. Para un CW-complejo X, los siguientes son equivalentes.

(a) X es conexo por trayectorias.
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(b) X es conezxo.

(c) El 1-esqueleto de X es conexo.

Teorema 1.13. Sea X un CW-complejo. Un subconjunto de X es compacto si y solo si es

cerrado en X y contenido en un subcomplejo finito.

Corolario 1.14. Un CW-complejo es compacto si y solo si es un complejo finito.

Proposicion 1.15. Un CW-complejo es localmente compacto si y solo si es localmente

finito.

Proposicion 1.16. Sea X un CW-complejo. Cada esqueleto X,, se obtiene de X,_1

pegando una coleccion de n-celdas.

Aqui un importante teorema pues haremos una construccién anédloga para los espacios

multiramificados.

Teorema 1.17. (Teorema de construccion CW). Suponga que Xo CX1C -+ CX,,-1CX,,
es una sucesion de espacios topologicos que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) Xo es un espacio discreto no vacio.

(i) Para cada n > 1, X, se obtiene de X,,_1 pegando una coleccion (posiblemente vacia)
de n celdas.

Entonces X = U,X,, tiene una topologia unica coherente con la familia {X;}, y una de-
scomposicion en celdas dnica que lo convierte en un CW-complejo cuyo i-esqueleto es X;

para cada i.

1.2.4 CW-Complejos como variedades.

Teorema 1.18. Todo CW-complejo es paracompacto.
Teorema 1.19. Una variedad es un CW-complejo.

Teorema 1.20. Supongamos que X es un CW-complejo con un nimero contable de celdas.

Si X es localmente euclidiano, entonces es variedad.
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Teorema 1.21. Si M es una n-variedad no vacia y un CW-complejo, entonces la dimension

de M como CW-complejo también es n.

1.3 Espacios contractibles y Tipo de Homotopia

La nocién de un espacio contractil es muy importante y la definicién en si tiene cierto
atractivo geométrico. Recordemos que un mapeo f: X — Y se dice que es un mapeo
constante siempre que cada punto de X esté mapeado por f a algin punto fijo yo € Y. Si
este es el caso, entonces es conveniente denotar tal mapeo constante por el simbolo €, es
decir, Cy,(x) = yo, para cada z € X.

Ademas, dos funciones f: X — Yy g: X — Y de dicen homotédpicas, si existe una funcién

F: X x I — Y continua tal que F(z,0) = f(x) y F(z,1) = g(z).

Definicion 1.22. Se dice que un espacio topolégico X es un espacio contraible si el mapeo
identidad idy: X — X es homotdpico a algiin mapeo constante C,: X — X,
donde, por supuesto, z € X.

Cualquier homotopia de idy a €, se llama contraccién del espacio X al punto z.

Existen numerosos ejemplos de espacios contractibles. Por ejemplo, notamos que
cualquier subconjunto convexo de un espacio euclidiano R” es contraible. En particular, el
espacio euclidiano R™, el disco D™ son espacios contractibles.

Mas generalmente, se dice que un subespacio X de R"™ tiene forma de estrella si existe un
punto zo€ X tal que el segmento de linea que une cualquier punto de X a x( se encuentra

completamente en X. Si X tiene forma de estrella entonces es contractible.

Definicion 1.23. Sea f: X — Y un mapeo continuo. Decimos que f es una equivalencia
de homotopia si existe un mapeo continuo g: Y — X tal que g o f es homotépico al mapeo
identidad idy en X y f o g es homotépico al mapeo de identidad idy en Y. Se dice que dos
espacios X e Y son homotopicamente equivalentes o del mismo tipo de homotopia si existe

una equivalencia de homotopia de uno a otro.

Debemos observar que dos espacios homeomérficos son del mismo tipo de homotopia.
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Se puede verificar facilmente que la relacién de “equivalencia de homotopia” en la clase
de todos los espacios topoldgicos es una relacion de equivalencia. Ademads, la relacién de
equivalencia de homotopia es estrictamente mas débil que la relaciéon de “homeomorfismo”.
También queda claro que si un espacio X es compacto, entonces un espacio Y, que es ho-
motépicamente equivalente a X, no necesita ser compacto, es decir, la compacidad no es
invariante bajo homotopia. De manera similar, la dimensién topoldgica no es invariante bajo
homotopia porque la dimensién del plano R? es 2, mientras que un punto tiene dimensién
cero. Estos y varios otros ejemplos muestran que los invariantes topolégicos no son, en gen-
eral, invariantes de “homotopia”, por lo que la clasificacién de espacios por homotopia es
bastante débil. Sin embargo, sigue siendo muy importante porque mas adelante definiremos
algunos invariantes de homotopia que evidentemente seran invariantes topoldgicos.

En el momento en que notamos que alguno de estos invariantes no es el “mismo” para
cualquiera de los dos espacios dados, X e Y, podemos afirmar de inmediato que X e Y no
son del mismo tipo de homotopia y, por lo tanto, no pueden ser homeomorficos. Esta es
una buena estrategia de topologia algebraica para demostrar que dos espacios dados no son

homeomorficos.

Teorema 1.24. Un espacio topologico X es contraible si y solo si X es del mismo tipo de

homotopia que un espacio de un punto P = {p}.

Concluimos que los espacios contractibles son precisamente aquellos espacios que son
homotoépicamente equivalentes a un espacio de un punto. La imagen intuitiva de un espacio
contractible X es bastante interesante. Una homotopia debe considerarse como una defor-
macién continua del espacio que finalmente encoge todo X en un punto. En otras palabras,
si imaginamos el intervalo unitario J como un intervalo de tiempo, entonces en el tiempo
t=0, cada punto x € X estd en su lugar original; como t varia de 0 a 1 continuamente, z
se mueve continuamente y se acerca al punto zy. Ademads, todos estos puntos se mueven
simultaneamente de tal manera que sus posiciones relativas no cambian abruptamente. Por
lo tanto, si seguimos el movimiento de un punto arbitrario x € X, notamos que describe

una trayectoria en X a partir de  que termina en ay.
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Definicion 1.25. Sea A C X un subconjunto arbitrario y f, g: X — Y sean dos mapeos
continuos. Diremos que f es homotdpica a g “relativo a A” si existe un mapeo continuo
F:Xx1I—Ytal que:

F(z,0) = f(z), F(x,1) = g(x), para todo z € X, y

F(a,t) = f(a) = g(a), para todo a € A.

Notemos que si consideramos que A es un conjunto vacio ), entonces el concepto de
homotopia relativa se reduce al de homotopia. El mapeo f cambiara al mapeo g por una
familia de mapeos continuos h:X — Y, t € I, pero los puntos de A permanecerdn sin cam-
bios. Si A C X subconjunto fijo y €(X, Y) denota el conjunto de todos los mapeos continuos
de X en Y, se puede demostrar que la relaciéon de ser homotépico con respecto a A es un

relacién de equivalencia en el conjunto C(X, Y).

Definicion 1.26. Sea A C X. Decimos que A es una retracciéon de X si existe un mapeo
continuo r: X — A tal que r(a) = a, para todo a € A. El mapeo r se llama retraccién o
retracto.

Es decir, A es una retraccién de X si y solo si la inclusién ¢ tiene inverso izquierdo.

1.4 Grupo fundamental.

Para distinguir dos espacios topolégicos arbitrarios podemos asignar invariantes al-
gebraicos ”faciles” de calcular y que a espacios homeomorfos les asigne el mismo objeto
algebraico.

Dado un espacio topolégico X, a € X y una trayectoria o : I — X. Decimos que « es
un lazo con base en a si @(0) = a(1) = a. El lazo i(«) es obtenido al recorrer « al revés,

i(a) :=a(l —1t)

Definicién 1.27. Q(X,a) ={a: I - X| aesunlazoen a }.

Podemos definir una operacién en Q(X,a) y dadas o, € Q(X,a), a* [ es el lazo

obtenido de recorrer a 5 y luego a «.
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Definicién 1.28. Dos lazos «, 8 € (X, a) son homotépicos si existe una funcién continua
F:.IxI— X tal que:

1.F(t,0) = a(t), F(t,1) = B(t) Vt € I.

2.F(0,s) =a=F(1,s) Vs € I.

Tal F' es llamada una homotopia por trayectorias entre o y .

Es facil ver que esta relacion es de equivalencia en (X, a) .

Definicién 1.29. Uno define el grupo fundamental de X, m1(X,a) como el cociente
m1(X,a) de Q(X,a) por la equivalencia homotépica. Para cualquier lazo o € Q(X,a),

escribimos [a] € m1(X, a) para la correspondiente clase de equivalencia de .

Denotemos como 1, el lazo basado en a € X tal que 14(t) = a ¥Vt € I.

De la operacion * en (X, a) podemos definir una operacion - en 71 (X, a) como [a]-[8]=[ax[]

Teorema 1.30. El conjunto m1(X,a) tiene estructura de grupo con elemento neutral [1,],

la operacion - y [a]™! = [i(a)].

Ejemplo 1.30.1. Sea X un conjunto convero de R™. Para cualquier a € X se tiene que
m(X,a)=1:

Sia € Q(X,a) de hecho:

F:IxI—X, F(t,s)=as— (1—s)a(t).

Es una homotopia de o al 1,.

Teorema 1.31. Cada mapeo continuo f:X — Y de espacios donde f(x)=y, induce un

homomorfismo fu: m (X, ) = m (Y, y).

10



1.4. GRUPO FUNDAMENTAL.

Las propiedades bésicas del homomorfismo inducido fx, en el lenguaje de categorias
y functores, se expresan al declarar que el grupo fundamental 7; es un functor covariante
de la categoria de todos los espacios topoldgicos con puntos y los mapeos continuos que

preservan el punto base a la categoria de todos los grupos y homomorfismos de grupo.

Teorema 1.32. Si f: X — X es el mapeo identidad, entonces fy: m (X, z) = m (X, )

es también el homomorfismo identidad para todo x € X.

El grupo fundamental de un espacio topolégico conexo por trayectorias es un invariante
topoldgico. En otras palabras, las propiedades anteriores producen el hecho de que si X
e Y son espacios topoldgicos conexos por trayectorias que son homeomorfos, entonces sus

grupos fundamentales deben ser isomorfos.

Teorema 1.33. Si X e Y son espacios topolégicos conexos por trayectorias que son home-

omorfos, entonces sus grupos fundamentales son isomorfos.

El functor de grupo fundamental convierte parcialmente un problema de homeomor-
fismo en un problema de isomorfismo en el sentido de que si podemos afirmar que 71 (X) no
es isomorfo a 71 (Y), entonces se deduce de la propiedad de invariancia topolégica de grupos
fundamentales que X e Y no pueden ser homeomorficos, pero si los grupos fundamentales

de X e Y son isomorfos, no podemos decir que X e Y son homeomorficos.

Teorema 1.34. Sean X, Y dos espacios conexos por trayectorias que tienen el mismo tipo

de homotopia. Entonces sus grupos fundamentales son isomorfos.

Teorema 1.35. Si f:(X, x0)— (Y, yo) es una equivalencia de homotopia, entonces

fumi (X, xo)—=m1(Yy0) es un isomorfismo de grupos.

Corolario 1.36. Sea A un retracto fuerte por deformacion de un espacio X. Luego, para
cada punto a € A, m1(A,a) es isomorfo a m (X, a).
1.4.1 Espacios Simplemente conexos.

Los espacios cuyos grupos fundamentales son triviales, juegan papel muy importante

en el andlisis complejo, asi como en la topologia algebraica.
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Definicién 1.37. Se dice que un espacio X es simplemente conexo (o 1-conexo) si es conexo

por trayectorias y 71(X) = 0.

Observemos que si X es conexo por trayectorias, el grupo fundamental de X es inde-
pendiente del punto base. En consecuencia, X es simplemente conexo si y solo si es conexo

por trayectorias y su grupo fundamental es trivial en algiin punto de X.

Proposicion 1.38. Un espacio conexo por trayectorias X, es simplemente conexo si y
solo si hay dos trayectorias en X que tienen los mismos puntos iniciales y finales que son

homotopicas.

1.5 Un poco de teoria de grupos.

Hay una forma familiar de crear un grupo como producto de dos o més grupos:
el producto directo de los grupos Gfi,...,G,, es el producto cartesiano G1x - - - xG, con la
estructura de grupo obtenida multiplicando las entradas en dos n-tuplas componente por
componente. Para el estudio de grupos fundamentales, necesitamos construir otro tipo de

producto, llamado producto libre.

Sea (Ga) e 4 Una familia de grupos indexada. El conjunto de indices A puede ser finito

o infinito; para nuestras aplicaciones solo necesitamos el caso finito, por lo que puede pen-
sar en familias finitas a lo largo de esta tesis. Por lo general, omitimos la menciéon de A y
denotamos a la familia simplemente por (G4) con a implicitamente comprendido en algin
conjunto de indices.
Una palabra en (G,) es una secuencia finita de cualquier longitud m >0 de elementos de la
union disjunta [ [, Ga.
En otras palabras, una palabra es una tupla ordenada de la forma (g1 ,..,9m),
donde cada g; es un elemento de algun G,. La secuencia de longitud cero, llamada palabra
vacia, se denota por e.

Con W vamos a denotar el conjunto de todas las palabras en (G,). Notamos el elemento
de identidad de G, por 1.

Definimos una operacién de multiplicacion en W por concatenacién:

(glv"'?gm) (hla"'v hk):(gl7"'7gm>h17"'a hk)
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Sin embargo, hay dos problemas con esta estructura tal como estéa:

Primero, W no es un grupo bajo esta operacién porque no hay inversos; y segundo, las
estructuras de grupo de los diversos grupos G,, no han jugado ningtn papel en la definicién
hasta ahora.

Para resolver ambos problemas, definimos una relaciéon de equivalencia en el conjunto de

palabras de la siguiente manera.

Definicion 1.39. Una reducciéon elemental es una operacién de una de las siguientes formas:

) (G155 Gis Git1s-:9m) | = (91,5 GiGit1,-,9m), 81 Gi,9i+1€G, para algin a.

) (gl 90y gi—171a7gi+17~7gm) | — (gl 900y gi—lugi-i-l)")gm)'

La primera operacion simplemente reemplaza dos entradas consecutivas con su pro-
ducto, siempre que sean elementos del mismo grupo, y la segunda elimina cualquier ele-
mento de identidad que aparezca en una palabra. Vamos a denotar con ~ la relacién de
equivalencia en palabras generadas por reducciones elementales: esto significa que w ~ w’
si y solo si hay una secuencia finita de palabras w = wy, wy,..., w, = w’ , tal que para cada

t=1,...,n donde wj; se obtiene de w;; mediante una reduccién elemental, o viceversa.

Definicion 1.40. El conjunto de clases de equivalencia se denomina producto libre de
los grupos (Go) y se denota por #,c4Gqo . En el caso de una familia finita de grupos,

simplemente escribimos G1%- - -xG,,.

Proposicién 1.41. Dada una familia indexada de grupos (Go)aea, St producto libre es un

grupo bajo la operacion de multiplicacion inducida por la multiplicacion de palabras.

En adelante, denotamos por 1 el elemento de identidad del producto libre (la clase de
equivalencia de la palabra vacia).
Para muchos propdsitos, es importante tener un representante tnico de cada clase de equiv-

alencia en el producto libre. Decimos que una palabra (gi ,...,gm) es reducida si no se puede
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acortar con una reduccién elemental. Especificamente, esto significa que ningin elemento
g; es la identidad de su grupo, y no hay dos elementos consecutivos g;, g;4+1 que provienen
del mismo grupo. Es facil ver que cualquier palabra es equivalente a una palabra reducida:
Simplemente realice reducciones elementales hasta que sea imposible realizar més.

Lo que no es tan facil de ver es que la palabra reducida que representa cualquier clase de

equivalencia dada es tnica.

Proposicion 1.42. Cada elemento de *,caGo  estd representado por una reduccion unica

palabra.

1.5.1 Grupos libres

Usamos la construccién de productos libres para crear una nueva clase de grupos llama-
dos grupos libres, que consta de todos los productos posibles de un conjunto de generadores,

sin ninguna relacion impuesta.

Definiciéon 1.43. Sea G un grupo. Si S es un subconjunto de G tal que el subgrupo
generado (S) es todo G, entonces se dice que S genera G, y los elementos de S se llaman
generadores de G. Cada elemento de G puede expresarse como un producto finito de las

potencias de los elementos de S.

Por supuesto, cada grupo tiene un conjunto de generadores, porque podemos consid-
erar que S es todo el grupo G. Pero es mas interesante encontrar al mas pequeno de estos
conjuntos de generadores. Por ejemplo, un grupo ciclico es un grupo generado por un solo
elemento.

Comenzamos definiendo un grupo libre generado por un solo elemento. Dado cualquier
objeto o, podemos formar un grupo ciclico infinito generado por o, llamado el grupo libre

generado por o y denotado por F(o).
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Definicién 1.44. Ahora supongamos que se nos da un conjunto arbitrario .S. Definimos
el grupo libre en S, denotado por F(.S), como el producto libre de todos los grupos ciclicos

infinitos generados por elementos de S:

F(S) =toesF(0).

Proposicion 1.45. Un grupo G es libre si y solo si tiene un subgrupo generador S C G
de modo que cada elemento g € G que no sea la identidad tenga una expresion unica como
producto de la forma g =07 - - - o*, donde 0; €S, n; son enteros distintos de cero, o; #

Oi+1 para cada 1=1,....k — 1.

1.5.2 Presentaciones de grupos.

A menudo es conveniente describir un grupo dando un conjunto de generadores para él y

enumerando algunas reglas, o “ecuaciones”, que describen cémo multiplicar los generadores.

Definicién 1.46. Una presentacién de grupo es un par ordenado, denotado por (S|R),
donde S es un conjunto arbitrario y R es un conjunto de elementos del grupo libre F(S).
Los elementos de S y R se denominan generadores y ecuaciones, respectivamente, de la
presentacién. Una presentacién de grupo define un grupo, también denotado por (S|R),

como el siguiente grupo de cociente:

(S|R) = F(S)/ .;2, donde R es la cerradura normal de R en F (5), que es la interseccién
de todos los subgrupos normales de F(S) que contienen R; asi R es el subgrupo normal

“mas pequeno” que contiene R.

Dado que el cociente de un grupo por un subgrupo normal es nuevamente un grupo,
(S|R) es de hecho un grupo. Cada una de las relaciones r € R representa un producto

particular de potencias de los generadores que es igual a 1.
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Por lo tanto, en cierto sentido, (S|R) es el grupo “méas grande” generado por S en el que

todos los productos representados por elementos de R son iguales a 1.

Definicion 1.47. Ahora suponga que G es un grupo arbitrario. Una presentacion de G
es una presentaciéon de grupo (S|R) junto con un isomorfismo (S|R) = G. Si existe tal
isomorfismo, se determina de forma tunica especificando qué elemento de G corresponde a
cada generador en S. A menudo, si el isomorfismo se entiende o es irrelevante, simplemente

decimos “(S|R) es una presentacién de G.”

Definicién 1.48. Si G admite una presentacién (S|R) en la que tanto S como R son
conjuntos finitos, decimos que G es finitamente presentado. En este caso, generalmente

escribimos la presentaciéon como ( si, . . ., Sp| 1, . . ., Tm).

Dado que los r; en realidad todos se vuelve igual a la identidad en el grupo definido
por la presentacion, a menudo también es conveniente reemplazar las ecuaciones obtenidas
estableciéndolas iguales a la identidad, llamadas relaciones de la presentacién, como en
(S1yey Spl 1 =1, .00, Tip=1).

Aqui hay algunos ejemplos importantes de presentaciones de grupo:

a) El grupo libre con generadores aj, ..., ,, tiene presentacion
F(le'“a an) = < A1y eeey an| ®>
En particular Z = («|0).

b) Z x Z = (a,flaf=Ha)

¢) Zn:=Z/nZ = {a|a™ =1).
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d) ZnyXZlpy, = (o, Bla™ =1, ™ =1,af = Ba).

De alguna manera, una presentacién ofrece una forma muy simple y concreta de com-
prender las propiedades de un grupo, describir los grupos fundamentales de superficies es
importante en su clasificacién. Sin embargo, hay que tener en cuenta que incluso con una
presentacién finita, algunas preguntas muy bésicas sobre un grupo pueden ser dificiles o
imposibles de responder. Por ejemplo, dos de los problemas mas bésicos relacionados con
las presentaciones de grupo fueron planteados por primera vez alrededor de 1910 por los

topodlogos Heinrich Tietze y Max Dehn, poco después de la invencién del grupo fundamental:

1) El problema del isomorfismo para los grupos, es decidir, dadas dos presentaciones

finitas, si los grupos resultantes son isomorfos.

2) El problema de la palabra, es decidir, dada una presentacién finita (S|R) y dos pal-
abras formadas a partir de elementos de S, si esas palabras son iguales en el grupo (S|R)(o

de manera equivalente, dada una palabra, decidir si es igual a la identidad).

En la presente tesis abordamos este ultimo problema para los grupos de estratificies.

Para finalizar esta secciéon vamos a definir el producto libre amalgamado.
1.5.3 Producto libre amalgamado.

Definicion 1.49. Supongamos que H, G; y Go son grupos, fi: H > G1y fo: H — Go
dos homomorfismos. Definimos el producto libre amalgamado de G; y G2 a lo largo H, de-
notado por GpxgGe, como el grupo cociente G1*Ga/ 6’, donde C={ fi(g) fo(g)~!: geH},

considerado como subconjunto de G1*Gos.

El producto libre amalgamado tiene una reformulacién ttil en términos de generadores

y relaciones, esto cuando tengamos presentaciones finitas para los grupos en cuestién.

17



1.6. TEOREMA DE SEIFERT-VAN KAMPEN.

Teorema 1.50. Supongamos que H, G1 y Ga son grupos, fi: H — Gy y fo: H— G2 dos
homomorfismos.Si H, G1 y Go tienen representaciones finitas:

G122 (a1, .cc,am]| p1y-y pr);

Go = B,y Bnl| O1y.0y05);

H = (y,..,| 11, 7).

Entonces el producto amalgado tiene presentacion:

GrxuGa= (a1, ..., 00, B1, s Bn| P1y ey Pry 01, ooey Os, UL = V1, ..y Up = Vp),

donde uy, es una expresion para fi (o )Gy, es decir esta en términos de los generadores

{a;}, similarmente vy, es una expresion para fo(ayp)EG2, en términos de los generadores

{55}
1.6 Teorema de Seifert-Van Kampen.

El problema general es determinar los grupos fundamentales de todas las superficies
compactas. Sin embargo, para responder estas preguntas, primero necesitamos determi-
nar los grupos fundamentales de gréficas conexas (poliedros simpliciales unidimensionales).
La solucién es proporcionada, entre otras cosas, por el siguiente resultado poderoso (ver
W.Massey [10] para una prueba y otros detalles), que proporciona el grupo fundamen-
tal de la unién de dos subespacios si conocemos los grupos fundamentales de subespacios
individuales.

En esta seccién desarrollamos las técnicas necesarias para calcular los grupos funda-
mentales de CW complejos finitos, superficies compactas y muchos otros espacios también.
La herramienta bésica es el teorema de Seifert-Van Kampen, que proporciona una férmula
para el grupo fundamental de un espacio que puede descomponerse como la unién de dos
subconjuntos abiertos, conexos por trayectorias cuya interseccién también es conexa por
trayectorias.

El primer caso especial es aquel en el que la interseccién de los dos subconjuntos es simple-
mente conexa:
Entonces el teorema dice que el grupo fundamental del espacio total es isomorfo al producto

libre de los grupos fundamentales de sus subespacios.
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El segundo caso especial es aquel en el que uno de los dos subconjuntos es simplemente
CONexo:

Entonces el grupo fundamental del espacio total es el cociente del grupo fundamental de la
pieza que no es simplemente conexa por el grupo fundamental de la interseccion.

Este gran teorema lo aplicamos para calcular los grupos fundamentales de sumas de cuna,
graficas y complejos finitos de CW. Utilizando estos resultados, calculamos los grupos fun-
damentales de todas las superficies compactas y, por lo tanto, completamos el teorema de

clasificacién para superficies.

Supongamos que se nos da un espacio X que es la unién de dos subconjuntos abiertos
U,V C X,y ademds que podemos calcular los grupos fundamentales de U,V y UNV, cada
uno de los cuales es conexo por trayectorias. Cada lazo en X es homotdpico por trayectorias
a un producto de lazos, cada uno de los cuales se encuentra en U o V; se puede pensar
que dicho lazo representa un elemento del producto libre m1(U) x m1(V). Pero cada lazo
en U NV representa solo un tunico elemento de 7 (X), aunque representa dos elementos
distintos del producto libre (uno en 71(U) y uno en 71(V)). Asi, el grupo fundamental de
X puede considerarse como el cociente de este producto libre médulo algunas relaciones

que provienen de 71 (U N'V) que expresan esta redundancia.

Teorema 1.51 (Seifert-Van Kampen). Sea X un espacio topoldgico conexo por trayecto-
rias, sean U,V C X subconjuntos abiertos cuya unién sea X, UNV #0 y con UNV, U,V
coneros por trayectorias.

Sii:UNV = U,j:UNV =V son las inclusiones de UNV en U y V respectivamente, y
p € UNV un punto base, entonces el grupo fundamental de X basado en p es el producto

libre T (U) * m1(V'), con relaciones iy (x) = ju(z), Veem (U NV, p).

Utilizando la definicién de producto amalgamado, el teorema se puede reescribir.

Corolario 1.52. Bajo las hipdtesis del teorema de Seifert-Van Kampen,
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71 (U) *q, vy 1 (V)=m (X).

En general los grupos que mejor podemos conocer son los finitamente presentados y
podemos simplificar aun més el teorema. Ademds afortunadamente en esta tesis, los grupos

fundamentales de los espacios en cuestién son finitamente presentados.

Tenemos diferentes situaciones en las que es conveniente calcular la presentacién direc-

tamente del teorema.

Corolario 1.53. (Primer Caso Especial: Interseccion Simplemente Conexa) Bajo las hipdtesis
del teorema de Seifert-Van Kampen, ademds suponemos que U NV es simplemente conexa.

Si los grupos fundamentales de U y V' tienen representaciones finitas:

7T1(U7p) = <061, "'7am| P1, "'apr>7
7Tl(‘/?p) = </817 7/871‘ 01, "'7US>7

entonces el grupo fundamental de X tiene presentacion:

Wl(Xap)g <Oél, "'aamvﬁh '“,ﬂn| Pl Pry 01, "')O-S>)

donde los generadores oy, B; estdn representados por los mismos lazos que en las presenta-

citones originales, pero ahora se consideran lazo en X en lugar de U o V.

Corolario 1.54. (Sequndo Caso Especial: Una pieza Simplemente Conexa) Bajo las hipétesis
del teorema de Seifert-Van Kampen, ademds suponemos que U es simplemente coneza.

Si los grupos fundamentales de U NV y V tienen representaciones finitas:

7Tl(‘/,p) = <517 7Bn| 01, "'7US>;
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Wl(Uvaap) = <717 "'77p| T1, '“77—t>7

entonces el grupo fundamental de X tiene presentacion:

77—1(va>% <617 aBn’ 01y ..-y05, U1, "'avp>7

donde los generadores 3; estdan representados por los mismos lazos que en las presentaciones
originales, pero ahora se consideran lazo en X en lugar de V' ; cada vy, es una expresion para

Ju (e )em(V,p), obviamente en términos de {1, ..., Bn}-

Tiempo de usar este poderoso teorema.

1.7 Teoria de Gréaficas.

Este es un breve desglose de definiciones y resultados, requeridos para desarrollar el

estudio de las estratificies.

Definicién 1.55. Una grafica ( 6 grafo) G es una pareja (V(G), E(G)) de conjuntos tal
que, V(G) es finito y E(G) C V(G) x V(G).

En el cual las parejas en E se consideran no-ordenadas, es decir, (u,v) € E es equivalente
a(v,u) € E.

También, Vv € V, (v,v) ¢ E, con esto evitamos los auto-lazos en G.

V(@) se denomina el conjunto de vértices de una grifica G, su conjunto de aristas como
E(G). Estas convenciones son independientes de los nombres reales de estos dos conjuntos:
el conjunto de vértices W de una gréfica H = (W, F') también se le conoce como V(H),
no como W (H). No siempre distinguiremos estrictamente entre una gréfica y sus vértices
o conjunto de aristas. Por ejemplo, podemos hablar de un vértice v € G (en lugar de

v € V(G)) o una arista e € G.
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Definicion 1.56. Definimos:
|[V|=|G|, como el orden de la grafica.

|E|=[|G]|, como el tamano de la gréfica.

Los elementos de V' son los vértices (o nodos, o puntos) de la grafica G, los elementos
de FE son sus aristas (o lineas). La forma habitual de representar una gréfica es dibujar
un punto para cada vértice y unir dos de estos puntos con una linea si los dos vértices
correspondientes forman una arista. La forma en que se dibujan estos puntos y lineas se
considera irrelevante: todo lo que importa es la informacién de qué pares de vértices deter-

minan una arista y cudles no.

1 l
Lagraficaen V={1, ..., 8}y
E={(1,2),(1,5),(2,5), (3,4). (5, 7), (6, 5)}

4

Un vértice v es incidente con una arista e si v € e; asi que e es una arista en v. Los
dos vértices incidentes en una arista son sus extremos, y una arista une sus extremos. Una
arista (z,y) también se escribe como zy (o yz).

El conjunto de todas las aristas de E en un vértice v se denota por E(v).

Definicién 1.57. Sean G = (V, E) y G’ = (V', E') dos gréficas. Un mapeo ¢ : V — V' esun
homomorfismo de G a G’ si conserva la adyacencia de vértices, es decir, si (¢(z), d(y)) € E’
siempre que (z,y) € E. Entonces, en particular, para cada vértice 2’ en la imagen de ¢ su
imagen inversa ¢~ !(2') es un conjunto independiente de vértices en G. Si ¢ es biyectiva y

su inversa ¢! también es un homomorfismo (de modo que zy € E < ¢(x)¢(y) € E para
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todo x,y € V), llamamos ¢ un isomorfismo, decimos que G y G’ son isomorfas y escribimos

G = G'. Un isomorfismo de G a s{ mismo es un automorfismo de G.

Dos graficas isomorfas.

Definicién 1.58. GUG' := VUV EUE)y GNG = VNV ENE).
Si GNG' =0, entonces G y G’ son disjuntos. Si V/ C V y E/ C E, entonces G’ es una

subgrafica de G (y G una supergrafica de G'), denotado como G’ C G.

Definicién 1.59. Si G’ C G y G’ contiene todas las aristas xy € F con x,y € V', entonces
G’ es una sugrafica inducida de G; decimos que V' induce o genera G’ en G, y escribimos
G’ := G[V"]. Por lo tanto, si U C V es cualquier conjunto de vértices, entonces G[U] denota
la grafica en U cuyas aristas son precisamente las aristas de G con ambos extremos en U.
Si H es una subgrafica de G, no necesariamente inducida, abreviamos G[V (H )] como G[H].

Finalmente, G’ C G es una grafica generadora de G si V abarca todo G, es decir, si V/ = V.

Definicién 1.60. Si U es cualquier conjunto de vértices (generalmente de ), escribimos
G\U para denotar a G[V\U]. En otras palabras, G\U se obtiene a partir de G eliminando
todos los vértices en UNV y sus aristas incidentes. Si U = {v} es un unico vértice, escribimos
G\v en lugar de G\{v}. También, G\V(G’) simplemente lo escribimos como G\G'. Para
un subconjunto F' de V' x V escribimos G\F := (V,E\F)y G+ F := (V,E U F); como

antes, G\{e} y G + {e} se abrevian como G\e y G + e.
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Definicion 1.61. El complemento G° de G es la grafica en V con el conjunto de aristas

(V x V)\E.

Gréfica nula: Si E = (), en una grafica G = (V, E), entonces dicha gréfica sin aristas se
denomina grafica nula.

Descomposicién: Se dice que una grafica G se descompone en dos subgraficas G1 y Go,
si Gy UGy = G y G1 NG es una grafica nula.

Supresién: La eliminaciéon de un vértice siempre implica la eliminacién de todas las
aristas incidentes en ese vértice. La eliminacion de una arista no implica la eliminacién de
sus vértices finales.

Fusién: Se dice que un par de vértices a,b en una grafica G se fusionan si los dos
vértices se reemplazan por un tnico vértice nuevo de modo que cada arista, que incidié en
a o b o en ambos, incide en el nuevo vértice. Por tanto, la fusion de dos vértices no altera

el nimero de aristas, pero reduce el niimero de vértices en uno.

Definicién 1.62. Sea G = (V, E) una grafica (no vacia). El conjunto de vecinos de un
vértice v en G se denota por Ng(v), o abreviado por N(v). De manera mas general, para
U C V, los vecinos en V\U de los vértices en U se llaman vecinos de U; su conjunto se

denota por N (U).

Un poco de terminologia.

El grado (o valencia) dg(v) = d(v) de un vértice v es el nimero |E(v)| de aristas en v;
seguiin nuestra definicién de gréfica, esto es igual al niimero de vecinos de v. Un vértice de
grado 0 esta aislado. El nimero
d(G) := min{d(v)|v € V'} es el grado minimo de G, el nimero
A(G) := maz{d(v)|v € V} su grado maximo.

Si todos los vértices de G tienen el mismo grado k, entonces G es k-regular, o simplemente

regular.

La grafica completa de n vértices se denota por K,,, y contiene todas las aristas posibles

entre sus vértices.
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Corolario 1.63. FEl ndmero mdzimo de aristas en una grdfica simple con n vértices es

n(n—1)/2.

Definicion 1.64. Sea G una grifica. Si el conjunto de vértices V de G se puede dividir
en dos subconjuntos no vacios X e Y (es decir, X UY =V y X NY = ) de tal manera
que, cada arista de GG tiene un extremo en X y otro extremo en Y, entonces G se llama

bipartita.

La particion V = X UY se denomina biparticién de G.

Un gréafica bipartita completa tiene una biparticion V' = X UY en el que cada vértice
de X es adyacente a cada vértice de Y. Si X tiene m vértices e Y tiene n vértices, dicho

gréfico se denota por K, y,.

1.7.1  Trayectorias y ciclos

Camino: Un paseo o caminata en una grafica GG es una secuencia finita
W = Vp€1v1€2 * * - Vp—_1€LVE
cuyos términos son alternativamente vértices y aristas tales que para 1< ¢ < k; la arista e;
tiene extremos v;—1 y v;.
Sin pérdida de generalidad, solamente escribimos W = vgvq - - - v_1vg, haciendo obvio que
vi—1 ¥ v; son los extremos de e;.
Dados dos vértices u y v de un grafico G, un paseo u — v se llama cerrado o abierto, depen-

diendo de si u = v o u # v.

Trayectoria: Si los vértices vy, ..., vy del paseo W = vgejvies - - - vp_1epvi son distintos,
entonces W se llama trayectoria o ruta. Claramente, dos trayectorias cualesquiera con el

mismo numero de vértices son isomorfos.
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Una trayectoria con n vértices a veces se denota por P,.
Obviamente P, tiene una longitud n — 1.
En otras palabras, una trayectoria es un paseo en el que no se repite ningtin vértice. Por lo

tanto, en una trayectoria tampoco se puede repetir ninguna arista.

Vértices conectados: Se dice que un vértice u estd conectado a un vértice v en un gréfico
G si hay una trayectoria en G de u a v.

Gréfica conexa: una grafica G se llama conexa si cada dos de sus vértices estan conectados.
Ciclo: una trayectoria cerrada no trivial en una grafica G' se llama ciclo si su origen y los
vértices internos son distintos.

En detalle, la trayectoria cerrada C' = vy - - - v,v;., €s un ciclo si:

1. C tiene al menos una arista y

2. v1, ..., v, son n vértices distintos.

Un n-ciclo, es decir, un ciclo con n vértices, a veces se denota por C,,.

Teorema 1.65. Una grdfica G es bipartita si y solo si no tiene ciclos impares.

Grafica aciclica: Un grafica que no contiene ciclos.

Arbol: Un éarbol es un grafico aciclico conexo, se desconecta cuando se quita una arista.

Un arbol T' se denomina arbol generador de una grafica conexa G, si T’ es una subgrafica
de G y si T contiene todos los vértices de G. En otras palabras, un arbol generador de una

grafica G es un subgréfica generadora de G' que es un arbol.
Teorema 1.66. Una grifica G tiene un drbol generador si y solo si G es conexa.

1.8 Clasificacion de superficies compactas.

Hay que definir una nocién adecuada de equivalencia en las 2-variedades o superficies,

de modo que se produzca una lista completa de representantes, una superficie en cada clase
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de equivalencia y cada representante con una descripcion explicita simple llamada forma
normal. Por una nocién adecuada de equivalencia, queremos decir que dos superficies S7 y
So son equivalentes si hay un homeomorfismo entre ellas.

El teorema de clasificacién para superficies compactas dice que, a pesar de que las su-
perficies aparecen en muchas formas diversas, las superficies se pueden clasificar, lo que
significa que cada superficie compacta es equivalente a exactamente una superficie repre-
sentativa, también llamada superficie en forma normal. Ademads, esas formas normales son
muy concretas, por ejemplo, poliedros que se obtienen pegando los lados de ciertos tipos
de poligonos planos regulares. Para este tipo de forma normal, también existe un conjunto
finito de transformaciones con la propiedad de que cada superficie se puede transformar en

una forma normal en un ntimero finito de pasos.

Cada prueba del teorema de clasificacion para superficies compactas comprende dos
pasos:
1. Un paso topoldgico. Este paso consiste en demostrar que toda superficie compacta se
puede triangular.
2. Un paso combinatorio. Este paso consiste en mostrar que toda superficie triangulada se
puede convertir a una forma normal en un ntmero finito de pasos, utilizando algiin conjunto

(finito) de transformaciones.

En el paso 1, tenemos que explicar qué es una superficie triangulada. Intuitivamente,
una superficie se puede triangular si es homeomoérfica a un CW-complejo bidimensional.
Radé demostrd por primera vez que todas las superficies se pueden triangular en 1925.
Esta prueba también estd en Ahlfors y Sario [1] (ver Cap. I, Sec. 8).

Otras pruebas mds simples y breves y en Carsten-Thomassen [15] la més facilmente accesi-
ble (si no la més corta).

Hay varias formas de implementar el paso combinatorio. Una vez que uno se da cuenta de
que una superficie triangulada se puede cortar para abrirla y colocarla plana en el plano,

es bastante intuitivo que una superficie tan aplanada se puede llevar a su forma normal.
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Afortunadamente las distintas formas normales de superficies se pueden distinguir por
invariantes simples:
(a) Su orientabilidad (orientable o no orientable).
(b) Su caracteristica de Euler, un nimero entero que codifica el nimero de “agujeros” en

la superficie.

El teorema de clasificacién de superficies fue probado rigurosamente por primera vez
por Brahana [2] en 1921, pero habia sido estudiado en 1861 por Mé&bius [12], Jordan [8] en

1866, por von Dyck [4] en 1888 y por Dehn y Heegaard [3] en 1907.

El hecho crucial que hace posible la clasificacién de superficies compactas es que cada
superficie compacta triangulada se puede abrir y colocar sobre el plano haciendo un niimero
finito de cortes a lo largo de curvas cerradas simples bien elegidas en la superficie. Entonces,
podemos suponer que la superficie aplanada consiste en piezas poligonales convexas, se
denominan complejos de celdas. De hecho, incluso es posible elegir las curvas para que
todas pasen por un solo punto comun y asi, cada superficie compacta se obtenga de un solo
poligono con un ntimero par de aristas y cuyos vértices todos correspondan a un solo punto
en el superficie. Este proceso estd descrito en Hilbert y Cohn-Vossen [7](pdgs. 300-301) y
en Fréchet y Fan [5] (pdgs. 38-39).

Podemos asignar un invariante numérico a cada superficie, su caracteristica de Euler.
Para una superficie triangulada K, si ng es el nimero de vértices, nq es el nimero de aristas
y no es el numero de caras, entonces la caracteristica de Euler de K esta definida por:
X(K) = nog —ny + na.

Asi que las superficies homeomorfas tienen la misma caracteristica de Euler y que distin-
tas formas normales con el mismo tipo de orientabilidad tienen diferentes caracteristicas
de Euler. De ello se deduce que dos formas normales distintas cualesquiera corresponden
a superficies no equivalentes. Obtenemos la siguiente versiéon del teorema de clasificacién

para superficies compactas:
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Teorema 1.67. Dos superficies compactas son homeomorfas si coinciden en la orientabil-

tdad y la caracteristica de Euler.

Teorema 1.68. Dos superficies compactas o superficies compactas con frontera son home-
omorfas si concuerdan en la orientabilidad, nimero de fronteras conexas y caracteristica de

Euler.

Definicion 1.69. Dadas dos superficies, S1 y S2, su suma conexa, S1#S52 es la superficie
obtenida al elegir dos regiones pequenas, D1y Ds, en S7 y So, ambos homeomorfos a algin
disco en el plano, y sea h un homeomorfismo entre los circulos limites C'y y Cy de Dy y Da,
formando el espacio cociente (Sl / 51> U <5’2 / 52), por la relacién de equivalencia definida

por la relacién p = {(a,h(a)) |a € Cy }.

Intuitivamente, S1#S, se forma cortando un pequeno orificio circular en cada superfi-
cie y pegando las dos superficies a lo largo de estos orificios. Claramente S1#S, es una
superficie y algo menos obvio, no depende de la eleccién de Dy, Dy y h. Ademds, si Sy
es una esfera, entonces S1#Sy es homeomorfo a S;. También se puede demostrar que la

caracteristica de Euler de S1#5S, es :

X(S1#S2)=x(S1)+x(52)-2.

Una superficie resulta ser la suma conexa de algunas superficies elementales.

Teorema 1.70. Toda superficie compacta orientable es homeomorfica a una esfera o una
suma conexa de 2-Toros. Toda superficie compacta no orientable es homeomorfa ya sea a
un plano proyectivo, o una botella de Klein, o la suma conexa de unos planos proyectivos o

unas botellas de Klein con algunos 2-Toros.

Por Saifert-VanKampen.
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Teorema 1.71. Toda superficie compacta sin frontera tiene grupo fundamental el producto

libre de algunos Z con Za, o ninguno.
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CAPITULO 2: ESPACIOS TOPOLOGICOS ESTRATIFICADOS, SUPERFICIES
MULTIRAMIFICADAS Y ESTRATIFICIES

En este capitulo se encuentra un panorama general de los espacios topolégicos es-
tratificados, sin entrar en detalles acerca de sus propiedades, simplemente una definicién
concreta de estos objetos abstractos y algunos ejemplos simples. Hay también algunos
de los resultados fundamentales en la teoria desarrollada para la variedades topoldgicas
que no se cumplen en los espacios topoldgicos estratificados, por ejemplo la dualidad de
Poincare. Se muestra que también son estudiados desde el punto de vista geométrico, aso-
ciando una estructura diferenciable a cada estrato. Todos estas definiciones y resultados, asi
como todo este escrito ese basa en los resultados de los investigadores: Jose Carlos Gémez
Larranaga,Francisco Gonzaalez Acuna y Wolfgang Heil. Cuyos articulos [1],[2],[3],[4] v [5]
son la fuente de informacién, motivacién y razén de esta tesis, junto con el articulo [8] de

Shosaku Matsuzaki y Makoto Ozawa.
2.1 Espacios Topolégicos Estratificados

La palabra estratificado significa literalmente que un todo se nos presenta en capas o
en estratos superpuestos, asi dado un espacio topoldgico arbitrario, buscamos la manera de
concebirlo como un conjunto de piezas que forman parte de una entidad m&s compleja y
que al conocer los estratos podemos conocer la estructura entera. Los espacios topdlogicos
estratificados es un concepto muy elemental en matematicas y por tanto es muy general,
algunas restricciones son necesarias para poder desarrollar la teoria buscando no perder
generalidad y ser razonablemente abstracto.

Una manera sencilla de empezar es pensando a un espacio topoldgico estratificado (X,X)
como un espacio topolégico X, Hausdorff, localmente compacto junto con una ”buena” fil-
traciéon X, digamos que X es una coleccion finita de subespacios de X, indexada por un

conjunto finito I = {0,...,1} , i.e. ¥ = {X;};cs y es tal que:
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-) Condicién de frontera. clX;NX;# 0 < X;CclX;
--) Los indices estan parcialmente ordenados por la contencion. j<i < X;CclX;

) Vi, je{l,..,n}, X;\ X;_1 es una i-variedad topoldgica, ademds X, =X y X_1=0.

Ejemplo 2.0.1. Sean a,b € R con a < b.
i) ([a, ], {[a, b],{a,b}}).
ii) ([a,b), {[a,b), {a}}).
iii) ((a, ], {(a, b}, {b}}).

o OO
o

b
o

Definicién 2.1. Dado un espacio topoldgico estratificado (X, ¥) y un punto 2 € X defini-
mos la profundidad de z:

dp(x) =sup{k e N | X € ¥ ;2 € X\ Xp—1}

Definicion 2.2. El cono abierto CX sobre un espacio topolégico X se define como:
CX =10,1) x X/p. Donde (x1,y1)p(x2,y2) siy solosi z1 = x2 = 0y en este espacio el punto

{0} x X := x, es conocido como cuspide del cono o punto cono.

Ejemplo 2.2.1. Sea M una k-variedad topoldgica.
i) Variedades con frontera. (M, {M,0M})
ii)Cono abierto. (CX,{CX,z.})

Aunque las condiciones aplicadas hasta ahora son necesarias no resultan suficientes.
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Ejemplo 2.2.2. Sean X,Y C R?, X={0} x [-1,1] y Y= {(z,y) € R*|0 < z,y = sen(1/x)}.
Si Z =X UY entonces (2,{Z,Y,X}) seria un espacio topoldgico estratificado.

pues clY N X=X pero dim'Y = dim X = 1.

Este tipo de espacios por ahora los queremos evitar y la siguiente definicién es lo

suficientemente estricta.

Definicion 2.3. Definicién inductiva.
Un espacio topoldgico estratificado de dimensién 0, es un conjunto finito con la topologia
discreta.

Un espacio topoldgico estratificado de dimension k o k-espacio topoldgico estratificado,
es un espacio topolégico X, Hausdorff, paracompacto junto con una filtracién ¥ por sube-
spacios cerrados X = XD Xp_1D -+ - DX1DXg DX_1=0 tal que:

i)Vi € {0,....k}, X;/ X;_1 es una i-variedad topoldgica.
ii)Vi € {0,....,k-1}, para cualquier z € X;, existe vecindad U, CXj de z y un homeomor-
fismo ¢ : U,— RixCL donde CL es el cono abierto sobre £ y £ es un (k — i — 1)—espacio

topoldgico estratificado.

Definicién 2.4. Sea X un espacio topoldgico y zg,z1€ X, decimos que (xg, yo ) ~ (1, Y1)
en Xx I, si yo=y1=0 o yp=y1=1. Definimos la suspensién 8X de X como:

SX=Xx1/ ~.

Los puntos z_=[(z0,0)]~ ¥y +=[(x0,1)]~ son conocidos como los puntos negativo y positivo

respectivamente.

Ejemplo 2.4.1. Sea T? el 2-Toro y X =8T?2.
S={X{z_,z4}, asi X3=X y Xo=X1= Xo={x_,x4}
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Claramente:
X3\ Xo= X3\ Xo= T?x(-1,1) es una S-variedad
X2\ X1 =0 es una 2- variedad
X1\Xo = 0 es una 1-variedad.
Vemos que una vecindad de x en X3 es homeomorfa a CT? y por tanto Yx € Xo3U,=R°xCL

donde dim(L) = 3-0-1=2. (L=T?)

X+

X_

La definicién 2.3 nos permite identificar a los espacios estratificados dada la filtracién
por conjuntos cerrados pero para el desarrollo de algunos resultados nos conviene conocer

una definicién equivalentes de estos espacios.
Consideremos la siguiente construccion para los n-espacios topolégicos estratificados:

Sea R} ={(z1,...,xp)€ R"| 2,20} el medio espacio superior euclidiano. El cociente obtenido

de 7 copias de R’ identificando sus fronteras d R’} es denotado por V7.

Asi un m-espacio topolégico estratificado es un CW-complejo X, n dimensional tal que

para cualquier z € X existe ¢ un entero positivo, una vecindad U de x y U es homeomorfa

mn
a Vi
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2.1.1 Superficies Multiramificadas.

Las superficies multiramificadas, caso particular de los espacios topoldgicos estratifi-
cados son basicamente un CW-complejo 2-dimensional tal que al remover los puntos con
vecindades localmente homeomorfas a R? obtenemos un complejo 1-dimensional (grifica).

Notemos que tomando k=1 obtenemos la definiciéon topoldgica de una grafica, ya que
G, un l-espacio topoldgico estratificado es un espacio topolégico Hausdorff, paracompacto
junto con una filtracién G=X12>XyD>X_1=0, tal que:

i) X1/ Xo es una l-variedad topolégica abierta.
it) Yz € X, FU,C Xy vecindad de z homeomorfa a R%CL donde £ es un 0-espacio

topolégico estratificado, es decir U,= {1,..n}x[0,1)/(1,0)~(j,0).

Las cuales estan completamente clasificadas salvo homotopfa.

Ejemplo 2.4.2. Algunas grdficas

A

AN

{(i\ T\\:j:xf\ /

i) (Grdfica de Pappus)
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El siguiente caso a considerar es cuando k=2.

Definicion 2.5. Un 2-espacio topoldgico estratificado o simplemente una superficie multi-
ramificada es un espacio topolégico compacto X, conexo y Hausdorff junto con una filtracién

0 =X_1 C Xy C X1 C Xy =X por subespacios cerrados tal que:
i) a) Xo es una O-variedad.
b) X1/Xo es una l-variedad, i.e. trayectorias o curvas simples.

c¢) Xo/X1 es una 2-variedad, superficies (posiblemente con frontera).

ii) a) Cada punto z € Xy tiene una vecindad homeomorfa a R? x C£,donde £ es una

grafica.

b) Cada punto p € X1/Xy tiene una vecindad homeomorfa a R x €£, donde £ es un

conjunto finito con mas de dos puntos.
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Estudiar todos los objetos que cumplen esta definiciéon bastante general escapa a los

fines de esta tesis y solo consideramos el caso cuando () = X.
Definicién 2.6. Una estratificie es una superficie multiramificada con Xy = ()

Es claro que la filtracién queda como ) = Xy C X; C Xy = X por un subconjunto
cerrado X tal que:

1) X1 es una coleccién finita de curvas ajenas homeomorfas a 8'.
2) Xo/X; es una familia finita de superficies topolégicas abiertas, tal que para cada elemento

M €Xy/X4 la cerradura M de M tiene un nimero finito de circulos como frontera.

Andlogamente al caso general estd definicion es buena desde el punto de vista formal
pero no es tan practica para desarrollar mas teoria, ademas considerando la definicién alter-
nativa, una estratificie es un CW-complejo 2-dimensional donde los puntos tienen vecindades
homeomorfas a V3 (R?) o homeomorfas a V? con i > 3. Aqui es ficil notar que V?2 CL

donde £ tiene 7 elementos y por ende las definiciones son equivalentes.

Ejemplo 2.6.1. Un conjunto arbitrario de discos pegados por sus fronteras mediante mapeos

cubrientes a un S*
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1.0 05 0.0 ~05 10
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Para cada curva singular b existe un conjunto finito £ tal que para cualquier punto
z € b hay una vecindad U,CXs homeomorfa CLg. Denotemos |Li|= dy, es facil notar
que en los casos dp=1 y dp=2 obtenemos superficies con frontera y superficies cerradas
respectivamente. Para construir una vecindad alrededor de by consideremos Y el cono
cerrado sobre Ly y h:'d — Y un homeomorfismo tal que Ay £, €S una permutacion 7 : Lp— Ly,
como by, es homeomorfo a 8! tiene una vecindad regular, tomando la cerradura de esta
obtenemos N (bx)= Nz (bg):= (Yx[0,1])/(0,y)~(1,h(y)). Ademds si 7’ es conjugado de 7
entonces N/ (bg)= Nz (br) y dados bp# by, como X es Hausdorff podemos construir dichas

vecindades disjuntas, i.e. Ny (bg )Ny (bg)=0.

38



2.1. ESPACIOS TOPOLOGICOS ESTRATIFICADOS

G

7t (B)

Una estratificie X la podemos descomponer en una coleccién de superficies compactas
con frontera W junto con una I-variedad topoldgica (link) B y una manera de pegar las
fronteras de estas superficies a este link, para ser mas formales con la manera de pegar
una componente conexa w;€ W a una componente b€ B, debe existir un mapeo cubriente

¢ijk de una componente conexa Cjj de la frontera de w; (Cj;C Ow;) a by. Asi X = (WUB)/¢

2.1.2 La gréfica de una estratificie.

Dada una estratificie podemos asociarle una grafica bipartita etiquetada, donde po-

damos codificar toda la informacién necesaria para conocer la estructura de tal estratificie.

Definicion 2.7. Sea X una estratificie. Definimos la gréfica G, como sigue:

El conjunto de vértices esta definido como V (G, )= WU B donde los vértices en W son lla-
mados vértices blancos los cuales corresponden a las superficies con frontera y los vértices en
B son llamados vértices negros los cuales corresponden a las curvas singulares. Los vértices
blancos estan etiquetados con el género de la superficie que representan.

Las aristas € (G, ) son precisamente los cubrientes ¢, .. el vértice blanco w; esta conec-
tado con el vértice negro by si y solo si existe un cubriente ¢j: Cj;— by donde Cj; es una

componente de dw;. Las aristas estan etiquetadas con ‘gb*l (b)| el orden del cubriente.
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Elegimos un punto y; en la componente b, un punto z; en el interior de w; y para cada
componente de Cj; C N (b )Nw; escogemos un punto z;. Como todo es arcoconexo podemos
elegir dos trayectorias, una que denotamos oy que va de z; a z; contenida en w; y otra que
denotaos Sk de z; a yi contenida en la hoja de N (b)) que contiene a z;. La unin de estas
trayectorias es la arista que une z; con ;. Como X es Hausdorff podemos elegir que para
una 1 fija las aj; solo se intersectan en 7;, andlogamente fijando £ las B solo se intersectan

en en ¥ . Esta construccién nos da una realizacién geométrica de G, en X.

Dada una estratificie X asi es como determinamos su grafica bipartita etiquetada G,.
Ahora tomando una gréfica bipartita etiquetada G entonces la estratificie Xg obtenida a
partir de G no esta uUnivocamente determinada, a menos que sea un arbol o agreguemos
signos a las aristas y vértices no terminales. Como veremos a continuacién para que X sea

simplemente conexa G, debe ser un arbol.

Para el siguiente resultado hace falta tener presente los siguientes resultados.

Definicién 2.8. Sean Y y X espacios topolégicos y AC X un subespacio cerrado. Decimos
que una funciéon f : A — Y tiene una extensién continua a todo X si existe una funcién
F: X — Y tal que:

1. Fla=f

2. F es continua.

Definicion 2.9. Un espacio topolégico Y tiene la propiedad de extensién universal si:
Para cualquier espacio topoldgico X y cualquier cerrado A de X, toda funcién continua

f: A =Y tiene una extension continua a todo X.
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2.1. ESPACIOS TOPOLOGICOS ESTRATIFICADOS

Para abreviar solo diremos que Y tiene la propiedad UEP.

Proposiciéon 2.10. Cualquier retracto Y de un espacio Z con la propiedad UEP tiene la

propiedad UEP.

Lema 2.11. Hay un retracto r : X — G,.

Dem:

Para cualquier w;, el subespacio a;= Uje, ajj es un cono cerrado en w; con z; como
punto cono, andlogamente podemos concluir que 8, = U; 3;; es un cono cerrado con punto
cono yi, en N (by).

Como [0,1]x[0,1] tiene la propiedad de extensién universal y que el cono cerrado a;es
un retracto de [0,1]x[0,1] y de la proposicién anterior podemos concluir que «; tiene la

propiedad de extensién universal.

Consideremos que o;U0w; (Ow;= {Cyj }jes;) es un subconjunto cerrado de w; y dado
que la funcién r;:o;U {Cjj }jes,—a; que deja fijo a ; y manda Cj; al punto z;, es un retracto
de oyU {Cij }jes; a a; . Dado que o tiene la propiedad de extensiéon universal, podemos
extender ?i a un retracto r; : w;—a; tal que r; contrae Cij a zj.

Andlogamente [ tiene la propiedad de extensién universal y podemos dar a un retracto
Ry N (by, )=k tal que contrae cada Cjj a z.

Combinando estos resultados se concluye que existe un retracto r : X — G,.

Corolario 2.12. Existe un epimorfismo de w1 (X) en 1 (9z).

Corolario 2.13. Si X es simplemente conexa entonces G, es un drbol.
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CAPITULO 3: PRESENTACION DEL GRUPO FUNDAMENTAL DE UNA
ESTRATIFICIE.

Para calcular el grupo fundamental de una estratificie, vamos a fijarnos en los grupos
fundamentales de las “piezas” que constituyen a la estratificie y después usando el conocido
teorema de Seifert-van Kampen determinamos el grupo fundamental del espacio completo.
Formalmente el grupo fundamental se calcula de la siguiente manera:

Sea X = WU4B una estratificie con G, grafica asociada, consideremos w;€ W una superficie
compacta de genero g; y con w; componentes en su frontera, para calcular el grupo funda-
mental de w; solo nos falta conocer si la superficie es orientable o es no-orientable.

Si w; es orientable es conocido que,

1 (w;)=(8i|Ri) con 8;={i 1,Yi 1,1 %i,g;5Yi,gsCi,15---» Ciw; } generadores y con una sola relacion
Ri={ci1- - Ciw;pi} donde pi= [[7; [ @i, virl-

Por otro lado si w; es no-orientable se tiene que,

m(w)=( 8;]|Ri) con 8={zi1,...,Tig;,Ci1,--1Ciww; } generadores y con una sola relacién
Ri={ci1- - Ciw pi} donde pi= ]9, acfr. Denotemos como Sy = Ujer 8; v

Rw= Uier R;.

Ahora consideremos b€ B, claramente 71 ( bx) es el grupo libre en un elemento y por co-
modidad diremos que 71( by)=(bg). Denotamos 8p= Urex {bx }.

Elegimos un arbol generador 7 C G,. Como a las aristas E (G)={ ¢ijk:Cij—bk| dijk es
cubriente} tenemos que para cada una de estas debemos agregar la relacién bnij:Cij a la
presentacién de m1(X). Sea Rr= Ug,, .. {b," Ggl}.

Para cada ¢jc¢ 7 debemos agregar otro generador aijx y la relacién bzij ik Cij aij_kl a la pre-
sentacién de m1(X). Sea Rr= Uy, ¢r { b aijic i aij_kl Py Sar= Uggr {ainet-

Con esta notacién podemos concluir que 71 (X)=(8|R) donde

8:=8,U8BUS_; v R:=Ryy UR,UR_.,.



Teorema 3.1. Una presentacion para el grupo fundamental de una estratificie

Sea X una estratificie. T un drbol generador de G, .

Generadores:

Hb}oes.

-+) Para cada w € W de genero g y w componentes en su frontera,
{Zi1,Yi153Ti g, Yirg: Cils---, Ciw} ST W es orientable,
{Zi1,- Tig,Cin,-- G} para w no-orientable.

o ) {aijk}¢ijk¢7'

Relaciones:

g .
)i Ciw 10—y [ @iy, Yir] para w orientable,
i1 Ciw; 119~ 72, en caso contrario.
e
) b" = ¢ cuando pyre T,

-1, . _3nij
gy cijage=b," en otro caso.

Es una presentacion para 71 (X).

3.0.1 Ejemplos y algunos resultados.

Ejemplo 3.1.1. Consideremos tres discos pegados a una circunferencia con el homoemor-
fismo natural entre sus fronteras. Sean D1, Do, D3 discos con 81, So, 83 fronteras respecti-
vamente y sea by homeomorfo a 8*, asi existen h;:8;— by homeomorfismos para i € {1,2,3}.

Definimos la estratificie X2 =({D1, Da, D3} U {b1})/h.
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0] 0

La grdfica G asociada a DC3D es un drbol con tres vértices terminales blancos de genero cero,
un unico vértice megro y tres aristas etiquetadas con 1.
Para obtener la presentacion para el grupo fundamental sequimos Teorema 2.1.

Como G ya es un drbol podemos pasar a calcular la presentacion:

1) Generadores.

-) Solo hay un vértice negro {by }

) Como las tres superficies a pegar son de genero cero solo consideramos sus fronteras
{Ci1, Ca1, Ca1}

-++) G es un drbol, no hay generados por agregar.

2) Relaciones.

-)Todas las superficies son orientables y de genero cero por tanto.
Ci1=1, Co1=1, C31=1

) bt =C11, b1 =Coy, b1 =C3

De hecho T (I)C3D): (bl,en,egl,e:ﬂ‘ 611:1, 821:1, 631:],[)2811, b:€21, b:€31>, es claro
que podemos simplificar 71 (XY )= (b1| by=1) =1. Como se esperaba el grupo fundamental

de DC?? es trivial.

Ejemplo 3.1.2. Generalizando el ejemplo anterior tomamos {D; }Z-e{l’,,,n} n copias de D?,

{b1} una copia de 8! y hi:8;— b1 homeomorfismos donde 8; es la frontera de D;. Definimos

XD =({D; Yiequ,..nyU{b1})/h
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La grafica asociada a X2

Por tanto 1 (X2 )=( b1, C11,..., Cps | Cri=1,---,Cpy=1, C11= bi, - -,Cps= bi)=1.

Ejemplo 3.1.3. Sean Ay, Az, A3 anillos, 0A;={ ci1, ciz} y b1, by homeomorfomos a 8.
Para cada i € {1,2,3} pegamos c;; a by mediante el homeomorfismo hi; natural y también
ciz a by mediante his. Sea X4 = ({A1, Az, Az } U {by, ba})/h. Calculamos su grdfica

asociada.
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Tomamos un drbol generador.

Calculando una presentacion para m (X4).

Generadores:

-) {b1,b2} Veértices negros.

) {e11,¢12,001,022,¢31,¢32} Las correspondientes a las fronteras de los anillos.

---){a1,a2} Dado que quitamos una arista de wy y una de wy para hallar el drbol generador

agregamos dos generadores.

Relaciones:

) c11¢12 = 1, ca1092= 1, cz1c32 = 1. Dadas por anillos.

) c1r = b, co2 = ba, c31 = b1, 32 = by. Aristas en el drbol generador.
) art = by, ay " =b

cr0) G Cl2a1= 02, Gy C2102 = 01.

Las relaciones en el tercer punto las podemos cambiar por

a bzal_lz cl2 Yy a2by a2_1 = ¢91, Yy asi poder reducir aun mds el numero de generadores.
Por tanto Wl(X§4):<a1,a2,b1,b2| blale(Zfl:], agblaglbgzl, b1b2:1>

:<a1,a2,b1’ blalbflaflzl, a2b1a2_1b1_1:1>

=(a1,a2,b1|[a1,b1]=1, [ag,b1]=1)
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Ejemplo 3.1.4. Generalizando el ejercicio anterior.
Sean {A1, ..., Am} anillos, OA;={ ci1, cie} y b1, by homeomorfomos a 8'.
Para cada i € {1,....m} y cada j € {1,2} pegamos c;; a b; mediante el homeomorfismo

identidad hl] Sea x;% = ({.Al , oy As }U {bl, bQ})/h

wi W1
Calculando una presentacion para m (X45).

Generadores:

-) {b1,b2} Veértices negros.

) {c11,¢12,-s6m1,¢me} Las correspondientes a las fronteras de los anillos.

--+){a,. ,am—1} Dado que quitamos una arista de cada w; para el drbol generador, agreg-

amos m-1 generadores.

Relaciones:

) cr1c1a = 1, ca1c22=1,..., ¢micme = 1. Dadas por anillos.
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) 11 = by, ca1 = bi,..., Cmz = b1, cme= ba. Aristas en el drbol generador.

) a7 eigay= by Vi € {1,...,(m-1)}

Las relaciones en el tercer punto las podemos cambiar por

ayibgaiflz Ci2.

Por tanto 7r1(X?):(al,...,a,m_l,bl,bﬂ blaibgai_lzl, bibe=1) con i€ {1,...,(m-1)}
=(a1,...,am—1,b1] blaibl_lai_lzl)

:<0,1,..., a,m,l,b|[a,”b]:1>
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CAPITULO 4: ESTRATIFICIES SIMPLEMENTE CONEXAS.

FEn este capitulo se busca encontrar condiciones necesarias y suficientes para la grafica
de una estratificie simplemente conexa. Asi como describir algunas familias de estratificies
con grupo fundamental trivial y un breve comentario acerca de donde podemos encajar

estos espacios.

Dado que haremos operaciones sobre la grafica G, de X recordemos algunas de sus defini-
ciones.

En lo siguiente G es una grafica, V(§) es el conjunto de vértices de G, €(9) es el conjunto de
aristas de G, para la arista e=(a,b) € £(9) donde a,be V(§), F(e)={a,b} son los vértices
finales de e € €(9) y decimos que a es adyacente a b por e. Para cada vértice v € V(9)

denotamos como A, los vértices adyacentes a v.

Definicion 4.1. Una subgrafica I' C G, es otra grafica formada por un subconjunto de

vértices y aristas de §. El conjunto de vértices debe incluir los vértices finales de cada arista

en E(T).

Definicién 4.2. Sea AC V(G). Decimos que I'4 es la subgréfica inducida por A en G si
V([a)=Ay E(Ta)={ec&9)F(e)CA}.

Definicién 4.3. Dado un vértice v, definimos st(v) la estrella en v como la subgrafica
inducida por A,, i.e.

st(v)=Cy,.



Estas definiciones son para cualquier grafica, la siguiente definicién es solo para las
graficas que aparecen como graficas asociadas de estratificies. Como en toda esta tesis X
es una estratificie con grafica asociada G, la cual tiene conjunto de vértices negros B y
de vértices blancos W, r : X — G, es un retracto. Y dada una grafica G tiene estratificie

asociada X¢.

Definicién 4.4. Dada I subgréfica de G, decimos que R = r~(I") es un subcomplejo de X.

En general R no siempre es una estratificie por lo que podemos considerar [=[U ST
donde 8T = Uyep st(v). Es decir a I' le pegamos las estrellas sobre sus vértices negros.

Asf r=Y( f‘) es una estratificie.

Definicion 4.5. Decimos que §* es una subgréfica podada de G si 9*:f‘ para alguna I'.

Ejemplo 4.5.1. Supongamos que la grdfica resulto ser:

Con T" dada por:

b
g\
=
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Obs. Los vértices son subgraficas podadas.

La estratificie obtenida X puede ser obtenida de X si cada componente conexa de r~1(§ / f’)

a un punto y para un vértice blanco w €I'Ncl(§ / I') tapamos las curvas fronteras de

r~Hw) Nr=t(cl(S /F) ) con discos.
Por tanto para cada subgrafica conexa H podada de § hay un mapeo cociente P : Xg— Xg¢
e induce epimorfismos de 71 (Xq) en m (Xg¢) y de Hy (X¢)enH; (Xg¢). Claramente si X es

simplemente conexa entonces Xg; es simplemente conexa.

Teorema 4.6. Si X es una estratificie simplemente conexa entonces G, es un drbol, con

vértices blancos de genero cero y sin vértices negros terminales.

Dem:
Claramente todas estratificies obtenidas de las subgraficas podadas de G, deben ser sim-
plemente conexas.
Del Corolario 1.13 Sabemos que G, debe ser un arbol.
Sea w un vértice blanco y visto como grafica podada la estratificie X,, inducida por w
es simplemente la superficie que representa w tapando sus fronteras con discos. Dado que
71(Xy)=1 concluimos que X, es de genero cero y w debe tener la etiqueta cero.
Como B(9)# 0 podemos asegurar que existe b € B(9), consideremos que st(b) es una
subgréfica podada de G y denotemos X, la estratificie obtenida de st(b).
Supongamos que b es un vértice terminal, asi st(b) solo contiene un vértice blanco y una

arista, por lo anterior el vértice blanco debe estar etiquetado con el genero cero y digamos
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que la arista esta etiquetada con mn.
Por tanto 71(Xy)=(b,c| b"=c, c=1)=(b| b"=1)=Z,,. Lo cual es una contradiccién y por

tanto estos vértices no existen.

4.0.1 Estratificies lineales

Definicion 4.7. Estratificies lineales

Una estratificie X; se dice lineal si su gréfica asociada es una grafica lineal con vértices
sucesivos wy, b1,..., br, w, que estdn unidos por aristas etiquetadas con mq, nq,..., M., N,
respectivamente, o sea m; es la etiqueta que tiene la arista que une w;_1 con b; y n; la de
la arista que une b; con w; para i € {1,...,r}.

mq ny ma n2 Mg me nr
ol tiohr “pEliet TVe
\ \
by W b br w,

Wo Wi

Del Teorema 2.1 tenemos la siguiente prestacion para el grupo fundamental:

T (X5 )=(b1,..,be| BTT=1, B BT2=1, BI2BTE=1,... b b =1, b =1)

r—1
=(b1,e0sbp| B =1, b =1, b7 b7 =1) con j € {1,..,r-1}.
obs. mcd(a,b) denota el maximo comun divisor de los enteros a y b.

obs2 (z| z0=1, z°=1) = (z| zmcdl@b)=1)

Lema 4.8. Si mcd(m; ,nj)=1 para i < j < r entonces w1 (X} ) es trivial.

Dem:
De la presentacién m1 (X7 )=(b1,...,b,| b =1, b b =1, by2 b3 =1,....b, 7' b =1, b =1),
sabemos que by by"?=1 equivalentemente b =b, ", asi b € (ba) pues es una potencia de
by y como mced (my, np)=1, existen aq, 1€ Z tales que 1 = a3mi+ f1ng por tanto
by= b MR — (pmiyen (pmyBi— (pM)B1 | asi que bie (by). (%)
También de b;" by"?=1 se tiene que b; "'=by" y elevando a la m; obtenemos que

IR — pI M —(pIM) S (%K)
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De (*) y (**) concluimos que 71 (X7} )=(b,...,b-| by*™ =1, bJ2 b3 =1,...,b" 7 b =1, b/ =1).

Podemos repetir el proceso.

Sabemos que by?=b; " luego by € (bz) y como med (mq ma,n2)=1 hay ag,52€ Z tales que

—

= bgz(m1m2)+52n2 _ ba2(m1m2)b2/52n2 _ (b;zz)

o P2 y por tanto

=ag(mymy)+pPane, asi que b
bo€ b3). (°)

Ya que b, "=b3" y elevando ala mpm; obtenemos que bg"3™2™ =, "M = (p2M) Tn2=]1 (°°)
De (°) y (°°) concluimos que 71 (X7} )=(bs,...,b, |65 ™™ =1,b52 b =1,....b 1 b =1, b =1).

Siguiendo con este proceso llegamos finalmente a que 71 (X7 )=(b,|b, """ """ =1, bIr=1)

pero mcd (1, ,mym,—1 - - - my)=1y por tanto m(X7}) es trivial.

Las estratificies lineales son muy restrictivas y podemos empezar a generalizar de varias
maneras. Por ejemplo para cada vértice negro agregar un nuimero arbitrario de vértices
blancos, es decir a cada curva singular permitimos pegar discos a lo largo de su frontera

mediante cubrientes.

4.0.2 Estratificies 1-lineales

Definicion 4.9. Estratificies 1-lineales.

Una estratificie X7, se dice 1-lineal si su grafica asociada contiene una grafica lineal

con vértices sucesivos wp, b1,..., by, w, que estan unidos por aristas etiquetadas con my,
M,..., My, Ny Tespectivamente , a la cual a cada vértice negro b; se le han agregado un
nimero arbitrario 8;€ NU{0} de vértices blancos {wj1,..., wjs;} y conectados por aristas

etiquetadas por mj1,...,Mmy;s; respectivamente.
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Grafica de una estratificie 1-lienal, denotada X[,

Wrs,

W2s,

De la grafica podemos obtener esta presentacién del grupo fundamental de una estratificie
1-lineal X7 .
A partir de aqui dada una presentacioén (z; ,..., z,| R1=1,..., Rx=1) es conveniente denotar

R=1 solo como R, es decir (z1,..., Ty| R1,..., R):=(21 ..., 2| R1=1,..., Rp=1).

Asi podemos escribir.

_ mi1 3 mi1 mis nipme 1mai 28, ng 1. Mm3 Np—1 meg
TL(0 )= (b by | DI BT by 0 BRI Bt B2 prapma e tpme e TS

)

b)

Denotemos como kj=mecd( mi1,..., mig,,m1), ky=mecd( my1,..., mys,,n) y ki=med( mi,...,
mig,) cuando j € {2,..,r-1}.
Por tanto 1 (X} )=(by,...,b[b", b{" b3 ,b52, by? by ,....b," 1  bIr, bEv)
k —
=(b1 ey b | B ey BFTL BITBY2 BI2BSE L BT D)

=(b1,eensbe| B, BDTE) con i € {1,.r} y § € {11},

Para identificar cuales de estas estratificies son simplemente conexas empezamos por es-

tudiar el caso trivial, cuando r=1.
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Grafica de una estratificie 1-lienal, denotada XL .Dadaunaeleccion de los Sq ylos my ;.

Recordemos que kj=mcd( miy,..., mys,,m1) y por tanto:
m1(X})=(b1| by", b1 )=(b1| bj*), donde £1= med (k1 ,n1).

Como ly=mcd (k1 ,n1)=mecd(med( miy,..., mys,,m1),n1)=med( mii,..., myg, ,m1,n1)

odemos concluir que 71 (X} =1 sii m1,..., mys.,mq,n1 son primos relativos dos a dos.
Ly yeeey 181> ;

Este caso no permite ver que pasa en general asi que probamos con r=2, recordemos que

hemos definido ky=mcd( mi1,..., mis,,m1) y dado que r=2 entonces ko=mcd(ma1,...,mas,,n2).

Grafica de una estratificie 1-lienal, denotada X2, .

Por tanto m1 (X3,) = (b1, ba[f", 657, b7 037 ).

m2__
g =

De la relacién by b 1 sabemos que b € (bs). Supongamos que ¢; = med (k1 ,n1)=1, es

decir que existen a;,81 € Z tales que 1 = aik;+B1ny y por tanto by=pF1 M —parkpfin _pSim
Asi b€ (be) entonces (I)C%l) = <b2|b§’27 b§1m2>,

Denotemos como o= mcd (kg ,k1mse). Concluimos que mp (DC%I) = <b2\b§2>, por tanto si
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med (k1 ,n1)=1y f2=1 entonces m (x%l) =1.

Si en vez de suponer que mcd (k; ,n1)=1 hubieramos supuesto que med (kg ,m2)=1 se llega
a un resultado idéntico salvo los indices esto se debe a que podemos empezar a eliminar
generadores del principio al final o del final al principio. Asi que sin perdida de generalidad

tratamos de eliminar los primero generadores.

Para el siguiente lema asumimos lo anterior y definimos los siguientes nimeros ¢;=mecd (k; ,¢;—1m;)

con i€ {2,...,r}, como antes fo= mcd (ko ,k1ma) y £1= mcd (k1 ,n1).

Lema 4.10. Dada una estratificie X', 1-lineal con grdfica asociada:
1

Si 4,=1, {1=1y med (¢;,n;)=1 para cada i€ {2,...,r} entonces m1 (X7, )=1.

Dem:

Sabemos que Wl(le):<bl,...,br|bf1,..., bEr, BB, by2bY b b,

Como 1=/1= mcd (k1 ,n1) entonces existen aj,51€ Z tales que 1 = ajki+£1n1 por tanto

by=p Rt _paakipBim_ B Cagt que bre (by) pues b= by ™. Ademds bi™2=1,

Concluimos que:
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(XY )= (b2, b |52 ey BE7, D5V DSBS b T bI)

=(byyeey by | 2.y BT, DI BIS BT bIY.

Anélogamente, como mecd (¢3,n2)=1 entonces existen tnicos ag,f2€ Z tales que 1 =

agly+[any por tanto bgzbf262+ﬂ2"2:bflgl 1)152"221)162712

, asi que bi€ (ba) pues by?= by ™.
También b52™=1.
Concluimos que:
TL(7 )= (b3 b | B2 .oy B, BT pr2pS ey
:<b3,...,b7«\b§3,..., bFr, b2 b3 b b™) ya que f3=med (k3 ,lams).

Podemos repetir el proceso hasta llegar a que:
(X5, )=( bror, belby s bE B b,

Supusimos que mecd (,—1,n,—1)=1 por tanto se tiene que b._1€ (b,) y la relacién
by =1,

De modo que Wl(le):<br|bfr, bf“lmr), por definicién £,=mcd (k, ,lr_1m,) entonces

Wl(le):<br\bfT>:1. De las hipétesis £,=1 y finalmente (X7 )=1.

Teorema 4.11. X es simplemente conexa < G, es un drbol, sin vértices terminales negros,

con todos su vértices blancos de genero cero y para cualquier vértice negro b, m (xst(b)) =1.

Dem:

Supongamos que X es simplemente conexa, por el teorema 3.6 G, es un arbol, sin
vértices terminales negros, con todos su vértices blancos de genero cero.
Como para cada vertice negro b, st(b) es una grafica podada de G, se tiene el epimorfismo
ep :m(X) = m (DCSt(b)) , luego m (xst(b)):l.
Supongamos que G, es un arbol, sin vértices terminales negros, con todos su vértices
blancos de genero cero y para cualquier vértice negro b, m; (xst(b))zl.
Luego tomamos una trayectoria de longitud maxima P; ( se puede hacer sin que sea de
longitud méxima), sean 8T(P) = U,ey(p,)ns st(b), ‘J;l: PLUST(P1) y £ la longitud de
1.

Y4



Es decir, a la trayectoria le pegamos las estrellas sobre sus vértices negros y con lo cual
conseguimos que P; sea una estratificie 1-Lineal, ya que m (xst(b)):l para cada b € By

por el lema anterior se tiene que X _ es simplemente conexa, o sea una 2-esfera entonces
P1

podemos reemplazar P con un vértice blanco en G, y hemos reducido el nimero de vértices.
Continuando con este proceso obtendremos una ultima grafica FG, que representa a una
estratificie uno lineal con la propiedad de 71 (Xgg,)~ m(X) y nuevamente por el lema

anterior se tiene que m (Xgg,)=1, luego X es simplemente conexa.
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