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Introduccion

La teoria tilting es una herramienta del dlgebra moderna, que surgié originalmente
en el estudio de categorias de mdédulos sobre algebras de dimension finita. A grandes
rasgos, esta teoria consiste en el estudio de ciertos objetos, llamados médulos tilting,
los cuales nacieron con el propédsito de responder preguntas sobre el anillo a través de
su anillo de endomorfismos. Con esta simple idea, la teoria tilting se ha convertido en
una herramienta importante en diferentes areas de las matemaéticas, como la teoria de
representaciones de dlgebras, la teoria de grupos, la geometria algebraica y la topologia
algebraica [AHHKO07, Gre01, Mat98, BH13|.

En los ultimos 40 afios, la teoria tilting ha cambiado de diferentes maneras a otros
contextos con diferentes propositos. Sheila Brenner y Michael C.R. Butler introdujeron
la nocién original en [BB80], su objetivo era estudiar ciertas equivalencias y su relacion
con formas cuadraticas. Posteriormente, surge una definicion mas general, por Dieter
Happel y Claus Michael Ringel [HR82], con el objetivo de obtener una vision maés
completa de los objetos tilting. Poco después, Yoichi Miyashita extendié la teoria
ain més, cambiando de una definiciéon con dimensién proyectiva menor o igual a 1,
a una que admitiera dimensiéon proyectiva finita [Miy86]. Més adelante, se pasé del
contexto de moédulos finitamente generados al de infinitamente generados sobre anillos

arbitrarios, como es el caso del trabajo de Lidia Angeleri Hiigel y Flavio Ulhoa Coelho
[AHUCO1].

Unos autores han presentado definiciones tilting especiales para trabajar con subcate-
gorias exactas de las categorias de médulos finitamente generados, éste es el caso de
Maurice Auslander, @yvind Solberg y Soud K. Mohamed [AS93b, Moh09]. Otros au-
tores han desarrollado teorias tilting en contextos diferentes a categorias de médulos,
como es el caso de Roberto Martinez Villa y Martin Ortiz Morales, que presentaron
una serie de articulos en el contexto de categorias de funtores [MVOMI11, MVOM13,
MVOM14|. En ocasiones encontraremos teorias en las que se estudian categorias til-
ting en lugar de objetos tilting, esto con el objetivo de simplificar las construcciones
involucradas en la teoria, como es el caso del trabajo de Octavio Mendoza Hernan-
dez y Corina Sdenz Valadez [MS06], asi como el reciente trabajo de Bin Zhu y Xiao
Zhuang [ZZ720]. Otras lineas de investigacién recientes, incluyen una definicién de ob-
jeto tilting en categorias abelianas arbitrarias [PS19b] y objeto tilting de dimensién
proyectiva infinita [PS19a] por Leonid Positselski y Jan St’ovicek.

Como se puede ver, los anos han dado origen a una basta familia de teorias bajo



el nombre de tilting. Podemos dividir burdamente en dos esta familia de teorias: los
objetos tilting pequernios y los objetos tilting grandes.

Los objetos tilting pequetios son aquellos cuya teoria se puede describir con copro-
ductos finitos. Como ejemplos de éstos, podemos pensar en la definicion clasica de
Brenner-Butler, el trabajo de Happel-Ringel, el de Miyashita, las teorias relativas de
Auslander-Solberg y todas las demas teorias que se desarrollan en la categoria de moé-
dulos finitamente generados sobre una algebra de Artin. También podemos encontrar
teorias fuera de las categorias de modulos, como son las clases tilting definidas en una
categoria de funtores por R. Martinez Villa y M. Ortiz Morales.

Los objetos tilting grandes son aquellos cuya teoria no se puede describir sin coproduc-
tos arbitrarios. Este tipo de teorias surgieron cuando los trabajos de Brenner-Butler,
Happel-Ringel, Ibrahim Assem [Ass84], y Sverre O. Smalp [Sma84] fueron extendidos
al entorno de modulos infinitamente generados sobre anillos arbitrarios por los tra-
bajos de Robert R. Colby, Kent R. Fuller, Riccardo Colpi, Gabriella D’Este, Alberto
Tonolo, Jan Trlifaj, L. Angeleri Hiigel y F. Ulhoa Coelho [AHUCO01, CF90, CDT97,
CTT97, CT95, AHTTO1]. Recientemente, han surgido este tipo de objetos tilting en
categorias abelianas con coproductos, como se puede ver en el trabajo de L. Positseslki,
J. St’ovicek, Pedro Nicolds, Manuel Saorin y Alexandra Zvonareva [NSZ19, PS19b].

Esta tesis pretende introducir herramientas nuevas que nos permitan comprender me-
jor el fenémeno tilting. Dichas herramientas seran, por un lado, nuevas nociones de
(co)resoluciones relativas y generalizaciones de teoremas del tipo Auslander-Buchweitz;
y por otro lado, una nocion de tilting relativo que englobe todas las nociones antes
citadas. Para vislumbrar un poco mejor este objetivo, cabe remarcar en las siguientes
lineas los puntos en comun de las teorias tilting que estudiaremos para alcanzar nuestro
cometido. Es conveniente recordar la siguiente notaciéon antes de proceder a ello. Sean
C una categoria abeliana (o bien una categorfa exacta) y X C C. Denotaremos por XV
a la clase de objetos C' € C que admiten una sucesion exacta

0—-C—->Xo—>Xg—--—=X,—0

con X; € X Vi € [0,n]. Definimos dualmente la clase X"*. Para T' € C, denotaremos por
Add (T') (add (7)) a la clase de objetos que son sumandos directos de un coproducto
T™X) con X arbitrario (finito).

La correspondencia de Auslander-Reiten

En un principio, los objetos tilting fueron introducidos en el contexto de moédulos fi-
nitamente generados sobre algebras de dimension finita. La teoria, en este contexto,
avanzo rapidamente y se generalizo de manera natural al contexto de mddulos fini-
tamente generados sobre un dlgebra de Artin (ver 3.6). Decimos que un anillo A es



una k-algebra de Artin si es un médulo finitamente generado sobre un anillo conmu-
tativo artiniano k. Denotaremos por mod (A) a la categoria de A-md6dulos finitamente
generados.

Uno de los usos que se le da a los objetos tilting es el estudio de las equivalencias
categdricas que inducen. En esta tesis nos enfocaremos principalmente en la relacién
que tienen los objetos tilting con las subcategorias covariantemente o contravarian-
temente finitas. Estas nociones fueron introducidas por M. Auslander y S. Smalg en

[ASS0, AS81].

A saber, una subcategoria X C mod (A) es covariantemente (contravariante-
mente) finita en C C mod (A) si todo M € C admite un morfismo o : M — X
(: X — M), con X € X, tal que Homy (e, X') (Homy (X', «)) es suprayectiva para
todo X’ € X. Una clase es funtorialmente finita si es covariante y contravariante-
mente finita. Cabe decir que estas nociones se han extendido a otros contextos resul-
tando ser un concepto fundamental en el estudio y desarrollo del algebra homologica
y la teoria de categorias.

M. Auslander e Idun Reiten fueron los primeros en estudiar la relacion entre los objetos
tilting finitamente generados y las subcategorias covariantemente (contravariantemen-
te) finitas en [AR91, AR92]. Uno de los resultados principales de estos trabajos es que
un médulo T € mod (A) es tilting si, y sélo si, T+ := {X € mod (A) | Ext} (T, X) =
0Vi > 0} es covariantemente finita en mod (A) y mod (A) = (T+)Y [AR92, Theorem
4.4]. Més atin, se mostré que existe una correspondencia biyectiva entre las iso-clases de
los objetos tilting bésicos y clases covariantemente finitas en mod (A), como se enuncia
a continuacion.

Teorema 0.1 (La Correspondencia de Auslander-Reiten). [AR92, Theorem 4.4] Sea
A una k-dlgebra de Artin. Entonces, se cumplen los siguientes enunciados.

(a) SiT € mod (M) es tilting, entonces T+ es funtorialmente finita y (add (T))Y =
Tt = {X € mod (A) | Exty (X,T") = 0VT' € T+, Vi > 0} es contravariante-
mente finita.

(b) La correspondencia T — T+ induce una biyeccion entre las iso-clases de médulos

tilting bdsicos en mod (A) y las clases X C mod (A) que son covariantemente
finitas, resolventes y tales que mod (A) = XV.

(¢) La correspondencia T — (add (T'))Y induce una biyeccion entre las iso-clases de
los mddulos tilting basicos en mod (A) y las clases X C P<>(A) resolventes y
contravariantemente finitas en mod (A), donde

P<=(A) := {C € mod (A) | pd (C) < oo}

Cabe decir que hay otras versiones de esta correspondencia en diferentes contextos,
entre las mas recientes podemos senialar una version para categorias extrianguladas



introducida por B. Zhu y X. Zhuang en [ZZ20, Theorem 2|. Describiremos en las
siguientes lineas las versiones que consideramos mas representativas.

Poco tiempo después de la publicacién de [AR92], M. Auslander y ). Solberg gene-
ralizaron estos resultados utilizando algebra homolégica relativa a un subfuntor del
Ext} (—, —) en [AS93b]. Este trabajo es parte de una serie de articulos que tiene el
cometido de utilizar el dlgebra homoldgica relativa para estudiar la categoria mod (A)
y sus subcategorias covariantemente o contravariantemente finitas [AS93b, AS93c,
AS93a]. A continuacién describiremos brevemente el dlgebra homolégica desarrollada
en dichos trabajos, a la cual nos referiremos como teoria de Auslander-Solberg. Dado
un subfuntor aditivo F' de Ext} (—, —), se considera a la clase £ de sucesiones F-
exactas, la cual consiste de las clases de sucesiones exactasn: 0 = N - M — K — 0
tales que 77 € F(K, N). Usando la clase £, se pueden definir médulos F-proyectivos,
F-inyectivos, F-resoluciones y F-coresoluciones. Mas atin, en caso de que F' tenga sufi-
cientes proyectivos e inyectivos, esto es que para todo M € mod (A) existan sucesiones
F-exactas
O-M—-I—-M—-0y0—>M —-P—M-—D0,

con P F-proyectivo e I F-inyectivo, la pareja (mod (A),Er) es una categoria exac-
ta con suficientes proyectivos e inyectivos. De aqui se sigue que se pueda definir el
i-ésimo funtor derivado de Homy (—, —) en (mod (A), Er). Dicho funtor se denota por
Ext. (—, —). Hecho esto, se definen de manera natural las clases ortogonales X** y
Lr X asf como las dimensiones homolégicas relativas pdp (=) y idp (=) (para més
detalles y definiciones ver secciones 3.5 y 3.6 de la tesis). Con estas herramientas M.
Auslander y . Solberg desarrollan una teoria F-tilting, en la cual obtienen la siguiente
version de la correspondencia de Auslander-Reiten. Cabe decir que los resultados ori-
ginales estan enunciados para médulos F'-cotilting, la nocién dual de F-tilting, debido
a que tal nocién se ajusta a los objetivos de M. Auslander y @. Solberg en [AS93c].
Sin embargo, nosotros enunciaremos la version F-tilting para continuar con nuestra
comparacion.

Teorema 0.2. Para una k-dlgebra de Artin A y F un subfuntor aditivo de Ext} (—, —),
con suficientes proyectivos e inyectivos, tal que P(F) es de tipo finito, se cumplen los
siguientes enunciados:

(a) [AS93b, Theorem 3.24] La correspondencia T — T+F induce una biyeccién entre
las iso-clases de modulos F-tilting basicos y las clases X covariantemente finitas
y F-coresolventes en mod (A) tales que mod (A) = Xp.

(b) [AS93b, Theorem 3.2] La subcategoria (add (T))Y es F-resolvente y contravarian-
temente finita en mod (A), con id p(add (T)") < occ.

Generalizando lo anterior, S. K. Mohamed presenté una definicion que relativizaba
el tilting de Auslander-Solberg a una subcategoria C C mod (A) (ver seccién 3.6 pa-
ra definiciones y detalles). A grandes rasgos, su trabajo se desarrolla en una clase



funtorialmente finita y cerrada por extensiones C C mod (A), con X = add (X) un
generador relativo en C que es contravariantemente finito en C. Resulta que bajo este
contexto, (C,£%) es una categoria exacta, donde £$ consiste de las sucesiones Fliy-
exactas en C y Fy es el subfuntor de Ext} (—, —) inducido por las sucesiones exactas

0 N> ML K= 0conm Homa (X, f) suprayectiva VX € X. Utilizando dicha
categoria exacta, S. K. Mohamed presenté una teoria tilting. Entre sus resultados no
podemos encontrar una correspondencia del tipo de Auslander-Reiten como tal. Sin
embargo, esta el siguiente resultado que conserva la esencia de dicha correspondencia.

Teorema 0.3. [Moh09, Proposition 4.2] Sean A una k-algebra de Artin, C C mod (A)
una clase funtorialmente finita y cerrada por extensiones, con X = add (X) un gene-
rador relativo en C que es contravariantemente finito en C, F':= Fy y T € C un tilting
de Mohamed. Entonces, se cumplen los siquientes enunciados:

(a) THF NC es F-resolvente covariantemente finita en C, con C C (T NC)};

(b) add (T)y = L7(T+* N C) N C es F-resolvente y contravariantemente finita en
C, con pdp (add(T)Y) < oo, donde la C en (add (T)). indica que las sucesiones
ezactas que constituyen las coresoluciones consideradas se encuentran en (C,ES).

Pares de cotorsion y la correspondencia de Auslander-Reiten en
Mod (R)

Las nociones de subcategoria covariantemente o contravariantemente finita también
fueron estudiadas, junto con los objetos tilting, en el ambito de los moédulos infini-
tamente generados. De hecho, fueron descubiertas de manera independiente bajo los
nombres de clases precubrientes y preenvolventes, con los cuales cobraron un gran in-
terés en la teorfa de médulos [Eno81, GT73, Tep76]. A saber, dadas X C C C Mod (R)
clases de médulos sobre un anillo R, diremos que X es preenvolvente (precubriente)
en C si todo M € C admite un morfismo o : M — X (o : X — M), con X € X, tal
que Homp (o, X') (Homp (X', @) es suprayectiva para todo X’ € X'. Mds atin, diremos
que X es preenvolvente (precubriente) especial en C si todo M € Mod (R) admite
una sucesion exacta

0ME3X M =500—M X3 M0

con X e Xy M e rx (M € X11), donde ' X := {M € Mod (R) | Ext} (M, X) =
0VX € X} (X1 := {M € Mod (R) | Ext} (X, M) = 0VX € X}). Notemos que una
clase preenvolvente (precubriente) especial es en particular preenvolvente (precubrien-
te).

Ahora, existe un concepto que muestra que las nociones duales de preenvolvente espe-
cial y precubriente especial estdan unidas: el par de cotorsion. En efecto, se dice que un



par de clases (A, B) es un par de cotorsién si A = 118y B = A" El llamado Lema
de Salce nos dice que en un par de cotorsion (A4, B), se tiene que A es precubriente es-
pecial si, y s6lo si, B es preenvolvente especial. Entre otras razones, con este resultado,
los pares de cotorsion se han vuelto una poderosa maquinaria utilizada para construir
resoluciones y coresoluciones en el algebra homologica relativa.

Bajo este contexto, L. Angeleri Hiigel y O. Mendoza Hernandez dieron un siguiente
paso para comprender la conexion entre pares de cotorsion, R-moédulos tilting, dimen-
siones proyectivas relativas y dimensiones de coresolucion.

Teorema 0.4. [AHMHO09, Theorem 3.2/ Sean (A, B) un par de cotorsion hereditario
y completo en Mod (R), con w := AN B.

(a) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(al) existe un R-médulo tilting T tal que A= (T+) y B=T+.
(a2) pdy (A) < oo yw es cerrado por coproductos.

(a8) w es cerrado por coproductos, pd (w) < oo y A C w".

(b) Si alguna de las condiciones anteriores se cumple, entonces

pd (T') = pd4 (A) = coresdimp (A) = coresdimagq(r) (A) = coresdimg (Mod(R)) .

Como podemos ver, con la introduccién de los pares de cotorsion se logra obtener
una variedad de propiedades relacionadas con dimensiones homoldgicas relativas (ver
seccién 1.1 para definiciones). Cabe decir que esta caracteristica fue utilizada en
[AHMHO09] para el estudio de las dimensiones finitistas, un concepto estudiado en
uno de los principales problemas abiertos de la teoria de representaciones de algebras.

La caracterizacion de Bazzoni

Un segundo punto en comun de las teorias tilting, que nos gustaria resaltar, es la
llamada caracterizacién de Bazzoni. Originalmente, dicha caracterizaciéon es un teorema
que Silvana Bazzoni prob6 en [Baz04, Theorem 3.11], bajo el contexto de mddulos
tilting infinitamente generados de dimensién proyectiva finita. Dicha caracterizacion
nos dice que un médulo T' € Mod (R) es tilting si, y sélo si, Gen,(T) = T+, donde
Gen,(T) es la clase de los R-médulos X que admiten una sucesién exacta

T, =T, 11— =T - X =0,

con T; € Add (T') Vi € [1,n]. El resultado de Bazzoni es altamente apreciado por su
simplicidad y por la variedad de aplicaciones que presenta.



Cabe mencionar que antes de [Baz04, Theorem 3.11] ya habia resultados parecidos
para otros tipos de tilting finitamente generados (ver [CT95, Proposition 1.3] y [MO89,
Theorem 4.3]). Recientemente, Jiaqun Wei introdujo una de las versiones més generales
para médulos finitamente generados [Weil0, Theorem 3.10], en el contexto de médulos
tilting relativos a la Auslander-Solberg.

Es de suponer que cada teoria tilting tiene su version de caracterizacion de Bazzoni.
Por ahora no ahondaremos mas en las diferentes versiones y en las sutiles diferencias
que puedan tener. Basta mencionar, por dltimo, que B. Zhu y X. Zhuang también han
desarrollado una version para categorias extrianguladas [Z2720, Theorem 1].

Clases n-X-tilting

En esta tesis trabajaremos en una categoria abeliana C y consideraremos una clase
de objetos X C C. Nuestro objetivo serd desarrollar una teoria tilting en C relativa
a X', de tal manera que nuestra definicién englobe todas las nociones de tilting an-
tes mencionadas. El trabajo estara dedicado especialmente a describir en detalle las
propiedades técnicas y las relaciones entre diferentes dimensiones homolégicas, de tal
manera que los resultados sirvan para una gran variedad de aplicaciones en diferentes
contextos. Nuestros resultados principales seran una version de la correspondencia de
Auslander-Reiten, una caracterizacién de Bazzoni y las propiedades de los pares n-X -
tilting. Cabe mencionar, que la nociéon de par n-X-tilting introducida en esta tesis es
nuestra version relativizada de los pares de cotorsion inducidos por los médulos tilting
que aparecen en el Teorema 0.4.

Hacemos notar que una de las diferencias de nuestro trabajo (con otras nociones de
tilting en categorias abelianas) es que, mientras que otros autores trabajan en con-
textos donde C tiene suficientes proyectivos o inyectivos, nosotros sélo pediremos que
exista un generador X-proyectivo relativo en X y un cogenerador X-inyectivo rela-
tivo en X'. En ocasiones, especializaremos nuestros resultados a categorias Ab4 con
el fin de incluir en nuestra teoria a los objetos tilting grandes. Ante la ausencia de
objetos proyectivos e inyectivos, cabe decir que nuestra principal herramienta sera
el funtor Ext% (—, —) de Yoneda, el cual no requiere la existencia de suficientes pro-
yectivos o inyectivos. En el apéndice exploraremos varias propiedades de este funtor.
En particular, probaremos que: una categoria abeliana Ab3 C es Ab4 si, y sélo si,
para todo conjunto de objetos {A;}ic; en C y todo B € C, se tiene un isomorfismo
Extf (D,er Ai, B) = [1ies ExtE (A;, B) (ver A.106).

Antes de enfocarnos en nuestro objetivo, serda necesario desarrollar ciertos resultados
de algebra homoldgica que nos permitan abordar nuestro problema. Esta labor la rea-
lizaremos en el capitulo 1. A saber, en las secciones 1 y 3, nos basaremos en el algebra
homolégica desarrollada por M. Auslander y Ragnar Olaf Buchweitz [AB89], asi como
en varios resultados de M. Auslander e I. Reiten [AR91], para introducir una variedad



de dimensiones relativas que utilizaremos en los siguientes capitulos. En particular,
dadas X,Y C C, introduciremos las clases (X, )" y (X,))Y, que consistiran de los
objetos que admitan lo que llamaremos (&X', ))-resoluciones y (X, ))-coresoluciones.
Alrededor de estas nociones definiremos dimensiones de resolucién (coresolucién) re-
lativa a (X,)), respectivamente. Cabe decir que las clases (X, V)" y (X,))" estdn
inspiradas en las clases presentadas en [AR91] con la notacién de X, y que resultan
ser una generalizacion de las clases de objetos Gorenstein relativos débiles presentados
en [BMS20] por Victor R. Becerril Somera, Valente Santiago Vargas y O. Mendoza
Hernandez. En la seccién 2, estudiaremos las parejas de clases (A, B) C C? que se com-
portan como un par de cotorsién en una clase X C C. En este estudio incluiremos la
definicion de pares X'-completos y X-hereditarios, y estudiaremos su comportamiento
con dimensiones homoldgicas relativas. Finalmente, en la seccion 4 introduciremos la
clase Fac.' (7)), la cual es nuestra versién relativizada de la clase Gen,,(T)) utilizada en
la caracterizacion de Bazzoni.

La definicién de clase n-X-tilting se presenta en el capitulo 2, donde obtendremos
nuestros resultados principales y la descripcion de sus propiedades. En la seccion 1, se
desarrolla una teoria tilting que especializaremos a objetos tilting grandes o pequefios
cuando sea necesario. Para ello, desarrollaremos una teoria de clases n-X-tilting en
lugar de objetos n-X-tilting. Consideraremos el caso especial en que la clase estudiada
es cerrada por coproductos, o bien por coproductos finitos, definiendo este fenémeno
como clases n-X-tilting grandes, o bien pequenas. Definiremos objetos n-X-tilting gran-
des (pequenios) como aquellos en los que Add (T') (add (7")) sea una clase n-X-tilting.
Entre los resultados principales de esta seccion, presentaremos una caracterizacion de
los objetos n-X-tilting, la cual incluird nuestra version de la caracterizacion de Baz-
zoni (ver 2.25), asi como un teorema donde empezaremos a mostrar las interesantes
propiedades de los pares n-X-tilting (ver 2.23). En la seccién 2, probaremos que, en
caso de que X sea una clase de objetos compactos, para una clase 7 serd equivalente
que Add (7)) sea n-X-tilting grande, a que add (7)) sea n-X-tilting pequena (ver 2.58).
En la seccién 3, se introducen y se estudian las propiedades de los pares n-X-tilting.
El teorema principal de esta seccion serd una generalizacion del Teorema 0.4 mostrado
arriba (ver 2.75). En este resultado mostraremos una caracterizacién de los pares de
clases inducidos por una clase n-X-tilting por medio de dimensiones homolégicas. Mas
atn, como corolarios de este teorema obtendremos dos versiones de la correspondencia
de Auslander-Reiten (ver 2.78 y 2.79). Finalmente, en la seccién 4 estudiaremos el
caso cuando X es una clase gruesa. Veremos que en este caso las hipotesis se relajan y
flexibilizan. Probaremos nuevas versiones de la correspondencia de Auslander-Reiten
(2.95 y 2.96), asi como una caracterizacion de Bazzoni (2.90).

Por 1ltimo, en el capitulo 3, exploraremos una variedad de ejemplos y aplicaciones de
lo desarrollado en los primeros dos capitulos. Mostraremos cémo nuestra definicién se
ajusta a diferentes versiones de tilting. También veremos cémo nuestra version de la
caracterizaciéon de Bazzoni y de la correspondencia de Auslander-Reiten nos ayudan a



encontrar equivalencias entre las diferentes nociones de tilting. A saber, las primeras
4 secciones las dedicaremos a mostrar coémo las nociones de tilting clasico, los objetos
oo-tilting y el tilting de Miyashita se pueden caracterizar como un objeto n-X-tilting,
para un entero n y una clase X adecuadas. En particular, exploraremos la variedad
de propiedades que podemos deducir a través de nuestra teoria para los R-mddulos
tilting de Miyashita, con R un anillo noetheriano. También desarrollaremos una teoria
de R-médulos tilting de Miyashita de tipo FP,, con R un anillo n-coherente. En las
secciones 5 y 6 exploraremos las teorias tilting en categorias exactas. En particular,
mostraremos que si (A, €) es una categoria exacta que se sumerge en una categoria
abeliana C, via un funtor i : A — C, entonces una clase 7 C A es n-tilting en (A, &) si,
y s6lo si, la clase [i(7)] es n-[i(A)]-tilting en C. Utilizaremos esta idea para analizar el
tilting a la Auslander-Solberg y el tilting de Mohamed. En la seccién 7, estudiaremos
las clases tilting de funtores desarrolladas por R. Martinez Villa y M. Ortiz Morales, y
los caracterizaremos con nuestra definiciéon de n-A-tilting. Finalmente, en las secciones
8 y 9 buscaremos caracterizar a los modulos silting a través de la nociéon de n-X-tilting.






1. Preliminares

En este capitulo desarrollaremos las bases técnicas para abordar el estudio de una teoria
tilting relativa en categorias abelianas. Nuestra herramienta principal serd el algebra
homoldgica relativa introducida por Maurice Auslander y Ragnar-Olaf Buchweitz en
[AB89]. Dicha teoria la podemos describir como un estudio de las relaciones entre la
dimensién de resoluciéon (coresolucién) respecto a una clase X' y la dimension proyectiva
(inyectiva) respecto a una clase X.

En este trabajo introduciremos un ligero cambio sobre las resoluciones (coresoluciones)
estudiadas en [AB89]. Esto nos llevard a generalizar una variedad de definiciones y
resultados.

Las resoluciones que estudiaremos dependeran de dos clases de objetos, digamos X’y
Y, v consistiran de sucesiones exactas de la forma

---—>Xn—>---—>X1f$Xof#M—>0,

donde X; € X y Im (f;) € Y para todo i > 1. Introduciremos una dimensién respecto
a este tipo de resoluciones y, de manera similar a M. Auslander y R.O. Buchweitz,
estudiaremos la relaciéon entre ésta y las dimensiones homolégicas relativas respecto a
la clase X.

Entre los resultados principales podemos citar los siguientes. En 1.44, veremos las
condiciones necesarias para que la clase de objetos que admiten dichas resoluciones
sea cerrada por extensiones, sumandos directos, o sea gruesa a izquierda. En 1.9, se
caracterizan las clases T tales que pdy (7) < n con una nueva nocién que llamare-
mos cerradura por n-cocientes en X. En 1.16, estudiaremos la existencia de ciertas
aproximaciones especiales a partir de la existencia de un generador X’-proyectivo.

Ante la aparicion de dichas aproximaciones especiales y otros indicios en la teoria, nos
veremos ante la necesidad de introducir nuevos conceptos, que se presentan como una
relativizacion de las nociones de par de cotorsion completo y hereditario respecto a una
clase X. Acerca de estos conceptos obtendremos en 1.20 una version del Lema de Salce
que caracteriza los pares X -completos. También demostraremos en 1.26 una version
del Lema de Garcia-Rozas que describe los pares X -hereditarios. Mas adelante, en 1.50
daremos una descripcion del comportamiento de un par X'-completo y X'-hereditario
(A, B), asi como de su corazén ANBNX.
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1.1 Homologia relativa Preliminares

Por ultimo, en la secciéon 1.4 abordaremos la clase de objetos C' que admiten una
sucesion exacta

0K T, o131 5800,

conT; € TNX y Ker (f;) € X para todo i € [1,n]. En particular, en 1.53 estudiaremos
bajo qué condiciones dicha clase es cerrada bajo n-cocientes en X.

1.1. Homologia relativa

Comenzaremos definiendo las clases elementales con las que estaremos trabajando. Sea
C una categoria abeliana. Dados X,Y € C y n > 0, denotaremos por

Ext? (X,Y)

al grupo de extensiones de Y en X, también conocido como el Ext de Yoneda. Dicho
grupo siempre estd definido y no depende de la existencia de elementos proyectivos o
inyectivos en C. En el apéndice, se pueden encontrar mas detalles sobre el mismo, asi
como de todas las herramientas que utilizaremos de las categorias abelianas.

Definicién 1.1. Sean C una categoria abeliana y M C C. Consideraremos las siguien-
tes clases:

(a) smd (M) denota a la clase de sumandos directos de objetos de M;

(b) M® denota a la clase de objetos de C que son sumas directas arbitrarias de
elementos de M;

c¢) M%< denota a la clase de objetos de C que son sumas directas finitas de ele-
]
mentos de /\/l;

(d) Add (M) :=smd (M?) y add (M) := smd (MP<=);

(e) Prod(M) denota a la clase de objetos de C que son sumandos directos de pro-
ductos arbitrarios de elementos de M;

(f) Mt :={X €C|Ext:,(M,X)=0 Vi>1,YM € M},
(g) MY ={X €C|Exti (M,X)=0 VM e M};
(h) *M :={X €C|Exti (X,M)=0 Vi>1YM € M};
(i) "M :={X €C|Exti(X,M)=0 YM e M};

)

(j) en caso de que M consista de un s6lo objeto M, las clases anteriores se denotaran,
respectivamente, por smd (M), M®, M%< Add( ), add (M), Prod (M), Ml,
M*i M vy +i M, respectivamente.
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1.1 Homologia relativa

Observacion 1.2. Cabe resaltar que, por la sucesion exacta larga del Ext y A.4.4,
las clases M*Yi, ML, LM y Li M son cerradas por extensiones, sumandos directos y
coproductos finitos. Ademds, en caso de que C sea una categoria Ab4, tendremos que
MLy ML son cerradas por coproductos arbitrarios, por A.100.

A continuacién presentamos los conceptos clasicos relacionados con resoluciones y co-
resoluciones.

Definicién 1.3. Sea X’ una clase de objetos en una categoria abeliana C.

(a)

Para cada n € N, denotamos por X a la clase de objetos M € C que admiten
una X-resolucion finita de longitud < n. Esto es, una sucesién exacta

0—-X,—w.. - X1 —-Xo—>M-—0, (1.A)

con X; € X, para todo i € {0, ...,n}. Luego, denotamos

XM= &)

neN

Dualmente, para cada n € N, denotamos por XY a la clase de objetos M € C
que admiten una X'-coresolucién finita de longitud < n. Esto es, una sucesién
exacta

0->M-—->Xg— X7 — ... > X, >0, (1.B)

con X; € X, para todo i € {0, ...,n}. Luego, denotamos

XV = U.)C;;/

neN

Denotamos por X2 a la clase de objetos M € C que admiten una X-resolucién
infinita. Esto es, una sucesion exacta infinita

=Xy = =2 X0 =2 Xy =2 Xg—=> M =0,

con X; € X U{0} Vi > 0. Note que X" C XZ.

Denotamos por X ala clase de objetos M € C que admiten una X-coresolucién
infinita. Esto es, una sucesion exacta infinita

0-M-=>Xg=-X1=>Xog—=- =X, =,

con X; € X U{0} Vi > 0. Note que XV C X.

En caso de que M € X", decimos que la dimensién de X-resoluciéon de M
es n, si n es el minimo entero positivo tal que existe una sucesion exacta de
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1.1 Homologia relativa Preliminares

la forma (1.A). A dicho nimero lo denotamos resdimy (M). En caso de que
M ¢ X", escribiremos resdimy (M) = oo.

(f) Dado M € XV, decimos que la dimensién de X-coresolucién de M es n, si
n es el minimo entero positivo tal que existe una sucesion exacta de la forma
(1.B). A dicho nimero lo denotamos coresdimy (M). En caso de que M ¢ XV,
escribiremos coresdimy (M) = oo.

(g) Dada una clase M C C, consideraremos

coresdimy (M) := sup {coresdimy (M) | M € M},
resdimy (M); = sup {resdimy (M) | M € M} .

Las dimensiones de resolucion antes definidas estan estrechamente relacionadas con las
dimensiones homologicas, las cuales definimos a continuacion.

Definicién 1.4. Sean C una categoria abeliana y A C C. Para un objeto C' € C, se
definen las siguientes dimensiones:

(a) pda (C) := min {n € N|Extf (C, A) = 0Vk > n} ;
(b) ida(C) := min {n € N|Ext§ (A,C) = 0¥k > n};
(c) para una clase B C A se definen

pda (B) :=sup{pda(B) | B € B} yida(B) =sup{ida(B) | B € B}.

Definicién 1.5. Sea (X', w) una pareja de clases de objetos en una categoria abeliana

C.

(a) Decimos que w es un cogenerador relativo en X siw C X y para todo X € X
existe una sucesion exacta

0= X—-W-—=X =0,

con Wewy X' e X.

(b) Decimos que w es un generador relativo en & si w C X y para todo X € X
existe una sucesién exacta

0=-X' -W-—=X—=0,

conWewy X' e X.
(¢) Decimos que w es X-inyectivo si idy (w) = 0.
(d) Decimos que w es X-proyectivo si pdy (w) = 0.

Definicién 1.6. Sean ) y & clases de objetos de una categoria abeliana C y n > 0.
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1.1 Homologia relativa

(a)

Decimos que M € C es coresoluble por ), en X, o bien que M es Vxy-
coresoluble, si M admite una sucesion exacta infinita

0-MBYV, By sy By, -,
donde Y, € YU{0} VkE > 0y Im (f;) € XU{0} ¥i > 1. En tal caso, diremos que

la sucesién exacta anterior es una Yy-coresolucién.

Una )Yy-coresolucién de longitud finita de un objeto M € C es una sucesion
exacta

0-MBy, LNy, Sy, By, >o,

donde YV, e XNY, Y, € YVk € [0,n—1] yIm(f;) € X Vi € [1,n—1]. En
tal caso, diremos que la sucesion exacta anterior es una )y-coresolucion de
longitud n y que M es finitamente ) y-coresoluble.

Diremos que la dimension de )y-coresolucion de M es n, lo cual denotaremos
coresdimg; (M), si n es el minimo entero tal que existe una sucesién exacta como
en (b). En caso de que no exista una tal coresolucion, escribiremos

coresdimg; (M) = oo.

Denotaremos a la clase de objetos Yy-coresolubles como y}(m.

Denotaremos a la clase de objetos finitamente )Yy-coresolubles como )Y.. Note
que Yy C Yy .- Mas atin, J) U {0} es un cogenerador relativo en Yy .

Denotaremos a la clase de objetos que admiten una )y-coresoluciéon de longitud
menor o igual a n como Yy .

De manera dual, se definen los objetos resolubles por ), en X, o Vy-resolubles,
y la clase de estos objetos la denotamos como Y7 .. También podemos definir, de
manera dual, la dimensién de Yy-resolucién que la denotamos como resdims (M).

Note que, para un M € C, se tiene que M es isomorfo a un objeto de X N Y si, y solo
si, resdimg; (M) = 0 (respectivamente, coresdimg; (M) = 0).

A continuacién presentamos una segunda forma del concepto de resoluciéon y coreso-
lucion relativos a una subclase en C. Se puede observar que esta segunda forma es un
caso particular de la anterior. La incluimos por sus futuras aplicaciones.

Definiciéon 1.7. Sean ) y X subclases de objetos en una categoria abeliana C.

(a)

(b)

Diremos que M € C es (X,))-coresoluble si M € X N Yy .
Denotaremos (X, V)7 ==X NYY o, (X, V) =X NYyy (X, D), =XNV},.

Dualmente, diremos que M € C es un objeto (), X)-resoluble, si M € XNY3 .
Denotaremos (Y, X)) =X NYV5 o, Y, X)) =XNYey (V. X)) :=XNV3,..
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1.1 Homologia relativa Preliminares

1.1.1. Caracterizando las clases 7 tales que pd,(7) <n

Definicién 1.8. Sean ) C X clases de objetos en una categoria abeliana C y n > 1.

(a) Diremos que ) es cerrada por n-cocientes, en X, si para toda sucesion exacta
05 A=Y, B8 . V3 B,

conY; € YVyKer(p;) e XVie[l,n]y Be X, se tiene que B € ).

(b) Diremos que ) es cerrada por n-subobjetos, en X, si para toda sucesién
exacta
0-A-V 3 .. 5Y, B3B-0,

conY;, € YylIm(p,) e X Vie[l,n]y Ae X, setiene que A € V.

El siguiente resultado estd inspirado en [CE56, Chapter VI, Proposition 2.1.].

Proposicién 1.9. Para una categoria abeliana C, X C C,n > 1y 7T CC, las siguientes
condiciones se satisfacen.

(a) Sea o un cogenerador X-inyectivo relativo en X tal que o C T+. Entonces,
X NT+ es cerrada por n-cocientes en X si, y sélo si, pdxy (T) < n.

(b) Sea 3 un generador X -proyectivo relativo en X tal que 3 C +T . Entonces, XN+ T
es cerrada por n-subobjetos en X si, y solo si, idy (T) < n.

Demostracion. Probaremos (a), ya que la prueba de (b) es dual.

(=) Note primero que « C XNT+. Sean X € X y M € T. Veremos que Extf (M, X) =
0, para todo £ > n+1. Dado que « es un cogenerador relativo en X', podemos construir
una sucesion exacta

0 XL BnB . 1, vy o,

con Kj :==Ker(f;) e XVje[l,n,VeXyl€aViel[0,n—1]. A partir de la
sucesion exacta
0—-K,—1I,1—>V =0,

obtenemos la sucesion exacta, para todo ¢ > 1,
Extl (M, I,,_1) — Extl (M, V) — Exti™ (M, K,,) — Ext&™ (M, I,_1),

donde Ext?, (M, I,,_1) = 0 = Ext5™ (M, I,_); por lo que Extl (M, V) = Extis™ (M, K,,) .
Ademas, por el lema del corrimiento, tenemos que

Exti (M, K,) = Exty ' (M, X) = Extp™ (M, X) ;
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1.1 Homologia relativa

lo cual concluye nuestra prueba ya que, como 7+ N X es cerrado por n-cocientes en
X, tenemos que V € T+ N X. Asi que, para todo i > 1,

0 = Ext’ (M, V) = Exts™ (M, K) = Exty™ (M, X),
lo que implica que pdy (M) < n.
(<) Sea pdy (T) < n. Dada una sucesién exacta en X
05A-X, 2 .. X, 23B>0

con Xy,.., X, € XNT+ yKer(p;) € X Vi€ [1,n], por el lema de corrimiento, para
cada M € T tenemos que

Extt (M, B) & Extp™ (M, A) = 0Vk > 1,

va que A € X y pdy (T) < n. Por lo tanto, B€ Tt NX. O

Proposiciéon 1.10. Para una categoria abeliana C y T C X C C, los siguientes
enunciados se satisfacen:

(a) sia es un cogenerador X -inyectivo relativo en X, entonces

coresdimy. y (X) < pdx (T) ;

(b) si B es un generador X -proyectivo relativo en X, entonces
resdim? - (X) <idx (7).

Demostracion. Probaremos (a), ya que la prueba de (b) es dual.

Primero note que, como 7 C X, tenemos que o« C 7+ N X. Podemos asumir que
pdy (T) = n < 0o0. Sin = 0, se tiene que X C T+; y ast X NTH = X. Luego
Coresdim¥ Ly (X) = 0. Por lo que, podemos asumir que n > 1.

Usando que a es un cogenerador relativo en X, para todo A € X se puede construir
una sucesion exacta

0 A=Wy B .5 W1 3Q—0,
con Q € X, Ker(p;) e X Vie[l,n]y W, € aVie|[0,n—1]. Dado que « C T+ N X,
por 1.9 sabemos que @ € T+ N X. Por lo tanto, coresdimy, -, (4) < n. O

Proposicién 1.11. Para X,T clases de objetos en una categoria abeliana C, los si-
gquientes enunciados se satisfacen.

(a) Sea o un cogenerador X -inyectivo relativo en X tal que o C T+. Entonces, se
cumplen las siguientes desigualdades:
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1.1 Homologia relativa Preliminares

(a1) coresdimy. , (X) < pdx (T);
(a2) pdx (L (TL)) < pdxy (L (TL N X)) < pdx (7).

(b) Sea B un generador X -proyectivo relativo en X tal que 3 C LT . Entonces, se
cumplen las siguientes desiqualdades:

(b1) resdim? -, (X) <idx (T);

(b2) idy ((“f)l) < idy <(LTm X)l) <idy (7).

Demostracion. Probaremos (a), ya que la prueba de (b) es dual. Dado que a C X, se
tiene que o C T+ N X. Luego, la prueba de (al) se sigue como en la de 1.10(a).

Dado que * (TL) C T+ N X), para demostrar (a2), es suficiente mostrar que
pdy (i(’Tl N X)) < pdy (7). Para ello, podemos asumir que pdy (7) = n < oc.
SeanYGL(TLﬂX) yAeX.Sin=0,por (al), se tiene que AXT € T-NX;y

asi Ext (Y, A) = Extl (Y, T) = 0Vi > 1. Podemos asumir que n > 1. Dado que « es
un cogenerador relativo en X', como en la prueba de 1.10 se tiene una sucesién exacta

0—>A—->Wy—...=>W,.1—>Q—0,

donde Q € Tt NX y W; € a Vi € [0,n — 1]. En particular Q € Y*. M4s atin, como
a CTHNX, se tiene que W; € Y+ Vi € [0,n—1]. Asf que, por el lema del corrimiento,
tenemos que

0 = Exth (Y, Q) & Exti™ (Y, A) V&> 0.
Por lo tanto, pdy (V) < n. O

1.1.2. Teoremas estilo Auslander-Buchweitz

En esta seccién, haremos una generalizacién de algunos resultados de [AB89]. En di-
cho articulo, M. Auslander y R.O. Buchweitz introducen la teoria de aproximaciones
en categorias abelianas, la cual es utilizada para desarrollar la homologia relativa en
diferentes contextos. Recordamos a continuacién los objetos de estudio en dicha teoria.

Definicién 1.12. Sean C una categoria abeliana, X una clase de objetosen Cy M € C.

(a) Diremos que un morfismo f : X — M es una X-precubierta si X € X'y
Home (X', f) : Home (X', X) — Home (X', M)

es un epimorfismo, para todo X’ € X.
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1.1 Homologia relativa

(b) Diremos que un morfismo f: M — X es una X-preenvolvente si X € X'y
Home(f, X')Home (X, X") — Home (M, X')

es un epimorfismo, para todo X’ € X.

Comenzaremos recordando el siguiente lema, junto a un resultado clasico de Auslander-
Buchweitz.

Lema 1.13. [MS06, Lemma 2.13(a)] Sean X y Y clases de objetos en una categoria
abeliana C. Entonces

(a) pdy (XY) = pdy (X)),
(b) idy (X") = idy (X).

Demostracion. Probaremos el primer inciso, la prueba del segundo es dual.

Dado que X C XV, se sigue que pdy (X) > pdy (X). Por lo que podemos suponer
pdy (X) =k < 00. Sea M € XV. Veamos que pdy (M) < pdy (X). Procederemos por
induccion, sobre n = coresdimy (M).

Sin =0 entonces M = X € X, y asi pdy (M) < pdy (X).

Sea n > 0. Por hipétesis inductiva, pdy (N) < pdy (X) para todo N € XY ,. Dado
que coresdimy (M) = n, se tiene una sucesién exacta

n: 0=-M-—=Xy—K—=0

con Xy € X y coresdimy (K) =n — 1, por lo que pdy (K) < pdy (X) = k. De manera
que tenemos la sucesién exacta

ExtE (Xo,Y) — Extf (M,Y) — Exti™ (K,Y),
donde Extl (Xo,Y) = 0 = Extit! (K,Y) VY € Y. Por lo tanto, pdy (M) < pdy (X).
O

El siguiente teorema es una generalizacién de [AB89, Theorem 1.1], la cual se puede
consultar en [BMPS19, Theorem 2.8|. En tal resultado, haremos la convencion de que
la expresién resdim, (Kx) = —1 significa que Kx = 0.

Teorema 1.14. Sea (X,w) una pareja de clases de objetos en una categoria abeliana

C tal que w es un cogenerador relativo en X, con X cerrada por extensiones y 0 € X.
Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.
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(a) Para cada X € X" existen sucesiones exactas cortas en C
0Ky -MxyB X >0 conKxyew', MxeX,y

O%XKB)(%CX%O conBXEwA,CXEX.
Mas ain, resdim,, (Kx) = resdimy (X) — 1 y resdim,, (Bx) < resdimy (X).

b) Siw C XL, entonces w C X*, fx es una w"-preenvolvente, gx es una X-
precubierta, Ky € X+ y Cx € - (w").

El siguiente resultado es una generalizacién del dual del anterior. Cabe hacer la si-
guiente convencion.

Observacion 1.15. Sea (X,Y) una pareja de clases en C. En vista del enunciado del
siguiente teorema, acordaremos que cualquiera de las dos expresiones

coresdimg (M) = —1 o resdimg; (M) = —1
significaran donde aparezcan que M = 0.

Teorema 1.16. Sean (X,w) una pareja de clases de objetos en una categoria abeliana
C yY CC una clase cerrada por extensiones tal que X C Y. St w es un generador re-
lativo en X, 0 € X y X es cerrada por extensiones, entonces las siguientes condiciones
se satisfacen.

(a) Para cada Z € Xy, con n := coresdim, (Z), ewisten sucesiones exactas cortas

0=Z% My, —-Cz -0  conCze(Yw), Myze Xy
0= K;—+B;3250  conByewy, Ky € X,

donde coresdim? (C7) = n — 1 y coresdim? (Bz) < n.
(b) En caso de que Z € (Y, X)), podemos afirmar ademds que By € (Y,w)".

(c) Siw C X, entonces w¥ C 1X, f; es una w"-precubriente y gz es una X-
preenvolvente.

Demostracion. Recordamos que wy¥ NY = (Y, w)".

(a) Sea coresdim¥ (Z) = n < oo. Construiremos las sucesiones requeridas, por in-
duccién sobre n.
Sea n = 0. Entonces, Z € X N Y. Dado que w es un generador relativo en X,
existe una sucesion exacta

0—=-X' =W =270,
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con W€ wC (Y,w) y X' € X. También, tenemos la sucesién exacta

O—>Zi>Z—>O—>O,

donde 0 € (Y, w)v. Note que ambas sucesiones exactas satisfacen lo requerido.
Sea n > 0. Por hipétesis de induccién, tenemos que para todo N € C, con
coresdim? (N) < n — 1, existen las sucesiones satisfaciendo lo requerido. Dado
que coresdim? (Z) = n, existe una sucesién exacta

O—>Z—>X0i>Y—>0

con Xog € X, Y €Yy coresdim? (Y) = n — 1. Lo que implica, por hipétesis de
induccién, que existe la sucesiéon exacta

0= Ky =By ZY =50 conByew), Ky € X CV.

donde coresdim? (By) < n—1. Consideran-

do el pullback de fy y f, obtenemos una 0 0
sucesion exacta l l
Ky - Ky
n: 0Z%E—By—0 [
0—Z—FE-By—0
con E € X (debido a que X es cerrado por H | l
extensiones) y By € Y (debido a que ) es 0— 7> XY —0
cerrado por extensiones). Ahora bien, dado | l
que F € X, existe una sucesion exacta 0 0
(j i) 0L-WHESO
0L — 27— 7—0 con W ewy L e X. Por lo que si conside-
H | | ramos el pullback de los morfismos h y A/,
0L >W-—FE—0 obtenemos una sucesion exacta corta
Lol )
By - By O—=L—>2 —2—0
| | con Z' € wy y L € X. Mas atin, por cons-
0 0 truccién coresdim? (Z') < n.

Queda por mostrar que coresdim? (By) = n — 1. Supongamos que no es el caso.
Luego, como w C X, tenemos que coresdim? (By) < coresdim? (By) < n — 1.
Pero, por la sucesion exacta 7 se sigue que

n = coresdim? (Z) < 1+ coresdim? (By) < n,

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, coresdim? (By) = n — 1.
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(b) Del tltimo pullback hecho, en la demostracién de (a), se sigue que si Z € ),
entonces Z' € ) debido a que ) es cerrado por extensiones.

(c) Dado que w C +X se sigue que pdy (w) = 0, y por lo tanto w¥ C +X, ya que
pdy (wY) = pdy (w) = 0 por 1.13. De manera que, al considerar las sucesiones
de (a) para un Z € Xy, tenemos que Cz € *X y Kz € X C (wV)L.

Para ver que g¢gz es una X-
preenvolvente basta observar que
un morfismo f : Z — X, con X € X, O%ZHIMZ%/CZ%O
se factoriza a través de gz si y sélo si Jf J

la sucesion construida con el pushout ’ v

de f v gz se escinde, lo cual se cumple
debido a que Ext} (Cz, X) = 0.
Analogamente se prueba que f; es X-precubierta.

v

0 X E Cy 0

1.2. Propiedades restringidas de pares de cotorsion

En esta seccién se busca encontrar una definiciéon que explique de alguna manera las
propiedades analizadas en la secciéon anterior. Para ello, recordamos brevemente la
definiciéon de par de cotorsion.

Definicién 1.17. [Sal79] Sean A, B y X clases de objetos en una categoria abeliana
C.

(a) Decimos que la pareja (A, B) es un par de cotorsién a izquierda en X si
ANX ="1B8nX.

(b) Decimos que la pareja (A, B) es un par de cotorsién a derecha en X si
BNX=A"nNnA.

(c) Decimos que la pareja (A, B) es un par de cotorsién en X si ANX =1 BNX
y BNX = AN X. En este caso, llamamos a la clase AN B el corazén o niicleo
del par de cotorsion.

Cabe mencionar que, dada una clase arbitraria Z C C, se tienen los pares de cotorsién

(2.2 v (+2.(+29)");

los cuales llamamos, respectivamente, el par de cotorsion generado y cogenerado por
Z.

22



1.2 Propiedades restringidas de pares de cotorsion

Observacién 1.18. Sea (A, B) un par de cotorsion en una categoria abeliana C. En
tal caso, A = add (A) y es una clase cerrada por extensiones que contiene a los objetos
proyectivos de C, mientras que B = add (B) y es una clase cerrada por extensiones que
contiene a los objetos inyectivos de C.

Definicién 1.19. Para una categoria abeliana C, se tienen las siguientes nociones.

(a)

()

Sean Z y ) clases de objetos en C tales que Z C Y C C. Decimos que una
Z-preenvolvente [ : M — Z es )-cerrada si Coker (f) € ).

Si todo M € Y C C tiene una Z-preenvolvente Y-cerrada, decimos que Z es
preenvolventemente cerrada en ).

Sean Z y ) clases de objetos en C tales que Z C ) C C. Decimos que una
Z-precubierta f: Z — M es Y-cerrada, si Ker (f) € ).

Si todo M € Y C C tiene una Z-precubierta )Y-cerrada, decimos que Z es
precubrientemente cerrada en ).

Decimos que Z C C es precubriente especial en X C C si para todo X € X
existe una sucesién exacta

0—B—-A—-X—=0

con A€ ZNXy B e ZM NX. Note que A — X es una Z-precubierta de X.

Decimos que Z C C es preenvolvente especial en X C C si para todo X € X
existe una sucesion exacta

0=-X—-B—-A-=0

con BE ZNXy A€ ZNX. Note que X — B es una Z-preenvolvente de X.

Sea (A, B) un par de clases de objetos en C. Decimos que (A, B) es X-completo
a izquierda si todo X € X admite una sucesién exacta

0—-B—-A—-X-=0

con Ae ANX y B € BNX. Dualmente, decimos que (A, B) es X-completo a
derecha si todo X € X admite una sucesion exacta

0—-X—-B—-A4-=0

conAe ANXyBeBnX.

En caso de que el par (A, B) sea X-completo a derecha y a izquierda, decimos
que (A, B) es un par X-completo.

El siguiente lema generaliza el conocido lema de Salce [Sal79] que caracteriza los pares
de cotorsiéon completos.
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Lema 1.20. Para una categoria abeliana C, una clase X cerrada por extensiones en
C y un par (A, B) de clases de objetos en C, los siguientes enunciados se satisfacen.

(a) Sean B cerrada por extensiones, « C B un cogenerador relativo en X y (A, B)
X -completo a izquierda. Entonces (A, B) es X-completo a derecha.

(b) Sean A cerrada por extensiones, w C A un generador relativo en X y (A, B)
X -completo a derecha. Entonces (A, B) es X-completo a izquierda.

Demostracion. Probaremos (a), la prueba de (b) es dual. Supongamos que existe un
cogenerador a C B relativo en X y que (A, B) es X-completo a izquierda. Dado M € X,
consideramos una sucesion exacta

0—+M-—=15F =0,

0 0
conl € ay F € X. Como (A,B) es X-
completo a izquierda, existe una sucesion
M—M exacta

0—-Y XA F =0

H con X e ANX yY € BNAX. Tomando el
0— Y — X — F—— 0 pullback de 7 con p, obtenemos las sucesio-
nes exactas

0 0 m:0—=Y—=>P—=>1—=0y

n: 0—+M-—P—X—0.
Dado que Y, I € BN X, se sigue de n; que P € BN X. Por lo tanto, de 7, podemos

concluir que (A, B) es X-completo a derecha. ]
Observacién 1.21. En caso de que X = C, tenemos que el concepto de par de cotor-

sion X -completo coincide con el de par de cotorsion completo.

Una vez definido lo que es un par X'-completo, para una clase X C C, cabe preguntarse
cual es la nocién que corresponde a la de par X-hereditario. Para ello, necesitaremos
la siguiente definicion.

Definicién 1.22. Sean C una categoria abeliana y M, X C C.

(a) Decimos que M es cerrada por coniicleos de monomorfismos entre obje-
tos de M N X si para toda sucesioén exacta

0—-M—>M —-M"—0

con M, M' € M N X tenemos que M" € M. Diremos que M es cerrada por
mono-contucleos en M N X para decir de forma corta que M es cerrada por
conucleos de monomorfismos entre objetos de M N X.
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(b) Decimos que M es cerrada por nticleos de epimorfismos entre objetos de
M N X si para toda sucesion exacta

0—-M'—-M —-M-—=0

con M, M" € M N X tenemos que M" € M. Diremos que M es cerrada por
epi-nicleos en M N X para decir de forma corta que M es cerrada por ntcleos
de epimorfismos entre objetos de M N X.

Definicién 1.23. Sean C una categoria abeliana y M, X CC.

(a) Decimos que la clase M es X-resolvente si M contiene un generador X-
proyectivo relativo en X', es cerrada por extensiones y epi-ntcleos en M N X.

(b) Decimos que la clase M es X'-coresolvente si M contiene un cogenerador X'-
inyectivo relativo en X' es cerrada por extensiones y mono-contcleos en M N X.

Lema 1.24. Sean B y X clases de objetos en una categoria abeliana C. Si B es X'-
coresolvente, entonces

L (BNnX)NX="(Bnx)nXx.

Dualmente, si A C C es X-resolvente, entonces
ANX)"'NX =ANX) NX.

Demostracion. Dado que B es X-coresolvente, B contiene una clase a que es cogene-
rador X-inyectivo relativo en X. Es claro que 11 (BN X)NX D+ (BNX)NX, por lo
que resta probar la contencion opuesta. Para ello, basta probar que, para todo k > 0,
se tiene que

L(BNX)NX T (BNX)NX.

Sea C € ++ (BN X)NX. Como « es un cogenerador relativo en X', para todo M € BNX
existe una sucesion exacta

n: 0-M-—->A—->K-—=0

con AcaCBNXyKeX. Observamos que K € BN X debido a que B es cerrada
por contucleos de monomorfismos entre objetos de BN &X'. Asi que al aplicar el funtor
Hom¢(C, —) a n, obtenemos la sucesién exacta

Extk (O, K) — Exti™ (C, M) — Extit (C, A),

donde ExtE™ (O, A) = 0, pues A es X-inyectivo y Extk (C, K) = 0 debido a que
C € (BN X). Por lo tanto, ExtE™ (C, M) = 0 para todo M € BN X. O
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Observacién 1.25. En la prueba del lema anterior, no es necesario que A y B sean
cerradas por extensiones.

Los siguientes resultados son una generalizacion del lema de Garcia-Rozas [GR99,
Theorem 1.2.10].

Lema 1.26. Para un par de clases de objetos (A, B) en una categoria abeliana C y
X CC tal que Ext; (ANX,BNX) =0, se cumplen los enunciados (a) y (b).

(a) Si B es X-coresolvente y A es cerrada por epi-nicleos en AN X, entonces para
toda sucesion exacta
0K —A— A =0,

con A,A' e ANX y K € X, tenemos que K € - (BN X).

(b) Si A es X-resolvente y B es cerrada por mono-conicleos en BNX, entonces para
toda sucesion exvacta
0—+B —+B—-C—=0,

con B,B' € BNX yC € X, tenemos que C € (AN X)".

Demostracion. Probaremos (a), ya que el enunciado (b) se prueba de manera seme-
jante. Dado que AN X C 11(BNX) y B es X-coresolvente, utilizando 1.24, podemos
concluir que ANX C 4+ (BN X)NX. Por lo tanto, el enunciado (a) se sigue de que A
es cerrado por epi-nucleos en AN X. O

Lema 1.27. Para un par de clases de objetos (A,B) en una categoria abeliana C,
X CC tal que Ext} (ANX,BNX) =0, wC A un generador X -proyectivo relativo en
X y a C B un cogenerador X -inyectivo relativo en X, los siguientes enunciados son
equivalentes:

(a) para toda sucesion exacta
0—-K—+A—-A—0

con A,A'€ ANX y K € X, tenemos que K € + (BN X);

(b) para toda sucesion ezacta
0B —-B—C-—=0,

con BB e BNX yC € X, tenemos que C € (.Aﬂ?()l;
(¢) idgnxy (BN X)=0.

Demostracion.
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(a) = (c¢) Sean A € ANX, B € BN AX. Consideramos una sucesion exacta
0=-C—=P—=A—=0

con Pe wCANX yC € X. Dadoque A,P € ANX y C € X, tenemos que
C €+ (BN&X). Luego, de la sucesién exacta

ExtZ ™! (O, B) — Ext% (A, B) — Ext? (P, B),

usando que C' € + (BN X) y pdx (w) = 0, se sigue que Ext? (A, B) = 0VYn > 2. Para
el caso n = 1, se tiene que Ext} (A, B) = 0, ya que Ext}, (AN X, BN X) = 0.

(b) = (c) Se sigue de un argumento dual al anterior.

(¢) = (b) Dada una sucesién exacta
0B —-B—>C—0
con BB e BNXyCeX. ParaAe ANX y n > 0, obtenemos una sucesién exacta
0 = BExt} (A, B) — Ext? (A,C) — Ext;™ (A, B') = 0.
Por lo tanto, C' € (AN X)™.
(¢) = (a) Se prueba de manera similar a (c) = (b). O

Definicién 1.28. Sean C una categoria abeliana y X C C. Decimos que un par (A, B)
de clases de objetos en C es X-hereditario si id 4nx (BN X) = 0. En caso de que un
par (A, B) sea C-hereditario, diremos que es hereditario.

Observaciéon 1.29. En la prueba de 1.27 vimos que si tenemos un par X -hereditario
(A,B) en una categoria abeliana C, que admite un w C A generador X -proyectivo
relativo en X y un o C B cogenerador X -inyectivo relativo en X, entonces se cumplen
los siguientes enunciados:

(a) para toda sucesion exacta
0-K—-A—-A—0

con A,A € ANX y K € X, tenemos que K € L (BN X);

(b) para toda sucesion exacta
0—+B —+B—C-—0,

con BB € BNX yC e X, tenemos que C € (AN X)".
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Proposicién 1.30. Sean (A, B) un par de clases de objetos en una categoria abeliana
C, X C C cerrada por epi-nicleos y mono-conicleos en X, w C A un generador X -
proyectivo relativo en X y o C B un cogenerador X -inyectivo relativo en X. Entonces,
las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si B C X y A= 118, entonces A es X-resolvente si y sélo si (A,B) es X-
hereditario.

(b) Si A C X yB = A, entonces B es X-coresolvente si y sélo si (A, B) es
X -hereditario.

Demostracion. Probaremos (a), ya que la prueba de (b) es dual.

Si A es X-resolvente, entonces por 1.24 sabemos que
BNXCAMNXCANX) ' NX =UNX) ' NXC(ANnX)".

Por lo tanto, id4nx (BN X) = 0.

Supongamos que (A, B) es X-hereditario. Como A = 111, se tiene que A es cerrado
por extensiones; y por hipdtesis, sabemos que A contiene un generador X-proyectivo
relativo a X. Por lo que resta probar que A es cerrada por epi-nticleos en AN X. Para
ello, observamos que, por 1.29 y usando que X es cerrado por epi-nicleos en X, para

toda sucesion exacta
0 K—-A—-A4—=0

con A, A" € AN X, tenemos que K € 1(BN X). Asi que, como B C X, tenemos que
KetBChB=A O

1.3. Mas resultados de Auslander-Buchweitz

En esta secciéon continuamos con la exposicién de los resultados de [AB89] que utili-
zaremos mas adelante. En ocasiones, modificaremos los resultados originales para dar
una version relativizada en nuestro contexto.

Lema 1.31. Sean C una categoria abeliana, X CC y0 - A —- B — C — 0 una
sucesion exacta en C. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) idy (B) < méx {idy (4),idx (C)} y pdx (B) < max {pdx (4),pdx (C)},
(b) idx (A) < max {idy (B),idx (C) + 1} ypdx (A) < max {pdx (B),pdx (C) — 1},
(c) idy (C) < méx {idy (B),idy (A) — 1} ypdx (C) < max {pdx (A) + 1,pdx (B)}.
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Demostracion. Probaremos la primera desigualdad, la prueba de las demas son analo-
gas. Podemos suponer que max {idy (A),idy (C)} = n < co. Para X € X considera-
mos la sucesion exacta

Exth (X, A) — Extt (X, B) — Exth (X,C),

de la cual podemos concluir que Extk (X, B) = 0 para todo k& > n, puesto que
Exth (X, A) = 0 y Ext} (X, C) = 0 para todo k > n. Por lo tanto, idy (B) < n. O

Dado que parte de nuestro objetivo es explorar las dimensiones relativas a pares de
cotorsion, comenzaremos relacionando las dimensiones entre dos clases.

Lema 1.32. [AB89, p.16] Sean X y Y clases en una categoria abeliana C. Entonces,
se satisface que

pdy (X) = idx () .

Demostracion. Veamos que pdy (X) < idy (¥). Podemos suponer que idy (Y) = n
es finita. En este caso, obtenemos que Extk (X,Y) = 0 para todo X € X, Y € Y
y k > n. Lo que implica que pdy (X) < idy ()). La otra desigualdad se prueba de
manera analoga. O]

Recordamos el siguiente resultado.

Teorema 1.33. [MS06, 2.1] Para X y Y clases de objetos en una categoria abeliana
C, los siguientes enunciados se cumplen.

(a) idy (L) < idy (YV) + coresdimy, (L) VL € C.

El siguiente teorema generaliza el resultado anterior. Para ello, basta tomar Z = C.

Teorema 1.34. Para X, Y y Z clases de objetos en una categoria abeliana C, los
siguientes enunciados se cumplen.

(a) idx (L) < idx (Y) + coresdim3} (L) VL € C.
(b) pdx (L) < pdy (Y) + resdim3; (L) VL € C.

En caso de que Z sea cerrada por extensiones, las siquientes desigualdades se satisfacen
para todo L € Z:

(a’) idy (L) < idx (¥ N Z) + coresdim3; (L),
(b’) pdx (L) < pdx (Y N Z) + resdim3 (L).
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Demostracion. Probaremos el enunciado (a’). La prueba de (b’) es dual a la de (a’),
mientras que (a) y (b) son consecuencia inmediata de 1.33, pues

coresdimy, (L) < coresdim3; (L) y resdimy, (L) < resdimj; (L).

(a’) Podemos asumir que idy (YN Z) =n < oo y coresdims; (L) = m < oo. Proba-
remos, por induccién sobre m, que idy (L) < n + m.
Sim =0, se tiene que L = M € Y N Z y no hay nada que probar.
Sea m = 1. Luego, existe una sucesion exacta

0->L—=>Yy—=Y =0

con Yy, Yy € YN Z, yaque L € Zy Z es cerrado por extensiones. De modo que,
para todo X € X y k > 0, tenemos una sucesioén exacta

ExtE™ (X, Y1) — ExtE (X, L) — Extf (X, Yp),

donde Ext; (X,Y]) = 0y Extk (X,Y;) = 0 para todo k& > n + 1. Por lo tanto,
idy (L) <n+1=idy (YN Z) + coresdim3; (L).
Sea m > 2. En tal caso, usando que Z es cerrado por extensiones, existe una
sucesion exacta

O—>Li>Y0—>...—>Ym—>0

donde Y; € YN Z Vi € [0,m], y coresdim$; (K) = m — 1 para K := Coker (f).
Asi que, por hipétesis de induccién

idy (K) <idxy (Y N Z) 4 coresdimy; (K) = idx (¥ N Z) + coresdim3; (L) — 1.
Finalmente, de 1.31 se sigue que

idy (L) < max {idy (Yp),idy (K) + 1}
< méx {idy (Yp) ,idx (¥ N Z) + coresdim§ (L) }
<idy (¥ N 2) + coresdim3; (L).

Estamos listos para iniciar el estudio de las dimensiones asociadas a un par de cotorsion.
Los siguientes resultados son generalizaciones de algunos que aparecen en [AHMHO09]
y [MS06].

Lema 1.35. Para una clase X de objetos en una categoria abeliana C y un par de
clases X -completo (A, B), las siguientes condiciones se satisfacen.
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(a) Para todo M € C

idy (M) = méx {idyny (M) ,idgnx (M)} < méx {id4 (M) ,idg (M)},
pdx (M) = max {pdany (M), pdsnx (M)} < max{pda (M), pds (M)}.

(b) Si AUB C X, entonces
idy (M) = méx {id4 (M) ,idg (M)} ypdxy (M) = méx {pd4 (M) ,pds (M)},
para todo M € C.
(c) Si(A,B) es X-hereditario, entonces

Demostracion.

(a) Veamos la igualdad y la desigualdad dadas en la primera linea. Para ello obser-
vamos que, como (A, B) es X-completo, para todo N € X, existe una sucesion
exacta

0 —+N—->B—-A—-0

con BeBNXyAe ANX. Sea M € C. Por 1.31 y 1.32, tenemos que

idvy (M) = pdgay (N) < max {pd{M} (B),pdqmy (4) — 1}
< méx {pdpy (BN X), pdiany (AN X)}
< mix {idgnx (M) ,idanr (M)}
< méx {idg (M) ,id4 (M)} .

Lo que implica que
idy (M) < méx {idgny (M) ,id gy (M)} < méx {ids (M) ,ids (M)}
Por otro lado, es claro que
idy (M) > méx {idgnx (M) ,idanx (M)}

La prueba de la igualdad y la desigualdad dadas en la segunda linea del inciso
(a) es andloga.

(b) Es inmediato de (a).

(c) Por (a) tenemos que

pdx (M) = méax {pdanx (M), pdpnx (M)},
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para todo M € C. Pero como (A, B) es X-hereditario, pdgry (AN X) = 0.
Podemos concluir de lo anterior que pdy (M) = pdgnx (M) VM € AN X. La
segunda igualdad del inciso (c) se prueba por dualidad.

]

Proposiciéon 1.36. Para una clase de objetos X en una categoria abeliana C y un par
X -hereditario (A, B), las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Sean (ANX) " NANX CBNX, (A B) X-completo a derecha y B = smd (B).

Entonces:
(a1) coresdimg (X) < idgnxy (X) < idgnx (B) + coresdimp (X) VX € X;

(a2) todo X € X satisface que coresdimyy (X) = id4nx (X) = coresdimpny (X)
< coresdimpny (AN X) +1;

(a3) coresdimy (X) = coresdimp.y (X) VX € X, si X es cerrado por extensio-
nes;

(a4) coresdimg (X) < idy (X) <idg (B) + coresdimg (A) + 1VX € X;
(a5) (ANX)tNnXx CB.

(b) Sean+ (BNX)NBNX C ANX, (A, B) X-completo a izquierda y A = smd (A).
Entonces:

(b1) resdim 4 (X) < pdpnx (X) < pdpnx (A) + resdimy (X) VX € X;

(b2) todo X € X satisface que resdimyy (X) = pdpny (X) = resdimyny (X)
< resdimyny (BN X) + 1;

(b3) resdim? (X) = resdimyy (X) VX € X, si X es cerrada por extensiones;
(b4) resdim 4 (X) < pdg (X) < pdp (A) + resdimy (B) + 1VX € X
(b5) H(BNX)NX C A.

Demostracion. Probaremos sélo (a), ya que (b) es dual de (a). Veamos que:

coresdimy y (X) < idgny (X) VX € X. (1.C)

Sea X € X. Podemos asumir que n := id4ny (X) < 00. Sea n = 0. Luego, para tener
que coresdimz -y (X) = 0, basta ver que X € B. En efecto, por ser (A, B) X-completo
a derecha, existe una sucesion exacta

n:0—-X—-B—-A—0,

con BeEBNXyAe AN X. Dado que 7 se escinde debido a que n = 0, se tiene que
X es un sumando directo de B, y asi, X € B. Notamos que con esto queda probado
(ab).
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Sea n > 1. Dado que (A, B) es X-completo a derecha, existe una sucesién exacta
e 0 XBBAB B "B, A, =0

con B, e BNX y A4y := Coker (¢;) € AN X para todo i € [0,n — 1]. Ahora, como
idany (BNX) =0y n = idanr (X), podemos utilizar el lema del corrimiento para
concluir que

Ext’ (A, A,) = BExt2™ (A, X) =0VA € ANXVi > 1.

Luego, 4, € (AN X)"NANX C BNX. Entonces, de la sucesién exacta e, concluimos
que coresdimy (X) < n; probéandose 1.C.

Ahora bien, note que (al) se sigue de 1.C y 1.33(a). Por otro lado, para cada X € X,
usando que id4ny (BN X) =0, 1.C y 1.34(a), tenemos las desigualdades

coresdim (X) < coresdimy (X)
< coresdimp (X)
<idanx (X)
<idgnx (BN X) + coresdimpny (X)
= coresdimpny (X)
< coresdimpy (X). (1.D)

Note que (1.D) prueba la igualdad de (a2). Veamos ahora que
id gnx (X) < coresdimpp (AN X))+ 1, VX € X.
Sea X € X. Dado que (A, B) es X-completo a derecha, existe una sucesién exacta
0—>X—>B—>A—0,
con Be BNXyAe AN X. Luego, por 1.31 y 1.33(a), tenemos

idAmX (X) S IIlEiX {idAﬁX (B) ,idAm)( (A) + 1}
=idgnx (A) + 1
<idgnx (ANX) +1
<idgnx (BN X) + coresdimpry (AN X) + 1
= coresdimpny (AN X) + 1.

Por lo tanto id gnx (X) < coresdimpny (AN X) + 1 para todo X € X

Veamos ahora (a3). Sea X cerrada por extensiones. Luego, por 1.34(a’) tenemos que
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para X € X,
idgny (X) <idgnx (BNX) + Coresdimg (X) = coresdimg (X),

y aplicando (1.D), se sigue (a3).

Finalmente, como coresdimg (X) < idyny (X) < idg (X) VX € X, por (1.D), la
prueba de (ad) se sigue de manera anédloga a la prueba de la desigualdad en (a2). En
efecto, dado que (A, B) es X-completo a derecha, para todo X € X existe una sucesién

exacta
0—+X—>B—>A—-0,

con Be BNXyAe AN X. Luego, por 1.31 y 1.33(a), tenemos
idg (X) <méx {id4 (B),id4 (A) + 1}
S max {idA (B) ,idA (.A) + 1}
< méx {id4 (B),id4 (B) + Coresdlmg (A) + 1}
= id 4 (B) + coresdimg (\A) +
O

Corolario 1.37. Sean C una categoria abeliana, X C C una clase cerrada por extensio-
nes y (A, B) un par X-completo y X -hereditario tal que A =smd (A) y B = smd (B).
Entonces, se cumplen los siguientes enunciados.

(a) idgnx (M) = coresdimy (M) VM € (X,B)".
(b) pdpnx (M) = resdimy (M) VM € (A, X)".
(¢) Sea (ANX)"NANX CBNX. Entonces, VX € X
coresdimy (X) = coresdimp, (X)
= idgnx (X)
= coresdimpqy (X)
< coresdimg (ANX) + 1.

(d) Seat (BNX)NBNX CANX. Entonces, VX € X

resdim? (X) = resdim?y (X)
= pdpnx (X)
= resdim 4 (X)
<resdim 4, (BNX) + 1.
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Demostracion.

(a) Sea M € BY N X. Procederemos por induccién sobre n = coresdimg (M).
En caso de que n = 0, tenemos que M = N € BN X, asi que idgny (M) =0
debido a que id gnx (BN X) = 0.
Observamos que si n > 0, entonces idy4ny (M) > 1. En efecto, como (A, B) es
X-completo y M € X, existe una sucesion exacta

0O—-M-—-B—-A—-=0

con B € BNXy A € An X. Dicha sucesién no se escinde ya que de lo
contrario M € BN X, lo cual contradice que coresdimj (M) > 0. Por lo tanto,
Ext} (A, M) # 0 y asi podemos concluir que id gy (M) > 1.

Sea n = 1. Luego, existe una sucesion exacta

0—->M-—-Yy—Y —0,
con Yy, Y € BN A, ya que X es cerrada por extensiones. Entonces, por 1.31

Por lo tanto, id g4nx (M) = 1 ya que hemos observado que id 4oy (M) > 1.

Sea n > 1. Por hipétesis inductiva, tenemos que id gny (N) = coresdimgp (N),
para todo N € X con coresdimy (N) < n — 1. Dado que X es cerrada por
extensiones, tenemos una sucesion exacta

0MoYyBdyvi— vy, —o

conY, e BNX,Y; e BNX, Im(f;) € X para todo i € [0,n — 1]. Ademds, para
K :=Tm (f;), se tiene coresdimp (K) = n — 1. Consideremos la sucesién exacta

0> M-—>Yy— K —0.

Note que id4nx (K) = coresdimy (K) = n — 1, por hipdtesis de induccién. Asi
que, por 1.31, tenemos que

idany (M) < méx {idgnx (Y0) ,idanx (K) +1} =n, vy
n—1=idynx (K) < max {idgnx (Y0),idsanx (M) — 1} = idgnx (M) — 1
debido a que hemos observado que id 4~y (M) > 1. Por lo tanto, id gnx (M) = n.
(b) Se prueba de manera dual al inciso (a).
(c) Se sigue de 1.36(a3,a2).
(d) Se sigue de 1.36(b3,b2).
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]

El siguiente lema es una generalizacién de [AB89, Proposition 3.6].

Lema 1.38. Sea (X,w) un par de clases de objetos en una categoria abeliana C, con
w X -inyectivo. Entonces

(a) W" es X-inyectivo;

(b) si w=add(w) y es un cogenerador relativo en X , entonces
XNXt=xnuw'=(wX)" =w.

Demostracion.
(a) Es inmediato de 1.13(b).

(b) Por (a) es claro que (w, X)" C X Nw" C X NXL.
Por otro lado, dado que X € X N X1 y que w es un cogenerador relativo en X,
existe una sucesion exacta

0=+ X—-W—=X =0,

con W € wy X' € X. Ademés, dicha sucesién se escinde, pues X € X+. Asi que
X, X' € w. Por lo tanto,

(W, X)"CXNW" CAXNAT Cuw.

Para concluir, observamos que como w C X' y 0 € w, tenemos que w C (w, X)".
]

Definicién 1.39. [BMPS19, Definition 2.2] Sean C una categoria abeliana y X C C
una clase de objetos.

(a) Diremos que X es gruesa a derecha si es cerrada por extensiones, sumandos
directos y mono-contcleos en X.

(b) Diremos que X es gruesa a izquierda si es cerrada por extensiones, sumandos
directos y epi-nucleos en X.

(c) Diremos que X es gruesa si es gruesa a derecha y a izquierda.

Lema 1.40. Sea (X,w) un par de clases de objetos en una categoria abeliana C. Si X
es cerrada por epi-nicleos en X ywC X, entonces w” C X.

Demostracion. Sea M € w". Luego, existe una sucesion exacta

n:0—-M->Wyg—-Wy —--- =W, =0
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con W; € w. Luego, como w C X y X es cerrado por nicleos de epimorfismos entre
sus objetos, se tiene de n que M € X. O

Lema 1.41. [AB89, Lemma 4.2] Sea (X,w) un par de clases de objetos en una catego-
ria abeliana C, con w = smd (w) un cogenerador X -inyectivo relativo en X. Entonces,
se cumplen los siguientes enunciados:

(a) X NwY ={X € X|idy (X) < c0};
(b) idx (M) = coresdim,, (M) para todo M € X Nw";

(c) si X es gruesa a izquierda, entonces w" es gruesa a izquierda y
w'={X € X|idx (X) < oo} .
Demostracion. Sea M € X Nw". Por 1.34(a) tenemos que
idy (M) <idy (w) + coresdim,, (M) = coresdim,, (M) < oc.

Por otro lado, sea M € X con idy (M) = n < co. Veamos que coresdim,, (M) < n. En
efecto, por ser w un cogenerador relativo en X, existe una sucesion exacta

n:0—M—Wy— M —0,

con Wy € wy M' € X. Sin =0, se tiene que n se escinde, y asi M € w, por lo
que coresdim:* (M) = 0. Supongamos ahora que n > 1. Luego, podemos construir una
sucesion exacta

0O—-M-—->Wyg— ... >W,.1—>2—0

con W; € wy Z € X debido a que w es un cogenerador relativo en X. Asi que por
A.76 se sigue que

Extt (X, 7) = Extp™ (X, M) = 0VX € X Vk > 0.
Por lo tanto, Z € X N X+ = w por 1.38(b). En conclusién, coresdim,, (M) < n,
probandose (a) y (b).
Sea X gruesa a izquierda. Por 1.40 sabemos que w¥ C X. Luego, (c) se sigue de (a). O

El siguiente resultado es una generalizaciéon de [AB89, Lemma 4.2].

Lema 1.42. Sean (W, v) un par de clases de objetos en una categoria abeliana C y
X C C tales que v = smd (v) es un cogenerador VW N X-inyectivo relativo en W N X.
Entonces, se cumplen los siguientes enunciados:

(a) WNXNvYe={WeWnX|idynxr (W) < co};
(b) idyynx (M) = coresdim:* (M) para todo M € WNX NvY;
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(c) siWNX es gruesa a izquierda, entonces vy, es gruesa a izquierda y

Demostracion. Sea M € W N X Nvy. Por 1.34(a) tenemos que
idyynx (M) < idynx (v) + coresdim* (M) = coresdim:* (M) < oo.

Sea M € WnN X, con idyny (M) = n < co. Veamos que coresdim?* (M) < n. En
efecto, por ser v un cogenerador relativo en W N X', existe una sucesion exacta

n:0—=-M—=Ny— Z —0,

con Ng € vy Z € WnNX. Luego, si n = 0, se tiene que 1 se escinde, y asi,
coresdim:¥ (M) = 0. Supongamos ahora que n > 1. Luego, podemos construir una
sucesion exacta

0—>M—>N0f#N1—>...—>Nn_2f"—_>2Nn_1—>Z—>0,

con N; evVie [0,n—1],Im(f;)) e WNAVie[0,n—2]y Z€WnNAX debido a que
v es un cogenerador relativo en W N X'. Asi que, por A.76, se sigue que

Extt (W, Z) = Ext3™ (W, M) =0VIW €¢ WN X Vk > 0.
Por lo tanto, Z € WNX N (WN X)L = v por 1.38(b). En conclusién, tenemos que
coresdim? (M) < n, probandose (a) y (b).
Sea W N X gruesa a izquierda. Por 1.40 sabemos que v¥ C W N X. Ahora, como
vy CrvY CWNAX, (c) sesigue de (a). O
Proposiciéon 1.43. Para X, Y clases de objetos en una categoria abeliana C, los
siguientes enunciados se satisfacen.

(a) Sean Y cerrada por coproductos finitos y X cerrada por extensiones tales que
(X, V)L C Y. Entonces, para una sucesién exacta 0 — A — B — C — 0, con
A C e (X, )L, se tiene que

coresdimg; (B) < max {coresdim§ (A), coresdimg; (C)} .

Mads atin, las clases (X, V) y (X, V)Y son cerradas por extensiones.

(b) Si X =smd (X) es cerrada por extensiones y (X, Y)Y es cerrada por extensiones,
entonces (X, Y)Y, es cerrada por sumandos directos.

Demostracion.
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(a) Seamy: 0 — A= B = C — 0 una sucesién exacta con A,C € (X,Y)%. Note
que B € X pues X es cerrado por extensiones. Por definicion, existen sucesiones
exactas

M:0—=A4A3Y,—-A -0yn:0=CS3Ys—C—0,

con YA7YC S y y A17cl € (‘X?y)go Dado que C € <X>y)go g Lly g LlYA)
tenemos la sucesion exacta

0— HOmc(C, YA> — HomC(B, YA> — HomC(A, YA> — 0.

Por lo tanto, existe un morfismo a : B — Y, tal que au = a. Consideremos el
morfismo b:= (%) : B — Y4 ® Ye. Dado que

(0)a=(5)=(%)=(a)uv vy (01)(&)=cv,

del lema de la serpiente obtenemos las sucesiones exactas

% :0-5B5Yy—B =0y m: 04 — B —C —0,

donde A;,Cy € (X, V)%, Yo :== Y4 ® Yo € Y, debido a que Y es cerrado por
coproductos finitos, y B; € X pues X es cerrado por extensiones. Para repetir el
argumento recursivamente, suponemos que tenemos sucesiones exactas

’/]Zﬁll O—)kalbglykfl%Bk%O Yy Mk O%Ak%Bkv#Ck%O,

donde A;,Cy € (X, V)%, Xk € Yy By € XVk < n. Observamos que existen
sucesiones exactas cortas

i 0= A, B Yan = A1 =0y ni: 0—C, 3 Yo, — Cog — 0,

conYan, Yo, € Vy Ani1,Crir € (X,Y)%. Como C,, € (X, V)Y, C 1Y, tenemos
la sucesién exacta

0— Homc(C’n, YA,n) — HOch(Bn, YAJ’L) — HOIIlc(An, YA,n) — 0.

Por lo tanto, existe un morfismo «, : B,, — Y4, tal que o, u,, = a,,. Consideremos
el morfismo b, := (con, ) : By = Ya, ® Ye,,. Dado que

(0)an = (F)=("5") = () un vy (01) (i) = Cutn,

por el lema de la serpiente obtenemos las sucesiones exactas

7’]%: 0—>Bnb4yn—>Bn+1—>O Y Mn+1 - O—>An+1—>Bn+1—>Cn+1—>0,
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40

donde A,41,Crq1 € (X)L, Yo =Y, ® Yo, € Yy By € X. Luego, las
sucesiones {nfg}fio inducen una sucesién exacta larga, con la que se puede ver
que B € (X,))%.

Notemos ademés que, en caso de que A,C € (X,))Y, las sucesiones exactas
{7751}:0_0 y {ng}:o se pueden escoger de tal manera que representen una (X, ))-
coresolucién de longitud minima. De modo que, para

m = max {coresdim§ (A), coresdims (C)} ,
tenemos que A, = 0 = C,Vk > m. Entonces, considerando las sucesiones exactas

{nK}rey, esto implica que By, = 0Vk > m. Por lo tanto, coresdimg; (B) < m.

Sean X' = smd (X') cerrado por extensiones y (X,))Y, cerrado por extensiones.
Consideramos una sucesion exacta que se escinde

0= W=V LU0 conVeX )y .

Probaremos que W € (X, Y)Y . Dado que X = smd (X), tenemos que U, W € X.
Por otro lado, como V' € (X, Y)Y, existe una sucesién exacta

0_>Vi>Y0—>V1—>0,ConY0€ny1€(Xay)go-

Luego, al considerar el pushout de f con g, obtenemos las sucesiones exactas

n:0—=U—=W, =V =0, 0 0
o0 =W — Yy —W; —0.

Dado que U,V; € X y X es cerrada
por extensiones, de 1 concluimos que H
Wy, € X. Ademas, al sumarle a n la 0— W — Yy — Wy — 0
sucesion exacta

O—>W1>W—>O—>O, V, —

obtenemos la sucesién exacta

0=V ->WoeW, —V; —0.
Observamos que en esta sucesiéon exacta tenemos V.V, € (X,))Y,. Entonces,

como (X, Y)Y es cerrada por extensiones, W @ Wy € (X,V)Y. Asi, repitiendo el
argumento anterior recursivamente, obtenemos una serie de sucesiones exactas

{,uz 0—>VVZ—>Y;—>WH_1—>0};.20
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donde Wy :=W,Y, € Yy W; € XVi > 0. Por lo tanto, W € (X,))%.

O

El siguiente resultado esta inspirado en un resultado de Victor R. Becerril Somera,
Octavio Mendoza Hernandez y Valente Santiago Vargas [BMS20, Theorem 3.29], que
a su vez es una generalizacién de un resultado de Maurice Auslander e Idun Reiten
[AR91, Proposition 5.1].

Teorema 1.44. Sean X = smd (X), Y clases de objetos en una categoria abelia-
na C tales que Y es cerrada por coproductos finitos, X es cerrada por extensiones y
Ext} (X,X NY) = 0. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) (X, ). = (X, XNY). y es cerrada por extensiones y sumandos directos. Mds
atn, (X,Y)Y = (X, X NY)" y es cerrada por extensiones.

(b) (X, y)go es gruesa a izquierda si X es gruesa a izquierda.

Demostracion.

(a) La igualdad (X,))., = (X,XNY). es consecuencia de que X es cerrada por
extensiones y sumandos directos. Por otro lado, como Ext} (X, X NY) = 0, se

tiene que

(X, xXnY). cxctixn)y).
Luego, aplicando 1.43 al par (X, X NY) se sigue (a).

Sea X cerrada por epi-nicleos en X. Por (a), basta ver que (X, X' N y)jo también

lo es. Consideremos una sucesion exacta

0—+-A—-B—-C—=0

enC,con B,C € (X, XN y)go En particular existe una sucesion exacta

0—>B—>Wy—Cy—0
con Woe XNY, Cp e (X, XNY)L.

Con dichas sucesiones exactas, se cons-
truye el diagrama conmutativo y exac-
to. Dado que C,Cy € (X, X NY)Y, se
sigue por (a) que C" € (X, X NY)L.
Dado que W, € X N Y; para ver que
Ae (X, XNY)L, por la sucesién exac-
ta0 - A — Wy — C" — 0, basta che-
car que A € X. Note que esto tltimo se
sigue de que X’ es cerrada por niicleos
de epimorfismos de objetos en X.
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]

Observacién 1.45. Notemos que en 1.43(b) no podemos agregar ninguna afirmacion
sobre la dimension de coresolucion de un sumando directo de un objeto en (X,Y)". En
efecto, supongamos que X es cerrada por sumandos directos y extensiones y (X, Y)Y es
cerrada por extensiones. Sea V. =U@®&W € XNY. Siguiendo la prueba de 1.43(b), ob-
tenemos una coresolucion infinita para W dada por el intercalamiento de las sucesiones
exactas

0O—-W-—->V->U—-0y0—->U—-V —>W —0.

Por lo tanto, atun en el caso en que M sea un sumando directo de un objeto N con
coresdimg; (N) = 0, no podemos decir que coresdimsy, (M) < coresdims; (N). Sin em-
bargo, con ayuda de 1.42, podemos afirmar lo siguiente.

Teorema 1.46. Sea (Z,v) un par de clases de objetos en una categoria abeliana C tal
que Z = smd (Z) es cerrada por extensiones, add (v) = v y v es Z-inyectivo. Entonces,
las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Tenemos que:
(1) (Z,0)% = (2,2 70)Y,
(a2) (Z,v)" = (2,20v)" = {M € (2,1)% |id(z.y (M) < 00},
(a3) ambas clases son cerradas por extensiones y sumandos directos.
(b) id(z)y. (M) = coresdim? (M) VM € (Z,v)".

(c) (Z,v)L y (Z,v)Y son gruesas a izquierda si Z es gruesa a izquierda.

Demostracion.

(a)&(b) Por 1.44, tenemos que las dos primeras igualdades de (a) son ciertas, que (Z,v)7,
es cerrada por extensiones y sumandos directos, y que (Z,v)" es cerrada por
extensiones.

Sea W = (Z,v)%. Luego, como v es Z-inyectivo, se tiene que v es un cogenerador
Wh-inyectivo en V. Entonces, por 1.42(a),

(Z,0) =WnN(Zv) =WnZnNvs={M e WnN Z|idynz (M) < o0} .
Note que W N Z = W. Por lo que

(Z2,v)Y ={M € (2,0, |idzuy (M) < 00} = {M € W]idy (M) < oo}
(L.E)
Maés atin, por 1.42(b), se tiene (b). Ahora, sean M € (Z,v)Y y M = M; ® M, en
C. Dado que (Z,v) C (Z,v)L v (£,v)Y es cerrada por sumandos directos, se
tiene que My, My € (Z,v)2,. Ahora bien, como
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se sigue de 1.E que My, M, € (Z,v)".

(c) Sea Z gruesa a izquierda. Por 1.44(b), se obtiene que (Z,v)Y, es grueso a iz-
quierda. Ahora bien, la prueba del inciso 1.44(b), se puede aplicar también para
el caso (Z,v)Y, pues ya probamos (a).

O

Corolario 1.47. Sean C una categoria abeliana, X C C gruesa a izquierda y T =
add (T) CC tal que T C T+ NX. Entonces,

(a) Q:=(*TNX,T)Y es gruesa a izquierda;
(b)) T =TV ={M € Q|idg (M) < 00} y es gruesa a izquierda.

Demostracion. Note que Q C T NXy QNX = Q. Ahora, como T C T+, es claro
que 7 C 17 N Q. Usando que Extf (LT, ’T) =0 Vi > 0, se sigue que 7 es 7 N X-
inyectivo, y dado que @ C -7 N X, obtenemos que T es Q-inyectivo. Note ahora que
T es un cogenerador relativo en Q. Aplicando 1.46 al par (7 N X, T), se tiene que

Q es gruesa a izquierda. Ahora aplicando 1.41 y 1.42 al par (Q,7) y a la clase X,
obtenemos (b), ya que QN X = Q. O

Teorema 1.48. [ABS89, Proposition 2.1] Sea (X,w) un par de clases de objetos, en
una categoria abeliana C, cerradas por sumandos directos en C. Si X es cerrada por
extensiones y w es un cogenerador X -inyectivo relativo en X, entonces

pd. (C) = pd,, (C) = resdimy (C)  para todo C € X",

Demostracion. Sean X cerrada por extensiones, w un cogenerador X'-inyectivo relativo
en Xy Ce X"

» pd, (C) < resdimy (C).
Se sigue de 1.33(b) que

pd, (C) < pd,, (X) 4 resdimy (C') = idy (w) + resdimy (C) = resdimy (C) .

» resdimy (C') = pd,, (C).
Procederemos por induccién sobre n = resdimy (C).
Sin =0, entonces C' € X. Asi que pd,, (C) <idy (w) = 0.
Sea n = 1. Luego, tenemos una sucesion exacta
0—-Xi—>Xo—>C—0,

con X, X7 € X. Ademas, por 1.14 existe una sucesion exacta

n: 0=Ye—=Xe5C—0
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donde Y¢ € w", X¢ € X v ¢ es una X-precubierta.
Sea F el pullback de las sucesiones
anteriores. Dado que X es cerra-

da por extensiones, de la sucesion 0 0
exacta l
Yo — Yo
0—-X1—-F—>Xc—0 l
se sigue que F € X. Ademas, co- 0— X, —FE— Xc— 0
mo w” es X-inyectivo, por 1.38, se H l
sigue que la sucesiéon exacta
O e X1 —> XO — C e 0
0—=Ye—=E—Xc—0 l
0 0

se escinde, por lo que Yo € X.
Finalmente, observamos que 1 no se escinde, ya que C ¢ X,y Yo € X Nw" =w

por 1.38. Por lo tanto, podemos concluir que Ext} (C,w) # 0, y asi que

1 =resdimy (C) > pd, (C) > 1.

Sea n > 1. Por hipétesis de induccién, resdimy (N) = pd,, (N), para todo N con
resdimy (V) < n. Dado que n = resdim, (C), existe una sucesion exacta

n: 0—-K—Xy—C—=0,
con Xy € X y resdimy (K) =n — 1. Por lo que
pd, (K) = resdimy (K) =n — 1.

De manera que existe W € w tal que Ext} ™ (K, W) # 0. Por otro lado, n induce
la sucesién exacta

0 = Extl ™ (Xo, W) — Extl ™ (K, W) — Ext} (C, W) — Extg (X, W) = 0,

y asi que Extg (C, W) # 0. Por lo tanto, n < pd,, (C) < resdimy (C) = n.
[

Lema 1.49. Sean C una categoria abeliana, X C C una clase de objetos y (A, B) un par
X -completo y X -hereditario tal que A, X y B son cerradas por extensiones y sumandos
directos. Entonces, los siguientes enunciados se satisfacen para w := ANBNX.

(a) w es un cogenerador AN X-inyectivo relativo en AN X.
(b) w es un generador B N X -proyectivo relativo en BN X.
(¢) pdgnx (M) = pd, (M) = pdyn (M) = resdimy (M) = resdimxyna (M) para todo
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M e (A X)".
(d) pdgnx (M) = resdim? (M) para todo M € (w, X)".

(e) idany (M) = id, (M) = id,v (M) = coresdimg, (M) = coresdimy (M) para
todo M € (X,B)".

(f) idanx (M) = coresdim? (M) para todo M € (X,w)".

Demostracion.

(a) Debido a que (A, B) es X-hereditario, tenemos que id 4nx (BN X) = 0. En par-
ticular, id4ny (w) < idanx (BN X) = 0. Por lo tanto, w es A N X-inyectivo.
Ahora, para probar que w es un cogenerador relativo en AN X, observamos que
como (A, B) es X-completo, para todo X € AN X, existe una sucesién exacta

0 X—->W-—=>X =0

conWeBNXyX € AN X. Pero como AN X es cerrada por extensiones, se
sigue que W € AN X. Por lo tanto, W e ANBNX = w.

(b) Se prueba de manera dual a (a).

(c) Sea M € (A, X)". Como X es cerrada por extensiones se sigue que
(A, X)) C(ANX)".
Asi que por 1.48 y (a) tenemos que
pdyn (M) = pdy, (M) = resdim gnx (M) .
Maés atin, por 1.37(b) se tiene que
pdnx (M) = resdim’y (M) .
Ademads, como X es cerrado por extensiones, se tiene que
resdim 4y (M) < resdim? (M).
Asi que, como
pd,, (M) = pds (M) = resdim gy (M) < resdim? (M) = pdpnx (M),

basta mostrar que pdgny (M) < pd, (M) para concluir lo deseado. Para ello,
podemos asumir que pd,, (M) = m < co. Ademés, sabemos que

pd,, (M) < pdpny (M) = resdim? (M) < oo,
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por lo que existe un entero ¢ > 0 tal que pdgnx (M) = m +1t. Sea B € BN X.
Utilizando (b) podemos construir una sucesion exacta

0B —A_1—-—A)—>B—0
con Bpe BNXy A €ewViel0,---,t—1]. Asi que, como
Aicw C M>mvieclo,---,t—1],
por el lema del corrimiento A.76 tenemos que
Extt (M, B) & ExtE™ (M, B,) Yk > m.
Pero, como pdgny (M) = m + t, se sigue que
Extt (M, B) & ExtE™ (M, B,) = 0Vk > m.

Por lo tanto, pdgny (M) < m = pd,, (M).

Sea M € (w,X)". Por 1.34(b’) y dado que w = wN X y X es cerrado por
extensiones, tenemos que

pdpny (M) < pdpay (w) + resdim:’ (M) = resdim* (M) .

Veamos, por induccién sobre n = resdim? (M), que pdgnx (M) = resdim? (M).
En caso de que n = 0, se sigue que M € w. Por lo que pdgny (M) = 0.
Sea n > 0. Por hipétesis de induccién pdgny (N) = resdim? (N), para todo
N € X con resdim? (N) < n. Dado que n = resdim;’ (M), tenemos una sucesién
exacta

n: 0—=-K—=>W,—=M—=0,

con Wy € w, K € (w, X)" y resdim?® (K) = n — 1. Por lo que pdgnx (K) =n— 1.
Ademas, por 1.31, tenemos que

n—1= deﬂX (K) § méX{demX (M> - 17deﬂX (WO)} (1F)

Observamos que en este caso pdgny (M) > 0. Efectivamente, supongamos que
pdpny (M) = 0. Ahora bien, como w C A, se sigue que (w, X)" C (A, X)".
Asi que por (c), sabemos que pdgny (M) = pdys (M). Luego, dado que K €
w”, se tiene que 7 se escinde, lo que implica que M € w, contradiciendo que
resdim? (M) > 0. Por lo tanto, pdgny (M) > 0, y asf por (1.F) podemos concluir

que pdpny (M) = n.

Por ultimo, (e) y (f) se prueban de manera dual a (c) y (d).
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Teorema 1.50. Sean C una categoria abeliana, (A, B) un par X -completo y X -hereditario
tal que X, A y B son cerradas por extensiones y sumandos directos. Entonces, las si-
guientes condiciones se satisfacen para w = ANBNX.

(a) w=(ANX) " NANX =ANXNW" = (w, ANX)". Mids ain,

(al) se cumplen las siguientes igualdades

pdy (ANX) =pdgx (ANX) = coresdimpgny (AN X)
= coresdimy (X) = coresdimy (AN X)
= coresdim,, (AN X) = coresdimpny (AN X)
= coresdimpy (AN X) = coresdimp (X) ;

(a2) pdanxy (AN X) < oo si, y sdlo si, ANX C wY ypdy (w) < oo; y en tal
caso
X C(X,B)C(BNX)" ypdy (ANX)=pdy (w).

) w=L(BNX)NBNX =BNXNw'=(BNX,w)". Mds ain,

(b1) se cumplen las siguientes igualdades

idy (BN X) =idgnx (BN X) = resdim 4 (X)
= resdim? (X) = resdim’ (BN X)
=resdim, (BNAX) =resdim 4 (BN X)
= resdim’y (BNX)  =resdimy» (&)

(b2) idgnxy (BNX) < 00 si, y solo si, BNX Cw yidy (w) < 0o; y en tal caso
XCAX)CANX) yidy (BNX) =idy (w) .

Demostracion.

(a) Veamos que valen las igualdades del inciso (a). En efecto, por 1.49(a), se tiene
que w es un cogenerador AN X-inyectivo relativo en AN X. Luego, basta aplicar

1.38.
(al) Por 1.37(c), tenemos que

id gnx (X) = coresdimy (X) = coresdim,y (X) = coresdimpy (X) y

idgnx (A') = coresdimy (A') = coresdimyy (A') = coresdimp, (A'),
donde A" := AN X. Por otro lado, por 1.35, sabemos que

idany (X) = idany (AN X).
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Ahora bien, como w C BN X tenemos que
coresdimpny (AN X) < coresdim,, (AN X).

Aseguramos que coresdim,, (AN X) < idany (AN X). Paralo cual podemos
asumir que id 4~y (A N X) < oo. Por otro lado, por 1.49(a), podemos aplicar
1.41 al par (AN X,w); y como idgnx (AN X) < oo, se sigue que

ANX ={Z e ANX|idgx (Z) <o} =ANXNw' Cw";
y ademds id gnx (AN &) = coresdim,, (AN X). Por lo que
coresdimpy (A') < coresdim,, (A") < idsnx (A") = coresdimpq, (A).

Luego coresdimpgy (AN X) = coresdim,, (AN &'), probandose (al).

(a2) (=) Dado que pduny (AN X) < oo, por (a), se tiene coresdimgp (X) < oo;
yasi X C (X,B)Y C (BNX)Y, debido a que X es cerrado por extensiones.
Maés ain, en la prueba de (a), vimos que AN X C w”. Luego, por 1.49(e) y
(a), podemos concluir que

pdy (w) =id, (X) = idgnx (X) = pdy (AN X).

(<) Sean ANX C w" y pdy (w) =n < oo. Ahora bien, por 1.13 y (a), se
tiene de w C ANX C wY, que

pdy (W) = pdy (W) > pdy (AN X) = pdynx (AN X).

(b) La prueba es dual a la de (a).

1.4. La clase Fac (M)

Recientemente, en trabajos de Silvana Bazzoni y Jiaqun Wei, entre los cuales podemos
citar especialmente [Baz04] y [Wei05], se ha presentado la clase de los médulos n-M-
generados, denotada como Gen,(M). El propésito de esta seccién es presentar una
generalizacion de dicha clase, asi como de sus propiedades bésicas.

Definicién 1.51. Sean C una categoria abeliana y X', T clases de objetos en C. Deno-
tamos por Facf (T), paran > 1, a la clase de objetos C' € C que admiten una sucesion
exacta de la forma

0KoT, 8  Brnlicoo
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donde Ker (f;) € X y T; € T N X, para todo i € [1,n]. Tenemos también las clases
Gen (T) := Fac) (T®) y gen*(T) := Fac (T®<=). Para el caso de un objeto T' €
C, escribiremos Gen: (T) := Gen)¥ (Add(T)) y gen¥(T) := gen¥ (add(T)). Note que
gen® (T) € Gen: X (T) ya que T®<= C T®. En caso de que X = C, definimos Fac,(7) :=
FacS(T), Gen,(T) := GenS(T) y gen,,(T) := genS(T).

De forma similar a como Fac; (7)) es cerrado por cocientes, para toda clase 7 en una
categoria abeliana C, tenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.52. Sean C una categoria abeliana, T C C y X C C cerrada por

extensiones tal que 0 € X . Entonces, para toda sucesion exacta 0 - K — B NN 0,
con K € X y B € Fac¥(T), se tiene que B' € Fac(T). En particular, Facy (T) N X
es cerrada por 1-cocientes en X.

Demostracion. Observamos que, como 0 € X y X es cerrada por extensiones, X es
. X . .,
cerrada por isomorfismos. Dado B € Facy (T ), existe una sucesion exacta

00X >M3B-0

0 0

con X € XYy M € TNX. Consideramos la | |
sucesién exacta 0— XK' > —0

Lo

0K M4 pB o M= M

Lo

Probaremos que K’ € X para concluir lo ,

) ) ) 0—-K—=B—-B—0
deseado. Por la propiedad universal del nu- | |
cleo, podemos construir el diagrama con- 0 0
mutativo adjunto. Entonces, por el lema de
la serpiente tenemos que C' = K € X.

El siguiente lema generaliza [Wei05, Proposition 3.7].

Lema 1.53. Sean C una categoria abeliana, T C C y X = smd (X) una clase en C
cerrada por extensiones. Si Facy (T)N X es cerrada por extensiones y Fac)y (T)NX =

Facyy (T) N X, entonces Facy (Facy (T) N X)NX = Fac (T) N X para todo k > 1.

En particular, Fac) (T) N X es cerrada por n-cocientes en X.

Demostracion. Dado que T N X C Fac (7) N & es inmediato que

Facy¥ (Fac (T) N X) N X D Facy (T) N X.
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Por lo que basta probar que Facy (Fac' (7)NX)NAX C Facy (7)NX. Procedemos por
induccion.

Sea k = 1. Note primero que Fac) (7) N & C Fac¥(7) N X. Luego, si tenemos una
sucesion exacta

0= KL M X0
con X, K € X y M’ € Fac(7T) N X, también tenemos una sucesiéon exacta
0—)K1—>M11>M/—>0

con My, € TNAX y K; € X. Considerando el pullback de f y g y usando que X es
cerrada por extensiones, podemos concluir que X € Facf(T) NnXx.

Sea k > 1. Consideramos una sucesion exacta
O—>K—>Ck+1f'“—+>10k—>...—>01féM—>0
con M € X, C; € Fac (T) N X y Ker (f;) € X. Observamos que
M, := Ker (f,) € Facy (Fac} (T)NX)NX.

Por lo que M; € Fac (T)N X, por hipétesis de induccién. En conclusién, tenemos una
sucesion exacta ‘
0—>M 5C, —>M—0

con M, € Fac (T)NX y C) € Fac (T) N X.

Por otro lado, dado que Fac; (7) N X = Facyy, ,(T)NX y Oy € Fac) (T)N X,
sabemos que existe una sucesion exacta

0=C' =T 50, =0 0 0
conTy € TNX y C' € Facy(T)NX. Lue- o J/
go, al considerar el pull-back de ¢ con p, ¢'—=c
obtenemos una sucesion exacta l

0O—Y —T1— M—0

0—>C’—>Y£/>M1—>O. l H
Ahora, dado que M, € Fac; (T), tenemos 0O— M —C, — M-—0
una sucesion exacta J

0—>M{—>T{p—ﬁ>M1%O 0 0

con T/ € TNX y M| € Fact (T)n&X.

Asi que al tomar el pull-back de p’ y p”, obtenemos una sucesion exacta
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0 0
o
M — Mj

0—-C"—-X =T —0,

con C' € Fac (T)NAX y
Tl e TNX CFact(T)N A,

lo que implica que X € Fac¥(7T) N X ya
que por hipétesis Fac) (7) N X es cerrado
por extensiones. Por otro lado, del pullback
también obtenemos una sucesion exacta

0—>M -X—>Y =0

donde M| € Facy¥ (T)N& C Facy (Facf(’T) N X) NXy X €Fac(T)N X, lo
que implica que Y € Fac ¥ (Facff(T) N X) N X. Por lo tanto, Y € Facy (T) N X, por

hipétesis de induccion.

Finalmente, note que del primer pullback se tiene la sucesion exacta

0—=Y -1, - M —0,

donde Y € Facy (T)NX y Ty € TN X, lo que implica que M € Facy, (T)Nn&X. O
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2. Clases n-X-tilting

En este capitulo desarrollaremos una teoria tilting relativa en una categoria abeliana.
Nos basaremos principalmente en los trabajos [AHUCO1], de Lidia Angeleri Hiigel y
Flavio Ulhoa Coelho, y [PS19b], de Leonid Positselski y Jan St’ovicek. Recordemos la
definicién de R-modulo tilting como punto de referencia.

Definicién 2.1. [AHUCO01, Section 2] Sean R un anillo y 7' € Mod (R). Se dice que
T es un R-modulo n-tilting si se cumplen las siguientes condiciones:

T1 pd(T) < n,
T2 Add(T) C T,y
T3 coresdimpgacry (R) < 00.

Si T cumple las primeras dos condiciones diremos que es n-tilting parcial.

A grandes rasgos, el objetivo de este capitulo es encontrar objetos tilting 7" respecto a
una clase X en una categoria abeliana C. Veremos que la definicién adecuada para nues-
tro cometido utilizara condiciones similares a la definicién anterior. A saber, cambiare-
mos T1 por pdy (T') < n, T2 por Add (T') C T+NX, y T3 por coresdimf{dd(T) (w) < o0,
donde w es un generador relativo en X'. Estas condiciones las llamaremos (T1), (T2) y
(T3), y junto con dos condiciones mas, que llamaremos (T4) y (T5), desarrollaremos
nuestra teoria. Cabe decir que, por motivos técnicos, nuestra definicién principal no
serd de objeto n-X-tilting, sino de clase n-X-tilting.

Dada una clase n-X-tilting 7, nos interesara estudiar principalmente el par P =
(L(TH), TH). Se puede ver que, para una clase arbitraria 7, por lo general dicho par no
es de cotorsion y no induce preenvolventes ni precubiertas. Sin embargo, mostraremos
en 2.23 que en nuestro contexto, P es un par X'-hereditario y X'-completo. Mas atn,
mostraremos que 7+ NAX = Fac} (T) y que * ('TL) NX=(Xx,Ty="= (7’L N X) nx.
Estas propiedades seran de gran importancia y tendran un gran nimero de aplicaciones
en el capitulo.

Ante la riqueza de los pares descritos, introduciremos la nocién de par n-X -tilting. Estos
se definen como ciertos pares de cotorsién a izquierda (A, B) tales que BNX = T+NX,
con T una clase n-X-tilting. En 2.72 y 2.75, veremos que los pares n-X-tilting se
pueden caracterizar por medio de dimensiones homolégicas relativas, junto con otras
propiedades de cerradura y de existencia de aproximaciones.
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2.1. Tilting restringido a una clase

En lo que sigue, introduciremos nuestra nocién general de n-X-tilting y estudiaremos
algunas propiedades basicas. Cabe decir que esta nocion es el resultado del estudio de
diferentes generalizaciones del concepto de tilting, entre los cuales podemos resaltar
los recientes trabajos de Leonid Positsleski y Jan St’ovicek [PSlQa] y de Pedro Nicolés,
Manuel Saorin y Alexandra Zvonareva [NSZ19].

Definicién 2.2. Sean C una categoria abeliana y X C C una clase de objetos. Decimos
que una clase T C C es n-X-tilting, con n € N, si las siguientes condiciones se
satisfacen.

(TO) 7 =smd(T).

(T1) pdx (T) < n.

(T2) TnXCTHnx.

(T3) Existe un w generador relativo en X tal que w C 7.

(T4) Existe un a C X+ N T+ cogenerador relativo en X.

(T5) Todo Z € T+ N X tiene una T-precubierta T" — Z, con T" € X.

Definicién 2.3. Una clase n-X-tilting 7 C C se dice que es grande (pequena,
respectivamente) si 7 = T® (T = T %<~ respectivamente). Decimos que un objeto
T € C es n-X-tilting grande (n-X-tilting pequeno, respectivamente) si Add (T')
(add (T), respectivamente) es una clase n-X-tilting.

Observacion 2.4. Sean C una categoria abeliana, X CC yT € C.
(a) pdx (add(T)) = pda (T) y (add (7)) =T+
(b) pdy (AdA(T)) = pdx (T)y (Add (T))*t =T+ si C es Abj.
(c) Add (T) es precubriente en C si C es AbS.

Observaciéon 2.5. Sean C una categoria abeliana, X CC y T CC.
(a) Los enunciados (T1), (T2), (T3), (T4)y (T5) dependen de la clase X ; por lo que

en caso de que una clase cumpla alguna de ellos, agregaremos la frase “respecto
a X7 Sin embargo, en caso de que no sea ambiguo a qué clase X nos estamos
refiriendo, omitiremos tal aclaracion.

(b) Los enunciados (T1), (T2) y (T3) surgen como una generalizacién de la defini-
cion de R-mddulo n-tilting de [AHUCO1].

(¢) La propiedad (T4) nos permite probar, usando 1.9(a), que: (T1) es equivalente
a que la clase X NT+ sea cerrada por n-cocientes en X.
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(d) La propiedad (T5) se usa para probar (ver 2.19 y 2.21) que: si T es n-X-tilting,
entonces T N X es un generador relativo en T+ N X.

(e) Sea T C X. En tal caso, (T4) se satisface siempre que exista un cogenerador
X -inyectivo relativo en X ; y por otro lado, (T5) se satisface siempre que T sea
precubriente.

En efecto, en caso de que T C X y que « sea un cogenerador X -inyectivo relativo
en X, se tiene que o« C X+ C T+,

(f) De la condicion (T3), en caso de que w sea X -proyectivo y cerrado por sumandos
directos, sabemos por el dual de [BMPS19, Proposition 2.7] que w =+X NX y

XNuw'={X € X|pdx (X) < c0}.

Mds ain, pdy (M) = resdim,, (M) para todo M € X Nw”.

(9) Enla Seccion 2.4 veremos que siC es Ab3 y X es una clase gruesa, las condiciones
(T4) y (T5) se simplifican.

(h) Sean X = smd (X) C C cerrada por extensiones, T C X n-X-tilting y w =
smd (w) un generador X-proyectivo relativo en X tal que w C Ty/. Por 1.47,
tenemos que sin =0, entonces w =T NX = X N+X.

(i) Por el resto del capitulo, el entero no negativo n estard fijo. En caso de decir que
T C C satisface (T1), se debe entender que pdxy (T) < n. En caso de que se diga
que T satisface (T3), siempre se entenderd que w es el generador relativo en X
que satisface (T3).

Recientemente ha surgido una nocién de objeto n-tilting, en categorias abelianas, en
los trabajos de Leonid Positsleski y Jan St’ovi¢ek [PS19a] y de Pedro Nicolds, Ma-
nuel Saorin y Alexandra Zvonareva [NSZ19]. A continuacién veremos que esta nociéon
coincide con el de n-X-tilting cuando X = C y existe un cogenerador inyectivo en C.

Definicién 2.6. [PS19b, Section 2, Theorem 3.4(3)] Sean C una categoria Ab3, Ab3*
con un cogenerador inyectivo y T € C. Diremos que T es n-tilting de PS si satisface
las siguientes condiciones:

(PST1) pd(T) <n;

(PST2) Add(T) C T+

(PST3) existe una clase generadora G en C tal que G C (Add (T))".

Ejemplo 2.7. Sean C una categoria Ab3, Ab3* con un cogenerador inyectivoy T € C.
Note que en este caso, C también es Ab4 [Pop73, Chapter 3, Corollary 2.9, p.73].
Entonces, T es n-tilting de PS si y s6lo si T' es n-C-tilting grande. En efecto, al tomar
X = C las condiciones (T1), (T2) y (T3) coinciden con las condiciones (PST1), (PST2)
y (PST3). Las condiciones (T4) y (T5), se satisfacen trivialmente.
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2.1 Tilting restringido a una clase Clases n-X-tilting

Ejemplo 2.8. T € Mod (R) es n-tilting en el sentido de [AHUCO1] si, y s6lo si, T'
es n-Mod (R)-tilting grande. En efecto, en [PS19b, Corollary 3.6] se muestra que un
R-moédulo T es n-tilting si y sélo si es n-tilting de PS.

Por ahora omitiremos la prueba del hecho anterior. Sin embargo, en 2.44 veremos un
resultado semejante a [PS19b, Corollary 3.6], mostrando una definicién equivalente de
n-AX-tilting en el caso en que exista un generador X-proyectivo relativo a X.

Ejemplo 2.9. Sea X C C tal que 0 € X. Note que: X C Inj(C) si y sélo si C es
0-X-tilting pequenia. En el caso que C no sea de tipo finito (i.e. no existe T € C tal que
C = add (7)) tenemos un ejemplo de una clase tilting pequena que no proviene de un
objeto tilting pequeno.

Ejemplo 2.10. T € Mod (R) es un 0-Add (T')-tilting grande si, y s6lo si, Add (T") C
T+. En particular, todo médulo n-tilting T es 0-Add (T)-tilting grande.

En efecto, si Add (T') C T, entonces Add (T) € Add (T)" N+ Add (T). Por lo tanto,
Add (T) es un generador Add (T)-proyectivo relativo a Add (7") tal que Add(T) C
(Add (T')) Raq(ry ¥ también es un cogenerador Add (T')-inyectivo relativo a Add (7) tal
que Add (T') C T* y que satisface (T5) trivialmente.

Ejemplo 2.11. Sean R un anillo noetheriano a izquierda y 7' € Inj (R) con pd (T') =
oo. Se sigue del ejemplo anterior que 7' es un R-médulo 0-Add (7')-tilting grande que
no es n-tilting.

Ejemplo 2.12. Sean R un anillo noetheriano a izquierda y GInj(R) la clase de R-
moédulos Gorenstein-inyectivos, es decir la clase de R-mddulos X que admiten una
sucesion exacta de R-moédulos inyectivos

n: o Lo L =Ty LT

tal que Im (f) = X y Hompg(I,n) es exacta para todo I € Inj(R). Es bien sabido que
existe T" tal que Add (T") = Inj(R) (ver [EJ11, 5.4.1]). Veamos que T es 0-G Inj (R)-
tilting grande. Por [EJ11, Proposition 10.1.3.(5)] sabemos que G Inj (R) C Inj (R)", lo
que implica que
Add(T) = Add (T) NG Inj(R) C G Inj (R).

En particular pdgmjr) (I') = 0, por lo que se satisfacen (T1) y (T2). Luego, como
Add(T) = Inj(R) C GInj(R), sabemos que Add (T") es un cogenerador G Inj (R)-
relativo a G Inj (R); y por definicién, sabemos que Add (T") es un generador G Inj (R)-
proyectivo relativo a G Inj (R). De lo anterior se siguen que se satisfacen trivialmente
(T3) y (T4). Para (T5), basta recordar que la clase Add (M), con M € Mod (R), es
siempre precubriente.
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2.1 Tilting restringido a una clase

2.1.1. Resultados elementales de los axiomas de n-X-tilting

En esta primer seccion exploraremos los resultados elementales de este capitulo. Nues-
tro objetivo serd dar una exposicion de resultados con enunciados simples para dar una
idea general de las propiedades de las clases n-X-tilting. En las secciones que siguen,
daremos resultados mas técnicos y detallados, utilizando dimensiones homologicas, de
resolucion y de coresolucién para explorar las propiedades de las clases n-X-tilting.

Lema 2.13. Para una categoria abeliana C y X C C, las siguientes condiciones se
satisfacen.

(a) SiT CC satisface (T2), con respecto a X, entonces

TAxcT n:(TH)nx.
(b) Si T CC satisface (T1) y (T4), con respecto a X, entonces X C (TN X)Y ..

Demostracion.

(a) Por (T2), TNX C TtNX. Ademés, como T C +(T1), se tiene que
TAxcT nxnt (7).

(b) Teniendo que T satisface (T1) y (T4), con respecto a X, basta aplicar 1.11(al).
[l

Lema 2.14. Para X y T clases de objetos en una categoria abeliana C, los siguientes
enunciados se satisfacen:

(0) THNXCTYCH(TH) 4 (THnx);
(b) si X =smd (X) y T satisface (T0) y (T2), con respecto a X, entonces
(TNX)yNTH=TnNAX.

Demostracion.

(a) La primer contencién es clara. Ahora bien, por 1.13, tenemos que
pdr. (T7) =pdy. (T) = 0.

Por lo tanto, TV C +(T4), y es inmediato que * (TL) ct ('7'L N X).

(b) Sea A € (T NX)% NT*. Luego, existe una sucesién exacta

n:0+A—-Ty—A =0
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2.1 Tilting restringido a una clase Clases n-X-tilting

conThp € TNXyA e (TnNX), CTVCHt (71> por (a). Entonces, como
A € T se tiene que 7 se escinde. Por lo tanto, A € T N X debido a que
X =smd(X)y T =smd(T).

Ahora, dado que T NX C (T NAX)Y, se tiene que T NX C (T NAX)Y NT+ por
(T2).

]

Lema 2.15. Sean X =smd (X) y T clases de objetos en una categoria abeliana C. Si
T satisface (T0), (T1), (T2) y (T4), con respecto a X, entonces se tiene

(a) coresdim¥r (T NX)Y NX) < pdx (T);
() (TNX)y =(TNX)y, VE>pdy (T).

Demostracion. Sean w := (T NX)y NX y m:=méx{l,pdx (7T)}.

(a) Sea X € w. Por definicién, tenemos una sucesion exacta
0=-X—-Yy,—> Xy—0,

con Yy € TNAX y Xy € w. Asi, recursivamente, podemos construir una sucesién
exacta
0 X2y vis Sy, 2y, =0

donde V,, € w,Y; € TNX yIm(f;) € X Vi € [1,m — 1]. Ademads, como
TNX C T+ por (T2), se sigue de 1.9 que Y, € T+ N X. Entonces, por 2.14(b),
Y, €wNT+H=TNX. Por lo tanto, coresdimyy (w) < m.

Supongamos ahora que pdy (7) = 0. Luego, T C +X y para cada W € w existe
una sucesion exacta ny 0 0 = W — Ty — Cy — 0 con Ty, Cyw € T N AX.
Ahora, como T C +X y w C X, tenemos Ext} (T N X,w) = 0. Por lo que ny se
escinde para todo W € w. En particular w C T N X y asf coresdim¥, (w) = 0.

(b) Sea M € (T NAX)Y%. Luego, existe una sucesién exacta
0= M—=Ty— M —0

conTy € TNX y M' € w. Se sigue de (a) que coresdimy, (M') < pdx (T) =: n.
De modo que M’ € (T NX)Y,, yasi que M € (T NX)Y, ;. Porlo tanto, para
todo k > n tenemos que

(TNX) = (TNX)x 01 S(TNX), S (TNX)x.

O

Corolario 2.16. Sean C una categoria abeliana, X = smd (X) C C cerrada por ez-
tensiones, T C C n-X-tilting y w = smd (w) un generador X -proyectivo relativo en
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2.1 Tilting restringido a una clase

X tal que w C Ty. Entonces, w = X N+X y coresdimf» (w) < pdx (T). Mds ain,
w=TNX sipdy (T)=0.

Demostracion. Por 2.5(f), w = XN+X. Dado que w C X, X es cerrada por extensiones
y w C TY, se sigue que w C (T NX)% N X. Luego, por 2.15(a), coresdimy, (w) <
pd;\{ (T)

Supongamos que pdy (7)) = 0. Por lo tanto, 7 C +X y coresdimy, (w) = 0. Por lo
quew CTNXCXNTXY =w. O

Observacién 2.17. En caso de que X contenga al objeto cero en una categoria abe-
liana C, tenemos que T N X C Facy (T) VC € C.

El siguiente lema generaliza a [AHUCO01, Lemma 2.3].

Lema 2.18. Sean C una categoria abeliana y X una clase de objetos cerrada por
extensiones. Si T C C satisface (T3), con respecto a X, entonces T+ NX C Facy (T).

Demostracién. Sea A € T+ N X. Por (T3) existe una sucesién exacta
n:0—=K—=W3 A0,

con W ewy K € X. Ademés, por (T3) y 2.14(a) existe una sucesién exacta

0-WhHBSC =0

comBeTyCeT'nxct (’Ti) N X. Note que B € X, ya que X es cerrada por
extensiones y w C X. Ahora bien, considerando el pushout de b y a, obtenemos una
sucesion exacta

0K —-B35B -0,

0 0
y una sucesion exacta
0—+ALB - C—0, K—K
con B’ € Facy (T), que se escinde debido a b
n 1 (T), qu in i 0 W B 0 — 0

que AeTtyCet (TL). Por lo tanto,
existe un epimorfismo y : B’ — A tal que
yt = 14. Ahora, como x y y son epimorfis- 0—A— B —C—0
mos, tenemos una sucesioén exacta

n”:0-K -B% A0, 0 0
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donde B € T N X. Por lo que basta pro-
bar que K’ € X. Para ello, considerando el

0 0 diagrama inducido por la igualdad
0— K— W -5 A— 0 yrb = yta = a
b yi H y las sucesiones exactas 1 y 7, obtenemos
0— K' — B— A— 0 una sucesion exacta
0+ K—-K —C—0,
Cc—7C
donde K,C € X. Por lo tanto, K’ € X
0 0 debido a que X es cerrado por extensiones.

]

Una propiedad importante que cumple un médulo tilting usual T € Mod (R) es que
Add (T) es un generador relativo en 7. En nuestro caso, dicha propiedad se traduce
a que 7 N X sea un generador relativo en 7+ N X. En este sentido, el siguiente lema
generaliza a [AHUCO1, 2.4].

Lema 2.19. Sean C una categoria abeliana y X = smd (X) una clase de objetos
en C cerrada por extensiones. Si T C C satisface (T2) y (T5), con respecto a X, y
TLNX C Facy (T), entonces se cumplen los siguientes enunciados.

(a) TNX es un generador relativo en T+ N X.
(b) Todo morfismo A — X, con A € - (TL) y X € THNX, se factoriza a través
de T NX. Mds aiun, si T =smd (T), entonces

TﬂX:TLmei(TL).

(¢) Todo morfismo A — X, con A € + (TLDX) y X € THNX, se factoriza a
través de T N X. Mds ain, si T =smd (T), entonces

TﬂX:TLﬂXﬂL(TLﬂX).

Demostracion.

(a) Por (T2), TNX C T+ Sea X € T+ N X. Por (T5) existe una T-precubierta
g: T — X con T' € X. Ademas, como X € T+ N X C Facy (T), se tiene que g
es un epimorfismo. Veamos que K = Ker (g) € TN X.
Consideremos la sucesién exacta 0 — K — T" % X — 0. Dado que X € T+,
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2.1 Tilting restringido a una clase

T € TNX C T, por (T2), y g es una T-precubierta, se sigue que K € T+.
Veamos ahora que K € X. Para ello recor-
damos que, como X € Facy (7)), existe una
sucesion exacta

0K B x50

con Be TNXy K € X. Ahora, consi-
derando a Z como el pullback de f con g, 0 K VA B 0
obtenemos las sucesiones exactas H ¥

g
n: 0K —-Z—-T =0 0— K—T —X—0

n”:0—-K—=Z7Z—B-—0. i )

Observamos que Z € X debido a que K', 7" € X y X es cerrada por extensiones.
Ademas, la sucesién exacta 1’ se escinde debido a que K € T+ y B € T. Por
lo tanto K € X, debido a que K es sumando directo de Z y X es cerrado por
sumandos directos.

Sean f: A — X con Aet (Ti) y X € THNX. Por (a), existe una sucesiéon
exacta

0=LET 5 X0
conT" e TNXyLeTtNX. Dado que A € + (TL) y L € T+, se sigue que
Ext} (A, L) = 0. Esto implica que Hom¢(A, g) es suprayectivo, de modo que f

se factoriza a través de g. Asi que, como T" € T N X, f se factoriza a través de
TNX.

Supongamos ahora que 7 = smd (7). Sea A’ € T+ N+ (TL> N X. Entonces
14 se factoriza a través de T N X. Lo que implica que A € T N X. Por lo
tanto, T+ N+ (TL> NX CTNX. Porotro lado, TNX C T+ NX por (T2), y

TAx C*(TH). Porlo tanto, T- N4 (TH) N X =T NX.

Sean f: A— Xcon A€+ (7‘L N X) y X € THNX. Por (a), existe una sucesién
exacta
0=LET 5 X0

conT' e TNXyLeTtNnX. Dado que A € l(TLﬂX) yLeTtnx,
se sigue que Ext} (A, L) = 0. Esto implica que Hom¢ (A, g) es suprayectivo, de
modo que f se factoriza a través de g. Asi que, como T € T N X, f se factoriza
a través de T N X.

Supongamos ahora que 7 = smd (7). Sea A’ € T+ N+ ('7’L N X) N X. Entonces

14 se factoriza a través de T N X. Lo que implica que A’ € T N X. Por lo tanto,
THnt (TLQX) NX C T N&X. Porotro lado, TNX C Tt NX por (T2), y se
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tiene que TN X C + (Tl) ct (TlﬂX) Por lo tanto,
T (T nx)nx=Tnx.

[]

Lema 2.20. Sean X = smd (X) una clase de objetos cerrada por extensiones en una
categoria abeliana C y T = smd (T) C C que satisface (T1), (T2), (T4), (T5), con
respecto a X, y TNX C Facy (T). Entonces, X C (THNX)Y% y (TNX)Y C HTHNX).
Mas aun, para cada X € X, las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) m := coresdimy, , (X) < pdx (T) < oo;

(b) existen sucesiones eractas
02X —>Mxy—>Cx—0 Yy 0—>Kx —>Bx—>X—=0

tales que Mx,Kx € T+ NX; Cx,Bx € X; coresdimfy (Cx) = m — 1;
coresdimfy (Bx) < m;

(¢) Bx — X es (T N X)Y-precubierta;
(d) X — Mx es T+ N X-preenvolvente.

Demostracién. Por 2.19(a,c), tenemos que T NX es T+ NX-proyectivo y un generador
relativoen 7-NX,y X C (THNX)Y, por 2.13. Entonces, el lema se sigue de 1.16. [

A continuacién veremos que la condicion 7+NX C Facf(?'), obtenida en 2.18, es equi-
valente a (T3), en caso de tener el resto de las condiciones n-X-tilting. Esto generaliza
a [PS19b, Theorem 3.4(2,3)].

Proposicién 2.21. Sean C una categoria abeliana, X = smd (X) una clase de objetos
cerrada por extensiones y T = smd (T) C C una clase que satisface (T1), (T2), (T4)
y (T5), con respecto a X. Entonces, T satisface (T3), con respecto a X, si y solo si
T+NX C Fact (T). Mds aiin, en tal caso, existe un generador relativo en X contenido
en (TNX)Y.

Demostracion. Ya hemos probado en 2.18 que si T satisface (T3) y X es cerrada por
extensiones, entonces 7+ N X C Fac'(T). Veamos la implicacién opuesta. Por 2.20
tenemos que todo X € X admite una sucesion exacta

0= XL My = Cx =0,

con Mx € TFNX,Cx € (X, T NX)Y%. Luego, como T+NAX C Fac¥ (T), se sigue que
My admite una sucesion exacta
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0— My =Ty 2 My — 0

0 0
donde Tp € TNX y My € X. Ahora, al J l
considerar el pullback de f y g, obtenemos ) )
una sucesion exacta My — M

0— My - Px — X —0,

donde Py € (X,7 N X)Y%. Por lo tanto, la | ; lo9 |
clase {Px}ycy €s un generador relativo en 00— X — My — Cx — 0
X, satisfaciendo (T3). J l

0 0

Observacién 2.22. En general, se puede probar que la clase T+ es preenvolvente en
Mod (R) para cualquier médulo T € Mod (R)[GT06, Theorem 3.2.1]. Dicha propiedad
enriquece en gran medida la teoria de los modulos n-tilting. En nuestro contexto res-
tringido, hemos probado en el teorema anterior que T+ N X es preenvolvente especial

en X cuando T es n-X-tilting, lo que es una generalizacion del enunciado dual de
[AHUCO01, Proposition 3.3].

Teorema 2.23. Sean X = smd (X) una clase de objetos cerrada por extensiones en
una categoria abeliana C y T C C que satisface de (T1) a (T5), con respecto a X.
Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) SiT =smd (T), entonces - (TH)NX = TANX = (T NX)»NX = H(THNX)NX.

(b) T+ N X =Facy (T)N&X Vk > méax{1, pdy (T)}.

(c) Si T =smd(T), entonces el par (*(T+), T+) es X-completo y hereditario.
Demostracion.

(a) Por 2.14(a), sabemos que
(TNX)ZNXCTYNXCHTHNXCHT NX)NAX.
Sea X € H(TtNX)NX. Por 2.20 y 2.21 existe una sucesiéon exacta
0—=-X—-Mx—-Cx—0

con Mx € TtNX y Cx € (X, TNX)%. Mas atin, Cx € - (7’L N X) por 2.14(a).
Ahora, usando que X € + (7'L N X), se sigue que My € * (7’L N X). Por otro

lado, por 2.19(c), se tiene que TNX =T+ N+ ('TL N X)OX, yasi Mx € TNX.
Por lo tanto, X € (TNX)y, NX.
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(b)

Por 2.18 y 2.19(a), sabemos que 7 N X es un generador relativo en 7+ N X. De
modo que T+ NX C Facy¥ (7) N X para todo k > 1. Sea m := max{1, pdy (T)}.
Veamos que Facy (T)NX € T-NAX para k > m. Sea C € Fac (7T) N X con
k > m. Por definicion, existe una sucesion exacta

0K T, 5%  Brnioso

donde Ker (f;) € X y T; € T NX para todo ¢ € [1, k]. Luego, como T; € TNX C
THNX por (T2) y THNX es cerrado por k-cocientes en X', ya que pdy (T) < k,
por (T1), (T4) y 1.9(a), tenemos que C € T+ N X.

Por 2.14(a), tenemos que (T N X))y NX C H(TH) NX. Sea X € X. Por 2.20 y
2.21, existen sucesiones exactas
0= X—-Mx—Cx—0 y 0> Kxy >Bx—>X—=0,
donde Mx,Kx € Tt NX y Cx,Bx € (T NX)% N X. Finalmente, es claro que
el par (*(74),7T%) es hereditario.
]

Observacion 2.24. En el teorema anterior hemos mostrado las propiedades funda-
mentales del par (Z(T+),T+), para una clase n-X-tilting T. En algunos contextos
este par recibe el nombre de par de cotorsion tilting. Cabe decir que no conocemos una
prueba de que estos pares sean pares de cotorsion si la categoria no tiene suficientes
proyectivos e inyectivos. Mds adelante continuaremos el estudio de estos pares (ver
seccion 2.3).

El siguiente resultado generaliza a [Wei05, 4.3], [Baz04, 3.11] y [AHUCO1, 4.4].

Teorema 2.25. Sean C una categoria abeliana, n > 1 y X = smd (X) C C cerrada por
extensiones. Si T = smd (T) C C satisface (T4) y (T5), con respecto a X, entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) T es una clase n-X-tilting;

(b) Fac (T)NX =T+Nx;

(¢) T*N&X = Facy (T)N X para todo k > n; y

(d) TN X es cerrado por n-cocientes en X y T NX C TN X C Fac (T).

Demostracion.

(a) =

(b) Se sigue de 2.23(b).

(b) = (c) Es claro que Facyy, (7)) C Facj (7) para todo k > 1. Por lo que basta mostrar
que Facy,(T) N X 2 Facy (T)NX. Sea N € Fac} (T) N X. Dado que N € T+ N X,
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sabemos por (T5) que existe una T -precubierta f : A — N, con A € X. Ademads, como
FacX (T) C Facy (T), podemos deducir que f es un epimorfismo. Més atin, podemos
mostrar que K := Ker(f) € T+ N X. En efecto, utilizando el hecho de que f es
una 7T -precubierta, se sigue que Home (T, f) es sobreyectivo VI' € T. De modo que
al considerar la sucesion exacta larga de homologia, inducida al aplicar Home (T, —),
para cada T € T, a la sucesion exacta

n: 0—>K—>Ai>N—>0,

se puede concluir que K € T+ debido a que A, N € T+. El hecho de que K € X se
puede mostrar al considerar una sucesion exacta

n: O—>K’—>M0i,>N—>O,

con My € TNX y K' € X, la cual existe debido a que N € Facy (7). Ciertamente, al
considerar el pullback entre f y f’ obtenemos una sucesion exacta

n":0—-K-—P— My—0,

donde P € X pues X es cerrado por extensiones. La sucesion 1" se escinde debido a
que My € Ty K € T+. Por lo tanto K € X. Hemos mostrado que

KeT *NX =Fac (T)NA.

Asi que con la sucesion n podemos concluir lo deseado.

(¢) = (d) Por (c) es claro que tenemos
TNX CFac(T)NX =T+ NX C Fac (7).
Para probar que 7+ N X es cerrado por n-cocientes, basta observar que

THNX =Fac) (T)NA& = Fac), ,(T)N &,

n+1

lo que implica que 7+ N X es cerrado por n-cocientes en X por 1.53.

(d) = (a) Dado que T+ N X es cerrado por n-cocientes en X y se tiene (T4), se
sigue por 1.9 que pdy (7)) < n. Por lo tanto, T satisface (T1). Ademaés, de la segunda
hipétesis tenemos que T satisface (T2) y que T+ N X C Facy (T) N X. Asi que, por
2.21, podemos concluir que 7T es n-X-tilting. O

Con ayuda de 2.25, podemos dar un enunciado equivalente a (T5) en caso de que

TCX.

Corolario 2.26. Sean C una categoria abeliana, n > 1, X = smd (X') C C cerrada por
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2.1 Tilting restringido a una clase Clases n-X-tilting

extensiones y T = smd (T) C X satisfaciendo (T1), (T2), (T3) y (T4), con respecto
a X. Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) T satisface (T5), con respecto a X;
(b) THNX =Fac) (T)NX =TFac) (T)NX.
Demostracion. Por 2.25(c) basta mostrar que (b) implica (a). Supongamos que (b) se

satisface. Sea X € T+ N X. Luego, como T+ N X = Fac)y (T) N X = Fac,,(T) N X,
existe una sucesién exacta

05X 5T 5LX 50comT eTNXyX eTHnx.

Mostraremos que f es una T -precubierta. En efecto, sea T” € T. Aplicando Hom¢ (7", —)
a la sucesion exacta anterior, tenemos la sucesion exacta

0 — Home(T", X') — Home(T",T") — Home (T, X) — Extl (T", X'),

donde Ext} (T”,X") = 0 debido a que X’ € T+. Por lo tanto Home(T", f) es sobre-
yectiva, para todo T” € T. ]

2.1.2. Propiedades basicas de las clases n-X-tilting

En esta subseccion haremos una revision mas detallada de las propiedades que cumple
una clase n-X-tilting.

Proposicién 2.27. Sean C una categoria abeliana, X = smd(X) C C una clase
de objetos cerrada por extensiones y T C C n-X-tilting. Entonces el par (A,B) =
(HTH), TH) yv = AN BN X satisfacen que v es un generador B N X -proyectivo
relativo en BN X y un cogenerador AN X -inyectivo relativo en AN X. Mds ain,

(a) v=(r, ANX)" = (BNX,v)Y = ANXNv) = BNXNvY = ANXN(ANX) =
Bnxni(BnXx);

(b) X C(BNX)y C(BNAX)Y;
(c) (TNX)L C(TNX)Y CHBNX);
(d) TNX=(TNX)yNBNX=(TNX)"NBNX=v=TNX)yNB;
(e) AN(X,v)Y =ANX;
(f) BN (v, X)" ={M € BN X | pdpnx (M) < oo}
Demostracion. Note que Ay B son cerrados por sumandos directos y extensiones. Mas

aun, el par (A, B) es X-hereditario y X-completo por 2.23(c). Luego, por 1.50(a,b) ob-
tenemos (a). Mas aun, por 1.49(a,b), se tiene que v tiene las propiedades mencionadas
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de generador y cogenerador. Por 2.20, tenemos (b) y (c). Para probar (d), usaremos
2.14(b), (c) y 2.19(b,c) para probar las contenciones

TNX=(TNX)yNBNX
(TNX)YNBNX
tBNnXYNBNX
=V

=TnNAX.

-
-

Para mostrar (e), observamos que, como v es un cogenerador A N X-inyectivo relativo
en AN X, por 1.42(a) se tiene que

AN (X, v)Y ={M e AN X |idanx (M) < 00} .

Ahora bien, por (T4) y 1.11(a) sabemos que coresdimy.y (X) < pdx (T); y por
1.50(al) sabemos que pdsnx (AN X) = coresdimz, (X). Por lo tanto,

idagny (AN X) = pdanx (AN X) = coresdimpyy (X) < pdy (T) < oo.

Asi que AN (X, v)V =ANX.
Finalmente, (f) se sigue del dual de 1.42(a). O

Corolario 2.28. Sean C una categoria abeliana y X = smd (X)) C C una clase cerrada
por extensiones. Si T C C es n-X-tilting, entonces para todo X € T+ NX se tiene que

resdimy (X) < resdim 0% (X) < pdyiqx (X) + 1.

Demostracion. Sea X € T+ N X. Podemos asumir que pdyiy (X) = m < oo. Por
2.27, sabemos que 7 N X es un generador 7+ N X-proyectivo relativo en 7+ N X. Asi
que podemos construir una sucesién exacta

0—>Km+1—>Mmi>...—>M0—>X—>O,

con M; € T NX para todo i € [0,m] y K,,i1 € TENX. Por el lema del corrimiento,
tenemos que Ext} (Imf, K1) = Ext2™ (X, K1) = 0. Por lo tanto, K, es un
sumando directo de M,,, y asi un elemento de 7 N X. ]

Proposicién 2.29. Sean C una categoria abeliana, X = smd (X) C C una clase
de objetos cerrada por extensiones y T C C n-X-tilting. Entonces, el par (A,B) =
(HTH, TH yv = AN BN X satisfacen que L1(BNX)NX = ANX yBNX =
(ANX)tNX. Mds ain,

(a) VX € X, se tiene que
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(a1) resdim? (X) =resdimyny (X) =resdim 4 (X) =resdim 4 (X) =pdpnx (X)
<resdim 4, (BNX) + 1;

(a2) resdim 4 (X) < pdp (X) < resdim 4 (B) + 1;

(a3) coresdimy (X) = coresdimy, (X) = coresdimgy (X) = coresdimy (X)
= id gnx (X) < coresdimpy (AN X) + 1;

(a4) coresdimp (X) < idy (X) < coresdimy (A) + 1.

(b) coresdimg,y (X) < pdy (T) = pdx (A) = pdy (L(BN X)) < oo,

Demostracion. Note que Ay B son cerrados por sumandos directos y extensiones. Mas
atn, el par (A, B) es X-hereditario y X-completo por 2.23(c), y (AN X) " NANX C
BN X por 2.27(a). Cabe observar que A = +(T+) C H(T+NX)=+BNX),yde
igual manera que B =T+ C H(T+NX) = (AN X)*. Luego, por 1.36(ab) y 1.36(b5)
tenemos (ANX)PNX CBC(ANX)L y+(BNnX)NX C AC H(BNX). Por lo
tanto, L(BNX)NX =ANX y (ANX)ENX = BNX. Queda por probar (a) y (b):

(a) Se sigue de 1.36, ya que id4 (B) = 0 = pdgnx (A) = idsnx (B).

(b) Aplicamos (T4) y 1.11(a), de donde obtenemos que coresdimy , (X) < pdy (T)
y pdx (A) < pdxy (L (BN X)) < pdy (T) < pdx (A), donde la tltima desigual-
dad se sigue de que T C A.

O
Proposicién 2.30. Sean C una categoria abeliana, X = smd (X) C C una clase

de objetos cerrada por extensiones y T C C n-X-tilting. Entonces, el par (A,B) =
(HTH), TH) yv:=ANBNX satisfacen las siguientes condiciones:

(a) pdgnx (M) = pd, (M) = pdya (M) = resdim? (M) = resdimyny (M) para todo
M e (A, X);

(b) pdpny (M) = resdim;¥ (M) para todo M € (v, X)";

(c) idany (M) = id, (M) = id,v (M) = coresdimgy (M) = coresdimp (M) para
todo M € (X,B)Y;

(d) idgnx (M) = coresdim? (M) para todo M € (X,v)".

Demostracion. Note que A = smd (A) y B = smd (B) son cerrados por extensiones.
Maés ann, el par (A, B) es X-hereditario y X-completo por 2.23(c). Entonces, por 1.49
se sigue lo deseado. O

Proposiciéon 2.31. Sean C una categoria abeliana, X = smd(X) C C una clase
de objetos cerrada por extensiones y T C C n-X-tilting. Entonces, el par (A,B) =
(HTH),TH) yv:=ANBNX satisfacen que ANX C vV. Mds ain,
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(a) pdx (v) = coresdimpny (AN X) = coresdimpy (ANX) = coresdimy (X) =
coresdimy (AN X) = coresdim, (AN X) = pdy (AN X) = coresdimpny (X) =
pdany (AN X) = coresdimy -y (X) < pdy (T) < oo;

(b) idy (v) < resdimgny (BNX) = resdim}y (BN X) = resdimyny (BNX) =
resdim’ - (X) = resdimy (X) = resdim, (BN X) = idgnxy (BN X) = idx (BN X)=
resdim?} (BN X);

(c) idxy (BNX) < 00 si, y s6lo si, BNX Cv" yidy (v) < 0o; y en tal caso

BN(vn,X)"=BNX, X C(AX)CANX)" yidy (BNX) =idx (v).

Demostracion. Note que Ay B son cerrados por sumandos directos y extensiones. Mas
aun, el par (A, B) es hereditario y X'-completo por 2.23(c).

(a) Por 2.29(b) y 1.50(al), tenemos que
pdany (AN X) = coresdimpy 1 (X) < pdx (T) < .

Luego, por 1.50(a2), se tiene que ANX C vy pdx (AN X) = pdy (v). El resto
de las igualdades se sigue de 1.50(al).

(b)&(c) Sesiguen de 1.50(b), salvo la igualdad BN (v, X)" = BNX en (c) bajo la hip6tesis
idy (BN X) < oo. Ahora bien, para probar dicha igualdad, por (b) tenemos que
pdgny (BN AX) =idpnxy (BN X) < oo. Luego, por 2.27(f) obtenemos la igualdad
requerida.

]

Proposicién 2.32. Sean C una categoria abeliana, X = smd (X) C C wuna clase
de objetos cerrada por extensiones y T C C n-X-tilting. Entonces, el par (A,B) =
(H(TH), TH) yv:= ANBNX satisfacen las siquientes condiciones.

(a) pdx (X) = pdx (BN X)Y) = pdx (BN X)Y) = pdx (BN X).
(b) Se tiene que v =T NX. Mds ain, si T C X, entonces

pdx (T) = pdx (v) = pdx (vy) = pdx (7).

Demostracion. Note que A y B son cerrados por sumandos directos y extensiones. Mas
aun, el par (A, B) es hereditario y X'-completo por 2.23(c).

(a) Por 2.27(b) y 1.13(a), tenemos

de (X) S de ((BﬂX)X) S pd;( ((BﬂX)v) :pd;( (BQX) S de (X)
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(b) Por 2.27(d) tenemos que v =T N AX. Sea T C X. Luego, por 2.27(c) y 2.29(b),
se sigue que

pdx (7)

< pdx
< pdr (TNX))
< pdx ((TNX)Y)
<pdx (H(BNA))
O
Proposicion 2.33. Sean C una categoria abeliana, X = smd(X) C C una clase

de objetos cerrada por extensiones y T C C n-X-tilting. Entonces, el par (A,B) =
(HTH), TH) yv:=ANBNX satisfacen las siguientes condiciones.

(a) VW CHBNX)yVZ € (BNX)Y, con m := coresdimy - (Z), existen sucesiones
exactas cortas

0Z% My, —Cy;—0  conCye(X,v), MyeBNX;
O—)Kz—>NZf£Z—>0 conNZEVXV,KZEBﬂX;

tales que gz es una B N X-preenvolvente y [z es una v¥-precubierta. Mds ain,
coresdim? (Cz) =m—1, coresdim;* (Nz) <m yv'NX = ANX = AN(X,v)".

(b) V" C(ANX)t yVZ € (AN X)%, con m = resdim?» (Z), existen sucesiones
exactas cortas

O—>Zf4NZ%C’Z—>O con Ny evh, Cyr e ANX;
0Ky, >M;, 220 conKyz€(v,X)\, Mg e ANX;

tales que gz es una AN X-precubierta y fz es una v"-preenvolvente. Mds atin,
resdim, (Kz) = m — 1 y resdim, (Nz) < m. En caso de que idy (BN X) < oo,
se tiene que V"N X =BNX = BN (v, X)".

(c) VZ € (BNX)Y, con m := coresdimgny (Z), existen sucesiones exactas cortas

O%Z%Mz—)CZ%O COTLCZGV\/,MzeBmX;
O%KZ%BZfiZAO con Byev', Kye BNX;

tales que gz es una B N X-preenvolvente y [z es una v¥-precubierta. Mds ain,
coresdim?* (Cz) = m — 1 y coresdim;® (Bz) < m.
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d) VZ € (ANX)", con m := resdim Z), existen sucesiones exactas cortas en C
( Anx
0—>Kz—>MZg£Z—>O CORKzél/A,MZeAmX;

O%ZngéCZ—)O conBZEVA,CZG.AﬁX;

tales que gz es una AN X-precubierta y fz es una v"-preenvolvente. Mds atin,
resdim, (Kz) =m — 1 y resdim, (Bz) < m.

(e) El par (vV,B) es (BN X)Y%-completo a derecha, X-completo y X -hereditario.

BNX es preenvolvente especial en (BNX)Y y en X. Mds ain, (1(BNX),BNX
X
es X-completo a derecha.

(9) Todo elemento de (BN X)Y tiene una B N X -preenvolvente especial.

Demostracion.

(a) Consideremos la pareja (BN X,v) y X C C. Por 2.27, v es un generador relativo
de BNX con pdgnx () = 0. Luego, basta aplicar 1.16, para obtener (a) salvo las
igualdades vV NX = ANX = AN(X,v)"Y. Para esto tltimo, como vV C +(BNX),
se sigue de 2.29 y 2.27(e) que vV NX CANX = AN (X, vY) CvVNAX.

(b) Consideremos la pareja (ANX,v)y X C C. Por 2.27, v es un cogenerador relativo
en AN X con idyny (v) = 0. Asi que basta aplicar el dual de 1.16 para concluir
lo deseado, salvo que v"NX = BNX = BN (v, X)" siidy (BN X) < co. Veamos
esto ultimo. Sea idy (BN X) < oo. Luego, por 2.31(c) y 2.29, de la inclusion
VN C (AN X)L setiene " NX CBNX=BN(,X)"Cv NX.

(c) Se sigue como en la prueba de (a), aplicando el dual de 1.14.
(d) Se sigue como en la prueba de (b), aplicando 1.14.

(e) La completitud a derecha se sigue de (a) y de que, por 2.27(b), tenemos que
BNX C BNnX)yNBy XNvy C (BN X)Y NvY. Ahora, como tenemos
que v =TNXyvy CvY C+HBNX), aplicando 2.20 se tiene que (1Y, B) es
X-completo y X-hereditario.

(f) Sea X € (BN X)Y%. Por (a), se tiene la sucesién exacta
0> X3 My —Cx—0,

con Cy € (X,v)Y, Mx € BN X donde gx es una B N X-preenvolvente. Luego;

» BN X es preenvolvente especial en (BN X)Y, ya que:
(i) My e BNX =BNXN(BNAX)Y pues BNX C (BNX)Y.
(i) Cx € 1(BNX)N (BN X)Y% pues por 2.27 tenemos

Cx eXN(TNX)Y C(BNX)yNnHBNX).
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= BN X es preenvolvente especial en X, ya que, X C (BN X)Y por 2.27(b),
y ademas

i) My € BNX =XN(BNX),
(i) Ox e XNLH(BNX) C XN (BNX), como ya se ha mostrado en (ii).
(g) Sea X € (BN X)Y. Consideremos la sucesién exacta dada por (c)
0—> X % My — CX —0
donde My € BNX y Cx € v". Luego, gx es una B N X-preenvolvente especial

va que Mx € BN X;ypor 2.27(b), Kx € (TNX)V CHBNX)CH(BNX).
0

La siguiente proposicién enuncia un resultado semejante al anterior evitando el uso de

(T4).

Proposicién 2.34. Sean C una categoria abeliana, X = smd(X) C C una clase
de objetos cerrada por extensiones y T = smd (T) C C que satisface (T1), (T2) y
(T5), con respecto a X, y T+NX C Facy (T). Entonces, los siguientes enunciados se
satisfacen.

(a) Todo elemento de (Tt NX)Y tiene una T+ N X-preenvolvente especial.

(b) Sean T C X y a un cogenerador X-inyectivo relativo en X. Entonces X C

\%
(7'L N X) . Mds atn, todo elemento de X tiene una T+ N X-preenvolvente es-
pecial.

Demostracién. Por 2.19(a), T N X es un generador relativo en 7+ N X. Asi que, por
el dual de 1.14(a), se tiene que para todo X € (T+ N X)Y existe una sucesiéon exacta

0= XB My 5Ky =0 conKxe(TNX)yMxeTtnX.

Por 2.19(b), TNX =T+*NnXn+* (TL) Luego, TN X CH(T+NX), asi que el dual
de 1.14(b) implica que (T NX)Y C H(T+NX) y gx es una (T+ N X)-preenvolvente,
la cual es especial ya que Ky € (T NX)Y CHTLtNX) por 1.13(a).

Para probar (b), observamos que, por 1.10, X C (7T+NX)Y debido a que pdy (T) < oc.
Por lo tanto, todo elemento de X tiene una 7+ N X -preenvolvente especial. O

2.1.3. Condiciones alternativas a (T3)

El objetivo de esta seccién es mostrar que, bajo ciertas hipétesis, la condicién (T3) de
la definicién de n-X-tilting es equivalente a los siguientes enunciados (T3’), (T3”) y
(t37).
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Definicién 2.35. Sean X' y T clases de objetos en una categoria abeliana C. Consi-
deramos los siguientes enunciados.

(T3’) Existe un w generador X-proyectivo relativo en X tal que w C Ty/.

(T3”) Existen un w generador X-proyectivo relativo en X' y una clase 0 C X N Ty
tales que Add (o) = w.

(t3”) Existen un w generador X-proyectivo relativo en X y una clase 0 C X' N Ty
tales que add (o) = w.

A continuacién veremos algunas implicaciones de (T2) y (T3”). Pero antes cabe recor-
dar la siguiente definicion.

Definiciéon 2.36. Sean C una categoria abeliana, Z C C una clase de objetosy M € C.

(a) Diremos que un morfismo f : Z — M es una Z-precubierta especial si es una
Z-precubierta, un epimorfismo y Ker (f) € Z+1.

(b) Diremos que un morfismo f : M — Z es una Z-preenvolvente especial si es
una Z-preenvolvente, un monomorfismo y Coker (f) € 1 2.

Observacion 2.37. Sean C una categoria abeliana, W C Z C C clases de objetos en
CyMeC.

(a) Un morfismo f : Z — M es una Z-precubierta especial si, y sdlo si, existe una
sucesion exacta
0= K—2Z5M—=0

con K € Z41 y Z € Z. En efecto, para probarlo basta mostrar que en caso de
tener dicha sucesion exacta, el morfismo [ resulta ser una Z-precubierta. Para
ello, observamos que para todo Z' € Z, con el funtor Home(Z', —) obtenemos la
sucesion exacta

Home (7', Z) ") Home(Z', M) — Extl (7, K).

Note que Ext; (Z',K) = 0, ya que K € Z%'. Por lo tanto, f es una Z-
precubierta.

Dualmente, un morfismo f: M — Z es una Z-precubierta especial si, y solo st,
existe una sucesion eracta

O—>Mi>Z—>C—>0

conZcZyCehz.

(b) ComoW C Z, se sigue que Z+1 C Wt y 11 Z C LW, Asi que, de (a) se siguen
los siguientes enunciados.
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(b1) Si f : Z — M es una Z-precubierta especial, con Z € W, entonces f es
una YW-precubierta especial.

(b2) Si f: M — Z es una Z-preenvolvente especial, con Z € W, entonces f es
una VW-preenvolvente especial.

El siguiente lema generaliza a [AHUCO01, Lemma 2.3].

Lema 2.38. Sean C una categoria abeliana, X C C cerrada por extensiones, T C C
que satisface (T2), con respecto a X, y o C X NTy. Entonces, para W € o y

O—>W’3MO—>...@M”—>O

una T N X -coresolucion finita en X (la cual existe por ser X cerrada por extensiones y
o C XNTY), se tiene que fo es una T-NX-preenvolvente especial, T NX -preenvolvente
especial y T+-preenvolvente especial.

Demostracion. Sean W € o0y 0 — W £\ My — ... I M, — 0 una sucesion exacta
con M; € TNXVj € [0,n] y Im(f;)) € X Vi € [1,n — 1]. Por 2.13(a), sabemos
que T NX CTrnaxnt (TL). De modo que M; € + (TL) Vj € [0,n]. Ademsds,
como * (TL) es cerrada por epi-nicleos, K; := Ker (f;) € * (TL) Vi € [1,n]. En
particular, Ext} (K2, X) = 0 para todo X € T+. Por lo tanto, fo : W — M es

una 7 t-preenvolvente especial, la cual es una 7+ N X-preenvolvente y una 7 N X-
preenvolvente por 2.37(b), debido a que My € TNX CT-NX C T+, O

Lema 2.39. Para una categoria Ab4 (abeliana)C, X C C una clase de objetos cerrada
por extensiones y tal que X = Add (X) (X = add (X)), T C C que satisface (T2), con
respecto a X, 0 C X NTY yw:=Add (o) (w:= add (o)), las siguientes condiciones
se satisfacen.

(a) wC+ (TL) nx.
(b) Si T = T® (T = T%<=), entonces todo W € w admite una sucesion exacta
O—>W1>MW—>CW—>O, donde My € T NAX, CWEL(T%OX y [ es una

T+ N X-preenvolvente especial, T N X -preenvolvente especial y T +-preenvolvente
especial.

Demostracion.

(a) Sea S € 0. Por 2.38, existe una sucesion exacta 0 — S — Mg — Cs — 0 donde
Ms e TNX C L(71) NXNTHyCs € XﬂL(Tl) Dado que L('TL> es
cerrada por epi-nticleos en + (TL>, se tiene que S € *+ (TL). Ademas, en caso
de que C sea Ab4, se tiene que Add (o) C + (Tl) NXyaqueo CHTHNX.
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b) Sean T = 7% y W € w := Add (o). Luego, existen W’ € w y un conjunto

( y g y j
Sitier C o C X tales que W o W' = P, S Ahora bien, por 2.38, para
{ Z}ZE q i€l Mq » P y P
cada ¢ € I, existe una sucesion exacta

0—=S5, = Mg, —Cs, =0

con Mg, e TNX yCs, € (TL) N X. Sean S := @i SZ-(O”), M =B, Mé?”)
y C = @icr Céa) Como C es Abd y T = T®, tenemos la sucesion exacta

0S5t Mmoo,

donde S cw, M e TNXyCect (’Tl> N X, y una sucesién exacta que se
escinde
0W = SEwW —o.

Por (a), tenemos que W’ € H(T4) N X.
Considerando el pushout de h con f, obte-
nemos una sucesion exacta

"= 0 n:0—=W3M —Z—0.

to, + (TL) N X es cerrado por extensiones.
Asi, de la sucesién exacta

0 0
Lol
S—-W
Lol
0O—=W->M—->27—0 Aseguramos que Z € *+ (TL) N X. En efec-

Lol
c=C
Lol

0

0—=W =272 —=5C—=0,

donde W',C € + ('TL> N X, concluimos que Z € + ('TL> N X. Por lo tanto,
aplicando 2.37(a) a n y usando que TNX C T+ y H(TH)NX C 1 (T+), pode-
mos concluir que « es una 7 +-preenvolvente especial. Asi, por 2.37(b), también
tenemos que « es una 7+ N X-preenvolvente especial y una 7 N X-preenvolvente
especial.

[]

La siguiente proposiciéon generaliza a [AHTTO1, Proposition 1.2] y es el resultado de
adaptar la nociéon de médulos finendo a nuestro contexto.

Proposicién 2.40. Sean (w, X') un par de clases de objetos en una categoria abeliana
C tal que X es cerrada por extensiones, 0 € X, T CC yw es un generador relativo en
X, con Ext} (w, X) = 0. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) para todo W € w existe una Facy (T)-preenvolvente monomdérfica, la cual es una
T N X -preenvolvente;
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2.1 Tilting restringido a una clase Clases n-X-tilting

(b) para todo W € w existe una Fac; (T)-preenvolvente monomdérfica;
(c) para todo X € X existe una Facy (T)-preenvolvente monomdrfica;

(d) para todo W € w existe una T N X -preenvolvente monomdrfica.

Demostracion. (a) = (b) Es trivial.

(b) = (c) Sea A € X. Dado que w es un generador relativo en X, existe una sucesiéon

exacta
0K —->W3 A—0,

con Wewy K € X. Seab: W — B una Fac; (T)-preenvolvente monomérfica, la
cual existe por (b). Aseguramos que, si

es un push-out, entonces ¥ es una Fac(T)-
preenvolvente de A. En efecto, dado que b es un
monomorfismo, & también lo es; y como 7 es un 0% 4b, B
epimorfismo con ntcleo en X, ¢ también lo es; asi que
B’ € Fac*(T) por 1.52. Ahora bien, para todo morfismo JO
f:A— X con X € Fac(T), se tiene que fr se facto- A—— B

riza a través de b por ser una Facy (T)-preenvolvente, v N
pero el push-out hace que f se factorice a través de b'. \ X
Por lo tanto, ' es Facy (T)- preenvolvente. /

(¢) = (d) Sea W € w C X. Por (c), sabemos que existe una Facy (7 )-preenvolvente
f: W —= T’ que es un monomorfismo. Como 7" € Fac{ (T) existe una sucesién exacta

0—-K—=T'5T =0,

con K € X yT" € TNX. Ahora, como W € w y Ext} (w, X) = 0, existe un morfismo
g : W — T" tal que pg = f. Ademéds, como f es un monomorfismo se sigue que g
también lo es. Veamos que g es una T N X-preenvolvente. Sea h : W — H un morfismo
con H € T NX.Dado que TNX C Facy(T) y que f es una Facy (7 )-preenvolvente,
tenemos que h se factoriza a través de f, pero como f se factoriza a través de g podemos
concluir que h se factoriza a través de g. Por lo tanto, g es una T N X-preenvolvente
monomoérfica.
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2.1 Tilting restringido a una clase

(d) = (a) Sean W € wy b: W — Buna T NAX-preenvolvente mo-
nomérfica. Veamos que b también es una Facy (7 )-preenvolvente.
Seac: W — C, con C € Facy'(T). Por lo que existe una sucesiéon w

exacta d l \c

O—>K—>Mi>C’—>0 M7C

con M € TNX y K € X. Entonces, como W € wy Ext} (w, X) =0, existe d : W — M
tal que ¢ = fc. Luego, dado que M € T NX y b es una T N X-preenvolvente, se tiene
que ¢ se factoriza a través de b; y asi ¢ se factoriza a través de b. Por lo tanto, b es una
Facy’ (T )-preenvolvente. O

Observacion 2.41. Si quitamos en 2.40 la hipétesis de que X sea cerrado por exten-
siones, se puede probar que los enunciados (a), (c¢) y (d) son equivalentes.

Definicién 2.42. Sean w C X clases de objetos en una categoria abeliana C. Dire-
mos que 7 C C es (w, X)-finendo si todo W € w admite una 7 N X-preenvolvente
monomoérfica.

Lema 2.43. Sean C una categoria Abj (abeliana), X C C cerrada por extensiones y
tal que X = Add (X) (X = add (X)). Si T C C satisface (T2) y (T3”) ((t37)), con
respecto a X, y T = T® (T =T%<>), entonces T es (w,X)-finendo y T* N X C
Facy (T).

Demostracion. Por 2.39(b) se sigue que T es (w, X')-finendo. Usando 2.39(b), el resto
del enunciado se prueba de manera semejante a 2.18, incluimos la prueba por comple-
tez. Sea A € T+ N X. Sabemos, por (T3”), que existe una sucesién exacta

n:0—=K—-W3 A0,
con Wewy K € X. Ademés, por 2.39(b), existe una sucesiéon exacta
0W3B—>C—0

conBeTNXyCet (TL) N X. Considerando el pushout de b y a, obtenemos una
sucesion exacta
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2.1 Tilting restringido a una clase Clases n-X-tilting

0>K—>B3%B =0

0 0
y una sucesién exacta
0—-AL B - C—0, K— K
con B’ € Facy (T), que se escinde debido a b
1(7). 0— W —>B— C—0

que AcTrtyCet (TL). Por lo tanto,
existe un epimorfismo y : B’ — A tal que
yt = 14. Ahora, como x y y son epimorfis- 0— A— B —C—0
mos, tenemos una sucesion exacta

":0-K —-B% A0, 0 0
donde B € T N X, por lo que basta pro-
bar que K’ € X. Para ello, considerando el

0 0 diagrama inducido por la igualdad
0— K— W -5 4A—>0 yrb=yla=a
b . H y las sucesiones exactas 1 y 1, obtenemos
0— K'— B g A— 0 una sucesion exacta
0—-K—>K —-C—=0
Cc—7C
donde K,C € X. Por lo tanto, K’ € X
0 0 debido a que X es cerrado por extensiones.

]

Concluiremos esta subsecciéon con una generalizacién de [PSl9b, Corollary 3.6], que
muestra enunciados equivalentes a (T3), en caso de que exista un generador X'-proyectivo
relativo en X.

Proposicién 2.44. Sean X = smd (X') una clase de objetos cerrada por extensiones
en una categoria abeliana C y T = smd (T) C C que satisface (T1), (T2), (T4) y (T5),
con respecto a X. Si X admite un generador X -proyectivo relativo p en X, entonces
las siquientes dos condiciones son equivalentes:

(T3) existe un w generador relativo en X tal que w C T ;

(T3’) existe un w generador X -proyectivo relativo en X tal que w C T .

Mas atin, siC es Abj (abeliana), X = Add (X) (X =add (X)) yT =T% (T = T%<>),

las condiciones (T3) y (T3°) son equivalentes a la siguiente:
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2.2 n-X-tilting y objetos compactos

(T3”) existen un w generador X-proyectivo relativo en X y una clase 0 C X N T3
tales que Add (o) = w

((t837) existe un w generador X -proyectivo relativo en X y una clase 0 C X N Ty
tales que add () = w).

Demostracion.

(T3)=(T3’) Tenemos que p C XN+X C XN+ (T+NX). Ahora, como T es n-X-tilting,
por 2.23(a), p € T . Por lo tanto, podemos tomar w := p.

(T3")=(T3) Es claro.

Sean C Ab4, X = Add(X) y T = T? (el caso en que C es abeliana, X = add (X) y
T = T®<> es analogo).

(T3")=(T3") Sea w tal que satisface (T3’). Dado que w C X = Add (X), basta tomar
0 := w. Por ser C Ab4 y X = Add (X), es claro que Add (w) es un generador X-—
proyectivo relativo en X.

(T3”)=(T3) Por 2.21 basta con probar que 7+ N X C Facy (T), lo cual se sigue de
2.43. O]

2.2. n-X-tilting y objetos compactos

En esta seccién veremos que si la clase X consiste de objetos compactos, entonces
una clase T es n-X-tilting grande si y s6lo si es n-X-tilting pequena. Las clases de
objetos compactos estdan relacionadas con las clases de modulos finitamente generados
y finitamente presentados. Antes de entrar en ellos, veremos los siguientes lemas que
tendran importantes consecuencias.

Lema 2.45. Sean C una categoria abeliana, X € C, A =smd (A) una clase de objetos
enC, Ae Atal que A= B®C ya: B— X enC. Entonces, los siguientes enunciados
son equivalentes:

(a) o: B — X es una A-precubierta;
(b) (a0): B®C — X es una A-precubierta.

Demostracion.

(a) = (b) Supongamos que 5 : A" — X es un morfismo con A" € A. Como « es una
A-precubierta, existe un morfismo 3’ : A — B tal que § = af’. Entonces, como

B=af =(a0)(4)5,

podemos concluir que («0) es una A-precubierta.
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(b) = (a) Supdéngamos que § : A — X es un morfismo con A" € A. Como («0) es
una A-precubierta, existe un morfismo (3 ) : A’ — B @ C tal que

B=(a0)(y)=ax
Entonces, como § = ax, podemos concluir que « es una A-precubierta. O

Lema 2.46. Sean C una categoria Ab3, X € C y M C C. Si a es una add (M)-
precubierta de X, entonces o es una Add (M)-precubierta de X.

Demostracion. Supongamos que X admite una add (M)-precubierta o : M — X.
Veamos que « es una Add (M)-precubierta. Como todo M’ € Add (M) es un sumando
directo de un objeto de M®, todo morfismo M’ — X con M’ € Add (M) se factoriza
a través de un objeto de M®. M4s atin, todo morfismo M” — X con M" € M®? se
factoriza a través de M®. En efecto, consideremos un morfismo o’ : @;c; M; — X y
las inclusiones candnicas {v; : M; — @,c; M;}, ;- Como o es una add (M)-precubierta,
Vi € I existe \; : M; — M tal que o’v; = a;. Luego, por la propiedad universal del
coproducto, existe A : @,c; M; — MY tal que \v; = v))\;, donde v} : M — MO
es la inclusién candénica. Notemos que o' se factoriza a través de A y el morfismo
o’ : MY — X inducido por la propiedad universal del coproducto tal que av], = a.
Ciertamente, como

"M = "\ = a\; = v,

por la propiedad universal del coproducto podemos concluir que o’ = /.

Finalmente, notemos que el morfismo o” se factoriza a través de «. En efecto, para
mostrarlo consideramos el morfismo ¢ : M) — M inducido por la propiedad universal
del coproducto tal que ou; = 1. Luego, como

!/ "1
aou; = aly = o= o’uy,

podemos concluir que ao = . H

Definicién 2.47. Sean C una categoria aditiva, T CCy M € C.

(a) M es finitamente T-generado si para cada familia {U;},.; en T, con I un
conjunto para la cual el coproducto @;c; U; existe, se tiene que todo epimorfismo
¢ @;c; Ui = M en C admite un subconjunto finito /' C I tal que la composicion

DU Pu LS M

i€F iel
es un epimorfismo, donde ig; es la inclusion natural. Denotaremos por f.g.(7)
a la clase de todos los objetos en C que son finitamente T -generados.

(b) Diremos que M es T-compacto si para cada familia {U;},.,C T, con I un

conjunto para la cual existe @,y U;, se tiene que todo morfismo ¢ : M — @, U;
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en C admite un subconjunto finito F' C [ tal que ¥ se factoriza a través de la
inclusion natural ¢z 7 : @;cp Ui — @;c; U;. Denotaremos por K a la clase de los
objetos de C que son T -compactos.

(c) Diremos que M es T-compacto para monomorfismos si para cada familia
{Ui},e;€ T, con I un conjunto para la cual existe @,c; U;, se tiene que todo
monomorfismo ¢ : M — @,c; U; en C admite un subconjunto finito £ C [ tal
que v se factoriza a través de la inclusion natural ip; @ @cp Ui — Picr Ui
Denotaremos por K7 a a la clase de todos los objetos de C que son T -compactos
para monomorfismos.

Observacion 2.48. Sea C una categoria aditiva.

(a) El concepto de objeto T -compacto en C es una generalizacion de la nocion de
objeto compacto en C, la cual se puede consultar en [Mit65, Chapter 11, Section
16] y en [Pop73, Chapter 3, Section 5] con el nombre de “small objects” En la
literatura se pueden encontrar diferentes generalizaciones de este concepto, entre
los mads comunes podemos citar el de “selfsmall object” introducido en el estudio
de grupos abelianos en [AM75].

(b) Para w C C tal que w® es un generador relativo en C, se tiene que f.g.(w) C
Faci (w®<=). Sin embargo, no es claro que dicha contencion sea una igualdad.

(¢) El concepto de objeto finitamente T -generado es una generalizacion del concepto
de objeto finitamente generado utilizado comunmente en el contexto de categorias
Ab5, ver [Ste75, Chapter V, Section 3].

A continuacién veremos un par de resultados para el uso y caracterizacién de los objetos
compactos.

Lema 2.49. [Mit65, Chapter II. Lemma 16.1] Sean C una categoria aditiva, {A;},.,
una familia de objetos en C tal que existe el coproducto @,cr Ai, J un subconjunto finito
de I, iy1: @iesAi = Picr Ai la inclusion natural y A € C. Entonces, un morfismo
a:A— @icr Ai se factoriza a través de iy si, y solo si, o = Y ;c;uipir, donde u; y
p; son la inclusion y la proyeccion natural, respectivamente, del coproducto @;c; A;.

Lema 2.50. Sean C una categoria aditiva y T C C. Entonces, la clase K1 es cerrada
por cocientes.

Demostracion. Sea m: M — N un epimorfismo en C, donde M es T-compacto. Proba-
remos que N es T-compacto. Sean {U;},.,C T, con I un conjunto tal que el coproducto
@Dicr U; existe, y o : N — @, U; un morfismo en C. Como M es T-compacto, por
2.49, existe un subconjunto finito JC I tal que

am = Zuipiom = (Z uzpla) T,

ieJ ieJ
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donde u; : U; = @;cr Us vy pi : @icr U; — U; son la inclusion y la proyeccion natural,
respectivamente. Luego, como 7 es un epimorfismo, o = 3,y u;p;a. Por lo tanto, por
2.49 podemos concluir que N es T-compacto. O

La siguiente caracterizacién para objetos T-compactos estd inspirada en [Mit65, Chap-
ter 11, Proposition 16.2].

Lema 2.51. Sean C una categoria aditiva, T C C y M € C. Entonces, los siguientes
enunciados son equivalentes.

(a) M es T -compacto.
(b) Para cada familia {Us;},. en T tal que existe @,cx Us, la aplicacion

v @Homc(M, Ui) — Home(M, @ Ui), ()iex Z Ui,

1€ X 1€X ieX

es un isomorfismo, donde u; : Uy = @,;ex U; es la i-ésima inclusion natural del
coproducto @;cx U;.

Demostracion. Sea {U;},.y una familia en 7 tal que existe @;cx U;. Para cada i € X,
sea p; : @ex Ui — U; la i-ésima proyeccién natural del coproducto @,cx U;. Note
que, cada (a;)ier € @;cx Home (M, U;) tiene soporte finito. Por lo tanto, la suma de
morfismos Y ;e u;a;, donde u; : U; — @,cx U; es la i-ésima inclusién natural, estd bien
definida en Home (M, @;cx U;). Asi la correspondencia,

U @ HOch(M, Uz) — I’IOch<]\47 @ Uz), (ai)iEX — Z Ui,

1€X 1€eX ieX

estd bien definida. Por otro lado, como py (3 ;e wic;) = i, tenemos que v es siempre
un monomorfismo.

(a) = (b) Veamos que v es un isomorfismo. Para ello, por lo anterior, basta ver que v
es sobreyectivo. En efecto, consideremos un morfismo o : M — @,cx U; en C. Como
M es T-compacto, existe un conjunto finito J C X tal que o = ¥ ,c; u;p;cv. Por lo
tanto, & = v(p;a);ex y asi v es un isomorfismo.

(b) = (a) Sea v un isomorfismo. Entonces, para todo o € Home (M, @,cx U;) exis-
te ()iex € @ex Home(M,U;) tal que o = v(a;)iex = Yjex ;. Ahora, como
pru(ey)iex = ai Yk € X, tenemos que

a= Y uja; =Y uj(pjv()iex) = D up;a.

jex jex jex
Asi, podemos concluir lo deseado por 2.49. O

Corolario 2.52. Sean C una categoria aditiva y T C C. Entonces, un coproducto finito
es T -compacto si, y solo si, cada uno de sus sumandos directos es T -compacto.
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Demostracion. Se sigue de 2.51. [

Corolario 2.53. Para una categoria aditiva C, T C C y w® un generador en C, con
w C Kr, las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) f.g.(w) C Facy (w¥<=) C 7.

(b) Si C es abeliana y Ext} (w, Facy(w®<=)) = 0, entonces Faci(w®<=) es cerrada
por extensiones en C.

Demostracion.
(a) Se sigue de 2.48(b), 2.50 y 2.52.

(b) La prueba se hace de manera similar al Lema de la herradura (ver [Wei95, Hor-

seshoe Lemma 2.2.8]). En efecto, sea 0 — N 5 M % K — 0 una sucesién
exacta con N, K € Faci(w®<>). Luego, existen epimorfismos o : W — N y
o W' — K con W,W' € wP<><. Ahora, como Ext} (w, Fac; (w®<<)) = 0, tene-
mos que Ext} (W, N) = 0. De modo que Hom¢ (W', g) es un epimorfismo y asf
existe h : W’ — M tal que gh = «. Finalmente, utilizando el lema de la serpiente
se puede mostrar que el morfismo (fah): W& W' — M es un epimorfismo. Por
lo tanto, M € Facy(w®=<).

]

El siguiente lema contiene las propiedades de los objetos finitamente generados en
categorias Abb.

Lema 2.54. [Ste75, Chapter V. Lemma 8.1] Sea C una categoria Ab5. Entonces,
f.g.(C) es cerrada por cocientes y extensiones en C.

El siguiente corolario es un resultado conocido.

Corolario 2.55. Para un anillo R y mod (R) :=f.g.(Mod (R)), las siguientes condi-
ciones se satisfacen.

(a) mod (R) C Kyioacr) y mod (R) es cerrada por cocientes y extensiones en Mod (R).
En particular, mod (R) es gruesa a derecha en Mod (R).

(b) R es coherente a izquierda si, y solo si, mod (R) es una subcategoria abeliana
gruesa de Mod (R).

Demostracion.

(a) En efecto, es bien sabido que para toda familia de R-médulos {U;},. y, indexa-
da por un conjunto X, la aplicacion @;cx Homg(R,U;) — Homg(R, @;cx Us),
()iex — Yiex iy, es un isomorfismo. Entonces, por 2.51 tenemos que R €
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Knod(r)- Luego, como Fac (RP<>) = mod (R), se sigue de 2.53(a) que mod (R) C
Kaod(r)- Para probar el resto del enunciado, observamos que, por 2.54, la clase
f.g.(Mod (R)) es cerrada por extensiones y cocientes. Asi que, por 2.53(a) se
sigue que

f.g.(Mod (R)) = f.g.({R}) = Fac;(R®<~) = mod (R) .

(b) Recordemos R es coherente a izquierda si todo médulo finitamente generado
es finitamente presentado. Es claro que si mod (R) es gruesa se tiene que R es
coherente. Veamos que mod (R) es cerrada por subobjetos en Mod (R). Sea

0ALSBEC S0

una sucesion exacta con B € mod (R). Por (a), tenemos C' € mod (R). Luego,
como R es coherente, C' admite una sucesién exacta

00 LpPShc—o

en mod (R) con P € proj (R). Ahora, al considerar el pullback de g y p, obtenemos
las sucesiones exactas

n:0—-A—-2Z2—-P—-0 vy n:0=-C—=2—B-=0.

Observamos que 7 se escinde debido a que P € proj (R). Ademés, podemos ver
que Z € mod (R) por r'. Entonces, A € mod (R) por ser el sumando directo de Z
que es finitamente generado. En particular, mod (R) es cerrada por epi-ntcleos
en mod (R). Asi que, mod (R) es gruesa por (a).

]

Lema 2.56. Sean C una categoria abeliana, T C C y M € C. Denotaremos por
M(M,T) al conjunto de monomorfismos en C entre M y T. Entonces, los siguientes
enunciados son equivalentes.

(a) M es T -compacto para monomorfismos.

(b) Para cada familia {Us;},.y en T tal que existe @,;cx U, la aplicacion

VP MM U) = MM, P U), (@i)iex — Y uioy,

i€X i€X 1€X

es biyectiva, donde w; : U; = @,ex U; es la i-ésima inclusion natural del copro-

ducto @;cx U;.

Demostracion. Sean {U;},.y €T tal que existe @;cx Ui, u; : Uy = @yex U; la i-ésima
inclusiéon natural y p; : @,cx U; — U; la i-ésima proyeccion natural. Consideramos el
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morfismo v : @,cx Home (M, U;) — Home(M, B,ex Us), () — ier wiy, construido
en la prueba de 2.51. Veamos que v se puede restringir a una funcién inyectiva entre los
conjuntos de monomorfismos. En efecto, como py (3;c; uic;) = ax Vk € X, es inmedia-
to verificar que v(@;cx M(M,U;)) € M(M,P;cx U;). Ademés, en 2.51 vimos que v
es un monomorfismo. Por lo tanto, la funcién v : @;cx M(M,U;) = M(M, B;cx Us),
que se obtiene de restringir v, siempre es inyectiva. Observamos ademas, que segtn lo
mostrado en la prueba de 2.51, tenemos que ppv'(a;)iex = Prv(;)iex = au para todo
ke X ytodo (a;)iex € @;cx Home (M, Us).

(a) = (b) Veamos que v’ es biyectiva. Para ello, por lo anterior, basta ver que v’
es sobreyectiva. En efecto, consideremos un monomorfismo o : M — @,cx U; en C.
Como M es T-compacto para monomorfismos, existe un conjunto finito J C X tal que
a =Y c5up;c. Cabe observar que

0 = Ker (« Z Ker (p;a

ieJ

De modo que p;a es monomorfismo Vi € J. Por lo tanto a = v/'(p;a)iex y asi que o/
es biyectiva.

(b) = (a) Sea v una funcién biyectiva. Entonces, para todo « € M(M,P;cx U;)
existe ()iex € @Piex M(M,U;) tal que a = V'()iex = Diex Uiy Ahora, como
prv' () = oy, para todo k € X, podemos concluir lo deseado por 2.49. ]

Proposiciéon 2.57. Sean C una categoria abeliana, T C C y Z2' € {K7,Krm}. En-
tonces Add (T) N Z = add (T) N Z para toda Z C Z'.

Demostracion. Sean Z' € {Kr,Krm}y Z C 2'. Basta mostrar que Add (7) N Z C
add (7T) N Z. Sea X € Add (T) N Z. Luego, existe una sucesién exacta que se escinde

0= X' - @PU L5 X = 0con {Ui}ies CT.
iel
Sea i X — @P,cr U; el monomorfismo tal que fu = 1x. En cualquiera de las si-

tuaciones de Z', existe un conjunto finito J C I y un morfismo p' : X — @;c; U;
tal que p = iy o/, donde i;; : @DjcsU; = @icrUs es la inclusion natural del

coproducto. Consideremos el morfismo g := foi;; @ @;c;U; — X. Dado que
= foijrop = fu = lx, se tiene que ¢g es un epimorfismo que se escinde; y
como J es finito, se tiene que X € add (7) N Z. O

Teorema 2.58. Sean C una categoria Ab4, T C C y Z' € {K7,Kr.m}. Entonces,
para toda Z C Z' cerrada por extensiones, Add (T') es n-Z-tilting si y sdlo si add (T)
es n-Z-tilting.
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Demostracion. Sea Z C Z' cerrado por extensiones. Por ser C Ab4, pdy (Add(7)) =
pdx (T) = pdy (add(T)). Ahora, por 2.57 sabemos que

(%) Add(T)NZ=add(T)NZ

en cualquiera de las situaciones de Z’. Luego, por (%) y como Z es cerrado por exten-
siones, Yw C Z se tiene que w C (Add (7))% siy sélo si w C (add (7))%. Finalmente,
para checar (T5), basta aplicar 2.46 y (x). O

Corolario 2.59. Sean C una categoria Ab4, T CW C C y w® un generador relativo
en C tal que w C K. Entonces, para toda Z C f.g.(w) cerrada por extensiones, se
tiene que Add (T) es n-Z-tilting si y solo si add (T) es n-Z-tilting.

Demostracion. Se sigue de 2.58 ya que por 2.53 tenemos que f.g.(w) C Ky C K. O

Corolario 2.60. Sean R un anillo y T C Mod (R). Entonces, para cada Z C mod (R),
cerrada por extensiones, se tiene que Add (T') es n-Z-tilting st y solo si add (T) es n-
Z-tilting.

Demostracion. Primeramente notamos que, por 2.55(a), R® es un generador relativo
en Mod (R) tal que R € Kyoacr) v f-8.({R}) = mod (R) es cerrada por extensiones.
Luego, tomando w := {R}, se sigue de 2.59 que, para toda Z C f.g.(w) cerrada por
extensiones, se tiene que Add (7) es n-Z-tilting si y sélo si add (7)) es n-Z-tilting. [

2.3. Triples n-X-tilting

En 2.21 y 2.19, hemos empezado a estudiar las propiedades del par (+ (’TL) T,
cuando T es una clase n-X-tilting. El objetivo de esta seccion es estudiar mas a fondo
el papel que juegan estos pares en la teoria.

Para comenzar, en 2.24 hemos mencionado que sélo conocemos una prueba de que estos
pares son de cotorsion en categorias con suficientes proyectivos e inyectivos. En efecto,
en caso de que la categoria C cumpla estas condiciones, se sigue de 1.24 que A+ = A+
para toda clase C-resolvente A C C, v que *B = ‘1B para toda clase C-coresolvente
B C C. Entonces, como X+ siempre es C-coresolvente y X siempre es C-resolvente

I
para toda clase X C C, utilizando que (L(’Tl)) C T+, podemos concluir que una

pareja (+ (TL) ,T1) es de cotorsién para toda clase T C C.

En caso de que la categoria C no admita suficientes proyectivos e inyectivos, es dificil
poder afirmar si lo anterior sigue ocurriendo. Sin embargo, en caso de que exista una
clase Y C C que admita un generador Y-proyectivo relativo en ) y un cogenerador
Y-proyectivo relativo en ), veremos que una pareja (+ (Tl) ,T+) se comporta como
un par de cotorsiéon adentro de ).
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Lema 2.61. Sean Y y X clases de objetos en una categoria abeliana C tales que existe
un « cogenerador Y-inyectivo relativo en X . Entonces, existe una clase Z C C tal que
txny=tzny.

Demostracion. Sea M € X. Como « es un cogenerador relativo en X', existe una
sucesion exacta

0—>M— Ay — M; — 0,

con Ay € ay M; € X. Recursivamente, se construye una sucesion exacta
0->M-—=>A4— - — A, =>A1— -

donde A; € ay My := Im(A4; = A;11) € X Vi > 0. Consideremos al conjunto
N = {M;} 25, donde My = M. Como a es Y-inyectivo, por el lema del corrimiento
A.76 tenemos que Ext} (Y, M;) = Ext;™ (Y, M)VY € Y, Vi > 0.

Por lo tanto, *MNY = 11 A;,NY. Haciendo lo mismo para todo cada M € X, tenemos
que la clase Z := Upex N, satisface X NY =120 Y. O

Lema 2.62. Sean C una categoria abeliana, T € C y (w, X) un par de clases de objetos
en C tal que w es X -proyectivo. Entonces, se cumplen los siguientes enunciados:

(a) si T € wl, entonces existe un conjunto S C C tal que T*NX =S NX;

[oops

(b) si T € w", entonces existe un objeto S € C tal que T+ NX = ST N X;

A

%, entonces existe un objeto S € C tal que

(c) si C es una categoria Abj y T € w
THnX=S8"nXx.

Demostracion. En efecto, si T' € w., existe una sucesién exacta
=W =Wy = =W =Wy =T =0

con W; € wU {0} y Tiyq := Im (W;1y — W;) Vi > 0. Consideremos a S := {T;} 2,
donde Ty := T. Luego, como w C X, por el lema del corrimiento A.76, tenemos que

Extl (T, X) = Ext} (T;, X)Vi > 0,VX € X,

y por lo tanto ST N X =T+ N X.

Observemos que, en caso de que T' € w” y S sea un conjunto finito, S := @pres R
satisface que SY' N X = S+ N X debido a que

1 Exte (R, X) = Exte (@ R, X)

ReS ReS

por A.82. En caso de que C sea Ab4, utilizando A.100 se prueba de manera semejante
que S := @2, T; satisface que ST NAX = SN X, O
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En particular, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.63. Sean C una categoria Ab4 y X C C una clase de objetos con un

generador X -proyectivo relativo en X. Si T € X, entonces existe un objeto S € C tal
que THNX =S NX.

Demostracion. Sea w un generador X-proyectivo relativo en X. Dado que T' € X, se
tiene que T € w?, . Luego, el resultado se sigue de 2.62(c). O]

De manera semejante a 2.19 y 2.33 podemos probar el siguiente lema que muestra el
comportamiento de los pares de cotorsion (A, B) tales que BNX =T+ NX, donde T
es una clase n-X-tilting.

Lema 2.64. Sean C una categoria abeliana y X = smd (X) C C una clase cerrada por
extensiones. Si T C C es n-X-tilting y (A,B) es un par tal que BNX = T+ N X,
entonces se cumplen los siguientes enunciados.

(a) Si Ext} (A,BNX) = 0, entonces cualquier morfismo A — X, con A € Ay
X € BN X, se factoriza a través de T N X.

(b) Si Extl (A, BNX) =0, entonces ANBNX CLHBNX)NXNB=TNAX.

(c) Si HBNX C A yidsa(BNX) = 0, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(c1) TNX=ANBNX;
(c2) (A,B) es X-completo;
(c3) (A,B) es X-completo a izquierda.

Demostracion.

(a) Sea f: A — X un morfismo, con A € Ay X € BnAX. Por 2.21 y 2.19(a),
sabemos que existe una sucesion exacta

0 L5T %X 0,

donde LET*NX =BNXyT €TNX.Luego,como Ac Ay L cBNAX,
tenemos que Ext} (A, L) = 0. Lo que implica que Hom¢(A, g) es suprayectiva.
Por lo tanto, f se factoriza a través de g. Asi, podemos concluir que f se factoriza
atravésde TNAX,yaqueT' € TNAX.

(b) Por 2.21 y 2.19(c) sabemos que
TnX="(T"nxX)nT nx=*Bnx)nBNX.

Ademés, por (a) sabemos que, para todo A € ANBNX, 14 : A — A se factoriza
a través de T N X, con lo que podemos concluir que A € T N X.
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(c) (cl) = (¢2) Supongamos que TNX = AN BN X. Por (b), 2.21 y 2.19(a) sabemos
que TNX = ANBNX es un generador relativo en 72 NX = BN X. Asi que
por 1.16(a) se tiene que VX € (BN X)Y existen sucesiones exactas cortas

0= XB My —-Cx—=0 conCxe€(ANBNX)' NX, Mx € BNX y
0Ky —By3 X0 conBye(AnBNX)Y, Ky € BNX.
Més atin, dado que ANBNX C AC+(BNX), 1.16(c) implica que
(ANBNX) CHBNX). (2.A)
Ademaés, por 1.11(al),
XC(THNA)y = (BN (2.B)
debido a que pdy (7)) < co. Por tltimo, notamos por 1.13 que
pds ((ANBNX)") =pds(ANBNX) =0.
Por lo tanto,
(ANBNX)' nxCiBnx CcHBnXx C A (2.0)

Aplicando (2.A), (2.B) y (2.C) a las sucesiones exactas antes obtenidas, podemos
concluir que (A, B) es X'-completo.

(2) = (c3) Es trivial.

(€3) = (c1) Supongamos ahora que el par (A, B) es X-completo a izquierda. Sea
X € T NX. Sabemos que existe una sucesion exacta

0—B—>A—>X—0,

con Ae ANX y Be BNX. Ahora, por (b), X e TNX C H(BNX), y asi
dicha sucesién se escinde. Por lo tanto X € A; y asi por (b), podemos concluir
que TNX=ANBNX.

O
Utilizando los conceptos desarrollados en la Seccion 1.2, podemos reformular de la
siguiente manera algunos de los resultados que hemos obtenido para clases n-X-tilting.

Proposicién 2.65. Sean C una categoria abeliana, X = smd (X) CC una clase cerrada
por extensiones y T C C n-X-tilting. Entonces, se cumplen los siguientes enunciados:

(a) TNX =T+n+ (71) NX=T+nt (7'L N X) NX es un generador (7—L N X)-
proyectivo relativo en T+ N X;
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(b)) X C(THNX)YL y THNX es preenvolvente especial en (T+NX)Y;
(¢) (TNX)y C(TNX) C+(T4).

Demostracion.
(a) Se sigue de 2.21 y 2.19.
(b) Se sigue de 2.27(b) y 2.33(f).
(c) pdys ((Tﬂ X)v) = pdr. (T NX) = 0. Por lo tanto, (T NX)" C* (’Ti).
[

Definicién 2.66. Decimos que ((A,B);7T) es un triple n-X-tilting grande (pe-
queilo) en una categoria abeliana C si se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) (A, B) es un par de cotorsién a izquierda en X’ con idy (BN X) = 0;
(b) B es cerrado por sumandos directos y extensiones;

(c) T es una clase n-X-tilting grande (pequefia) T tal que BN X = T-NX y
TNXCANBNAX.

Definiciéon 2.67. Sean C una categoria abeliana y X C C. Si 7 y 7T’ son clases
n-X-tilting, decimos que 7 y 7" son equivalentes si Tt NX =Tt N X.

Proposicién 2.68. Sean C una categoria abeliana, X = smd(X) C C una clase
cerrada por extensiones y M, T clases n-X -tilting. Entonces M es equivalente a T si,

y solo si, MNX =T NX.

Demostracion.

(=) Sea M+ NX =T+ NX. Por 2.65(a) tenemos que

MOX =Mt (MEnX)nX =T 0+ (THnX)nx =Tnx.
(<) Sea M NX =T NX. En particular Fac) (M) = Fac¥(7T) Vk > 1. Luego, por
2.25 M+ N X = Fac} (M) = Fac) (T) =T+ nX. O

Lema 2.69. Sean C una categoria abeliana, X = smd (X)) C C una clase cerrada por
extensiones y M una clase n-X-tilting. Si T := M N X es precubriente en T+ N X,
entonces T es una clase n-X -tilting equivalente a M.

Demostracién. Dado que T = M N X, se tiene que 7 C M y asi M+ C T+. Mas
aun, es claro que 7 = smd (7). Veamos que T es n-X-tilting:

(T1) pdx (7) < pdax (M) <n;
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(T2) TNXCMNX M NnXCTHNA;

(T3) por hipétesis, existe un w generador relativo en X tal que w C M?¥.. Ahora bien,
como X es cerrado por extensiones y w C X, se tiene que

wC (MNA)y =Ty,

(T4) por hipdtesis, existe un cogenerador X-inyectivo « relativo en X tal que o C
Mt CTH

(T5) dado que T = M N X es precubriente en T+ N X, se sigue que T satisface (T5).

Finalmente, como 7 = M N X, se sigue de 2.25 que

MENX =Fack (M) =Facy (T) =T nA.
Por lo tanto, M y T son equivalentes. O]

Lema 2.70. Sean (A, B) un par X-completo a derecha en una categoria abeliana C
tal que BN X es cerrado por sumandos directos. Si eviste « C X C Tla, entonces
aCBNX.

Demostracion. En efecto, dado que (A, B) es X-completo a derecha, para todo A € «,
existe una sucesién exacta0 -+ A —- X - C - 0con X € BNX y C € XNA. Luego,
como C' € X C ‘1q, dicha sucesién se escinde. Asi que todo A € a es sumando directo
de un objeto X € BN X. Por lo tanto, « C BN X. O

Lema 2.71. Para una categoria abeliana C, X C C y (A, B) un par de clases de objetos
en C tales que (A, B) es X-completo a derecha y X -hereditario, n :== méx {1, pdx (A)} <
oo y BNAX =smd(BNX), las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Para todo X € X, existe una sucesion exacta
J f f
O%X#BX,OABXJ—}...QBXM%O

tal que Bx, € ANBNX, Bx; € BNX y Coker (f;) € ANX Vi€ [0,n—1]. En
particular coresdimany (X) < n.

(b) Sean AN X y X cerradas por extensiones. Entonces, para todo W € X N+1X
exriste una sucesion exacta

O%WABWQABWJ%gan—)O

tal que By; € ANBNX Vi € [0,n] y Coker (f;) € ANX Vj € [0,n—1]. En
particular coresdim4 %+ (X n+tx ) < n.
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Demostracion.

(a)

92

En efecto, sea X € X. Como (A, B) es X-completo a derecha, existe una sucesion
exacta
0—=X— Bxog—C; =0,

donde Bxo € BN&X y €} € AN X. Recursivamente, consideramos la k-ésima
sucesion exacta
0— Ck — BX,k — Ck-i—l — O,

donde By € BN X y Cip1 € AN X. Continuando hasta el paso n, contruimos
la sucesién exacta

0—=+X—Bxo—Bx1—..— Bx,—=Cy1 —0.

Dado que (A, B) es X-hereditario, Cp,y1 € ANX y Bx,; € BN X tenemos que
By; € Ciy Vi € [0,n]. Asi que, por el lema del corrimiento,

EXt(lj (On-',-l’ Cn) = Eth+1 (Cn+1; X) = O
debido a que C,;1 € Ay pdy (A) < n por hipétesis. Se sigue que la sucesién
0_>Cn_>BX,n_>Cn+1—>O

se escinde. En particular, C,, € BN X ya que BN X es cerrada bajo sumandos
directos. Por lo tanto,

0—+X—Bxo—Bx1—+..—Bxp1—Cp—0
es la sucesion buscada, considerando By, := C,.
En efecto, sea W € w. Dado que w C X, consideramos la sucesién exacta
0= W B B By — .. 28 By > 0

obtenida en (a). Usando ahora que la clase AN X es cerrada por extensiones,
podemos concluir de las sucesiones exactas

O%Ck%BWJf%CkJrl—)O

que By € ANBNAX para todo k € [1,n]. Finalmente, para concluir lo deseado,
consideremos la sucesion exacta

0—=W = Byy— C; — 0.

Como W eXNtXCXN+BNX)yC e ANX C XN+ (BNX), tenemos
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que Byoe XNt (BNX)NB=XNANB.

El siguiente teorema busca generalizar [AHMHO09, 3.2].

Teorema 2.72. Sean C una categoria Ab4, X = Add (X) C C una clase cerrada por
extensiones que admite un cogenerador X -inyectivo relativo en X y una clase o tal que
Add (o) es un generador X -proyectivo relativo en X. Sea (A, B) un par de cotorsion
a izquierda en X con idy (BNX) =0, k .= ANBNX y B = smd(B) cerrada por
extensiones. Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) existe T C C tal que ((A,B);T) es un triple n-X-tilting grande;

(b) (A,B) es X-completo a derecha, pdy (A) < n, Kk = kK® y Kk es precubriente en
BNX;

(c) K es una clase n-X-tilting grande tal que BNX =kt N X.

Ademds, si alguna de las condiciones anteriores se satisface, se tiene que ANX C kY,

idany (X) = coresdimg (X) < n, k= (ANX) P NANX =+BNX)NBNX y
coresdimay (X) < méx {1,n}. Mds atin, si o es un conjunto, entonces podemos omitir

la hipdtesis k precubriente en BN X de (b) y encontrar T € C tal que Add (T') = k.

Demostracién. Primeramente, notemos que el par (A, B) es X-hereditario ya que
id 4 (B N X) =0.

(a) = (b) Sea T una clase n-X-tilting grande tal que TNX C ANBNX yBNX =
T+ N X. Luego, por 2.64, sabemos que (A, B) es X-completo y que

TNX=ANBNX="(BNnX)NBNX.

En particular, k = k®. Més atin, por 1.11(a2) y 2.2(T1,T4), tenemos pdy (L (BN X)) <
n. Asi que, como A C + (BN X) ya que idy (BN X) = 0, tenemos pdy (A) < n. Final-
mente, por (T5), sabemos que todo Z € BN X admite una 7T -precubierta ¢ : 7" — Z
con TV € X. Notemos que, en particular, ¢ es una 7 N X-precubierta. Por lo tanto,
como Kk =T NAX, Kk es precubriente en BN X.

(b) = (c) Sean w := Add (¢) y a un cogenerador X-inyectivo relativo en X. Asegu-
ramos que BN X = k1t N X. En efecto, como x C Ay idg (BN X) = 0, se tiene que
BNX C k' NX. Para la contencién opuesta observamos lo siguiente. Sea X € s+ NX.
Por 2.71, existe una sucesién exacta

0 x8 BB B e o

tal que By € K, B; € BNX y Coker (f;) € ANX Vi € [0, k]. Luego, como X € k- NX
y B;€ BNX C rktNX, tenemos que Im (f;) € k- NAX Vj € [1,k—1].
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Veamos, por induccion sobre k, que X € B. En efecto, si k = 0, entonces X = By € B.
Para k = 1, tenemos una sucesioén exacta

m: 0—-X— By— By —0,

con X € k¥ N X y By € k. Luego 1 se escinde y asi X € B.
Sea k > 1. Veamos primero que By_; € k. En efecto, dado que By_1 € BN X, es
suficiente ver que Bj_; € A. Para ello, consideramos la sucesion exacta

N - O—)Kk,1—>Bk,1—>Bk—>0,

Tenemos que By € A ya que K;_1, B, € Ay A es cerrada por extensiones. Ahora,
como B, € ky Kj_1 € k- N X, n;, se escinde y asi Kj,_; € x. Considerando la sucesién
exacta ;

0 X8B, 438 5B, K.1>0
con Ky 1 € K, tenemos que X € B por la hipotesis de induccion.

Veamos que k es una clase n-X-tilting. Procederemos verificando los axiomas (T0) a

(T5) de 2.2.

(TO) Se sigue de que A, By X son cerrados por sumandos directos.
(T1) Dado que k C A, se tiene que pdy (k) < pdy (A) < n.

(T2) Comok CBNX yBNX C kN, sesigue que kNX C ktNX.

(T4) Por 2.70, tenemos que « es un cogenerador X-inyectivo relativo en X tal que
a C BN X. Luego, como BNX C k', a C X+t Nkt

(T5) Sabemos que x es precubriente en B N X. Entonces, como st NX = BN X,
tenemos que todo Z € kN X admite una s-precubierta 7" — Z con T" € X.

(T3) De las hipdtesis que tenemos, por 2.44, basta checar la condiciéon (T3”). Para
ello, hay que verificar que o C k%. Lo cual se sigue de 2.71.

(¢) = (a) Es trivial.

Supongamos que alguna de las condiciones anteriores se satisface. Note primeramente
que coresdimz ¥ (X) < méx {1,n} por 2.71(a). Luego, X C (BN X)%r C BY: vy
id 4nx (X) = coresdimy (X) por 1.37(a).

Por otro lado, K = (AN X))t NANX por 1.50(a). Finalmente, por (c), sabemos que
pdy (A) < n<oo. Luego, por 1.50(al,a2)

coresdimg (X) = pdany (ANX) = pdy (ANX) < pdy (A) <n < oo

yANX C kY.

Finalmente, supongamos que ¢ es un conjunto y que se cumplen las hipétesis de (b),
con excepcién la de x precubriente en BN X. Dado que ¢ C X N+ X, por 2.71, para
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cada W € o existe una sucesion exacta
fi f f
0—W #BW,OABWJ%#BVV,H—)O

tal que By,; € ANBNX Vi € [0,n] y Coker (f;) € ANX Vj € [0,n—1]. Consideremos
Tw := @B}, Bw,; para cada W € 0. Luego, como k = k%, se tiene que T := @yye, Tw €
ky que Add(T) C k. Afirmamos que Add(7) = k. Para probarlo necesitaremos
mostrar que 1" es n-X-tilting grande. Esto se hace de manera similar a la prueba de
(b) = (¢). Lo incluimos a continuacién por completez.

Procederemos verificando que se cumplen los axiomas (T0) a (T5) de 2.2.
(TO) Es claro.
(T1) Dado que Add (7") C k C A, se tiene que pdy (1) < pdy (A) < n.
(T2) Dado que k C k' NX y Add (T) C &, se sigue que
Add(T) Ck ChTNX C XN (A (T))™*.
(T4) Por 2.70, tenemos que « es un cogenerador X-inyectivo relativo en X tal que
aCBNXCXNTH CTE Luego, o C XN (Add(T))*.

(T5) Dado que Add (T') C X y X = Add (X)), se sigue que Add (T) C X. Luego, como
Add (T') es precubriente, se satisface (T5).

(T3) De las hipdtesis que tenemos, por 2.44, basta checar la condiciéon (T3”). Para
lo cual, hay que verificar que ¢ C (Add (7))%. Por construccién de la familia
{Tw}weo, tenemos que cada W € o, satisface que W € (smd (T ))%. Luego,
o C Add (T) % de donde se sigue lo que deseamos probar.

Veamos que k C Add (T'). Sea X € k. Luego
XeBNxXCT nx.

Ahora, por 2.18 tenemos que T+NAX C Facy (Add(T)). Asf que, por 2.19(a), Add (T') =
Add (T) N X es un generador relativo en T+ N X. Luego, como X € T+ N X, se puede
construir recursivamente la sucesion exacta

O%Kn%Tnﬁ&Tn,l—m..féTof#X—w,

con T; € Add(T) y K; = Ker(f;) € T+ N X para todo i € [0,n]. Por otro lado,
pdx (X) < pdy (k) < n. Asi que, por el lema del corrimiento, tenemos que

Ext} (K1, K,) & Ext}™ (X, K,,) = 0.
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De modo que K,, € Add(T)NX CBNX C (AN X)%, pues la sucesiéon exacta
0—-K,—T,—K,_.1—0

se escinde. Luego, como T, € Add(T) C k C BNX C (ANX)" Vi € [0,n], usando
que (AN X&)+ es cerrada por conticleos de epimorfismos entre sus objetos, concluimos
que K; € (ANX)" Vi € [0,n]. Finalmente, como Ext} (X, Ky) = 0, debido a que
Koe (ANX)" y X € k C AN X, se tiene que la sucesion exacta

0—-Ky—Ty— X —=0

se escinde y por lo tanto X € Add (7).

Tenemos un teorema semejante para el caso pequeno.

Teorema 2.73. Sean C una categoria abeliana, X = add (X) C C una clase cerrada
por extensiones que admite un cogenerador X -inyectivo relativo en X y un clase o tal
que add (o) es un generador X -proyectivo relativo en X. Sea (A, B) un par de cotorsion
a izquierda en X con idg (BNX) =0, k .= ANBNX y B = smd(B) cerrada por
extensiones. Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) existe T C C tal que ((A,B);T) es un triple n-X -tilting pequerio;

(b) (A,B) es X-completo a derecha, pdy (A) < n, k = kK%<= y K es precubriente en
BnX;

(c) K es una clase n-X-tilting pequena tal que BNX =kt N X.

Ademds, si alguna de las condiciones anteriores se satisface, se tiene que ANX C kY,

idan (X) = coresdimg (¥) < n, & = (ANX)"NANX = (BNX)NBNX y

coresdimplx (X) < max {1,n}. Mds atin, si o es un conjunto finito y todo X € k

satisface que add (X) es precubriente en X+ NX, entonces podemos omitir la hiptesis
k precubriente en BN X de (b) y encontrar T € C tal que add (T') = k.

Demostracion. La prueba es semejante a la de 2.72. La incluimos a continuacién por
completez.

(a) = (b) Sea T una clase n-X-tilting pequeiia tal que BN X =Tt NX yTNAX C
AN BN X. Luego, por 2.64 sabemos que (A, B) es X-completo y que

TNX=ANBNX="(BNnX)NBNX.

En particular, x = x®<<. Ahora, tenemos pdy (L (BOX)) < n por 1.11(a2) y
2.2(T1,T4). En particular, como A C +(BNX) ya que idyg (BNX) = 0, tenemos

96



2.3 Triples n-X-tilting

pdx (A) < n. Finalmente, por (T5), sabemos que todo Z € BN X admite una 7-
precubierta ¢ : 7" — Z con T € X. Notemos que, en particular, ¢ es una 7 N X-
precubierta. Por lo tanto, como k =T N X, k es precubriente en BN X.

(b) = (¢) Sean w := add (¢) y o un cogenerador X-inyectivo relativo en X. Aseguramos
que BNX = k-t NX. En efecto, como k C Ay idy (BNX) = 0, se tiene que
BNX C kN X. Para la contencién opuesta observamos lo siguiente. Sea X € k* NX.
Por 2.71, existe una sucesion exacta

0x8 BB B  Kp o

tal que By, € k, B; € BN X y Coker (f;) € ANX Vi € [0, k]. Luego, como X € k- NX
y B;€ BNX CrktNX, tenemos que Im (f;) € st NX Vj € [1,k—1].

Veamos, por induccion sobre k, que X € B. En efecto, si k = 0, entonces X = By € B.
Para k = 1, tenemos una sucesion exacta

m: 0—X— By— By —0,

con X € k' NAX y B € k. Luego n; se escinde y asi X € B.
Sea k > 1. Veamos primero que By_; € k. En efecto, dado que By_1 € BN X, es
suficiente ver que By_; € A. Para ello, consideramos la sucesion exacta

N - 0—>Kk_1—>Bk_1—>Bk—>0,

Tenemos que By_; € A ya que K;_1, B € Ay A es cerrada por extensiones. Ahora,
como By, € ky K1 € k*NX, n, se escinde y asi Kj,_; € . Considerando la sucesién
exacta

0= X8 B AR B B , K. 1 —0
con Kj_1 € Kk, tenemos que X € B por la hipotesis de induccién.

Aseguramos que Add (7") (add (7)) es una clase n-X-tilting tal que BNX C T+ NX.
En efecto, como T C k C BN X y idgnx (BN X) =0, se tiene que Y NBC X N T+,

Veamos que k es una clase n-X-tilting. Procederemos verificando los axiomas (T0) a
(T5) de 2.2.

(TO) Se sigue de que A, By X son cerrados por sumandos directos.
(T1) Dado que k C A, se tiene que pdy (k) < pdy (A) < n.
(T2) Comok CBNX yBNX CrtNA,sesigue que kNX C ktNAX.

(T4) Por 2.70, tenemos que « es un cogenerador X-inyectivo relativo en X tal que
a C BN X. Luego, como BNX C k*, a C X+ Nkt

(T5) Sabemos que k es precubriente en BN X. Entonces, como k* NAX = BN X,
tenemos que todo Z € kN X admite una k-precubierta 77 — Z con T" € X.

97



2.3 Triples n-X-tilting Clases n-X-tilting

(T3) De las hipétesis que tenemos, por 2.44, basta checar la condicién (t3”). Para
ello, hay que verificar que o C k%. Lo cual se sigue de 2.71.

(¢) = (a) Es trivial.

Supongamos que alguna de las condiciones anteriores se satisface. Note primeramente
que coresdimz g (X) < méax {1,n} por 2.71(a). Luego, X C (BN X)Ynx C BY; vy por
1.37(a) id gnx (X) = coresdimg (X).

Por otro lado, por 1.50(a) k = (AN X)L N AN X. Finalmente, por (c), sabemos que
pdy (A) < n<oco. Luego, por 1.50(al,a2)
coresdin (X) = pduny (AN X) = pdy (AN X) < pdy (A) < 1 < o0

yANX C kY.

Finalmente, supongamos que ¢ es un conjunto finito, que todo X € k satisface que
add (X) es precubriente en X-NX, y que se cumplen las hipétesis de (b), con excepcién
la de s precubriente en BN X. Dado que ¢ C X N+X, por 2.71, para cada W € ¢
existe una sucesion exacta

tal que By, € ANBNX Vi € [0,n] y Coker (f;) € ANX Vj € [0,n — 1]. Consi-
deremos Ty = @I, Bw,; para cada W € o. Luego, como k = kP<>_ se tiene que
T = ®we, Iw € £k y que add (T') C k. Afirmamos que add (7') = k. Para probarlo
necesitaremos mostrar que 1" es n-X-tilting pequeno. Esto se hace de manera similar
a la prueba de (b) = (c¢). Lo incluimos a continuacién por completez.

Procederemos verificando que se cumplen los axiomas (T0) a (T5) de 2.2.
(TO) Es claro.

(T1) Dado que add (T') C k C A, se tiene que pdy (T) < pdy (A) < n.
(T2) Dado que k = add (k) y add (T") C k&, se sigue que

add (T) € X N (add (T))*.

(T4) Por 2.70, tenemos que « es un cogenerador X-inyectivo relativo en X tal que
aCBNXCxnT+ CT+ Luego, a C XN (add (7))~

(T5) Sesigue de la suposicion de que todo X € & satisface que add (X)) es precubriente
en Xt NX.

(T3) De las hipétesis que tenemos, por 2.44, basta checar la condicién (t3”). Para
lo cual, hay que verificar que o C (add (T"))%. Por construccién de la familia
{TW}WGO, tenemos que cada W € o, satisface que W € (smd (Ty))%. Luego,
o Cadd(T) Y de donde se sigue lo que deseamos probar.
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Veamos que k C add (T"). Sea X € k. Luego
XeBnXcT nx.

Ahora, por 2.18 tenemos que T N X C Fac, (add (T)) [1][X]. Asi que, por 2.19(a),
add (T) = add (T) N X es un generador relativo en T+ N X. Luego, como X € T+ N X,
se puede construir recursivamente la sucesion exacta

0K, -T, 87, , . . . B1,8 x 5o,

con T; € add(T) y K; := Ker(f;) € T+ N X para todo i € [0,n]. Por otro lado,
pdx (X) < pdy (k) < n. Asi que, por el lema del corrimiento, tenemos que

Ext} (K, 1, K,) & Ext}™ (X, K,,) = 0.
De modo que K,, € add (T)NX C BNX C (AN X)*, pues la sucesién exacta
0—=K,—T1T,— K, 1—0

se escinde. Luego, como T} € add (T) € « C BN X C (ANX)" Vi € [0,n], usando
que (AN X)* es cerrada por conticleos de epimorfismos entre sus objetos, concluimos
que K; € (ANX)" Vi € [0,n]. Finalmente, como Ext} (X, K,) = 0, debido a que
Kye (AN /Y)L y X erCANX, se tiene que la sucesion exacta

0->Ky—Ty—-X—=0

se escinde y por lo tanto X € add (7).
O

Observacion 2.74. En el teorema anterior aparecié la condicion de que todo X € k
satisface que add (X) es precubriente en X+ NX. Existen al menos un par de ejemplos
donde esta condicion se satisface inclusive para la clase X en lugar de k. A saber:

(i) X := FP,, C=Mod(R), 0 ={R} con R un anillo n-coherente, ver 3.24.
(it) R una dlgebra de Artin, C := mod (R), X C mod (R) y 0 = {R}, ver 3.7.
Teorema 2.75. Sean C una categoria Abj (abeliana), X = X% CC (X CC) gruesa a

derecha, o una clase tal que Add (o) (add (o)) es un generador X -proyectivo relativo
en X y B CC gruesa a derecha. Entonces, las siqguientes condiciones son equivalentes.

(a) Erziste T C X n-X-tilting grande (pequena) tal que BN X =T+t NX.

(b) La clase B satisface las siguientes propiedades:

(b0) BN X NH(BNX) es cerrada por coproductos (se elimina esta condicion);
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(b1) eziste un « cogenerador relativo en X tal que idy (o) = 0
(b2) BN X es una clase preenvolvente especial en X ;
(b3) pdx (H(BN X)) <n;
(b4) BNXNH(BNX) es precubriente en BN X.
Mas aun, en caso de que se satisfaga alguna de las condiciones anteriores, el n-X -

tilting T queda determinado por la igualdad T = BN X NLH(BNX) y la clase B es
X -coresolvente.

Demostracion.

(a) = (b) Sea T C X una clase n-X-tilting grande (pequefa) tal que BNX = TtNX.

Checaremos las condiciones de (b).

(b0) Dado que T C &, por 2.27(a,d), se tiene que BN X N+ (BNX) = T. Por lo que
se sigue (b0).

(b1l) Se sigue de (T4).

(b2) Por 2.23(c), el par (1(T1),T+) es X-completo a derecha. Luego, (b2) se sigue
de que

LTHnX =T *nX)nx=BnxX)nxXCcH(Bnx)nx

por 2.23(a).
(b3) Se sigue de 1.11(a2), (T4) y (T1).
(b4) Se sigue de (T5).
(b) = (a) Asumiendo las condiciones de (b), tenemos que:
(i) aCBNA.
En efecto, por (b2), el par (X,B) es X-completo a derecha. Ahora, por (bl),
a C X;y como idy (a) = 0, por 2.70 se sigue (i).
Consideremos el par (1(BNX), BNX). Veamos que dicho par es un par de cotorsién a
izquierda en X X-completo a derecha. En efecto, por (b2) y 1.24, es suficiente checar
que B es X-coresolvente. Para ello, note que @« C B (por (i)); y como By X son
gruesas a derecha, se tiene que B es cerrada por extensiones y mono-contucleos en

BN X. Entonces, por (b0), (b3) y (b4), tenemos que (L(BNX)NX,BNX) satisface
las condiciones de 2.72(b) (2.73(b)). Asi que, por 2.72(a) (2.73(a)), se sigue que (a).

m
Observacién 2.76. Supongamos que se tienen las hipotesis de 2.75 con C Ab4, X =
X una clase gruesa a derecha y o un conjunto. En tal caso, podemos omitir la condi-

cion (b4). Mds ain, si se satisface 2.75(a), podemos elegir T C X en (a) de la forma
T =Add(T), conT € BNXNLHBNX).
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En efecto, se sigue del ultimo enunciado de 2.72 que, en tal caso, existe T € BN X N
LBNX) tal que Add (T) = BN X NH(BNX). Luego, como Add (T) es precubriente,
podemos omitir la condicion (b4).

Observacién 2.77. Supongamos que se tienen las hipotesis de 2.75, con C abeliana,
X una clase gruesa a derecha, y o un conjunto finito. En tal caso, podemos cambiar
la condicion (b4) por:

(*) cada T € BN XL(BNX) satisface que add (T) es precubriente en T+ N X.

Mas atn, si se satisface 2.75(a), podemos elegir T C X en (a) de la forma T = add (T)
conTEBNXNEHBNX).

En efecto, se sigue del ultimo enunciado de 2.73.

Corolario 2.78. Sean C una categoria Ab4, con suficientes inyectivos, X = X% una
clase gruesa a derecha que admite un cogenerador X -inyectivo relativo en X y o un
conjunto tal que Add (o) es un generador X-proyectivo relativo en X. Consideremos
las clases:

Tnx que consiste de los objetos T' € X que son n-X-tilting grandes; y

TPnx que consiste de los pares de cotorsion a izquierda y X-completos a derecha

(A, B) tales que pdy (L(B N X)) <n, H(BNX)NBNX es cerrado por coproductos
y B es gruesa a derecha.

Ademds, en T, x consideramos la relacion de equivalencia ~ dada por T' ~ S si, y
sélo si, T*NX =StNX;yen TP,x la relacion de equivalencia =~ definida como
(A,B) ~ (A", B') si, y sdlo si, BNX =B NX. Entonces, existe una correspondencia
biyectiva ¢ : Tpx/ ~— TPnx/ =, [T] v [(H(TH),TH))].

Demostracion. A cada T € T, x asignamos el par Pr := (H(T+),T+). Veamos que
Pr € TP,x. En efecto, por 2.23(c), Pr es X-completo. Ahora, por 1.24, Py es de
cotorsion a izquierda debido a que C tiene suficientes inyectivos. Por otro lado, es
sabido que T+ es gruesa a derecha; y por 2.65(a),

TN HTHNX)NX =Add(T)N X = Add (T),

y asf T+ N LT+ N X) N X es cerrada por coproductos; y por 2.29(b) se sigue que
pdx (L(TL N X)) < n. Ademas, para T, S € T, x, notemos que

T]=[S] & T*NX=S8'NX<[Pr]=[Ps

Por lo tanto, hemos mostrado que la correspondencia ¢([T]) = [(L(Tl), TL)} est4 bien
definida y es inyectiva. Basta probar que ¢ es sobreyectiva.

Para ver que ¢ es sobreyectiva, mostraremos explicitamente como construirun 7' € 7, x

tal que [(A,B)] = ¢([T]), para un par (A,B) € TP,x. Sea (A,B) € TP,x. En
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particular, se satisfacen las condiciones (b0), (bl), (b2) y (b3) de 2.75(b). Luego,
2.75(a) se satisface (ver 2.76), por lo que existe T' € T, » tal que BNX = T+NX. Por
lo que (A, B) ~ (H(T4), TH). O

Corolario 2.79. Sean C una categoria abeliana con suficientes inyectivos, X C C una
clase gruesa a derecha que admite un cogenerador X -inyectivo relativo en X y o un
conjunto finito tal que add (o) es un generador X -proyectivo relativo en X. Conside-
remos las clases:

sTu.x que consiste de los objetos T € X que son n-X -tilting pequenos; y

sTPnx que consiste de los pares de cotorsion a izquierda y X-completos a derecha
(A, B) tales que pdy (L(Bﬂ X)) <n y B es gruesa a derecha.

Ademas, en sT, x consideramos la relacion de equivalencia ~ dada por T ~ S si, y
sélo si, T* NX =St NX; y en sTP,x la relacion de equivalencia =~ definida como
(A,B) =~ (A, B) si, y solo si, BNX =B NX. Entonces, la correspondencia

¢ 5Tox/ ~= sTPax/ =, [T] = [(F(T),T7)],

estd bien definida y es inyectiva. Mds atn, si todo objeto T de BN X NL(BNX)
satisface que add (T') es precubriente en T+ N X, entonces ¢ es biyectiva.

Demostracion. Usando 2.75y 2.77, la prueba es similar a la dada en 2.78 y serd incluida
a continuaciéon por completez.

Para cada T' € sT, x, podemos asignar el par Pr := (*(TF),T+) que pertenece a
ST Pnx. En efecto, por 2.23(c), Pr es X-completo y X-hereditario. Ahora, por 1.24,
Pr es de cotorsion a izquierda debido a que C tiene suficientes inyectivos. Por otro lado,
es sabido que T es gruesa a derecha; y por 2.29(b) se sigue que pdy (L(TL N X)) <n.
Ademés, para T, S € sT, » notemos que

[T]:[S] <~ TLQX:SLDX@[PT]:[,Ps].

Por lo tanto, hemos mostrado que la correspondencia ¢([7]) = [(L(T 1), TL)] esta bien
definida y es inyectiva.

Supongamos ahora que todo objeto T de BN X N+(BN X) satisface que add (T) es
precubriente en T+NX . Para probar que ¢ es sobreyectiva, mostraremos explicitamente
cémo construir un 7" € s7, x tal que [(A, B)] = ¢([T]), para un par (A, B) € sT Py x-
Sea (A, B) € sTP, ». En particular, B satisface las condiciones (bl), (b2) y (b3) de
2.75(b). Luego, 2.75(a) se satisface (ver 2.77), por lo que existe T € s7, » tal que
BNnX =T+NX. Por lo tanto (A, B) ~ (+(T+),T4). O

Corolario 2.80. Sean R un anillo, X = X% una clase gruesa a derecha en Mod (R)
que admite un cogenerador X -inyectivo relativo en X y o un conjunto tal que Add (o) es
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un generador X -proyectivo relativo en X. Entonces, para B C Mod (R), las siguientes
condiciones son equivalentes.

(a) existe un n-X-tilting grande T € X tal que BNX =T+ NX.

(b) B satisface las siguientes condiciones:

(b0) BN X NLH(BNX) es cerrada por coproductos;
(b1) B es preenvolvente especial en X ;

(b2) pdx (H(BN X)) < n;

(b3) B es gruesa a derecha en Mod (R).

Demostracion. Se sigue de 2.78. O

Corolario 2.81. Sean A una k-dlgebra de Artin y X una clase gruesa a derecha en
mod (A) que admite un cogenerador X -inyectivo relativo en X y o un conjunto tal que
add (o) es un generador X -proyectivo relativo en X. Entonces, para B C mod (A), las
stquientes condiciones son equivalentes.

(a) existe un n-X-tilting pequerio T € X tal que BN X =T+ N X.
(b) B satisface las siguientes condiciones:

(b1) B es preenvolvente especial en X ;
(b2) pdx (mod(A) N (BN X)) <n;
(b3) B es gruesa a derecha en mod (A).

Demostracion. Se sigue de 2.79 ya que mod (A) es abeliana con suficientes inyectivos
y add (T") es precubriente para todo 7" € mod (A) (ver [AS80, Proposition 4.2], o bien
3.67). O

2.4. Clases tilting determinadas por clases gruesas

Hasta ahora, en todo lo probado, se busco que la clase X satisfaciera hipdtesis minimas.
Esta seccion busca estudiar el comportamiento de las clases n-X-tilting en caso de que
X sea gruesa.

En la siguiente proposicién mostramos una serie de consecuencias que se obtienen a
partir de suponer que una clase X es gruesa.

Lema 2.82. Para categoria abeliana C y X C C se cumplen los siguientes enunciados.

(a) SiT C X yX es cerrada por epi-niicleos yy mono-conticleos, entonces Fac, (T) =
Fac,(T)NX Vn > 1.
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(b) Si X es cerrada por mono-conicleos y Y C X, entonces
coresdimy (X) = coresdimj; (X)VX € X.

Demostracion.

(a) Sea n > 1. Como X es cerrada por mono-conticleos se sigue que Fac\ (7) C X.
Por lo tanto Fac (T) C Fac,(7) N X. Ahora bien, como X es cerrado por epi-
nticleos y 7 C X, tenemos que Fac, (T) N & C Fac, (7).

(b) Sea Y C X. Dado que X es cerrada por mono-contcleos, tenemos que X NY) =
(X,Y) y en particular coresdimy (X) = coresdimy; (X) VX € X.

[]

Lema 2.83. Para una categoria Ab4 (abeliana) C, R C Proj(C) y X C C una clase
gruesa tal que Add(R) C X C Geny(R) (add(R) C X C gen,(R)), los siguientes
enunciados se satisfacen.

(a) Add (R) (add (R)) es un generador X -proyectivo relativo en X .
(b) La condicion 2.35(T37)((t37)), respecto a X y T C X, se satisface si R C T".

Demostracion.
(a) Se sigue de que X es cerrada por epi-nicleos y Add (R) C X C Gen;(R).

(b) Dado que X es cerrada por mono-contcleos y R C TV, por (a), se tiene que
RCXNTY.

]

Lema 2.84. Sean C una categoria abeliana con suficientes inyectivos, X C C una clase
cerrada por mono-conicleos tal que Inj(C) C X y T C C. Entonces, se cumplen los
siguientes enunciados.

(a) Inj (C) es un cogenerador X-inyectivo relativo en X .

(b) La condicion 2.2(T4), respecto a X y T, se satisface.

Demostracion.

(a) Se sigue de que C tiene suficientes inyectivos y de que X es cerrada por mono-
conucleos.

(b) Se sigue de (a) ya que Inj(C) C T+.
[

En base a las consecuencias anteriores, podemos proponer una nueva definicién de clase
n-X-tilting, en caso de que X sea una clase gruesa.
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Definicién 2.85. Sean C una categoria Ab3 (abeliana), X C C y R C Proj (C).
Decimos que T C C es una clase n-X-tilting grande (pequefia) R-saturada si se
satisfacen las siguientes condiciones:

(TSO0) 7 =Add(7T) CX =X% (T =add(T) C X = X®<~) y X es una clase gruesa
tal que R C X;

(TS1) pdx (T) < n;

(TS2) T CTH

(TS3) X C Geny(R) (X Cgen,(R)) y RCTY;
(TS4) existe a C X+ N Tt cogenerador relativo en X;
(TS5) T es precubriente en T+ N X.

A continuacién comparamos los axiomas de las clases n-X-tilting grandes (pequenas)
con los axiomas de las clases n-X-tilting grandes (pequenas) R-saturadas.

Observacion 2.86.

(a) (T0) sélo pide que T = smd (T). En cambio, (TS0) pide que T sea cerrado por
coproductos (finitos o arbitrarios segin sea el caso), y que X sea una clase gruesa
cerrada por coproductos (finitos o arbitrarios segun sea el caso).

(b) (T1) coincide con (TS1).
(c) (T2) pide que T NX C T+. Asi que, tomando en cuenta que en (TS0) se pide
que T C X, tenemos que (TS2) coincide con (T2).

(d) (T3) pide la existencia de un generador relativo en X contenido en Ty . Utilizando
que X es gruesa y que T C X, notamos que (TS3) pide adicionalmente que el
generador consista de objetos proyectivos.

(e) (T4) coincide con (TS4).

(f) (T5) pide que todo Z € T+NX admita una T -precubierta T' — Z con T' € X.
Considerando que (TS0) pide que T C X, tenemos que (TS5) coincide con (T5).

Definicién 2.87. Sea C una categoria Ab3 (abeliana). Decimos que 7' € C es un
objeto n-X-tilting grande (pequeiio) R-saturado si Add(T) (add (7)) es una
clase n-X-tilting grande (pequena) R-saturada.

Observacién 2.88.

(1) Sean C una categoria Ab3 y T € C. Dado que Add (T) es precubriente en C, la
condicion (TS5) se satisface automdticamente para T = Add (7).

(2) Sea C una categoria Ab3 (abeliana) con suficientes inyectivos. Note que, por 2.84,
si X es cerrada por mono-conicleos y Inj(C) C X, entonces T C C satisface
(TS4), con respecto a X.
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Proposicion 2.89. Sean C una categoria Ab4 (abeliana), X C C y R C Proj(C).
Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes para T C C.

(a) T es n-X-tilting grande (pequeria) R-saturada.

(b) T es n-X-tilting grande (pequenia), T C X = X% (T C X) y X es una clase
gruesa tal que Add (R) (add (R)) es un generador relativo en X .

Mds atin, si se satisface (a) o bien (b), se tiene que T =T+ NHTLNX)NX.

Demostracion. Observamos que, tanto en (a) como en (b), la condicién (TS0) se sa-
tisface. Por otro lado, (TS1) y (TS4) coinciden con (T1) y (T4), respectivamente.
Ademas, asumiendo (TS0), es claro que (TS2) y (TS5) coinciden con (T2) y (T5),
respectivamente, ya que 7 C X. Por lo tanto, basta justificar la equivalencia entre
(T3) y (TS3) asumiendo el resto de las condiciones en (a) y en (b), respectivamente.

=) Por 2.83(b), tenemos que (TS3) implica (T3”)((t3”)). Luego, por 2.44 se sigue
T3).

<) Por 2.23(a), tenemos que R C H(TH)NX =T4%NX C TY. Ahora bien, Add (R)
add (R)) es un generador relativo en X', implica que X C Gen;(R) (X C gen,(R));

(
(
(
( :
probandose (TS3).

Finalmente, si se cumple alguna de las condiciones anteriores, se sigue de 2.27(d,a) que
T=TNX=T*NHT*nX)NnX. O

Corolario 2.90. Sean C wuna categoria Ab4 (abeliana), R C Proj(C), n > 1 y
Add(T) =T € X = X% (add(T) = T C X) con X una clase gruesa en C tal
que R C X y X C Geny(R) (X C geny(R)). Si T satisface (TS4) y (TS5), con

respecto a X, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) T es una clase n-X-tilting grande (pequena) R-saturada;
(b) Fac,(T)NX=T+NX;
(¢) THNX =TFac,(T)NX para todo k > n;
(d) THNX =Fac,(T)NX = Fac,,.1(T) N X;
(e) T+ N X es cerrado por n-cocientes en X y T C T+ N X C Fac,(T).

Demostracion. Por 2.82 sabemos que Facy (T) = Fac,(T) N X Vk > 1. Basta aplicar
2.89 y 2.25. 0

Observacién 2.91. Para el caso en que C es Abj y T = Add(T), con T € C, se
tiene que T satisface automdticamente (TS5), con respecto a X, ya que Add (T) es
precubriente en C. Por lo que (TS5) se puede quitar de 2.90 si T = Add (T") conT € T.

106



2.4 Clases tilting determinadas por clases gruesas

A continuacién buscaremos generalizar, en el contexto establecido, los resultados princi-
pales de [AHUCO1]. Como siempre, escribiremos simultaneamente las versiones grande
y pequena.

Teorema 2.92. Sean C una categoria Abj (abeliana), R C Proj(C), X = X% C C
(X C C) una clase gruesa tal que R C X C Geny(R) (R C X Cgen,(R)) yBCC
gruesa a derecha. Entonces, las siquientes condiciones son equivalentes.

(a) Eziste T C C n-X-tilting grande (pequeria) R-saturada tal que BNX = T+NX.

(b) La clase B satisface las siquientes propiedades:

(b0) BN X NH(BNX) es cerrada por coproductos (se elimina esta condicion);
(b1) eziste un a cogenerador relativo en X tal que idy (o) = 0;

(b2) BN X es una clase preenvolvente especial en X ;
(b3) pdx (1(BN X)) < n;
(b4) BNXNH(BNX) es precubriente en BN X.

Demostracion. Sea T C C. Primeramente observamos que, por 2.89, T es n-X-tilting
grande (pequena) R-saturada si, y sélo si, T es n-X-tilting grande (pequenia) tal que
T CX =X% (T CX)y X es una clase gruesa tal que Add (R) (add (R)) es un

generador relativo en X'. Entonces, por 2.75 podemos concluir lo deseado. O

Observacion 2.93. Supongamos que se tienen las hipdtesis de 2.92 con C Ab4 y
X = X% una clase gruesa tal que R C X C Geni(R) y sea o un conjunto tal que
Add (R) = Add (o). En tal caso, podemos quitar la condicion (b4). Mds ain, si se
satisface 2.92(a), podemos elegir T C C en (a) de la forma T = Add(T') con T € BN
XNntBnX).

En efecto, se sigue de 2.76 y de 2.89.

Observacion 2.94. Supongamos que se tienen las hipotesis de 2.92, con C abeliana
y X una clase gruesa tal que R C X C gen,(R), y sea o un conjunto finito tal que
add (R) = add (¢). En tal caso, podemos cambiar la condicion (b4) por:

(*) cada T € BN X+(BNX) satisface que add (T') es precubriente en T+ N X.

Mds ain, si se satisface 2.92(a) podemos elegir T C C en (a) de la forma T = add (T)
conT e BNXNEHBNX).

En efecto, se sigue de 2.77 y de 2.89.
Corolario 2.95. Sean C una categoria Abj con suficientes inyectivos, R C Proj(C),
o un conjunto tal que Add (R) = Add (o) y X = X® una clase gruesa en C que admite

un cogenerador X-inyectivo relativo en X tal que R C X C Geny(R). Considere las
clases:
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ST que consiste de los objetos T € C que son n-X-tilting grandes R-saturados; y

TP que consiste de los pares de cotorsion a izquierda, X -completos a derecha (A, B)
tales que pdy (L(B N X)) <n, 1(BNX)NBNX es cerrada por coproductos y
B es gruesa a derecha.

Ademds, en ST consideramos la relacion de equivalencia ~ dada por T ~ S si, y
solo si, T*NX=StNX; y en TP la relacién de equivalencia =~ definida como
(A,B) ~ (A", B') si, y sdlo si, BNX =B NX. Entonces, existe una correspondencia
biyectiva ¢ : ST ~— TP/ =, [T] — [(H(TF), TH)].

Demostracion. Se sigue de 2.78 y 2.89. O]

Corolario 2.96. Sean C una categoria abeliana con suficientes inyectivos, R C Proj (C),
o un conjunto finito tal que add (R) = add (o) y X C C una clase gruesa que admite
un cogenerador X-inyectivo relativo en X tal que R C X C gen,(R). Considere las
clases:

SST que consiste de los objetos T € C que son n-X -tilting pequenos R-saturados; y

STP que consiste de los pares de cotorsion a izquierda, X -completos a derecha (A, B)
tales que pdxy (L(B N X)) <n y B es gruesa a derecha.

Ademds, en SST consideramos la relacion de equivalencia ~ dada por T ~ S si, y
sélo si, T*NX =S*NX; y en STP la relacion de equivalencia ~ definida como
(A,B) =~ (A',B) si, y sélo si, BNX = B'NX. Entonces, la correspondencia ¢ :
SST /) ~— STP/ =, [T] — [(+(TF), T1)], estd bien definida y es inyectiva. Mds aiin,
si todo objeto T de BNX N+(BNX) satisface que add (T') es precubriente en TN X,
entonces ¢ es biyectiva.

Demostracion. Se sigue de 2.79 y 2.89. O

A continuacién veremos algunas consecuencias de los teoremas anteriores. Para ello,
se introduce la siguiente definicion.

Definicién 2.97. Sea C una categoria Ab3. Decimos que una clase X C C es una clase
de pretorsion si es cerrada bajo coproductos arbitrarios y cocientes. Si ademas X es
cerrada por extensiones, diremos que X es una clase de torsion.

El siguiente resultado generaliza a [AHTTO01, Theorem 2.1], y su prueba estd inspirada
en [AHUCO1, Corollary 4.3].

Corolario 2.98. Sean C una categoria Abj, R C Proj(C), o un conjunto tal que
Add (R) = Add (o), X = X% C C una clase gruesa que admite un cogenerador X -
inyectivo relativo en X tal que R C X C Geny(R) y B C C una clase de torsion.
Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:
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(a) existe un objeto 1-X-tilting grande R-saturado T tal que BN X =T+ N X;

(b) BNX es una clase preenvolvente especial en X .

Mads ain, si (a) o (b) se satisface, se tiene que pdy (L (BﬂX)) <1lyBesX-
coresolvente.

Demostracion. Dado que B es cerrada por cocientes, tenemos que B = smd (B) y es
cerrada por mono-conticleos. Mas atin, BN X N+ (BN X) es cerrado por coproductos
ya que B, 1+ (BN X) y & son cerrados por coproductos.

(a) = (b) Por 2.93 tenemos que BN X es una clase preenvolvente especial en X tal
que pdy (L (BN X)) <1.
)

(b) = (a) Hemos mostrado que BN X N+ (BN X) es cerrado por coproductos. Por
lo tanto, B y X satisfacen las condiciones (b0), (bl) y (b2) de 2.92. De modo que,
por 2.93 basta probar que pdy (L (BNX )) < 1. Para ello, veamos primero que B es
X-coresolvente. En efecto, por (b), se sigue que (X,B) es X-completo a derecha; y
por hipoétesis, existe un a cogenerador X-inyectivo relativo en X'. Luego, « C BN X
por 2.70. Las otras condiciones de 1.22(b), para concluir que B es X-coresolvente, se
satisfacen trivialmente. Sea Y € + (BN X). Como BN X es preenvolvente especial en
X, sabemos que para todo A € X, existe una sucesion exacta 0 - A - B — C — 0,
donde B € BNX yC e (BNX)NX =L(BNX)NX por 1.24 ya que B es
X-coresolvente. Ademaés, como B es cerrado bajo cocientes, C' € BN X. Asi que de la
sucesion anterior obtenemos, para todo ¢ > 0, la sucesion exacta

Extl (Y, C) — Exti™ (Y, A) — Exts™ (Y, B),

donde Ext? (Y, C) = 0 = Exts™ (Y, B) debido a que Y € L(BN X). Por lo tanto, para
todo A € X y toda i > 0, tenemos que Ext5™ (Y, A) = 0. Por lo que, pdy (Y) < 1. O

Corolario 2.99. Sean C una categoria abeliana, R C Proj(C), o un conjunto finito
tal que add (R) = add (¢), X C C una clase gruesa que admite un cogenerador X -
inyectivo relativo en X tal que R C X C gen,(R) y B C C una clase cerrada por
cocientes y extensiones. Si todo objeto T de BN X N+ (BN X) satisface que add (T) es
precubriente en T+ N X, entonces los siquientes enunciados son equivalentes:

(a) existe un 1-X-tilting pequerio R-saturado T tal que BN X =T+ N X;
(b) BNX es una clase preenvolvente especial en X .
Mas ain, si (a) o (b) se satisface, se tiene pdy (L (BN X)) <1y B es X-coresolvente.

Demostracion. Usando 2.94, la prueba es semejante a 2.98 y serd incluida por comple-
tez.
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Dado que B es cerrada por cocientes, tenemos que B = smd (B) y es cerrada por
mono-contcleos.

(a) = (b) Por 2.94 tenemos que BN X es una clase preenvolvente especial en X' tal
que pdy (L (BN X)) <1
(b) = (a) B y X satisfacen las condiciones (bl) y (b2) de 2.94. De modo que, por

2.94, basta probar que pdy (L (BNX )) < 1. Para ello, veamos primero que B es X-

coresolvente. Por (b), se sigue que (X, B) es X-completo a derecha; y por hipdtesis
existe un «a cogenerador X-inyectivo relativo en X. Luego, por 2.70, « C BN X.
Las otras condiciones de 1.22(b), para concluir que B es X'-coresolvente, se satisfacen
trivialmente. Sea Y € + (BN X). Como BNX es preenvolvente especial en X', sabemos
que para todo A € X, existe una sucesion exacta

0>A—>B—C—=0,

donde B € BNXyC e (BNnX)NX =+(BNX)NX por 1.24 ya que B es
X-coresolvente. Ademas, como B es cerrado bajo cocientes, C' € BN X. Asi que de la
sucesion anterior obtenemos, para todo ¢ > 0, la sucesién exacta

Extl (Y, C) — Exti™t (Y, A) — Exts™ (Y, B)

donde Ext? (Y, C) = 0 = Exts™ (Y, B) debido a que Y € (BN X). Por lo tanto, para
todo A € X y toda i > 0, tenemos que Ext5™ (Y, A) = 0. Por lo que, pdy (Y) < 1. O

Por tltimo, definimos objeto n-X-tilting saturado parcial de la siguiente manera y
concluimos esta seccién con el resultado siguiente que generaliza [AHUCO1, 4.4].

Definicién 2.100. Sean C una categoria Ab3 (abeliana), X C C y R C Proj(C).
Decimos que T C C es n-A-tilting grande (pequena) R-saturado parcial si
satisface (T'S0), (T'S1), (TS2), (TS4) y (TS5) de 2.85.

Teorema 2.101. Para una categoria Abs (abeliana) C, R C Proj(C) y X C C tal que
X C Geny(R) (X Cgeny (R)), los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) T CC es una clase n-X-tilting grande (pequena) R-saturada;
(b) T CC es una clase n-X-tilting grande (pequernia) R-saturada parcial y THNX C
Fac,(T) N X.
Demostracion.
(a) = (b) Se sigue de 2.90.

(b) = (a) Sea T € C que satisface las hipétesis de (b). Dado que T C X, se satisfacen
(T0), (T1), (T2), (T4) y (T5) de 2.2, con respecto a X. Mas ain, por 2.21 y 2.82(a)
se tiene que se satisface (T3), con respecto a X. Finalmente, por 2.89 se sigue (a). O
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3. Ejemplos y aplicaciones

En este capitulo exploraremos una variedad de ejemplos donde utilizaremos la teoria
desarrollada en los capitulos anteriores. Estos ejemplos ilustraran dos caracteristicas
de nuestra teoria.

La primera consiste en que la teoria n-X-tilting es un marco tedrico que unifica una gran
variedad de nociones tilting. Con ello se logra un nuevo enfoque para comprender el
fenémeno tilting. La basta variedad de propiedades y relaciones que hemos descrito en
los capitulos anteriores podran aplicarse con facilidad en un gran ntimero de contextos,
sin la necesidad de probarse de nuevo, ni preocuparse por las sutiles diferencias que
pudieran aparecer en los diferentes contextos.

Como evidencia de esta caracteristica, exploraremos con nuestras herramientas las
nociones de tilting clasico, el tilting de Miyashita, los objetos oco-tilting, y las clases
tilting en categorias de funtores.

La segunda caracteristica consiste en que la teoria n-X-tilting se puede utilizar para
definir nuevas teorias tilting en contextos particulares, o bien, como una herramienta
para estudiar objetos antes definidos relacionados con alguna nocién tilting.

Como muestra de ello, desarrollaremos una teoria de R-moddulos tilting de tipo FP,
para anillos n-coherentes R. Por otro lado, estudiaremos las teorias tilting definidas en
categorias exactas. Finalmente, buscaremos describir el fenémeno silting a través de la
teoria n-X-tilting.

3.1. Objetos oco-tilting

En [PS19a], Leonid Positselski y Jan St’ovi¢ek definieron la nocién de objeto oo-tilting.
A continuacién veremos que dicho concepto se puede visualizar como un objeto n-X-
tilting. Para ello, recordemos que una categoria Ab3* con cogenerador inyectivo es Ab3
[Mit65, Exercise I11.2].

Definicién 3.1. [PS19a, Section 2] Sea A una categorfa Ab3* con un cogenerador
inyectivo J € A. Diremos que un objeto 1" € A es oco-tilting si satisface las siguientes
condiciones:

(c0-T1) Add(T) C T+
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(00-T2) Inj(A) C (AdA(T), TH)A.

Definicién 3.2. [PS19a, Section 3] Sean A una categoria Ab3*, con un cogenerador
inyectivo J, T' € A y &£ una clase de objetos en A. Diremos que (7,&) es un par
oo-tilting si las siguientes condiciones se satisfacen:

(00-PT1) Inj(A) C&;
(co-PT2) Add(T) C &;
(0o-PT3) € C T

(00-PT4) €& es cerrado por extensiones y conticleos de monomorfismos entre sus obje-
tos;

(00-PT5) toda Add (T')-precubierta o : 7" — E, de un objeto £ € &, es un epimor-
fismo en A tal que Ker () € €.

Después de dicha definicion, las siguientes observaciones son hechas por Positselski y
St’ovicek en [PS19a, Section 3].

Observacién 3.3. Para un par oo-tilting (T,E) en una categoria Ab3* A, con un
cogenerador inyectivo J, las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) Prod(J) =1Inj(A) CE C T+,
(b) Add(T) C T*;

(T)
(¢c) Add(T) es un generador relativo en E. Mds ain, si A es Ab4, se tiene que
Add (T) es E-proyectivo;

(d) Prod(J) es un cogenerador E-inyectivo relativo en E.

La conexién entre objetos y pares oo-tilting es como sigue.
Lema 3.4. [PS19a, Lemma 3.1] Sean A una categoria abeliana bicompleta con un
cogenerador inyectivo J y T € A. Entonces, los siguientes enunciados se satisfacen.

(a) Eziste una clase de objetos E C A tal que (T, &) es un par oco-tilting si, y sdlo si,
T es oo-tilting.
(b) Si T es oo-tilting, entonces (T, (Add (T),TH)2) es un par oo-tilting.

o0

(c) Si(T,E) es un par co-tilting, entonces & C (Add (T), TH)A..

Veamos que los pares oo-tilting son un caso particular de los objetos n-X-tilting.

Proposicion 3.5. Sean A una categoria Ab3 y Ab3* con un cogenerador inyectivo J. Si
(T, E) es un par oo-tilting, entonces T es un objeto 0-E-tilting grande, Add (T') = EN*E
y T+ N E = Gen{(T).
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Demostracion. Cabe observar que en este caso C es Ab4 (ver [Pop73, Chapter 3, Coro-
llary 2.9, p.73]). Recordando las observaciones de 3.3, se pueden comprobar lo siguiente:

(T1) Dado que €& C T+, tenemos que pdge (Add(T)) = pdg (T) = 0.
(T2) Sabemos que Add (T') C &, de modo que Add (T)NE C T+ = Add (T)".

(T3) Sabemos que Add (7) es un generador E-proyectivo relativo en £ y es facil ver
que Add (T") C (Add (T))¢.

(T4) Prod(J) = Inj (A) es un cogenerador E-inyectivo relativo a € contenido en T+ =
(Add (T))™.

(T5) Note que, por ser A Ab3, se tiene que Add (7" es precubriente en 4. Ahora,
como Add (T) C &, se sigue que todo X € T+NE tiene una Add (T)-precubierta
A— X, con Aecék.

Finalmente, basta aplicar 2.16 y 2.23 para obtener que Add (T) =ENLEy THNE =
Cen’ (T) N E = Cen’ (T) ya que £ es cerrada por conticleos de monomorfismos entre
sus objetos.

O

3.2. Tilting de Miyashita

A continuaciéon recordamos la nocién de tilting desarrollada por Yoichi Miyashita en
[Miy86]. Recordamos que, para un anillo R, proj (R) denota a los R-mddulos proyec-
tivos finitamente generados, asi como inj (R) es la clase de los R-mo6dulos inyectivos
finitamente generados.

Definicién 3.6. Sean R un anillo y 7' € Mod (R). Diremos que T es n-tilting Mi-
yashita si satisface las siguientes condiciones:

(MT1) T admite una resolucién proyectiva 0 — P, — --- — Py — T — 0, donde
P; € proj (R) Vi € [0, n];

(MT2) T e T+;

(MT3) existe una sucesién exacta 0 - rR — Ty — -+ — T,,.4 — T,, — 0, donde
T; € add (T') Vi € [0,n].

Si T satisface (MT1) y (MT2) diremos que T es n-tilting parcial Miyashita.

Los siguientes lemas seran de utilidad.

Lema 3.7. Sean R una S-dlgebra que es un S-modulo finitamente generado, donde
S es un anillo conmutativo noetheriano, y T € mod (R). Entonces, add (T') es una
clase precubriente en mod (R). Mds ain, toda add (T)-precubierta es una Add (T)-
precubierta.
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Demostracion. Sea X € mod (R). Siguiendo la prueba de [ARS97, Chapter II, Pro-
position 1.1] concluimos que Hompg (7, X) es un S-médulo finitamente generado por
un conjunto {fi,---, fn}. En efecto, hacemos notar que mod (R) C mod (S). En par-
ticular, existe un S-epimorfismo 7 : S™ — T. Ahora, como T y S™ son S-bimédulos,
se sigue que Homg(T, X') y Homg(S™, X) son S-médulos a izquierda. Observamos que
Homg(m, X) : Homg(T, X) — Homg(S™, X) es un monomorfismo y que Homg(S™, X)
es un S-modulo finitamente generado debido a que Homg(S™, X)) = X™. Luego, co-
mo S es noetheriano, podemos concluir que Homg(7', X) es un S-médulo finitamente
generado. Por lo tanto, Homg(7, X) es un S-mddulo finitamente generado por ser un

S-submédulo de Homg (T, X).

Veamos que « := (f1, -, fn) : T" — X es una add (7')-precubierta en mod (R). En
efecto, como todo 7" € add (T') es un sumando directo de 7™ para algiin m > 1, todo
morfismo 77 — X con T" € add (T) se factoriza a través de un morfismo 7™ — X con
m > 1. De modo que basta probar que todo morfismo o : T™ — X se factoriza a través
de a. Para ello, observamos que o' = (g1, - gm) con g; € Homg(T, X) Vi € [1,m]. De
modo que g; = >J_; X f; Vi € [1,m], donde X, € SV(i,j) € [1,m] x [1,n]. Entonces,
considerando el morfismo

Al A2 A
_ DY . m n
B=1" T =T
)\'}L A

tenemos que o = «3. Probado lo anterior, la segunda afirmacion se sigue de 2.46. []

Lema 3.8. Para una categoria abeliana C y X C C, las siguientes condiciones se
satisfacen:

(a) si X tiene un generador C-proyectivo relativo en X, entonces pdy (X) = pd (X)
VX € X;

(b) si X tiene un cogenerador C-inyectivo relativo en X, entonces idy (X) = id(X)

VX eX.

Demostracion.
(a) Sea w un generador C-proyectivo relativo en X' y X € X. Se sigue de la definicién

que pdy (X) < pd (X). Para probar que pdy (X) > pd (X) podemos asumir que
pdy (X) = k < oo. Dado que w es un generador C-proyectivo relativo en X,
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existen sucesiones exactas de objetos en X

0—-X1—>F—X—0,
0—=Xo—> P — X1 —0,

0%Xk+1—>}3k—>Xk—>0,
con P; € w C+CVi € [1,k]. Por el lema del corrimiento, tenemos que
Exth (X, Xpp1) & Exth™ (X, Xpp1) =0,
ya que pdy (X) = k. Por lo tanto, X € +C. Entonces, por el lema del corrimiento
podemos concluir que pd (X) < k.

(b) Se sigue por argumentos duales a los utilizados en (a).

[l
Lema 3.9. Sea R un anillo tal que inj (R) es un cogenerador relativo en mod (R).
Entonces proj (R) (respectivamente, inj (R)) es un generador Mod (R)-proyectivo (res-

pectivamente, cogenerador Mod (R)-inyectivo) relativo en mod (R). Mds atn, se tiene
que pdmod(r) (X) = pd(X) ¥ idmoea(r) (X) = id(X) para todo X € mod (R).

Demostracion. Note que proj (R) = add (R) y por lo tanto proj (R) es un generador
Mod (R)-proyectivo relativo en mod (R). Ademads, se tiene que inj (R) es un cogenera-
dor Mod (R)-inyectivo relativo en mod (R). Por lo tanto, de 3.8 podemos concluir lo
deseado. ]

Proposicién 3.10. Sean R una S-dlgebra que es un S-mddulo finitamente generado,
donde S es un anillo conmutativo noetheriano, yT € Mod (R). Entonces, los siguientes
enunciados son equivalentes:

(a) T es n-tilting Miyashita y inj (R) es un cogenerador relativo en mod (R);

(b) T es n-mod (R) -tilting grande;

(¢) T es n-mod (R) -tilting pequerio;

(d) T es n-mod (R)-tilting pequerio proj (R)-saturado.
Mads aun, si T satisface las condiciones (MT1) y (MT2) de 5.6, y inj (R) es un coge-
nerador relativo en mod (R), tenemos que T satisface (MT3) si y sélo si

coresdim,qq(7) (rR) < 0.

Demostracion. Note que, por 2.55(b), mod (R) es una subcategoria abeliana gruesa de
Mod (R).
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(a) = (b) Supongamos que T es n-tilting Miyashita y que inj (R) es un cogenerador
relativo en mod (R). Por 3.9

Pdmoar) (T') = pd (T') < n.

Luego, como T es finitamente generado y R es noetheriano, los funtores Ext, (7', —)
conmutan con coproductos [GT06, Lemma 3.1.6]. Asi que

Extl (T, 7)) 2= Ext}y (1,7)™) = 0Vi > 0,

y entonces Add (T') N mod (R) € T+ N mod (R) . El inciso (MT3) de 3.6 implica (t3”)
debido a que los R-mddulos libres finitamente generados son un generador mod (R)-
proyectivo relativo a mod (R). Por otro lado, (T4) se satisface por 3.9 ya que inj (R)
es un cogenerador Mod (R)-inyectivo relativo en mod (R), y (T5) se cumple por
3.7. Finalmente, (T3) se sigue de 2.44 ya que, mod (R) es cerrado por extensiones y
sumandos directos en Mod (R).

(b) = (a) Supongamos que T" es n-mod (R) -tilting grande. Por (T1) y 3.9 se sigue que
pd (T') < n. Para mostrar que se satisface (MT2) de 3.6, observamos que, por (T2),

T € add (T) € Add (T) N mod (R) € T+ N mod (R).
Luego, por 2.23(c) sabemos que existe una sucesién exacta
00— R— My— Xy —0,

donde My € T+ N mod (R) y X, € (T+) N mod (R) . Entonces, como R € +(T+) por
ser proyectivo, se sigue que

My € H(TH)NT+ N mod (R) = Add (T) N mod (R) = add (T).
Analogamente, podemos probar que existe una sucesién exacta
00— Xyg— M — X1 —0,

con My € add(T) y X; € H(TF) N mod (R). Siguiendo recursivamente con estos
argumentos, para todo k > 1, vamos construyendo una sucesién exacta

0—=R—>My— - — M, = X, =0,

con M; € add (T) y X; € H(T+) N mod (R) Vi € [1,n]. Luego, como pd mear) (T) < n,
tenemos que T N mod (R) es cerrado por n-cocientes en mod (R) por 1.9. De modo
que

X, € T-nHTH) N mod (R) =add(T).
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Por lo tanto, T" satisface (MT3).

Veamos finalmente que inj (R) es un cogenerador relativo en mod (R). En efecto, por
(T4) existe un a cogenerador relativo en mod (R) tal que idmoacr) (o) = 0. Luego, por

el Lema de Baer, se tiene que a C inj (R). Ahora, por ser o un cogenerador relativo
en mod (R), inj (R) = a.

(b) < (¢) Como mod (R) es cerrada por extensiones en Mod (R) por 2.55, la equiva-
lencia se sigue de 2.60.

(d) < (c) Se sigue de 2.89. O

Sean k un anillo conmutativo artiniano y R una k-algebra. Recordamos que R es una
k-algebra de Artin si R es un k-modulo finitamente generado.

Observacién 3.11. En el caso de una k-dlgebra de Artin R, tenemos por [ARS97,
Chapter 11, Corollary 3.4] que inj (R) es un cogenerador relativo en mod (R).

Recordamos la nocion clasica de médulo tilting. La siguiente definicion esta inspirada
en [HR82|, se le puede encontrar en [MO89, 4.2] bajo el nombre de w-tilting.

Definicion 3.12. Sean R un anillo y 7' € mod (R). Diremos que T es tilting clasico
si satisface las siguientes condiciones:

(TC1) pd(T) < 1;
(TC2) Ext (T,T) = 0;
(TC3) existe una sucesién exacta 0 - R — Ty — 11 — 0, donde Ty, 77 € add (7).

Se sigue de 3.10 el siguiente corolario.

Corolario 3.13. Sean R una k-dlgebra de Artin yT' € mod (R). Entonces, T' es tilting
clasico sti, y solo si, T es 1-mod (R)-tilting grande.

Lema 3.14. Sean R un un anillo noetheriano a izquierda, X C mod(R) y YV C
Mod (R). Entonces,

() Xioar) = X" = (mod (R), X)";

(b) (Y Nmod (R))Y = (mod (R),Y Nmod (R))" = (mod (R),V)";
(c) coresdim 2 (M) = coresdimy (M) VM € Mod (R) ;

(d) resdim '™ (M) = resdimy (M) VM € Mod (R) .

Demostracion. Note que, por ser R noetheriano a izquierda, se tiene que mod (R) es
cerrado por extensiones, cocientes y subobjetos en Mod (R) (ver 2.55(b)).
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(a)&(b) Como mod (R) es cerrada por cocientes y subobjetos, tenemos que X qr) =
XY = (mod (R),X)" y Xloqr = X" = (X, mod (R))". Ademds, como mod (R)
es cerrado por extensiones, se sigue que

(mod (R),¥ Nmod (R))” = (mod (R),¥)" v
(¥, mod (R))" = (¥ Nmod (R) ,mod (R))".

(¢)&(d) Como mod (R) es cerrado por cocientes y subobjetos, se tiene que cualquier X'-
resolucion es una Xp,q(r)-resolucion y cualquier X'-coresolucion es una Xoq(r)-
coresolucion.

]

Utilizando 3.10 junto con los resultados del capitulo 2, podemos inferir propiedades
conocidas de los moédulos tilting de Miyashita. El siguiente corolario es el producto
de hacer este ejercicio. En particular, obtendremos [AR92, Theorem 4.4(a)] y otros
resultados parecidos a los de Maurice Auslander e Idun Reiten en [AR92].

Corolario 3.15. Sean R una k-dlgebra de Artin, T' € Mod (R) un R-mddulo n-tilting
Miyashita, (A, B) := (H1(T+),T+) en Mod (R), A" := ANmod (R), B’ := BNmod (R)
yv:=ANBNmod(R). Entonces, las siquientes condiciones se satisfacen.

(a) El par (A',B') en mod (R) es completo y hereditario, - (B') Nmod (R) = A" y
(At Nmod (R) = B'. Mds atin,

(a1) A" = (add(T))";
(a2) B' = gen,(T) Yk > max{1,pd (T)}.

(b) v es un generador B'-proyectivo relativo en B' y un cogenerador A’-inyectivo
relativo en A'. Mds ain,

(b1) v =, A" =B, v) =AnNv"=BnvY=ANB=add(T);
(b2) mod (R) = (B')".
(¢) VX € mod (R)
(c1) resdim 4 (X) =resdim 4, (X) =pdp (X) < resdim 4 (B') + 1;
(¢2) resdim 4 (X) < pdg (X) < resdim 4 (B) + 1;
(¢3) coresdimy (X) = coresdimy (X) = ida (X) < coresdimg (A') + 1;
(¢4) coresdimg (X) < id4 (X) < coresdimg (A) + 1;
(¢5) coresdimy (mod (R)) < pd (T) =pd (A) = pd (L(B’)> < 0.

(d) Se tienen las siguientes igualdades:
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3.2 Tilting de Miyashita

(d1) pdp (M) = pdaaacry (M) = resdimy (M) VM € (A')";
(d2) pdg (M) = resdimuqacry (M) VM € (add (T))";

(d3) ida (M) = idaaaery (M) = coresdimg (M) VM € (B')";
(d4) id gy (M) = coresdimagar) (M) VM € (add (T))".

(e) Se tienen las siguientes relaciones:

(e1) pd(T) = coresdimp (A’) = coresdimg (mod (R) )= coresdim qq¢r) (A')=
pd (A')= pdu (A') < ooy

(e2) id(T) < resdim y (B')= resdim 4 (mod (R) ) = resdim 44r) (B')= idp (B') =
id (B');

(e3) id (B') < oo siy sdlo si B' C (add (T))" yid (T) < co. En el caso anterior,
se tiene que mod (R) = (A", B = (add (T))" yid (B') =id (T).

(e4) gldim(R) = pd (B').

(f) Para Z € mod (R), se tiene que m := coresdimy (Z) < 00, y existen sucesiones
eractas cortas

O%Z%Mz—)CZ%O con Cze(add(T>>v, MzeBl;
05K, +N,5250  conNye (add(T))Y, Ky € B;

tales que coresdim gy (Cz) = m — 1, coresdim 4.7y (Nz) < m, gz es una
B'-preenvolvente y [z es una (add (T))Y-precubierta.

(9) Para Z € mod (R) tal que m := resdim 4, (Z) < oo, existen sucesiones exactas
cortas

02BN, 50, —>0  conNye (add(T))", Oy € A';
0Ky, >M; 220  con Ky € (add(T))", My € A;

tales que resdim 4.7y (Kz) = m — 1, resdim 4.7y (Nz) < m, g7 es una A’-
precubierta y [z es una (add (T))"-preenvolvente.

Demostracion. Note primero que, por 3.10 y 3.11, T' es n-mod (R)-tilting.
(a) Se sigue de 2.23, 3.9 y 2.29.
(b) Se sigue de 2.27.
(c) Se sigue de 2.29 y 3.9.
(d) Por (bl), tenemos que v = add (7). Basta aplicar 2.30, 3.14 y su dual.
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(e) Note que v = add (T") por (bl). Luego, basta aplicar 2.31, 2.32(a), 3.14 y su
dual, 3.9 y su dual. Faltaria ver, en el inciso (e3) que (add (T'))" C B'. Para esto
ultimo, por 2.33(b) y (a) tenemos

(add (T))" = v" C (A)* Nmod (R) = B.

(f) Sea Z € mod (R). Por (cb), se tiene que m < pd (7') < oo. Para el resto basta
aplicar 2.33(c).

(g) Se sigue de (bl) y 2.33(d).
L]

Observacién 3.16. En [Weil0], Jiaqun Wei trabaja con una nocion de tilting relativa
a un subfuntor aditivo del Ext desarrollada por Maurice Auslander y Oyvind Solberg
en [AS93a]. El tilting de Miyashita es un caso particular de la nocién presentada en
tal articulo. Cabe resaltar que el inciso (a2) de 3.15 es [Weil0, Corollary 3.11].

Mas adelante, en la seccion 3.4, veremos como la nocion de tilting relativo, a un sub-
funtor aditivo del FExt, es un caso particular de la nocion de n-X-tilting. También
veremos como el teorema principal de J. Wei en dicho trabajo [Weil0, Theorem 3.10],
se puede obtener como un caso particular de un teorema para objetos n-X -tilting.

3.3. Tilting de Miyashita para médulos de tipo FP,

Buscaremos generalizar la familia de ejemplos que hemos desarrollado en la seccién
anterior. Con tal proposito recordamos el concepto de anillo n-coherente y algunas
propiedades relacionadas.

Definicién 3.17. [BP17, Section 1] Sea R un anillo.

(a) Diremos que M € Mod (R) es finitamente n-presentado, o bien que es un
R-médulo de tipo FP,, si admite una sucesion exacta

F,—F, 14— = F—M-=Q0,

con F; € proj(R) Vi € [0,n]. Denotaremos como FP,, a la clase de R-mddulos
finitamente n-presentados.

(b) Diremos que M € Mod (R) es finitamente oco-presentado, o bien que es un
R-moédulo de tipo F' P, si admite una sucesion exacta infinita

o= By = F, == F—=-M—=0,

con F; € proj(R) Vi > 0. Denotaremos como FP,, a la clase de R-mddulos
finitamente oo-presentados. Note que FP4, = proj (R)QO
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Observacién 3.18. Sean R un anillo y M € Mod (R). Entonces M € FP,, si, y solo
si, existe una sucesion exacta

R™ — R™ ' — - 5 R™ - M =0
con m; € NVYi € [0,n]. Note que FPy = mod (R).

Lema 3.19. [BP17, Proposition 1.7, Theorem 1.8] Sea R wun anillo. Entonces, se
cumplen los siguientes enunciados:

(a) la clase FP, es gruesa a derecha;

(b) la clase FPo es gruesa.

Lema 3.20. [BGP19, Lemma 2.11] Sean R un anillo y C' € Mod (R). Si C' admite
una sucesion ezacta
F,—--—F — Fp—C—=0,

donde F; € FP, Vi € [0,n], entonces C € FP,,.

Definicién 3.21. [BP17, Definition 2.2] Diremos que un anillo R es n-coherente si
FPn=FPpni1.

Lema 3.22. [BP17, Corollary 2.6] Sea R un anillo n-coherente. Entonces, FP, es
cerrada por nicleos de epimorfismos entre sus objetos.

Lema 3.23. Sean R un anillo conmutativo n-coherente y'T' € FP,. Entonces, todo
X € T+ N FP, satisface que Homg(T, X) € FP,.

Demostracion. Como T € FP,, existe una familia de sucesiones exactas en Mod (R)
{0 » K;sy - R™ — K; — 0},
donde Ko =Ty m; € NVi € [0,n]. Ahora, como X € T, se sigue que Extj, (K;, X) =
Extp™ (T, X) = 0Vi € [0,n]. Por lo que tenemos una familia de sucesiones exactas en
Mod (R)
{0 — Hompg(K;, X) — Homp(R™, X ) — Hompg(K;y1,X) — 0}, .
En particular, tenemos una sucesién exacta en Mod (R)

0 — Hompg(7T,X) - X™ — X™ — ... - X™ — Hompg(K,11,X) — 0.

Observemos que, como X € FP,, tenemos X™ € FP, Vi € [0,n] por 3.19(a). Enton-
ces, por 3.20, tenemos que Hompg (K, 1, X) € FP,. Luego, utilizando recursivamente
3.22, tenemos que Hompg (T, X) € FP,,. ]
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Lema 3.24. Sean R un anillo conmutativo n-coherente y T € FP,. Entonces, para
todo X € THNFP,, existe una add (T)-precubierta. Mds atin, dicha add (T)-precubierta
es también una Add (T)-precubierta.

Demostracion. Por el lema anterior, sabemos que Hompg (7T, X) € FP,. En particu-
lar, Hompg(7, X) es un R-médulo finitamente generado por un conjunto {fi, -+, fx}.
Veamos que o := (f1,-++, fr) : T — X es una add (T)-precubierta. En efecto, como
todo 7" € add(T") es un sumando directo de T™ para algin m > 1, todo morfis-
mo 7" — X con T" € add(T) se factoriza a través de un morfismo 7 — X con
m > 1. De modo que basta probar que todo morfismo o' : T™ — X se factoriza
a través de a. En efecto, sea o : T — X en Mod (R). Note que o = (g1, gm)
con g; € Homg(T, X)Vi € [1,m]. De modo que g; = Zé?zl A;fj Vi € [1,m], donde
N € RY(i,j) € [1,m] x [1,k]. Dado que R es conmutativo, cada A} € R induce un
morfismo de R-médulos A} : T — T', x — Ajx. Entonces, considerando el morfismo

AL AT AT
_ AL . m n
g=1" T =TT
)\;1L Am

tenemos que o' = af. Probado lo anterior, el segundo enunciado se sigue de 2.46. []

Lema 3.25. Sean R un anillo y'T' un R-mddulo n-tilting parcial Miyashita. Entonces,
(a) Q:=(*TNFPy,add (7))L es gruesa a izquierda;

o0

(b) (add (T»}/fpoc =add(T)" = {M € Q|idg (M) < 0o} y es gruesa a izquierda.

Demostracion. Por 3.19(b) sabemos que FPy es gruesa en Mod (R). Por 3.6(MT1),
tenemos que T' € FPo. Por lo tanto, add (T') C FP. Ahora, por 3.6(MT2), se tiene
que T € T, y asi, add (T') C T+ N FP4. Luego, el resultado se sigue de aplicar 1.47
a la clase T = add (7). O

Teorema 3.26. Sean R un anillo n-coherente y T € FP,y1. Consideremos los si-
guientes enunciados:

(a) T es n-tilting Miyashita y existe un cogenerador FP,i1-inyectivo relativo en

FPnt1;
(b) T es n-FPyy-tilting grande;
(c) T es n-FP,1-tilting pequeno;
(d) T es n-FPpi1-tilting pequerio proj (R)-saturado.

Entonces, se tiene que (b) = (a) y (b) < (¢) < (d). En caso de que R sea conmutativo,
se tiene (a) = (b). Mds ain, si (b) se satisface, entonces:
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1) (F(TH),T+) es FP,i1-completo;

(1) ( +

(2) (T NTEAFPuy =4 (TH N FPoss) VTN FPoyy = Add(T) N FPyyy =
add (7).

(3) T+ N FPpyy = Geny "*(T) N FPpyy = geny,(T) N FP,iq Yk > méx{1,n}.

Demostracion. Note primeramente que, por [BP17, Theorem 2.4(3)], R es k-coherente
Vk > n. En particular, por 3.19 y 3.22, se tiene que F P, es gruesa en Mod (R).

(a) = (b) Sea R conmutativo. Verificaremos las condiciones (T1)-(T5) para Add (7),
con respecto a la clase FP, 1. En efecto, por 3.6(MT1), se tiene que

pdfpn+1 (Add(T)) = pd]—'PnH (T> <pd (T) < n.

Luego, como T € FP,1 y pd(T) < n, los funtores Ext’, (T, —) conmutan con copro-
ductos [GT06, Lemma 3.1.6]. Asi que, como

Extl, (T, T<X>) ~ Extl, (T, 7)™ = 0Vi > 0,

podemos concluir que Add (T') C T+ = (Add (T))*. En particular, se tiene 2.2(T2).

Veamos ahora que 2.2(T3) vale para X' := FP,,11. En efecto, por 3.6(MT3) existe una
sucesion exacta
n: 0= R8T AT .. 87, o,

donde T; € add (T') C Add (T") Vi € [0,n]. Sean C; :=Im (f;) Vi € [1,n]. Dado que T' €
FPri1, se tiene que add (1) € FP,41;y como C, =T, € FP,i1y FPni1 es cerrada
por nicleos de epimorfismos entre sus objetos, se tiene de 1 que gR € (Add (T))%;n+1
y rR € FP,.1. En particular, w := proj (R) C FP,.1 y es un generador relativo en
FPni1, ya que FP,, = FP,y1. Veamos ahora que w C (Add (T>>>/f7>n+1' En efecto,
como T es n-tilting de Miyashita, por 3.25(b) se tiene que

proj (R) = add (R) C (add (T))".
Ahora bien, por ser add (T") C FP,+1 y usando que FP, 1 es gruesa, se tiene que
(add (7)Y = (add (7)) ., € (Add (D)),

y por lo tanto, w C (Add (T))%p, ,, probandose 2.2(T3) para X' = FP,, ;.

Por otro lado, dado que T' € FP,1, se sigue de 2.5(e) que se satisface 2.2(T4) para
FPnyi1. Finalmente, tenemos 2.2(T5), respecto a FP,11, por 3.24, ya que R es n+ 1-
coherente conmutativo y add (1) C FP,41.

(b) = (a) Sea T n-FP,i-tilting grande. Como T € FP,41 y R es n-coherente,
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podemos construir sucesiones exactas en FP, 1

0—-T1T1—>F—=T—0,
0—=1T15,— P — 11 — 0,

0—=T,41 —FP,—1T,—0,

con P; € proj (R) Vi € [1,n] y Ty11 € FPuy1 ya que FP,q es gruesa. Por el lema del
corrimiento, tenemos que

Exty, (T, Thy1) = Ext™ (T, T,,41) = 0,

ya que por 2.2(T1) sabemos que pdzp,,, (T) < n. Por lo tanto, T,, € proj(R) y asi
podemos concluir que se satisface 3.6(MT1).

Para mostrar que se satisface 3.6(MT2), observamos que, por 2.2(T2),

T € add (T) C Add (T) N FPpuy1 CTHNFPyy1.

Finalmente, como F P, es gruesa en Mod (R), por 2.23(c) existe una sucesion exacta
00— rR— My— Xog—0

donde My € T*NFPuy1y Xo € H(TH)NFP,41. Entonces, como gR € +(T) por ser
proyectivo, se sigue por 2.32(b) que

My e H(THNT-NFPyy1 = Add (T) N FPpyy = add (T).

Analogamente, podemos probar que existe una sucesién exacta
0— Xg— M; — X; — 0,

con M; € add (T) y X; € H(T+) N FP,,1. Siguiendo recursivamente, con estos argu-
mentos, para todo £ > 1, vamos construyendo una sucesion exacta

con M; € add (T) y X; € H(T*) N FP,11Vi € [1,n]. Luego, como pdrp, ., (T) < n,
tenemos que T+ N FP,,1 es cerrado por n-cocientes en FP, 1 por 1.9. De modo que

X, eT N HTHNFP, =add(T).

Por lo tanto, T" satisface 3.6(MT3). Finalmente, por 2.2(T4), hemos probado (a).
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(b) < (c¢) Dado que FP,1 C mod (R), se sigue de 2.60 la equivalencia entre (b) y (c).
(d) < (c) Se sigue de 2.89.
Ahora, si (b) se satisface, tenemos que (c¢) también. Luego:

(1) se sigue de 2.23(c) y (b);

(2) se sigue de 2.27(a), 2.32(b) y (b), junto con 2.32(b) y (c) y el hecho de que

(3) se sigue de 2.23(c) y (b), junto con 2.23(c), (c) y 2.90(d).

3.4. Tilting en categorias exactas

Es un hecho conocido que, de la misma manera que toda categoria abeliana pequena
se puede meter en una categoria de médulos, una categoria exacta pequena se puede
meter en una categoria abeliana. Inspirados por este hecho, definiremos una teoria
tilting en categorias exactas contenidas en categorias abelianas a través del concepto
de n-X-tilting en categorias abelianas. Comenzaremos introduciendo las definiciones
necesarias.

Definicién 3.27. [Biih10, Definition 2.1] Un par kernel-cokernel (7, p) es una pareja

de morfismos 4’ % A B A", en una categoria aditiva A, tal que 7 es el niicleo de p y
p es el conucleo de 1.

Sea &£ una clase de pares kernel-cokernel. Diremos que un morfismo i (respectivamente,
p) es un mono admisible (respectivamente, epi admisible) si existe una pareja
(i,p) € &. Diremos que £ es cerrada por isomorfismos si para todo diagrama
conmutativo

ALXLB

ERC

A X o B
«

con f, g, h isomorfismos, tenemos que (o, 5) € € siy sélo si (o, ') € €.

Una categoria exacta es una pareja (A, ), donde A es una categoria aditiva y £ es
una clase de pares kernel-cokernel cerrada por isomorfismos que satisfacen los siguientes
axiomas:

(EO) 14 es un mono admisible y un epi admisible, para todo A € A;

(E1) la clase de monos admisibles y la de epis admisibles son cerradas por composicion;
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(E2) para todo morfismo Y — W y todo epi admisible Z — W,
existe el pullback (W, X — Y, X — Z), donde ademéds X — Y
es un epi admisible;

—_

X Y
(E2)°? para todo morfismo X — Y y todo mono admisible X — Z, J J
existe el pushout (W)Y — W, Z — W) donde ademds Y — W Z 1%
es un mono admisible.
Dada una categoria exacta (A, £), los elementos de £ se llaman sucesiones exactas
cortas. Ademads, para cada X,Y € A, denotaremos por £(X,Y’) a la clase de sucesiones
exactas cortas de la forma Y — 7 — X.

—_—

Observacion 3.28. [Bih10, Remark 2.3] Sea (A, E) una categoria exacta. Entonces,
los isomorfismos en A son monos admisibles y epis admisibles.

Observacién 3.29. [Bih10, Lemma 2.7] Si (A,€) es una categorz’a exacta, entonces

(o)

para cualesquiera A, B € A, la sucesion A = A @ B YY) B es una sucesion ezacta

corta en .

Definicién 3.30. [Biih10, Definition 5.1] Sean (A, &) y (A, &) categorias exactas y
F: A — A un funtor aditivo. Diremos que F' es exacto si F/(£) C £'. Diremos que F
refleja la exactitud si para cada pareja (a, §) de morfismos que se pueden componer
en A, tenemos que (Fa, F3) € £ implica que («, 5) € €.

Definicién 3.31. [Bith10, Definition 6.1] Sea A una categoria aditiva. Diremos que A
es completa por idempotentes si para todo morfismo idempotente p : A — A en
A existe un isomorfismo f: A — K @ [ tal que fp = {8 101} f.

Observacioén 3.32. [Bih10, Remark 6.2] Sea A una categoria aditiva. Entonces, A
es completa por idempotentes si, y solo si, todo morfismo idempotente p : A — A tiene
nicleo. Mds atun, en tal caso, para todo idempotente p : A — A existen los siguientes
diagramas conmutativos

(%) (10)

K—>A*>I ]HK@[HK
J ()
KHK@IHI ] — A— K,
0) ( ? l

donde los renglones son pares kernel-cokernel, k es el nicleo dep, p=1ij, y (ki) y (;)
son isomorfismos. Cabe observar ademds que, en caso de que (A, E) sea una categoria

exacta, por los diagramas anteriores tenemos que (k,j), (i,1) € £.

Definicién 3.33. [Biih10, Definition 7.2] Sea 4 una categoria aditiva. Diremos que
un morfismo f en A es un split-epi si existe un morfismo ¢ tal que fg = 1. Se define
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dualmente split-mono. Si todo split-epi tiene nicleo, (o equivalentemente, todo split-
mono tiene contcleo), diremos que A es débilmente completa por idempotentes.

Definicién 3.34. [Biih10, Definition 11.1] Sea (A, £) una categoria exacta.

Un objeto P € A es E-proyectivo si Homy (P, —) : A — Ab es exacto. Denotaremos
por Projs(A) a la clase de objetos E-proyectivos.

Un objeto I € A es E-inyectivo si Homy(—, ) : A — Ab es exacto. Denotaremos por
Injc(A) a la clase de objetos E-inyectivos.

Definiciéon 3.35. [Biih10, Definition 11.9] Diremos que una categoria exacta (A, &)
tiene suficientes £-proyectivos si para todo A € A existe un epi admisible P — A
con P € Proje(A). Dualmente, (A, &) tiene suficientes £-inyectivos si para todo
A € A existe un mono admisible A — I con I € Injz(A).

Ejemplo 3.36. Sean C una categoria abeliana y A C C cerrada por extensiones tal
que 0 € A. Se puede mostrar que (A, E) es una categoria exacta, donde £ es la clase
de sucesiones exactas cortas 0 + N - M — K =+ 0en C, con N, K € A.

Definicién 3.37. Dada una categoria exacta esqueléticamente pequena (A, £), deno-
taremos por Lex(A, £) a la categoria de funtores contravariantes, aditivos y exactos a
izquierda A — Ab.

Teorema 3.38. [Bih10, Theorem A.1][TT90, Theorem A.7.1]/[Gab62, Chapter II, Sec-
tion 2][Qui73, Section 2] Para una categoria exacta pequena (A,E) se cumplen los
siquientes enunciados.

(a) Eziste una categoria abeliana B y un funtor aditivo exacto, pleno y fieli: A — B
que refleja la exactitud. Mas aiun, i(A) es cerrada por extensiones en B.

(b) La categoria B puede escogerse candnicamente como la categoria Lex(A,E) e i
como el funtor de Yoneda i(A) := Hom4(—, A).

(c) Sea A débilmente completa por idempotentes. Si f es un morfismo en A tal que
i(f) es un epimorfismo, entonces f es un epimorfismo admisible.

Definicién 3.39. Sean (A, £) una categoria exacta y C una categoria abeliana. En
caso de que exista un funtor aditivo, exacto, pleno y fiel i : A — C que refleje la
exactitud, diremos que (A, E) estd sumergida en C. En tal caso, diremos que 7 es la
inclusiéon natural de A en C.

Sean C una categoria y X C C. Recordamos que [X] denota a la clase de objetos Z € C
tales que existe X € X y un isomorfismo Z = X en C.

Observacion 3.40. Sean X,)Y clases de objetos en una categoria C. Notemos que
(X NY] C[X]N[Y]. Mds ain, si X = [X], entonces [X N Y] =X N]Y].
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Podemos ademas afirmar lo siguiente.

Proposicion 3.41. Para una categoria exacta (A, E) sumergida en una categoria abe-
liana A, via i : A — C, tenemos que [i(A)] es cerrada por sumandos directos en C si,
y solo si, A es completa por idempotentes.

Demostracion.

(=) Sea e : A — A un morfismo idempotente en A. Se sigue que i(e) es un morfismo
idempotente en C. Asi que existe una sucesion exacta que se escinde en C

n: 0= X 5i(4)SY =0,

donde k : X — i(A) es el nicleo de i(e), y un monomorfismo ¢ : Y — i(A) tal que
i(e) = cc. Luego, como [i(.A)] es cerrada por sumandos directos en C, tenemos que
existen B, C € A tales que i(B) = X y i(C) = Y. Mas atin, como i es un funtor pleno,
tenemos que existen «, §y v morfismos en A tales que i(a) =k, i(3) = cy i(y) = .
Asf que, como i es un funtor que refleja exactitud, (a, §) € € y v es un mono admisible.
Mas atn, como ¢ es un funtor fiel, e = v3. Veamos que « es el nucleo de e. En efecto,
como (a, B) € &, sabemos que « es el nicleo de 5. Entonces, como w es un morfismo
en A tal que ew = 0, se sigue que ySw = 0. Pero, como ~ es un monomorfismo, se
sigue que Sw = 0. De modo que w se factoriza a través de « por ser el ntcleo de f3.

(<) Supongamos que existe M € A tal que i(M) = X @Y en C. Consideramos el
morfismo idempotente e = pum, donde p: X — (M) y 7 :i(M) — X son la inclusién
y la proyeccién natural, respectivamente. Ahora, dado que i es un funtor fiel y pleno,
existe un morfismo idempotente ¢’ : M — M tal que i(¢’) = e. Como i es un funtor
exacto, por 3.32, existe una sucesion exacta que se escinde

0—i(K) —i(M)=il)—0,
donde i(k) es el nicleo de i(e’) = e. Por lo tanto, X = i(K) y asi que [i(A)] es cerrado
por sumandos directos en C. O

Observacién 3.42. Cabe remarcar que hay categorias exactas (A, &) tales que A es
una subcategoria plena de una categoria abeliana C, sin que (A, E) esté sumergida en
C via la inclusion A C C. Por ejemplo, si R es un anillo y £ es la clase de sucesiones
exactas cortas que se escinden en Mod (R), entonces (Mod (R),E) es una categoria
ezacta. Notemos que (Mod (R), &) no estda sumergida en Mod (R) a menos que R sea
un anillo semisimple. Veremos un seqgundo ejemplo de este fenomeno en la siguiente
seccion (ver 3.68).

Debido a 3.38 hay razones suficientes para considerar el caso en que una categoria
exacta (A, &) esté sumergida en una categoria abeliana C via i : A — C. M4s adelante
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utilizaremos esta suposicién para comparar la teoria de clases n-[i(A)]-tilting en C con
la teoria tilting para categorias exactas que introduciremos en este capitulo.

Existen diferentes teorias tilting desarrolladas para categorias exactas en contextos
particulares. Entre ellas podemos citar la teoria tilting relativa a un subfuntor del Ext
desarrollada por Maurice Auslander y Qyvind Solberg en [AS93b], o la generalizacién
desarrollada por Soud Khalifa Mohamed en [Moh09]. Mas adelante revisaremos dichas
teorias y nos centraremos en el reciente trabajo de Bin Zhu y Xiao Zhuang [Z720],
donde se introdujo una teoria tilting para categorias extrianguladas. Las categorias
extrianguladas son un concepto, desarrollado por Hiroyuki Nakaoka y Yann Palu en
[NP19], que engloba las categorias trianguladas y las categorias exactas. Por comodi-
dad del lector, a continuacién presentamos algunas definiciones y resultados de Zhu y
Zhuang traducidos a categorias exactas.

Definicién 3.43. Sean (A, &) una categorfa exacta, n € Ny X C A Una X-
resolucién (de longitud < n) en (A,€) de A € A es una secuencia de morfismos

en A
Xn%anl—}—)deéXod#A
tal que existe una familia {Kz‘+1 END¢ EiY KZ} en £ con K,,,1 = 0, Ky :== A,
i=0
fo:=doy di = gi_1fi Vi € [1,n]. Denotaremos por &,¢ a la clase de todos los objetos
A € A que admiten una X-resolucién en (A, E) de longitud < n. Ademas definimos

X = Upl &g Para A € X2, resdimy ¢ (A) := min {n eN|Ae Xé\,s}-

Dualmente, una X-coresoluciéon (de longitud < n) en (A,€) de A € A es una
secuencia de morfismos en A

AB X B X 5 X B X,

tal que existe una familia {Ki EiY X, % Kiﬂ} en £ con K,,1 = 0, Ky :== A,
i=0

fo:=doy di = figi-1 Vi € [1,n]. Denotaremos por &,/¢ a la clase de todos los objetos

A € A que admiten una X-coresolucién en (A, E) de longitud < n. Ademds definimos

X = Uplg X)g. Para A € XY, coresdimy g (A) := min {n eN|Ae erg}.

Antes de continuar recordaremos cémo estan definidos los funtores Ext en categorias
exactas.

Observacién 3.44. Sea (A, E) una categoria exacta con suficientes E-proyectivos y
E-inyectivos.

(a) [ZZ20, Definition 6] De manera similar a como se define el Ext de Yoneda en
categorias abelianas, para cualesquiera objetos A, B € A, definimos una relacion
de equivalencia en E(B, A) dada por diagramas de la forma
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A— X—B

I

A—- X'~ B.
Cada clase de equivalencia recibe el nombre de extension, y a la clase de todas
las extensiones de A en B, la denotamos como ExtYy (B, A) o bien Ext%Ag) (B, A).
Note que Extl (B, A) es un grupo abeliano con la suma de Baer, donde el ele-
mento neutro es la clase de equivalencia de la sucesion exacta corta

(o)

1
AY Aq B2

B.

(b) [ZZ20, Definition 6] Dado que (A, E) tiene suficientes €-proyectivos y E-inyectivos,
para cada elemento A € A, tenemos sucesiones exactas cortas en &

AT s A'yA - P— A

con I € Injz(A) y P € Projg(A). En tal caso, A' recibe el nombre de cosizigia
de A y Ay recibe el nombre de sizigia de A. Denotaremos por X(A) a la clase
de cosizigias de A. Dualmente, Q(A) denotard a la clase de sizigias de A.
Supongamos que A% es una cosizigia de A y que Ay es una sizigia de A,. En este
caso, A? recibe el nombre de seqgunda cosizigia de A y A, recibe el nombre de
segunda sizigia de A. Denotaremos por ¥2(A) a la clase de sequndas cosizigias
de A. Dualmente, Q*(A) denotard a la clase de sequndas cosizigias de A.
Recursivamente, si A* es una cosizigia de una (k — 1)-ésima cosizigia de A y
Ay, es una sizigia de una (k — 1)-ésima sizigia de A, diremos que A* es una k-
ésima cosizigia de A y que Ap es una k-ésima sizigia de A. Denotaremos
por YF(A) a la clase de k-ésimas cosizigias de A y como QF¥(A) a la clase de
k-ésimas sizigias de A.

(¢) [LN19, Lemma 5.1] Para k > 1, se tiene que
Extly (X, V*) 2 Ext)y (X,,Y) VX € Q4(X), vk e sh(Y).

Dicho grupo recibird el nombre de (k + 1)-ésimo funtor Ext, y lo denotaremos
por Ext®™ (X, Y) o bien por Ext]&“’lg) (X,Y).

(d) Sea Z C A una clase de objetos. Definimos las clases

zls::{AeAyExﬁA(Z,A)ZOVZez, W>0},
tez .= {Ae A|Bxt) (A, 2) =0VZ € Z,Vi>0}.

También utilizaremos las notaciones (A48 Z y Z+A8) para evitar ambigiiedad en
caso de ser mecesario.
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(e) Para Aec Ay X C A, definimos
pde v (A) := min {n > 0| Ext}; (A, X) = 0¥i > n}.
Dada una clase de objetos T C A, definimos
pde x (T) :=sup{pdex (T) | T € T}.

Andlogamente, se definen idg x (A) yide x (T). En caso de que X = C, borrare-
mos el subindice X en “id” y “pd”

(f) [ZZ20, Lemma 3] Para X € A, se tiene que pdg (X) < n es equivalente a que
exista una resolucion E-proyectiva en (A,E) de X de longitud < n.

Lema 3.45. Sean (A, E) una categoria exacta con suficientes E-proyectivos y E-inyectivos
y X,Y C A. Entonces,

(a) pdey (X)) = pde y (X);
(b) XY Cte (xte).

Demostracion. La prueba de (a) es andloga a la dada en 1.13. Finalmente, (b) se sigue
de (a) como en la prueba de 2.14(a). O

Proposicién 3.46. [NP19, Proposition 3.24] Sea (A,E) una categoria exacta con
suficientes E-proyectivos y E-inyectivos. Entonces, los siguientes enunciados son equi-
valentes, para un objeto P € A:

(a) P € Projz(A);
(b) Extlye (P,A) = 0VA € A;
(c) Pe*eA.

Demostracion. La equivalencia entre (a) y (b) se sigue de [NP19, Proposition 3.24].
Veamos la equivalencia entre (b) y (c).

(b) = (c) En efecto, por definicién, Ext® (P, A) = ExtY (P, Ak> Vk > 1, donde A* €
Sk (Y). Por lo tanto, Extfy (P, A) = Ext!y (P, A¥) = 0 Vk > 1.

(¢) = (b) Es trivial. O

Proposicién 3.47. [LN19, Fact 1.18, Proposition 5.2] Sean (A, £) una categoria exac-

ta con suficientes E-proyectivos y E-inyectivos y A 5 B 2 C una sucesién ezacta
en €. Entonces, para todo X € A, tenemos la sucesion exacta larga inducida por
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Hom 4 (X, —)
(X, (X2)
0 Hom 4 (X, A) — Homy (X, B) — Homy (X, C)
o
ExtYy (X, A) e Ext (X, O)
an—l
Ext (X, A) — Ext’y(X, B) — Ext (X, C)
On
Ext’FH(X, A)
y la sucesion exacta larga inducida por Hom 4(—, X)
(1. X), (AX)
0 Hom4(C, X) — Hom (B, X) — Homy (A, X)
%
ExtY4(C, X) e Ext” (A, X)
O
Ext (C, X) — Ext’y(B, X) — Ext; (A, X)
8

ExtT(A, X) —— -+

Definicién 3.48. Sean (A, ) una categoria exacta, con suficientes E-proyectivos y -
inyectivos, y w,&" clases de objetos en A. Decimos que w es un £-cogenerador relativo
en X si w C X y para cada X € X existe una sucesion exacta corta X — W — X’
en &, con W € wy X' € X. Dualmente, w es un £-generador relativo en X si
w C X y para cada X € X existe una sucesion exacta corta X' — W — X en &£, con
W ewy X' € X. Decimos que w es X-inyectivo si idg v (w) = 0. En caso de que
pde v (w) = 0, diremos que w es X'-proyectivo.

Definicién 3.49. Sea (A, £) una categoria exacta con suficientes E-proyectivos y &-
inyectivos. Decimos que una clase 7 C A es n-tilting pequena en (A,€), con n € N,
si las siguientes condiciones se satisfacen:

(TECO) 7 =add(7);

(TEC1) pde (T) < m;

(TEC2) T C T,

(TEC3) existe un w £-generador relativo en A tal que w C T¢;
(TEC4) T es precubriente en T¢.
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Decimos que un objeto 7' € A es n-tilting pequeno en (A, £) si add (T') es una clase
n-tilting pequena en (A, ).

En lo que sigue, daremos la nociéon de clase tilting en el sentido de Bin Zhu y Xiao
Zhuang 2720, Definition 7]. La consideraremos solo para el caso de categorias exactas.

Definicién 3.50. Sea (A, £) una categoria exacta con suficientes E-proyectivos y &-
inyectivos, 7 C A y n > 0. Decimos que 7 es una clase n-tilting Zhu-Zhuang en
(A, E) si satisface las siguientes condiciones:

(ZZTO) 7 = add (T);

(ZZT1) pde (T) <m;

(ZZT2) T es un E-generador relativo en T,

Diremos que un objeto T € A es n-tilting Zhu-Zhuang en (A, €) si add (T) es una
clase n-tilting Zhu-Zhuang en (A, £).

Definicién 3.51. [ZZ20, Section 4] Sea (A, ) una categoria exacta con suficientes
E-proyectivos y E-inyectivos, T C A y n > 1. Denotaremos como Pres2(7) a la clase
de todos los objetos X € A que admiten una familia de sucesiones exactas cortas en £

{Xiy1 = T = Xi}

=1

donde T; € T Vi € [1,n] y X; := X. En caso de que haya ambigiiedad y deseemos
remarcar que estamos trabajando en la categoria exacta (A, E), en lugar de utilizar la
notacion Presg(7) utilizaremos la notacion Pres(y ¢)(7).

Teorema 3.52. [ZZ20, Theorem 1] Sean (A, E) una categoria exacta con suficientes
E-proyectivos y E-inyectivos y T = add (T) C A tal que todo objeto en T+¢ admite una
T -precubierta. Entonces, T es una clase n-tilting Zhu-Zhuang si y sélo si Presg' (T) =
T*e, con m :=méx {1,n}.

Proposicion 3.53. [ZZ20, Remark 4(1)] Sean (A,E) una categoria exacta con sufi-
cientes E-proyectivos y E-inyectivos y T C A una clase n-tilting Zhu-Zhuang. Enton-
ces, se cumplen los siquientes enunciados:

(a) T es un E-generador T€ -proyectivo relativo en T ;
(b) Proje(A) C T.le;
(c) (TH){=A.
Lema 3.54. Para una categoria exacta completa por idempotentes (A,E), con sufi-

cientes E-proyectivos y E-inyectivos, T C A yw C T un E-generador relativo en A,
las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) T+e C Presg (T).
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(b) Si T C T+ yT es precubriente en T+¢, entonces T es un E-generador relativo

en T e,

Demostracion.

(a)

Sea A € T*¢. Por ser w un £-generador relativo en A, existe una sucesién exacta
cortan: K =W % Aen &, con W € w. Ademés, como w C T, existe una
sucesién exacta corta W 5 B — C en & con B € Ty C € Ty C Le(Te)
(ver 3.45). Considerando el pushout de a y b, se tiene el siguiente diagrama
conmutativo cuyas filas y columnas son sucesiones exactas cortas en £. Note que
la sucesién exacta corta A — B’ — C se escinde

K=K va que A € THe y C € +¢(T*e). Por lo que existe
l b l y : B — A tal que yt = 14. Ahora, como z,y
W-B—C son epis admisibles, se sigue de [Bith10, Proposition
la Lz | B.1(ii)] que yz : B — A es un epi admisible con
AB-C | per.

Sea T C T=¢ precubriente en 7+¢. Consideremos X € T+¢. Luego, existe una
T -precubierta g : 7" — X. Por (a), existe una sucesién exacta corta R — T = X
en £, con T € T. Ahora, por ser g una 7T -precubierta, existe ¢’ : T — T’ tal
que o = gg'. Luego, por [Biih10, Proposition B.1(iii)], tenemos que g es un
epi admisible ya que a lo es. En particular, existe una sucesiéon exacta corta
n: K — T % X. Finalmente, dado que 77 € T y g es T-precubierta, aplicando
3.47 a n, se sigue que K € T+¢ ya que 7" € T*¢, probandose que 7 es un
E-generador relativo en T1¢.

]

Por 1ltimo presentamos una nocién inspirada en la definicién tilting introducida en

[AS93b, Section 3].

Definiciéon 3.55. Sea (A, E) una categoria exacta con suficientes E-proyectivos y E-
inyectivos, T C A y n > 0. Decimos que 7 es una clase n-tilting Auslander-
Solberg en (A, £) si se satisfacen las siguientes condiciones:

(ASTO) 7 =add(7T);
(AST1) pde (T) <m;
(AST2) T C T
(AST3) Projc(A) C 7.

Decimos que un objeto T' € A es n-tilting Auslander-Solberg en (A, ) si add (T') es
una clase n-tilting Auslander-Solberg en (A, £).
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Teorema 3.56. Sean (A, E) una categoria exacta completa por idempotentes, con su-
ficientes E-proyectivos y E-inyectivos, y T C A. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) T es una clase n-tilting Zhu-Zhuang en (A, E), con T precubriente en T+¢;
(b) T es una clase n-tilting pequena en (A, E);
(c) T esuna clase n-tilting Auslander-Solberg en (A, E), con T precubriente en T <.

Mas ain, si alguna de las condiciones anteriores se satisface, entonces Projg(A) C

v
n,E "

Demostracion.

(a) = (b)&(c) Se sigue de 3.53. Mas atin, Proj¢(A) C T,7.

(b) = (a) y (¢) = (a) Se siguen de 3.54(b). O
Corolario 3.57. Sean (A,E) una categoria eracta completa por idempotentes, con

suficientes €-proyectivos y € -inyectivos, y T C A. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) T es una clase n-tilting pequenia en (A,E);
(b) T es precubriente en T+¢ y Presf (T) = T¢, con m := max {1,n}.

Demostracion. Se sigue de 3.56 y 3.52. [

Lema 3.58. Sean (A, £) una categoria exzacta completa por idempotentes, con suficien-
tes E-proyectivos y E-inyectivos, sumergida en una categoria abeliana C, via el funtor
1: A— C. Entonces, para toda T C A

add (i(T)) = li(add (T)] y geny™(i(T)) N [i(A)] = [i (Presg(add (7))]-

Demostracion. En efecto, primeramente observamos que, como ¢ es un funtor aditivo
se sigue que add (¢(7)) 2 i(add (7)). Ademaés, como A4 es completa por idempotentes,
tenemos que [i(.A)] es cerrado por sumandos directos en C por 3.41, asi que add (i(7)) C
[i(add (T))]. De modo que, add (i(7T)) = [i(add (T))]. En particular, de la anterior
igualdad, se sigue que add (i(7")) N [i(A)] = [i(add (T))].

Sea X € genl™I(i(T)) N [i(A)]. Entonces, existen A € A tal que X = i(A) y una
sucesion exacta

n: 0> KT, 5 . B15ia) o,
donde K} := Ker (fx) € [i(A)] y T € add (i(T)) = [i(add (T'))] Vk € [1,n]. Ahora,

como ¢ refleja la exactitud, tenemos que la familia de sucesiones exactas

{0->Kiw—T,—- K, — 0},
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inducida por 7, donde K; := A, nos da una familia de sucesiones exactas en &

(i (Kia) =i (T) — i (K}
donde it (T) € add (T) Vk € [1,n] y i }(K;) := A. Por lo tanto, A € Presg(add (7).
Reciprocamente, si X € [i (Presg(add (7)))], entonces existe A € Presg(add (7)) tal
que i(A) = X. Luego, por definicién, existe una familia de sucesiones exactas cortas
en £

{ X1 = T = Xihpy s

donde Ty, € add (7)) Vk € [1,n] y X7 := A. Asi que, al aplicar el funtor i, obtenemos
la familia de sucesiones exactas en C

{O — i(Xk+1) — Z(Tk) — Z(Xk) — O}Zzl R
que inducen una sucesién exacta
0= i(Xpe1) — i(Tp) 2 . Bi(m) B i4) — o,

donde Ker (f;) € [i(A)] v i(Tx) € i(add (7)) C add (i(T)) Vk € [1,n]. Luego, como
X = (A), se tiene que X € genl!MI(i(T)). O

Estamos listos para empezar nuestra comparacion de las clases tilting pequenas en una
categoria exacta (A, £) sumergida en una categoria abeliana C, via i : A — C, con el
n-[i(A)]-tilting en C. Para comenzar, veremos un par de lemas para explicar la relacién
de Extk (—, —) con Extk (—, —), asi como la relacién entre clases ortogonales en A y
en C.

Lema 3.59. Para una categoria exacta (A, E) con suficientes E-proyectivos y E-inyectivos
sumergida en una categoria abeliana C, viai: A —C, A Be A, X e€Cyn>1, se
cumplen los siguientes enunciados.

(a) Extl (X,Y) = Ext} (i(X),i(Y)), 7+ i(n), VX,Y € A.

(b) Sea i(Injc(A)) C C*. Entonces, para todo 1 € Ext} (X,i(A)) existe un morfismo
a: X = i(4), con A € Ayunn € Ext}(i(A),i(A)) tal que 7 = na. Mds
atin, para toda 7 € Extg (i(B),i(A)) existe una descomposicion en 1-extensiones
n=ni---n, tal que n, € i(E)Vk € [1,n].

(c) Sea i (Projc(A)) C +C. Entonces, para todo 7 € Ext} (i(A), X) existe un morfis-
mo B :i(A") = X con A’ € A yunn € Ext} (i(A),i(4")) tal que 7 = Bn/. Mds
atin, para toda 7 € Ext (i(B),i(A)) existe una descomposicion en 1-extensiones
n=n---n, tal que np € i(E)Vk € [1,n].

Demostracion.
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(a)

(c)

Sean X,Y € A. Como 7 es un funtor exacto, tenemos una correspondencia
¥ Extly (X,Y) = Exté (i(X),i(Y)), 7~ i(n).
Ademas, como i(A) es cerrada por extensiones, para toda sucesion exacta en C
p: 0—iY) L ESi(X) =0,

existe Z € A tal que i(Z) = E. Luego, como el funtor i es pleno, se sigue
que existen a y  morfismos en A tales que i(a) = f y i(5) = g. Entonces,
como 1 refleja la exactitud, existe n € & tal que i(n) = p. Por lo tanto, hemos
probado que la correspondencia 1) es sobreyectiva. Més atin, en caso de que exista
n = («a, ) € & tal que (77) = 0, por definicién esto quiere decir que i(«) es un
monomorfismo que se escinde. De modo que, debido a que i es pleno, esto lleva a
que « es un split-mono. Por lo tanto, si ¢ (7) = 0, entonces 7 = 0. En conclusion
1 es un isomorfismo.

Sean: 0—i(A) Ly 9 X — 0 una sucesién exacta en C. Como (A, &) tiene
suficientes E-inyectivos y la inclusién i : A — C es exacta, existe una sucesion
exacta

00— i(A) L) L) =0
con I € Injg(A) y A” € A. Luego, como i(I) € i(Injg(A)) C C*+, tenemos la
sucesion exacta

Home (Y, i(I)) — Home(i(A),i(I)) — Extb (X, i(I)) = 0.

De modo que existe o’ : Y — i(I) tal que o/f = f’. Luego, por la propiedad
universal de conticleo, tenemos que existe v : X — i(A’) tal que 77 = 1/a.

Sean 77 € Ext} (i(B),i(A)) y n = m ---n, una descomposicién en sucesiones
exactas cortas. Por lo anterior, existe un morfismo a; : X7 — #(A}) con A} € A
y 7, € Ext} (i(A4}),i(A)) tal que 77 = n}a;. Luego, con el mismo razonamiento,
existe un morfismo ay : Xy — i(A}) con A, € Ay un 1), € Ext} (i(A)),i(A))
tal que a17z = nhas. Continuando con el mismo razonamiento, por recursién
tenemos que para todo k € [2,n — 1], existe un morfismo oy : Xj — i(A}) con
Al € Ay un i, € Ext} (Z(A%), i( 2;-1)) tal que ag_ 17 = 1. Observando que
A, B € A, que A, € AVi € [1,k], que A es cerrado por extensiones y que

/

T=T T = MonTl T = MIh02Ts T =+ =11+ 01 (0n-1T0),
podemos concluir que 7 =} -+ -7, _;(,_17,) es la descomposicién deseada.

Se prueba de manera dual a (b).
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En el lema anterior aparecen las condiciones i(Projs(A)) C +C vy i(Inje(A)) C C*.
Cabe decir que conocemos categorias en las que se cumplen estas condiciones. En
efecto, en [Gab62, Chapter 2. Section 4. Lemma 4, p.357|, Pierre Gabriel muestra lo
siguiente. Sea (A, £) la categoria exacta dada por una categoria abeliana noetheriana
Ay la clase £ de todas las sucesiones exactas cortas de A. Dicha categoria exacta esta
sumergida en la categoria C := Lex(A4, ), via el funtor de Yoneda. En este caso, un
funtor ' € C es inyectivo si, y solo si, es un funtor exacto. Por lo tanto, éste es un
ejemplo en el que i(Injc(A)) C C*+.

Lema 3.60. Sean (A, E) una categoria exacta con suficientes E-proyectivos y € -inyectivos
sumergida en una categoria abeliana C, via i : A — C, y Z C A una clase de objetos.
Sii(Projg(A)) C +C, entonces se cumplen los siquientes enunciados:

(a) i(Projs(A)) es un generador proyectivo relativo en i(A);

(b) i(Inj(A)) es un cogenerador i(A)-inyectivo relativo en i(A);
(¢) i : Extl (A, A") 2 Exth (i(A),i(A") VA, A’ € A, Yk > 0;

(d) i(2+¢) = i(2)" Ni(A) yi(te2) = i(2) Ni(A).

Demostracion.

(a) En efecto, como la inclusién natural i : A — & es un funtor exacto y A tiene
suficientes E-proyectivos, sabemos que para todo A € A existe una sucesién
exacta en C

0—i(A) —i(P)—i(A) =0

con A, P € Ay P € Projg(A). Finalmente, note que +C = Proj (C).
(b) Usando (c), la prueba es andloga a la primera parte de la prueba de (a).

(c) Para k = 1, se sigue de 3.59(a). Para ver que Extf (i(A),i(A")) = Extk (A, A)
VA, A" € A, Yk > 1 recurrimos al lema del corrimiento. En efecto, dado A € A,
utilizando (a) podemos construir una sucesion exacta en C

0= i(Ay) = i(Py) 5 i) = i(A) = 0

donde i(P;
i(A)Vj el

Extf™ (i(A),i(A")) = Ext} (i(Ay), i(A)) = Extly (A, A') = Extq™ (4, A") V& > 0.

) € Z(PrOJg(A)) C Proj(C) Vj € [1,n], A, € Ay i(4;) :==1Im(f;) €
1,k —1]. Asi que, por el lema del corrimiento A.76 y 3.59(a), tenemos
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(d) En efecto, por (c) tenemos que

i(2)* Ni(A) = {i(A) € i(A) | Extg (i(2),i(A)) = 0k > 1}
= {i(A) € i(A) | Ext}y (2,4) = 0Vk > 1}
:z(ZLf).

Analogamente, se sigue por (c) que i(+¢Z) = +i(Z) Ni(A).
[

Lema 3.61. Sean ' : A — C un funtor fiel y pleno y X, C A tales que [X] = X y
V] =Y. Si[F(X)] =[F())], entonces X =Y.

Demostracion. Sea X € X. Luego, como F(X) € [F(X)] = [F())], existe Y € Y
tal que F(X) = F(Y). Ahora, como F' : Homyu(X,Y) — Home(F(X), F(Y)) es un
isomorfismo, se sigue que X =Y € ). Por lo tanto, X € ), probandose que X C ).
Anélogamente, Y C X. O

Teorema 3.62. Sea (A, E) una categoria exacta completa por idempotentes, con su-
ficientes &-proyectivos y E-inyectivos sumergida en una categoria abeliana C, via i :
A — C, tal que i(Proj¢(A)) C Proj(C) y T C A. Entonces, los siguientes enunciados
son equivalentes para n € N.

(a) T es una clase n-tilting pequena en (A, E).
(b) [i(T)] es una clase n-[i(A)]-tilting pequena en C.

Demostracion. Sea T' := [i(T)].

(a) = (b) Veamos que se verifican las condiciones para que 7 sea una clase n-[i(.A)]-
tilting pequenia en C.

(TO0) Dado que add (7)) = T, por 3.58, se sigue que add (7") = T".
(T1) Por 3.60(c) y (TEC1), tenemos que para 7' € T

pdica) (i(T)) = min {n > 0| Ext§ (i(T),i(A)) = 0k > n}
= min {n > 0| Ext® (T,A) = 0Vk > n}
= pdg (T) <n.
Por lo tanto pd; 4,(7") = pde (T) < n.

(T2) Por (TEC2) tenemos que 7 C T*¢ . Luego, como i(7T)* = T, utilizando
3.60(d) se sigue que i(T) Ci(TLe) =i(T)r Ni(A) € T Ni(A)]. Por lo tanto,
T CT+Nli(A).
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(T3) Por (TEC3) existe un w E-generador relativo en A tal que w C 7. Note que
i(w) es un generador relativo en i(\A). Luego, como i es un funtor exacto, tenemos
que

iw) €i(Toe) € GT)ia S Ty

(T4) Por 3.60(b) sabemos que i(Inj¢(.A)) es un cogenerador i(.A)-inyectivo relativo en
i(A), y como T C A, se sigue de 3.60(d) que

i(Injg(A)) Ci(TH) =i(T)F ni(A) C T+ nli(A)]

(T5) Por (TEC4), sabemos que todo objeto de T¢ admite una 7T-precubierta. En-
tonces, como i es un funtor pleno se sigue que todo objeto de i(7+¢) admite
una i(7)-precubierta. Note que 7’ C [i(A)]. Sea X € T+ N [i(A)]. Luego, existe
A € Atal que X 2 i(A). Ahora, como T+ =i(T)*, se tiene por 3.60(d) que

i(A) €i(T)FNi(A) =i(TH)Ni(A).

Por lo tanto, i(A) admite una i(7)-precubierta. Asi que, como X = i(A), con-
cluimos que X admite una 7’-precubierta.

(b) = (a) Por 3.56, es suficiente mostrar que 7 es n-tilting Zhu-Zhuang en (A, €) y
que T es precubriente en 7+¢. Primeramente notemos que por 3.41 y por definicién,
[i(A)] es cerrado por extensiones y sumandos directos. Sea m := max{1,n}. Por 2.25,
tenemos que genl!™I(T") N [i(A)] = T'+ N [i(A)]. Luego, por 3.58 y 3.60(d), se sigue
que

[i(Presy (T))] = genld (i(T)) N [i(A)] = i(TH) N[i(A)] = [T ni(A)] = [i(T)] .

Asi que, por 3.61, podemos concluir que Presf'(7) = T*¢. Luego, por 3.52, tenemos
que T es n-tilting Zhu-Zhuang en (A, £). Veamos finalmente que 7 es precubriente en
T+e. En efecto, por 2.2(T5), sabemos que todo objeto de X € [i(T)]+ N [i(A)] admite
una [i(7T)]-precubierta. Entonces, como [i(7T)]+ N [i(A)] = [i(TLE)] por 3.60(d), e i es
un funtor pleno, esto quiere decir que todo objeto de T+¢ admite una 7 -precubierta.
Por lo tanto, de 3.52 podemos concluir lo deseado. O]

Lema 3.63. Sean (A, £) una categoria exacta esqueléticamente pequena con suficientes
E-proyectivos y P := Projg(A). Entonces, el funtor

i: A— Mod(P?), X — Hom(—, X)|p,

es aditivo, fiel, pleno, exacto, refleja exactitud y i(P) C Proj (Mod(P?)).

Demostracion. Se sigue de [Enol7, Proposition 2.1]. O
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Corolario 3.64. Sean (A, E) una categoria exacta esqueléticamente pequena que es
completa por idempotentes y tiene suficientes E-proyectivos y E-inyectivos. Entonces,
usando la inclusion i : A — Mod (P), dada por 3.63, las siguientes condiciones son
equivalentes para una clase T C A:

(a) T es n-tilting pequena en (A, E);
(b) [i(T)] es n-[i(A)]-tilting pequeria en Mod (P).

Demostracion. Se sigue de 3.63 y 3.62. O]

3.5. La teoria tilting relativa de S. K. Mohamed

A continuacién presentamos un tipo de categoria exacta considerada por Soud Kha-
lifa Mohamed. Los objetos n-tilting Auslander-Solberg, asociados a dicha categoria
fueron estudiados por primera vez en [Moh09]. Comenzaremos reformulando algunos
resultados de este trabajo.

Proposicién 3.65. [AS93a, Proposition 1.7/[Moh09, Proposition 2.2][Moh09, Propo-
sition 2.4J[AS93a, p.2998] Sean A una dlgebra de Artin, C C mod (A) una clase de
objetos funtorialmente finita y cerrada por extensiones, X = add (X') un generador re-
lativo en C y precubriente en C. Consideremos la clase Ex de sucesiones exactas cortas

0> A—=BLC =0 enmod (A) tales que Homy (X, f) es sobreyectivo VX € X.
Entonces, se cumplen los siguientes enunciados:

(a) Ex :={M|n € Ex} es un subfuntor aditivo de Ext} (—,—);

(b) para toda sucesion exacta 0 — A — B L0 =0 en &y con B,C € C, se tiene
que A € C;

(c) (C,ES) es una categoria exacta esqueléticamente pequeria, donde

S ={ne&x(X,Y)| X, Y €C};

(d) Si Iec(Ex) = {X € C|Homp(n, X) es exacta Vn € Ex} es preenvolvente en C,
entonces existen suficientes ES-inyectivos en (C,ES);

(e) (C,ES) tiene suficientes ES-proyectivos y X = Projec (C).

Demostracion.
(a) Ver [AS93a, Proposition 1.7].
(b) Se sigue de [Moh09, Proposition 2.2].
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(¢) En efecto, como 0 € C y C es cerrada por extensiones en mod (A), se sigue que C

es una subcategoria aditiva plena de mod (A).

(EO) Por definicién, es claro que Ex contiene a las sucesiones exactas cortas que

se escinden. En particular, podemos afirmar que 1¢ es un mono admisible
y un epi admisible en £§ VC € C.

(El) Sean f : A — By g : B — C epis admisibles en £5. En este caso,

por definicién tenemos que Homy (X, f) v Homa (X, g) son sobreyectivas
VX € X. Entonces, gf es un epi admisible en £5 debido a que

Homy (X, gf) = Homy (X, g)Homy (X, f)

es sobreyectiva.
Veamos ahora que la composicion
de monos admisibles en £ es un

mono admisible. Consideremos su- 0 0
cesiones exactas cortas en £$
c d
a 0 A B 0
0+B%DAYE—0 y H ¢
a
05A45BLC—o. ac e
0 A D P 0
Queremos mostrar que la sucesion b
exacta
E—F
0-ASDSP—0
también pertenece a £5. 0 0

Para ello basta observar que al aplicar el funtor Hom, (X, —), con X €
X, a las columnas del diagrama anterior, obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo con renglones exactos.

0 — Homa(X,B) — Homx(X,D) — Homp(X,E) — 0
L (X,d) L (X,e) LX)
0 — Homa(X,C) — Homy(X,P) — Homy(X,E) — 0

Observamos que Homy (X, d) y Homy (X, 1) son epimorfismos. Asi que, por
el Lema del 5 corto [MLI8, Chapter VIII. Section 4. Lemma 1], podemos
concluir que Homy (X, €) es un epimorfismo, para todo X € X. Por lo tanto,
la composicién ac es un mono admisible en £5.

(E2) Se sigue de (a), ver [AS93a, p.2998] para los detalles.

(d) Se sigue de [Moh09, Proposition 2.4].
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(e) Sesiguede (b)y de que X = add (X) es un generador relativo en C y precubriente
en C.

]

Con las consideraciones enunciadas en la proposicién anterior, el contexto de categoria
exacta considerado por S.K. Mohamed es el siguiente.

Definicién 3.66. [Moh09, Section 4] Sea A una &lgebra de Artin. Un contexto de
Mohamed en mod (A) es un par (C, X') de clases de objetos en mod (A) que satisfacen
las siguientes condiciones:

(MC1) C es funtorialmente finita y cerrada por extensiones;
(MC2) X = add(X) es un generador relativo en C y precubriente en C;
(MC3) Z(Ex) es preenvolvente en C.

El siguiente resultado de Maurice Auslander y Sverre Olaf Smalg nos seré de utilidad.
Para ello recordamos que A C mod (A), con A una k-algebra de Artin, es de tipo
finito si add (A) = add (A) para algin A € mod (A).

Proposicién 3.67. [AS80, Proposition 4.2] Sea A Cmod (A) de tipo finito, con A una
k-dlgebra de Artin. Entonces, A es funtorialmente finita en mod (A). En particular,
add (X) es funtorialmente finita en mod (A), para todo X € mod (A).

Observacién 3.68. Sea (C,X) un contexto de Mohamed en mod (A). Notamos lo
stquiente.

(1) Por 3.65, (C,E$) es una categoria exacta esqueléticamente pequena, con suficien-
tes ES.-proyectivos y ES-inyectivos, y Projec (C)=X.

(2) En general, la inclusion (C,ES) — mod (A) no refleja la ezactitud. De modo que
(C, &%) no siempre estd sumergida en mod (A) via la inclusién C C mod (A). Por
ejemplo, consideremos A := Rlz]/ (z*), M = sA, N := 2°M y K := N/2?N.
Sean C := mod (A) y X := add (M @ K). Por 3.67, se sigue que (C,X) es un
contezto de Mohamed en mod (A). Notemos que la sucesion exacta corta natural

0—=+N—-M-—K-=0
no pertenece a £S debido a que no se escinde.

Lema 3.69. [Enol7, Proposition 2.1, Proposition 2.8] Sean (A, E) una categoria exac-
ta esqueléticamente pequena con suficientes E-proyectivos, P := Proje(A) y proj(PP)
la clase de objetos proyectivos finitamente generados en Mod (P°). Entonces, se cum-
plen los siguientes enunciados:
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(a) el funtor aditivo i : A — Mod (P), A — Homa(—, A)|p, es fiel, pleno, exacto
y refleja exactitud;

(b) [i(P)] € Proj (Mod(P));

(c) Exthy (X,Y) = Extyp,qpor) (((X),i(Y)) VE > 1;

(d) proj (P) = add (i(A)).

El siguiente lema nos ayuda a caracterizar cuando una clase A C mod (A), con A una
k-édlgebra de Artin, es cerrada por sumandos directos.

Lema 3.70. Sean A wuna dlgebra de Artin y (C,X) un contexto de Mohamed en
mod (A). Consideramos la categoria Mod(P?), donde P := Projec(C) = X, y el
funtor de Yoneda i : C — Mod (P?), C' — Homy(—,C)|p. Entonces, los siguientes
enunciados son equivalentes:

(a) C =smd (C) en mod (A);
(b) C es completa por idempotentes;
(c) [i(C)] = smd (i(C)) en Mod (P?).

Demostracion. Note primero que C es una subcategoria aditiva de mod (A) cerrada por
isomorfismos y (C, £$) es una categoria exacta. Luego, por 3.41 tenemos la equivalencia
entre (b) y (c).

(a) = (b) Se sigue inmediatamente de que C es una subcategoria aditiva plena de

mod (A), cerrada por isomorfismos, y de que los idempotentes en mod (A) se escinden.

(b) = (a) Se prueba de manera similar a 3.41. En efecto, scean C e Cy C = X @Y
en mod (A). Consideramos el morfismo idempotente e = pm, donde p : X — C'y
m: C — X son la inclusion y la proyeccion natural, respectivamente. Ahora, por 3.32
existe una sucesién exacta que se escinde en mod (A)

0—>K£>Ci>l—>0,

donde k es el ntcleo de e y K € C. Por lo tanto, X = K y asi C es cerrado por
sumandos directos. O

Corolario 3.71. Sean A una k-dlgebra de Artin y (C, X) un contexto de Mohamed en
mod (A). Consideremos la categoria exacta (C,ES) (ver 3.65), P = Projec (C) = X y
el funtor i : C — Mod (P?), C +— Homy(—,C)|p. Entonces, para T C C, n € Ny
m :=max {1,n}, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) T es una clase n-tilting Auslander-Solberg en (C,é')c() tal que T es precubriente

C
en TLSX )

144



3.5 La teoria tilting relativa de S. K. Mohamed

(b) [i(T)] es una clase n-[i(C)]-tilting pequenia en Mod(PP).
(c) T es una clase n-tilting Zhu-Zhuang en (C,E/%) tal que T es precubriente en
s

(d) T es una clase n-tilting pequernia en (C,é’g{).

e) T es precubriente en T y Presge (T) = T
EX

Demostracion. Se sigue de 3.56, 3.57, 3.69, 3.70 y 3.62. O

Corolario 3.72. Sean A una k-dlgebra de Artin, (C,X) un contexto de Mohamed en
mod (A), T" € mod (A), n € N ym :=max {1,n}. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes.

(a) T es un objeto n-tilting Auslander-Solberg en (C,EQC().
(b) i(T) es un objeto n-[i(C)]-tilting pequerio en Mod (PP).
(c) T es un objeto n-tilting Zhu-Zhuang en (C, 55()

(d) T es un objeto n-tilting pequeno en (C,ng).

(e) Presge (add(T)) = T

Demostracion. Se sigue de 3.71 ya que si consideramos en 3.71 7 C C de la forma
T =add (T), con T € C, autométicamente 7 es precubriente en T e (ver 3.67). O

En lo que sigue, hablaremos un poco sobre un concepto precursor del trabajo de S.
K. Mohamed que abordamos antes. Dicho concepto es la teoria tilting relativa a un
subfuntor del Ext} (—, —) desarrollada por Maurice Auslander y @yvind Solberg en
[AS93b]. Dicho concepto es un caso particular de la teorfa desarrollada por S. K.
Mohamed. Veremos a continuacién céomo se pueden construir contextos de Mohamed
en mod (A) asociados a subfuntores aditivos de Ext} (—, —).

Comenzaremos recordando algunas definiciones y hechos del trabajo de Auslander y
Solberg.

Definicién 3.73. [AS93a, Section 1] Sean A un &dlgebra de Artin y F' un subfuntor
aditivo de Ext} (—, —).

(a) Diremos que una sucesion exactan: 0 - N — M — K — 0 en mod (A) es
F-exacta sifj € F(K,N).
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(b) Diremos que un objeto P € mod (A) es F-proyectivo si para toda sucesién
F-exacta 0 = N - M — K — 0, se tiene que la sucesion

0 — Homy (P, N) — Homp (P, M) — Homy (P, K) — 0

es exacta.

(c¢) Diremos que un objeto I € mod (A) es F-inyectivo si para toda sucesion F-
exacta 0 - N — M — K — 0, se tiene que la sucesion

0 — Homy (K, 1) — Homy (M, I) — Homuy(N,I) — 0

es exacta.
(d) Denotaremos como P(F') a la clase de A-médulos F-proyectivos.
(e) Denotaremos como Z(F') a la clase de A-médulos F-inyectivos.

(f) Diremos que F tiene suficientes proyectivos si para todo M € mod (A) existe
una sucesién F-exacta 0 - M — P — M — 0 con P € P(F).

(g) Diremos que F' tiene suficientes inyectivos si para todo M € mod (A) existe
una sucesién F-exacta 0 - M — I — M’ — 0 con [ € Z(F).

(h) Sea X C mod (A). Para cada A,C € mod (A) se define Fx(C, A) como el grupo
de extensiones 77 € Exti (C,A), conn: 0 - A - B — C — 0, tales que
Homy (X, B) — Homy (X, C) — 0 es exacta. Dualmente, F¥(C, A) es el grupo
de extensiones 17 € Ext} (C,A), conn: 0 - A —- B — C — 0, tales que
Homp (B, X) — Homy (A4, X) — 0 es exacta.

En lo que sigue, reuniremos una serie de hechos basicos de la teoria desarrollada en
[AS93a].

Proposicién 3.74. Sean A un dlgebra de Artin y X C mod (A).
(a) [AS93a, Proposition 1.7] Fy y F* son subfuntores aditivos de Ext} (—,—).

(b) [AS93a, Section 1, p.2998] Sea F un subfuntor aditivo de Ext} (—,—). Sin es F-
exacta y f € Homy (X, K) y g € Homy(N,Y'), entonces nf y gn son F-ezxactas.

(c) [AS93a, Section 1, p.3001] La correspondencia F' — P(F') es una biyeccion en-
tre subfuntores aditivos de Ext} (—, —) con suficientes proyectivos y clases pre-
cubrientes X en mod (A) tales que proj (A) C X = add (X).

(d) [AS93a, Section 1, p.3001] La correspondencia F +— Z(F') es una biyeccion en-
tre subfuntores aditivos de Ext} (—, —) con suficientes inyectivos y subcategorias
preenvolventes X en mod (A) tales que inj (A) C X = add (X).

(e) [AS93a, Proposiion 1.10, Corollary 1.13] Sea X C mod (A) tal que proj(A) C
X = add (X). Entonces, Fx tiene suficientes proyectivos e inyectivos si, y solo
si, X es funtorialmente finita.
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(f) Sean F un subfuntor aditivo de Ext} (—, —) con suficientes proyectivos y Er la
clase de sucesiones F-exactas. Entonces, (mod (A),Er) es una categoria exacta.
Mas aiin, Proj, (mod (A)) = P(F) y Inje, (mod (A)) = Z(F).

Observacién 3.75. El inciso (d) de 3.7} se puede justificar como un caso particular
de 3.65(c). Sin embargo, cabe preguntarse cudles son las condiciones minimas sobre
F para que (mod (A),Er) sea una categoria exacta, con A una k-dlgebra de Artin. La
respuesta a esta cuestion es respondida, en [DRST 99/, por: Peter Drdzler, Idun Reiten,
Sverre Smalg, Oyvind Solberg y Bernhard Keller. La incluimos a continuacion.

Proposicién 3.76. [DRS 99, Proposition 1.4] Sean (A, E) una categoria exacta, F un
subfuntor aditivo de Ext%Ag) (—, =) y EF la clase de sucesiones exactas cortasn € & ta-
les que 1 € F(X,Y) para determinados X,Y € A. Entonces, los siguientes enunciados
son equivalentes:

(a) (A,EFr) es una categoria exacta;

(b) F es cerrado a izquierda, es decir, la sucesion
F(C,X)— F(B,X) = F(A,X)

es exacta para toda 0 - A — B — C' — 0 F-exacta y VX € A;

(c) F es cerrado a derecha, es decir, la sucesion
F(X,A) - F(X,B) = F(X,C)

es exacta para toda 0 - A — B — C — 0 F-exacta y VX € A;

(d) F es cerrado a derecha y a izquierda.

Proposiciéon 3.77. Para una k-dlgebra de Artin A y un subfuntor aditivo F de
Ext} (=, —), las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) F tiene suficientes proyectivos e inyectivos si, y solo si, P(F) es funtorialmente
finita y F' = Fpp.

(b) Sea F' con suficientes proyectivos e inyectivos. Entonces, el par (mod (A),P(F))
es un contexto de Mohamed en mod (A) y E;H(O;)(A) =Ep.

Demostracion.
(a) Se sigue de [AS93a, Corollary 1.13].

(b) Por (a), tenemos que F' tiene suficientes proyectivos e inyectivos y F' = Fp(p).
. mod(A)
En particular, EP(F) =E&p.

]
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Tenemos las siguientes equivalencias.

Corolario 3.78. Sean A una dlgebra de Artin, F un subfuntor aditivo de Ext} (—, —)
con suficientes proyectivos e inyectivos, T C mod(A), n € N y m := max{l,n}.
Consideramos el funtor de Yoneda i : mod (A) — Mod (P?), M — Homy(—, M)|p,
donde P := P(F). Entonces, (mod (A),Er) es una categoria exacta con suficientes
Er-proyectivos y Ep-inyectivos y los siquientes enunciados son equivalentes:

(a) T es una clase n-tilting Auslander-Solberg en (mod (A),Er) y precubriente en

Tler
(b) [i(T)] es una clase n-[i(mod (A))]-tilting pequenia en Mod (P);
(¢c) T esuna clase n-tilting Zhu-Zhuang en (mod (M), Ex) y es precubriente en T ¢F ;
(d) T es una clase n-tilting pequenia en (mod (A),Er);
(¢) Presg (T) =T"¢r y T es precubriente en T5r .

Demostracion. Se sigue de 3.71 ya que, por 3.77, el par (mod (A) , P(F')) es un contexto
de Mohamed en mod (A) y 5;1(013)(’\) = Ep. O

Corolario 3.79. Sean A una dlgebra de Artin, F un subfuntor aditivo de Ext} (—, —)
con suficientes proyectivos e inyectivos, T € mod(A), n € N y m = max{l,n}.
Entonces, T € mod (A) es n-tilting de Auslander-Solberg en (mod (A),Er) si, y sdlo
si, T+¢r = Presg (add (T)).

Demostracion. Se sigue de 3.78 y de que add (7T') es precubriente para todo T €
mod (A). O

Observacién 3.80.

(a) Note que [Weil0, Theorem 3.10] es un caso particular de 3.79. En efecto, J. Wei
pide que F sea un subfuntor aditivo de Ext} (—,—) con suficientes proyectivos
tal que P(F) sea de tipo finito. Esto implica que F' tenga suficientes proyecti-
vos e inyectivos por [AS93a, Theorem 1.12], [AS93a, Corollary 1.13] y [AS80,
Proposition 4.2].

(b) Para un ejemplo donde se puede utilizar 3.79 pero no [Weil0, Theorem 3.10] re-
comendamos ver [Rin91] y [EMM10]. En efecto, en [Rin91, Theorem 3] se prueba
que si A es un dlgebra quasi-hereditaria, entonces F(A), la clase de A-mddulos
finitamente generados filtrados por los modulos estandar, es una clase resolvente.
Ast que, en este caso, podemos afirmar que proj (A) C F(A) = add (F(A)). Mas
atn, en [Rin91, Theorem 1] se prueba que F(A) es funtorialmente finita. Por lo
tanto, Fir(a) tiene suficientes proyectivos e inyectivos por 3.74 (e). Ahora, para el
ejemplo buscado necesitamos una k-dlgebra A tal que P(Fra)) = F(A) no sea
de tipo finito, la cual se puede encontrar en [EMM10, Section 3.5].
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3.6. Clases tilting en categorias de funtores

Desde principios de la década del 2010, Roberto Martinez Villa y Martin Ortiz Morales
iniciaron una serie de trabajos con el objetivo de extender la teoria tilting a categorias
de funtores [MVOM11, MVOM13, MVOM14]. En las siguientes lineas veremos cémo
dichos objetos tilting se pueden ajustar a la definicién de n-X-tilting. Comenzaremos
siguiendo los pasos de Maurice Auslander en [Aus74].

En esta seccion, C denotara una categoria aditiva esqueléticamente pequena
y Mod (C?) denotara a la categoria de funtores aditivos contravariantes de C en la
categoria Ab de grupos abelianos.

Lema 3.81. [Aus7/4, Proposition 2.1.(b),p.186] Un objeto F' € Mod (C?) es finita-
mente generado si, y solo si, existe un epimorfismo @,y Home(—,C;) — F, con [
finito, donde C; € CVi € 1.

Definicién 3.82. [Aus74, Section 2, pp.187] Diremos que un objeto F' € Mod (C) es
finitamente presentado si existe una sucesion exacta

Home(—,C") — Home(—,C) — F — 0

donde C,C" € C. Més ain, denotaremos por f.p. (C) a la subcategoria de objetos
finitamente presentados de Mod (C?). Cabe observar que una notacién cominmen-
te utilizada para esta clase es mod(C).

Proposicion 3.83. [Aus7/, Section 2, pp.184-185] Se tienen las siguientes propiedades
en Mod (C).

(a) Una sucesion My — My — My es exacta en Mod (C) si, y sélo si, la sucesion
M, (C) — My (C) — M;3(C) es exacta en Ab, para todo C' € C.

(b) Mod (C°) es una categoria abeliana con coproductos y productos arbitrarios.
De hecho, Mod (C°?) es una categoria AbS5. Esto es, una categoria Ab3 tal que
los limites filtrados son exactos. Cabe senalar que esta condicion implica que
Mod (C?) es Ab4 [Pop73, Chapter 2. Corollary 8.9)].

(¢) Un objeto P € Mod (CP) es proyectivo si, y sdlo si, P es sumando directo de un
coproducto @;c;y Home(—, C;), donde C; € CVi € I.

(d) Para todo M € Mod (C) existe un conjunto {C;}icr € C y un epimorfismo
@®,c; Home(—, C;) — M. Por lo tanto, Mod (C) tiene suficientes proyectivos.

Podemos ademads afirmar que Mod (C°) tiene suficientes inyectivos.

Lema 3.84. [MVOM14, Lemma 2] La categoria Mod (C°) tiene suficientes objetos
inyectivos.
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Definicién 3.85. [Aus74, Section 2, p.187] Sea C una categoria aditiva esqueléticamen-
te pequena. Denotaremos como proj (C?) a la subcategoria de objetos proyectivos
finitamente generados en Mod (C°). Cabe senalar que en algunas fuentes bibliogra-
ficas, incluyendo los trabajos de R. Martinez Villa y M. Ortiz Morales, se utiliza la
notacién P(C).

Definicién 3.86. [Aus74, Section 2, pp.188] Una variedad de annuli es una categoria
aditiva esqueléticamente pequenia C en la cual los idempotentes se escinden.

Proposicion 3.87. [Aus7j, Proposition 2.2, Proposition 2.5] Sea C una categoria
aditiva esqueléticamente pequena. Entonces, se cumplen los siguientes enunciados:

(a) proj (CP) es una variedad de annuli;

(b) Mod (C) es equivalente a Mod (proj(C)).

Observemos que la proposicién anterior nos da la libertad de suponer que C es una
variedad de annuli al estudiar la categoria Mod (CP).

Definicién 3.88. [MVOM14, Definition 8] Sea C una variedad de annuli. Diremos que
T C Mod (C) es una categoria tilting si se satisfacen las siguientes condiciones:

(FTO) 7 =smd (T) C f.p.(C);

(FT1) pd(7) < 1;

(FT2) T C T

(FT3) coresdim; (Home(—,C)) <1VC eC.

Diremos que un objeto 7' € Mod (C?) es un funtor tilting grande (pequeno) si
Add (T) (add (7)) es una categoria tilting.

Cabe mencionar el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.89. Sean C una wvariedad de annuli y T wuna categoria tilting en
Mod (C°?). Entonces, Geny(T) =T+ y gen,(T) = T+ Nf.p. (C?).

Demostracion. La primer igualdad se sigue de [MVOM14, Proposition 10] usando que
pd (T) < 1. La segunda se sigue de la primera usando 2.47 y 3.81. H

Teorema 3.90. Sean C una variedad de annuli y T C f.p.(C?). Entonces, las si-
guientes condiciones son equivalentes:

(a) T es una clase 1-Mod (C)-tilting grande;
(b) T es una subcategoria tilting tal que T = Add (T) es precubriente en T.
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Demostracion.

(a) = (b) Supongamos que T es una clase 1-Mod (C)-tilting grande. En particular,
T = Add(T); y por (T5), se sigue que T es precubriente en 7+ = T=. Ahora,
por 2.2(T1) se sigue 3.88(FT1); por 2.2(T2) se sigue 3.88(FT2), pues T+ = T+
debido a que pd (7) < 1. Sean p := {Home(—,C)}cec v w := Add (p). Por 2.23(a)
w C H(T+) = TV. Luego, por 2.16, tenemos que coresdim (w) < pd (7) < 1. Por lo
que, 3.88(FT3) también se satisface.

(b) = (c) Sea T una subcategoria tilting tal que 7 = Add (7)) y es precubriente en
T+. Por 3.84 tenemos que T satisface (T4), con respecto a Mod (C°). Ademas, T
satisface (TS5), con respecto a Mod (C?), ya que T es precubriente en T+ = T4 por
hipdtesis. Finalmente, como 7 = Add (7), tenemos por 3.89 que Facy(T) = Geny (7).
Luego, concluimos que 7 es 1-Mod (C?)-tilting por 2.25. ]

Definicién 3.91. [Aus71, Section 6] Sea C una categoria preaditiva esqueléticamente
pequena.

(a) Sea f : A — B un morfismo. Diremos que un morfismo g : ¢ — A es un
pseudo-kernel, o bien niicleo débil, de f si

Home(—, &) "4 Home(—, A) ™" Home (-, B)

es una sucesion exacta.

(b) Sea g : C — A un morfismo. Diremos que un morfismo f : A — B es un
pseudo-cokernel, o bien conticleo débil, de f si

Home (B, —) """ Home (4, —) "™ Home (€, -)

es una sucesion exacta.

(¢) Decimos que C tiene pseudo-kerneles, o bien nicleos débiles, si para todo
morfismo en C existe un nicleo débil.

(d) Decimos que C tiene pseudo-cokerneles, o bien contcleos débiles, si para
todo morfismo en C existe un contcleo débil.

Teorema 3.92. Sean C una variedad de annuli que admite nicleos débiles y tal que
f.p. (C°) tiene suficientes inyectivos. Entonces, para T C f.p.(C), las siguientes
condiciones son equivalentes.

(a) T es una clase 1-f. p. (C°P)-tilting pequena proj (C°?)-saturada;
(b) T = add (T) es una subcategoria tilting precubriente en T+ N f.p. (CP).

Demostracion. Note que T+ = T+ si pd (T) < 1. Ahora, por [Enol7, Proposition
2.6] y [Enol7, Proposition 2.7], se sigue que f. p. (C) es una clase gruesa en Mod (C)
y proj (C°) es un generador relativo en f.p. (C).
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(a) = (b) Supongamos que se satisfacen las condiciones de (a). En particular, T =
add (T); y por (T5), se sigue que T es precubriente en 7+t N f.p. (C%). Ahora, por
2.2(T1) se sigue 3.88(FT1); por 2.2(T2) se sigue 3.88(FT2), pues 7+ = T+ debido a
que pd (T) < 1. Sean p := {Home(—, C) }oec vy w := add (p). Por 2.23(a) w C +(T+) =
TV. Luego, por 2.16, tenemos que coresdim (w) < pd (7)) < 1. Por lo que, 3.88(FT3)
también se satisface.

(b) = (a) Supongamos que se satisfacen las hipdtesis de (b). Dado que f.p. (C)
tiene suficientes inyectivos, tenemos que 7T satisface (T4), con respecto a f.p.(C).
Ademds, T satisface (TS5), con respecto a f.p.(C), ya que T es precubriente en
THNnf.p.(CP)y T+ = T+ Finalmente, como 7 = add (7), tenemos por 3.89 que
Faci(T) Nf.p. (C%) = gen,(T) = T+ Nf.p.(C). Luego, concluimos (a) por 2.25. [

Recordamos que (ver [AR74, p.307]) una R-variedad dualizante es una R-categoria
C, con R un anillo artiniano, tal que C es una variedad de annuli en la que el funtor
D : f.p.(C) — f.p.(C?), dado por D(M)(X) = Homg(M(X), Io(top(R))), es una
dualidad de categorias.

Proposicion 3.93. Sea C una categoria aditiva esqueléticamente pequena con pseudo-
kerneles. Entonces, f.p. (C?) = (proj (C°)) 2 y es una subcategoria gruesa de Mod (C°P).

[e.9]

Demostracion. Se sigue de [Enol7, Proposition 2.6, Proposition 2.7]. O

Lema 3.94. Sea C una R-variedad dualizante tal que C tiene nicleos y conicleos
débiles. Entonces, f.p.(C?) = (proj (C))%, y es una subcategoria abeliana gruesa de
Mod (CP) que tiene suficientes inyectivos.

Demostracion. Aplicando 3.93 a C, se tiene que f.p.(C?) = (proj (C))., y es una
subcategoria abeliana gruesa de Mod (C°). Aplicando 3.93 a C?, se tiene que f. p. (C) =
P(C)%, tiene suficientes proyectivos. Luego, por la dualidad D : f.p.(C) — f.p. (C),
se tiene que f.p. (C) tiene suficientes inyectivos. O

En [MVOM13], R. Martinez Villa y M. Ortiz Morales continuaron desarrollando una
teoria tilting en categorias de funtores y presentaron la siguiente definicion.

Definicién 3.95. [MVOMI13, Definition 6] Sean C una variedad de annuli y 7 C
Mod (C°) una subcategoria plena. Diremos que 7 es una subcategoria n-tilting
generalizada si satisface las siguientes condiciones:

(FGTO) 7 =smd (7);

(FGT1) T C (proj (C))p;
(FGT2) TCTH

(FGT3) Home(—,C) € TVVC € C.
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Diremos que un objeto T € Mod (C?) es un funtor tilting pequeiio (grande)
generalizado si add (T") (Add (7)) es una subcategoria tilting generalizada.

Nuestro objetivo, para finalizar esta seccion, serda encontrar una generalizacion del
teorema anterior para esta definiciéon. Para ello, nos seran de utilidad los siguientes
resultados.

Proposicién 3.96. [MVOM13, Proposition 6, Proposition 7] Sea C una variedad de
annuli con pseudo-kerneles y T C Mod (C) una subcategoria tilting generalizada.
Entonces, T tiene pseudo-kerneles si, y solo si, T es precubriente en f.p. (CP).

Proposicién 3.97. [BGP19, Proposition C.1.(2)] Sea C una categoria aditiva esque-
léticamente pequena con pseudo-kerneles. Entonces, todo objeto X € f.p. (C?) admite
una sucesion exacta infinita de la forma

cee > Homc(—, C;L) — Homc(—,C"

n—

1) = -+ = Home(—,Cp) = X — 0,

donde Cj € CVi > 0. En particular, podemos afirmar que {Home(—,C)}oce €5 un
generador f.p. (CP)-proyectivo relativo en f.p. (C).

Proposicién 3.98. [Aus7/, Proposition 2.1(c)] Sea C una categoria aditiva esqueléti-
camente pequena. Entonces, los funtores finitamente generados son compactos.

Proposicién 3.99. [MVOM13, Corollary 2] Sea C una categoria aditiva esquelética-
mente pequena. Entonces, para todo n > 0, Ext”MOd(Cop) (M, —) conmuta con coproduc-
tos VM € (proj (C))L..

Corolario 3.100. Sea C una categoria aditiva esqueléticamente pequena con pseudo-
kerneles. Entonces, Extyy,qcor (M, —) conmuta con coproductos VM € f.p.(C?) y
Vn > 0.

Demostracion. Se sigue de 3.99 y 3.93. [

Teorema 3.101. Sean C una variedad de annuli con pseudo-kerneles y T C f.p. (CP).
Consideramos los siguientes enunciados:

(a) T es una clase n-f.p. (C°)-tilting pequena;

(b) T = T®<>= es una subcategoria n-tilting generalizada y f.p. (C°P) tiene un coge-
nerador f. p. (C°)-inyectivo relativo en f.p. (CP).

Entonces, (a) implica (b). Mds ain, en caso de que T tenga pseudo-kerneles, entonces
(a) es equivalente a (b).

Demostracion.

(a) = (b) Supongamos que T es n-f.p. (C°)-tilting pequena.
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Por 2.2(T1) se sigue 3.95(FGT1). En efecto, seaT" € T Por 3.97, p := {Hom¢(—, C)} ¢
es un generador f. p. (C°)-proyectivo relativo en f. p. (C°). Asi, podemos construir una
sucesion exacta

0— Foqq J, Home(—,C,) — -+ — Home(—,Cy) = T — 0

donde F,,;1 € f.p.(C). Consideremos la sucesién exacta
n: 00— Fu EN Home(—,C,) — F, — 0.
Luego, por el lema del corrimiento, tenemos que
Exthoaicor) (Frs Fa1) = Exty cony (T, Foga)

donde Extg/fgé(cop) (T, F,,41) = 0 por 2.2(T1). Por lo tanto, n se escinde y F, €
proj (C°). Por lo anterior hemos probado que 7 C proj (C) /.

Por 2.2(T2) se sigue 3.95(FGT2), ya que T =T Nf.p.(C?) C T+.
Finalmente, por 2.27(e) y 2.32(b), tenemos que

pCHTHNEp.(CP) =T )N (Ep.(CP), T) ST

Lo cual prueba 3.95(FGT3). Finalmente, por 2.2(T4), f. p. (C) tiene un cogenerador
f. p. (C°)-inyectivo relativo en f. p. (C).

(b) = (a) Supondremos que f. p. (C?) tiene un cogenerador f. p. (C)-inyectivo relativo
enf.p. (C”)y que T tiene pseudo-kerneles. Se sigue de 3.95(FGT1) que pds.p.cory (T) <
pd (7) < n, lo cual prueba 2.2(T1). Luego, como T C f.p.(C%), de 3.95(FGT2)
tenemos que

TOfp.(CP) =T C T

lo cual prueba 2.2(T2). La condiciéon 3.95(FGT3) implica 2.35(t3”). La condicion
2.2(T4) se satisface debido a que existe un cogenerador f.p.(C°)-inyectivo relativo en
f.p.(CP?)y T Cf.p.(C). Ahora, como T tiene pseudo-kerneles, sabemos por 3.96 que
T es precubriente en f.p. (C°). En particular, tenemos que todo Z € T+ Nf.p. (CP)
tiene una 7 -precubierta, satisfaciéndose 2.2(T5). Finalmente, por 2.46 podemos con-
cluir que 2.2(T3) se satisface ya que 2.35(t3”) se satisface y f.p.(C) es gruesa por
3.93. O

3.7. Modulos silting y objetos n-X-tilting

En esta seccién buscaremos encontrar una caracterizacion de los objetos silting como
objetos n-X-tilting para una clase X adecuada. Comenzaremos introduciendo la teo-
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ria silting desarrollada por Lidia Angeleri Hiigel, Frederik Marks y Jorge Vitoria en
[AHMV15].

Lema 3.102. [AHMV15, Lemma 2.3] Sean R un anillo y T € Mod (R) tal que
Gen,y (T) C T+, Entonces, (Geny (T),T+0) es par de torsién en Mod (R).

Lema 3.103. Los siguientes enunciados son equivalentes para T € Mod (R), con R
un anillo.

(a) Geny(T) = Geny(T) es una clase de torsion y Hom r(T, —) es exacto en Geny (T).
(b) Geny(T) = Geny(T) y T € +* Geny(T).

(c) Geny(T) = Gen,(T) N T+, donde Gen,(T) consiste de los submddulos de los
objetos de Geny(T).

Demostracion. La equivalencia entre (b) y (c) se sigue de [AHMV15, Lemdef 3.1]. La
implicacion (b) = (a) se sigue de 3.102. Para la implicacién (a) = (b), basta mostrar
que T € +1 Gen(T). Para ello, consideraremos una sucesién exacta

n: 0—-M—-N3T =0,

con M € Gen; (T), y probaremos que 7 se escinde. Dado que Gen; (T') es cerrada
por extensiones, tenemos N € Gen; (T'). Por lo tanto, la sucesién 7 se encuentra en
Gen; (T'). Asi que, por hipdtesis, tenemos la sucesién exacta

0 — Hom g(7, M) — Hom g(T, N) — Hom g(T,T) — 0,
lo que implica que existe f : T'— N tal que 17 = gf. n

Definicién 3.104. [AHMV15, Lemdef 3.1] Sea R un anillo. Diremos que 7' € Mod (R)
es quasitilting si T satisface alguno de los enunciados equivalentes de 3.103.

Definicién 3.105. [Fai72] Sea R un anillo. Diremos que 7" € Mod (R) es finendo si
g M es finitamente generado, donde E = Endg(M).

Recordamos la siguiente caracterizacion de los médulos finendo que engloba [AHTTO1,
Proposition 3.2] y [CM93, Lemma].

Proposicién 3.106. Para un anillo R y M € Mod (R), los siquientes enunciados son
equivalentes:

(a) M es finendo;
(b) eziste una add (M)-preenvolvente de R;
(c) existe una Geny (M)-preenvolvente de R;
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(d) Geny (M) es una clase preenvolvente;

(e) existe una Add (M)-preenvolvente de R;

(f) M* € Gen, (M), para todo X;

(9) Geny (M) es cerrado por productos arbitrarios;

(h) MM € Gen, (M).

Definicién 3.107. Denotaremos por qtilt(R) a la clase de todos los R-médulos qua-
sitilting finendo. Note que la relacién ~ en qtilt(R), dada por

T ~Ty & Add (Tl) = Add (Tz) s
es una relacién de equivalencia en qtilt(R).

Teorema 3.108. [AHMV15, Theorem 8.4] Sea R un anillo. Entonces, la correspon-
dencia T +— Geny (T') induce una biyeccion entre qtilt(R)/ ~ y las clases de torsion
T C Mod (R) con la siguiente propiedad:

(QT) todo M € Mod (R) admite una sucesion exacta M 4 B — C =0, donde ¢ es
una T -preenvolvente y C € 11T .

Lema 3.109. [AHMV15, Lemma 3.3] Sean R un anillo y T € Mod (R) quasitilting.
Entonces,

Add (T) = ** Gen, (T) N Gen, (T) .

Definicién 3.110. [AHMV15, Section 3.2] Dado un morfismo o en Proj (R), conside-
ramos la clase D, := {X € Mod (R) | Hom (¢, X) es un epimorfismo} .

El siguiente lema contiene una serie de propiedades de la clase D,. Los primeros cuatro
incisos se encuentran en [AHMV15, Lemma 3.6], los ultimos dos incisos aparecen en
la prueba de [AHMV15, Theorem 3.12]. Recordemos que D(R) denota la categoria
derivada de Mod (R) y que una presentacién proyectiva de un R-moédulo 7" es un
morfismo o : Py — Py con P_y, Py € Proj(R) y Coker (c) =T.

Lema 3.111. Para un morfismo o : P_y — Py en Proj(R), con Coker (o) = T, se
cumplen los siguientes enunciados.

(a) D, es cerrado por cocientes, extensiones y productos.
(b) D, C T+,

(¢c) X € D, si, y sélo si, Hompg)(o,w[1]) = 0 para toda presentacion proyectiva w
de X.

(d) X € D, si, y solo si, Homp(p (o, w[l]) = 0 para alguna presentacion proyectiva
w de X.
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(e) Sea {7 : P, = Q;}icr una familia de morfismos en Proj(R). Entonces, D, =
Nier Dr, donde 7 := @icr Ti - Bicr Fi = Dier Qi-
(f) Seana: P — Q yp: P — Q morfismos en Proj (R). Entonces D, C D., donde

— «Q . /
v = ﬁ>P—>QEBQ

Definicién 3.112. [AHMV15, Definition 3.7] Sean R un anillo y T € Mod (R).

(a) Decimos que T es silting parcial si existe una presentacion proyectiva o de T'
tal que:

(S1) D, es una clase de torsién;
(S2) T € D,.

(b) Decimos que T es silting si existe una presentacién proyectiva o de T tal que
Gen; (T') = D,. En tal caso, diremos que T es silting respecto a o.

Proposiciéon 3.113. Para un anillo R, los siguientes enunciados se satisfacen:
(a) [AHMYV15, Proposition 3.10] Todo R-mddulo silting es finendo y quasitilting.
(b) [AHMV15, Proposition 3.13(2)] Un R-mddulo es tilting si y sélo si es fiel y silting

(lo cual se cumple si y sélo si es fiel, finendo y quasitilting).

Proposicién 3.114. [AHMV15, Proposition 3.11] Sean T € Mod (R) y o una pre-
sentacion proyectiva de T'. Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes.

(a) T es un R-modulo silting respecto a o.

(b) T es un R-médulo silting parcial respecto a o y satisface el siguiente axioma:

(S3) eziste una sucesion ezacta R % Ty — Ty — 0, con Ty, Ty €Add (T)
y ¢ una D,-preenvolvente.

Ya estamos listos para empezar a desarrollar nuestro objetivo.

Lema 3.115. Para un anillo R yT € Mod (R) tal que pdy (T') < 1, donde Gen, (T') C
Y C Mod (R), los siguientes enunciados se satisfacen.

(a) (Gen, (T))"'NY C (Add(T)" N Y.
(b) Si Geny (T) = Geny(T), entonces (Geny (T)) NY = (Geny (T)) N Y.

Demostracion.

a) Como pdy (T') < 1, tenemos que (Add (T’ LNY = (Add (7)) NY. Por lo tanto,
Yy

(Geny (T NY C (Add(T)H) ™ NY = (Add(T)" NY.
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(b) Sea Gen,;(T) = Geny(T). Para probar (b) basta verificar que (Gen,; (7)) NY C
(Geny (T))" N Y. Consideremos M € (Geny (T))™' NY y N € Gen; (T). Como
Geny (T') = Geny(T'), podemos construir, para cada m > 1, una sucesion exacta

0—-K,—T,—..=>T - N—=0,

donde T; € Add (T) Vi € [1,m] y K,, € Geny (T). Luego, como M € (Gen, (T))"'N
Y C (Add (T))", por el lema del corrimiento tenemos que

Ext{' (N, M) = Ext} (K1, M) = 0Ym > 1.

Por lo tanto, M € Gen; (T)".
U

Definiciéon 3.116. Sean R un anillo y (X, )) un par de clases de objetos en Mod (R).
Denotaremos por Xz y) a la clase de objetos M € X que admiten una sucesién exacta

0—M—I)(X)—=Y —0,

donde X € X, Ye Yy I)(X) es la envolvente inyectiva de X en Mod (R).

Lema 3.117. Sean R un anillo, T € Mod (R) quasitilting tal que pdy (T') < 1, donde
Gen; (T) € Y C Mod (R). Entonces, se cumplen los siquientes enunciados, donde
w(T) = Geny (T)(z710)-

(a) TE*NY =T+ NY.

(b) Geny (T) =T+ N Y.

(¢c) Add (T) es un generador Gen, (T')-proyectivo relativo en Geny (T).
(d) (Geny (T))" NY = (Geny (T))" N Y.

(e) w(T) es un cogenerador Gen; (T')-inyectivo relativo en Geny (T).
(f) w(T) C Geny (T)*" C T+.

(9) GenS™")(T) = Gen, (T).

Demostracion.
(a) Dado que pdy (T') < 1, tenemos que T+ NY =T+ N Y.
(b) Por 3.103(b), se sigue que Gen; (T) C T*'. Asi que, por (a), tenemos que
G6H1<T) Q TJ' N y

(c) Por 3.103(b), sabemos que para todo M € Gen, (') existe una sucesién exacta
0— My — Ty - M — 0, donde M, € Gen; (1) y Ty € Add (7). Ademés, como
Add(T)"NY =T+ NY y Geny (T) C THNY por (b), podemos concluir que
Add (T') es Gen, (T')-proyectivo.
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(d)
(e)

(f)

(2)

Por 3.103(b), sabemos que Geny(7') = Geny(7"). Luego, (d) se sigue de 3.115(b).

Por 3.102 y (b), € = (Genl (T) ,TLO) es un par de torsiéon. Veamos que w(7)
es un cogenerador relativo en Gen;(T'). Sean X € Geny (T) y i : X — [y(X) su
envolvente inyectiva. Consideramos las sucesiones exactas

N: 05X S5L(X)=Y =0 v p: 05T 5 L(X)2 F—o0,

donde p es la sucesién exacta candénica inducida por €, con 7" € Geny (T) y
F € To. Notemos que, por definicién, 7" € w(T'). Ahora, como X € Gen, (T)
y I € T+, sabemos que bi = 0. Luego, i se factoriza a través de a. Asi que

existe una sucesion exacta 0 — X 5 7' = D — 0, donde af = i. Finalmente,
notemos que D € Gen; (1) debido a que 7" € Gen; (T'). Por lo tanto, w(T') es
un cogenerador relativo en Geny (7).

Queda por mostrar que w(T) C (Geny (T))". Sea W € w(T). Por definicién
existe una sucesion exacta

v: 0—=-W-—=1—-F—=0

con I € Inj(R) y F € T+0. Observamos que al aplicarle el funtor Hom p(G, —) a
v, con G € Gen, (T), obtenemos la sucesién exacta

Hom (G, F) — Ext} (G, W) — Ext; (G, 1),

donde Hom g(G, F) = 0 debido a que € es par de torsién y Ext} (G,1) = 0
debido a que I € Inj (R). Por lo tanto,

W e Geny (T)™ N Geny (T) C Geny (T) N X C Geny (T)*

por (d).

En efecto, por (e), tenemos la primer inclusién y la segunda inclusién se sigue de
que T € Geny (7).

Basta mostrar que todo X € Gen; (1) admite una sucesién exacta de la forma
0=->X =T -X—0

con 7" € Add(T) y X' € Gen; (T), lo cual es inmediato de que Gen; (T') =
Geny(T) por 3.103(b).

Teorema 3.118. Sean R un anillo, T € Mod (R) quasitilting tal que pdy (T) < 1,
donde Geny (T') C Y C Mod (R). Entonces, T es 1-Gen; (T')-tilting grande.
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Demostracion. Veamos que T es 1-Gen; (T)-tilting grande. En efecto, por 3.103(a),
tenemos que Gen; (1) = smd (Gen; (7)) es cerrado por extensiones; T satisface (T4),
respecto a Geny (T') por 3.117(e,f); y T satisface (T5), respecto a Gen; (T'), debido a
que Add (T") es precubriente. Entonces, por 3.117(g) y 2.25, nos basta con mostrar que
Gen; (T) = T+ N Gen, (T). Lo cual se sigue por 3.117(b). O

Observacién 3.119.

(a)

(b)

Decimos que T € Mod (R) es T-rigido si existe una presentacion proyectiva
de T tal que Geny (T') C D,. Se sigue de la definicion y de 3.113(a) que todo
R-mddulo silting es quasitilting finendo y T-rigido. Recientemente ha surgido el
interés por determinar si todo R-modulo quasitilting finendo y T-rigido es sil-
ting (ver [BHP'17, Section 5]). Ante este problema han surgido ejemplos de
R-mddulos quasitilting que no son silting en diferentes contextos.

En efecto, en [BHP' 17, Example 5.12] se muestra un ejemplo de un R-mddulo
quasitilting finendo que no es T-rigido para un anillo Dubrovin-Puninski R. En
[AHH16, Example 5.4] se muestra que, para un anillo local conmutativo R con
ideal mdzimo m # 0, se tiene que R/m es un R-mddulo quasitilting finendo que
no es T-rigido. Por iltimo, en [BHP' 17, Example 5.11] se muestra un ejemplo de
un R-modulo quasitilting fiel sobre un anillo conmutativo von Neumann reqular
que no es finendo y no es T-rigido.

En [AHMV15, Example 3.14] se construye un ejemplo de un R-mdédulo T, con
pd(T) < 1, tal que T es silting y no es tilting. Por lo que 3.118 muestra la
existencia de R-mddulos 1-Geny (T)-tilting con dimension proyectiva < 1 que no
son tilting. Mostramos a continuacion dicho ejemplo por completez.

Ejemplo 3.120. [AHMV15, Example 3.14] Consideremos un campo k, el anillo

kN
(o)

y los R-mdédulos proyectivos inescindibles

k0 0 kM
P12:R61:<0 0) y P23:R62:<0 L >7

donde {ej, €2} es el sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos natural
de R. Se puede probar que

(N)
soc Py =rad P, = ( 8 ko ) = Pl(N).

De modo que tenemos una sucesion exacta
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donde T'= P,/ rad P.

Veamos que T es un modulo silting no tilting. Note primero que, como o es una
presentacién proyectiva monomorfica, es inmediato que D, = T,

Por otro lado, se puede mostrar que Gen, (T') = Pi°. En efecto, sea M € Gen, (T).
Luego, existe un epimorfismo a : T — M, por lo que todo morfismo f : P, — M se
factoriza a través de a, es decir existe g : P, — T™) tal que ag = f. Pero

gler) = erg(er) € e < 8 ,2 ) =0,

lo que implica que g = 0 y asi f = 0. Por lo tanto, Gen; (T) C P{°. Sea N € P/,
Luego, existe un epimorfismo S : Pz(N) — N . Notemos que

™ \ ) ™ \\ W ) \ M)
B(rad(Pz(N)>):ﬂ<8 ko ) :5<61<8 ko )) 2615<8 ko ) =0

debido a que 0 = Hom g(P1, N) = Hom g(Re;, N) = e;N. Luego, considerando la
sucesion exacta nV)| se sigue que fo™) = 0. Asi que, por la propiedad universal del
conticleo , tenemos que 3 se factoriza a través de TWY). Por lo tanto, podemos concluir
que M € Gen; (T') debido a que (§ es un epimorfismo.

Ahora, T no es tilting ya que la envolvente inyectiva Io(P,) € D, — Pi, lo que implica
que Gen, (T) = Pi"° # D, = T+,

Finalmente, para v := o @ (P, — 0), tenemos por 3.111 que
D, =D, N Dp,s0) = T N P° = P = Gen, (T)
puesto que PlLO C D, = T**. Por lo tanto, T es silting respecto a 7.

Observacion 3.121. Se ha buscado generalizar el resultado anterior a modulos con
dimension proyectiva finita sin éxito por el momento.

En lo que sigue, estudiaremos las propiedades de los R-médulos T' que son 1-Gen; (T)-
tilting con el objetivo de buscar condiciones que impliquen que 7' sea silting para
alguna presentacion proyectiva. En esta busqueda probaremos, para un R-moédulo T
con pd (T) <1, que T es quasitilting si, y sélo si, T' es 1-Gen; (T)-tilting grande.

Lema 3.122. Sean C una categoria aditiva y X = X%<= C C cerrada por cocientes.
Si existe w C 11X tal que w C X C Facy(w), entonces X es cerrada por extensiones.

Demostracion. Sea 0 — N % M 2 K — 0 una sucesién exacta con N, K € X. Como
X C Facy(w), existen epimorfismos v : Wi — Ny p: Wo — K con Wi, W, € w.
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Ademas, como w C 11X, tenemos la sucesién exacta

) Hom in,f)

Hom p(Wy, M Hom r(Wy, K) — Ext; (Wa, N) = 0.

Lo que implica que existe un morfismo o : Wy — M tal que fa = u. Luego, por el
lema de la serpiente, tenemos que (9v @) : Wi & Wy — M es un epimorfismo. Por lo
tanto, como X = X<~ es cerrada por cocientes, podemos concluir que M € X. [

Proposiciéon 3.123. Sean R un anillo y T € Mod (R) tal que Geni(T') es cerrado
por extensiones y T es n-Geny (T')-tilting grande. Entonces, para m := max{1,n}, se
cumplen los siguientes enunciados:

(a) GenSenl(T) (T) = Geng1(T) para todo k > m;
(b) Gen,,.1(T) =T+ N Gen, (T);
(¢) Geng1(T) =T+ N Geny (T) para todo k > m;

(d) Add(T) C
en Gen; (T

(e) T+ N Gen,

T+NGeny (T) C Geny(T) y THNGen, (T) es cerrado por m-cocientes
);
(T') es cerrado por (m + 1)-cocientes en Geny (7).

Demostracion.

(a) Sea k > m. Por 2.25(c), sabemos que
Geny ™ (T) = Geni 11" (T) € Genyya (7).

Para la contenciéon opuesta, observamos que todo X € Gengy(7T) admite una
sucesion exacta
0-K—=T % 18 x -0

con K € Gen, (T) y T; € Add (T) Vi € [1, k], 1o que implica que X € GenS™"(T)
debido a que Ker (f;) € Gen, (T) Vi € [1,k].

(b) Por (a) y 2.25(b), obtenemos
Genp1(T) = GenS™ M) (T) N Geny (T) = T+ N Gen, (T).

Entonces, sustituyendo con lo obtenido en (a), podemos concluir lo deseado.
(c) Se sigue de 2.25(c) y (a).
(d) Se sigue de 2.25(d) y (a).
(e) Es inmediato de (d).

162



3.7 Modulos silting y objetos n-AX-tilting

Lema 3.124. Sean R un anillo y T € Mod (R), con pdy (T') < 1, donde Y C Gen,(T)

y Geny(T) consiste de los submddulos de los objetos de Geny(T'). Si T es 1-Gen, (T')-
tilting grande. Entonces, se cumplen los siguientes enunciados.

(a) Gen, (T) C T+.
(b) (Gem (T) ,TLO) es un par de torsion.
(¢) Geny (T) = Gen, (T)NT+ = Gengy1(T) Vk > 1.
(d) T es quasitilting.
(e) SiY = Geny(T), entonces (Geny (T))"NY = (Geny (T))*NY C (Add (T))"NY.
(f) Geny (T)Nt1 (Geny (T)) = H(T+NGen; (T))NGen, (T) = (Add (T))VNGen, (T) =
LT N Geny (T) = Add(T).
Demostracion.
(a) Sean X € Geny (T') y H := Hom g(7, X). Consideramos el morfismo universal

U : T(H) — X, (mf)feH — Z f(mf)
feH

Como X € Gen; (T), se sigue que u es un epimorfismo, por lo que tenemos la
sucesion exacta
n:0—K->TH %X 50

Aplicando Hom g(T, —) a 1, obtenemos la sucesién exacta
H (H)\ Hom r(T\u) 1 1 (H)
om p(T, T) """ 55 Hom p(T, X) — Ext}, (T, K) — Exty, (7,7).

Veamos que Ext} (T, K) = 0. En efecto, sabemos que TH) € T+ por (T2). Asi
que Exth (T s )) = 0. Ademés, Hom (T, u) es suprayectiva por construccion,
de donde Exth (T, K) = 0. Por lo tanto, K € T+1 N Y C T+ debido a que
pds (T) < 1. Asi que, como TH) € T+ y T+ es cerrado por mono-conticleos,
podemos concluir que X € T+.

(b) Se sigue de (a) y 3.102.

(c) Por (b), Geny(T') es cerrado por extensiones. Luego, (c) es inmediato de (a) y
3.123(c).

(d) Por (c), tenemos que Gen, (T") = Geny(T'); y por (a), Hom g(7', —) es exacto en
Gen, (T). Ahora, por (b) sabemos que Gen; (7') es una clase de torsién. Por lo
tanto, 7' es un médulo quasitilting por satisfacer 3.103(a).

(e) Primeramente notamos que Gen; (T7') € Y por (T4). Luego, (e) se sigue de 3.115
junto con (c).
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(f) Por (d) y 3.109, tenemos que Add (T') = Gen, (T) N+ (Geny (T)).
Notemos ademds que Add (T') C Gen;(T") N (Add (T"))". Para mostrar la conten-
cion opuesta, observamos que pdgen, (r) ((Add(T))") = pdgen, (1) (Add(T)) = 0
por 1.13 y (a). Luego, dado X € Gen;(7T) N (Add (T))", tenemos una sucesion
exacta

n:0->X—>Ty— X" =0
con Ty € Add(T') y X’ € (Add(T))Y. Asi que, por lo anterior, 7 se escinde y
X € Add (T). Por lo tanto, Add (T') = Gen; (T) N (Add (7))".
Ahora, por (b), tenemos que Gen;(T') es cerrado por extensiones y sumandos
directos. Asi que por 2.23(a) se tienen las igualdades

(1) N Geny (T) = (A (T)) e,y N Geny (T) = (TN Geny (7)) N Geny (7).

Geny (

Notando que (Add (7)) éen, () = (Add (T'))" concluimos la prueba.

Geny (

]

Teorema 3.125. Sean R un anillo yT € Mod (R), conpdy (T') < 1, donde Gen, (T') C
Y C Geny(T) y Geny(T) consiste de los médulos isomorfos a los submédulos de los
objetos de Geny(T). Entonces, T es quasitilting si, y solo si, T es 1-Geny (T)-tilting
grande.

Demostracion. Primeramente, notamos que Gen; (1) € Gen; (7). Luego, el resultado
es inmediato de 3.124(d) y 3.118. O

El siguiente lema estd contenido en la prueba de [BHP*17, Proposition 5.6).

Lema 3.126. Sean R un anillo y T € Mod (R) tal que Gen, (T) C T+ . Si P, 5 B,
es una una presentacion proyectiva de T tal que Ker (o) es un submddulo superfluo de
Py, entonces Geny(T') C D,.

Demostracion. Sea Py % Py — T — 0 una resolucién proyectiva de T' tal que Ker (o)
es un submdédulo superfluo de P;. Recordamos que esto quiere decir que Ker (o) + N #

Py para todo submédulo N # P;. Sea X € Gen; (T'). Probaremos que X € D,. Para
ello, consideramos las sucesiones exactas

05KE5P 5850y 0585 P—T—0,

donde S :=1Im (o), K := Ker (o) y 0 = up. Sea g € Hom g(P;, X). Al considerar el
pushout de ¢ con g obtenemos un morfismo £’ : S — X'’ junto con una sucesién exacta

0—g(K)5 X5 X -0,
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donde g = k'¢. Notamos que X’ € Gen, (T') debido a que X € Gen; (T'). Entonces,
como Gen, (T) C T+ por (a), se sigue que k' se extiende a Py. Es decir, existe k" :
Py — X' tal que k" = k' Ademds, como P, es proyectivo, existe h : Py — X tal que
wh =k".

Sea 0 := g — ho. Observamos que 7§ = 7g — mho = 7g — k" np = 0. Esto quiere decir
que 0 se factoriza a través de Ker (r) = g(K). Por lo tanto, para todo x € P; existe
Y. € Ker (o) tal que 6(z) = ¢(y,). Notemos ademds que §(y.) = g(y=) — ho(y.) =
9(yz) = 0(x). De modo que, z — y, € Ker (§), y asi que P; = Ker () + K. Entonces,
como K es superfluo, tenemos que 0 = 0, y asi que g = ho. Por lo tanto, X € D,. [

Teorema 3.127. Sean R un anillo y T € Mod (R), conpdy (T) < 1, donde Gen; (T') C
Y C Mod (R). Si existe una presentacion proyectiva o : Py — Py de T' con Ker (o) un
submodulo superfluo de Py, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) T es silting respecto a o;

(b) T es 1-Geny (T')-tilting grande y existe una D,-preenvolvente ¢ : R — Ty tal que
Ty € Add (7).

Mis atin, en tal caso tenemos que Dy = Gen, (T) =T+ NY =T NY.

Demostracion.

(a) = (b) Supongamos que T es silting respecto a una presentacion proyectiva o :
P, — Py de T con Ker (¢) un submoédulo superfluo de P;. Por 3.114, sabemos que
existe una sucesién exacta

RAT, - T, —0,

donde Ty y T} pertenecen a Add (T') y ¢ es una D,-preenvolvente. Finalmente, notamos
que T es 1-Gen, (T)-tilting grande por por 3.113(a) y 3.118.

(b) = (a) Primeramente, notamos que Gen, (T') C D, por 3.124(a) y 3.126. Veamos
que D, C Gen, (T). Sabemos que existe una D,-preenvolvente ¢ : R — Ty. Sea ¢ una
presentacion proyectiva monomorfica de T'. Entonces, dado X € D, todo epimorfismo
R — X se factoriza a través de la preenvolvente ¢(® via un epimorfismo To(a) — X.
Por lo tanto, D, C Gen; (7). O

Observacién 3.128. Sean R un anillo, T € Mod (R) y o : P, — Py una presentacion
proyectiva de T'. La condicion de que Ker (o) sea un submddulo superfluo de Py quiere
decir que el morfismo natural P, — Im (o) es una cubierta proyectiva. Tomando esto
en cuenta, podemos encontrar diferentes situaciones en las que se puede encontrar una
resolucion proyectiva satisfaciendo dicha propiedad. En [BHP' 17, Corollary 5.7] se
enlistan las siguientes:

(a) R es perfecto a izquierda;

(b) R es semiperfecto y T es finitamente presentado;
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(c) pd(T) < 1.

Dicho lo anterior, cabe notar lo siguiente.

Observacién 3.129. En [BZ18], Simion Breaz y Jan Zemlicka estudian las clases
de torsion generadas por un modulo silting. En particular, se caracterizan este tipo
de clases de torsion para anillos perfectos o hereditarios. En efecto, sean R un anillo
perfecto a izquierda, o hereditario a izquierda, y S un R-mddulo tal que Gen; (S) es
una clase de torsion. En [BZ18, Theorem 2.4 € Theorem 2.6] se prueba que S es silting
si, y sélo si, existe una Gen, (S)-preenvolvente ¢ : R — M tal que M € +1 Geny (S).
Notemos que la preenvolvente € : R — M es la misma preenvolvente que aparece en
3.127(b) por 3.109, 3.113 y 3.125. Comparando estos resultados con 3.127 notamos lo
stguiente.

(a) Sean R un anillo perfecto a izquierda y T un R-mddulo 1-Gen, (T)-tilting grande.
Notamos que, como R es perfecto a izquierda, para todo modulo podemos encon-
trar facilmente presentaciones proyectivas T : Q1 — Qo, con Ker (1) superfluo en
Qo. Juntando 3.127 con [BZ18, Theorem 2.4] podemos concluir que T es silting
respecto a una presentacion proyectiva p si, y solo si, T es silting respecto a toda
presentacion proyectiva o : Py — Py de T, con Ker (o) un submddulo superfluo
de P;.

(b) Sean R un anillo hereditario a izquierda y T un R-mddulo 1-Geny (T')-tilting
grande. Notamos que, como R es hereditario a izquierda, para todo maodulo po-
demos encontrar presentaciones proyectivas T : Q1 — Qo monomdorficas, y en
consecuencia, con Ker (1) superfluo en Qo. Juntando 3.127 con [BZ18, Theorem
2.6] podemos concluir que T es silting respecto a una presentacién proyectiva p
si, y solo si, T es silting respecto a toda presentacion proyectiva o : P, — Py de
T con Ker (o) un submddulo superfluo de P.

(c) Sea R un anillo. Se ha probado en 3.114 que para todo R-mddulo silting S se
tiene una Gen; (S)-preenvolvente € : R — M, con M € Add (S). Sin embargo,
existen ejemplos donde la existencia de esta preenvolvente no asequra que S sea
un R-médulo silting (ver [BZ18, Example 2.5] y [AHH16, Example 5.4]). Por lo
tanto, cabe notar que 3.127 nos da condiciones suficientes para que la existencia
de dicha preenvolvente implique que S sea silting.

(d) En [BZ18, Corollary 2.9] se prueba que, si R es hereditario a izquierda o perfecto
a izquierda, entonces para todo R-mddulo quasitilting finendo @) existe un R-
mdédulo silting T tal que Add(T) = Add (Q). Es importante notar que esto no
ocurre para cualquier anillo (ver [BZ18, Ezample 2.10] y [AHH16, Ezample 5.4)).
Por lo tanto, cabe observar que 3.127 nos da condiciones suficientes para que un
R-médulo quasitilting finendo sea silting.

En efecto, sea T € Mod (R) quasitilting finendo tal que pdgen, ) (T) < 1. Se
sigue de 3.125 y 3.108 que T satisface 3.127(b). Por lo tanto, si T admite una
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presentacion proyectiva o : P, — Py de T con Ker (o) un submoédulo superfluo
de Py, entonces T es silting respecto a o por 3.127.

3.8. Madulos n-silting y complejos tilting

En la seccion anterior introdujimos la nocién de moédulo silting. El objetivo de esta
seccién es buscar generalizar dicha nocién a una que admita presentaciones proyectivas
de longitud arbitraria finita. A saber, buscaremos introducir una definicién de moédulo
n-silting de tal manera que un modulo 7', con una n-presentacién proyectiva 7, sea un
moédulo n-silting respecto a 7 si y sélo si 1 sea n-&,(R)-tilting en C,(R), donde C,(R)
es la categoria de complejos de longitud n y &, la clase de complejos exactos en &, (R).
Comenzaremos estudiando la categoria C,(R) de complejos de longitud n.

Definiciéon 3.130. Sea R un anillo. Denotamos por C,(R) a la categoria de comple-
jos en Mod (R) de longitud n. Los objetos de esta categoria son las sucesiones de n
morfismos en Mod (R)

n: My DS M, — .. — M, %M,
tales que f;f;_1 = 0 Vi € [1,n]. El conjunto de morfismos entre dos objetos
e XoB3 X = o Xo 1 3BX, vy 7Y B oYY,

esta definido como
Homcn(R)(e, "y) = {(Oéo, tee ,Oén) S H Hom R(Xi7 Y;) ’ o;a; = biOéZ',1 Vi € [1, n]} .
i=0
Por 1ltimo, la composicion estd definida entrada a entrada.

Proposicién 3.131. [MV18, Section 2.2] Sean R un anillo, T,(R) el anillo de ma-
trices triangulares inferiores, I el ideal

0 O 0
po )| oV o | €Tr)
Qn1 An,n—1 0

y T, (R) := T,(R)/F?. Entonces, existe una equivalencia de categorias Mod (Tn(R)) =
Cn(R).

Observacién 3.132. En [Mit72, Theorem 7.1 y Theorem 7.1%] se muestran funtores
fieles y plenos entre Com(R), la categoria de complejos de R-mdédulos, y Mod (T(R)),
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donde -
T(R) := {((@)nez, (Bun-1)nez) € B* x R*}

es el anillo con el producto
(@), (Bn1)) ((00): (Brin1)) = ((@000), (Brn1io + @)
Observamos que existe una inclusiéon natural en las primeras entradas
i:Ch1(R) — Cu(R)
(MO LN VAN LEX Mn_1> - <M0 LN VAR L= VAN o) ,
asi como una proyeccion
7 :Ch(R) = Ch1(R)

<MD oy — I Mn) — (MO Do - I Mn_l)

tales que Ty = l¢,_,(R)-

De manera similar, existe una inclusion natural en la ultimas entradas
t:Ch1(R) — Co(R)
<M0 g Ml — ... fn—;l Mnl) — (0 — MO g Ml — ... ft)l Mnl) ,

asi como una proyeccion
7' Co(R) = Cpi1(R)
(MO vy — . Mn> — (M1 By, Mn>

tal que 'y’ = 1¢, | (R).

Proposicion 3.133. La pareja (m, 1) es un par de funtores adjuntos.

Demostracion. Ciertamente, para todo N € C,_1(R) y M € C,(R) tenemos el isomor-
fismo Home, (g (7M,N) — Hom¢,r) (M, uN), (go, s Gn—1) = (g0, ---s gn—1,0). O

Corolario 3.134. Si P € C,(R) es proyectivo en C,(R), entonces mP es proyectivo
en Cn_1(R).

Demostracion. Claramente p es un funtor exacto, por lo que

Homcnfl(R) (7TP, —) = HOIIlcn(R)(P, ,U,—)
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es exacto. Por lo tanto, mP es proyectivo. O

Proposicién 3.135. La pareja (1, 7') es un par adjunto.

Demostracion. Ciertamente, para todo N € C,—1(R) y M € C,(R) tenemos el isomor-
fismo Home, ,(ry(N, 7' M) — Hom, r)(1' N, M), (g1, .-, gn) = (0,91, .., gn) - O

Corolario 3.136. Si E € C,(R) es inyectivo en C,(R), entonces ©'E es inyectivo en
Cn-1(R).

Demostracion. Claramente p/ es un funtor exacto, por lo que
Home,_,r)(—,7'E) = Home, r)(1'—, E)

es exacto. Por lo tanto, 7' E es inyectivo. O]

Resumimos lo anterior en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.137. Se cumplen los siguientes enunciados:
(a) 1 es exacto.
(b) 1 es exacto.

(¢) La pareja (m,p) es un par de funtores adjuntos, es decir existe un isomorfismo
natural
Home,_,(r)(7X,Y) = Home, ) (X, 1Y').

(d) La pareja (i, 7") es un par adjunto, es decir existe un isomorfismo natural

Home, ,(r)(N,n'M) = Home, g (' N, M).

(e) Para todo i > 1 existe un isomorfismo natural

Extl g (7X,Y) 2 Exty, g (X, 1Y)

(f) Para todo i > 1 existe un isomorfismo natural

Exte, ,(r) (X, 7'Y) = Exte, gy (WX, Y).

(9) Para toda X C C,(R) se tiene que (mX)" = p~! ()(l .
(h) Para toda clase X C C,_1(R) se tiene que ~ (uX) = 7 1(+X).
(i) Para toda X C C,(R) se tiene que + (7'X) = p'~* (lX>'
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i) Para toda clase X C Cp_1(R) se tiene que (/' X)" = 7'~ 1(XxL).
0

Demostracion. Los enunciados (a), (b), (¢) y (d) se han probado en 3.133, 3.134, 3.135
y 3.136. Los incisos (e) y (f) se siguen de (c) y (d). Los incisos (g), (h), (i) y (j) son
consecuencia inmediata de (e) y (f). O

Definicién 3.138. Sea R un anillo. Consideraremos las siguientes subcategorias plenas

de C,(R).

PF :={My — ... = M, | M; € proj (R) ¥i € {0, ,n}}
P:={My— ... = M, | M; € Proj (R) Vi € {0,--- ,n}}
T:={My— .. = M,|M; €Inj(R) Vie{0,--- ,n}}

IF :={My — ... = M, | M; € inj (R) ¥i € {0, ,n}}

Comenzaremos con el estudio de los proyectivos y los inyectivos de C,(R).

Lema 3.139. 5S¢
n: 0—>0%...—>0%Pi>62

es proyectivo en C,(R), entonces f es un monomorfismo que se escinde con P,Q €

Proj (R).

Demostracion.
Sean o : RX) — Py 3 : RY) — Q epimorfismos.
La pareja de morfismos («, (fa, 5)) induce un epi-
morfismo p : p — n en C,(R), donde RX) @ P 0
1 Wy
p:O—>---%0—>R(X)(£>)R(X)@R(Y) R(X)@R(?}Ojﬁ%—)o

Como 7 es proyectivo en C,(R), dicho epimorfismo

se escinde, por lo que existe un monomorfismo 7 :
0 P H RX) n — p tal que ip = 1. Dicho monomorfismo induce
Lf L) el diagrama conmutativo anexo de donde deducimos
0—— Q2 RO @R | que
(1s) 1p=au v = puf.
Asi que 1p = auy f. Por lo tanto, f es un monomorfismo que se escinde. m

Lema 3.140. 5%
n: IH T .. 502500

es inyectivo en C,(R), entonces f es un epimorfismo que se escinde con I, J € Inj (R).

Demostracion. Sustituyendo R por un cogenerador inyectivo (), se puede hacer la
prueba con argumentos duales a la demostracion anterior. O]
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Proposicién 3.141. [MV18, Lemma 2.5.(2)] Todo proyectivo de C,(R) es un copro-
ducto de objetos de la forma
PLHP-50—-0—..-0

0P5P 50— ...50

0. 200=-PLP
0—-...—-0—=0—=0—P

con P € Proj (R), es decir, todo proyectivo es isomorfo a un complejo de la forma

( (99)

01
B 1—(>))P065P1(0—9)P1EBP2—>-~_>PH—2@P”—1 Prr © P

con P; € Proj (R) Vi € [0,n].

Demostracion. Sea

n: PB4 P> P

un objeto proyectivo en C,(R). Probaremos por induccién sobre n la afirmacién.
Para n = 1 ya se ha probado en el lema anterior. Para n > 1, observamos que por
3.134 y la hipétesis de induccién, se sigue que P es isomorfo a un complejo de la
forma

01 01
Q™ a0 ' Qe 5 Qua®Qus P Q.
con @; € Proj (R) Vi € [0,n — 1]. Por lo que basta probar que f,, : Qn_2® Q,—1 — P,
es isomorfo a un morfismo de la forma
(35)
Qn72 EB anl anl @ Qn

con @, € Proj(R). Para ello, observamos que si f,, = (91 92), tenemos que g; = 0 ya
que

(091) = (9192)(55) =/fa(05) =0
Por lo tanto,

”:(QO%%@Ql—>---—>Qn—2—>0)6§(O—>O—>...—>Qn_1giPn)-

Ahora, por el lema anterior g, es un monomorfismo que se escinde. Por lo tanto n es
de la forma deseada. O

Proposicion 3.142. [MV18, Lemma 2.5.(3)] Todo inyectivo de C,(R) es un copro-
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ducto de objetos de la forma

F—-0—-0—-0—..—0
ELES050=...20

0FES5E 50— .50

0—>...—>0—>O—>E—1>E

con E € Inj(R), es decir, todo inyectivo es isomorfo a un complejo de la forma

EO @El (0—9) El @EQ — ... = En—2 @En_l ((LQ) En—l @En (0_%) En

con E; € Inj (R) Vi € [0,n].

Demostracion. Se prueba con argumentos duales a los anteriores. O]

El siguiente lema es una generalizacion de [MS19, Lemma 5.1]. Los resultados que
contiene han sido probados por Frederik Marks y Jorge Vitéria en [MV18, Lemma 2.5]
y [MV18, Lemma 2.4] .

Lema 3.143. Sea R un anillo. Entonces, se cumplen las siguientes propiedades:

(a) PF, P, T y FI son cerradas por extensiones;

(b) P es cerrada por filtraciones;

(c) las categorias P y PF tienen suficientes proyectivos;

(d) todo objeto de P y PF tiene dimension proyectiva < n;

(e) las categorias T y IF tienen suficientes inyectivos;

(f) todo objeto de T y IF tiene dimension inyectiva < n;

(9) para todo

172

0: XoB X, > .. 18X, eC.(R)

y X € Mod (R) eziste un isomorfismo de grupos abelianos
Hom ¢, (r)(pi(X),0) = Hom (X, X;),
donde p;(X) es el complejo
pi(X): My B M — . B M,

con giv1 = 1x y gr = 0 para todo k # i+1 cuandoi € [0,n—1], y g, =0:0— X
Y g = 0 para todo k # n en caso de que i = n;
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(h) para todo n,0 € C,(R) se tiene que
Ethn(R) (777 9) = HomD(R) (7% H[k]) Vk € [17 TL] ;
en particular, Vk € [1,n], se tiene que

Ethg'n(R) (nv 9) = Homle(R) (nv H[k]) Vn € Pa Vo € Cn(R)
Extgn(R) (6,m) = Homy gy (0, n[k]) Vn € Z,V0 € C,(R).

Demostracion.

(a) Basta con recordar que inj(R), Inj(R), Proj(R) y proj(R) son cerrados por
extensiones.

(b) Notemos que Proj (R) es cerrado por filtraciones por el lema de Eklof (ver [GTO06,
Lemma 3.1.2]). Luego, (b) se satisface.

(c) & (d) En el diagrama adjunto tenemos la sucesion exacta buscada en C,(R).

+ - +
1
0 Py Py — 0
((1,) f1
(-n)
-1 (f11)
0 Po Pog P — PL —> 0

Gy 1 Waoy 18

Py — P& P4 —— PGP, — P, — 0
1 01 01
(5) (56) (83) fo

f1 1 —f2 1
(Ufz) ( 0 *fs) (f31)
0 Po@P — PL®Py —— Po®P3 —— P3 — 0

0o ——— P : : : : : 0

(3) ,
| (fnt;3 ) ) (fno11)

fn—2 —fn-1
00— Pp —— Pp®P —— - —— P4 ®Pr_3> Ppb_3®Pp_2)> Ph_2®Pr1 — Pp_1 — 0
(1) (01) 01) (01) (01) ¥
0 00 00 00 00 n
fnlo 1 ) (7fn_1 1 )
0 fn-1 0 —fn (fn 1)
Pos» PP —— PLOP2 —— -+ —— Ph3®Ph_2> Ph_2®Pr_1 - Pho1®Pn —— P, — 0

(e) & (f) Se construye una sucesién exacta de manera dual a la construida en (c) y (d).
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(g) Trivial.
(h) Ver [MV18, Lemma 2.4].
[

Buscamos transmitir informacién de C,(R) a Mod (R). Con tal fin, recordamos el
siguiente hecho y presentamos la siguiente definicion.

Definicién 3.144. Diremos que un complejo
0 : Mog#M1—>—>Mn_194Mn€Cn(R)

es exacto si Im (g;) = Ker (g;11) para todo i € [1,n — 1]. Denotaremos como &,(R) a
la clase de complejos exactos en C,(R).

Hecho 3.145. A todo

9 g
0: My S ... 3 M,, € Cp(R) L nflﬁX,pCoker(fn)ﬂO

exacto podemos aso- lan_l Ja” JCOker(ao, ey Ol
ciarle los modulos n

Coker (g,) € Mod(R) vy = Yooy — Yoo Coker(gn) - 0

Ker (¢g1), asi como a todo mor-

fismo (ag,...,a,) en Cn(R) 0— Ker(fi) > Xo— X1 — -+
podemos asociarle los mor-

fismos Coker ((avg, ..., o)) ¥y Ker(ao, "an)l lao J&l

Ker ((ag, ..., ) en Mod (R). 0— Ker(g1) = Yo — Y1 — -

Estas asignaciones definen funtores covariantes
Coker (=) : £,(R) - Mod (R) 'y Ker(—): & (R) = Mod (R).

Observacién 3.146. Los funtores Coker (—) y Ker (=) son exactos por el lema de la
serpiente.

Nos detendremos un momento para estudiar las propiedades de &,(R).

Proposicién 3.147. Sea R un anillo y n > 1. La clase E,(R) cumple las siguientes
propiedades:

(a) E.(R) es cerrada por productos, coproductos y sumandos directos.

(b) Dada una sucesion exacta en C,(R)

0O—-N—-M-—K—Q0,
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st dos entre N, M y K pertenecen a E,(R), entonces el tercero también pertenece

a&n(R).
(¢) E.(R) contiene todo elemento de C,(R) de dimension proyectiva finita.
(d) E.(R) contiene todo elemento de C,(R) de dimension inyectiva finita.
(e) Proj ((C.(R))) es un generador &,(R)-proyectivo relativo a &,(R).
(f) Inj ((C,(R))) es un cogenerador &,(R)-inyectivo relativo a &,(R).
(9) Existe o € E,(R) tal que Add (o) = Proj ((C.(R))).
(h) Eziste T € E,(R) tal que Prod(T) = Inj ((C,(R))).

Demostracion.  (a) Es claro que &,(R) es cerrada por productos y coproductos. El
hecho de que &, (R) es cerrado por sumandos directos se sigue de que la homologia
conmuta con coproductos finitos.

(b) Basta con considerar la sucesion exacta larga de homologia inducida por

0O—-N—->M-— K —0.

(c) Dado que Proj ((C.(R))) UInj((C.(R))) C E.(R) por 3.142, se sigue de (b) lo

deseado.
(d) Se prueba de manera andloga a (c).

(e)-(h) Son consecuencia de que C,,(R) es equivalente a Mod (Tn(R)), de modo que tiene
un generador proyectivo y un cogenerador inyectivo.

]

Definiciéon 3.148. Sea ¥ C C,(R).

(a) Definimos la clase de médulos -divisibles como la clase Dy, que consiste de
los médulos X € Mod (R) tales que

Hom p(o, X): (o, X) /5 (P, X) = . = (P, X) V59 (B, X) = 0

es exacta para todo o : <P0 f# Ph— ... —> P, ﬁ& Pn) €.

(b) Definimos la clase la clase By, cuyos elementos X € Mod (R) son aquellos que
Hom p(X,0) : (X, P) " (x,P) = ... > (X, Py) " (x,P) = 0

es exacta para todo o : (Po hy P—...— P, Iy Pn) €.
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Recordamos el siguiente teorema, cuya demostracién se puede consultar en [Ass97,
Chapitre IX, Théoreme 2.1].

Teorema 3.149 (de comparacién). Sean
0 (POQ...ﬁsPn) eP, 0: (M .. 8 M,) € Eu(R)

ym: M, — X el conicleo de g,. Entonces, para todo morfismo o : P, — M, en
Mod (R) tal que maf, = 0, existe un morfismo (ag,...,an) : 1 — 0 en C,(R) tal que
a, = Q.

Teorema 3.150. Sean 7 : (Po AN Pn) eP,0: (Mo EAN Mn) €&(R), 7

M, — X el conicleo de g, k € [1,n] y (g, ..., ) : 7 — O[] un morfismo en C(R).
Si existe un morfismo 7y : Py_gr1 — M, en Mod (R) tal que m (ot — v fn-k+1) = 0,
entonces (ag, ..., ap_g) ~ 0.

Demostracion. En efecto, como 7 (v — Vfu_kr1) = 0, por la propiedad universal
del nicleo existe 74 : P,_x — Im (g,) tal que

.
Ay — 7fn—k+1 =17,

donde i : Im (g,) — M, es la inclusién natural. Pero, como P,_j es proyectivo, v,,_,
se factoriza a través de v, : P,_p — M,,_; de tal manera que

Qe = Vfr—kt1 = GnV1-

Asi, recursivamente, probado que para todo 0 < j < i existe vy, : Pj_g41 — M,_; tal
que
Qg1 — ijlfjfk+2 = Gn—j"j,

se sigue que

In—j (i = Vi fimkt1) = Gnj®jr — (k1 — Vj—1Li—k+2) fi—kt1
= On—jQj— — Qj_jy1 fimr1
=0.

Luego, utilizando la propiedad universal del niicleo junto con la propiedad de proyec-
tividad de Pj_x+1, podemos concluir que existe un morfismo vj41 : Pj_ — M,,_;_; tal
que

Qi — ijjkarl = Gn—j—17j+1-

Por lo tanto, («, ..., ) ~ 0. ]
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El siguiente lema es una generalizacién de [MS19, Lemma 5.4], que a su vez estd
inspirado en [AIR14, Lemma 3.4].

Lema 3.151. Sea ¥ un conjunto en P. Entonces,

Yt NELR) = Coker ! (Ds) := {0 € £,(R) | Coker () € Dx} .

Demostracion. Basta probarlo para X unitario. Sean 7 : (PO EANSt Pn) e P,

6 : (MO S Mn) e ntNEN(R) y X = Coker (). Por 3.143(h), sabemos que
Homye gy (1, 0[i]) = Extg gy (1,0) = 0 Vi € [1,n]. Veremos que, para cada k €
[1,n], Homys(g)(n, 0[k]) = 0 implica que Ker ((fn—x, X)) = Im ((fu-g+1, X)), donde
fo es el morfismo 0 : 0 — Fy. En efecto, sabemos que f, x11fnr = 0, por lo que
m ((frn-xt1, X)) C Ker ((for, X)). Ademds, dado h' € Ker ((fn,—x, X)), por la pro-
yectividad de P,_, existe a : P,_, — M, tal que ma = I/, donde 7 : M,, — X es el
contcleo de g,. Entonces, por 3.149, existe un morfismo

(@, ooy Op_g) = ) — O[]

con o, = a. Pero, por hipdtesis Homys (g )(77,49[16]) = 0. De modo que, existe una

n—k+1

familia de morfismos {v; : P, = M;yx—1},_,  tal que

o = Yir1fir1 + greyy; VI € [0, — K.
En particular, podemos concluir que A’ € Im ((f,—x+1, X)), pues

B =7a= TCQn—f = W(’ank+1fnfk+1+gn’}’n7k) = 77'7n7k+1fn7k:+1+W: TYn—k+1Sn—k+1-

fn k+1
> nk:_)Pn k+1

Tn—k
’Yn +k+1

n1—>M

\/X

Kerm

Por lo tanto, con lo anterior podemos concluir que n* N &,(R) C Coker " (D,).

Veamos la contencion opuesta. Consideramos n € Py 0 € E,(R) tal que X =
Coker (9) € D,. Para probar que § € n*, basta mostrar que Homyge(pgy(n,0[k]) = 0
VEk € [1,n] por 3.143(h). Sea k € [1,n]. Para ello, observamos que, si (ag, ..., ,—x) €
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Homyer gy (1, 0[K]), tenemos que

7T-Oén—lcfn—k: = TTGgnCn—k—-1 = 0.

Ast que may,— € Ker ((fr—k, X)) = Im ((frn—r+1, X)). Luego, existe h : P11 — X

tal que ma,,_x = hf,_ky1. Pero, como P, ;.1 es proyectivo, existe v : P,_xy1 — M,

tal que my = h. Lo que quiere decir que existe un morfismo ~v : P, .1y — M, tal que
™ (anfk - ’anfk+1) = TOp_f — 7T’an7k+1 = 0.

Asi que, por 3.150, podemos concluir lo deseado. O

Corolario 3.152. Si 6 : (MO R Mn> € &,.(R) satisface que g, es epimorfismo,

entonces 0 € PL. En particular, todo complejo de la forma

(0) (

01
PO — POEBPl O—Q)PlEBPQ%...—)Pn,QEBPnfl(()—;)Pn,1

con P; € Proj (R), es un objeto inyectivo de la subcategoria plena P.

Podemos probar una version dual del lema y corolarios anteriores. Los incluimos en el
siguiente lema por completez.

Lema 3.153. Se cumplen los siguientes enunciados:

(a) *XNENR) = Ker * (Bg) := {0 € £,(R) | Ker (0) € B} para todo conjunto . C

1,
(b) si0: (Mo B Mn) € &.(R) satisface que g1 es un monomorfismo, entonces
0etT,

(c¢) todo complejo de la forma

(o)

(0¢) (01)
E2 — E2 @Eg — . Enf2 @En,1

E, .8®FE, = E,
con E; € Inj (R) es proyectivo en Z.

Utilizaremos el resultado anterior para hacer una conexién entre C,(R) y Mod (R).
Con tal fin sera de utilidad la siguiente notacion.

Definicién 3.154. Para cada X € Mod (R), denotamos
Ky =(X—=0—..20¢€C((R) v Cx:=(0—..20—X)eC,(R).

Cabe observar que Coker (Cx) = X = Ker(Kx) para todo X € Mod(R) y que
Die1 Cx, = Cgy _ ¢, Para cualquier conjunto {Xi}ier € Mod (R).
1€ 3
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Tenemos las siguientes propiedades.

Lema 3.155. Sean > C P y Z C I conjuntos. Entonces, se cumplen los siquientes
enunciados:

(a) 2t NEL(R) es cerrado por coproductos en C,(R) si, y sélo si, Ds también lo es
en Mod (R).

(a’) 1ZNE,(R) es cerrado por productos en C,(R) si, y sélo si, Bz también lo es en
Mod (R).

(b) S+ NE.(R) es cerrado por n-cocientes en E,(R) si, y sélo si, Dx es cerrado por
n-cocientes en Mod (R).

(b’) +Z N EL(R) es cerrado por n-submédulos en E,(R) si, y sélo si, By es cerrado
por n-submddulos en Mod (R).

(c) Coker (Geny(X) N E,(R)) = Gen; (Coker(X)).

(¢’) Ker (Cogen,(Z) N E,(R)) = Cogen, (Ker(Z2)).

(d) Si¥ CE,(R)NP, entonces Coker(Gen,(X) N E,(R)) C Gen,(Coker(X)).

(d’) Si Z C E,(R)NZ, entonces Ker(Cogen,,(Z) N &E,(R)) C Cogen,, (Ker(Z2)).

(e) Sine P ybe & (R) satisfacen que Coker (0) € Gen; (Coker(n)), entonces existe
n € P de la forma

0)

[e]en)

1
77/ . Ro) (QQ R(Bo) ® RV ( RV ® RB2) .y RBn-2) ® R(Bn-1) (0_;) R(Bn-1)

tal que 0 € Geny (n @ 1').

(e’)) SineT yb e, (R) satisfacen que Ker (0) € Cogen, (Ker(n)), entonces existe
n €T de la forma

1 01
g 0 Q) 060 g o0 (00) e g g Ly |y a2 g ga1) (1) o)

tal que 0 € Cogen, (n @ n'), donde Q es un cogenerador inyectivo.

(f) Sik>1,ne Pyl e &, (R) satisfacen que Coker (6) € Geny(Coker(n)), entonces
existe p € P de la forma

(o)

01
P R—)R@R(O )

ROR— .. ReRYR

tal que 6 € Geng(n @ p').

(f)) Sik>1,neZ y0 e &,(R) satisfacen que Ker (6) € Cogen,,(Ker(n)), entonces
existe ' € I de la forma

0)

vV Q= QaQ

—~

000 — .00 Yo
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tal que 6 € Cogen,,(n ® '), donde Q) es un cogenerador inyectivo.
(9) Si ¥ CPF, entonces ¥+, Dy y B+ N E,L(R) son cerrados por coproductos.

Demostracion. Por 3.151 sabemos que 4 N &,(R) = Coker ' (Dy), de modo que
Cx € ¥+ para todo X € Dy,.

(a) Supongamos que Xt es cerrado por coproductos. Sea {X;}ic; un conjunto de
elementos de Dy. Por hipodtesis,

~ L
Asi que @;¢; X; = Coker (C’@EI Xi) € Ds.

Supongamos que Ds; es cerrado por coproductos. Sea {6;}, ., una familia en ¥
Por hipotesis,

Coker (@ 9i> o @ Coker (6;) € Ds.
iel i€l
Por lo tanto, @;c; 0; € X1
(b) (<) Sea
O—a—Yv—...—>Y,—>F—0

una sucesion exacta en C,(R) con vy, ...,%, € St NE(R) y a, B € E,(R). Como
Y1, ..., b, € Coker™ (Dy), la sucesién exacta anterior induce una sucesién exacta

0>A—>Y —..—>Y,—-B—=0,

donde A = Coker (o), B = Coker (8) y Y; € Coker (¢;) Vi € [1,n]. Lo que implica
que B € Dy, y asi § € Coker 'Ds;.

(=)Sea0 - A—Y, —..—Y, = B— 0 una sucesion exacta en Mod (R) con
Y; € Dy, Vi € [1,n]. Dicha sucesién induce una sucesion exacta

0—=-Cy —=Cy, —..—Cy, —-Cp—0,

donde Cy, € Coker Dy, y Oy, Cp € E,(R). Por lo tanto, Cz € Coker ' (Dy), v
asi B € Ds,.

(c¢) Si X € Gen, (Coker (X)), existe un epimorfismo @;c; Coker (0;) — X con o; € X
Vi € I, el cual induce un epimorfismo en C,(R) @;c;0; — Cx. Por lo tanto,
Cx € Geny (X)NEL(R) y asi que X = Coker (Cx) € Coker (Gen(X) NE,(R)).

Si X € Coker (Gen (X)NE,(R)), entonces existe un complejo exacto €, con
Coker () = X, y un epimorfismo en C,(R) @;c;0; — 0, con o; € ¥ Vi € I. Lue-
go, por el lema de la serpiente tenemos que existe un epimorfismo @,.; Coker (o;) —
X. Por lo tanto, X € Gen (Coker (X)).
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(d)

Sea ¥ C &,(R)NP. Si X € Coker(Gen,(X)NE,(R)), entonces existe un complejo
exacto 6 tal que X = Coker (#) y existe una sucesién exacta

Op — ... > 01— 0—0,

donde o; € Add (X) Vi € [1,n]. Luego, por 3.146, la sucesién anterior induce una
sucesion exacta
Sy — .= 5 —=>X =0,

donde S; = Coker (0;) Vi. Por lo tanto,

X € Gen,(Coker(Add(X))) C Gen,(Coker (¥)).

Sean 7 : (PO ELNSLY Pn> ePo: (Mo EAN Mn> € E.(R), X = Coker (0) y

T = Coker (). Si X € Gen; (T), entonces existe un epimorfismo 7 : T — X.
Luego, como P; € Proj(R) y 0 € &,(R), v induce un morfismo (7o, ..., ) :
n(® — @ por el teorema de comparacion.

Ademas, para cada k € [0,n — 1] consideramos un epimorfismo «y : RBx) — M,
y el morfismo (0, ..., ag, gk+1%, 0, ..., 0) : pr — 0, donde

Pk : (O—>...—>O—>R(ﬁ’€)—1>R(5k)—>0—>...—>0>

es el complejo cuyo k£ + 1 morfismo es
RB) Ly R0 y los demés son cero. Por
la propiedad universal de coproducto, (0 70)

. R(Bo)@Péa) ———> My — 0
sabemos que existe un morfismo

al] giao Y J
PLD . @ Py &0\ — 0, R(ﬁ1)@]{(ﬁ0)@pl(ag ifj)wl -0
el cual esta ilustrado en el diagrama l a2 g201 V2 )J

' R(ﬁz)@R(ﬁﬂ@P@‘g — My — 0
adjunto. Observamos que basta probar 2

que el morfismo l l

% = (gntn-1,7) : RV OP — M, | l

. . R(B7L—1>@R(Bn—2>@P(a> — Myp_1 — 0
es un epimorfismo para concluir lo n-t

deseado. Para probarlo basta observar l (gnn_1 7m) l
que ¢ induce un epimorfismo RPn—1gPpl®) ———— "M,

Ker (gnon—1) ® RPn=2) ¢ Ker (gnYn—1) — Ker(g,) .

Entonces, como v es un epimorfismo, por el lema de la serpiente podemos concluir
que ¢ es un epimorfismo.
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(f)

Sean n € PNEL(R), X € Gen,(Coker (n)) y 0 € &,(R) tal que Coker () = X.

Entonces, por definicién existe una sucesion exacta
S,—>...—> 5 —>X—=0,

donde S; € Add (Coker(n)) Vi € [1,n]. Consideremos S; para un i € [1,n)]
arbitrario. Dado que S; € Add (Coker(n)) y n € PN E,(R), por 3.147(a) se
sigue que S; = Coker (0;) para un o; € Add (n) € P N &E,(R). Ahora, utilizando
3.147(b), el teorema de comparacién 3.149 y (e), podemos utilizar la sucesion
exacta anterior para construir una sucesién exacta

o, = .= 0y =00,

donde ¢} € Add (o; @ p). Por lo que hemos probado que 6 € Gen,(n ® p).

Recordamos que en caso de que M sea un médulo con una resoluciéon proyectiva
0—-PFP,—..—>F—>M-—0,

con todo P, finitamente generado, entonces para toda familia de médulos {N; }ie;
se tiene que

Ext’, <M, EBNZ) ~ (P Ext}, (M, N;) Vi > 0.
icl i€l
En particular, si ¥ C PF, tenemos que L' es cerrado por coproductos por
3.143(c). Por lo tanto, Dy es cerrado por coproductos por (a).

Por 1ltimo, los enunciados (a’), (b’), (¢’), (d’), (¢’) y (f’) se prueban de manera dual.

]

Ya estamos listos para comenzar con nuestro cometido.

Proposicién 3.156. Sea

U:Poﬂkplg...—)Pn,lﬁSPn

una n-presentacion proyectiva de M. Sin > 0, entonces

D, =Dy, N <ﬂ M%) :

i=1

Mas aun, en caso de que X € D, tenemos que
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Demostracion. Tenemos la familia de sucesiones exactas

{O%Klb%PnglJrl—)O} R

1=0

donde o; = bia;_1, K; = Im (0;) Vi € [1,n], Ky := Ker (01) y K,,y1 = M. Por lo que,
al aplicar el funtor Hom r(—, X), tenemos la familia de sucesiones exactas

n
F = {0 — Hom p(K;y1, X) % Hom p(P;, X) 5 Hom p(K;, X) — Exth (Kiz1, X) — 0} ,
=0

donde «; := Hom g(a;, X) y §; := Hom g(b;, X) Vi € [1,n]. Veamos que

(C€) Sea X € D,. Entonces, la sucesién
n: Homg(P,, X) — Hom r(P,—1,X) — ... > Hom g(Fp, X) — 0

es exacta. Notemos que Hom g(0;, X) = «;_15; Vi € [1,n] y que, dado que «; es
monomorfismo Vi € [1,n], tenemos

Im (a;_16;) = ;1 Im (5;)  y  Ker(a;_15;) = Ker (5;) = Im (o) .
Entonces, como Im(Hom g(0;41, X)) = Ker(Hom g(0;, X)) Vi € [1,n— 1], tenemos que
a; Im (Biy1) = Im (o) Vi € [1,n — 1].

Por lo tanto, de la inyectividad de «; podemos concluir que (;.; es epimorfismo
Vi € [1,n — 1]. Por lo tanto, Exth (K12, X) = 0 Vi € [1,n — 1]. Ademds, como
Hom g(01, X) = apf; es sobreyectiva, podemos concluir que «aq es biyectiva, 51 es

sobreyectiva y Sy = 0, por lo que también podemos concluir que
Exth (K, X) =0, y Hom (K, X) = Exty (K1, X). (3.A)
Asi que, por el lema del corrimiento, tenemos que

Extl, (M, X) = Exth (Ky_irn, X) = 0Vi € [1,n + 1].

Por lo tanto, podemos concluir que X € N, M*i. Ademas, utilizando 3.A, obtenemos
el isomorfismo del segundo enunciado de la proposicion.

Por otro lado, dado que X € D,,, sabemos que Hom g(o7, X) es un epimorfismo. Asi
que por definicion X € D,,,.
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Por lo tanto, hemos probado que D, C D,, N ( M Li).

(2) Supongamos ahora que X € D,, N ( M li). Se sigue que la familia F ahora
consiste de las sucesiones exactas

n

F = {0 — Hom p(K;1, X) < Hom p(P;, X) & Hom gr(K;, X) — O}' :

=1
y ademés Hom (o1, X) es un epimorfismo. Por lo tanto,
Hom r(P,, X) — Hom g(P,-1,X) — ... = Hom g(Fp, X) — 0
es exacta, y asi X € D,. n

Corolario 3.157. Sean ¥ CPNE,(R) y Z CITNE,(R) conjuntos. Entonces,
(a) Dy es cerrado por extensiones y productos arbitrarios, y

(b) Bz es cerrado por extensiones y coproductos arbitrarios.

Demostracion. Se sigue de 3.111(a) junto con 3.156. O

Proposicién 3.158. Sean M € Mod (R) y
c: P, B3PS P 3R

una n-presentacion proyectiva de M. Si M es un R-mddulo tal que pd (M) < n,
entonces D, es cerrado por n-cocientes. Mds ain, si ¥ C Coker™ (P,) es un conjunto,
entonces Ds; es cerrado por n-cocientes.

Demostracion. En efecto, recordamos que una clase X’ es cerrada bajo k-cocientes si
dada una sucesion exacta

Xi=2Xo—=>..2oXpy =Y —=0

con Xq,..., X € X tenemos que Y € X. Recordamos también que pd (M) < n si, y
s6lo si, Mt es cerrado por n-cocientes por 1.9. Por lo tanto, la clase

Dy = D,, N M+

es cerrado por n-cocientes, ya que D, también es cerrado por n-cocientes por ser
cerrado por cocientes, ver 3.111(a). O

Definicién 3.159. Sea T' € Mod (R).

= Decimos que 7' es un moédulo n-silting parcial si existe una n-presentacion
proyectiva 1 de T tal que
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(S1) D,, es una clase cerrada por n-cocientes y coproductos.
(S2) Add(T) C D,,.

= Decimos que 7" es un modulo n-silting si existe una n-presentacién proyectiva n
de T tal que Gen,(T) = D,.

Observacion 3.160. Si T es un médulo n-silting respecto a una n-presentacion pro-
yectiva n tal que Gen,(T) = Gen,1(T), entonces T' es n-silting parcial respecto a n.
En efecto, es claro que st Gen,,(T') = D,,, entonces D,, es cerrado por coproductos y que
Add (T) C D,. Ademds, por 3.157 sabemos que D, = Gen, (1) es cerrado por exten-
siones. Entonces, por 1.53, D, es cerrado por n-cocientes. Por lo tanto, T' es n-silting
parcial respeto a 1.

En [MS19], Frederik Marks y Jan St’ovi¢ek mostraron que los médulos silting estan
relacionados con las localizaciones universales del anillo. Para ello, en [MS19, Lemma
6.2] mostraron que los objetos silting se pueden caracterizar por medio de los objetos
tilting en Co(R). A continuacion buscaremos extender este resultado relacionando los
modulos n-silting con los complejos n-&, (R)-tilting grandes en C,(R). Para ello, cabe
hacer la siguiente observacién que nos ayudara a manejar con mas facilidad estos
objetos en este contexto.

Observacién 3.161. Sea n € &€,(R).

(a) Por 3.147(a,b), sabemos que E,(R) es una clase gruesa en C,(R). Mds ain, por
3.147(e), sabemos que Proj (C,(R)) es un generador de &E,(R). Por lo tanto, se
sigue de 2.89, que n es n-E,(R)-tilting grande si, y sdlo si, n es n-E,(R)-tilting
grande Proj (C,(R))-saturado.

(b) Notamos que n es n-E,(R)-tilting grande Proj (C,(R))-saturado parcial si, y solo
si, Add (n) St NENR) yntNELR) es cerrada por n-cocientes en E,(R).
En efecto, sin es n-&,(R)-tilting grande Proj (C,(R))-saturado parcial, entonces
se sigue que Add (n) C ntNE,(R) por (TS0) y (TS2). Ademds, por (TS1) y 1.9,
nt NEL(R) es cerrada por n-cocientes en E,(R).
Veamos ahora que Add (n) C ntNE(R) yntNEL(R) es cerrada por n-cocientes
en E,(R) implica que n es n-&,(R)-tilting grande Proj (C,,(R))-saturado parcial.
Primeramente, notamos que (TS0) se cumple por 3.147(a,b); (TS1) se cumple
por 1.9; (TS2) se satisface por la hipdtesis de que Add (n) C ntNEL(R); (TS4)
se cumple por 3.147(f); y (TS5) se cumple trivialmente, ya que Add (n) es una
clase precubriente.

(c) Sean n € P un objeto n — &,(R)-tilting grande Proj (C,(R))-saturado parcial y
n € PENProj (C.(R)). Entonces, n@®n' es n—E,(R)-tilting grande Proj (C,(R))-
saturado parcial. En efecto, basta con utilizar (b). Como 7' € Proj(C,(R)) C
En(R) por 3.147(e), tenemos Add (n @ ') C E,(R) por 3.147(a). Ademds, como
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nePyn € P sesigue que Add (n dn') C nt NEL(R) por (b). Finalmente,
como 1/ € Proj (Cu(R)) tenemos que n=NE,(R) = (n @& 1) NEL(R). Por lo tanto,
se sigue de (b) que ndn' es n—E&, (R)-tilting grande Proj (C,(R))-saturado parcial.

Teorema 3.162. Sean n € PNE,L(R) y T = Coker (n). Entonces, se cumplen los
siguientes enunciados:

(a) T es m-silting parcial respecto a n si, y solo si, n es n-E,(R)-tilting grande
Proj (C,(R))-saturado parcial en C,(R) y nt N E,(R) es cerrada por coproduc-
tos.

(b) T es n-silting respecto a n en Mod (R) si, y sélo si, n ® p es n-E,(R)-tilting
grande en C,(R) y D,, C Gen,(T'), donde
p: RER paran =1

o)

—~

p: R—)R@R(%)Rpamn:2
1 01
b R R R0 po Ry S Re R Ryns3

Demostracion. (a) T es n-silting parcial respecto a 7 si, y sélo si, Add(T) C D, y
D, es una clase cerrada por n-cocientes y coproductos. Lo anterior es equivalente
a que Add (n) € nt N &, (R) por 3.151, v a que n* N &E,(R) sea cerrada por
n-cocientes en &,(R) y coproductos por 3.155(a) y 3.155(b). Por lo tanto, T
es silting parcial si, y solo si,  es n-&,(R)-tilting grande Proj (C,(R))-saturada
parcial y nt N &,(R) es cerrada por coproductos por 3.161(b).

(b) (<) Supongamos que 1 @ p es n-&,(R)-tilting. Primeramente, observamos que
n@p es n-E,(R)-tilting grande Proj (C,,(R))-saturado por 3.161(a). Asi que, como
p es proyectivo en C,(R), tenemos que

Gen,(n ® p) NENR) = (n® p)" NELNR) =t N EL(R) = Coker ! (D)

por 2.90 y 3.151. De la igualdad anterior podemos concluir que n € Coker™* (D).
Ademis, debido a que n®p es n-&,(R)-tilting, sabemos que n-NE, (R) es una clase
cerrada por n-cocientes en &, (R) y coproductos, lo que implica que D,, es cerrada
por n-cocientes y coproductos por 3.155. Entonces, utilizando el hecho de que
T = Coker (1) € D,, tenemos que Gen,(1') C D,.. Por lo tanto, Gen,(T') = D,,.
(=) Supongamos que T es n-silting respecto a 1. Entonces, por 3.160 y (a),
sabemos que 7 es n-&,(R)-tilting grande Proj (C, (R))-saturado parcial en C,(R).
Luego, como p es proyectivo e inyectivo en P por 3.152, se sigue de tenemos que
n @ p es n-E,(R)-tilting grande Proj (C,(R))-saturado parcial y que

1
nepem®p) =0
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Veamos que Gen,(n® p) NE,(R) = (n® p)t NE,(R). Por 3.161(b), se sigue que
Gen,(n® p) NEL(R) C (n® p)t NEL(R). Por otro lado, para todo

0c(nep)tNE(R)=n"NEL(R) = Coker ' (D) (3.B)

tenemos que Coker (0) € D, = Gen,(T') = Gen,(Coker(n)), lo que implica que
0 € Gen,(n @ p) por 3.155(f). Por lo tanto,

Gena(n @ p) N E(R) = (n @ p)* N Ea(R).

Con esto hemos probado que n@p es n-&,(R)-tilting grande en C,,(R) por 3.161(a)
y 2.90. Mas aun, de 3.B tenemos que

D, € Coker (7@ p)* NE,(R)) = Coker (Gen,(n @ p) NE,(R)) C Gen, (7).

]
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A. Categorias abelianas

El objetivo de este apéndice es dar una breve exposicion sobre los resultados en cate-
gorias abelianas que utilizaremos a lo largo de la tesis. A grandes rasgos, el contenido
de este apéndice se divide en tres partes.

En la primera parte, que consiste en las secciones A.1, A.2 y A.3, veremos una expo-
sicién de las definiciones y propiedades bésicas en la teoria de categorias abelianas.
Daremos particular énfasis en la prueba de ciertos diagramas conmutativos de sucesio-
nes exactas relacionados con pullbacks y pushouts. Finalmente, daremos una prueba
del lema de la serpiente.

En la segunda parte, que consiste en la seccién A.3, definiremos el funtor Ext} (—, —)
de Yoneda, y estudiaremos los grupos de extensiones. Para ello, dados A, B € C,
consideramos una relacion de equivalencia en la clase de sucesiones exactas de B en
A de longitud n. Las clases de equivalencia inducidas por dicha relaciéon recibiran
el nombre de extensiones, denotando a la colecciéon de todas las extensiones como
Extg (A, B). En particular, caracterizaremos las sucesiones exactas 1 tales que 7 = 0
en Exty (A, B), y veremos que el funtor Ext} (—, —) conmuta con coproductos finitos
en ambas variables.

Finalmente, en la tercera parte, que consiste en las secciones A.4 y A.5, introducire-
mos las nociones de categoria Ab3, Ab4 y Abb. Estas nociones fueron presentadas por
Alexander Grothendieck en [Gro57] para estudiar categorias abelianas con estructu-
ra adicional. Al respecto, nuestro principal cometido sera caracterizar las categorias
abelianas en las que el funtor Ext? (—, X') manda coproductos en productos.

A.1. Nociones basicas

En esta seccion daremos las nociones basicas sobre categorias abelianas. Nos basaremos
en [Pop73, Mit65] y en las notas del curso de avanzado de dlgebra impartido por el Dr.
Octavio Mendoza Herndndez en el semestre 2015-2 en el Instituto de Matematicas.

Definicién A.1. Sea C una categoria.

(a) Decimos que C es normal si tiene objeto cero y todo monomorfismo es el niicleo
de un morfismo.
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(b) Decimos que C es conormal si tiene objeto cero y todo epimorfismo es el conticleo
de un morfismo.

(¢) Decimos que C es exacta en el sentido de B. Mitchell si es
normal, conormal, tiene nicleos y contcleos, y todo morfismo
A% B

a:A— B N7

tiene una factorizacién canénica o = vq donde v es un monomor-
fismo y ¢ es un epimorfismo.

(d) Decimos que C es aditiva si tiene objeto cero y para cualesquiera M, N € C se
tiene que Hom ¢(M, N) es un grupo abeliano.

(e) Decimos que C es abeliana si es exacta en el sentido de B. Mitchell y aditiva.

Observacion A.2. Cabe hacer las siguientes observaciones que utilizaremos libremen-
te:

(a) Dado un morfismo « en una categoria exacta en el sentido de B. Mitchell C y
su factorizacion candnica o = o', se puede mostrar que o = Coker (Ker(«))
y o = Ker (Coker(a)).

(b) Sean f y g morfismos en una categoria abeliana C. Entonces, se cumplen los
siguientes enunciados:

(b1) si fg =0y g es un epimorfismo, entonces f =0, y
(b2) si fg =01y f es un monomorfismo, entonces g = 0.

(c) Sean [ y g morfismos en una categoria exacta en el sentido de B. Mitchell C.
Entonces, se cumplen los siguientes enunciados:

(c1) si todo morfismo w tal que gw = 0 se factoriza a través de f y f es un
monomorfismo tal que gf = 0, entonces f es el nicleo de g.

(c2) si todo morfismo w tal que wg = 0 se factoriza a través de f y f es un
epimorfismo tal que fg =0, entonces f es el conicleo de g.

Un concepto fundamental en una categoria exacta en el sentido de B. Mitchell es preci-
samente el de la exactitud de una sucesion de morfismos. Para definirlo es conveniente
definir previamente el concepto de imagen de un morfismo y exponer algunas de sus
propiedades en una categoria exacta.

Proposiciéon A.3. Sean C una categoria exacta en el sentido de B. Mitchell, o : X —

Y un morfismo en C y a = o/’ una descomposicion candnica de o con o : [ =Y y

o’ X — 1. Entonces, los siguientes enunciados se satisfacen:

(a) k es nicleo de o si y sdlo si k es nicleo de o”;
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(b) ¢ es nicleo de v si y solo si ¢ es conticleo de o;

(c) " es nicleo de un conicleo de a; y

(d) o es coniicleo de un nicleo de a.

Demostracion.

(a)

(d)

Supongamos que k : K — X es el ntcleo de a. Si w : W — X es un morfismo
tal que o’’w = 0, entonces como

aw=ad"w=0

y k es nicleo de «, existe un tnico morfismo w’ : W — K tal que kw’ = w. Por
lo tanto, k es nucleo de o”.

Supongamos ahora que k : K — X es nicleo de /. Si w : W — X es un
morfismo tal que aw = 0, entonces como

0=aw=dd"w

y &' es un monomorfismo, se sigue que o’w = 0. Entonces como k es nicleo de
!

o, existe un unico morfismo w’' : W — K tal que kw’ = w. Por lo tanto, k es
nucleo de a.
Se prueba de manera dual a (a).

Sea ¢ conticleo de a. Dado que o’ es un epimorfismo y
c/a” =ca =0

tenemos que ca’ = 0. Para probar que o satisface la propiedad universal de
ntcleo, observamos que como C es normal y o es un monomorfismo, entonces o’
es nucleo de un morfismo . Ahora, como o’ = 0, se sigue que ’a = 0. Luego,
como c¢ es contucleo de «, existe un morfismo ¢’ tal que ¢’¢ = ¢. Entonces, si w
es un morfismo tal que cw = 0, como

dw=ccw=0

y ' es nucleo de ¢, se sigue que w se factoriza de manera tnica a través de «’'.
Por lo tanto, o’ es ntcleo de c.

Se prueba de manera dual a (c).

]

Supongamos que a = o/’ es una factorizacién canénicacon o’ : I - Y yo” : X — I.
Entonces, como hemos visto que o es conticleo de un nicleo de a y o’ un nicleo
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de un contcleo de «, podemos decir que I es tnico salvo isomorfismo. Por ello, nos
referiremos a dicho objeto como la imagen de a.

Por 1ltimo, antes de abordar el concepto de exactitud, introduciremos brevemente las
nociones de subobjeto y objeto cociente.

Definicién A.4. Sean C una categoria y A un objeto en C.

(a) Diremos que un objeto X en C es un subobjeto de A si existe un monomorfismo
a: X — A. En tal caso, utilizaremos la notaciéon X C A. Si queremos especificar
el morfismo diremos que X es un subobjeto de A via «, y lo denotaremos como
X C, A

(b) Diremos que un objeto Y en C es un cociente de A si existe un epimorfismo
A — Y. En tal caso, utilizaremos la notacién ¥ = A/B, donde B C A es el
nicleo de A — Y.

(c) Sean f : A — B un morfismo y X C, A. La composicién fa la llamaremos la
restriccion de f a X y la denotaremos como f|x.

Es importante considerar la clase de subobjetos y la clase de cocientes de un objeto
dado. En las siguientes observaciones introduciremos todo lo que necesitaremos al
respecto.

Observacion A.5. Sea C una categoria y A un objeto de C.

(a) Sean X C, A y Z Cgz A. Diremos que un morfismo h : X — Z es un morfismo
de subobjetos de A si Sh = a.

(b) La clase de subobjetos de A junto con los morfismos de subobjetos de A determi-
nan una categoria la cual denotaremos como Sa.

(c¢) Utilizando la definicion de monomorfismo se puede probar que Sx(X,Y') tiene a
lo mds un elemento para cualesquiera X y'Y subobjetos de A. De lo cual se sigue
que SA(X,Y) £ 0 # Sa(Y, X) si y sdlo si X =Y.

Definicién A.6. Sean C una categoria exacta en el sentido de B. Mitchelly a: X — Y
un morfismo en C. Dada una factorizaciéon canénica « = o’a” con o : [ = Y y

o X — I, diremos que [ es la imagen de a y lo denotaremos como Im («).

Observacion A.7. Sean C una categoria exacta en el sentido de B. Mitchell, y o y 3
morfismos en C.

(a) Cabe observar que Im () CY es un subobjeto tal que Coker (o) = Y/Im («) y
Im (o) = X/ Ker ().

(b) Si B es un morfismo tal que Bo = 0, entonces Im (o) C Ker (5) y Im (8) es un
cociente de Coker («).
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Definicién A.8. Sean C una categoria exacta en el sentido de B. Mitchell y

i :
"'_>Oi—1 —>10ia40i+1—>"'

una sucesion de morfismos en C. Diremos que dicha sucesién es exacta si para todo
1 € Z tenemos que

Ker (o) = Im (a;—1) .

Proposicion A.9. Sean C una categoria exacta y o : X =Y |, B:Y — Z morfismos
en C. Entonces, los siguientes enunciados se satisfacen:

(a) o es un monomorfismo si, y sélo si, la siguiente sucesion es exacta

0> X3Y.

(b) a es un epimorfismo si, y solo si, la siguiente sucesion es exacta

X3Y —>0.

(c) a es un isomorfismo si, y solo si, la siguiente sucesion es exacta

0->X3Y —0.

(d) a =Ker(B) y g = Coker () si, y sélo si, la siguiente sucesion es exacta

05 X35y Sz 0.

Demostracion.

(a)

(=) Sea « un monomorfismo y f un morfismo tal que aff = 0. Como « es un
monomorfismo se sigue que = 0. De modo que, como [ se factoriza de manera
tinica a través de 0 — X, podemos concluir que la sucesion 0 — X 3 Y es
exacta.

(<) Supongamos que dicha sucesion es exacta. Entonces, Ker (o) = Im (0) = 0.

De modo que si @ = o’a” es una factorizacion candnica tenemos que

o = Coker(Ker () = Coker(0) = 1x.

Por lo tanto, & = 1x¢’ es un monomorfismo.
Se prueba por dualidad utilizando (a).
Se sigue de (a) y (b).

Por los puntos anteriores basta observar que Ker () = Im(a) si, y sélo si,
Ker (8) = X/ Ker (a) si, y sélo si, Ker () = X/0 = X, lo cual es equivalen-
te a que o = Ker () y 8 = Coker ().

193



A.1 Nociones basicas Categorias abelianas

]

Definiciéon A.10. Sea C una categoria exacta en el sentido de B. Mitchell. Una suce-
sion exacta de la siguiente forma

O—-N—-M-—->K-—=0

recibe el nombre de sucesién exacta corta.

Proposicion A.11. [Ste75, Chapter IV, p.86] Sean C una categoria abeliana y A € C.
Entonces, se cumplen los siguientes enunciados:

(a) Sipy: Ay — Aym : A— Ay son morfismos en C tales que iy = 14,, entonces

(al) pymy es un elemento idempotente de Endg(A);,
(a2) py es el nicleo de 14 — pymi; y

(a8) w1 es el conicleo de 14 — pym.

(b) Si 0 es un elemento idempotente de Endg(A), uy : Ay — A es el nicleo de 14 —6
Yy po : Ay — A es el niucleo de 0, entonces A = Ay & Ay con 1 y ps como
inclusiones naturales.

Definicién A.12. Diremos que una sucesion exacta
0> N3MEL K0

se escinde si a es un split-mono y 5 es un split-epi.

Teorema A.13. [Pop73, Chapter 2, Corollary 7.4] Sean C una categoria abeliana y

€: 0—>Aﬂ>B£>C'—>0

una sucesion exacta en C. Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) a es un split-mono;
(b) B es un split-epi; y

(c) € se escinde.

Lema A.14. Sean C una categoria abeliana, y

0-ASBAC -0y
0B L B%B 0

sucesiones exactas en C. Entonces, se cumplen los siguientes enunciados:
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(a) pf es epimorfismo si y sélo si gu es un epimorfismo; y

(b) pf es monomorfismo si y sélo si gu es un monomorfismo.

Demostracion. Probaremos el primer enunciado, la

prueba del segundo enunciado es dual.

Supongamos que pf es un epimorfismo. Sea i

w : B” — X un morfismo tal que wgu = 0. En- ,

tonces, como p es el conucleo de u, sabemos que Tf\

existe p’ : C' — X tal que p’p = wg. Entonces, como R A S
p'pf = wgf = 0y pf es un epimorfismo, tenemos \ o

que p' = 0. Asi que como wg = p'p =0y g es un e
epimorfismo, podemos concluir que w = 0. Por lo l

tanto, gu es un epimorfismo. O o

Observacion A.15. Existe una prueba del resultado anterior para categorias exactas
en el sentido de B. Mitchell en [Mit65, 16.8].

A.2. Diagramas de pushout y pullback

Proposiciéon A.16. [Ste75, Chapter 1V, p.90] Sean C una categoria abeliana. Dados
a:A— Byp:C— B morfismos en C consideramos el morfismo

(a-8):A®C — B

y la sucesion exacta
0 KB Aec"S B

Entonces, la terna (K, pak,pck) es un pullback de o y B, donde py : AGC — Ay
pe: A® C — C son las proyecciones naturales.

Sean C una categoria abeliana. Dados o« : B — A y f : B — C morfismos en C

consideramos el morfismo ( %3): B — A® C y la sucesion exacta
B(j)A@O@K—m.

Entonces, la terna (K, kua, kuc) es un pushout de o y 3, donde ug : A - A® C y

uc : C — Ad C son las inclusiones naturales.

Definicion A.17. Nos referiremos a las sucesiones exactas que aparecen en A.16 y
A.16 como la sucesién exacta corta asociada al pullback, o pushout respecti-
vamente.
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Proposiciéon A.18. Sea C una categoria exacta en

el sentido de B. Mitchell. Consideramos el diagra- 00— H— X' — Y
ma conmutativo en C adjunto con filas y columnas Jm f Jy g H
exactas. Entonces, el cuadrado de la izquierda es un h i
pullback. 0—K— X —Y

Demostracion. Supongamos que existe una pareja de morfismos o : W — X'y 3 :
W — K tal que ya = hfS. Se sigue que ga = iya = thf = 0. Entonces, como f es
el nucleo de g, existe un tnico f' : W — H tal que ff’ = a. Ademads, como h es un
monomorfismo y hf = ya = yff' = haf’, tenemos que S = zf’. Por lo tanto, de la
unicidad de f’, podemos concluir lo deseado. O

Proposiciéon A.19. Sea C ezxacta en el sentido

de B. Mitchell, 0 — N LM% K = 0 una su- q

cesion exacta corta y o : X — K un morfismo 00— N—E— X—0
en C. Si (E,d/,¢) es el pullback de g y o, en- H la’ lOé
tonces obtenemos un diagrama conmutativo con 00— N — M — K — 0
renglones exactos como el adjunto.

Demostracion. Como g es un epimorfismo, se sigue que ¢’ es un epimorfismo. En efecto,
consideremos la sucesion exacta asociada al pullback

0 ES Maex YIS K o,
donde (¢ —a) es un epimorfismo debido a que g lo es, y la sucesién exacta que se escinde
0=MB3MaX DX 0.

Entonces, por A.14, sabemos que ¢’ = pk es un epimorfismo si y sélo si (g —a)u
es un epimorfismo. Esto concluye la prueba ya que (9 —a)u = ¢ es un epimorfismo.
Por 1ltimo, observamos que, por la propiedad universal de pullback, existe un tinico
morfismo v : N — X tal que o’y = f y 0 = ¢’v. De la igualdad o'y = f podemos
concluir que v es un monomorfismo. Asi que, como 0 = ¢, podemos concluir que
es el nicleo de ¢'. ]
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Corolario A.20. Sea C una categoria exacta en el
sentido de B. Mitchell, y

0>A—-B3C—=0

> o
—— O

[ — A/
’ ! ol l l
0=+A—=>B—-C—=0
00— A— E— B "— 0
sucesiones exactas cortas en C. Entonces, al consi- H l l
derar el pullback de o con o' obtenemos un diagrama 0— A= B—0C—0
conmutativo con columnas y renglones exactos como l l
el adjunto. 0 0
Demostracion. En efecto, basta con aplicar dos veces A.19. O

A.3. Lema de la serpiente y diagramas relacionados

En esta seccion damos una prueba de lema de la
serpiente sin utilizar el teorema de Mitchell. Como

resultado se exponen una variedad de lemas técni- 0 0

cos sobre la exactitud de una sucesion exacta y la ll f l

naturaleza de un pullback entre epimorfismos y mo- ‘1 —

nomorfismos. T laa\?
B’ — B — B"

Lema A.21. Sea C una categoria abeliana. Consi- l’%l Lo

deramos el diagrama conmutativo en C adjunto con 0— ¢ —C

filas y columnas exactas. Entonces, la siguiente su-
Ny f 0
cesion es exvacta A’ = A = B,

Demostracion. Veamos primero el caso en que «; es un monomorfismo. En cuyo caso,

se sigue que f es un monomorfismo. Veamos que la sucesiéon 0 — A’ LA Broeg
exacta. Como ya sabemos que f es un monomorfismo, basta probar que Ker (as6;) =
f. Para mostrarlo observamos que asf#;f = 0 debido a que asb,f = asa;y; = 0.
Consideramos un morfismo p : X — A tal que asf,pu = 0. Entonces, como a4 resulta
ser el nicleo de ap, tenemos que existe un morfismo v : X — B’ tal que ayv = 6.
Ademas, vov = 0 debido a que [17v = Os1v = 036014 = 0 y [ es un monomorfismo.
Entonces, como 77 es el nicleo de ~,, existe un morfismo w : X — A’ tal que v = yw.
Lo que implica que fw = p. En efecto, 0, fw = ayyiw = aqv = O1pu y 67 es un
monomorfismo. Por lo tanto, f es el ntcleo de asf.

Veamos ahora el caso en que a; no es necesariamente un monomorfismo. Consideramos
las descomposiciones canénicas f = f'f" y a; = o’'a”, y By : C — C” el contcleo de
B1. Por la exactitud del diagrama tenemos que o', f'y (31 son los nucleos de aq,f y fo
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respectivamente. Ahora, como f” es un epimorfismo y sy f' " = by f = asayyy =0
tenemos que anf; f* = 0, lo que implica que 6; f se factoriza a través de o’. De manera
similar se prueba que #>a/ se factoriza a través de ;. Entonces, por lo antes probado,

!
L 0
tenemos que la sucesién 0 — A Ty 428 By eg exacta, lo que concluye la prueba. [

Corolario A.22. Sea C una categoria abeliana.

Consideramos el diagrama conmutativo en C adjun- 0 0 0
to. Si todas columnas son exactas junto con las su- | l |
cesiones A — A— A
l% l@l lh
B/%Bany B’E’BiﬁB”
0 e, Ly, Lo

./ f h
entonces la sucesion A" 5 A = A" es exacta.

Demostracion. Por el lema anterior sabemos que la sucesion
ALy A B
es exacta. Luego, como d es un monomorfismo se sigue que
Im (f) = Ker (dh) = Ker (h) ,

lo que concluye la prueba. O

Cabe enunciar el resultado dual del lema anterior.

Lema A.23. Sea C una categoria abeliana. Consi- A
deramos el diagrama conmutativo en C adjunto con o 19%
filas y columnas exactas. Entonces la sucesion B'— B— B"— 0
l’YQ/B le% l@z
AaﬁlB//gcﬂ C’;CjC”HO
|
es exacta 0

Reuniendo los dos lemas anteriores obtenemos el siguiente resultado.
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Lema A.24. Sea C una categoria abeliana. Consi-
deramos el diagrama conmutativo en C adjunto con
filas y columnas exactas. Entonces la sucesion

ALy q ez ey o

es exacta.

Corolario A.25. Sea C una categoria abeliana.
Consideramos el diagrama conmutativo en C adjun-
to con filas y columnas exactas. Entonces existe una
sucesion exacta

0 ALy A% 4" 50

que completa el diagrama conmutativo. Mds aiun, la
sucesion

0— A Ly a2l prez on g

es exacta.

0 0
byl
A= A

Y1 0
Ji’ 2 113 i% B"— 0
l’hﬁl 19%2 l<P2

0— ¢ — C— ¢ — 0

0 0 0
L, 1,1
0-—>A - A--> A"-=0

In Lo, Lo
o B g
lwﬂl le@ lm

0— ¢ —C—C'—0

L

0 0 0

Demostracion. La existencia de f y g se sigue de la propiedad universal de nicleo. El

resto se sigue del lema anterior.

Corolario A.26. Sean C una categoria abeliana.
Consideramos las sucesiones exactas

0=-C"3CH0" =0
0-A4A5B30Cc 0

y el pullback (B',(1,P2) entre ellas. Entonces,
el siguiente diagrama, donde § := Ker(f) vy
v := Coker (a1), es conmutativo con renglones y co-
lumnas exactas.

[]

0 0

L g !

B81
0— A— B — ¢ — 0

H ; l% [

00— A— B —C —20

e[

o = o
[
0 0

Demostracion. Claramente tenemos que ¢ := yas es un epimorfismo y 6 := (50 es un

monomorfismo. Probaremos la exactitud de la sucesion

0B ABAC 0.
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Primero observamos que como «; es un monomorfismo, de la propiedad universal de
pullback se sigue que (3, también lo es. Ahora, como

©Br = yasfa = yo 51 = 0

y (2 es un monomorfismo, basta mostrar que todo morfismo p : X — B tal que pu =0
se factoriza a través de (35, lo cual se sigue de la propiedad universal de pullback junto
a la exactitud de

0-C"BCSHC"—0.

Finalmente, por A.25 sabemos que existe un morfismo A : B" — C’ tal que
05A3B A0 >0
es exacta y a1 A = ap32. Entonces, como

A = 04252 = 06151

y a1 es un monomorfismo, podemos concluir lo deseado. O

Finalmente introduciremos la siguiente notaciéon para facilitar la prueba del lema de
la serpiente.

Definicién A.27. Sean o : X = Y, o : X' =Y . X - X' y~v:Y =Y
morfismos en una categoria exacta en el sentido de B. Mitchell C.

(a) Denotaremos como k(«) : K(a) — X al nicleo de a.
(b) Denotaremos como c¢(a) : Y — C(«) al conicleo de a.

(c¢) En caso de que ya = o/, diremos que la pareja (3,7) es un morfismo de mor-
fismos de a en /', y lo denotamos como

(B,7):a— .

(d) Sea (,7) : @ — & un morfismo de morfismos. Por lo propiedad universal del
conticleo sabemos que existe un tinico morfismo A : K(3) — K(v) tal que k(y)\ =
ak(B). A dicho morfismo lo denotaremos como k(3,7).

Lema A.28 (Lema de la serpiente). Sea C una categoria abeliana. Consideramos el
diagrama conmutativo adjunto en C con filas exactas. Entonces existe una sucesion

exacta
u,v

K(u) g

VK (0) " K (w) S ) U o) U Ow).

Mas ain, en caso de que k' sea un monomorfismo, entonces k(u,v) también lo es; y
en caso de que f sea un epimorfismo, entonces c(v,w) también lo es.
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Demostracion.
Utilizando la propiedad uni-
versal de nicleo y contcleo
. ~ k(u,w)  k(v,w)
podemos completar el diagra K(u) — K@) — K(w)
ma a un diagrama conmutati- S
P Fe(u) k(v) k(w)
vo como el que estd adjunto. Y f \
Ademds, por A.22 y su dual KN == X' == ¥ == 0
tenemos la exactitud de las su- |uooeqo 77 T w
cesiones 0 [/’ LI f v
K(u) k%v) K(’U) k(&)w) K(w) y \\\J c(u) c(v) c(w)
c(u,v c(v,w Cu) — C(v) — C(w)
Cu) ““ O (v) ) Cw). () (o)

Por lo que queda por mostrar la existencia del mor-
fismo d y la exactitud de la sucesion

k(&;u)

L, | K@) " K(w) % Cw) ™ ).

H & lh f | ww) Para empezar consideramos el pullback entre k(w)
y f'. Por A.26 obtenemos sucesiones exactas

I“I“’I“I“’ K'5HSKw) -0y
0o 0 0—>Hi>X’ﬂ/Im(w)—>0,

- donde w = w"w" es factorizacién canénica.
Ahora, utilizando el hecho de que wf’ = fv, con-

sideramos el morfismo n : H — K que resulta de h W f
tomar el nicleo del morfismo de morfismos 0— if - )f -y
n |v

Tf) 0—K—>X=Y

Entonces, por A.18 sabemos que (H, h,n) es un pull-
back de (k,v).

Ya estamos listos para mostrar la existencia de d. Como k es un monomorfismo y
ku = vk’ = vhk = knk,

tenemos que u = nx. Luego, como

y ¢ es el contcleo de k, por la propiedad universal de conticleo tenemos que existe un
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tnico morfismo d : K(w) — C(u) tal que dip = ¢(u)n. Veremos a continuacion que d
es el morfismo buscado.

Se puede ver que, por la propiedad universal de pullback,
existe un unico morfismo v : K(v) — H tal que hy =

K(v) \k(v) k(v) y ny = 0. Asi que como
N k(w)k(v,w) = f'k(v) = f'hy = k(w)yy

0 H— X'
nJ JU y k(w) es un monomorfismo, tenemos que k(v, w) = 1.
Por lo tanto, Im (k(v,w)) C Ker (d) ya que
K T X

dk(v,w) = dipy = c(u)ny = 0.

Para ver la contencién opuesta consideramos la factorizacién canénica u = u”u’ y
observamos que v es el niucleo de n. En efecto, supongamos que x : W — H es un
morfismo tal que nx = 0. Entonces, como vhx = knx = 0, por la propiedad universal
de ntcleo existe un tnico morfismo 2’ : W — K (V) tal que hx = k(v)z’. Luego, como
h es un monomorfismo y

hx = k(v)x' = hya,

tenemos que x se factoriza a través de v, con lo cual podemos concluir que v es el
nucleo de n por ser un monomorfismo.

Ahora, por construcciéon sabemos que

dp =cluyn y nk=u=u"u" 0 i
u,v)
Ademaés, como h es un monomorfismo y K(u)> K(v)
hek(u) = K'k(u) = k(v)k(u,v) = hyk(u, v), K 55 H 5 Kw) - 0
lu/” lg(u) ld
podemos concluir que kk(u) = vk(u, v). Asi que por 0— Q- K> Clu) — 0
A.24 sabemos que la sucesién |
0
K@) ™ K@) "% K(w) 4 C(u)
es exacta.
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Para terminar la prueba ob-

P K(w) — 0 servamos que con argumentos

.S ) duales a los antenoreg pode-

" ; mos asegurar que existe un

K ——= X' 7 ¥ —0 morfismo n' : Y’ — H' tal que

U, Yo/ w no, n'f’ = h'v, y existe un tnico

. ok f,’ . B morfismo d' : K(w) — C(u)

/ d tal que ¢¥'d’ = n'k(w), donde

; A K e (H',4' h') es el pushout de k

0— C(u 7 E Y y ¢(u). Més atin, podemos afir-
mar que la sucesion

u,v)

Kw) % o) Y o) S ¢ w)

es exacta. Por lo que basta probar que d = d’ para concluir lo deseado. Para ello,
observamos que como

n'k(w)y =n'f'h = h'vh = Wkn = ¢'c(u)n,

tenemos que
P'dp = 'c(u)n = n'k(w)i.

Entonces, como % es un epimorfismo podemos concluir que d satisface que 'd =
n'k(w). Por lo tanto, d = d'.

]

Observacién A.29. La prueba anterior esta inspirada en el articulo [Bou01], el cual
presenta una prueba en un contexto mds general.

A.4. Extensiones

En esta seccién expondremos las propiedades basicas de los grupos de extensiones. Nos
estaremos basando en [Mit65] y [Buch9].

A lo largo de esta seccion utilizaremos la siguiente notacion.

Definicién A.30. Sean C una categoria abeliana, C € C,ya: A— Byad : A = B’
morfismos en C.

(a) Denotaremos como V¢ al morfismo

(1010)20@0%0.

203
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(b) Denotaremos como A¢ al morfismo

(i¢):c—»Ccac.

(c) Denotaremos como 7¢ al morfismo

(2%):cococCac

(d) Denotaremos como a & o’ al morfismo

(¢5):Ap A - B B.

(e) En caso de que no haya confusion omitiremos los subindices en las expresiones
anteriores.

A.4.1. Extensiones de longitud 1

Definicién A.31. Sean C una categoria abeliana,
N0 NLEMEK S0 vy 0N ML K S0
sucesiones exactasen C,y a: N - N, §: M — M’y ~v: K — K’ morfismos en C.

(a) Diremos que («, 3,7) es un morfismo de sucesiones exactas si
Bf=fayyg=4ds.
(b) Denotaremos como n & 71’ a la sucesién exacta
0 NeN ' Mer Y KeK —0.
Lema A.32. Sean C una categoria abeliana,
n:0ALBSC 0y 0A LB S0 S0

sucesiones exactas y (a, B,7) : 7 — 0’ un morfismo de sucesiones exactas. Entonces,
existe k : B — A’ tal que kf = « si, y solo si, existe k' : C'— B’ tal que g'x’ = ~.

Demostracion. Supongamos que k' : C' — B’ tal que ¢’k = ~. Se tiene que
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gKg="9=4Pp, f
g
de modo que ¢'(k'g — B) = 0. Asi, por la pro- 0 A B C 0
piedad universal de nicleo, existe k : B — A’ la/,’/ l 5/,’/ lfy
tal que k'g — 8 = f'k. Luego, tenemos que <f! g
f'ef=rgf - Bf=-Bf=~fa

Asi que, como f’ es un monomorfismo, podemos concluir que

a=(—kr)f.

0— A — B —C —0

La implicacion opuesta se prueba de manera dual. O

Definicién A.33. Sean C una categoria abeliana y A, C' € C. Denotaremos como
E(K,N)
a la clase de sucesiones exactas de la forma
0—=N-—>M-—=K-—=D0.

Observacién A.34. Sean C una categoria abeliana, A,C € C y n,n € &E(C,A).
Consideraremos la relacion n =1 dada en caso de que exista un morfismo de la forma
(14,58,1¢) :m — 1. Por A.28, es inmediato que en tal caso B sea un isomorfismo, por
lo que = es una relacion de equivalencia.
Definicién A.35. Sean C una categoria abeliana, A, C € C.

(a) Denotamos Ext} (C, A) := & (C, A)/ =;

(b) Nos referiremos a los objetos de Ext} (C, A) como extensiones de A en C, y al
considerar una extension de A en C' trabajaremos con un representante de dicha
clase.

(c) Dados i € Ext (C, A) y ¥ € Ext} (C’, A’) diremos que una terna de morfismos
en C es un morfismo de 77 en 77/ si es un morfismo de 7 en 7.

(d) Si (e, B,7) : E— E'y («,5,79) : E' = E” son morfismos de extensiones, el
morfismo de extensiones

(o, B9 ) e, B,7) = (v, B'8,7'7)
lo llamaremos la composicién de (o/, 5',7') con («, 5,7).

Observaciéon A.36. Cabe resaltar que Ext} (C, A) no es necesariamente un conjun-
to. Considerando esto, estrictamente no podemos hablar de que una correspondencia
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Ext} (C", A") — Ext} (C, A) sea una funcién. Sin embargo, en este contexto haremos la
excepcion y diremos que una correspondencia ® : Ext} (C'; A') — Ext} (C, A) es una
funcién si a todo 7 € Ext} (C', A’) le asocia un tinico ®(7) € Ext} (C, A).
Consideremos una sucesion exacta

0—>N—>M£>K—>O

y un morfismo « : X — K en una categoria abeliana C. Hemos visto en A.19 que al
considerar el pullback de o y 8 obtenemos una sucesion exacta

0—-N—F—X—0.

A continuaciéon veremos que dicho procedimiento define una correspondencia entre las
clases de extensiones.

Lema A.37. Sean C una categoria abeliana,

g
n: 02ALBSHC S0y 0— A > B >0 —0
n: 0 AL S Lo Ja Mﬂ H
0—A—E— (¢ —0

sucesiones ezxactas cortas en C y (o, 5,7) : 7 = n H lﬁ’ JY

un morfismo de sucesiones exactas cortas. Enton- 0— A L B i C— 0
ces, existe un diagrama conmutativo con renglones
exactos como el adjunto, donde 55" = 3.

Demostracion. Por A.19, sabemos que existe una sucesion exacta
n" 0ALES o o
junto con un morfismo de sucesiones exactas cortas
(L4, 8°7) =" = .

Luego, como v¢' = gf, por la propiedad universal de pullback sabemos que existe
un unico morfismo " : B’ — FE tal que 5’6" = fy ¢"8" = ¢'. Finalmente, por la
propiedad universal de nicleo, sabemos que « es el inico morfismo tal que fa = f’
y que existe un tnico morfismo o’ : A" — A tal que 5" f' = f"a’. Entonces, como

fOé/ :ﬁlf”Oél :Blﬁﬁf/ :Bf/,

podemos concluir que a = ¢/, lo cual concluye la prueba. O
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Corolario A.38. Sean C una categoria abeliana, n € E(C, A) y~v: C" — C. Entonces,
se cumplen los siguientes enunciados:

(a) existe n, € E(C', A) y un morfismo de sucesiones exactas
(1a, 8,7) =y = m;
(b) mds ain, si existen nf € E(C', A) y un morfismo de sucesiones exactas
(14, B57) s =,
entonces ' = ny; y
(¢) la correspondencia ., : Ext} (C, A) — Ext, (C', A), 7+ 75, es una funcidn.

Demostracion. El enunciado (a) lo tenemos por A.19. El enunciado (b) queda probado
de manera automatica con el lema anterior sustituyendo « por 1,4. Finalmente, el
enunciado (c) se sigue de (b). O

De manera dual se puede probar el siguiente resultado:

Corolario A.39. Sean C una categoria abeliana, n € E¢(A,C) y~v: C — C'. Entonces,
se cumplen los siguientes enunciados:

(a) existe N € Ec(A,C") y un morfismo de sucesiones exactas
(7767 10) N/ n’y;
(b) mds ain, si existen nf € Ec(A,C") y un morfismo de sucesiones exactas

(/776/7 1C> n— 77/7
entonces ) =n7; y
(c) la correspondencia
7 : Ext} (C, A) — Extg (C', A)
Ui/l
es una funcion.

Definicién A.40. Sean C una categoria abeliana, F € Ext} (C,A), a : A — A’y
~: C" — C. Utilizaremos la siguiente notacion:

(a) By =, (E);y
(b) aF = ®%(E).
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Corolario A.41. Sean C una categoria abeliana, yo : A" — Ay 3 : B' — B morfismos
en C. Entonces, se cumplen los siquientes enunciados:

(a) existe un morfismo B tal que (o, B,7) : E' — E es un morfismo de extensiones
si y solo si o' = E~y;

(b) si(a,B,7): E' — E es un morfismo de extensiones, entonces («, 3,7) se facto-
riza a través de ' = E~;

(c) mas ain, existen morfismos de extensiones
(, 8", 1): E'—=S y (1,6,7):S—F

tales que (a7 57 ,}/) - (17 6,7 7)(()[7 6”7 1)'

Demostracion. Basta con recordar A.37, A.18 y su dual. O

Lema A.42. Sean C una categoria abeliana, o : A — A', o/ : AL = A", v . C" — C,
v C" — C" morfismos en C y E € Ext} (C, A). Entonces, se cumplen las siquientes
tgualdades:

(a) 14.E=F y Elc = E;
(b) (da)E=d(aE) y E(vy) = (Ev)Y; y
(c) (aE)y = a(Ey).

Demostracion.
(a)&(c) Es trivial utilizando A.38 y A.39.

(¢) Sabemos que existen morfismos de extensiones (14,7,7) : Evy = Ey (o, ', 1¢) :
E — aF. Consideremos la composicién de estos morfismos

(a,7'd',7) : By — aF.

Entonces por el resultado anterior tenemos que a(Evy) = (aE)y.

[]

A continuacién definiremos una operacién en Ext} (C, A) para todo A,C € C. Como
hemos mencionado, Ext} (C, A) no es necesariamente un conjunto. Sin embargo, ha-
remos una excepcion para utilizar términos como operacion y funcion en estas clases.
Mas aun, diremos que una clase, junto con una operacion en ella, es un grupo abe-
liano si satisface los axiomas de los grupos abelianos: asociatividad, existencia de un
elemento neutro, existencia de inversos y conmutatividad.
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Definicién A.43. Sean C una categoria abeliana y E, E’ € Ext} (C, A). Definimos la
suma de extensiones como

E+E =V(E®E)A

Veremos a continuacion que con dicha operacién Ext}, (C, A) es un grupo abeliano para
cualesquiera A, C' € C. Para ello, recordamos las siguientes igualdades que satisfacen
cualquier pareja de morfismos «, o’ € Hom¢(A, B):

aV=a(lala)=(aa)=(1s12)(§2)=V(a®a)y
ata =(1s15)(32)(11) =V(eod)A

o 1a

Lema A.44. Sean C una categoria abeliana, E € Ext} (C, A), FE € Ext} (C', 4"), a €
Hom¢(A, X), o € Hom¢(A', X)),y € Hom¢(Y,C) y v € Home(Y', C'). Entonces, se
cumplen las siguientes igqualdades:

(a) (@) (FGE)=aF & dE;
(b) (a+d)E=aFE+dE;

(¢c) a(E+E')=aFE+aF;

(1) (E®E)(vy&y)=EyeEY:
() E(v+7)=Ev+Ey;y

(f) (E+E')y=Ey+ E'y.

Demostracion.
(a) Sabemos que existen morfismos de extensiones
(a,8,1c): E—aF y (0, 1c/): E' — d'FE.
De modo que al considerar el coproducto obtenemos el morfismo de extensiones
(a®d, 88 1cac) : E®E — aE®dFE.

Entonces, por A.38 podemos concluir que aF @& o'E' = (a @ /) (E @ E').

(b) Primero, considerando el morfismo de extensiones (A, A;A) : E— E & E, por
A.37 sabemos que AE = (E & E) A. Entonces, por (a) tenemos que

(a+d)YE=V(add)AE=V (a®d)(E®FE)A=V(aE®dE)A =aF+dE.

(c) Basta con observar que por (a) tenemos que

a(E+E)=aV(E®E)A=V(ada)(E®E)A=V(aE®aFE)A =aF +aF'.
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]

Lema A.45. Sea C una categoria abeliana. Denotaremos como Ec ay a la extension
dada por la sucesion exacta que se escinde 0 - A - A C — C — 0. Si F €
Ext} (C,A') y F € Ext} (C', A), entonces se cumplen las siguientes igualdades:

. V(E(A,c)@F) =Eoo)®Fy
n (E(Ap)@E)A:E(A,o)@E-

Demostracion. Probaremos la primer igualdad, la prueba de la segunda igualdad es
dual.

Suponemos que F es la extension de la su-
cesion exacta
10
00 010
0f 00g
0 —— ABA — A®C®B » CaC’ — 0

0 AL BS S0,

Se puede ver que el siguiente diagrama es JV J(S{ 5 (1))
conmutativo. Ademas, tiene como primer

, 00— A—— C®B — CpC’' —— 0
renglén a £ 4y @ F'y como segundo ren- 0) 1 0)
glon a E oy @ F. Entonces, por A.41 po- ! 09

demos concluir lo deseado.

Teorema A.46. Sean C una categoria abeliana y A,C € C. Entonces,
(Ext} (C,A), +)

es un grupo abeliano, donde el elemento neutro es la extension Ey dada por la sucesion
ezacta que se escinde. Ademds, 0F = E0 = Ey VE € Ext} (C, A), y dada una extension
con representante

05ALB% 0,

tendremos que su inverso es la extension dada por la sucesion exacta

0-AL B0 0.

Demostracion. Sean E, E' € Ext} (C, A).

Para probar la asociatividad, observamos que por el resultado anterior sabemos que:

1oa)(E®@E)=E®aE v (E®QE)(1®y)=E®E'y
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para cualesquiera o y v morfismos con los que se pueden operar. Entonces, utilizando
lo anterior tenemos que

E+(F+E"Y=FE+V(Ea®E"A
=V(EaV (E'aE")A)A
=V({(1aeV)(Ea(E'aE")A))A
=V{0aV)(EaFE aE")(1aA)A,
y de forma similar tenemos que

(E+E)+E' =V(Val) (EaFE &E") (Aa1)A.

Entonces, como

podemos concluir lo deseado.
Para probar la conmutatividad observamos que se cumplen las siguientes igualdades:

» 7(E® E') = (F @ E)r. En efecto, como (1,7,7) : E® E' — E' & E es un
morfismo de extensiones, la igualdad se sigue de A.41.

» Vr =V y 1A = A. Ciertamente,
() (6)=01) y (§5) (1) = (1)
Ahora, podemos ver que

E+FE =V(E®FE)A
=Vr(E®E)A
=V (E'a&E)TA
=V(E ®FE)A
=FE+E.

Para probar la existencia del elemento neutro consideramos la extension Ey de la
sucesion exacta
0—-A—=AC—-C—=0

y suponemos que F es la extension de la sucesion exacta

045 B%S 0.
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Por A.45 tenemos que

Ec+E=V(Ey®FE)A
= (E(O,C) @D E) A
- E(O,O) @ E
=F.
Por lo tanto, Ej es el elemento neutro.

Finalmente, observamos que, como la terna (O, (2) , 1) es un morfismo de la extension
E a la extensién Ejy, tenemos por A.41 que OF = Ey. Asi que,

Ey=0E=(1-1)E=E+(—E),

lo cual muestra la existencia de inversos. Para mostrar explicitamente un representante
de —F, basta con observar que la terna (—1, —1, 1) es un morfismo de la extensién dada
por la sucesion exacta

n: 0ALBIC 0

a la extension E. Entonces, por A.41 podemos concluir que —F es la extension dada
por 7. [

Definicién A.47. Sea C una categoria abeliana. Hemos probado que Ext} (C, A) es
un grupo abeliano para todo A, C € C. De ahora en adelante denotaremos el elemento
neutro de dicho grupo como 0.

Corolario A.48. Sean C una categoria abeliana y X,Y € C. Entonces, para todo
E € Ext} (C, A) y morfismos cero Ox : A — X y Oy : Y — C se tiene que

Demostracion. Se prueba facilmente utilizando la propiedad universal del producto y
coproducto lo deseado. O
A.4.2. Extensiones de longitud n

Hasta ahora hemos considerado las clases de extensiones de longitud 1. A continua-
ciéon veremos que podemos generalizar las construcciones anteriores para considerar
extensiones de longitud mayor.

Definicién A.49. Sean n > 0, C una categoria abeliana y

n:0—>A—->B,1—-—>By—C—=0
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una sucesion exacta en C.
(a) Diremos que 7 es una sucesion exacta de longitud n.

(b) Diremos que A es el extremo izquierdo de 1 y que B es el extremo derecho
de 7.

(c) Denotaremos como £7(L, N) a la clase de sucesiones exactas de longitud n con
extremo derecho L y extremo izquierdo N.

(d) Sean

n: 0> N%5B, 5. 8BS K0y
W0 NS T g g

sucesiones exactas largas de longitud n. Un morfismo de n a i’ es una coleccién
de n + 2 morfismos («, fn-1, Bn—2,"*,50,7) ,cona: N - N 3: K - K'y
Bi: B; — B ¥i € [0,n — 1], tales que

Bropp=pa,yr=n'Byy Picrfi = [iBi Vi e [1,n—1].

Es decir, un morfismos entre sucesiones exactas de longitud n estd dado por un
diagrama conmutativo como el anexo.

0—— N— By1— - By K 0
O%N/*)B;_lﬁ... B(/) K’ 0

Ejemplo A.50. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo.

(0) (01
O%ZiZgZ:&@Zz*%Q;’O

Podemos ver que dicho diagrama muestra un morfismo entre sucesiones exactas que
no esta compuesto por isomorfismos entre grupos abelianos.

A continuacion definiremos una relacién de equivalencia para estudiar las clases de
sucesiones exactas de longitud n. Como lo hicimos para el caso en que n = 1, co-
menzaremos por decir que dos sucesiones 7,7" € EF(C, A) estan relacionadas, lo cual
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denotaremos como 1 < 7, en caso de que exista un morfismo de sucesiones exactas

(14, Bn=1--+, B0, 1c) i — 1.

Sin embargo, a diferencia del caso en que n = 1, en general esto no implica que los
morfismos f3; sean isomorfismos, por lo que la relacién no es simétrica en general,
como muestra el ejemplo anterior. De modo que, para satisfacer nuestro objetivo,
necesitaremos considerar la relacion de equivalencia inducida por <. A saber, definimos
n =1 siy sélo si existe una sucesién 7y, - - -, 7 tal que

/

N=m, N 3Nit1 0 Nig1 2N Y U
Definicién A.51. Sean C una categoria abeliana, n > 0y n,n" € EX(C, A).

(a) Diremos que un morfismo de sucesiones exactas de la forma

(17671717"' 75071)377—”7/

es un morfismo de sucesiones exactas con extremos fijos. En caso de existir
tal morfismo utilizaremos el simbolo

n=n.

(b) Diremos que n = 1/’ si existen 1y, 19, - -+ , N sucesiones exactas de longitud n tales

que
/

M= M DMk 0 Nt Y n = k-
(c¢) Consideraremos la clase
Ext; (C,A) :=EF(C,A)/) =
cuyos elementos los llamaremos extensiones de longitud n.

(d) Denotaremos como 7 a la clase de equivalencia de 7.

(e) Diremos que una terna de morfismos es un morfismo de extensiones de 7 en 7/,
si es un morfismo de sucesiones exactas de n en 7'.

Definicién A.52 (Composicién de sucesiones exactas). Sean C una categoria abeliana,

n:0—-N&B,_ |, —»---=>B 5K—=0 y

T

W:0—KSB |~ =B SL-0

sucesiones exactas en C de longitudes n y m respectivamente.
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(a) Diremos que la sucesion exacta

™

03NS B, 1= 5B SB | . 5B S L0

es la composicion de 1 con 1’ y la denotaremos como nn'.

(b) Toda sucesién exacta
k:0—2A—-DB,1 = —=DBy—C—=0

tiene una descomposicion, la cual nombramos natural, como la composicion
de n sucesiones exactas cortas kK = 1,_1 - - - 19, donde

;. O—>KZ+1—>BZ—>KZ—>0

con K,, = A Ky:=Cy K;=Ker(B;;1 = B;) Vie[l,n—1].

A continuacién veremos que de hecho la composicion de sucesiones exactas induce una
composicion de extensiones.

Lema A.53. Sean C una categoria abeliana, m,n > 0 y A,C, D € C. Entonces, se

cumplen los siguientes enunciados:

(a) sin,n € EHC,A) yr,k € EMD,C) son sucesiones exactas y existen morfismos
con extremos fijos n — 0 y k — K, entonces existe un morfismo de extremos
fijos nk — n'K';

(b) sin,n € EHC,A) y k, k' € EF(D,C) son sucesiones exactas tales que n =1’y

k = k', entonces
! !

ne="nk;
(c) la correspondencia
® : Ext} (C, A) x Extg (D,C) — Extp™ (D, A)
(1,7) = o
es una funcion; y

(d) para toda extension E € Ext} (C, A) existen ny,...n, sucesiones exactas de longi-
tud 1 tales que

E =7, .

Demostracion.
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(a) Se puede comprobar facilmente que si

(17671—17"' 76071):77_)”,}/
(1,67’71_1,--- ,56,1) T

son morfismos, entonces

(17571717"' 7ﬂ0767/n—17“' 75[/]71> 377/@—>77/HI

es un morfismo de sucesiones exactas.
(b) Se sigue por definicién de (a).
(c) Se sigue de (b).

(d) Se sigue de los puntos anteriores utilizando la factorizacién natural de una suce-
sién exacta.

]

Utilizando el lema anterior podemos introducir sin ambigiiedad la composicién de
extensiones.

Definicién A.54 (Composicién de extensiones). Sean C una categoria abeliana, £ €
Extp (C, A)y E' € Ext@ (D, C).

(a) Si F :=7ny E' = 1/, entonces diremos que la extensiéon EFE' := ny es la
composicion de E con E'.

(b) Si E:=7yn=mn,-m es la descomposicién natural en sucesiones exactas de
longitud 1, entonces diremos que la expresion

es la descomposicion natural de E.

Observacion A.55. Cabe remarcar que, por construccion, la composicion de exten-
siones es asociativa.

Corolario A.56. Sean C una categoria abeliana y n > 0. Entonces, toda extension
E € Ext} (C, A) se expresa como la composicion de n extensiones de longitud 1.

Observaciéon A.57. Cabe notar que, como se puede observar en A.50, dadas E €
Ext} (C,A), E' € Ext}(D,C") y B : C — C" en general es falso que (EB)E =
E (BE'). Lo que se puede afirmar es que existe un morfismo (Ef)E' — E(BE'). En

efecto, sabemos que existen morfismos de extensiones

EB — FE y E' — BE',
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lo que induce los morfismos
(EB)E' — EF' Y EE — E (BE")

que al componerse obtenemos el morfismo buscado.

Lo que veremos en el siguiente resultado es que todo morfismo se factoriza a través de
morfismos como el anterior.

Corolario A.58. Sean C una categoria abeliana y n,n'" € EF(C, A) con descomposi-
ciones naturales

=1y 0 =,k
Entonces, se cumplen los siguientes enunciados.

(a) Existe un morfismo de sucesiones exactas de longitud n

(CY)ﬁnfl;"' 7ﬂ077) n— 77/;

si y solo si existen cu,_1,- -+ , a1 morfismos en C con los cuales podemos formar
los siguientes morfismos de extensiones de longitud 1:

(a1) (a, Bn1; an-1) = T = 10,
(a2) (i, Bic1, 1) T — ni Vi € [2,n — 1],
(a3) (an, Bo,v) : 70 — 117
(b) Eziste un morfismo de sucesiones exactas de longitud n
(@, B, Bo,v) i = 1f
st, y solo si, existen au,_1,---aq morfismos en C tales que:
(b1) njom-1 = oMy,
(b2) N1 = Vi€ [1,n —1], y
(b3) nhry = .
(c) Si existe un morfismo de sucesiones exactas de longitud n
(@, But1,++, Bo, ) s =11,

entonces existen o,_1,--- a1 morfismos en C tales que:

(c1) nh-miy =l T, Y

(¢2) mj- iy = Qi T Y1y -+ N0 = QT -+~ Mg Vi € [1,n —1].
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(d) Eziste un morfismo de sucesiones exactas de longitud n con extremos fijos

(17ﬂn—17"' 76071):7’]—>7],

st, y solo si, existen cu,_1,--- , a1 morfismos en C tales que

=1l (QTR) it -+ Th
= %"'ﬁ(i’ai—l) MNi—1--M
= nn"'ﬁg(aiflmfl)ni72”'m

=+ ()
—7.

Demostracion.
(a) La prueba se sigue de pegar diagramas utilizando A.37 y A.41.
(b) Esto es una consecuencia de (a) con A.41(a).
(c) Se sigue de (b).
)

(d) Es inmediato de (b) y la observacién anterior.

Por A.53 las siguientes operaciones estan bien definidas.

Definicién A.59. Sean C una categoria abeliana, n,n" € £3(C, A), E :=7 € Extg (C, A),
E' =1 € Ext} (C,A), yn=mn,---n yn =n,--n; las descomposiciones naturales
en sucesiones exactas de longitud 1.

(a) Dado o € Hom¢(A, A") definimos

aF :=am, 7.
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(b)

()

Dado v € Hom¢(C’, C) definimos
By =T -1y

Se define la suma de extensiones de longitud n como

E+E =V (E®E)A.

Con lo anterior podemos extender de manera natural muchas de las propiedades antes
probadas para las extensiones de longitud 1.

Corolario A.60. Sean C una categoria abeliana y n > 0.

(a)

(b)

Si E € Ext} (C,A), E' € Extg (D,C"), 6 € Hom¢(C',C), /€ Hom¢(C”,C"),
a € Home(A,A") y o/ € Home(A', A”), entonces se cumplen las siguientes
tgualdades:

(al) (EB) E' = E(BE"),

((LQ) 1AE =F= Elc,

(a3) E(BB) = (EB)F, y

(af) (o) E = o (aF).

Si E € Extp (C,A), E' € Extg (C",A"), F € Extg* (D,C), F' € Extg' (D', C"),
a € Hom¢(A, X), o/ € Home(A', X'),y € Hom¢(Y,C) y v € Hom(Y', "),

entonces se cumplen las siguientes igualdades cuando las composiciones estin
bien definidas:

(b1) (a® ) (EGFE)=aE®dFE y(E®FE)(y®y)=FEy® EY,
(b2) (E® E')(F & F') = EF & E'F',

(b3) (E4+E)YF=EF+EF yE(F+F)=EF+EF,

(b4) (a+dVE=aFE+dEyE(y++)=Ey+EY,y

(b5) a (E+E)=aE+aF y(E+E')y=Ey+ E'.

Demostracion. Se sigue de A.58, A.42 y A.44. H

Teorema A.61. Sean n > 0, C una categoria abeliana y A,C € C. Entonces,

(Ext; (C,A),+)

es un grupo abeliano, donde el elemento neutro es la extension Ey dada por la sucesion
exacta

03AS A0 -->505C5C—0.
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Ademas, OE = EO0 = Ey, y dada una extension E tendremos que E(—1) = (=1)E es
el inverso aditivo de E.

Demostracion. Sean E, E' € Extp (C, A).
Para la asociatividad, la prueba es la misma que para el caso n = 1 en A.46.
Para probar la conmutatividad observamos que se cumplen las siguientes igualdades:

» T(E® E') = (FE' & E)7. En efecto, en la prueba de A.46 se mostrdé que
T(FeF)=(F&F)r

para cualesquiera F, F” € Ext} (X,Y). Entonces, utilizando la descomposicién
natural de 'y E’ en extensiones de longitud 1, podemos probar inductivamente
lo deseado.

= Recordamos que en A.46 se mostréo que Vr =V y 7A = A.
Ahora, podemos ver que
E+FE =V (E®FE)A
=Vr(E®FE)A
=V(E'®E)TA
=V(E'®E)A
=F +F.

Para probar la existencia del elemento neutro consideramos la extension Fy dada por
la sucesion exacta

05AS A0 --—>505C5C—0
y suponemos que F tiene una descomposiciéon natural en extensiones de longitud 1
E=F, - -E.
Por A .45 y las propiedades antes probadas, tenemos que

=V (E(A,O) ©® En> E, 1---Fs (E(O,C) D El) A
= (E(o,o) S En) Eyn - E (E(o,o) S E1>

=FE, - F
=F.
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Por lo tanto, Ej es el elemento neutro.

Finalmente, observamos que
Ey=0E=(1-1)E=F+(-1)E,

lo cual muestra la existencia de inversos. De manera similar se prueba que E(—1)
también es el inverso aditivo de . O

Observaciéon A.62. A partir de ahora denotaremos como 0 a la extension nula sin
importar la longitud.

Corolario A.63. Sean C una categoria abeliana y X,Y € C. Entonces, para todo
E € Extp (C, A) y morfismos cero Ox : A — X y 0y : Y — C se tiene que

EOY:O Y OxEZO

Mds atin, si E' € Extk (C",C) y E" € Exth (A, A') son extensiones tales que E' =0 y
E" =0, entonces
EE =0 y E'E—0.

Demostracion. Es inmediato de A.48. O

A continuacion analizaremos con mas detalle la relacion = para caracterizar las suce-
siones exactas que pertenecen a la clase de equivalencia de la extension trivial. Para
comenzar necesitaremos el siguiente lema.

Lema A.64. Sean C una categoria abeliana y E € Ext} (C, A) la extension asociada
a la sucesion exacta
0=ALB, = - By %C=o.

Entonces, se cumplen los siguientes enunciados:
(a) fE=0y Eg=0;
(b) si E es de longitud 1 y f" es un morfismo tal que f'E = 0, entonces existe un
morfismo p tal que [ =pf; y
(c) si E es de longitud 1 y ¢' es un morfismo tal que Eg’ = 0, entonces existe un
morfismo p tal que g = gp.
Demostracion.

(a) Utilizando la descomposiciéon natural basta probarlo para n = 1. Para ello, con-
sideramos una sucesion exacta

045 B%S oo
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Al considerar el pushout de f con f obte-

nemos un diagrama conmutativo con ren-
glones exactos como el adjunto. Ademsés, f g
. 0 A B C 0
claramente tenemos que f = 1f. Asi que . .
por A.32, sabemos que existe u : C' — B’ Jff/ lﬁg/
tal que ¢’ = 1¢. 0— B— B —C—0

Por lo tanto, el renglén inferior del diagrama es una sucesion exacta que se
escinde. Con lo que podemos concluir que fE = 0. De manera dual se prueba
que Eg = 0.

(b) Si E es de longitud 1y f': A — X es un morfismo tal que f’E = 0, entonces
f'E es la clase de una sucesion que se escinde

0=-X5LXp0cLC—o. ;
g
De modo que existe un monomorfismo p’ : 0 A B C 0
C — X & C tal que pp’ = 1. Asf que por Jf’// |8~
A.32, saberlnos que existe p : B — X tal 0 X o> XBC - O — 0
que pf = f'.

(c) Se prueba de manera dual a (b).

]

El siguiente lema estd inspirado en un lema de Schanuel que se puede consultar en
[Mit65, VIT.4.1.].

Lema A.65. Sean C una categoria abeliana, n > 1 y E € Extg (C, A) con una des-
composicion natural E =7, -- -7, donde

para todo © € [1,n — 1]. Entonces, para todo k € [2,n] los siguientes enunciados son
equivalentes:

(a) E=0,

(b) existen G € Extp * 1 (X, A) yp: Ay — X tales que Go =T -+ Tl Y Ot - T =
0,y

(c) existen H € Exty ' (C,Y) ytp: Y — Ay tales que VH =TT YT - Tet) =
0.

Mas aun, en tal caso se cumplen los siguientes enunciados:

s sk > 2, existen G € Exty " (X, A), un monomorfismo ¢" : X' — X y un
N/

morfismo ¢ : Ay, — X' tales que Go" =TT, @' = fror y Q'O Tzt -+ T =
0;
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» sik >mn—1, evisten H € Exti™ (C,Y), un epimorfismo 4" : Y — Y’ y un

morfismo ' - Y — Ay tales que Y"H =11 -7, " = ge y - 0" =
0;

» si k=2, entonces se puede escoger ¢ = fi;
= st k=n—1, entonces se puede escoger ) = g,;

= en particular, sin =2 y k = 2, se pueden escoger ) = go y ¢ = fi.

Demostracion. Lo probaremos por induccion sobre n. Cabe observar que las implica-
ciones (b) = (a) y (¢) = (a) se cumplen trivialmente, por lo que basta con probar las
implicaciones (b) < (¢) v (a) = (b).

Antes de comenzar la inducciéon cabe hacer las siguientes observaciones:

= Si tenemos un morfismo de extensiones con extremos fijos £ — E’ y E’ satisface
(b), entonces E también satisface (b).

= Si tenemos un morfismo de extensiones con extremos fijos £’ — E'y E’ satisface
(c), entonces E también satisface (c).

En efecto, por A.58(c) sabemos que en caso de existir un morfismo con extremos fijos
E — E’ con descomposiciones naturales £ = 7,---71 y E' = 1/, ---n}, para todo
k € [1,n — 1] existe un morfismo «a;, tal que

T Thet = o Mo Ok Y 0Tl =T = 1= 1.

Entonces, si E' satisface (b) para k + 1, es decir existe una extensién G'y un morfismo
@ tales que G =1, -1 ¥ @0 - -- 0 = 0, tenemos que

m...nk+1:%...n;€+la:G()@a y gpamngp%azo

Por lo tanto, E también satisface (b) para k — 1. De manera dual podemos mostrar la
segunda observacion.
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Probaremos a continuacién el caso base n = 2. Co-
menzaremos suponiendo (b), de modo que existen

G' € Exty (X, A)y p: Ay — X tales que G'p =1 i i
y ¢ = 0. Como ¢7; = 0, sabemos por A.64(b)
que existe un morfismo p tal que ¢ = pf;. Enton-
ces, tomando G := G'p, tenemos por construccion
que G f; =T, y por A.64(a) sabemos que f177 = 0. | |
Ahora, utilizando que G f; = 7, se sigue de A.26 A — Ay
que existe una extension H € Ext} (A;, By) tal que | |
goH = 71, y ademas tenemos que 7392 = 0 por 0
A.64(c). Con esto hemos probado para n = 2 que
(b) = (c¢), y de manera dual podemos probar que
(¢) = (D).

Queda probar que (a) = (b). Para ello recordamos que en el caso actual hemos probado
que (b) < (c). Asi que al utilizar las observaciones mencionadas al inicio de la prueba
podemos concluir que si existe un morfismo de extensiones de longitud 2, £ — E" y
alguna de ellas satisface (b) o (¢), entonces E' y E” satisfacen (b) y (¢). Podemos ver
entonces que si £ = 0, entonces E satisface (b) y (¢). En efecto, si E es la extension
asociada a una sucesién exacta n y F = 0, entonces por definicién existe una sucesioén
de sucesiones exactas Ky, , ks Ccon K1 = 1),

0*},43*)32*)142*}0

1 n

00— A3 — B — By — 0

0

K 05 ASB A0 20CSC—=0

y tales que para todo i € [1,s — 1] exista un morfismo de sucesiones exactas con
extremos fijos
Ki = Ri+1 O Kijt1 — K.

Entonces, como 0 satisface (b) y (¢) trivialmente podemos probar inductivamente que
r; también los satisface para todo i € [1, s]. En particular, E satisface (b) y ().

Supongamos ahora como hipétesis de induccién que (a), (b) y (¢) son equivalentes
1 < n' < ny para todo k € [2,7/]. Comenzaremos suponiendo (b), de modo que
existen G € Ext? " (X, A) y ¢ : A, — X tales que Go =T, - T v @71 - - 71 = 0.
Si k = 2 la prueba es similar a la base de induccién. Si k > 2, entonces utilizando que

(eme=1) (Me=z -+ 71) = 0,

por hipotesis de induccién sabemos que existe una extension H de longitud k£ —2 y un
morfismo v’ tales que

VH=T—-T vy ¢y =0.

Entonces,
T+ T (Mem1Y)') = Geme=r)" = 0.
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Utilizando una vez mas la hipétesis inductiva, por lo anterior, existen una extension [
y un morfismo v tales que

VI =Ty TRy = 0.

Por lo tanto, tenemos que la extension I H y el morfismo 1 satisfacen que

VIH = 'H =T 1s—2--Th Y T+ T = 0.

Lo cual prueba que se satisface (c).
La prueba de (¢) = (b) es dual a la de (b) = (¢).
Finalmente la prueba de (a) = (b) es andloga a la de la base de induccién.

Queda por probar los enunciados finales del lema, para lo cual basta con probar los
enunciados relacionados con los morfismos ¢, ¢y ¢”.

Supongamos que existen G’ y ¢ tales que G'o =7, -+ T y ¢Tk - - -1 = 0. Por (c)

sabemos que existe una extension H y un morfismo v tales que

YH="1-my ¢ =0.

Entonces, si

N - O—)AkJrl&Bk%Ak%O y Ukw O—>Ak+1iBg4X—>O,

sabemos que existe un morfismo de sucesiones exactas (1,1’,1) : nxtp — ni de donde
podemos concluir que fi = ¢’ f;. Ademéds, como @71 sabemos por A.64 que existe un
morfismo p tal que ¢ = pf;. Por lo tanto, tomando G := G’'p podemos concluir que

Ghh=Go=m, T vy VimMm=0
por A.64.

Supongamos que k = 2, en tal caso existen G’ y ¢ tales que G'o =7, -z v i1 = 0.
Como @77 = 0, sabemos por A.64(b) que existe un morfismo p tal que ¢ = pfi.
Entonces, tomando G := G’p, tenemos por construccién que Gf; = 7, -+ -7z, y por
A.64(a) sabemos que fi7; = 0. O

Teorema A.66. Sean C una categoria abeliana, n > 1 yn € EF(C, A) con descompo-
sicion natural n = n, - --n1. Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) 1=0,
(b) existen ke EF(C, A) tal que existen los siguientes morfismos de sucesiones exactas

con extremos fijos
0+ r—n.
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(c) existe k' € EF(C, A) tal que existen los siguientes morfismos de sucesiones exactas
con extremos fijos
0— K <.

Demostracion. Es claro que (b) = (a) y (¢) = (a), por lo que basta probar que
(a) = (b), (c).
Supongamos que 77 = 0, de modo que

nn(nn—l o '771) = 0.

Asi que, por A.65(b), tenemos que existe una sucesién exacta corta p, y un morfismo
w, tales que

Pnon =Tn Y alla—1-Th =0.
Ademas, como p,, es de longitud 1, podemos suponer que

A su vez, considerando la igualdad

Cnllp—1- T = 07

por A.65(b) sabemos que existe una sucesién exacta corta p,_1 y un morfismo ¢, 1
tales que

Pr1Pn-1=OnTh—1 Y Pn-1ln—2---Th = 0.

Donde, como p,,_; es de longitud 1, podemos suponer que p,_10n_1 = @pNn_1. Conti-
nuando este proceso concluimos que para todo k € [n— 1, 2] existe una sucesion exacta
corta pg y un morfismo ¢y tales que

PEPr = Pry1Mk Y Pre—1- T = 0.

Entonces, si consideramos

K = pnop,
donde p; := o, por A.58(b) sabemos que existe un morfismo de extensiones con
extremos fijos
n— k.

Finalmente, observamos que por construccion ¢»7; = 0, de modo que p; es una sucesion
exacta que se escinde, por lo que se puede ver que existe un morfismo

0— K.

De manera dual podemos construir una sucesion de morfismos de sucesiones exactas
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con extremos fijos
0+ r—=n.

]

Corolario A.67. Sean C una categoria abeliana, n >0 y A € C. Entonces se cumplen
los siguientes enunciados:

(a) Ext? (A, X) =0 para todo X € C si, y sélo si, Exth (A, X) = 0 para todo X € C
yk=n;y

(b) Ext? (X, A) =0 para todo X € C si, y sdlo si, ExtE (X, A) = 0 para todo X € C
yk>n.

Demostracion. Probaremos el primer enunciado, la prueba del segundo es dual. Para
ello, basta probar que si Ext? (A, X) = 0 para todo X € C, entonces Ext{™ (A, X) =0
para todo X € C.

Supongamos que A satisface que Ext} (A, X) = 0 para todo X € C. Sean C € C y
E € Extzt (C, A). Consideramos

E:nn+l...771

una descomposiciéon natural de E. Entonces, por hipotesis sabemos que

E, I:T]n+1"'7’]2:0.

Por lo tanto, F = E'fy = 071 = 0. O

A.4.3. Funtorialidad y la sucesion exacta larga del Ext
En esta seccion construiremos a partir de una sucesion exacta corta

0-NL M5 K0
una sucesion exacta larga
Ext? (X, K) — Exty (X, M) — Extp (X, N) = Ext?™ (X, K) .

Ahora, como hemos mencionado antes, en general las clases Extf (X, Y") no son conjun-
tos, por lo que la idea de una sucesion exacta de dichas clases puede resultar confusa.
Sin embargo, de la misma manera en que hemos hablado de funciones y operaciones
entre dichas clases, podremos definir el concepto de morfismo entre dichas clases, asi
como de imagen, nucleo y contcleo de dichos morfismos. Cabe repetir una vez mas
dichas convenciones:
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Definicién A.68. Sean A y B clases.

(a) Diremos que una asociacién F' : A — B es una funcion si para todo A € A existe
una unica B € B tal que F(A) = B.

(b) Diremos que una funcién * : 4 x A — A es una operacién en A. En tal caso,
denotaremos

Ax A= x(A, A) VA, A € A

(c¢) Diremos que una clase junto con una operacién (A, +) es un grupo abeliano si
se satisfacen las siguientes propiedades:

A+ A=A+ AVA A e A
(A+A)+A"=A+ (A +A)VA A A € A,
JEe Atalque A+ E=AVA€ A,y

VAec Ad—Aec Atal que A+ (—A) = FE.

Ademés en caso de que no haya confusién denotaremos A = (A, +).

(d) Sifh#BC Ay (A, +) un grupo abeliano. Diremos que B es un subgrupo de A
en caso de que
B+ (-B')e BYB,B € B.

(e) Si Ay B son grupos abelianos, diremos que una funcién
f:A—=B
es un morfismo de grupos abelianos si

f(A+ A" = f(A) + f(A)VA A" € A

(f) Sea f:.A — B un morfismo de grupos abelianos,

= definimos el nicleo de f como el subgrupo de A
Ker (f) :={A e A[ f(A) =0},
= definimos la imagen de f como el subgrupo de B

Im (f) :={B e B|3A € Atal que f(A) = B}.

(g) Diremos que una sucesion de morfismos de grupos abelianos
Qi1 «

"'—>AZ'_1 — AZAAZ_H—}

es una sucesion exacta si Ker (a;) = Im (a;-1) Vi.
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Proposiciéon A.69. Sean C una categoria abeliana, n > 0, Z € Cy f : A — B,
f'/:B—=>C,g: X —=>Y yqg :Y — C morfismos en C. Entonces, se cumplen los
stguientes enunciados:

(a) la correspondencia Ext} (f,Z) : Extp (B,Z) — Ext} (A, Z), E — Ef, es un
morfismo;

(b) la correspondencia Exty (Z, f) : Extp(Z,A) — Ext}(Z,B), E — fE, es un
morfismo; y

(c) se satisfacen las siguientes igualdades:

(c1) Bxty (A, g) Bxtg (£, X) = Extg (£, V) Ext? (B, ),
(c2) Bxt? (f'f, Z) = Bxtg (/, 2) Bxtg (1, 2),
(¢3) Extg (Z,9'g) = Exte (Z,9') Exte (Z, 9),
(¢4) Extp (Z,14) es la identidad de Ext} (Z,A), y
(¢5) Extp (14, 72) es la identidad de Ext} (A, Z).

Demostracion. Todos los enunciados son consecuencias inmediatas de A.60. OJ

Definicién A.70. Sean C una categoria abeliana y C, A € C. Utilizaremos la siguiente
notacion:

Extd (C, A) := Hom ¢(C, A).

Proposicién A.71. Sean C una categoria abeliana, n >0, k>0, X €C, h: X — X'
yh': X' — X morfismos en C,

n:0sALBYSCc S0y 00ALB L0 S0

sucesiones exactas cortas en C, y (a, B,7):m — 1’ un morfismo de sucesiones exactas
cortas. Entonces, se cumplen los siquientes enunciados:

(a) la correspondencia

O(n)y : Hom (X, O) — Extg (X, A)
T = nx

es un morfismo;

(b) la correspondencia

d'(n)i : Home(A, X) — Ext} (C, X)
T +—xn

es un morfismo;

229



A.4 Extensiones Categorias abelianas

(c) la correspondencia
o)X : Ext? (X,C) — Extpt (X, A)
X = X
es un morfismo;
(d) la correspondencia

o)X Extl (A, X) — Extp™ (O, X)
X = X7

es un morfismo; y
(e) se cumplen las siguientes igualdades:
(e1) Extg™ (1, A) 0(n)i¥ = o(n)¥ Exté (W, C),
(e2) Extg™ (C,h) ' (n)E = & (n)X Exth (A, h),
(e3) Ext¢™ (X, @) d(n)i = 001y Extg (X,7), y
(e4) Ext¢™ (v, X) ' ()il = 0' (0 )i Exté (v, X).

X
k
X
k

Demostracion. Todos los enunciados son consecuencias inmediatas de A.60. O

Definicién A.72. Sean C una categoria abeliana. Con las hipotesis de la proposicién
anterior, utilizaremos la siguiente notaciéon cuando no haya ambigiiedad:

= I(n)i =0 = O,

. 8’(n)kX = 8'X =,

= Hom¢(C, A) :=¢(C,A) = (C,A), y
e Exth (C,A) = ¢* (C, A) =¥ (C, A).

A continuacién veremos que, dado
un objeto X en una categoria abe-
0—— (X, A)(X “)(X B)( )(X C) liana y una sucesion exacta corta

’/\'
(80 n: 05 AL BAC 0,
Op1 = con los morfismos

(X,4) - "(X,B) - "(X,0) é(X Iu):é(X,A)—)é(X,B),
On (XN E(X,B) = B(X,0) y
A — oY H(X,0) > E(X, 4)
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antes definidos podemos construir
una sucesion exacta larga que reci- 0 . (C, X)(K)(B, X)(g)(A, X)
be el nombre de sucesion larga co- Py

0

variante del Hom ¢(X, —) asociada U

an. 1<07X)*> *)n—l(A’X)
Dualmente, con los morfismos — A -

5w, X) 5B, X) = 5(A, X), "(C,X) » (B, X) — "(A,X)
¢

(A X) 5O, X) 5 5(B.X) y &

A X)) — ..
IXEAX) = B e X) (4, %)
podemos construir una sucesion exacta larga que recibe el nombre de sucesion larga
contravariante del Hom ¢(—, X) asociada a 7.

Lema A.73. Sean C una categoria abeliana y E € Ext} (C, A). Entonces, se cumplen
los siguientes enunciados:

(a) si \ es un epimorfismo tal que \E = 0, entonces existe una extension H tal que
E = uH donde p es el nicleo de A\, y

(b) si X es un monomorfismo tal que EX = 0, entonces existe una extension H tal
que E = Hyu donde p es el contcleo de .

Demostracion. Probaremos el primer enunciado. La prueba del segundo es dual. Su-
pongamos que F es la extension asociada a la sucesion exacta

m

. 0-ALBS 0o

| P |, Como )\ : A — Y es un epimorfismo y \E = 0,
o—xbploc—o se sigue que existe un epimorfismo \' : B — Y

luf lw | tal que X' f = X. Luego, por el lema de la ser-
0—atnLc—o piente, podemos completar el diagrama adjunto

x| con una sucesion exacta

Yy — Y , ,

| n: 0X5L B %00

0 0

Por lo tanto, £ = um.

Teorema A.74. Sea C una categoria abeliana, n > 0 y X € C. Entonces, para toda

sucesion exacta
n: 0—-A5%B AC=0

las siguientes sucesiones son exactas:

(a) 0 (X, A) X (x, B) S (x,0) & 1(x, A);
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1) (X, 4) K (x, B) "EY n(x, 0) B (X, A);
(@) 0 (€, x) 2 (B, x) X (4, x) B 1, x);
b)) MO, X)X (B, x) "W (4, x) B0 X)),

Demostracion. Probaremos los enunciados (a) y (b). La prueba de los enunciados (a”)
y (b’) es dual.

(a) Es bien conocida la exactitud de la sucesion

0 (X, 4) X (x, By X (x, 0.

Ademas, por A.64 es inmediato ver que Im ((X, \)) = Ker (0p).

(b) Para empezar veamos que Im ("(X, \)) = Ker (9,,). Observamos que E € Ker (9,,)
si y sélo si 7E = 0, lo cual es equivalente a que existan H € Extg (C, X') y
Y X' — C tales que vH = E y 0 = 0 por A.65. Pero entonces, como 7i) = 0,
sabemos por A.64 que 1) = Ap. Por lo tanto, £ = X (pH) € Im (" (X, \)). Inversa-
mente, si £ € Im (" (X, \)), tenemos que E = AH para algin H € Ext} (X, C).
De modo que E € Ker (9,), ya que

0,(E) = 0,(E) = 0,(\H) = TAH = 0H = 0

por A.64 y A.63.
Veamos ahora que Ker("(X,A)) = Im("(X, )). Claramente tenemos que

"GN (X, ) = 0.
Por lo tanto, queda por probar que
Ker (" (X, ) € Im (" (X, 1))

Para ello, supongamos que F € Ext} (X, B) es una extensién con una descom-
posicién natural F =7, ---71 tal que AE = 0. Por A.65, sabemos que existen
H e Extz ' C,Y)yv : Y — A, tales que vH = 1T y A\jntp = 0.
Ahora, como A (77,7) = 0, por A.73 sabemos que existe una extension H’ tal que
7 = pwH'. Por lo tanto,

E=mn,---m=m,0H =uH'H.

]

Por ultimo terminamos esta secciéon con el siguiente lema que es ampliamente utilizado.
Para enunciarlo de manera mas simple recordamos las siguientes definiciones.
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Definicién A.75. Sean C una categoria abeliana, A CCy M € C.
(a) M* :={X € C|Exth (M, X)=0 ¥i>1},
(b) 1M :={X €C|Exti (X,M)=0 Vi>1},
(¢) pda (M) =min {n € N|Ext} (M, A) = 0¥k > n}, y
(d) ida (M) = min {n € N| Ext} (A, M) = 0¥k > n}.

Lema A.76 (Lema del corrimiento). Sean m > 0, C una categoria abeliana, A,Y € C

()
0—-A—By—~By—~..—-B,—0

0—-C,—...—>C,—-Cy—A—0
sucesiones exactas. Entonces, los siguientes enunciados se satisfacen:

(a) Si B; € YL> para todo 0 < i < n, entonces
Extk (Y, B,) = Extit™ (Y, A) Vk > m.

En particular, si pd (Y) < n entonces B, € Y+>m.
(b) Si C; € +>mY para todo 0 < i < n, entonces

Extt (C,,Y) = Exti™ (A,Y) Vk > m.
En particular, siidY < n entonces C,, € ->mY .
Demostracion. Probaremos solamente (a), la prueba de (b) es dual.
Procederemos por induccién sobre n. Sea n = 1. Entonces, se tiene una sucesion exacta
0—>A— By— By —0.
De modo que de dicha sucesiéon se obtiene la sucesion exacta
0 = Extg (Y, By) — Exth (Y, B)) — Exti™ (Y, A) — Extl (Y, By) = 0Vk > m,
por lo que se concluye que Extk (Y, B;) = Exti™ (Y, A) Yk > m.

Sea

O%A%Bod#Blg...%Bn+1—>O

una sucesién exacta de R-médulos tal que B; € Y 1> para todo 0 < i < n. Conside-
remos la sucesién exacta

0> Ker(d) 5B S . BB, —0.
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Dado que es de longitud n y satisface las hipdtesis de (a), por hipdtesis inductiva se
sigue que
Extt (Y, B,y1) = Exti™ (Y, Kerd,) Yk > m.

Ahora, como de la sucesién
0—>A—>B0@>Ker(d1)—>0
se obtiene la sucesién exacta
0 = Exti™ (Y, By) — ExtE™ (Y, Kerd;) — Extf ™™ (Y, A) — Extf™ ™ (Y, By) = 0
Vk > m, podemos concluir que

ExtE (Y, Cpy1) = Exti™ (Y, Kerd, ) & ExtE™ ™ (Y, A) VE > m.

A.4.4. EIl Ext y coproductos finitos

En esta seccién buscaremos probar que, en caso de tener un conjunto de objetos {A4;},,
en una categoria abeliana C, tendremos isomorfismos naturales

Extg (A, HAZ> — HEth (A A) y
i€l el
Extg (@ A,,A) — HExtg (A, A) VA€ C,Vn > 0.
icl iel
Cabe recordar que en general dichos coproductos y productos no necesariamente exis-
ten en una categoria abeliana, por lo que nos limitaremos a coproductos finitos en esta

seccion. Sin embargo, més adelante retomaremos las categorias que tienen coproductos
y productos arbitrarios para extender los resultados que veremos a continuacion.

Dicho lo anterior podemos retomar el objetivo de esta seccién. Pero antes, recordan-
do que en general las clases Ext} (M, X) no son conjuntos, cabe aclarar a qué nos
estaremos refiriendo con la expresién

[1Ext¢ (A, B) v JIExt¢ (B, A).

i€l i€l

Definicién A.77. Sea {A;},.; una familia de clases indexada por un conjunto I. Nos
referiremos a la clase

{(Ad)ier | As € Ai}
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como el producto de {A;},.; y la denotaremos como [[;c; A;.
Observacion A.78. El producto de grupos es un grupo.

Proposiciéon A.79. Sean C una categoria abeliana, Ay, As € C y B € C. Entonces:

(a) Considerando el coproducto Ay & Ay con las inclusiones candnicas
(,uz . Al — Al D AQ)?:I y
se cumplen los siguientes enunciados:

(al) la correspondencia

(U EXté (Al @D AQ,B) — EXté (Ala B) X EXté (AQ,B)
E— (ENDEMQ)

es un morfismo de grupos abelianos;
(a2) W es inyectiva;
(a3) dado (M1,72) € Ext} (A1, B) x Ext} (As, B) con
m: 0%3&01%141%0 Y 2 : 0%8&02%142%0,

al considerar el pushout (C, f1, f5) de f1 y fa, obtenemos una sucesion exacta

n: 0= B oL A @A 0
tal que V(1) = (71,7M2); en particular,
(a4) ¥ es un isomorfismo.
(b) Considerando el producto Ay @& As con las proyecciones candnicas
(mi: A1 @ Ay — A7,
se cumplen los siguientes enunciados:
(b1) la correspondencia

@ : Exty (B, A; @ Ay) — Ext} (B, Ay) x Exty (B, Ay)
FE— (7T1E, 7T2E>

es un morfismo de grupos abelianos;

(b2) U es inyectiva;

235



A .4 Extensiones

Categorias abelianas

(b3) dado (71,72) € Ext} (B, Ay) x Ext} (B, Ay) con

M : 0—>A1f$01943—>0 Yy Mo

O%AQQOQgiB%O,

se tiene que al considerar el pullback (C, g}, g5) de g1 y g2, obtenemos una

sucesion exacta

n: 0—>A1@A2—>Cgl—g>iB%O

tal que ®(7) = (T, 72); en particular,

(b4) ® es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Probaremos (a), la prueba de (b) es dual.

(al) Es inmediato de A.58.

(a2) Supongamos que F es una extension asociada a una sucesion exacta

tal que Eu; = 0 para todo i € [1,2]. Entonces para todo i € [1,2], si Eu; tiene

como representante a la sucesién exacta

tenemos que existe h; : A; — C; tal que

gih; = 14,. Asi que, por la propiedad
universal de coproducto, existe un 1ini-
coh: A & Ay — C tal que hu; = p;h;
para todo ¢ € [1,2], donde p; : C; — C
es el morfismo que forma el morfismo
de extensiones (1,p;, u;) : Eu; — E.
Por lo tanto, £ = 0 ya que

hi
RNy}
0 B 7 7 0
in J:U/i
f g
0—— B——C = @iesAi = 0
h

ghp; = gpihi = pigihi = p; Vi € 1,

y asi, gh = 14,04, por la propiedad universal de coproducto.

(a3) Sean (71,72) € Ext} (A1, B) x Ext} (As, B) con
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Por el dual de A.19, se puede ver que al

considerar el pushout (C, f1, f}) de f1 y fo 0 0
obtenemos una sucesion exacta l l
0—B->0,~>A, -0
n: 0=-BLC% A0, Lol
0— CQ - (C - A1 — 0
donde f := f{fi. Ahora, por la propie- l !
dad universal de conicleo y el lema de Ay = Ay
la serpiente A.28, para i € [1,2] tenemos l |
que existe un monomorfismo de sucesiones 0 0
exactas

(1s, fi, ;) :mi = .

Es decir, existe g} tal que ng, = n; para todo i € [1,2]. Por lo tanto, basta probar
que A, junto con los monomorfismos ¢} y g4, es un coproducto de A; y A,. Para
ello, observamos que en caso de existir una familia de morfismos

{CY,L' : Az —))(}2

=1

como «;g;f; = 0Vi € [1,2], se sigue por la propiedad universal del pushout que
existe p : C' — X tal que a;g; = ¢ f! Vi € [1,2]. Pero, como

of = @fi/fi = o;6:fi = 0,

se sigue de la propiedad universal

de contcleo que existe ¢ : A — X
0 fi ) 9i A 0 tal que ¢ = ¥g. Por lo tanto, para
‘ ‘ todo i € [1,2] tenemos que ¥g, =
i J ngai Q;, ya que g; es un epimorfismo y
0 B C A 0
f . X Vg:9: = Vaf] = of] = igi.
\()5 . _1/_1> x

]

Observacién A.80. Notemos que en la prueba de (a3) se construye explicitamente la
inversa de V. Esta correspondencia la denotaremos como W1,

Probado lo anterior, podemos extender el resultado a todo n > 1. Para ello, necesita-
remos de los siguientes lemas.

Lema A.81. Sean C una categoria abeliana, Gy € Ext} (Cy, B), Gy € Ext} (Cy, B),
o1 C = Cy ypy : C — Cy morfismos tales que Grp1 = Gaps. St 1 0 o es
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un monomorfismo, entonces existen G € Ext} (X,B) y ¢ : C — X tales que Gp =
Gip1 = Gaps. Mas atun, si (X, a1, az) es el pushout de ¢y con ¢y, entonces ¢ =
Q11 = Q2.

Demostracion. Ciertamente, consideremos que GGy y G estan dados por las sucesiones
exactas

m: O%BgAlg#C’l—H) y o - 0—>Bf$A29402—>0

respectivamente, y que la extension F = Gi1p; = Gyps estd dada por la sucesion

exacta
€: O—>Bl>A£>C—>O.

Ademas, como F := G1p; = Gy, sabemos que existen morfismos de extensiones

(17¢17¢1) :E_>G1 y (17§0/27902) :E—>G2.

Recordando a A.16 podemos
construir el diagrama adjun-
to, donde el renglon inferior 0

consiste de los pushout de ¢ l \

con @y v ¢ con py. Ade- ¢ 0
mas, como @i O 2 €s un
monomorfismo, se sigue que

(%,) es un monomorfismo. é . ) )l( 0
Asi que por el lema de la ser- | )f ]
piente obtenemos una suce- 0 0 0
sion exacta

n: 0=B—=X —-X—=0
y un morfismo de sucesiones exactas

(L,¢' o) re—m,

con lo cual podemos concluir lo deseado. O]

Proposicién A.82. Sean C una categoria abeliana, n > 1, A;,As € C y B € C.
Entonces:

(a) Considerando el coproducto Ay @ Ay con las inclusiones candnicas
(i s Ay = AL @ Ag)?_,

se cumplen los siguientes enunciados:
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(al) la correspondencia

\I/n : Eth (Al D AQ,B) — Eth (Al,B) X Eth (AQ,B)
E (EM17EM2>

es un morfismo de grupos abelianos;
(a2) W, es inyectiva;
(a3) dado (71,72) € Ext} (A1, B) x Ext} (Ay, B) con
m: 0=BBC 5 50, B4, 50 y
m: 0-BBC 5. 50 B 4,0,

al considerar el pushout (C, f1, f5) de f1 y fa, obtenemos una sucesion exacta

i g1
E O—>Bfﬁ>10—>02@05—>---—>0n690;<JQ)AI@AQ—W

tal que V,,(77) = (1,72); en particular,
(a4) W, es un isomorfismo.

(b) Considerando el producto Ay @& As con las proyecciones candnicas
(7Ti : Al D Ag — Ai)le s

se cumplen los siguientes enunciados:

(b1) la correspondencia

q)n : Eth (B,Al @D Ag) — Eth (B, Al) X Eth (B,Ag)
E— (7T1E,7T2E)

es un morfismo de grupos abelianos;
(b2) @, es inyectiva;
(b3) dado (1, 7m2) € Extf (B, A1) x Exty (B, As) con

m: 0=ADo 5. 50, B3Bo0 y
m: 05 ABC . 50 BB,

se tiene que al considerar el pullback (C, gy, 95) de g1 y g2, obtenemos una
sucesion exacta

n: O—>A1@A2—)Cl@ci...%Cn_l@céil_>_>Ogl_g>13_>0
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tal que ®,,(7) = (71,72); en particular,

(b4) @, es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Probaremos (a), la prueba de (b) es dual.
(al) Es inmediato de A.58.

(a2) Supongamos que F es una extension con una descomposicién natural E =
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T, - - - 1. Probaremos por induccién sobre n > 1 que en caso de tener Eu; = 0
para todo i € [1,2] se sigue que F = 0.
El caso n = 1 ya lo conocemos por A.79. Para n = 2, observamos que por A.65
sabemos que para todo i € [1,2] existen una extensién G; y un monomorfismo
p; tales que

Gipi =12 y pillip; = 0.

Entonces, por A.81 sabemos que existe una extension G y un morfismo ¢ =
Q11 = Qa9 tales que

Go=Gipi =T ¥ @i = cupilips = 0 Vi € [1,2].

Asi que por el caso n = 1 tenemos que ¢7; = 0, de donde se sigue que F =
e = G = 0.

En caso de que n > 2 procedemos de manera similar. Por A.65 sabemos que
existen una extension G, un monomorfismo ¢; y un morfismo v; tales que

Gio1 =M ¥ V11—t -+ - = 0.

De igual manera, por A.65 sabemos que existen una extensiéon Gy y un morfismo
9 tales que

Gopo =Ty Y Polln—1 - Tip2 = 0.
Ahora, como Gapos =7, = G117, sabemos por A.81 que existe una extension G
y morfismos ¢, a1 y as tales que G = 7, v que ¢ = a;; Vi € [1,2]. Por lo
tanto, tenemos que

OTn1 + T i = 0 PiTn—1 - - T = 0 Vi € [1,2].

Asi que podemos concluir que £ = 0, ya que por hipdtesis inductiva tenemos
que

Go=m, y @11 =0.

Recordamos que ya hemos probado la existencia y propiedades de la funcién
WUy en A.79. Sea (71,72) € Extg (Ay, B) x Extg (A2, B) con descomposiciones
naturales 7y = %, -+ Ry y T2 = &, - - - &}, donde

kit 0By —-Ci—-B—-0 y k;: 0—B,—C — B —0.

K3 K3
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Consideramos los coproductos

para todo ¢ € [1,n + 1]. Cabe observar que u; = p; y uj = po. Se puede ver por
A .41 que _

(ki @ KLu; = upi kY (ki ® K)u; = uj 4K}
Entonces, utilizando estas igualdades junto con A.79(a3), tenemos que la exten-
sion

n:= \Ijl_l(l{m R;m)(/in—l S %71) T (Hl @ ’41)7
satisface por recursion que
N = Nuy
= qul(’ﬁna ﬁ;)(’@'nfl D H%—l) T ('%1 D /fll)ul

- \I[_l("im Rgm)(’%n—l S¥ ff;z—l) T (’12 S ’ié)UQ?I

[y

= \I/_l(/’fna K;'/n)(’%n—l &P K/;lfl) ce (/{3 sy K/g)u?,m

[y

= U (K, K (Fno1 @ Ky )Un_1Fn—2 - - - 1
= \ijl(ﬂna ’f;1>un/€nfl cr Ry
= Rpkn—1'"" K1

Tl

Anédlogamente podemos probar que 7o = 72, lo que concluye nuestra prueba.

(ad) Se sigue de (a2) y (a3).

A.5. Categorias abelianas con estructura adicional

En esta seccién estudiaremos categorias abelianas que satisfacen condiciones adicio-
nales, como tener coproductos o productos arbitrarios. Estas condiciones fueron in-
troducidas por Grothendieck en [Gro57]. Para la siguiente exposicion nos guiaremos
con [Pop73, 2.8]. Entre las ventajas de trabajar con estas condiciones podremos hacer
construcciones interesantes como la suma de subobjetos, interseccién de subobjetos y
otros limites y colimites.

Antes de comenzar con la exposicién de dichas condiciones haremos un breve recorda-
torio de limites y colimites.
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A.5.1. Limites y colimites

Definicién A.83. Sean C e I categorias.

(a) Decimos que I es una categoria pequeiia en caso de que esté compuesta por
una clase de objetos y una clase de morfismos que sean conjuntos.

(b) Sean F' : I — C un funtor y X € C. Diremos que una familia de morfismos,
indexada por los objetos de la categoria I,

{a; : F(i) —» X}

iel

es co-compatible con F; si para todo A : © — 7 € Hom; se tiene que a; =
Oé]F(/\)

(c) Sea F' : I — C un funtor. El colimite (o limite
inductivo) de F es un objeto colim(F) € C junto

con una familia co-compatible de morfismos . F(X) .
F(i) F(j)
Mi M
{11 + F(i) = colim(F)},, o~ 7
colim F’

tal que para cualquier otra familia co-compatible de

%N s/
morfismos {v; : F'(i) — X},.; existe un tinico mor- RV
fismo v : colim(F') — X tal que v; = yu; para todo v
iel. X

De manera similar a los pushouts, se puede probar la existencia de colimites a partir
de una construccién con contucleos de coproductos como se muestra en la siguiente
proposicion. La siguiente notacion sera de utilidad.

Definicién A.84. Sean [ una categoria y A : ¢ — 7 un morfismo en /. Utilizaremos
la siguiente notaciéon

Proposicion A.85. [Ste75, 1V.8.4] Sean C una categoria preaditiva con coproductos
y contcleos, I una categoria pequena, F :C — I un funtor y

up: F(k) =@ F(i) Vkel y o F(s(\) = @ F(s(y)) VA€ H := Homy

icl yeH

las inclusiones canonicas de los coproductos. Entonces,
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A.5 Categorias abelianas con estructura adicional

colim(F') = Coker (@ F(s(7) 5 @F(z))

yeH 1€l

donde ¢ es el morfismo inducido por la propie-
dad universal del coproducto con la familia de
morfismos

{QO/\ = us()\) — ut()‘)F()\)})\eH .

By F(s(7)) -2 Brey F(i)
vw [ (s () )

F(s(A)) — E(s(A) ® F(t(A))
—F())

A continuacion presentamos la nocién dual de colimite.

Definicién A.86. Sean C e I categorias.

(a) Sean F' : I — C un funtor y X € C. Diremos que una familia de morfismos,

indexada por los objetos de la categoria I,

{0i: X — F(i)}

el

es compatible con F, si para todo A : i — j € Homy se tiene que a; = F(\)ay.

(b) Sea F': I — C un funtor. El limite (o limite pro-
yectivo) de F' es un objeto lim F' € C junto con una

familia compatible de morfismos

{pi : Im FF — F(i)}

iel

tal que para cualquier otra familia compatible de
morfismos {v; : X — F(i)},.; existe un tnico mor-
fismo v : X — lim F' tal que v; = u;y para todo

el

Proposiciéon A.87. [Ste75, 1V.8.2] Sean C una categoria preaditiva con productos y
nicleos, I una categoria pequena, F : C — I un funtor y

u: [[FG) = F(k) Vkel y o [ F(H(

el yeH

v)) — F(t(\)) VA€ H := Homy

las proyecciones canonicas de los productos. Entonces,
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lim F' = Ker (H F(i) 5 11 F(t(’Y))) D en F(s(7)) % Dicr F(4)

i€l yeH
VU T T (us(,\) Ug(x) )
donde ¢ es el morfismo inducido por la pro-
piedad universal del producto con la familia de F(s()) o E(s(N) @ F(t(N)
morfismos *F()‘))

{90)\ = F()\)US()\) - ut(,\)}

Definicién A.88. Sean I una categoria pequenia y C una categoria abeliana. Diremos
que una familia

AeH '

(Mi7 fOé)quI,aGHOmI

es un sistema directo, si existe un funtor F' : I — C tal que F(i) = M;Vi € [ y
F(a) = foYa € Homy.

A.5.2. Categorias Ab3 y Ab4

Definiciéon A.89. Diremos que una categoria abeliana C es una categoria Ab3 si
satisface la siguiente condicién:

(Ab3) Para toda familia de objetos {A;},.; en C existe un el coproducto @,c; A;.

Nos referiremos a la condicién dual como Ab3*.

Definicién A.90. Diremos que una categoria abeliana C es una categoria Ab3* si
satisface la siguiente condicion:

(Ab3*) Para toda familia de objetos {4;},.; en C existe un el producto [;c; 4;.

En lo que sigue nos limitaremos a hablar sobre Ab3, se sigue por dualidad que todos
los resultados duales se cumplen para Ab3*.

Al recordar A.85, se puede ver que una categoria abeliana C satisface Ab3 si y solo si
existen colimites.

Definicién A.91. Sea C una categoria abeliana y {X;}, ., un conjunto de objetos en

C.

(a) Si todo X; es subobjeto de un objeto X, es decir existe un monomorfismo
u; © X; — X que llamaremos canoénico, entonces por la propiedad universal
de coproducto existe un tinico morfismo

S@XZ—)X

el
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A.5 Categorias abelianas con estructura adicional

tal que sp; = u;, donde p; @ X; — @,c; X; es la inclusion canédnica del coproducto.
Diremos que Im(s) es la suma del conjunto {X;},.; v lo denotaremos como
Zie[ Xi.

(b) Si todo X; es subobjeto de un objeto X, entonces existe una familia de epimor-
fismos naturales {m; : X — X/X;},.; la cual induce un tinico morfismo

t: X = [[X/X
el

tal que pit = m;, donde p; : [Lie; X/X; — X/X; es la proyeccién canonica.
Diremos que Ker (¢) es la interseccién de la familia de subobjetos {X;}..; v lo
denotaremos como ;c; X;.

el

Cabe hacer la siguiente observacion.

Observacién A.92. Se puede mostrar que si {X;},.; es un conjunto de subobjetos de

X, {Y}}jej es un conjunto de subobjetos deY y f : X — Y es un morfismo. Entonces,

f<ZXi>=Zf(X¢) y fl(ﬂK):ﬂfl(Yj)-

i€l i€l jed jeJ

Ademas, N;er X; es el menor subobjeto Z de X tal que Z C X;Vi € I, asi como Y ;1 X;
es el mayor subobjeto Y de X tal que X; CY Vi e I.
El siguiente lema sera de utilidad.

Lema A.93. [Pop73, 8.1] Sean C una categoria AbS3, I una categoria pequena, F :
I — C un funtor y {f;: F(i) = colim(F)},.; su colimite. Si se tiene una familia
cocompatible {g; : F(i) = Y}, y u : coim(F) — Y es el morfismo inducido por la
propiedad universal de colimite, entonces

u(colim(F)) = > g; (F(i)) .

i€l

Definicién A.94. Sean C una categoria Ab3 y {f; : X; = Y;},., un conjunto de mor-
fismos en C. Denotamos por

D Ppx,.—PpXx,

iel iel iel
al morfismos inducido por tal familia y la propiedad universal del coproducto.

Se puede mostrar que el coproducto es exacto a derecha como enuncia la siguiente
proposicion.
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Proposiciéon A.95. Sean C una categoria AbS y

{X; Box, 8 X! 0}‘

el

un conjunto de sucesiones exactas en C. Entonces,

P x; @Efﬁ@){i e%’“@x;’-m

el el el
es una sucesion exacta.

En general no es posible demostrar que el producto es exacto a izquierda, lo que nos
lleva a la siguiente condiciéon de Grothendieck.

Definicién A.96. Diremos que una categoria Ab3 es una categoria Ab4 si satisface
la siguiente condicién:

Ab4) dado un conjunto de monomorfismos {f; : X; — Y;}._;, se tiene que la suma
] i€l
®D.cr fi es un monomorfismo.

Como veremos a continuacién con esta propiedad podremos extender los resultados de
A4.4.

A.5.3. EIl Ext, productos y coproductos

En esta seccién completaremos el trabajo que iniciamos en A.4.4. Consideremos n > 1,
un conjunto de objetos {C;}, ., en una categoria Ab3 C y B € C. Existe un morfismo
canénico U, : Extg (@ A;, B) — [lier Extg (A;, B), definido como E — (Ep;),.;, donde
Wi = A = @cr Ai es la i-ésima inclusion del coproducto Vi € I. En general, ¥, no
es necesariamente un isomorfismo (ver [CS19, Example A.4]). Pero, en esta seccién
probaremos que en caso de que C sea Ab4, ¥, siempre es un isomorfismo. Para ello,
necesitaremos de los siguientes lemas.

Lema A.97. Sean C una categoria abeliana Abj y

el

un conjunto de sucesiones exactas en C. Entonces, existe una sucesion exacta

n: O%Bécolim(fi)g@@%()

el

tal que nu; = n; Vi € I, donde {p; : C; = @icr Ci}iep s la familia de inclusiones
canonicas del coproducto.
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Demostracion. Consideramos a la familia de morfismos {f; : B — A;},.; como un sis-
tema directo. Mas aun, la familia de morfismos de extensiones

{1, fi,0) : B = mi};e;  donde 3 := O—>B—1>B£>O—>O,

forma un sistema directo de sucesiones exactas. Ahora, si bien en general el colimite
de un sistema directo de sucesiones exactas corta no es una sucesion exacta corta,
veremos que en este caso particular al calcular el colimite de dicho sistema directo ob-
tendremos lo deseado. Para ello, observamos que (B, 1; : B — B);cs es el colimite del
sistema {1; : B — B},.; v que (Bjc; Ci, pti : Ci = Py C;) es el colimite del sistema
{0 00— Oi}ie['

Ahora, recordando a A.85
podemos construir el diagra-
ma adjunto, donde las co-
lumnas representan los mor-
fismos de A.85, los renglo-
nes superiores representan el

coproducto de morfismos de EBJGI @JEI @Zil

las sucesiones f3 Y iy el 5 colim(f) —— @
renglon esta constituido por l |

los colimites de los sistemas
directos. Asi que por el le-
ma de la serpiente obtene-
mos una sucesion exacta

ierCi— 0

!

0 0 0

n: 0— B — colim(f;) » &C; — 0.
iel
Maés atn, las familias de morfismos asociadas a dichos colimites inducen los morfismos
de sucesiones exactas
(1, gty i) s = m Vi € 1,
con lo cual podemos concluir lo deseado. O
Proposiciéon A.98. Sean C una categoria abeliana Abj, {A;}icr un conjunto de ob-

jetos en C y B € C. Si el coproducto @;c; A; consiste de las inclusiones canonicas
(i + Ay = @ier Ai);er > entonces la correspondencia

U Extg (D A, B) = [[Ext} (A, B), B~ (Ep)

il

iel s
es un isomorfismo de grupos abelianos.

Demostracion. Procederemos observando los siguientes hechos:
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(a) la correspondencia ¥ es un morfismo de grupos abelianos;

(b) W es inyectiva,

(c) dada una familia (7;) € [;e; Ext} (A;, B) con

se tiene que existe £ € Ext} (@ A;, B) tal que ¥(E) = (7).

Claramente probando dichos enunciados habremos concluido la prueba.

(a) Es inmediato de A.58.

(b) Supongamos que E es la extensién asociada a una sucesién exacta

n:0=-BLCoHPA -0
iel

tal que EFu; = 0 Vi € I. Entonces, para todo ¢ € I, si Fu; tiene como represen-
tante a la sucesion exacta

existe hz : Az — Cz tal que g,hl = ].Ai.
Asi que, por la propiedad univer-

sal de coproducto, existe un tnico (h%\

h: @;cr Ai — C tal que hy; = p;h; pa- 0 B Ci — A 0
ra todo 7 € [1,2], donde p; : C; — C es fi Jp' gi JM,

el morfismo que completa el morfismo f lg '

de extensiones (1,p;, ;) : Eu; — E. 0O—— B—C— Dicr Ai — 0
Por lo tanto, £ = 0 ya que h

ghpi = gpih; = pigihs = p; Vi € I,
de modo que gh = 1@ | A; por la propiedad universal de coproducto.
iel 7t

(c) Sea (7;) € IljesExti(A;,B) conm; : 0 — B B % A, — 0. Por A97

sabemos que existe una sucesién exacta

n: O—>Bi>colim(fi) S PC;—0
iel
tal que fu; = m; Vi € I, lo cual prueba lo deseado.
(d) Es inmediato de (b) y (c).
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Observacion A.99. En caso de tener una categoria Abd, es decir una categoria Ab3
tal que los colimites son exactos a izquierda, podriamos extender la prueba de A.82 a
coproductos arbitrarios. Con la finalidad de probarlo para categorias Ab4 presentamos
la siguiente prueba que muestra en particular una demostracion diferente de A.82.

Teorema A.100. Sean C una categoria abeliana Ab4, n > 1, {A;}icr un conjunto de
objetos en C y B € C. Si el coproducto @;c; Ai consiste de las inclusiones candnicas
(ti + Ai = @ier Ai);ey > entonces la correspondencia

W, : Exty (D Ai, B) = [[ Extg (Ai, B), E v (Bpi),e;
i€l

es un isomorfismo de grupos abelianos.

Demostracion. Procederemos probando los siguientes enunciados:
(a) la correspondencia ¥,, es un morfismo de grupos abelianos;
(b) W, es inyectiva;
(c) dada una familia (7;) € [T;c; Extg (A, B), se tiene que existe £ € Ext} (@ A;, B)
tal que U, (F) = (7;)-

Cabe observar que el resultado ya lo hemos probado en A.98 para n = 1. Mas atn, en
la prueba de A.98(c) mostramos explicitamente la funcién inversa de ¥;. Denotaremos
dicha correspondencia como W

(a) Es inmediato de A.58.

(b) Supongamos que 7] es una extensién con una descomposicién natural 7 =7, - - - 71
tal que Tju; = 0Vi € I. Recordemos que por A.66 esto significa que para todo
1 € I existe una sucesion de morfismos de sucesiones exactas de longitud n con
extremos fijos
i < ki — 0.

Supongamos que las sucesiones exactas k; tienen una descomposicién candnica

con
k(i) =r,: 0= BLY, % X, 0.

Por A7.98(c) sabemos que Utk ) € Ext} (Pje; Xi, B) es una extension tal que

U (KDl = KL, donde ptf : X; — @,e; X es la inclusién canénica del coproducto.

Sea

0 (@) ()
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250

(cabe observar que por Ab4 el coproducto de extensiones es extension). Mostra-
remos que existe una sucesiéon de morfismos

N+ Kk — 0,

con lo cual concluiremos nuestra prueba por A.66. En efecto, dado que existe un
morfismo nu; < kK;, es claro que existe un morfismo de sucesiones exactas con el
extremo derecho fijo

Nn—1" N < H(Z’)nfl t H@)nv

lo que induce con la propiedad del coproducto un morfismo de sucesiones exactas

icl iel
Ademés, recordando la demostracién de A.98, sabemos que Wy *(x,

') es la clase
de la sucesion exacta

0— B colim(f;) & P X, — 0.

el

Asi que, por la propiedad universal del colimite, podemos ver que existe un
morfismo de sucesiones exactas con el extremo izquierdo fijo

Nn < ‘1]1_1(’?;)

Por lo tanto, juntando los morfismos anteriores podemos concluir que existe un
morfismo 7 < k. Ahora, la existencia de un morfismo x — 0 se reduce a mostrar
que f es un monomorfismo que se escinde, lo cual se prueba utilizando la propie-
dad universal de colimite junto con el hecho de que todo f; es un monomorfismo
que se escinde debido a la existencia del morfismo x; — 0, con lo cual terminamos
nuestra prueba. La explicacion anterior queda ilustrada en el diagrama posterior
a la prueba.

Recordamos que ya hemos probado la existencia y propiedades de la funcion ¥,
en A.79. Sea (7;) € [l;es Ext¢ (Ay, B). Para cada i € I observamos lo siguiente.
Si7; = kI - -+ K es una descomposicién natural, donde

Kkj,: 0— By, — C} — B, — 0Vk € [1,n].

Consideramos la inclusién canénica al coproducto uj, : Bj, — @,c; Bi para todo
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k € [1,n + 1]. Cabe observar que u} = p; Vi € I. Por A.41, se sigue que

(@ m%)uz =ult'kl Vk € [1,n + 1].

i€l

Entonces, utilizando estas igualdades junto con A.98(a3), tenemos que la exten-
sién

1= U er (@) - (@)

icl iel
satisface por recursién que
= = i
nH; = nNuyq
71 I3 .
= U (K, )ier (@ Hznl) s <EB HZ1>U
iel icl
-1 .
= V5 (’%)zel (@ ﬂ’n—l) s <@ f#g)uwl
icl iel
-1 . .
= Ui (Ky, )ier (@ K’n—l) a (@ /43> Ugkok'y
iel icl
-1 . _
= \111 (’{n)ZEI (@ KZn—l)“n—llin_Q ff?[
iel
— ! i p
- ‘Ijl (Hn)ielun/fn_l 1
el et i
- H%K‘n—l Ry

(d) Se sigue de (a2) y (a3).
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Nn: 0 — B Cn Bp_1 30 Nk: 0 — By

k(i)n: 0 — B vk Xi_l >0 k(i) 0 — X}'C
0 B — B 0 — 0

n 0 — B Cn Bp—-1 >0 Nk* 0 — By

e

1,7 i X
\1111<K;): 0 — B — colim(f;) —> @ iy 0

—

iel iel

Diagrama que ilustra la prueba de A.100(b).

Cy, Br_1 30
7 7

Yk in1 > 0

Ck Br—1+ 0

@R(i)k: 0> @Xi _ @YI;L —_ @X,"€71 <0

i€l

i€l

ny:

N1k

n1:

Priin:

i€l

0 — B

0> DX

i€l

@Aiao

“ iel

C(i)1 A — 0
Yf A — 0
A; A — 0

i

1 —

C1
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A.6 Una caracterizacion de las categorias Ab4

Se prueba por dualidad el siguiente resultado.

Teorema A.101. Sean C una categoria abeliana Ab4i*, n > 1, {A;}ier un conjunto
de objetos en C y B € C. Si el producto [[;c; A; consiste de las proyecciones candnicas
(m; : [lier Ai = Ai);ep > entonces la correspondencia

®,, : Extp (B, HAZ> = [[Exte (B, Ai), E = (mE)g;

el i€l

es un isomorfismo de grupos abelianos.

Concluiremos esta seccién con una aplicacion relacionada con la teoria tilting. En el
2007, R. Colpi y K. R. Fuller desarrollaron una teoria de objetos tilting de dimensién
proyectiva < 1 en categorias abelianas [CFO07] y, de manera similar, P. Coupek vy J.
Stovi¢ek presentaron una teorfa de objetos cotilting de dimensién inyectiva < 1 en
categorias de Grothendieck [CS19]. Un resultado fundamental de esta teorfa es que

(%) Ext (@ AZ-,X> = 0 si, y s6lo si, Ext'(4;, X) =0Vi € I.

el

Tal resultado es probado usando que, en cualquier categoria Ab3 A, existe una corres-
pondencia inyectiva
Exty (@ A, X) — [T Extl(A;, X)
iel i€l

(ver [CF07, Proposition 8.1, Proposition 8.2] y [CS19, Proposition A.1]). Ahora, para
extender dichas teorias a objetos tilting (cotilting) de dimensién proyectiva (inyectiva)
< n, es necesario un resultado similar para Ext". Pero, en general no se sabe si existe
una correspondencia inyectiva Ext’y (B;c; Ai, X) — [ier Ext’y(A;, X). Sin embargo,
con A.101 y A.100 podemos probar el siguiente resultado, andlogo a (x), el cual extiende
a [CF07, Corollary 8.3] y al dual de [CS19, Corollary A.2] cuando la categoria es Ab4.

Corolario A.102. Sea C una categoria abeliana, n > 1, {A;}ier un conjunto de objetos
en C y B € C. Entonces, los siguientes enunciados se satisfacen:

(a) SiC es Ab4, entonces Exty (@er Ai, B) =0 sty sélo si Extp (A;, B) =0Vi e I.
(b) SiC es Abj*, entonces Exty (B, [ler Ai) = 0 si y sdlo si Ext} (B, A;) =0Vi € [.

A.6. Una caracterizacion de las categorias Ab4

Esta seccion fue inspirada por los comentarios que Sergio Estrada me hizo durante
el Coloquio Latinoamericano de Algebra XXIII. El objetivo es probar si se tiene una
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categoria C tal que todas las correspondencias Ext} (D A;, B) — [Lics Extg (A, B),
definidas como E + (Ep;),.;, son biyectivas, implica que C sea Ab4. A lo largo de
esta seccién, para todo conjunto de objetos {X;}icr € C, todo objeto Y € Cy n > 0,
estaremos considerando la correspondencia ¥,, : Extg (P X;,Y) — ITicr Extg (X, Y),

definida como 7 — (1;),.;, donde v; : X; = @;cr X; es la inclusion canénica Vi € 1.

En A.97, fue probado que, si C es Ab4, entonces dado un conjunto de sucesiones exactas

{WO%BQ&%Q%%',

el

se puede construir una sucesion exacta

0— B colim(f;) = @ Ci — 0,

il

donde f es parte de la familia de morfismos co-compatible asociada a colim(f;). En
caso de que C sea solamente Ab3, haciendo una construccién similar obtenemos una
sucesion exacta
B — colim(f;) - @ C; — 0.
el

Ciertamente, para ello consideremos el sistema directo de sucesiones exactas.

0— B i B—0—0
Iy, Lfi L
0—~ B2 A-C—0
Luego, de la propiedad universal del colimite obtenemos la sucesion exacta

B colim(f;) % P Ci — 0

iel
(ver [Pop73, page 55]). Tal sucesién exacta la denotaremos O(7;).

Como primer paso mostraremos que, incluso cuando la categoria no es Ab4, si la
correspondencia ¥ es biyectiva, entonces la correspondencia inversa estd dada por
O. Es decir, si ¥ : Ext} (@ A;, B) — [Les Exté (A;, B) es biyectiva, entonces para

todo conjunto de sucesiones exactas <n;: 0 — B L A —C— O} el morfismo f
i€l

en ®(n;) es monomorfismo y VO(n;) = (7).

Lema A.103. Sea C una categoria Ab3, {A;},.; un conjunto de objetos enC y B € C.

Consideramos el coproducto @,;c; A; junto con las inclusiones {p; = Ai = @ier Aiticr

y un conjunto de sucesiones exactas {ni :0— B f% E; EiN A — O} . Si existe una
i€l
sucesion exacta n: 0 — B LEeY @Dicr Ai — 0 tal que u; = 7; Ve € I, entonces el
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morfismo [ en la sucesion exacta

O(n;): B EN colim(f;) % P A — 0

es un monomorfismo y 7 = O(n;).

Demostracion. Consideramos el sistema directo {f; : B — E;}

el

ser- Sabemos que Nu; =

m; Vi € 1. Asi que, para todo ¢ € I existe un morfismo

(17 Viuu’i) SNy — 1.

Notamos que el conjunto {v; : E; = E},_;,
junto con el morfismo ' : B — FE, es una
familia co-compatible. Entonces, existe un
tnico morfismo w : colim(f;) — FE tal que
wo; =y Vi€l ywf = f donde

fi E, 9i
|

00— B Ai 0

2

g;

{0y : E; — colim(f;)}

fi gi

E; A; 0

[

0B B @A — 0

0 B

U{f: B — colim(f;)}

il

es la familia co-compatible asociada al colimite.
Notemos que wf = f’ es un monomorfismo, por
lo que f también es un monomorfismo.

Queda por mostrar que 7 = ©(n;). Observamos que, por la propiedad universal del
cokernel, podemos construir un morfismo de sucesiones exactas

(1,w,w') : O(n;) = n.

Por lo que basta mostrar que w’' = 1.
Para ello, notamos que Vi € I se tiene

W igs = w'go; = g'wo; = g'v; = pig;.

0—— Bi colim(fi)gEBAi — 0

[+,
f/ /

0 B JoPA: NP

Por lo tanto, como g¢; es un epimorfismo, w’p; = u; Vi € I. Entonces, por la propiedad

universal del coproducto, tenemos que w’ = 1.

]

Corolario A.104. Sea C una categoria ABS3, {A;};,c; un conjunto de objetos en C
y B € C. Consideramos el coproducto @,c; A; junto con las inclusiones canonicas
{wi = Ai = @ics Aiticr v la correspondencia Uy : Exty (@ A, B) — [Lier Extg (A;, B) .
Si Wy es biyectiva, entonces W' manda a cada (7;) € [1e; Extt (A;, B), con represen-

tantes

m: 0= BAE A S0viel,
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a la extension dada por la sucesion exacta

0 — B — colim(f;) — € A; — 0.

i€l

Teorema A.105. Sea C una categoria Ab3. Entonces, C es una categoria Abj si, y
solo si, la correspondencia Wy : Extl (B X;,Y) — [Lie; Extt (X;,Y) es biyectiva para

todo Y € C y todo conjunto de objetos { X}, ;.

Demostracién. Por A.98, basta probar que si U : Ext} (B;c; Xi,Y) — [Lies Exté (X;,Y)

es biyectiva para todo Y € C y todo conjunto {X;},.;, entonces C es Ab4. Con este pro-

posito, consideramos un conjunto de sucesiones exactas {m 0> A, B B 54 C; — 0}
i€l

y probaremos que @;c; «; es un monomorfismo.

Consideremos el coproducto @, A; y las

inclusiones canodnicas p; : A; = @Pier Aie
a; B

Por el resultado dual de A.19, para todo 0 A, B; —— C; 0
¢ € I tenemos un morfismo de sucesiones ‘ /
exactas (f, i, 1) : m; — pm;, donde lm A J“i

0— @iesrdi = E;,— C; —— 0

icl

Consideremos la correspondencia U : Ext} (@;c; Ci, @icr Ai) — [Lier Exté (Ch, Bicr Ai) -
Por A.104, sabemos que ¥~ manda (u;7;) € [Tic; Exté (Ci, @yer Ai) a la extension da-
da por la sucesion exacta

0— P A, ER colim(f;) = @ C; — 0.
A 7@,’ B; i€l iel
Lbi l 1 Probaremos que colim(f;) = @;c; B; para concluir que
4 B Yi @Dicr @; es un monomorfismo. En efecto, consideremos
b o 7 R una familia de morfismos {g; : B; = X},.;. Por la pro-
N o Ty piedad universal del coproducto @,c; A;, existe un tinico
e X morfismo « : @;c; A; — X tal que g,y = ap,; Vi € 1.

Ahora, por la propiedad universal de pushout, para todo ¢ € I existe un inico morfismo
%i o By — X tal que g; = yipi y o = i fi.

Antes de proseguir, consideremos la familia co-compatible {uy : Ey — colim(f;)},.;
asociada al colimite. Notemos que, por la propiedad universal del colimite, existe un
tnico morfismo A : colim(f;) — X tal que Au; =y Vie Iy Af = a.
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En particular, si X = DicrBi ¥y
{9i : Bi = @jc; Bi}t;e; es el conjunto de

inclusiones canodnicas, existe un tinico morfismo A, SN

A colim(f;) — @;cr Bi tal que Au; = v, Vi € 1

y Af = a. Mas aun, por la propiedad univer- lui

sal del coproducto ,c; B;, existe un tnico DA — E;

morfismo A" : @;c; B; — colim(f;) tal que \ fi

Ngi =upu;Viel. S Yu

Veamos que A es un isomorfismo y que A’ = acohm fi, Uifl;

A~!. Para ello, notemos que

AN g; = Auipi; = v = g; Vi € 1.

Asi que, por la propiedad universal del copro-
ducto @,c; B, podemos concluir que AA" = 1. colim f;
Veamos que A’A = 1. Para ello, notamos que

Wity = U fipt; = fu Vi € 1,

y que
uipio; = N gy = Nap; = (NAf) p; Vi € 1.

Asi que, por la propiedad universal del coproducto @;c; A;, podemos concluir que
f =NAf. Méas aun, notemos que

(ui)pi = wip; and (w;) fi = fVi €l
v que
(N Au) i, = Ny = Ng; = wip, and (AN Awy) f; = NAf = fViel

De modo que, por la propiedad universal del pushout (E;, f;, 1)), podemos concluir que
N Au; = u;. Luego, se sigue de la propiedad universal del colimite que A’A = 1. Por lo
tanto, A es un isomorfismo y A’ = A~L.

Por lo anterior podemos suponer sin pérdida de generalidad que colim(f;) = @,c; B,
A=1=Ay ¢g; = w;p;Vi € I. Ahora, observemos que

Jui = gia; Vi € 1.

Asi que, por la propiedad universal de coproducto @,c; A;, podemos concluir que
f = @ier o Por lo tanto, @,c; i es un monomorfismo. O]

Tenemos las siguientes equivalencias.
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Teorema A.106. Sea C una categoria Ab3. Entonces, los siguientes enunciados son
equivalentes:

(a) C es Abj.

(b) La correspondencia W : Ext} (B;er Xi,Y) — [Lies Exté (X5, Y) es biyectiva para
todo Y € C y todo conjunto de objetos { X}, ;.

(¢) La correspondencia V,, : Ext} (@;c; Xi,Y) — ITlies Extg (Xi,Y) es biyectiva
VY € C, todo conjunto de objetos {X;},.; y Vn > 0.
Demostracion. Se sigue de A.100 y A.105. m

Por dualidad tenemos el siguiente resultado.

Teorema A.107. Sea C una categoria Ab3*. Entonces, los siqguientes enunciados son
equivalentes:

(a) C es una categoria Abj*.

(b) La correspondencia W : Extl (Y, TLic; Xi) — [Lies Extt (Y, X;) es biyectiva para
todo Y € C y todo conjunto de objetos {X},c;.

(¢) La correspondencia V,, : Extl (Y, [Licr Xi) = [Lier Extg (Y, X;) es biyectiva VY €
C, todo conjunto de objetos {X;},.; y Vn > 0.
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