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RESUMEN de la tesis que presenta PRAT STEPHANIA VAZQUEZ PE-
RALTA como requisito parcial para la obtencion del grado de MAESTRA EN CIEN-
CIAS en FISICA. Ensenada, Baja California, enero de 2021.

BUSQUEDA DE UNA SOLUCION ANALITICA PARA EL
TRANSBORDADOR DE TRIPLE PUNTO CUANTICO

Resumen aprobado por:

Dr. Ernesto Cota Araiza
Director de tesis

En el presente trabajo se estudia el hamiltoniano linealizado del transbordador
de triple punto cuantico (TQDS por sus siglas en inglés) mediante métodos de so-
lucion analiticos. Este sistema consiste en un arreglo lineal de tres puntos cuénticos
donde los puntos de los extremos permanecen fijos mientras que el punto central os-
cila entre ellos y su movimiento es modelado por un oscilador arménico cuantico; la
linealizacion del hamiltoniano consiste en aproximar el acoplamiento tunel al término
de primer orden en el desarrollo de su forma exponencial. En una primera aproxi-
macion, se considera que la parte electronica del modelo estd completamente descrita
por tres estados electrénicos mientras que para la parte vibracional se consideran D
modos de vibracién (sistema de 3 niveles en interaccién con D modos de oscilacion:
H%ég%s)~ En un intento por encontrar una expresion analitica para los eigenvalores

y eigenestados de .HTQDS se estudiaron dos métodos diferentes para su posible apli-
cacién, uno propuesto por Zhang en 2014 [28] y el otro propuesto por Kus [30] en 1986.

Una generalizaciéon de la simetria Z> del hamiltoniano del modelo de Rabi de dos
estados a una simetria Zx para un modelo de N estados es el trabajo propuesto por
Zhang donde se establece que si algin sistema sin importar su dimensionalidad (ntme-
ro de estados que represente) posee la simetria correspondiente Zy, su hamiltoniano
sera elegible para diagonalizacién parcial mediante el uso de una transformaciéon uni-
taria. En este caso, se mostré que I:ITQ ps carece de la simetria Z3 requerida, por lo
que el método fue descartado.

Por otro lado, el método desarrollado por Kus permite encontrar soluciones exactas
aisladas para hamiltonianos del tipo fITQ ps usando la representacién de Bargmann
[31]. Esto nos da la oportunidad de obtener algunos valores de energia y posterior-
mente construir sus respectivos eigenvectores con la condicién de que los parametros
que describen al sistema cumplan con ciertas restricciones llamadas condiciones de
compatibilidad. Esto tltimo nos brinda la posibilidad de desarrollar un criterio para
establecer bajo qué condiciones el método de Kus sera aplicable para la resolucion de
sistemas representados por un hamiltoniano del tipo I—AITQ DS.-

Las energias y los eigenvectores encontrados de forma analitica son comparados
con aquellos calculados mediante diagonalizacién numérica en un cédigo de PYTHON.



Palabras clave: Hamiltoniano linealizado, TQDS, solucién analitica, modelo de
Rabi, espacio de Bargmann.
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ABSTRACT of the thesis presented by PRAT STEPHANIA VAZQUEZ
PERALTA as a partial requirement to obtain the MASTER OF SCIENCE degree
in PHYSICS. Ensenada, Baja California, january of 2021.

SEARCH FOR AN ANALYTICAL SOLUTION FOR THE TRIPLE
QUANTUM DOT SHUTTLE

In the present work we study the linearized Hamiltonian of a triple-quantum-dot
shuttle (TQDS). This system consists of a straight line of three quantum dots where
the end dots remain fixed while the center dot oscillates between them and its motion
is modelled by a quantum harmonic oscillator; the linearization of the Hamiltonian
consists of bringing the tunnel coupling closer to the first order term in the expansion
of its exponential form. In a first approximation, it is considered that the electronic
part of the model is completely described by three electronic states, while for the
vibrational part we consider D vibration modes (3-level system with D oscillation mo-
des: ﬁ%g% 5)- In an attempt to find an analytical expression for the eigenvalues and
eigenstates of fITQ Ds, we review two different methods for their possible application,
the one proposed by Zhang in 2014 [28] and the one developed by Kus in 1986 [30].

A generalization of the Z2 symmetry of the hamiltonian of the two-level model to a
Zn symmetry for a N-level model is the work proposed by Zhang, where it is establis-
hed that if any system regardless of its dimensionality has such symmetry, this would
allow a partial diagonalization of the Hamiltonian using a unitary transformation. In
this case we show that [ T@ps lacks the required Z3 symmetry, discarding the method.

The method developed by Kus allows to find exact isolated solutions of a Hamil-
tonian of the Hrqps-type using the Bargmann representation [31]. This allows us to
obtain some energy values and their respective eigenvectors with the condition that
the parameters that describe the system comply with certain constraints called com-
patibility conditions. The latter gives rise to the possibility of developing a criterion
that would let us to establish under what conditions the Kus method is applicable in
the solution of systems represented by Hamiltonians of the ]—:TTQDs—type,

The energies and eigenvectors found analytically are compared with those calcu-
lated numerically in a Python code.

Keywords: Linearized Hamiltonian, TQDS, analytical solution, Rabi model, Barg-
mann space.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Justificacion

La miniaturizacién es una caracteristica inherente a la tecnologia, es lo que marca
tendencia, ya que la electréonica moderna exige cada vez mas un rendimiento mejo-
rado en un espacio reducido, un aumento en las velocidades de procesamiento y una
reduccién en el consumo energético de los componentes basicos en los dispositivos
electrénicos y circuitos integrados. Sin embargo, el costo de la miniaturizacion es alto,
pues se esté llegando al limite en el cual los efectos cuénticos propios de todo material
empiezan a manifestarse de manera significativa, lo cual nos enfrenta a una innumera-
ble cantidad de retos experimentales, pero a su vez, abre toda una gama de novedosas
aplicaciones, convirtiendo a la mecanica cuéntica en un marco de referencia para la
innovacion tecnologica.

En un mundo donde el alto rendimiento tecnolégico sigue dominado por el uso de
transistores, donde cada dos anos el niimero de transistores en un circuito integrado se
duplica (Ley de Moore, 1965) a la par de que los dispositivos aumentan su eficiencia y
reducen su tamano, la industria de los semiconductores tiene en sus manos la tecnolo-
gia de la informacion. Transistores cada vez mas pequenos permiten que los electrones
fluyan rapidamente a través de ellos, se convierten en dispositivos de alta frecuencia;
por otro lado, un ntimero alto de transistores en un circuito integrado admite la rea-
lizacion de muchos céalculos simultaneamente, de modo que un circuito integrado con
muchos pequenos transistores nos conduce a computadoras con una alta capacidad de
procesamiento.

Los dispositivos nanoelectromecanicos (integracion de funcionalidades eléctricas y
mecéanicas a la nanoescala) se han miniaturizado rapidamente siguiendo la tendencia
de la electronica comercial basada en el transistor. La miniaturizaciéon de dispositivos
electromecénicos es prevista para una variedad de aplicaciones asi como para acce-
der a regimenes interesantes de la fisica fundamental; un caso particular es el de los
transbordadores de electrones, dispositivos a la nanoescala en los cuales se manifies-
tan efectos de naturaleza cuéntica que son aprovechados para que se dé transporte
electrénico de manera controlada, donde el transbordador de triple punto cuantico ha



cobrado reciente interés por sus posibles aplicaciones en informacion cuantica |7}, [1T].

El transbordador de triple punto cuantico (triple quantum dot shuttle, TQDS) es
un tipo de transbordador de electrones donde cada uno de los puntos cuanticos que
lo conforman se comporta como un transistor de un solo electréon. Sus propiedades de
transporte electronico son objeto de estudio actual debido a su potencial aplicacion
en informacién cuantica y a que el TQDS representa el siguiente nivel de complejidad
en el estudio del bit cuantico (sistema cuantico con dos estados propios que puede ser
manipulado arbitrariamente, concepto fundamental para la computacion cuéantica). El
TQDS se ha analizado contemplando efectos de espin-6rbita [19], se han encontrado
correlaciones cuénticas entre el grado de entrelazamiento del sistema y la corriente
electronica [20] 2], entre otros estudios [14} [15], [16], [17]; pero, para todos esos analisis,
los eigenvalores y eigenvectores del hamiltoniano del sistema fueron obtenidos de for-
ma numérica, lo cual deja a los métodos analiticos para la soluciéon de este problema
como un area poco explorada y de un gran atractivo. Una expresiéon analitica para la
energia y los eigenestados del sistema permitira un entendimiento més profundo de la
fisica del transbordador.

En las siguientes secciones presentamos en forma resumida algunos conceptos ba-
sicos que intervienen en la descripcion de las propiedades de transporte a través del
TQDS, que es el sistema en el que estaré enfocado este trabajo de tesis.

1.2. Transporte electrénico

El concepto de transporte en la experiencia diaria en la cual observamos objetos
que parten de una ubicacién inicial y al cabo de un tiempo determinado se encuentran
posicionados en algin otro lugar, donde la idea de trayectoria y desplazamiento es
completamente clara, puede mantenerse atun cuando estemos considerando transpor-
te electronico. Si bien el electréon es un objeto cuyo comportamiento es regido por la
mecénica cuantica (donde su posicién y momento no pueden ser medidos con gran pre-
cision simultaneamente tal como indica el principio de incertidumbre de Heisenberg),
esto no va contra la concepcién que tenemos del transporte clasico.

De manera concreta, el transporte electronico se refiere al estudio de céomo las
particulas cargadas fluyen a través de un conductor. Un ejemplo béasico de transporte
electronico es cuando se conecta una bateria a las terminales de un resistor y somos
capaces de medir la corriente a través de este tltimo; los electrones al fluir a través
de la resistencia a temperatura ambiente pueden ser considerados como pelotitas con
velocidades bien definidas (exhiben comportamiento corpuscular), por lo que el fené-
meno evidenciado se considera transporte electrénico clasico. Por otro lado, para ir al
transporte electréonico cuantico los electrones deben comportarse como objetos cuén-
ticos y exhibir caracteristicas ondulatorias. Esto lo podemos lograr con temperaturas
lo suficientemente bajas o en dispositivos suficientemente pequenios (dispositivos a la
nanoescala).



1.3. Efecto tunel

El efecto tunel es un fenémeno cuantico que se refiere a la probabilidad no nula
de que una particula en la mecanica cuantica se encuentre en una posicién o en un
estado que esta prohibido cléasicamente; de una manera mas precisa, una particula
en movimiento viola los principios de la mecénica clasica penetrando una barrera de
potencial mayor que la propia energia total de la particula. Si dicha particula no dispo-
ne de energia mecéanica suficiente como para atravesar la barrera, la mecanica cléasica
afirma que nunca podra aparecer del otro lado de ésta, como una pelota rebotando
y redirigiéndose hacia atras al golpear una pared. Por otro lado, a escalas cuanticas
las particulas exhiben un comportamiento ondulatorio que permite que exista cierta
probabilidad de que la particula se desplace a través de la barrera y sea encontrada
del otro lado atn cuando no tenga la energia necesaria para superar la cima energética
relativa del obstéaculo.

1.4. Puntos cuanticos

Los puntos cuéanticos (quantum dots, QD) son nanoestructuras artificiales gene-
ralmente de material semiconductor (aunque también las hay metalicas) que confinan
el movimiento en las tres direcciones espaciales de los portadores de carga. Este con-
finamiento se puede ajustar variando el tamafno de los QD’s y da lugar a fenémenos
cuanticos que no se manifiestan en materiales con dimensiones macroscépicas. Cuando
los electrones son confinados a volimenes muy pequenos, comparables con su longitud
de onda de De Broglie, se comportan como particulas cuanticas en un pozo de poten-
cial, la particula entonces s6lo tiene permitido acceder a ciertos estados electronicos
con energias caracteristicas, lo que nos conduce a un espectro discreto de energia. Los
QD’s tienen un nimero finito de cargas eléctricas elementales, las cuales se disponen
en el QD como en un unico dtomo, de ahi que también se les conozca con el nombre
de atomos artificiales.

El tamano de los puntos cuanticos va desde unos cuantos nanémetros hasta cien-
tos de éstos, por lo que son consideradas estructuras cuasi-cero-dimensionales y las
propiedades electrénicas y opticas que exhiben son muy diferentes a las propiedades
del material en bulto. Una de sus propiedades mas interesantes es que muestran el
fenémeno de bloqueo de Coulomb, lo que los hace de gran atractivo para estudios de
transporte electrénico; otra propiedad interesante es que presentan luminiscencia, es
decir, reemiten luz en una longitud de onda muy especifica que depende del tamano
de éstos al ser iluminados.

1.5. Transistor de un solo electréon y bloqueo de
Coulomb

Un transistor es un dispositivo electronico semiconductor cuya principal funciona-
lidad es la de entregar una senal de salida en respuesta a una senal de entrada. En
la actualidad, los transistores se encuentran practicamente en todos los aparatos elec-
tronicos de uso cotidiano, desde televisores hasta teléfonos inteligentes, casi siempre



formando parte de los llamados circuitos integrados donde, para una mayor integra-
cion de este tipo de dispositivos, los transistores deben superar retos tales como lograr
un bajo consumo energético y tener dimensiones en el rango nanométrico. Bajo esas
caracteristicas, el transistor de un solo electrén (single electron transistor, SET) ha
acontecido como un elemento de gran interés tecnolégico desde la creciente irrupcion
del internet de las cosas (concepto referido a la interconexion digital de objetos cotidia-
nos con internet) y las aplicaciones enfocadas a la salud. Particularmente, un transistor
de un solo electrén es un dispositivo en el cual los electrones fluyen a través de una
unién tanel (en su forma mas simple, barrera delgada aislante entre dos electrodos
conductores) a un punto cuéntico (isla conductora) entre una fuente y un sumidero.
Un SET siempre se encuentra aislado y se conforma por 3 electrodos: fuente, sumidero
y compuerta. La fuente y el sumidero se acoplan a través de dos uniones ttinel a una
isla (punto cuantico metalico o semiconductor), la compuerta se acopla a la isla y per-
mite regular en ella el potencial electrostatico. El SET es el dispositivo més simple en
el cual se observa el fenémeno conocido como bloqueo de Coulomb, lo cual resulta de
gran importancia porque justamente dicho bloqueo es el responsable de que se logre
transporte electréonico controlado en el sistema de QD’s que se describe en la seccion
1.8.

El bloqueo de Coulomb es un fenémeno clasico que se manifiesta en dispositivos de
baja dimensionalidad, como puntos cuanticos. Cuando el dispositivo es lo suficiente-
mente pequeno, los electrones en su interior generan una fuerte repulsién coulombiana
que impide el flujo de otros electrones.

Recordemos que, coloquialmente, la capacitancia de un dispositivo se define como
la capacidad de éste para almacenar carga y asimismo es proporcional a sus dimen-
siones. Los puntos cuénticos se caracterizan por su baja capacitancia, de modo que
si un electréon externo busca penetrar en él y no cuenta con la energia suficiente para
acceder a alguno de los niveles energéticos del QD, éste sera bloqueado debido a la
repulsion coulombiana que generan los electrones internos y el transporte electréonico
se vera interrumpido. Debido a la discretizacion de la carga eléctrica, la corriente a
través de una unién tinel puede visualizarse como una serie de eventos en los cuales
exactamente un solo electréon atraviesa la barrera, no se contempla la posibilidad de
que se produzcan procesos de tinel simultaneos (co-ttnel).

El bloqueo de Coulomb se manifiesta bajo las siguientes condiciones:

= El voltaje aplicado a los electrodos debe ser menor a la carga elemental dividida
por la auto-capacitancia de la isla.

= La energia térmica del sistema deber& ser menor que la energia de carga del
electron, esto para impedir el tuneleo de electrones debido a excitaciéon térmica.

1.6. Dispositivos nanoelectromecanicos

Se les denomina sistemas nanoelectromecénicos (nanoelectromechanical systems,
NEMS) a un tipo de dispositivos que integran funcionalidades eléctricas y mecénicas a
la nanoescala. Son el siguiente paso logico en miniaturizacion después de los llamados
sistemas microelectromecénicos y estéan tipicamente compuestos por nanoelectrénica



del tipo de un transistor y por actuadores mecénicos o motores. Estos sistemas pueden
contar con elementos mecénicos, electromagnéticos, épticos, térmicos e incluso de flui-
dos con al menos una dimensién en el orden de nanémetros. El nombre se deriva de las
dimensiones tipicas del dispositivo en el rango de nanémetros (desde los cientos hasta
unos cuantos de nanémetros) y nos dirige a sistemas de poca masa donde se espera la
aparicion de efectos cuanticos potencialmente considerables. Una de las caracteristicas
maés destacadas de los NEMS es su reducido tamafio y todas las posibles aplicaciones
que pueden tener derivadas de su baja dimensionalidad, como su posible idoneidad
para crear memorias mas rapidas y con mayor capacidad de almacenamiento de datos.

El hecho de que los NEMS combinen caracteristicas mecanicas y electrénicas a
la nanoescala los dota de propiedades tnicas que pueden ser usadas para una gran
variedad de aplicaciones en diferentes 4reas de especialidad tales como medicina (na-
norobots para cirugia a nivel molecular y tratamiento de cancer) [Il 2], electronica
(memorias no volatiles de alta velocidad) [3] y mecanica (deteccion de desplazamien-
to a la nanoescala [4 5] y de particulas con masa en la escala de attogramos, 10718
gramos [6]), por mencionar algunas. Los NEMS contribuyen en el desarrollo de una
amplia gama de nuevos dispositivos pero a su vez se enfrentan a importantes desafios
como lograr técnicas de nanofabricacion reproducibles y de alta resolucién, asi como
la integracion eficiente de elementos mecénicos con componentes electrénicos en un
sistema completo.

1.7. Transbordador de electrones

Los transbordadores de electrones son un tipo de sistema nanoelectromecanico
cuya funcién principal es la de transportar un ntimero discreto de electrones de una
fuente a un sumidero de manera controlada mediante efecto tunel, caracteristica que
los hace de un gran interés en el &mbito tecnoldégico. El primer modelo de transborda-
dor fue propuesto por Gorelik en el afio 1998 [§] y consiste en una particula metélica
ligada a un par de electrodos mediante moléculas orgénicas deformables elasticamente
que son usadas como ligandos, de tal modo que si se aplica una diferencia de poten-
cial lo suficientemente alta a los electrodos los ligandos se desestabilizan y comienzan
a vibrar, dando lugar a la oscilacién de la particula metéalica y produciéndose asi el
transporte electronico por efecto tiinel. Existen reportados en la literatura varios mo-
delos de transbordador de electrones que se han implementado en el laboratorio, por
ejemplo, nanoparticulas de oro colocadas sobre moléculas flexibles [9] y arreglos de uno
|I0] y tres puntos cuanticos [11] con el elemento mévil posicionado sobre nanovarillas
flexibles.

Un atributo que poseen los transbordadores de electrones es que, debido a que
el tunelaje es controlado por la oscilacién del elemento moévil, inicamente una via
de tunelaje se encuentra abierta a la vez, lo que permite tener un control preciso de
la cantidad de electrones que pueden traspasar la barrera de potencial. Esta carac-
teristica los hace dispositivos sumamente tutiles con aplicaciones desde sensores |5} [6]
hasta una nueva generaciéon de transistores de alto y bajo flujo de corriente electronica.



1.8. Transbordador de triple punto cuantico

El transbordador de triple punto cuantico (triple quantum dot shuttle, TQDS) fue
propuesto por Armour y MacKinnon en el 2002 [12] y consiste en un arreglo lineal
de tres puntos cuanticos donde el QD central es un elemento mévil con propiedades
oscilatorias y su movimiento es modelado por un oscilador arménico cuéntico simple
mientras que los QD’s de los extremos quedan fijos en +x (desplazamiento maximo
del punto cuantico central).

La capacitancia de los QD’s se estima lo suficientemente baja como para encon-
trarnos en el régimen del bloqueo de Coulomb, por lo tanto la energia necesaria para
anadir un electrén al transbordador se asume tan alta que s6lo un electréon podra ocu-
par la cadena de tres puntos cuénticos en todo momento.

Este modelo es una idealizacién en la que se considera, como una primera apro-
ximacién, que el electron tiene acceso a un tnico estado energético con energia bien
definida correspondiente a cada punto cuantico en el cual se posicione. Por lo anterior,
la parte electronica del modelo queda descrita por los estados electronicos |1), |c) y |r),
con energias respectivas dadas por €, €. y €, para cuando el electrén se encuentra en
el punto cuantico de la izquierda, central y de la derecha.

.
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Figura 1.1: Esquema del transbordador de triple punto cuéntico.

©

Los puntos cuénticos de los extremos se encuentran conectados a electrodos a los
que se les aplica una diferencia de potencial V que permite el flujo de electrones de
una fuente a un sumidero.

Denotaremos por €, a la diferencia de energia del sistema (e, = ¢; — €,), la cual es
atribuida a la diferencia de potencial aplicada,



eV =€, =€ — €. (1.1)

Dado que el punto cuantico central no esta fijo (a diferencia de los puntos extremos
que si lo estan) su energia €. es en realidad una funcion del operador de posicion X

(ec(X)), de forma explicita:
N X N
e =20-5 10t X ma- (K1), (1.2)

donde el operador de posiciéon se define en términos de los operadores de aniquilacion
y creacién de la siguiente forma:

X = Az, (a' + a), (1.3)

y Az, se refiere al desplazamiento de punto cero,

h
szp = m, (14)

siendo w la frecuencia del oscilador, / la constante de Planck y m la masa de la par-
ticula oscilante que en este caso es el QD central.

Finalmente, el TQDS queda completamente descrito por los tres estados electroni-
cos [1), |e) , |r) y D estados vibracionales que corresponden a los modos de oscilacion
del punto cuéntico central. Dada esta configuraciéon nos enfrentamos a un sistema
cuéntico de naturaleza hibrida, cuyo espacio de Hilbert es de dimensién 3 x D.

El sistema es modelado por un hamiltoniano de amarre fuerte con la siguiente
estructura [12]:

ﬁTQDS = HO + Hosc + ﬁtun- (15)
De manera explicita [12],
Ho = e |l) (U] + ecle) (el +er [r) (1], (1.6a)
H,s = hwa'a, (1.6b)
Heun = Ti(X) (1) (] + [e) (1) + To(X)(le) (r] + [r) (e, (1.6¢)



correspondiendo Hy a la aportacién energética de sitio de los tres puntos cuénticos;
siendo |4} (i| (con i = I, ¢,r) los operadores de proyeccion y ¢; la energia de sitio para
cada estado electronico, respectivamente.

Por otro lado, Hysc representa la contribucion de energia de oscilaciéon del punto cuan-
tico central usando el modelo del oscilador arménico cuéntico en funcién de los opera-
dores de aniquilacién y creacién y omitiendo el término energético debido al punto cero.

Finalmente, Hy.r se refiere a la aportacion debido al tuneleo electrénico en el sistema.
Mas especificamente, Hrgps toma la forma:

Hrops = e |l) (I + ec |¢) (c| + & |r) {r| + hwa'a + Ti(X)(11) (e] + |e) (1)
+To(X)(e) (r] + Ir) (e (L.7)

Un modelo comtnmente usado para representar las tasas de tunelaje entre los
QD’s de los extremos y el QD central es mediante una dependencia exponencial con
el operador de posicion, de manera explicita [12]:

Ty(X) = —Voel o+, (1.8a)
To(X) = —Voel @@=, (1.8b)

siendo Vi y a constantes positivas que representan la amplitud de tunelaje y la inversa
de la longitud de tunelaje, respectivamente.

El hamiltoniano del transbordador de triple punto cuantico escribiendo las tasas
de tunelaje de forma explicita adquiere la siguiente estructura:

Hraps = e 1) (1] + ec |e) (el + e [r) r] + hwata — Voe X ([1) (el + Je) ()
= Voe 07 ([) (r] + Ir) (e]), (1.9)

y hasta el momento s6lo es posible encontrar sus eigenvalores y eigenvectores mediante
diagonalizacién numérica.

A continuacién se propone estudiar el hamiltoniano del TQDS en el régimen lineal
de tunelaje en bisqueda de expresiones analiticas para los eigenvalores y eigenvectores
del sistema.



1.8.1. Reégimen lineal de tunelaje

En la aproximacioén lineal se busca simplificar el hamiltoniano del TQDS de modo
que sea mas sencillo manipularlo analiticamente. Para ello se expanden las tasas de

tunelaje 1) 1} en serie de Taylor y nos quedamos a primer orden en X. Para
validez de la aproximacién consideramos o < 1 , lo cual implica una longitud de tu-
nelaje grande que se traduce en una barrera de potencial angosta, obtenemos:

Ti(X) = —Voe @) ~ Vi1 — a(zo + X)]
—Vo(1 — amo) + VoaAz.,(a + a), (1.10)

Q

To(X) = —Voe @5 ~ V41 — a(zo — X))
—Vo(1 — axo) — VoaAz,,(a' + a). (1.11)

Q

Del proceso de linealizacion tomamos (1.10]) y (1.11) y lo sustituimos en (1.9)) para asi,
finalmente, escribir Hrgps como sigue:

Hrops = e |l) (1| + ec |e) {c| + € ) (r| + hwa'a
= Vo(1 — axo)(|1) {c| + le) (U] + [e) ([ +|7) {c]) (1.12)
+ Voalw.p(a' + a)[|1) (c| + |¢) (1) — |¢) (r| — [r) (c]]-

Debido a la naturaleza hibrida del sistema (ya que se encuentra descrito por tres
estados electronicos y D estados vibracionales), los elementos de matriz de HTQ DS se
calculan de la siguiente forma en una base compuesta de estados hibridos |i,n) donde
i = [, c,r se refiere a los estados electronicos segun la posicion del electron en el sistema
(punto cuéntico de la izquierda, central o de la derecha) y n (y m) etiquetan a cada
uno de los modos de vibracion:

) (lm| Hrqps |l,n) (I, m| Hrgps |e,n)  (I,m| Hrqps |r,n)
Tops = | {(¢;m|Hrqps|l,n) (c,m|Hrqps|e,n) (c,m|Hrqps |r,n)
(r,m|Hrgps|l,n) (r,m|Hrgps|e,n) (r,m|Hrqps|r,n)

(1.13)

Asi, de manera explicita en su forma matricial, el hamiltoniano del transbordador de
triple punto cuantico linealizado se ve como:

. €1 -\ 0 0 Voo 0
Hrgops = hwa'at+| —vi “Ec v | +Az., [ Voo e —Voa (a+a")
0 Vi e 0 -V 0



donde Vi = V(1 — axo).

1.9. Objetivos
1.9.1. Objetivo general

El objetivo de este trabajo de investigaciéon es encontrar una expresion analitica
para los eigenvalores y eigenvectores del hamiltoniano de un transbordador de triple
punto cuéntico estudiando al sistema en el régimen lineal de tunelaje y comparar los
resultados obtenidos por métodos algebraicos con los logrados mediante analisis numé-
rico. Un enunciado algebraico para la energia y los eigenestados del TQDS proporciona
informacion cualitativa y cuantitativa de la dependencia global de la energia con los
parametros del sistema, conduciéndonos a un entendimiento mas profundo de la fisica
del transbordador.

1.9.2. Objetivos especificos

= Estudiar una de las generalizaciones del modelo de Rabi a N estados como
método de solucién del hamiltoniano linealizado del TQDS, esto debido a la
similitud que se aprecia entre el transbordador de triple punto cuantico (sistema
de tres estados en interaccion con los modos de oscilaciéon del elemento movil) y
un sistema de dos estados en interaccién con un campo electromagnético externo
(objeto de estudio del modelo de Rabi).

= Examinar el problema del transbordador linealizado cambiando de representa-
ciéon al espacio de Bargmann.

= Escribir un c6digo computacional que permita el calculo de los eigenvalores y
eigenvectores del hamiltoniano del TQDS de forma numérica y comparar los va-
lores obtenidos con los resultados que arroje el estudio de los métodos analiticos.
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Capitulo 2

Antecedentes

En este capitulo se presentan como antecedentes algunos trabajos de investigacion
que son exclusivamente sobre un transbordador de triple punto cuéntico en arreglo
lineal, esto con el fin de guiar al lector al estado actual en el que se encuentra el es-
tudio del sistema y hacer notar que otra de las caracteristicas que comparten dichos
trabajos es que los célculos de la energia y los eigenestados del HTQDS en cuestion son
realizados siempre por medio de diagonalizacién numérica, posicionando al enfoque
analitico como un area de interés poco explorada y a la que esperamos aportar algo
significativo en los siguientes capitulos.

2.1. Transporte a través de un transbordador de
electrones

Las tasas de tunelaje electronico a través de uniones mesoscopicas son fuertemente
moduladas por cambios en la extension fisica de las barreras de potencial, lo cual puede
surgir de la excitacién de modos vibracionales en el sistema. En estructuras semicon-
ductoras estandar donde sus componentes se encuentran rigidas, las fluctuaciones en
el ancho de la barrera son relativamente despreciables, a diferencia de cuando el trans-
porte electrénico ocurre a través de barreras tunel flexibles, pues ahi se espera que el
tunelaje se vea afectado debido a vibraciones que modifiquen el ancho de la barrera.

La perturbacion de procesos de tunelaje a través de una tinica unién mesoscopica
debido a un elemento mecéanico en el sistema es ahora un tema relativamente bien en-
tendido; surgen efectos méas complicados cuando nos enfrentamos a dos o méas uniones
flexibles conectadas en serie, particularmente, una excitacién de los modos vibracio-
nales del componente moévil puede conducir a que se lleve a cabo un transbordo de
electrones entre las uniones. La idea de un transbordador de electrones mesoscépico
en el cual un grado de libertad vibracional modula las tasas de tunelaje a través de
dos uniones flexibles a la vez fue propuesto por Gorelik et al. en el afio de 1998 (ver
seccion 1.7).

En el ano 2002, A. D. Armour y A. MacKinnon [I2] investigaron el efecto que
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tendria sobre el tunelaje electronico el anadir modos de vibracion a una cadena de tres
puntos cuanticos. El modelo propuesto consistié en un arreglo lineal de tres puntos
cuanticos donde los QD’s externos se encuentran fijos y conectados a contactos eléc-
tricos a los cuales les sera aplicado posteriormente un voltaje que permitira el flujo de
electrones de un lado a otro, mientras que el punto cuantico central es un elemento
movil del sistema y es a quien se le atribuyen los modos vibracionales. El movimiento
del QD central modula el tamafio de las barreras de tunelaje de manera opuesta entre
ellas, esto es, cuando disminuye la anchura de la barrera entre el QD izquierdo y el
QD central, la que hay entre el QD derecho y el QD central, aumenta, y viceversa, de
modo que el tunelaje del electrén esté correlacionado con la posicion del oscilador y el
sistema se comporta como un transbordador de electrones (ver seccién 1.8). La parte
electronica del problema es tratada usando un esquema simple de Bloqueo de Coulomb
y la vibraciéon del QD central es modelada como un oscilador arménico cuantico.

-X, 0 X,
X
Contacto / \
QD izquierdo QD central QD derecho

/

i
=
V4 \

Barreras méviles

Barrera rigida

Figura 2.1: Esquema del transbordador de triple punto cuantico propuesto en
el 2002 por Armour y MacKinnon [12].

De manera concreta, estudiaron el tunelaje electrénico a través de un sistema elec-
tromecanico de dimensiones nanométricas en el limite del bloqueo de Coulomb (la
energia de carga para anadir mas de un electrén al transbordador se asume lo suficien-
temente alta, de modo que s6lo un electrén de transporte pueda ocupar la cadena de 3
puntos cuanticos a la vez). El interés esta en que la anchura de las barreras ttnel que
atraviesan los electrones es modulada por la vibraciéon del QD central y justamente es
el efecto de esto sobre el tunelaje electronico en la cadena de puntos cuanticos lo que
quisieron investigar.

La parte electronica del sistema es idealizada: cada punto es representado por un
unico y localizado estado energético. Aparte de la dinamica interna del transbordador
(tres QD’s en interaccién con un oscilador cuéntico como un sistema aislado), hay
dos efectos que tomaron en cuenta: acoplamiento entre los estados electrénicos de los
puntos externos y los contactos y acoplamiento entre el oscilador y su ambiente. El
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modelo que consideraron estd simplificado en muchos aspectos, pero aun asi les fue
posible construir un entendimiento de las caracteristicas de transporte que ocurren
cuando hay acoplamiento fuerte entre los grados de libertad electronicos y el despla-
zamiento del oscilador armoénico cuantico.

El sistema fue modelado por un hamiltoniano de amarre fuerte cuya estructura
puede verse a detalle en la seccién 1.8. Calcularon el espectro de energias del sis-
tema en funcién de la diferencia entre los niveles energéticos correspondientes a los
puntos cuénticos externos (E vs €,). La dindmica del transporte electronico a través
del sistema la analizaron usando el formalismo de la matriz de densidad, ya que este
permite acoplamiento con contactos externos e incorporar de manera més conveniente
efectos del ambiente del oscilador, para posteriormente calcular la corriente de estado
estacionario a través del dispositivo. El comportamiento del sistema de transbordador
fue facilmente investigado por ellos mediante métodos numeéricos: el hamiltoniano y
el operador de densidad son representados por matrices y la evolucién temporal del
sistema puede obtenerse para cualquier forma inicial de la matriz de densidad, sin
embargo, dado que el nimero de modos vibracionales es, estrictamente, infinito, su
consideracion en el calculo numérico implica necesariamente un truncamiento.

2.1.1. Acoplamiento a contactos

Las propiedades de transporte del transbordador acoplado a los contactos las ob-
tuvieron integrando la ecuacién de movimiento correspondiente para la matriz de den-
sidad de un sistema cuantico abierto en el que se considera interacciéon con el entorno,
tomando en cuenta el acoplamiento de los QD’s externos con los contactos eléctricos
y el acoplamiento entre el oscilador y su ambiente.

La naturaleza discreta de los estados electrénicos tiene un efecto importante en las
formas en las cuales se lleva a cabo la transferencia de energia en el dispositivo. Un
electrén viajando a través del transbordador debe entrar con una energia determinada
por el nivel energético del QD izquierdo y dejar el sistema con la energia determinada
por el nivel energético del QD derecho, de modo que cada electrén que viaja a través
del dispositivo disipa una cantidad de energia proporcional al voltaje entre los contac-
tos, energia que se le atribuye como ganancia al oscilador.

2.1.2. Espectro de energia del transbordador aislado

Cuando el sistema se encuentra débilmente acoplado con el ambiente y los contac-
tos externos pero los QD’s se encuentran fuertemente acoplados entre si, se considera
éste un sistema aislado y se espera que las caracteristicas de la corriente sean fuerte-
mente influenciadas por los eigenestados del mismo. Calcularon entonces el espectro
de energias como funcién de €, examinando primero al sistema sin acoplamiento entre
puntos cuanticos (Vo = 0, amplitud de tunelaje nula) para posteriormente calcular el
eigenespectro del sistema para valores finitos de la amplitud de tunelaje. Se puede ver
de la figura (2.2(a)) que para una amplitud de tunelaje nula se manifiestan cruces en
el espectro que corresponderian a un sistema desacoplado, caso contrario, con un valor
para V; distinto de cero, las figuras (b)(c)(d)) muestran anticruces caracteristicos
de sistemas acoplados.
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Figura 2.2: Espectro de energia en funcion de €, [12] para distintos conjuntos
de parametros: & = 0.2, 9 = 5 con Vy = 0 (a), Vo = 0.5 (b) y Vo = 0.25 (¢);
a=04,20=5y Vo =0.5 (d).

2.1.3. Caracteristicas de la corriente

Para obtener las caracteristicas de la corriente a través del dispositivo de trans-
bordador integraron la ecuaciéon de movimiento para la matriz de densidad desde un
estado inicial dado hasta que obtuvieron el estado estacionario, lo cual se puede en-
contrar explicitamente en el apéndice B del articulo de Armour y MacKinnon [12].
El estado estacionario se logra cuando la energia ganada por el oscilador debido a la
disipacion de energia de los electrones es contrarrestada por las pérdidas de éste debido
al amortiguamiento que resulta de su interacciéon con el medio.
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Figura 2.3: Corriente de estado estacionario a través del transbordador [12]
para o = 0.2, o = 5y Vo = 0.5, donde la curva superior considera la presen-
cia del oscilador y la inferior no.

Por un lado, encontraron que la presencia del oscilador conduce a cambios sig-
nificativos en las caracteristicas de la corriente y asimismo es importante considerar
amortiguamiento para poder lograr el estado estacionario. El estado inicial del oscila-
dor depende de la temperatura del ambiente, a temperatura igual a cero el oscilador
se encuentra inicialmente en su estado base; los efectos de temperaturas finitas com-
plican el calculo numérico pero pueden ser tomadas en cuenta en el estado inicial del
oscilador y modificando los términos de amortiguamiento. Por otro lado, el resultado
mas importante que obtuvieron fue que los picos de corriente ubicados en €, ~ 0.86,
er >~ 1.95 y €, >~ 2.92 corresponden a anticruces en el espectro de energias (ﬁgura
(b)), de modo que, cuando los QD’s se encuentran fuertemente acoplados entre ellos
y débilmente acoplados a los contactos, la corriente a través del dispositivo puede ser
predicha estudiando los anticruces en el espectro de energia.

En la préctica, cuando nos referimos a puntos cuanticos podrian ser puntos semi-
conductores, moléculas grandes o nanoparticulas [I2]. Similarmente, el oscilador puede
ser un oscilador mecénico de ultra alta frecuencia con un punto montado sobre él [13],
alternativamente el modo de oscilador puede lograrse de la vibracién del punto central
dentro de un medio elastico estabilizador o el potencial que lo confina entre los puntos
externos [12].

2.2. Otros estudios sobre el transbordador de tri-
ple punto cuantico

2.2.1. Transbordador de triple punto cuantico sometido a
un campo eléctrico oscilante

El estudio de los sistemas nanoelectromecénicos es de gran interés tanto tedrico co-
mo experimental ya que manifiestan novedosas propiedades de transporte electréonico
debido a la fuerte interacciéon entre los grados de libertad electrénicos y vibracionales.
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En la presencia de un campo eléctrico de corriente alterna (AC), es conocido que se
da una interaccion entre el campo y la frecuencia del dispositivo que da lugar a pecu-
liares efectos en la corriente. En el afio 2007, Maldonado et al. |[14] propuso analizar
las caracteristicas de un TQDS donde los QD’s externos se encuentran conectados a
una diferencia de potencial variable en el tiempo (AC TQDS) y fue en el afio 2008
que Villavicencio et al. [I5] introdujo una descripcién cuantica del estudio de la di-
namica del mismo modelo; la corriente del sistema fue calculada numéricamente en el
formalismo de la matriz de densidad para incluir el ambiente del oscilador y efectos de
amortiguamiento, obteniendo que al variar los pardmetros del campo AC se pueden
modular las caracteristicas de la corriente de tunelaje y mostrando ademéas que en este
dispositivo se puede lograr el fenémeno de destrucciéon coherente del tunelaje.

Fuente ° Sumidero

Xo

Figura 2.4: TQDS conectado a una diferencia de potencial variable en el
tiempo, V(t) = Ve coswgct, donde el movimiento del QD central queda li-
mitado por los QD’s extremos que se encuentran fijos en la posicién £xq y
conectados rigidamente a los electrodos [14].

Posteriormente, en el afio 2011 Villavicencio et al. [I6] retomé el AC TQDS ana-
lizando la dinamica del sistema en el marco de la teoria de Floquet. Particularmente
estudio el espectro de cuasienergia del sistema en funciéon de la intensidad y frecuencia
del campo AC y del voltaje DC en los contactos externos. Mediante el analisis del
espectro de cuasienergia en funcién de €, y los parametros del campo le fue posible
hallar bajo qué condiciones se manifestaba la destruccién coherente del tunelaje y
mostrar que en la vecindad de esas condiciones el cuasiespectro exhibia ciertos cruces
que podian ser caracterizados mediante propiedades de paridad de los eigenvectores
correspondientes.

A inicios del ano 2012, Qu et al. [I7] reanudé el estudio del AC TQDS desde la
perspectiva de la teoria de Floquet para estudiar el fenémeno de localizacién dindmica
de dos electrones calculando el promedio en el tiempo de la probabilidad de ocupacién.
Este fenémeno puede ser 1util para controlar el transporte electrénico y la evolucion
temporal de los estados en un NEMS con posibles aplicaciones en electrénica molecu-
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lar, informacién y computacion cuantica. Localizacion dindamica es el término que se
le atribuye al hecho de que la presencia de un campo AC parece atrapar al electron
dentro de un solo punto cudntico en una escala larga de tiempo y ha sido ya reportado
que con un campo adecuado se pueden localizar incluso dos electrones en un mismo
QD a pesar de la repulsién coulombiana [I8]. Qu et al. encontré que maximos en el
promedio temporal de la probabilidad de ocupacién, es decir, la localizaciéon dinamica,
se ubican cerca de los anti-cruces en el espectro de cuasienergia, esto es, ahora hay
localizacién en los anti-cruces en vez de maximos de corriente. Asimismo, determind
que comparado con sistemas de puntos cuanticos sin elementos méviles, la oscilacién
en los transbordadores de electrones favorece la localizacién dindmica.

2.2.2. Interaccién espin-6rbita en el transbordador de tri-
ple punto cuantico

Las propiedades de transporte electronico en sistemas de tres puntos cuanticos han
cobrado importancia reciente debido a su potencial aplicacién en informacién cuéntica.
Estos sistemas representan el siguiente nivel de complejidad en el estudio de propieda-
des de bits cuanticos acoplados (qubits). A finales del afo 2013, Villavicencio et al. [19]
presenta un anélisis de las propiedades de transporte electrénico tomando en cuenta el
grado de libertad de espin debido a la presencia de interaccion espin-6rbita (spin-orbit
interaction, SOI) en un TQDS. Calculd la corriente a través del dispositivo como fun-
ci6n de €, (como ya se habia venido manejando) encontrando nuevas resonancias en la
corriente debido a la presencia de SOI. También analiz6 la polarizacion de la corriente
identificando bajo qué condiciones ésta se encuentra completamente polarizada y el
dispositivo se comporta como un filtro de espin.

Para explicar las caracteristicas de la corriente a través del dispositivo, calcularon
el espectro de energfa para el sistema aislado (considerando sélo acoplamiento entre los
puntos cuanticos y de éstos con el oscilador) y se identificaron los estados involucrados
(anti-cruces en el espectro que reflejan acoplamiento entre los estados debido a SOI)
en el proceso de conduccién para cada resonancia en la corriente, la cual fue calculada
en el formalismo de la matriz de densidad; todo esto de forma numérica. Del calculo de
los eigenestados correspondientes a las energias en las que se efectiian los anti-cruces
fueron identificados los estados involucrados en el proceso de conduccion.

2.2.3. Entrelazamiento hibrido en un dispositivo de trans-
bordador de triple punto cuantico

El entrelazamiento cuéntico es una propiedad por medio de la cual dos o més
estados cuénticos se encuentran correlacionados de tal forma que cada estado indivi-
dual no puede ser descrito de manera independiente. Esta caracteristica es un recurso
importante en la computaciéon cuantica y en procesos de informacién cuantica. El
transbordador de triple punto cuéntico es un ejemplo notable de un dispositivo nanoe-
lectromecéanico donde la combinacién de grados de libertad electrénicos y vibracionales
juegan un papel importante en las propiedades de transporte electronico y por lo mis-
mo puede verse también como un claro ejemplo de un sistema en el que se manifiesta
entrelazamiento entre sus estados, y dado que estéd compuesto por estados de diferente
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naturaleza, se dice que el entrelazamiento es hibrido. En el afio 2014, Mora et al. [20]
estudio el entrelazamiento hibrido entre los estados electrénicos y los modos vibracio-
nales del TQDS propuesto por Armour et al. en el 2002 [12], caracterizo el grado de
entrelazamiento del sistema mediante el nimero de Schmidt y encontré una correla-
cion interesante entre éste y la corriente a través del dispositivo, lo cual posiciona al
TQDS como un posible candidato para su uso en procesos de computaciéon cuantica
basados en dispositivos de estado solido.

Calcul6 la corriente a través del dispositivo (que ya se sabe posee resonancias co-
rrespondientes a los anti-cruces en el espectro) y el espectro de energias mediante
diagonalizacion numérica del hamiltoniano. Asimismo, calculé también el nimero de
Schmidt como funcion de €, para el estado base y tres estados excitados.

3.0
(a) 2.04(b)
- 25 |¢g> 18 1o,>
S 2.0 1.6
< 15 X414
i —— ¥
6 ~ 1.0 1.2
1.0
01 2 3 4 5 6 1723 a2 5 6
(c) & 2.8{(d) &
16> 2.4 16,>
2.0
X
1.6
12
12 3 4 5 6 123 a2 5 6
2 2

Figura 2.5: Del lado izquierdo vemos la dindmica de las primeros 20 eigene-
nergias como funciéon de ¢, con definidos anti-cruces, mientras que del lado de-
recho se muestra el nimero de Schmidt para 4 eigenestados del sistema tam-
bién en funcion de €, y con V5 = 0.5, 20 =5y a = 0.2 [20].

Es claro que debe haber una correlacion si los maximos del ntimero de Schmidt
corresponden a los anti-cruces en el espectro de energia, mismos que caracterizan la
corriente a través del sistema; éste es un resultado importante ya que se relaciona
un fenémeno puramente cuantico (entrelazamiento) con una cantidad macroscopica
medible (corriente), de modo que las propiedades de transporte electrénico se pueden
relacionar directamente con el grado de entrelazamiento.
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Figura 2.6: En la parte superior de la imagen se observa la corriente electro-
nica a través del TQDS para los parametros Vy = 0.5, g = 5y a = 0.2 en
funcion de €. En la parte inferior vemos al nimero de Schmidt en funcién de
€p para tres de los eigenestados del sistema, donde se aprecia que los maxi-
mos en el nimero de Schmidt coinciden con los maximos de la corriente en el
dispositivo [20].

Por otro lado, Chagollan et al. |2I] propuso en 2018 estudiar efectos no lineales
en el entrelazamiento hibrido del TQDS, no linealidad que se deriva de sustituir al
oscilador armoénico cuantico simple con el que previamente se habia estado modelando
el movimiento del QD central por un oscilador cuantico no lineal (modelo de Duffing), el
cual se caracteriza por anadir un término a la cuarta potencia en la posicion al oscilador
simple. Observo que la no linealidad afecta notablemente el espectro de energia del
sistema y sus propiedades de transporte. Sin embargo, obtuvo que la correlaciéon entre
la corriente y el grado de entrelazamiento observada en el caso lineal persiste en el
caso no lineal.
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Capitulo 3

Modelo de Rabi y extension a
tres niveles

En la busqueda de una soluciéon analitica para el transbordador de triple punto
cuéntico proponemos iniciar la investigaciéon explorando una de las generalizaciones
del modelo de Rabi. Recordemos que nuestro objeto de estudio es un sistema de tres
estados en interacciéon con los modos de oscilaciéon de un elemento moévil del mismo.
Por otro lado, el modelo de Rabi analiza la interacciéon de un sistema de dos estados
con un campo electromagnético oscilante. Por lo anterior, es natural pensar que el
TQDS pudiera ser un analogo del modelo de Rabi pero considerando tres estados,
entonces, un buen punto de partida seria examinar una extension del modelo de Rabi,
particularmente a un sistema de tres niveles, y compararlo con el TQDS a manera de
comprobar si dicha analogia puede ser fundamentada matemaéaticamente y en efecto
ambos sistemas sean equivalentes.

En el afio 2014, Y. Z. Zhang [28] propuso una generalizacion del modelo cuantico
de Rabi para atomos de N estados extendiendo la simetria Z3 del hamiltoniano del
modelo de Rabi de dos niveles a una simetria Zn para un modelo de N niveles y admi-
tiendo ademas que algunos parametros del sistema sean complejos siempre y cuando
mantengan el hamiltoniano hermitiano. La simetria Zy permite una diagonalizacién
parcial del Hamiltoniano mediante la transformacién unitaria de Foulton-Gouterman,
lo cual, trasladandonos a la representaciéon de Bargmann, nos conduciria a la obtencién
de algunas eigenenergias aisladas del sistema y sus correspondientes eigenestados.

3.1. El modelo de Rabi

En el afio de 1931, E. Phipps y O. Stern estudiaron de manera experimental el
siguiente problema (el cual fue reproducido por R. Frisch y E. Segré dos afios después
en el mismo laboratorio): Un haz de atomos neutros de potasio se divide en dos haces
al atravesar un campo magnético inhomogéneo (experimento de Stern-Gerlach); uno
de estos haces es seleccionado por una abertura que lo dirige a una regién donde el
campo magnético cambia rapidamente, tanto en direccién como en magnitud, y el haz
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resultante es entonces analizado mediante un campo similar al de la primera seccién.
La interrogante fue cuél seria la cuantizacién espacial resultante debido a un campo
magnético rapidamente variable. Esta pregunta fue discutida teéricamente por P. Giit-
tinger en 1931 y una solucién completa para un tipo particular de campo magnético
obtenible en el laboratorio fue presentada por E. Majorana en 1932.

Todos los resultados experimentales de los autores aqui mencionados fueron obte-
nidos sin tomar en consideracion efectos del espin nuclear, de modo que, en 1936 I.
I. Rabi [22] retomo el trabaj6 de Frisch y Segré e introdujo un modelo para discutir
el efecto de un campo magnético débil que varia rapidamente en el tiempo sobre un
atomo orientado que posee espin nuclear. Experimentalmente, un atomo moviéndose a
velocidad constante a través de un campo magnético cuya magnitud y direccién varian
a lo largo de la trayectoria del mismo es equivalente a un 4&tomo en reposo sujeto a un
campo magnético como el ya descrito, y el caso mas simple corresponde a un sistema
de dos estados.

El modelo de Rabi es un modelo que describe la interaccién mas simple entre un
sistema de dos niveles y un campo electromagnético. Puede ser visto desde dos perspec-
tivas, semiclésica y cuantica [23]. El modelo semiclasico de Rabi se caracteriza porque
el atomo se trata como un elemento de la mecénica cuantica mientras que el campo
electromagnético es modelado clasicamente. Por otro lado, el modelo cuantico de Rabi
describe la interacciéon més simple entre luz cuantica y materia, es decir, un dtomo de
dos niveles acoplado a un campo electromagnético cuantizado monomodal [24]. Este
altimo tiene aplicaciones en una gran variedad de sistemas fisicos que incluyen cavi-
dades y circuitos cuintico-electrodindmicos (quantum electrodynamics, QED), puntos
cuénticos, entre otros, por lo cual lo estudiaremos mas a detalle.

Consideremos un atomo de dos estados etiquetados como |g) (para el estado base)
y |e) (para el estado excitado) que se encuentra interactuando en una cavidad con un
campo electromagnético monomodal de la forma [24]:

s Jhw o g
E=e¢ eo—v(a—i—a)sm(kz), (3.1)

donde é es un vector unitario que representa una direccién arbitraria de polarizacion,
€o se refiere a la permitividad eléctrica en el vacio, w es la frecuencia de oscilacion del
campo, h es la constante del Planck y V el volumen de la cavidad. El hamiltoniano
total del sistema estara dado por las contribuciones energéticas siguientes: la energia
debido a la interacciéon del &tomo con el campo electromagnético externo, la energia
atomica (asociada a los estados accesibles del atomo) y la energia atribuida a las os-
cilaciones del campo electromagnético libre.

El hamiltoniano de interaccion se escribe de la siguiente manera:

Hinr =—d-E, (3.2)
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siendo d el operador de momento dipolar total el cual se representa como un vector
cuyas componentes son operadores que corresponden al momento dipolar en cada una
de las direcciones espaciales.

Si definimos al parametro g como:

g=—4/ % sin(kz), (3.3)

v a d = d-é& como el operador de momento dipolar en la direccién de polarizaciéon del
campo eléctrico, podemos reescribir (3.2]) como sigue:

Hinr = dg(a+ah). (3.4)

En este punto es conveniente introducir a los llamados operadores de transicion
atoémica y se definen como:

64+ =le) (gl 5a)
6- =lg) (el =647, 3.5b)

y el operador de inversion:
6= = le) (el —Ig) (gl (3.6)

Estos operadores obedecen las siguientes reglas de conmutacion y el algebra de espin
de Pauli:

[62,6+] =26+. (3.7b)

Debido a consideraciones de paridad, s6lo los elementos fuera de la diagonal del
operador dipolar en la direcciéon de la polarizacién del campo son diferentes de cero:
(e|d|e) = 0 = (g| d|g). Esto puede verse en analogia con el modelo del 4tomo de hidro-
geno, para el cual consideraremos sélo dos estados accesibles: el estado base y el primer
estado excitado. En una representacion funcional en el espacio de posiciones para los
eigenestados base y excitado, se conoce que ambas eigenfunciones gozaran de una pa-
ridad natural bien definida. Regresando a nuestro modelo, el operador de momento
dipolar se define en términos del operador de posicion de modo que d fungiria como
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una funcién impar en el espacio de posiciones a la hora de calcular el producto interno
(integral sobre todo el espacio) de él entre dos estados. Entonces, cuando el producto
se calcula para estados iguales (en este caso entre estados excitados o estados base)
y tomando en cuenta que al igual que en el a&tomo de hidrégeno las eigenfunciones
correspondientes a ambos estados tienen una paridad definida, el resultado es cero, no
asi para cuando el célculo es entre estados diferentes (base-excitado o excitado-base).
Sabiendo esto y estableciendo que (e| d lg) = d (donde, sin pérdida de generalidad se
asume que d es real), podemos escribir al operador dipolar de la siguiente forma:

d=dlg) (el +d" |e) (g] = d(64 +5-). (3.8)

Finalmente, el hamiltoniano de interaccion toma la forma siguiente:

Hint = h\(6+4 +6-)(a +a'), (3.9)

habiendo definido a A = 2

-

Ie) Lhu = E,

ﬁ«’b‘o

19 o =

Figura 3.1: Esquema del modelo atémico de dos estados.

Por otro lado, si definimos que el cero de energia sea justo a la mitad entre los
estados |g) y |e) como se muestra en la ﬁgura entonces podemos escribir el hamil-
toniano atémico libre como sigue:

Har = Eele) (e| + Eq |g) (9] = Ee(le) (e| — |g) (1),
que en términos del operador de inversion queda como:

. 1 1
Har = 5(Be — Eg)6= = Shwoé, (3.10)
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donde la diferencia de energia entre los estados es caracterizada por la frecuencia de

. E.—E
transicion wg = ("TQ) yE.=—-E4= %hwo.

Por ultimo, el hamiltoniano asociado al campo libre es, descartando el término ener-
gético del punto cero:

Hoan = hwé'a. (3.11)

El hamiltoniano total del sistema considerando todas las contribuciones energéti-
cas queda descrito por:

H= I:IAT—FI:[cAM—FﬁINT, (3.12)

y sustituyendo (3.9), (3.10) y (3.11)) en (3.12) se obtiene:

Hpapr = %fw}o&z +hwa'a+ G4 +6-)(a+a). (3.13)

A la expresion (3.13)) se le conoce como el hamiltoniano del modelo cuantico de Rabi
[24].

Debido a la simplicidad de su hamiltoniano, el modelo de Rabi ha servido de base
tedrica para el entendimiento de las interacciones entre luz y materia, con aplicaciones
en Optica cuéntica, fisica de estado solido [25] e informacion cuantica [26].

En la mayoria de las condiciones experimentales, tal es el caso de cavidades QED,
la creacién y aniquilacién simultdnea de una excitacion tanto en el 4&tomo como en
la cavidad representan procesos no conservativos que son practicamente improbables.
Desarrollando el tercer término del hamiltoniano de Rabi obtenemos cuatro tér-
minos de los cuales dos no conservan energia; el término §4a' corresponde a la emisiéon
de un foton mientras el atomo va de un estado base a un estado excitado (creacion
simultanea), el término & _a corresponde a la absorcién de un fotén mientras el &tomo
pasa de un estado excitado al estado base (aniquilacion simultédnea). Al descartar los
términos no conservativos, el hamiltoniano queda de la siguiente forma:

s 1
Hyc = 5hwob= + hwa'a + hA(6ra+ 6-ah). (3.14)
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Esta ultima expresion se refiere al modelo de Jaynes-Cummings (JC), el cual
fue introducido en 1963 por E. T. Jaynes y F. W. Cummings [27] y describe la in-
teraccion de un dtomo de dos niveles con un modo cuantizado de oscilacién en una
cavidad optica. Notemos que el modelo JC puede ser obtenido de aplicar la aproxi-
macion de onda rotatoria (RWA) al modelo de Rabi. La RWA es una aproximacion
que desprecia términos en el hamiltoniano que oscilan rapidamente (anti-resonantes)
y es valida cuando el acoplamiento entre el 4tomo y el campo es débil y se estd en
cuasi-resonancia (la radiacion electromagnética aplicada es de baja intensidad y se
encuentra en cercana resonancia con la frecuencia de transiciéon atémica). Esto es, en
el régimen en el que % < 1y w = wo, el modelo de Rabi se aproxima al modelo JC [23].

3.2. Generalizacion del modelo de Rabi a N es-
tados

Y. Z. Zhang propuso lo que consider6 una generalizacion natural del modelo de
Rabi para un sistema de N estados, la cual esta dada por un hamiltoniano con simetria
Zn; de tal forma que, similar al caso en el que un atomo de dos niveles es modelado
por espines de dos estados (matrices de Pauli), un atomo de N niveles seria modelado
por un analogo de las matrices de Pauli en un espacio vectorial de N dimensiones,
algo que podria ser pensado como espines de N estados. Establecié entonces dos ope-
radores basicos llamados Z y X, los cuales generalizan las matrices de Pauli 6, y 64
respectivamente y satisfacen las siguientes relaciones [28]:

Z =X =1, (3.15)
z' =2V, (3.16)
xT=x", (3.17)
ZX =wXZ, (3.18)
w=e , (3.19)
X'z =wzx", (3.20)

de modo que para N = 2 las relaciones anteriores deberan reducirse a las propiedades
de las matrices de Pauli y particularmente la expresion estarfa dando sus ei-
genvalores. Entonces, la generalizacion a N estados que aqui se expone del modelo de
Rabi se construye de tal forma que al quedarnos con dos estados (N = 2), se recupere
el hamiltoniano de Rabi, lo cual nos conduce a un hamiltoniano generalizado de la
forma [28]:

N—-1
Hy =fala+ A3 anZ™ +4(X'a" + Xa), (3.21)

m=1
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donde los parametros 8, A y v son reales mientras que los coeficientes o, son com-
plejos y obedecen of, = an_m de modo que el hamiltoniano sea hermitiano. Este
hamiltoniano fue propuesto como la generalizacion mas simple y hermitiana del mo-

delo de Rabi.

Tomando N = 2 en ({3.21)), escribimos:

Hy, = Ba'a+ Aé. +v6.(a" +a), (3.22)

que con un adecuado manejo de los parametros S, A y v y tomando en cuenta que
6. = 64 + 6, se reproduce la expresion .

Un punto clave en el desarrollo de este método es que la simetria Zs que se dice
posee el hamiltoniano de Rabi se extienda en hamiltonianos que representan sistemas
que consideran més de dos estados: 2 estados, simetria Z»; 3 estados, simetria Zs;
N estados, simetria Zn. Una forma de mostrar que un hamiltoniano posee alguna
simetria es verificar si el hamiltoniano conmuta con el operador generador de dicha

simetria lo cual implicard que existe una base que los diagonaliza a ambos; en este
caso, el operador generador de la simetria Zy tiene la forma siguiente [28]:

[y = Ze'®o'e, (3.23)

A continuacién mostramos que, en efecto, Hs tiene simetria Z. FEl operador generador
de la simetria correspondiente es:

Iy = Gae™ @ (3.24)

Tomando a Hs de (3.22) y a Il como el generador de la simetria, procedemos a cal-
cular el conmutador. Obtenemos:

2 ~ta o~ irala ~  a imata ~ ot o imata
[Ho,Tls) = [Bd'a, 6e | +[A62,6z¢ |+ [y6zat, 622 (3.25)

Desarrollaremos uno a uno los conmutadores que conforman [Hs, II2] para posterior-

mente sustituirlos en (3.25)).

Para el primer conmutador:
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16, 0% = 0 380 T 4 [palarm] 0 (a0

Para el segundo conmutador:

0

[A&z,aze”d*&]_A(az 5.7 4 (607 ”“*“) 0. (3.27)
Para el tercer conmutador:

. ,\TA N . ,\TA N N N . ATA
h60a!, 62672 = (62[60a",¢™'%] + [50a, 52)e™')

0 (3.28)
= 7 (6264[™ % al] + 6.

0 irata irata
+ O loa] €TV 4 (62, 60)ate ™).

Teniendo en cuenta las relaciones de conmutaciéon de las matrices de Pauli, usamos
que [Fz, 4] = 216y y lo sustituimos en (3.28)), entonces:

irala irata ., ot irafa
&de,&ze”a N=—v(6.6zle ,aJr +2ig,ate . 3.29
Y Y y
Y por tltimo, para el cuarto conmutador:

ira'a ~ ~ z7'r T
[v6za, &zemafa] = —v (&zé'm [e”m & a) + 2iéyae ™ a) . (3.30)

A irata irata .\ irata
[H L) = —~ (&za:c ([e a4 [ ])+2wy( fyae ) (3.31)
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Para el calculo de los conmutadores de la expresion (3.31]), hacemos uso de la for-
mula Baker-Campbell-Hausdorff (BCH), la cual esta dada por la siguiente expresion:

[A,[A, B = [ira'a,ira]
= —(m’ (a'la", a) + [a', a"]a)

= (im)%a’.

Sustituyendo (3.33) y (3.34) en (3.32):

irata~t —irata
e a'e =

2

ewrdfddf _ dTe'waLTa + (Zﬂ')dT irata + (’L;T') dTeiﬂ—d]\A + o ’
2

wraTaAT ~ T irata (7'77-) ~ 1 irata

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

Identificamos del lado izquierdo de la ecuaciéon li el conmutador de €™ ¢ con
el operador @' y sumamos un cero convenientemente del lado derecho de la misma
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ecuacion, se obtiene:

[e”&Td,dT] _ (77(7;)0 drgma*a + (117:) ateiwafa + (Z;)Qafema’fa N (73(/’;)0 dfema"'a
_ (i (lz')n> aieimala _ gigimata
n=0 :
_ G“rdTeiﬂ'der _ d’(emra a
. ,\T ~ N R . Af ~
[ % af] = —24fe™' %, (3.38)

Siguiendo el mismo procedimiento a partir de la ecuacion (3.32)) pero tomando esta
vez B=ay A=irala:

(€744 a) = —2aeme'e, (3.39)

Sustituyendo (3.38) y (3.39) en (3.31), factorizando:

Hy, M) = —y (—26.62(a" +a eimate L 9is a4+ g)eima’e
Yy

o (3.40)
= —(a' +a)e™* ¥ (—26,64 + 2i6y),
y tomando en cuenta que §,6, = i6y,
[Ho, T3] = 0. (3.41)

De modo que podemos afirmar que H, posee la simetria Zs que genera el operador
II,.

3.2.1. Caso N=3

Para un sistema de tres niveles, partiendo de la ecuacion (3.21)) [28], y escogiendo

que vy = ag = e'? donde ¢ es un parametro real, el hamiltoniano se escribe como sigue:

Hs=pBa'a+AE?Z+e 2"y +y(X'al + Xa). (3.42)
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Dado que el hamiltoniano de Rabi posee una simetria Z2, se espera que de la genera-
lizacion aqui planteada, Hy posea asimismo la simetria Zy, donde un caso particular
seria tomar N = 3. Tal y como se hizo en el caso N = 2, se puede verificar que Hy
posee la simetria Z3 calculando el conmutador de Hs con el operador generador de la
simetria correspondiente, en este caso,

s = Ze'5a'a, (3.43)

Tomando a Hs de (13.42), a I3 de li y considerando la distributividad de la opera-
cion de conmutaciéon sobre la suma, procedemos a calcular el conmutador correspon-
diente:

i 27 & i 2T 4
3 3

[Hs, T1] = Bla’a, Ze' 5% %) + Ae?[2, 2544 4 Ae (21 26548

j 2T
3

raX'al, Zei ¥ ') 4 4[Ra, 26 T, (3.44)

Nuevamente, tomamos cada uno de los conmutadores que conforman la ecuacion ((3.44)
v los estudiamos por separado para posteriormente sustituirlos en la misma ecuacion.

Para el primer conmutador:

0 0
(2,2654%) = 22 590 4 [2.7] £Féa, (3.46)
Para el tercer conmutador:
5t 5 i2rafa > T i2rata 0 5T i2rata
2", ZeF =22 | +[2', 2]
= 2", 215 %o, (3.47)
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De (3.16) tenemos que para N = 3, ZT = 22, sustituyéndolo en 1|

(2", 21650 = 1227 Fela (3.48)

Para el cuarto conmutador:

Dado que [Z, XT] =zX'-x'z y de la ecuacion 1) se tiene que X'z = wZXT,
entonces:
z,XN=2x"01-w). (3.50)

Por otro lado, del uso de la férmula BCH para el célculo de los conmutadores en el
caso N = 2 se puede extraer que:

2 At -27 i2m 51 g

2n 2n 2n 27 4t g
CRER a,dT] — T gleiFala _ gti%a e (3.51)

j2m
3

sustituyendo d3.50I) y d3.51b en d3.49l) y considerando de que w = €'
N = 3, se obtiene que:

para

Para el quinto conmutador:
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— _ZX[Tee g] (2, Rlae'TAe, (3.53)

Dado que [Z, X] = ZX — X Z y tomando de la ecuacion li que ZX =wX2Z,

entonces:

(Z,X]=XZ(w-1). (3.54)

Nuevamente, del uso de la formula BCH tenemos que:

i2rata 27 27 5T 4 -%er'A

€53 4] =T ac 3% _ac' v (3.55)

;27

sustituyendo d3.54|) y (]3.55') en (I3.53I) y considerando también de lb que w =¢"'’3
para N = 3, obtenemos:

ala _ (3.57)

Finalmente, de sustituir las expresiones (3.45), (3-46), (3-48)), (3.52) v (B.57) en la
ecuacion ((3.44):

[H3,TI5] =0, (3.58)
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y se confirma que Hs posee la simetria Z3 que genera el operador IIs.

El hecho de que Hy sea poseedor de la simetria Zn permite una diagonalizaciéon
parcial de éste mediante la transformacion unitaria generalizada de Fulton-Gouterman
[29], la cual aprovecha la simetria del sistema para reducir el hamiltoniano a una for-
ma unidimensional que resulta mas conveniente para que posteriormente sea posible
encontrar algunas energias exactas y sus respectivos eigenestados cambiando a la re-
presentaciéon de Bargmann. En este sentido, H, y Hs, al poseer la simetria correspon-
diente, son elegibles para ser solucionados por este método.

La generalizacion del modelo de Rabi propuesta por Zhang estad basada en dos
puntos importantes: la extensién de la simetria Zs a simetria Zy para sistemas de
més de dos estados y las propiedades que definen a los operadores generalizados X y
Z que son asimismo las responsables de que la simetria se extienda.

Dado el parecido estructural entre .HTQ ps de la ecuaciéon y el hamiltoniano
de Rabi , nos fue natural creer que una generalizacién del modelo de Rabi provee-
ria un modelo de interaccién de tres estados que seria compatible con el transbordador
de triple punto cuantico, pero particularmente de esta generalizacion, el hamiltoniano
asociado a N = 3 no es equivalente a HTQ ps a pesar de que ambos hamilto-
nianos representan a sistemas de tres estados en interaccién con modos vibracionales.
Recordamos a continuacion la estructura de fITQDs en su forma matricial:

. €1 -\ 0 0 Voo 0
Hrops = hwa'a+| -V ater V| 4Azs, | Voo e Voo (ag+a').
0 Vi e 0 Vo 0

Notemos de l| que si X fuera hermitiano (lo cual violaria la ecuacion ),

eso haria a Hs mucho més parecido a Hrgps, no obstante, también provocaria una
ruptura de la simetria Zs pues Hj no conmutaria mas con IIs; en el mismo sentido se
podria hacer el comentario para el término que inclu eZyZ f si tomamos al operador
Z como hermitiano (lo cual violarfa la expresion (3 ) pero en este caso, cambiar Z
por Z y viceversa no modifica el calculo del conmutador el cual sigue anulandose para
este término. De modo que intentar que H3 se parezca a HTQ ps rompe la simetria Zs
de H3, de lo que puede concluirse que HTQDS no posee la simetria Z3 y resulta im-
posible usar este método para encontrar las energias y eigenestados del transbordador
de triple punto cuantico, asi que el método fue descartado.
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Capitulo 4

Soluciones exactas aisladas
para sistemas del tipo
optico-cuantico

En el ano de 1986, Marek Kus y Maciej Lewenstein desarrollaron un método que
permitiria encontrar, en la representaciéon de Bargmann, algunas soluciones exactas
para sistemas fisicos cuyo hamiltoniano fuera de la forma [30]:

H=da'a+Q+ A" +a) (4.1)

donde §2 y X son matrices hermitianas de N x N (pero en particular estudiaremos el
caso N = 3 en el que 2 y A son matrices de 3 x 3); € es un hamiltoniano atémico
libre y A es una matriz de elementos de transiciéon dipolar.

Recordando que la forma matricial del transbordador de triple punto cuantico
(1.14) es la siguiente:

. €1 - 0 0 Voo 0
HTQDS = hwaTa+ -Vi SH_TM -V +A$zp W 2:70 Voo (a+dT)a
0 i e 0 —Vea 0

y tomando para fines practicos unidades tales que h = w = 1, resulta evidente que
la estructura de Hrgps lo hace un candidato idéneo para intentar resolverlo por este
método, el cual serd expuesto a detalle en las siguientes secciones.
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4.1. El espacio de Bargmann

El espacio de Bargmann es un espacio de Hilbert que es generado por los estados
coherentes. Los estados coherentes son eigenestados del operador de aniquilaciéon a
que obedecen la siguiente ecuacion de eigenvalores [31]:

alz) =zlz),

donde, dado que @ no es hermitiano, el eigenvalor z es en principio complejo. El ope-
rador @ y su adjunto a' (operador de creacion) satisfacen las siguientes relaciones de
conmutacion:

Por otro lado, el operador aé'é = N es conocido como el operador de nimero y sus
eigenestados tienen la forma:

In) = (1)~ %(a")" |0).

Al ket |0) se le conoce como el estado vacio y es tal que

alo) = 0.

Las propiedades en el espacio de Bargmann son anélogas a las que se tienen en el
espacio de configuraciones, de modo que asi como las funciones de onda en el espacio
de configuraciones deben ser continuas tanto en primera como en segunda derivada
y cuadrado integrables, las funciones de onda en el espacio de Bargmann deben ser
enteras (holomorfas, diferenciables en cada punto de su dominio en el plano complejo)
vy no diverger al cuadrarlas, esto es, que exista un indicador de qué tan rapido crece
para asegurar la convergencia [3I]. En el espacio de Bargmann, los operadores de ani-
quilacién y creaciéon tienen la siguiente representacion:
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4.2. Soluciéon de la Ecuacién de Schrodinger en
la representacién de Bargmann

En la representacion de Bargmann, los eigenvectores de H se pueden escribir como
vectores de N componentes dependientes de la variable z: ¥(z). En este nuevo espacio,
se puede escribir la ecuacion de Schrodinger estacionaria como sigue [30]:

[zdiz + Az + %) + Q)U(z) = E¥(z). (4.2)

Considerando la representacion en la que X es diagonal y asumiendo diferentes todos
sus eigenvalores, escribimos a continuaciéon (4.2)) para la i-ésima componente de ¥(z)
[30]:

(= + )\i)c%\lli(z) = (B=n2)Wi() = Y- 005, (4.3)

lo que obtenemos es una ecuacién diferencial de primer orden para ¥;(z) con un punto
singular en z = —\; y que en general proveera N soluciones independientes que con-
formaran a ¥(z).

Cada solucion debe ser analitica en todo el plano, particularmente en los puntos
singulares, por lo que se propone entonces que ¥;(z) debera comportarse como (z+\;)”
en la vecindad de z = —\; [30]. Una forma de hallar una solucién para una ecuacién
diferencial ordinaria en el entorno de un punto singular regular es proponiendo como
solucién una serie de potencias infinita alrededor de la singularidad, lo cual es la base
del método de Frobenius y nos asegura la analiticidad de la solucién,

() =) Calz+ )"
n=0

Lo anterior nos conduce al siguiente polinomio indicial [30], el cual se define como el
coeficiente de la menor potencia de z en la serie infinita:

En direccion de obtener mayor informacion sobre p, tomemos en consideracion el vincu-
lo entre los operadores de aniquilacion y creacion y la variable z en el espacio de Barg-
mann. Recordemos que el operador de nimero N en términos de los operadores a y
a' obedece la siguiente ecuacién de eigenvalor:
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Por otro lado sabemos que en el espacio de Bargmann se cumple la siguiente relacion:
d n n
z—(2") =n(z"),
") =0

de modo que podemos afirmar, sin pérdida de generalidad, que existe una regla de co-
rrespondencia entre las potencias de z en la representacion de Bargmann y los estados
de nimero en el espacio de Fock como sigue:

En este sentido, dada la exigencia de analiticidad para ¥;(z) que la propone como una
serie de potencias de z de la forma ¥F (%), se establece que p debera ser un name-
ro entero de manera que exista consistencia entre las representaciones. Esto es, de p
admitir cualquier valor real, una potencia fraccional de z no corresponderia a ningin
estado en el espacio de Fock, por lo cual quedara restringida a valores enteros. Dicho
lo anterior, podemos escribir E como sigue [30]:

E=n+Qu— X\, (4.4)

paran =0,1,2,3,... .

Para que una funciéon ¥(z) pueda ser solucion de algtin hamiltoniano se requiere
que ésta cumpla con ciertas propiedades, una de ellas es que debe ser de cuadrado
integrable, caracteristica que no posee ¥I'(z) debido a que por si sola es una serie
infinita que diverge. Ante esta situacion, Kus y Lewenstein propusieron como solucién
de una funcién vectorial ¥ (z) con la siguiente estructura [30]:

Ti(2) = e M (An2" + An12" '+ .+ Arz + Ao), (4.5)

donde Ag son vectores columna N-dimensionales con k = 0, 1,2, ..., n. Notemos que el
problema se reduce a encontrar precisamente los valores de los coeficientes Ag. De la
sustitucion de (4.5) en la ecuaciéon de Schrodinger escrita en el espacio de Bargmann
y agrupando para cada una de las potencias de z, se obtienen las relaciones si-
guientes [30]:
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(A—X)A, =0, (4.6a)
A=X)An_1=(E+XMA—Q—n)A,, (4.6b)
A=A)An_k1=(E+XA+k—Q—n)An_x
“An—k4+1D)Ap_r11=0 n>k>0,
(E—Q+XNA)Ao — XA =0; (4.6d)

de las cuales se pueden hacer algunos comentarios: la expresion es una ecuaciéon
de eigenvalor para el operador A que nos da informacién sobre la estructura de A,,
presentandolo como uno de sus eigenvectores y cuyas componentes, exceptuando la
i-ésima, son iguales a cero. Por otro lado, considerando y del cumplimiento de
la ecuacién surge la siguiente relacion:

(E—n—Qu+X)=0,

la cual coincide con la condiciéon de analiticidad encontrada al explorar el método de
Frobenius (4.4)). Y por ultimo, la ecuacién (4.6d)) representa una relacién fija entre Aq
y A().

En este punto es importante aclarar que la ecuacion provee las 3D soluciones
que requiere el hamiltoniano en para ser resuelto en su totalidad; esto es, para
cada uno de los valores de A\; donde ¢ = 1,..., N y estamos trabajando de fijo con
N = 3, podemos asignar valores a n que van desde 0 hasta D — 1, recordando que D
es el valor que asignamos a la dimensiéon del subespacio de modos vibracionales, y asi
generar todas las soluciones. La ecuacion no es una serie que mientras méas grande
sea el valor de n que se escoja, més se aproxime a ser una mejor solucion de (4.1); si
tomamos n = 0 obtendremos de una solucién que es diferente e independiente de
la que se obtiene al tomar n = 1 pero asimismo es igual de valida, ambas son validas,
asi como lo seran las que se obtengan de tomar n = 2,3,4,...D — 1.

Consideraremos a continuacion el caso n = 1, escribimos la ¥3*(z) correspondien-

te y reescribamos las ecuaciones (4.6a}{4.6d]) como sigue:

Wi(z) = e 7 (Arz + Ao), (4.7a)
A=X\)A1 =0, (4.7b)
A=X)Ao = (E+ XA —Q—1)A4, (4.7¢)
(E—Q+ X NA)Ag — AA; =0. (4.7d)
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De estas nuevas relaciones es facil ver que corresponde a una ecuacion de ei-
genvalor que daria de manera directa la forma de A;. Por otra parte, tenemos dos
ecuaciones restantes completamente independientes que relacionan a A1 y Ao y al
ambas ser igual de validas, los A1 y Ao que buscamos seran aquellos que satisfagan
ambas_ecuaciones ( y ) simultaneamente. Estos coeficientes se sustituiran
en 1) permitiendo escribir la eigenfuncion \Ili‘* () para este caso, la cual debera
corresponder a alguin valor de energia generado por .

4.2.1. Condiciones de compatibilidad

De la ecuacion (4.7b]) se obtiene A; inequivocamente. Lo siguiente es determinar
la forma del vector Ay a través del calculo de sus componentes para cada uno de los
eigenvalores \; en el sentido de poder construir \Ili‘z (z). Para esto, manipulamos las

ecuaciones (4.7b)), (4.7¢) y (4.7d). Tomando la j-ésima componente de (4.7¢c|) obtene-

mos:

(A\j — X)Aoj = (B + A —1)8i; — Qjs. (4.8)

Ahora, para la j-ésima componente de (4.7d)):

EAp; — ZijA()k + AiXjAo; — AiA1; =0, (4.9)
k

si j =4, sustituyendo E = 1 + Qi — A\? y A1; = 8i5, la ecuacion (4.9) se escribe como
sigue:

(1+ Qii)Aoi — Z QiAo — i =0,
&

extrayendo el elemento k = ¢ de la sumatoria se obtiene:

Aoi — Z QirAor — Xi =0,
ki

Ag; = ZQUAOJ + Xi. (4.10)
J#i

De la ecuacion (4.8) para i # j:

(A5 = Ai) Aoy = — i,
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jS

(4.11)

Por otro lado, de la ecuaciéon , tomando j # i, extrayendo el término k = i de la
sumatoria y sustituyendo Ai; = 62] =0y E=1+Q; — )\2

(14 Qs — AD) Aoy — > QrAok — i Aoi + Xidj Agj = 0. (4.12)
k#1

Tomando Ag; y Ao; de las ecuaciones (4.10) y (4.11) y sustituyendo en (4.12) po-

demos escribir:

i Qik Qps
O e vs RED LTS e rED DL v vl
ki v
]ka‘l |Q11€| 1+Q¢7;7A22+)\7;Aj)
=0. (4.1
ZA AR vl vy 0. (413)
i i

La expresion es denominada condicién de compatibilidad global [30] y surge a
la par de la ecuacién para las componentes Agj, de modo que puede ser vista como
una restriccién o condicionamiento. Esto es, para que la Ag; obtenida de li sea
valida es necesario que (| se satisfaga, lo cual también condiciona a Ao;.
se generan N — 1 cond1c1ones de compatibilidad locales por cada uno de los elgen—
valores \;, recordando que N se refiere a la dimensionalidad de las matrices A y Q
que en nuestro caso estarfa dada por el niimero de estados electrénicos del sistema. Es
importante recalcar que el subindice i siempre se refiere al i-ésimo eigenvalor de X con
i =1,2,3,..., N mientras que los subindices j y k tienen la funcién de contadores y se
encargan de etiquetar al resto.

Notemos que la condicién de compatibilidad global (4.13) es generada conside-
rando n = 1 y como n toma valores desde 0,1,2,..., se tendran tantas condiciones de
compatibilidad globales diferentes como valores de n considerados.

Recapitulando sobre las bases del método expuesto en la seccién 4.2, el escribir la
ecuaciéon de Schrédinger en la representacion de Bargmann permite tratar el problema
de obtener los eigenvalores y eigenfunciones de un hamiltoniano de la forma como
un problema de ecuaciones diferenciales de primer orden en el plano complejo. La exi-
gencia de analiticidad de las soluciones facilita una expresiéon analitica para la energia
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del sistema y al proponer una solucién del tipo se encuentra una expresion para
la energia consistente con la condicién de analiticidad anteriormente mencionada ,
reduciéndose asi el ejercicio a encontrar los coeficientes (vectores) Ag. En el proceso
de calcular estos vectores de manera inequivoca para el caso n = 1 surge la llamada
condicién de compatibilidad, la cual involucra, en principio, a todos los parametros
que definen el sistema y de que se satisfaga depende la validez de los A obtenidos,
y asimismo, la existencia de una eigenfuncién Wi () asociada a un correspondiente
eigenvalor generado por .

A continuacién se aplica lo aprendido al hamiltoniano del transbordador de triple
punto cuéntico, que como ya se menciond en la introduccién de este capitulo, su es-
tructura lo hace candidato para resoluciéon por este método.

4.3. Soluciones aisladas del transbordador de tri-
ple punto cuantico

En el sentido de aplicar diArectz}mente al I:ITQDS el método descrito en la seccion
4.2, definimos los operadores A y €2 como sigue:

R 0 Voo 0 €] -V 0
A=Az [ Voo g Voo |, Q=| -V ate |,
0 —Voa 0 0 -Vi €r

de modo que podemos expresar Hrgps de la siguiente manera:

Hrops = hwa'a + Q+ A(a' + a).

En la eigenbase del operador A iver apéndice |A| para conocer de manera explicita

los eigenvectores de bY y apéndice [B| para matriz de cambio de base), los operadores
1AM

Ay 7 quedan descritos por las siguientes matrices:
0 0 0
S| 0 Az, (B - ﬁ) 0 7
0 0 ~Az., (B + 52
N Q1 Q12 Qa3
Q7 =1 Q2 Qa2 Qo3 |,
Q3 Q23 Qa3
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donde etiquetaremos a los eigenvalores de X como sigue: A1 =0, A2 = Az (B - 42)0)

2 ~
v Az = —Azx;)y (B + 45;0 ) La cantidad B se define como B = %1 / ﬁ + 8‘/02&2 y QO\)
0

es una matriz simétrica cuyos elementos se podran encontrar de forma explicita en el

apéndice [C] Y finalmente, en la eigenbase de A, el hamiltoniano del transbordador de
triple punto cuéntico se expresa como sigue:

TN

A N ~ (X N N
H;AQ)DS:hwaTaqLﬂ( NS (@' +a).

Tomando el caso n = 1, las correspondientes funciones de onda W}%(z) tendran la
forma de la ecuacion y las construiremos encontrando los coeficientes A1 y Ao
para cada uno de los eigenvalores \;; donde los valores de energia F,; asociados a esas
eigenfunciones son obtenidos de y se escriben como sigue:

1
E11 =1 + 5(61 =+ 614), (4143)
1
Eio=1+=(e +¢€) — Az? (B — -2 )2, (4.14b)
2 4xo
1
Eis =1+ (e +6e) — A2 (B+ )2 (4.14¢)
2 4.T0

Los vectores A1 y Ag se encuentran mediante (4.7b]) y al sustituir en las ecuaciones

lb y 1’ los eigenvalores \; y elementos de matriz de Q(A) requeridos (apéndice
C).

Para A1 = 0:
1
Aq = 0o 1,
0
[(B+gt)ep—aVpVial? [(B—1=)ep+4VoVial® ]
Azzp(Bfiafo V4(B+ ;;0 )24+8VZa2] | Awz.p(B+ 4‘*;0 )[4(574%)%8%20(2
[(B+ 525 )ep—4Vo Vil
Ap =

Az.p(B— b )\/4(34.41@0 )2+8V3Fa?
(B )ev+4VoVia]
Az, (B+ 4}’0 )\/4(137 46;0 )2+8VZ a2

Para A2 = Az.p(B — 72):

4xq

Al

Il
or o

42



[(B-&-‘;T’)O)Gb—‘lvo%a]
Azzp<37;Té0)\/4(B+;7§0)2+svo2a2

Ao = [(B+ 2 )ep—4VoVia]? + Azoy(B — )
Azzp(B—;fO )[4(B+;Tb0)z+sv02a2] zp dzq
0

Para A3 = —Az.,(B + 2):

4xg
0
A, = 0 ,
1
_ (B—2)ep+4Vo V1]
szp(B+4ZP—f’0)\/4(B—4Z’O )2+8V2a2
Ao =— 0
__ Wmmperiviviel gy oo
Banp (Bt ) A(B— )2 18V Fa?] =p 4o

Las condiciones de compatibilidad para el sistema de transbordador de triple pun-
to cuantico se escriben a continuacién.

Parai=1, A\ =0,5=2:

B2 B2 1
B e - X - - =0. 4.15
8 ((B — 250, (B+2)C- (B-& )) (4.15)

Parai=1, A1 =0, 5 =3:

B% B2 1
B E - s + - =0. (4.16)
N <(B - 4;0 )C+ (B + 4;0 )C* (B + 4;0))

Parai =2, Ao = Az,p,(B— 72),j=1:

4axg

2 (@ Bi 1 _
B (mxw(% B)+ e~ (a _B)> —0. (4.17)

4xg 4xg

Parai =2, Ao = Az.p(B— ), =3

4xq

B:FB:{:
(4z; = B)

4xq

=0. (4.18)
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Parai =3, o = —Az.p(B+ 1), j=1:

4xg

B2 1
B- | 2A22 (B + -2 F - —0. 4.1
+ < -sz( + 41,0) + (B-|- 2,0)07 (B-|- €p ) 0 ( 9)

4 4xq

Parai=3, \a = —Ax,,(B+ 1 2),j=2:

4xg

BiBy _
(B+ k)

4xq

(4.20)

Con las definiciones:

B—l,/i +8Vi2a2
2\ 422 or

€
Bi = (B+ - e — 4VpV;
+ = 4m0)€b oVia,
—(B_ %
B+ = (B . Jer + 4VoViay,

Cp = 4(B+ —2)? 4 8V2a?,
4.1‘0

_ Y 2 2
C_=4(B 4xo) +8Vga”.

Como ya se habia mencionado con anterioridad, para que la funcién de onda cons-
truida a partir de los coeficientes A1 y Ao vinculados a cada uno de los eigenvalores
del operador X, sea una solucién admisible para el hamiltoniano del TQDS (lo cual
implicaria que ésta tenga correspondencia directa con alguna de las energias calculadas
con la ecuacion y el valor \; correspondiente), las condiciones de compatibilidad
deben cumplirse estricta y simultaneamente.

Las condiciones de compatibilidad locales estan expresadas en térmi-
nos de los parametros que definen al sistema de transbordador, de modo que para que
las seis se satisfagan simultaneamente se debera encontrar al conjunto de parametros
que lo permita. Para esta elecciéon nos basamos en los parametros tipicos que se han
manejado en otras investigaciones sobre el TQDS (ver antecedentes en el capitulo 2),
los usamos en un primer célculo pero obtuvimos que el valor de ¢, para el cual se sa-
tisfacian las condiciones de compatibilidad era €, = 0 y éste no fue un caso de interés
puesto que es para valores de €, distintos de cero cuando se pueden obtener caracteris-
ticas en el espectro que se correlacionan con propiedades medibles como la corriente a
través del dispositivo. Es por eso que se tomaron los pardmetros tipicos como base y se
variaron poco a poco hasta conseguir al primer conjunto de parametros donde algunas
de las condiciones de compatibilidad se satisficieran en un valor de ¢, distinto de cero.
Cabe mencionar que el uso de los parametros tipicos para el calculo de los eigenvalores
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de ﬁTQDs se retoma en la seccién 5.4 para ejemplificar la importancia del cumplimien-
to de todas las condiciones de compatibilidad para una solucién total del hamiltoniano.

Se escogi6 i = w = m = e = 1 de manera que las unidades de energia queden en
miltiplos de Aw y las de longitud en multiplos de v/2Az.,; a la amplitud de tunelaje,
la distancia maxima que recorre el QD central y la inversa de la longitud de tunelaje se
les asignaron los siguientes valores: Vy = 0.7, xo = 5, a = 0.01 y se dejé cada condicion
en funcién de la variable €, esto es porque resulta mucho mas sencillo dejar fijos todos
menos un parametro para que éste sea el que varie en vez de variarlos todos y buscar
el cumplimiento de las condiciones a prueba y error.

Para verificar que se cumplan las condiciones de compatibilidad éstas se grafican
todas en un mismo plano coordenado y se evaliia la interseccién de cada una con el
eje de abscisas, es decir, se busca si para el conjunto de parametros escogidos, existe
algin valor de energia ¢, donde todas se intersecten.

A continuacioén se presenta el grafico de las seis condiciones de compatibilidad para
caso n = 1 en funcién de €, etiquetada cada curva con un color diferente.

—

e

[\ '\ — LCCi=1, j=2
1 —LcCi=t, =2
o LCC i=2, j=1

R LCCi=2, j=3
P A h LCC =3, j=1

/ LCC i=3, j=2

Figura 4.1: Condiciones de compatibilidad para cada uno de los eigenvalores
A; enel cason =1.

Para este conjunto de parametros parece ser, a simple vista, que existen dos valores
de €, (uno positivo y otro negativo) para los cuales se muestra una intersecciéon entre
las seis curvas. A manera de identificar cuales son esos valores se procede a calcular
las raices reales (intersecciones con el eje horizontal) de cada una de las condiciones
de compatibilidad, esperando que todas compartan al menos una.
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CCLZ‘J‘(Q,) =0 €p

CCL i=1, j=2 0.420583, 2.09316
CCL i=1, j=3 -2.09316, -0.420583
CCL i=2, j=1 | -1.55338, 0.420583, 2.09108
CCL i=2, j=3 -0.420583, 0.420583
CCL i=3, j=1 | -2.09108, -0.420583, 1.55338
CCL i=3, j=2 -0.420583, 0.420583

Cuadro 4.1: Raices reales de las condiciones de compatibilidad locales (CCL)
correspondientes a cada uno de los eigenvalores \; para n = 1.

De la tabla vemos que las condiciones CCLi2, CCL21, CCLas y CCL32
cruzan en €, = 0.420583 mientras que CCL13, CCLa3, CCL3; y CCL32 cruzan en
e, = —0.420583; esto es, para el conjunto de pardmetros escogidos, €, = £0.420583 son
los valores en los cuales se cumplen simultaneamente la mayor cantidad de condiciones
de compatibilidad pero no se encuentra un valor en el que se satisfagan todas.
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Capitulo 5

Resultados y discusion

Las energias generadas a partir de la expresion (4.4) no tienen ningun tipo de
restriccion. Esto es debido a que simplemente son consecuencia de la exigencia de ana-
liticidad de ¥;(2) en todo el plano y pueden ser calculadas en tanto se conozcan los
~ (A
eigenvalores \;, los elementos diagonales del operador Q( )
admisibles que podra tomar n (n =0,1,2,3,...).

y se precisen los valores

El término n, ademas de representar nimeros enteros positivos para el calculo de
las energias, como indice establece la forma de la funciéon de onda ¥3*(2) y la asocia
al que seria su correspondiente eigenvalor:

n=1 W}i(z)=e N*(A1z + Ao),
n=2 W)i(z) =e “*(A22’ + A1z + Ao),

n o W (2) :efkiZ(Anz" b A 12" P Azt Ap),

donde para cada uno de los valores de n habréa tantas eigenfunciones N (z) como
eigenvalores \;, lo cual entonces estara determinado por las dimensiones de la matriz
X. Por otro lado, dada la construccién de las funciones ¥ni(z) en términos de los
vectores Ay, cuyo calculo se encuentra restringido al cumplimiento de las condiciones
de compatibilidad, las funciones de onda quedan asimismo restringidas. En otras pala-
bras, atun si la expresion analitica para la energia no se encuentra condicionada,
la validez de las energias que puedan generarse de ésta estara limitada al cumplimiento
de las condiciones de compatibilidad, puesto que cada una de las energias del sistema
(eigenvalores de ﬁTQ ps) debera estar asociada a una funcion de onda generada por
(4.5)); cuando las condiciones de compatibilidad no se satisfacen, las expresiones que se
encuentren para calcular las componentes de los vectores A (en este caso los corres-
pondientes a n = 1, que es la situacion estudiada) no son validas. Esto nos conduciria
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a funciones de onda que tampoco serian validas y no habria manera de asociar a nin-
guna de ellas con las energias correspondientes generadas por (4.4]).

Para el caso n = 1 se calcularon las energias asociadas a cada uno de los eigenva-
lores de A, las cuales pueden verse de forma explicita en las ecuaciones 1)

Con el objetivo de comparar los resultados obtenidos analiticamente con resultados
numéricos, calculamos los eigenvalores de HTQ ps mediante diagonalizacién numérica.
Para esto, se escribié un cédigo en Python que resuelve el sistema del transbordador
de triple punto cuantico totalmente calculando sus eigenvalores y eigenvectores, en el
apéndice |D| se presenta el algoritmo desarrollado para esto. Este c6digo recibe como
parametros de entrada los que definen al sistema y se escoge h=m =w =e =1, de
modo que, en estas unidades, ¢, = 1, €, = 0.579417, Az, = %7 Vo =0.7, a = 0.01
y o = 5. Los valores anteriores fueron escogidos de tal forma que ¢, = 0.420583,
pues se conoce que para este conjunto de parametros, cuatro de las seis condiciones
de compatibilidad se satisfacen.

Dada la naturaleza hibrida del transbordador de triple punto cuéntico, recordemos
que el hamiltoniano del sistema se encuentra escrito en una base compuesta por dos
subespacios: el subespacio de los tres estados electronicos y el subespacio de los que
llamaremos D modos de oscilacién (donde en principio D tiende a infinito). Esto viene
a consideraciéon debido al requerimiento de asignacién de dimensionalidad al subespa-
cio de modos vibracionales (subespacio en el que se encuentran los operadores a y dT)
para que el hamiltoniano sea numéricamente diagonalizable. Se escoge para D un va-
lor lo suficientemente grande como para lograr una buena aproximacion (considerando
que en principio la dimensiéon del subespacio de modos de oscilacion es infinita) y lo
suficientemente pequeno para que las energias obtenidas sean una muestra represen-
tativa del comportamiento del sistema. Hacemos D = 10.

Debido a la eleccion de D, es claro que el célculo numérico arrojara como resultado
treinta eigenvalores para un sistema que estd compuesto de tres estados electréonicos
y diez modos de vibracién. De la expresion somos capaces de calcular analitica-
mente tantas energias como asignemos valores a n, por lo que, a manera de buscar
consistencia en la comparacion de resultados, calculamos las energias analiticas para
cada uno de los eigenvalores A; conn =0,1,2,3,..., D — 1, esto con la finalidad de que
a cada energia obtenida mediante célculo numérico se le asociara una energia calcula-
da analiticamente para poder compararlas; dejando de lado el anélisis enfocado en las
condiciones de compatibilidad donde se fij6 n = 1 y se obtuvieron con ello sélo tres
eigenenergias.
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Energias del TQDS

a)

Célculo numérico Calculo analitico

———— e e e L 57897061

———— e — L 47557061

3.7897061

_—— 776

—_—— e —— 1 7897061

———— e e e L 7807061

1789709

b)

1783708

1789707

1783706

17897061

1788731

1788730

1788729

1788728

Figura 5.1: a) Grafico para la comparacion de los resultados obtenidos del
célculo de la energia del TQDS de forma numérica (izquierda) y analitica (de-
recha); éstos se muestran para 6 valores distintos de n, desde 0 a 5 en orden
ascendente. La zona sobresaltada en gris es la que corresponde a las energias
con n = 1. b) Se muestra aqui un acercamiento de la zona resaltada gris en a)
y ¢) es un acercamiento de la zona gris en b).

En la figura (5.1]a)) se muestran y comparan las 18 energias méas bajas obtenidas
mediante calculo numérico y analitico, se escogié mostrar en la grafica una extracciéon
de 18 eigenvalores de los 30 que se obtienen como resultado porque es una muestra re-
presentativa que refleja el comportamiento de todos; las energias se manifiestan como
conjuntos de 3 lineas pues corresponden a cada uno de los eigenvalores \; y asimismo,
cada conjunto estd asociado a un valor de n, el cual va desde n = 0 hasta n = 5 en
forma ascendente. El panel izquierdo contiene las energias obtenidas mediante diagona-
lizaciéon numérica mientras que el panel derecho contiene las calculadas de la ecuacién
. Es facil de ver que del lado derecho, mas que presentar conjuntos de 3 lineas se
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presenta solo una, esto es debido a que los valores de energia son tan cercanos entre
ellos (para n = 1 y para cualquier valor de n) que las lineas se superponen. Como un
ejemplo, tomamos el caso n = 1 cuyo conjunto de lineas se encuentra resaltado en gris
en la figura a)) y hacemos un acercamiento logrando la figura b)) donde se
observa un desdoble de lineas pero manteniéndose dos aun sobrepuestas, entonces se
hace un acercamiento mas a la region resaltada en gris de la figura (5.1 b)) obtenien-
do la figura c)) donde el desdoblamiento de lineas es total y se manifiestan las
rectas asociadas a Fi1, Fi2 y Ei3 las cuales se encuentran posicionadas en los valores
1.7897085, 1.7897061 y 1.7887285 respectivamente. Se puede ver que F11 y Fi2 se
diferencian hasta en el sexto digito después del punto decimal y Ei3 se diferencia de
ellos desde el tercer digito después del punto decimal. De la figura c)) notamos que
una de las rectas del calculo analitico empata exactamente con una de las rectas cuyo
valor fue generado de forma numérica y esto corresponde a la energia E12 = 1.7897061.

Por otro lado, del analisis de las condiciones de compatibilidad recorde-
mos que para el valor de €, que se fijo con el fin de realizar la diagonalizacién numérica,
cuatro de las seis condiciones de compatibilidad generadas por se satisficieron
y de esas cuatro dos de ellas correspondian al mismo eigenvalor: A2. Esto es, si la
satisfaccion simultanea de todas las condiciones de compatibilidad locales para n =1
se hubiera logrado, el empate entre lineas numéricas y analiticas en la figura (5.1} a))
se esperaria completamente; pero al satisfacerse solo parcialmente, se obtuvo el em-
pate de eigenenergias cuando se lograron cumplir en su totalidad las condiciones de
compatibilidad de al menos un eigenvalor A;.

! . — LCCi=1, j=2
ot ] —LCCis1,j=3

Figura 5.2: Condiciones de compatibilidad asoc1adas al primer eigenvalor de
XA =0 para el caso n = 1. De la tabla se puede ver que ambas curvas
no comparten raices, por lo tanto la energia calculada analfticamente
correspondiente a A\; nunca sera valida.
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LCCi=2, j=1
LCCi=2, j=3

Figura 5.3: Condiciones de compatibilidad asociadas al segundo eigenvalor de
X do = Az, (B — 12-) para el caso n = 1. De la tabla podemos ver que
ambas curvas comparten la raiz ¢, = 0.420583, es decir, se satisfacen en ese
punto. Dado que la diagonalizacién numérica del hamiltoniano del TQDS se
llevé a cabo considerando ¢, = 0.420583, la energia calculada analiticamente
correspondiente a Ay cumple con condiciones de compatibilidad y es una
energia valida del sistema, es por eso que se reproduce en el cilculo numérico.
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200 ] LCCi=3, j=1
' ] LCCi=3, j=2

Figura 5.4: Condiciones de compatibilidad asociadas al tercer eigenvalor de X
A3 = —Ax,,(B+ 467*’0) para el caso n = 1. De la tabla podemos ver que
ambas curvas comparten la raiz ¢, = —0.420583, es decir, se satisfacen en ese
punto. Dado que la diagonalizaciéon numérica del hamiltoniano del TQDS se
llevo a cabo considerando ¢, = 0.420583, la energia calculada analiticamente
correspondiente a A3 no cumple con condiciones de compatibilidad y es
una energia invalida del sistema, es por eso que no se reproduce en el calculo
numérico. No obstante, si se escogiese ¢, = —0.420583 para llevarse a cabo la
diagonalizaciéon numérica del hamiltoniano, seria la energia analitica asociada
a Az la tnica energia valida del sistema y la que se reproduzca por los resulta-
dos numéricos.

A continuacion se presenta una figura similar a la figura (5.1)) en la que se muestran
los resultados obtenidos para las energias del transbordador usando ¢, = —0.420583
para la diagonalizaciéon numérica.
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Energias del TQDS

a)
Célculo numérico Calculo analitico

———— e e e L 57897061

———— e — L 47557061

S — Y 7 2L

_—— 776

—_—— e —— 1 7897061

———— e e e L 7807061

1789709

b)

1783708

1789707

1783706

— e = . 17897061

1788731

1788730

1788729

1788728

Figura 5.5: a) Comparacion de los resultados obtenidos del calculo de la ener-
gia del TQDS de forma numeérica (izquierda) y analitica (derecha) consideran-
do ¢, = —0.420583; éstos se muestran para 6 valores distintos de n, desde 0

a b en orden ascendente. La zona sobresaltada en gris es la que corresponde a
las energias con n = 1. b) Se muestra aqui un acercamiento de la zona resalta-
da gris en a) y ¢) es un acercamiento de la zona gris en b).

La figura muestra la comparacion de resultados obtenidos de forma analitica
y numérica para una €, = 0.420583, uno de los resultados importantes de este trabajo
fue que se encontrd, para el caso n = 1, que una de las energias obtenidas analiti-
camente (FEq2) era reproducida en el calculo numérico y que ésta estaba asociada al
eigenvalor para el cual todas las condiciones de compatibilidad correspondientes se
satisfacian. Asimismo, la figura muestra la comparacion de resultados pero ahora
usando €, = —0.420583. En este caso la energia analitica que se reproduce en el cilculo
numérico es E13 debido a que para ese valor de ¢, las condiciones de compatibilidad
que se satisfacen son las que corresponden al tercer eigenvalor de .
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Por otro lado, retomando las figuras de resultados y , es claro que el
comportamiento de la regiéon sombreada correspondiente al caso n = 1 en las graficas
se reproduce para los demés valores de n. El célculo de la condiciéon de compatibili-
dad global se especificd que era bajo n = 1, para diferentes valores de n las
condiciones de compatibilidad globales son, en principio, diferentes a . Otro re-
sultado importante es que, al cumplirse las condiciones de compatibilidad para Ao
en € = 0.420583, se esperaba que (FEi2) fuera la unica energia que se reprodujera
numéricamente, asi como en €, = —0.420583 la tnica energia que se reproduciria nu-
meéricamente serfa (E13), pero en cada uno de esos casos no solo se reprodujo para
n = 1 sino que lo hizo también para n = 0 y valores de n posteriores a 1. Esto es, al
encontrar ¢, tal que al menos las condiciones de compatibilidad del mismo eigenvalor
se satisfagan, se esperaba entonces que s6lo una de las energias analiticas resultaria
idéntica a alguna de las energias obtenidas numéricamente, pero el resultado contun-
dente es que los valores analiticos de energia para n = 0 y n posterior a 1 también
tienen su correspondiente valor numérico, lo cual implicaria que al buscar compatibi-
lidad para n = 1 también se est4 obteniendo una compatibilidad (cuyas expresiones
son desconocidas) que abarca todos los valores de n posibles.

El algebra para el calculo de las condiciones de compatibilidad se complica a ma-
nera que n aumenta. Esto es debido a que las condiciones de compatibilidad son una
consecuencia de la busqueda de los coeficientes Ag; mientras mayor sea el valor de n,

mas vectores Ag se necesitan para construir la funcion de onda (|4.5)) correspondiente
a su respectivo valor de energia dado por (4.4).

5.1. Cason=0>0
Sin=0,

Woi(z) = e " Ao. (5.1)

Sustituyendo (5.1) en la ecuacion de Schrédinger (4.2)) y factorizando las potencias de
z se obtiene lo siguiente:

Z()\ — )\Z)Ao +4 (Q — )\15\ — E)Ao =0,

y, como Ag no puede ser el vector nulo (caso trivial), se siguen las condiciones:

XA = )\ Ao, (5.2)
QAO = (E =+ )\ZS\)AO
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Recordemos ahora que se esta trab ndo en la eigenbase del operador A de modo
que a partir de las ecuaciones b se suprimira en A y € el superindice \)
para indicar la base en la que estan escrltos y se dara por sentado.

Dado que X se encuentra en su forma diagonal, de la satisfaccion de la ecuacion
de eigenvalor es posible determinar inequivocamente los vectores Ag para cada
eigenvalor \;. Notemos que cada una de las tres ecuaciones de eigenvalor generadas
por estarian tomando el papel de tres condiciones de compatibilidad.

Por otro lado, se sabe que para n = 0 la expresion analitica de la energia (4.4)
toma la forma E = Q;; — 7, lo cual nos permite reescribir la ecuacion (5.3) como sigue:

QAo = Qi Ao. (5.4)

Vemos que la ecuacion es también una ecuacién de eigenvalor para cada uno de
los elementos diagonales de €2 que estarfa involucrando los mismos vectores Ao que
. y generaria las tres condiciones de compatibilidad restantes. En otras palabras,
en el caso n = 0 las condiciones de compatibilidad se reducen a ecuaciones de eigen-
valor para los operadores by y Q, donde las expresiones y sugieren que Q
también sea diagonal en la eigenbase de >\ esto es, las cond1c1ones exigen que éstos
compartan eigenbase y en este caso, los vectores Ag serian eigenvectores de ambos
operadores simultdneamente.

El estudio del caso n = 0 arroja informaciéon muy importante sobre las bases de la
aplicacion del método aqui descrito para la soluciéon de sistemas fisicos representados
por hamiltonianos del tipo . Como ya se vio anteriormente en el analisis del caso
n = 1, de las seis condiciones de compatibilidad impuestas (dos para cada eigenvalor
;) se encuentra un conjunto de parametros que logra la satisfaccion de cuatro de ellas,
de las cuales dos son generadas para el mismo eigenvalor (A2). De esto altimo resulta
que la energia asociada a las condiciones de compatibilidad que se satisfacen para un
mismo eigenvalor (E12, en este caso) se valida como una eigenenergia del sistema de
TQDS. Ademés, se sabe también que de la comparacion de resultados numéricos y
analiticos fue observado que las energias asociadas a A2 pero para cualquier valor de
n son igualmente vélidas, y esto incluye n = 0. Es claro que las condiciones de compa-
tibilidad para n = 1 (generadas por ({£.13)) y n = 0 (generadas por (5.2) y (5.4)) son
estructuralmente distintas, y asi seran las condiciones para n's posteriores (tal como
se vera en la siguiente seccion con el estudio del caso n = 2), pero es un hecho que el
conjunto de pardmetros escogidos esté satisfaciendo las condiciones de compatibilidad
asociadas a A2 para cualquier valor de n y que satisfacer las condiciones para n = 0
implica que A y  estéan compartiendo el eigenvector correspondiente a Ay. Esto tltimo
es un resultado importante pues de encontrar un conjunto de parametros que satisfaga
todas las condiciones de compatibilidad para n = 1, implicitamente estaria llevando a
Q a una forma diagonal para obtener las energfas del sistema.
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5.2. Cason =2

Sin=2,

Wi(z) = e M7 (A2 + A1z + Ao). (5.5)

En este caso, la energia toma la forma de F = 2 4+ Qi — A2 y Az queda determinado

totalmente por la ecuacion (4.6al). De la manipulacion de las ecuaciones (4.6b)), (4.6c|) y

(4.6d) con n correspondiente, es posible encontrar las componentes de los coeficientes
Ao y Az, las cuales se presentan a continuacion:

—Q, .
1 T4 Qi — A2 4+ Xidk), — Qs D msti em 5 B
Agi = = § :sz[( k)( k _ # Am—A;
Qk' e — Ni Al — N Ak — A
Q#Z Q 1 Q (5:6)
ki E o TRema ) Y § (T Soki 2

— Qi
A — (14 Qi — A7 + )\Mk)( —Qy )— D i Uik 3y 255
07 A — As A — A; A — A;
o, o, (5.7)
by 7/\2,(291‘1%/\]6 7)\1,)4‘2)\1'),
J ki
le
A=) Q1) + 2%, (5.8)
ki v
— Q.
Ay = (5.9)
R VDY

Tal y como se ha visto en los casos anteriores, el coeficiente que no es comple-
tamente determinado por la ecuacion , se ha de determinar por las ecuaciones
y quedara sujeto al cumplimiento de la condicién de compatibilidad corres-
pondiente. En este caso, las expresiones para los coeficientes Ag y A1 se restringen al
cumplimiento de la condicién de compatibilidad para n = 2 que se presenta explicita-
mente en el apéndice [E]l De dicha condicién de compatibilidad global se extraen
nuevamente seis condiciones de compatibilidad locales, dos por cada uno de los eigen-
valores \; que, de haber un valor de ¢, para el cual se cumplan simultdneamente, las
energias generadas por la expresion para n = 2 serian eigenvalores definitivos del
hamiltoniano del TQDS. En este sentido, se presentan a continuacién las raices reales
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de las condiciones de compatibilidad generadas por (E.1)).

CCLij(Gb) =0 €p

CCL i=1, j=2 | -2.09097, -0.48373, -0.281108, -0.207279, 0.420583
CCL i=1, j=3 -0.420583, 0.207279, 0.281108, 0.48373, 2.09097
CCL i=2, j=1 0.420583

CCL i=2, j=3 -10.0489, -0.420583, 0.420583, 2.09532

CCL i=3, j=1 -0.420583

CCL i=3, j=2 -2.09532, -0.420583, 0.420583, 10.0489

Cuadro 5.1: Raices reales de las condiciones de compatibilidad locales (CCL)
correspondientes a cada uno de los eigenvalores \; para n = 2.

Como se puede ver en la tabla , nuevamente no existe ninguna raiz que sea
compartida por las seis condiciones, pero recordemos que aun sin lograr la satisfaccion
simultanea de éstas seis es posible obtener algin valor de energia valido estudiando
las condiciones de compatibilidad como pares del mismo eigenvalor. Vemos que las
condiciones de compatibilidad asociadas a A1 no comparten ninguna raiz mientras que
las condiciones asociadas a A2 y A3 comparten la raiz €, = 0.420583 y €, = —0.420583
respectivamente. A continuaciéon se muestran las curvas de compatibilidades corres-
pondientes a A2 y A3, se omiten las de \; debido a que no comparten raices y la
energia asociada a ellas no es valida para el sistema.
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, LCC i=2, j=1
— . ] & — LCCi=2, [=3

-50000 |- 4

Figura 5.6: Condiciones de compatibilidad asociadas al segundo eigenvalor de
X = Az,,(B — 467170) para el caso n = 2. De la tabla podemos ver que
ambas curvas comparten la raiz ¢, = 0.420583, es decir, se satisfacen en ese
punto. Dado que la diagonalizacién numérica del hamiltoniano del TQDS se
llevo a cabo considerando ¢, = 0.420583, la energia calculada analiticamente
correspondiente a Ay cumple con condiciones de compatibilidad y es una

energia valida del sistema, es por eso que se reproduce en el cilculo numérico.
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LCC i=3, j=2
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Figura 5.7: Condiciones de compatibilidad asociadas al tercer eigenvalor de X
A3 = —Ax,,(B+ 467170) para el caso n = 2. De la tabla podemos ver que
ambas curvas comparten la raiz ¢, = —0.420583, es decir, se satisfacen en ese
punto. Dado que la diagonalizacién numérica del hamiltoniano del TQDS se
llevo a cabo considerando ¢, = 0.420583, la energia calculada analiticamente
correspondiente a A3 no cumple con condiciones de compatibilidad y es
una energia invéalida del sistema, es por eso que no se reproduce en el calculo
numérico. No obstante, si se escogiese ¢, = —0.420583 para llevarse a cabo la
diagonalizacion numérica del hamiltoniano, seria la energia analitica asociada
a A3 la tnica energfa valida del sistema y la que se reproduzca por los resulta-
dos numeéricos.

Es importante mencionar que a pesar de haber una fuerte similitud entre las figu-
ras y , las cuales corresponden a las condiciones de compatibilidad para A2
en el caso n = 1 y n = 2 respectivamente, no existe mayor relacién entre las condicio-
nes para cada caso méas que la naturaleza que comparten de como son construidas, y
finalmente para los fines del célculo de las energias y eigenestados del TQDS, no es de
interés la forma de la curva que representa a cada condicién, lo que interesa son las
intersecciones que éstas tengan con el eje horizontal, el mismo comentario aplica para
las figuras y (5.7). En otras palabras, no nos importa como se ven las condiciones
de compatibilidad sino qué parametros las satisfacen.

Los resultados obtenidos en el caso n = 1 ya sugerian el desenlace del caso n = 2.
De la comparacion de las energias logradas analiticamente con las calculadas numéri-
camente se conocia que el analisis de las condiciones de compatibilidad podia llevarse
a cabo estudiando por separado el comportamiento de las condiciones asociadas al
mismo eigenvalor \; y asi determinar la validez de la energia correspondiente ;
como para €, = 0.420583 las tnicas condiciones de compatibilidad que se satisfacian
eran las ligadas a A2, se valida F12 como una de las energias del TQDS . Asimismo,
se sabfa que no soélo la energia Ei2 calculada analiticamente era reproducida por el
célculo numérico, sino que se reproducian para cualquier valor de n: E,3. Es claro
que esto dltimo engloba el caso n = 2 y se valida E22 como otra de las energias del
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TQDS. La explicacién que se tiene para que esto ocurra es que las condiciones de
compatibilidad asociadas a A2 se estan satisfaciendo en ¢, = 0.420583 para cualquier
valor de n incluyendo el 0 a pesar de que en principio, todas estas condiciones sean
completamente diferentes.

5.3. Calculo de los eigenvectores del TQDS

Para cada valor accesible de n, cuando se cumplen las condiciones de compatibi-
lidad locales se asegura la validez de las componentes de los coeficientes Ay que se
calculan para cada caso con ayuda de las ecuaciones (|4.6)); con estos coeficientes Ay
se construyen las funciones de onda ¥, generadas por que se propusieron como
solucién de y le corresponde a cada una un eigenvalor dado por . El cum-
plimiento de la totalidad de las condiciones de compatibilidad conduciria a la solucién
completa del hamiltoniano del TQDS, el cumplimiento parcial (cumplimiento de con-
diciones para un mismo eigenvalor \;) nos permite encontrar algunos valores aislados
de energia y sus respectivas eigenfunciones, es decir, nos otorga una solucién parcial
del sistema.

Al inicio de este capitulo se presentaron los resultados obtenidos de la compara-
cion de las energias analiticas con el calculo numérico y la diagonalizaciéon numérica
del ﬁTQ Ds permitié también el calculo de los eigenvectores del sistema. Tal y como se
mencioné con anterioridad, con el cumplimiento de las condiciones de compatibilidad
se validan las funciones de onda ¥;(z) como eigenfunciones del TQDS que, para poder
compararse con los resultados numéricos, deberan cambiar de representacion. En el
capitulo 4 se propuso ¥;(z) como solucién de I:ITQDS Es claro que se presenta
como una funcién continua y bien comportada en el espacio de Bargmann; sin em-
bargo, para que ésta pueda ser comparada con los resultados numéricos (que en este
caso vendrian siendo considerados como resultados exactos y punto de comparacion),
es necesario encontrar una traduccién que nos permita escribir las eigenfunciones de
forma discreta, esto es, convertir las eigenfunciones en eigenvectores.

A continuacion se propone un método para representar ¥;(z) de forma totalmente
vectorial y que permita su comparacion con los eigenvectores del TQDS calculados de
forma numérica.

Sabemos que en la representaciéon de Bargmann podemos escribir los operadores
de aniquilacién y creacion de la siguiente formas:

a= a a' =2
Cdz’ a
De aqui puede seguirse que:
d
At
a'a=z—,
dz
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donde a'ta es el operador de nimero IN en la base de Fock y satisface la ecuacion de
eigenvalor @@ |n) = n|n). En ese sentido, vemos que se cumple la siguiente relacion
en el espacio de Bargmann:

De lo anterior puede concluirse que z" en el espacio de Bargmann es proporcional al
ket [n) en el espacio de Fock. Esto es,

2" o |n).

Asimismo, el operador de aniquilacién & satisface la ecuaciéon de eigenvalor @ |\) =
A|A), donde el ket |A) representa los estados coherentes, y al cumplirse la siguiente
relacion:

d

N, N,
—)e N = =\ 7,
dz

(

se puede determinar también la relacién de proporcionalidad que sigue:

e M o |=\)

Siendo que conocemos la traduccion directa de los operadores & y a' al espacio de
Bargmann y ademés sabemos cémo se aplican a los estados de numero y los estados
coherentes, resulta conveniente escribir los kets |n) y |—\;) en términos de estos ope-
radores.

Una forma de escribir al ket |n) en funcion del operador de creacion es la siguiente:

0), (5.10)

y gracias a que conocemos la relacion entre los estados coherentes y los estados de
nimero, podemos escribir:

|_>\i>:e—%\—xw2z%|n). (5.11)
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Por otro lado, se puede mostrar facilmente que:

E:_f2§n|n>:e*“d*mm

de modo que sustituyendo la expresion anterior en ([5.11]), obtenemos la ecuacion si-
guiente:

|= M) = e~ 317Nl gy (5.12)

Ahora tenemos una expresion para |n) y |—A;) en términos de &' (cuya representacion
en el espacio de Bargmann es conocida) y del ket nulo.

Recordando que:

2" o |n)

=2 =1 0),

se puede concluir que el ket |0) en el espacio de Fock es proporcional a 1 en el espa-
cio de Bargmann y podemos encontrar el valor de esta constante de proporcionalidad
mediante normalizacién. Se conoce que en el espacio de Fock los kets |n) forman una
base ortonormal, de modo que el producto interno de cada vector consigo mismo es 1
y 0 con los demés vectores de la base. En el espacio de Bargmann se define el modulo
cuadrado de una funcién (producto interno consigo misma) como sigue [31]:

1 e
1= 1 [ 1Pe ez,

donde f es una funcion de la variable z que en principio es compleja del tipo z = x4 iy
6 z = re? y la integral va sobre todo el espacio.

Resolviendo en coordenadas polares y tomando en cuenta que en este caso f(z) =
2% =1, se obtiene:

27 [}
112°]1% = / / (1)2re " drdd = 1,
0 0

de tal forma que asi como el ket |0) est4 normalizado a 1 en el espacio de Fock, 20 esta
normalizado a 1 en el espacio de Bargmann, entonces:
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2 =1=0). (5.13)

Sustituyendo |D en las ecuaciones li y 1) y usando a' = 2 se obtienen las

relaciones de correspondencia entre espacios que se presentan a continuacion.

De Bargmann a Fock:

2" = nl|n), (5.14a)

et = el )y (5.14b)
De Fock a Bargmann:
. 2"
|n) = ok (5.15a)
|—Xi) = e 2PelPemriz, (5.15b)

. . . . s
Las relaciones encontradas nos permiten trasladar las eigenfunciones ¥,* a una
forma totalmente vectorial en el espacio de Fock. De la ecuacion (4.5) teniamos que:

Ui = ef/\iz(Ao + A+ A A2 Anz")
= Age M7 4 Are M2 Age M2 L4 Ape NP

Dado que z" y e”?** son funciones de una misma variable, esto es, se encuentran en
un mismo espacio, conmutan sin problema. Esto viene al caso porque al distribuir el
término e *** sobre todos los elementos de la suma en la ecuacién anterior, es igual-
mente valido colocarlo ya sea a la derecha o a la izquierda de las potencias de z; en
principio se puede escoger a uno como operador y al otro como estado o viceversa,

segin la conveniencia del célculo.
i ice: »™- ~t\n —Xiz. —L11x0?
Si se elige: z™: Operador = (@")" y e™"*: Estado = e~ 21" |=)\;),

entonces,
S NE e—%lkilz(aﬁ)" |_)\1> . (516)

Si se elige: 2™: Estado = v/n!|n) y e”**: Operador = e_A"’&T,
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entonces,

e i7" = Vple 8! |n), (5.17)

y es posible construir eigenvectores a partir de las eigenfunciones hibridas \Ilf{i, los
cuales denotaremos por |\I’>">n Usando la relacion lb como sigue:

|026) = e iNF Agml-a) e I Argal A e EN P Ane (@) ).
(5.18)

Alternativamente, usando la relacion (5.17)) se obtiene:
‘\p*i> = V0lAe@e % |0) +VIIA; @e 2 [1) 4.+ VilAn@e % [n). (5.19)

De manera explicita para los casos aqui estudiados n = 0,1,2 y escogiendo la
estructura de la ecuaciéon (5.18)), los eigenvectores quedan descritos finalmente de la
siguiente formas:

“I’Ai> —0 e M Ao @]-x),

’\IIA1> :67%‘&"2140@‘—Ai>+67%‘/\i‘2A1®dT|—)\i>,
n=1

’\Il)‘i> — 67%‘/\”2140@ =) _i_e*%I)\iIQAl ®at |_)\i>+e*%‘>\i‘2A2®(aT)2 WY
n=2

Partiendo desde n = 0, a manera que n aumenta se iran anadiendo a |‘Il>‘i>n:0
mas coeficientes Ay y términos en los que el operador &' se aplica mas y mas veces al
estado coherente |—\;) hasta que el valor de n lo indique. Es importante recalcar que
los coeficientes Ap que aparecen en |\I')‘i>n:2 y |\I'>‘i>n:1 no son iguales entre ellos

ni al que aparece en ‘\IIA1> asimismo, el coeficiente A1 en ‘\Il’\i>n7 es distinto

n=0’ 2
al que aparece en !‘Iﬁ‘i>n:1. Cuando se escoge un valor de n para trabajar, el calculo
de los coeficientes Ay (dado por las ecuaciones (4.6])) resulta independiente del que

estaria asociado a cualquier otra n.

El ambiente de programacién de Python incluye el manejo de los estados coheren-
tes asi como de los estados de Fock, por lo que las expresiones y para
|\Il)‘i>n quedan en una forma conveniente para la comparacion de los resultados ana-
liticos y numeéricos. Sin embargo, la comparacién se realizé con los eigenvectores en la
forma ([5.18]).
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Debido a que el cumplimiento de las condiciones de compatibilidad en todos los
casos aqui estudiados (n = 0,1,2) se ha dado tnicamente para las condiciones que
corresponden al eigenvalor A2, entonces en principio sélo tres de los nueve posibles
eigenvectores (tres por caso) se validan como eigenvectores de ﬁTQDs: |\Il)‘2>

[@32), 0y [272)

n=0’

n=2"

Recordemos que para la comparacion numérica y analitica de energias, se gene-
raron varios valores de energia analiticos con ayuda de la ecuacion (no solo las
asociadas al valor de n que se estuviera estudiando) para que hubiese consistencia con
la cantidad de eigenvalores de Jit T@Ds obtenidos mediante diagonalizacién numeérica y
ambos resultados se plasmaron en un gréfico de lineas esperando emparejamiento (ver
figura , notando que éste se daba para las energias asociadas a A2. Para el caso
de la comparacion de eigenvectores, la idea es similar. Cada energia analitica que fue
reproducida en el calculo numérico (lo cual significa que estd cumpliendo condiciones
de compatibilidad y se valida como energia del transbordador) tendra asociado un
eigenvector dado por que seré valido como un eigenestado del transbordador y
debera ser reproducido también por el calculo numérico, de modo que lo siguiente es
compararlo con el eigenvector calculado numéricamente que estd asociado al mismo
valor de energia. La manera de verificar que ambos eigenvectores sean idénticos es
compararlos componente a componente, pero dado que son vectores de 30 elementos
cada uno, no resulta muy eficiente. Por otro lado, otra forma de determinar que dos
vectores son iguales es verificando que tengan la misma magnitud, direccién y sentido,
de modo que si son vectores normalizados que se encuentran en la misma direccién
y tienen el mismo sentido, el producto interno entre ellos debera ser uno y sera la
prueba de que los vectores son equivalentes. Ahora, pensando en que estos vectores
representan estados, no viene mucho al caso hablar de que tengan el mismo sentido,
si tienen misma magnitud y direccién, son eigenvectores que se corresponden, ya sea
que el producto interno entre ellos dé 1 6 -1. Al realizar el producto interno entre
’\If>‘2>n:0, |\Ii>‘2>n:1 y ‘\Il>‘2>n:2 debidamente normalizados con sus respectivos ei-
genvectores numéricos (los que comparten con ellos el eigenvalor), se pudo verificar
que tenian misma magnitud y direccién, por lo que, asi como anteriormente se va-
lidaron las energias analiticas al ser reproducidas en el calculo numérico, se validan
ahora también los eigenvectores analiticos asociados a esas energias como eigenestados
del TQDS. Cabe mencionar que los vectores |\I’>‘I>n construidos a partir de lb
debidamente normalizados forman, al igual que los eigenvectores calculados mediante
diagonalizacién numérica, una base ortonormal.

Dado que las condiciones de compatibilidad para A1 y A3 no se estan satisfaciendo
en €, = 0.420583, los estados |\Il)‘1>n y |‘Il’\3>n estarian construidos con coeficien-
tes Ay invalidos y por lo mismo, también serian invélidos. Si se hubiese considerado
ep, = —0.420583, serfan los estados ‘\Il)‘3>n los reproducidos en el calculo numérico y
los vectores |\Il)‘1>n y |‘Il>‘2>7L se habrian invalidado.

5.4. Parametros tipicos
En los estudios previos del TQDS presentados como antecedentes en el capitulo 2

de este trabajo, para los calculos numéricos se establece un conjunto de parametros
con valores especificos que son una constante en cada una de esas investigaciones y son
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referidos como parametros tipicos, estas cantidades estan dadas como sigue: o = 5,
Vo=05ya=0.2.

Explorando nuevamente en primera instancia el caso n = 1, se calculan las con-
diciones de compatibilidad correspondientes para este nuevo conjunto de parametros,
esperando encontrar al menos un valor de ¢, para el cual todas las condiciones se sa-
tisfagan simultdneamente o, en su defecto, que las condiciones que logren satisfacerse
estén asociadas al mismo eigenvalor \; para que esto nos asegure la validez de por lo
menos una de las energias del sistema.

2r SN 1 LCCi=1, j=2
T ] — LCCi=1, j=3

LCC =2, j=1

LCC =2, j=3

T LCC i=3, j=1

. LCC i=3, j=2

Figura 5.8: Condiciones de compatibilidad asociadas a cada uno de los eigen-
valores \; para el caso n = 1 y usando los parametros tipicos: xo =5, V5 = 0.5
y a = 0.2. Las seis condiciones comparten la raiz ¢, = 0, de modo que para
€, = €, se satisfacen todas las condiciones de compatibilidad simultdneamente.

Entonces, si para la diagonalizacién numérica del I:ITQ ps se consideran los parame-
tros tipicos y €, = 0, se espera que al cumplirse todas las condiciones de compatibilidad,
las energias F11, Fi12 y F1s generadas por la expresion para n = 1 y cada uno
de los eigenvalores \; se validen como eigenenergias de fITQ ps al coincidir con tres de
los eigenvalores obtenidos en el calculo numérico.

A continuaciéon se muestra la comparacion entre las energias calculadas de forma

analitica con las obtenidas numéricamente usando los parametros tipicos y la raiz que
se encontr6é comparten las condiciones de compatibilidad.
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Energias del TQDS

a)
Calculo numeérico Calculo analitico
6 59804
5 19804
4 39804
3 29804
2 19804
1 0.9804
20000 20000 b)
19975
En
..... E
19950 .
— Eiz
19925
19900
19875
19850
19825
Loggo 19804

Figura 5.9: a) Comparacion entre los resultados obtenidos del calculo de la
energia del TQDS de forma numérica (izquierda) y analitica (derecha) consi-
derando los parametros tipicos g = 5, Vyj = 0.5, « = 0.2 y ¢, = 0; éstos se
muestran para 6 valores distintos de n, desde 0 a 5 en orden ascendente. La
zona sobresaltada en gris es la que corresponde a las energias con n = 1. b) Se
muestra aqui un acercamiento de la zona resaltada gris en a).

Vemos de la figura (5.9) que la coincidencia entre las energias analiticas y numéri-
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cas es total, no sélo para el caso n =1 (que era lo esperado ya que las condiciones de
compatibilidad correspondientes a n = 1 son las que se mostré que se satisfacian en
e» = 0), sino también para el caso n = 0 y valores de n posteriores a 1, como ya se habia
obtenido anteriormente para la comparacién y analisis de energias con otro conjunto
de parametros. Esto implicaria que para ¢, = 0 se estarian cumpliendo las ecuaciones
, , condiciones de compatibilidad globales correspondientes a valores de n
mayores a 2 que aun son desconocidas y por tltimo pero no menos importante, se
estarian satisfaciendo las condiciones de compatibilidad para n = 0 (| .. lo cual
51gn1ﬁca que la eleccion de los parametros tipicos y de € = €r diagonaliza a la matriz
€2 en la eigenbase del operador X, 0 en otras palabras, by y € se diagonalizan simulté-
neamente.

Al cumplirse las condiciones de compatibilidad para todos los eigenvalores \; en
er, = 0 y para cualquier valor de n, el sistema queda resuelto totalmente y todas
las eigenenergias analiticas y sus respectivos eigenestados ’\Il>‘1>n se reproducen en el
céalculo numérico.
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Capitulo 6

Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo de investigacién fue estudiar un sistema que
hasta el momento sb6lo habia podido ser resuelto numéricamente observandolo desde
un régimen distinto que tal vez permitiria encontrarle solucién exacta de forma anali-
tica: el transbordador de triple punto cuéntico en el régimen lineal de tunelaje. Como
se pudo ver en la seccién 1.8.1, la linealizacién de las tasas de tunelaje provee una
simplificaciéon considerable del ﬁTQ DS, lo cual lo convierte en un objeto matematico
algebraicamente mas manejable y fisicamente, provee informacién de un sistema donde
la tinica consideracién especial es que las barreras de potencial entre los QD’s extremos
v el QD central sean angostas.

En la bisqueda de métodos de soluciéon analiticos para el I:ITQ DS se encontraron
dos procedimientos potencialmente admisibles, los cuales se presentan desarrollados a
detalle en los capitulos 3 y 4 de esta tesis. El primer método estudiado (capitulo 3),
propuso una generalizacion particular del modelo de Rabi de 2 niveles extendiendo
su simetria Z2 a un sistema de N niveles con simetria Zn. Esto lo hizo construyendo
unos operadores X y 7 de dimensién N con caracteristicas especificas de manera que
éstos se reduzcan a las matrices de Pauli 65 y 6~ respectivamente para N = 2. La
base de este método es justamente que sin importar el valor de N, el hamiltoniano de
Rabi generalizado asociado mantendra la simetria Zn correspondiente y precisamente,
la presencia de esta simetria en el sistema permitiria una diagonalizacién parcial del
hamiltoniano mediante la transformacién unitaria de Fulton-Gouterman. Para iden-
tificar si el hamiltoniano del TQDS era soluble usando este procedimiento, el primer
requisito a cumplir era que I:ITQDS fuera poseedor de la simetria Zs. Sin embargo, de
la comparacién directa entre HTQ ps con el que esperdbamos fuera su analogo cons-
truido a partir de la generalizacion Hy (el cual se mostré que si posefa la simetria),
se pudo concluir que el hamiltoniano del TQDS no es simétrico ante Z3, por lo cual
no fue posible calcular de manera analitica las energias y los eigenestados del sistema
mediante este método.

El segundo método estudiado (capitulo 4) present6 una alternativa para encontrar
algunas soluciones de manera analitica en hamiltonianos del tipo . Este se basa
en la resoluciéon de la ecuacion de Schrodinger en el espacio de Bargmann , lo
cual provee una expresion analitica para la energia del sistema que viene de la
exigencia de analiticidad de la solucién y propone eigenfunciones de la forma ,

69



reduciendo el problema a encontrar la forma de los coeficientes vectoriales Ag. De
sustituir en la ecuacion de Schrédinger en el espacio de Bargmann se obtiene una
serie de relaciones que permiten el calculo de expresiones para las componentes de los
vectores Ag al escoger algun valor de n, pero la validez de estas expresiones queda
condicionada al cumplimiento de lo que llamamos condicién de compatibilidad global.

Las condiciones de compatibilidad son expresiones que relacionan los elementos
matriciales de los operadores A y € (matrices que conforman a ﬁTQ DS ¥ se encuen-
tran ambas en la eigenbase de 5\), y de la condiciéon global se generan N —1 condiciones
de compatibilidad locales por cada eigenvalor de X. Dado que las condiciones de com-
patibilidad restringen los valores que pueden tomar los pardmetros del sistema, la
expresion analitica para la energia, los coeficientes A y por consiguiente las funciones
dadas por (4.5) quedan sujetas a su cumplimiento. Para cada valor de n hay una con-
dicién de compatibilidad global que genera seis condiciones de compatibilidad locales,
dos por cada eigenvalor \;. En este trabajo se estudiaron los casos n = 0,1,2 y se
calcularon sus respectivas condiciones.

Por otro lado, las condiciones de compatibilidad locales no son independientes en-
tre si en el sentido que si se escoge un conjunto de pardmetros adecuado donde se
satisfagan las que estdn asociadas al mismo eigenvalor \;, esto nos aseguraria al menos
una energia y una eigenfuncion valida del sistema de transbordador calculados analiti-
camente. Para tener un punto de referencia que indicara que los resultados obtenidos
analiticamente fueran correctos, se escribié un cédigo en PYTHON que diagonalizara
numéricamente el hamiltoniano linealizado del TQDS y arrojara sus eigenvalores y
eigenvectores, los cuales fueron tomados como la solucién exacta del sistema para fines
comparativos. La forma de verificar los resultados fue simple, si el resultado obteni-
dAo analiticamente se reproducia en el célculo numérico, se validaba como solucién de
Hrgps.

Uno de los resultados importantes del estudio de este método es que aunque se
escogieran inicialmente los parametros del sistema de tal forma que se cumplieran es-
pecificamente las condiciones de compatibilidad para n = 1 (al menos las del mismo
eigenvalor), se obtuvo que de manera implicita se estaban cumpliendo simultaneamen-
te a ellas las condiciones para toda n, a pesar de que, en principio, todas son distintas.
Esto nos hizo pensar en una posible recursiéon, que las condiciones de compatibilidad
para una n dada involucraran todas las condiciones asociadas a n's anteriores, pero la
idea se descartd al estudiar el caso n = 0.

Las condiciones de compatibilidad para n = 0 son contundentes: b y Q deberan
compartir eigenvectores. Si consideramos los parametros tipicos (como se vio en la
seccion 5.1.4), para n = 1 se dio una satisfacciéon total de las condiciones de compa-
tibilidad en ¢, = 0, de modo que la eleccién de zo = 5, Vp = 0.5, a = 0.2 y €, = €,
lleva a € a su forma diagonal en la base de A Que ambos operadores se diagona-
licen simultaneamente asegura el cumplimiento de las condiciones de compatibilidad
para cualquier valor de n y esto nos conduce a la solucién total del sistema, puesto
que se validan todas las energias que pueden ser generadas por y sus respectivas
eigenfunciones . En el caso del conjunto de pardmetros que se escogi6é aqui para
trabajar: xo =5, Vo = 0.7, a = 0.01, ¢, = 1 y €, = 0.579417, esta eleccién permitié que
A y Q2 tuvieran al menos un eigenvector en comun, el asociado a Az, eigenvalor para
el cual justamente se cumplen las condiciones de compatibilidad. Esto nos conduce a
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una solucién parcial del sistema, ya que se validan solamente las energias generadas
por (4.4) que involucren a A (un tercio del ntimero total de eigenvalores de Hrgps)
y sus respectivas eigenfunciones.

Otro resultado importante es que se desarrollé una propuesta para la traduccion
de las eigenfunciones en el espacio de Bargmann a eigenvectores en el espacio de
Fock, esto para que fuera posible la comparacion y se verificara consistencia entre los
resultados analiticos y numeéricos.

El presente trabajo provee un analisis amplio del método desarrollado por M. Kus
en 1986 para hamiltonianos del tipo y particularmente aplicado al hamiltoniano
del transbordador de triple punto cuéntico linealizado, de modo que al final es posible
determinar un criterio de aplicabilidad o no aplicabilidad del método. Esto es, si se
permite diagonalizacién parcial o total del operador Q trabajando en la eigenbase de
A por medio de la eleccion adecuada de los parametros del sistema, el hamiltoniano
que se trabaje sera elegible para ser solucionado ya sea parcial o totalmente.
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Apéndice A
Eigenvectores de la matriz A

Seran etiquetados por 7, donde el subindice i denotaré al eigenvalor A; al que el
eigenvector corresponde y se encuentran debidamente normalizados.

1 1
1 0 1 2Vpo
Y11= = y Vo= T T//—/—/—m—— (£ +B)
V2 1 2+ 72/0202 5 ! 21
(W+B)
1
1 —2Vo
RE] (B— b
AV 202 Izg
2+ (Bf}—b)z ~1
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Apéndice B
Matriz de transformacion

La matriz de transformacién o de cambio de base se construye con los eigenvectores
de la base a la cual se quiere transformar (en este caso, los eigenvectores de A) pero
escritos en la base que se encuentren actualmente y esto nos permite expresar a {2 en

su forma inicial en la base donde X es diagonal. Esto es:

AT aA ™)
C QC =0
Donde,
1 (325 +B) (B—1%5)
V2 \/2(;)?0 +B)2+4VZa? \/2(3—4}7 )2+4VZ a2
N 2Voo —2Vh
C= \/2(42’0 +B)2+4V2a? \/2(374;—?0)2+4V02a2
. c
i ~(5%5+B) —(B—1%)

V2 \/2(4}70 +B)2+4VZa2 \/2(3774}’0 )2+4VZ a2
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Apéndice C

Operador QO\) en su forma
matricial

Después de aplicar la transformacién de cambio de base a la matriz €2, tenemos
que ésta se ve en la eigenbase de A como sigue:

Q(A) _

e +er)

€

(B+4T'f0 Yep—4Vo Vi

(B+42)ep—4VoVia

(B— g )ep+4Vp Vi

\/4(B+ )2 48V Ea2

(B— 4270 Jep+4Vo Vi

5 -
\/4(37 15)2+8VEa?

Izg Izg
\/4(B+;—?0)2+8V02a2 \/4(3742—{70)2+8V02a2
(e +er) 0 (C.1)
0 1
2 (el + 57‘)
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Apéndice D

Algoritmo para el calculo
numeérico

Algoritmo para resolver el hamiltoniano numéricamente y comparar con los resul-
tados analiticos en Python usando la libreria QuTiP:

» Llamar a las librerias:

e Llamar a QuTiP (libreria para simulacién de sistemas cuanticos).
e Llamar a Matplotlib (libreria para graficar).

e Llamar a Numpy (libreria con arreglos numéricos y funciones matemati-
cas).

= Especificar los parametros fijos del sistema:
e Definir la dimensién del subespacio de modos de oscilacion: D = 10.
e Especificar I, w, €, €, €, Azp, Vo, a ¥ Zo.

= Definir a los operadores del subespacio electrénico en la base de X:

e Declarar las matrices de los operadores §2 1} vy A lb como objetos
“Qobj” de QuTiP.

= Definir a los operadores del subespacio de modos de oscilaciéon:

e Utilizar los operadores de aniquilacion y creaciéon ya definidos en QuTiP
para calcular aé'a y a' + a.

Calcular el hamiltoniano del sistema:

e Usar la funcién “tensor” de QuTiP para multiplicar los correspondientes
operadores de los dos subespacios en (1.14)).

e Sumar las partes para obtener el hamiltoniano completo del sistemas: fITQDS.
= Obtener energias numeéricas:

e Usar la funcion “eigenenergies” de QuTiP en el hamiltoniano para calcular
sus eigenvalores.
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e Guardar las energias en un arreglo de Numpy.
= Calcular energias analiticas:

e Usar la expresion obtenida analiticamente para calcular los valores de ener-
gia (4.4).

e Guardar las energias en un arreglo de Numpy.
= Comparar el espectro numérico y analitico graficamente:

e Usar la funcién “subplots” de Matplotlib para crear una grafica compuesta
de dos sub-gréaficas.

e Anadir los datos de las energias numéricas a la primer sub-grafica.

e Anadir los datos de las energias analiticas a la segunda sub-gréafica.
= Calculo de eigenestados numéricos:

e Usar la funcién “eigenstates” de QuTiP en el hamiltoniano para calcular
sus eigenestados.

= Calculo de eigenestados analiticos:

e Declarar los vectores A;; obtenidos analiticamente como objetos “Qobj”
de QuTiP.

e Usar la funcién “coherent” de QuTiP para escribir la parte del subespacio
de modos de oscilacion de los eigenestados analiticos.

e Usar la funcion “tensor” de QuTiP para unir los 2 subespacios que com-
ponen a los eigenestados.

e Sustituir los 3 puntos anteriores en la expresion global para los eigenestados
del sistema ([5.18]).

= Comparar eigenestados analiticos con eigenvectores numéricos que corresponden
a la misma eigenenergia:

e Usar la funcion “overlap” de QuT%P para calcular el producto interno entre
estados numéricos y analiticos con la misma energia.

e Si el resultado del producto interno es 1 6 -1 se concluye que los estados
son iguales.
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Apéndice E

Condicién de compatibilidad
global para n = 2

Dado que las condiciones de compatibilidad globales (y locales) son distintas para
cada valor de n que se escoge, se calculan para cada caso. Las condiciones para n = 0
y n =1 se incluyen en el texto, aqui se presenta adicionalmente la de n = 2:

— Q4
(24 Qi — A —A'A-)[(1+Qu‘ — AT+ ( —i ) - Loz T (Ak*&i)
i i iN\j

X — i X — i A — Ai

o QZ (14 Q= X+ ), —Qu
- () ran)] - Yol o) (i

)\j*Ai Py >\k i )\j *Ai >\k*)\i

Z #i ka(}\ 7,\ ) —Q.s

- m#i le 2/\ )\ i
VY )\k_ ; )+ )N - (/\j_)\i)

_ %[Z 0O, (14 Qi — A2 4+ Xidg) ( Qi Zm;ﬁz Qim )\QOAl
o e — A A — A X — A
k#1
o ZQW LT )+ 200] 4 A Y Qu “Wi Lo =0 (B
T — — Ak — A !

ki
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