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1.1.2. Topoloǵıa débil∗. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2. Operadores acotados. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2.1. Operadores en espacios de Banach, . . . . . . . . . . . 12
1.2.2. Operadores en espacios de Hilbert. . . . . . . . . . . . 13
1.2.3. Operadores compactos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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Introducción

Los espacios con producto interior y dentro de ellos los espacios de Hilbert
son, quizá, la mejor generalización de los espacios euclidianos. Más allá de
conservar aspectos geométricos estos espacios son una herramienta de gran
relevancia en el análisis funcional y en algunas formulaciones matemáticas de
la f́ısica.

Un concepto central en los espacios con producto interior es la ortogo-
nalidad y es bien sabido que dicha noción no se tiene, en general, para los
espacios de Banach, puesto que no toda norma es inducida por un producto
de este tipo.

A lo largo de décadas se han introducido nociones de ortogonalidad en
espacios de Banach. Dado X un espacio de Banach y x, y ∈ X, se dice que x
es ortogonal a y

1. en el sentido de Birkhoff [3], si para todo escalar λ se tiene que
‖x+ λy‖ ≥ ‖x‖;

2. en el sentido de Roberts [21], si para todo escalar λ se tiene que
‖x+ λy‖ = ‖x− λy‖;

3. en el sentido isoscéles de James [10], si
‖x+ y‖ = ‖x− y‖;

4. en el sentido pitagórico de James [10], si
‖x− y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2;

5. en el sentido de Singer [25], si∥∥∥∥ x

‖x‖
+

y

‖y‖

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ x

‖x‖
− y

‖y‖

∥∥∥∥ .
Este trabajo se enfoca dos nociones: la de Birkhoff-James y la noción de

Saidi desarrollada recientemente en [23]
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En el primer caṕıtulo se presentan resultados preliminares para el desarro-
llo de la parte central de este trabajo. Se incluyen algunos resultados básicos
en análisis funcional. Más precisamente, la construcción de topoloǵıas débiles
y algunos resultados centrales en la teoŕıa de operadores acotados. También
se presentan algunos resultados sobre álgebras de Banach y los C∗-módulos
de Hilbert, que generalizan a los espacios de Hilbert.

En el caṕıtulo dos se presenta la idea de ortogonalidad de Birkhoff-James
y se hace una caracterización de ésta en algunos espacios de gran relevancia
dentro del análisis funcional. Primero se caracteriza dicha noción en el espacio
de operadores entre espacios de Hilbert de dimensión finita, para después
generalizar el resultado a operadores entre espacios de Hilbert arbitrarios.
Por último se caracteriza esta ortogonalidad en C∗-módulos de Hilbert.

En el caṕıtulo tres se presenta la noción de ortogonalidad de Saidi y que
ésta implica la ortogonalidad en el sentido de Birkhoff-James. Se incluyen
importantes equivalencias de esta noción y se dan algunas aplicaciones. Una
de las mas importantes es la siguiente.

Sean H y K espacios de Hilbert. Sea T ∈ B(H,K). Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes.

1. T es compacto.

2. Existe una sucesión (Tn)n ∈ B(H,K) de operadores de rango finito
tales que

‖T − Tn‖ −→ 0.

Esta equivalencia no necesariamente se da cuando H y K son espacios de
Banach, sin embargo, si Y tiene una base de Schauder cuyos elementos son
ortogonales en el sentido de Saidi, entonces el resultado es válido.

Finalmente, en el caṕıtulo cuatro se caracterizan las dos nociones traba-
jadas en los caṕıtulos anteriores para espacios de Banach concretos, a saber,
el espacio de sucesiones

`pL(C) = {(xn)n∈L ⊆ C : ‖(xn)n∈L‖p <∞},

el cual es de Banach con la norma dada por

‖(xn)n∈L‖p =

(∑
n∈L

|xn|p
) 1

p

y donde L ⊆ N. Estos resultados muestran que estas nociones coinciden con
la ortogonalidad dada en términos del producto interior cuando p = 2 y en
este caso el espacio śı es de Hilbert.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se presentan algunos resultados fundamentales en el es-
tudio de los espacios de Banach y de los operadores entre ellos. Estos serán
la base de los resultados centrales de este trabajo.

1.1. Topoloǵıas débiles.

Teorema 1.1. Sean X un conjunto y S ⊆ ℘(X). Sea

BS =

{
n⋂
i=1

Si : Si ∈ S, n ∈ N

}
∪ {∅, X}.

Sea τS la familia de subconjuntos U de X tales que para todo x ∈ U , existe
B ∈ BS tal que x ∈ B ⊆ U . Entonces τS es una topoloǵıa para X y es la
mı́nima que contiene a S. Además BS es una base para τS.

Demostración. Claramente ∅ y X son elementos de τS.
Sean U, V ∈ τS. Si U ∩ V = ∅, entonces U ∩ V ∈ τS. Si U ∩ V 6= ∅

sea x ∈ U ∩ V , entonces existen B1, B2 ∈ BS tales que x ∈ B1 ⊆ U y
x ∈ B2 ⊆ V . Como BS es cerrado bajo intersecciones finitas se sigue que
x ∈ B1 ∩B2 ⊆ U ∩ V y por tanto U ∩ V ∈ τS.

Sea {Uα : α ∈ A} una familia de elementos de τS y sea x ∈
⋃
α∈A Uα. Como

x ∈ Uα0 para algún α0 ∈ A, entonces existe B ∈ BS tal que x ∈ B ⊆ Uα0 ,
por tanto x ∈ B ⊆

⋃
α∈A Uα y esto implica que

⋃
α∈A Uα ∈ τS.

Si τ es una topoloǵıa que contiene a S, evidentemente esta topoloǵıa
contiene a cualquier intersección finita de elementos de S, es decir, BS debe
de estar contenida en τ , y como consecuencia τS ⊆ τ.
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Finalmente, como cualquier elemento de τS es unión de elementos de BS,
se sigue que esta familia es una base para dicha topoloǵıa.

Observación 1.2. Sean X un espacio topológic y {Yα}α∈A una familia de
espacios topológicos. Sea

F = {fα : X −→ Yα}α∈A

una familia de funciones continuas. Entonces existe una mı́nima topoloǵıa
respecto a la cual son continuos los elementos de F .

Considérese

S = {f−1
α (Uα) : α ∈ A y Uαes abierto en Yα} ⊆ X,

en vista del teorema anterior, τS es la mı́nima topoloǵıa que contiene a S y
ésta es la mı́nima respecto a la cual son continuos los elementos de F . Por
tanto, esta es la topoloǵıa buscada.

Definición 1.3. Sean X un espacio topológico y {Yα}α∈A una familia de
espacios topológicos. Sea

F = {fα : X −→ Yα}α∈A

una familia de funciones continuas. A la mı́nima topoloǵıa que hace continuos
a los elementos de F se le llama topoloǵıa débil respecto a F y se denota como

σ(X,F ).

En ocasiones la topoloǵıa débil también se denota por w.

Teorema 1.4. Sean X un espacio topológico y {Yα}α∈A una familia de es-
pacios Hausdorff. Sea

F = {fα : X −→ Yα}α∈A

una familia de funciones continuas que separa puntos, es decir, para cua-
lesquiera x, y ∈ X existe fα ∈ F con la propiedad de que fα(x) 6= fα(y).
Entonces (X, σ(X,F )) es de Hausdorff.

Demostración. Sean x, y ∈ X, entonces existe fα ∈ F con la propiedad de
que fα(x) 6= fα(y). Como Yα es Hausdorff se sigue que existen abiertos ajenos
U y V tales que fα(x) ∈ U y fα(y) ∈ V . Como consecuencia se tiene que
x ∈ f−1

α (U) y y ∈ f−1
α (V ), además de que f−1

α (U) y f−1
α (V ) son abiertos

ajenos en σ(X,F ). Por tanto (X, σ(X,F )) es de Hausdorff.



Teorema 1.5. Sean X un espacio topológico y {Yα}α∈A una familia de es-
pacios topológicos. Sea

F = {fα : X −→ Yα}α∈A

una familia de funciones continuas. Una red (xγ)γ∈Γ ⊆ X converge a x ∈ X
respecto a la topoloǵıa σ(X,F ) si y solo si (fα(xγ))γ∈Γ converge a f(x) para
todo α ∈ A.

Demostración. Supóngase que (fα(xγ))γ∈Γ converge a f(x) para todo α ∈ A.
Sea U = ∩ni=1{f−1

αi
(Uαi

)} una vecindad básica de x en la topoloǵıa σ(X,F ).
Como (fαi

(xγ))γ∈Γ converge a fαi
(x) ∈ Uαi

, entonces existe γi ∈ Γ tal que si
δ ∈ Γ es tal que γi ≤ δ entonces fαi

(xδ) ∈ Uαi
, esto cada i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Como {γ1, γ2, . . . , γn} ⊆ Γ y Γ es un conjunto dirigido, entonces existe γ0 ∈ Γ
tal que γi ≤ γ0 para todo i. Supóngase que γ0 ≤ δ, entonces γi ≤ δ para
todo i y por tanto se sigue que fαi

(xδ) ∈ Uai para todo i. Como consecuencia
xδ ∈ U = ∩ni=1{f−1

αi
(Uαi

)} y por tanto xγ −→ x respecto a la topoloǵıa
σ(X,F ).

El rećıproco se sigue de la continuidad de los elementos de F .

1.1.1. Topoloǵıa débil.

Dado un espacio de Banach X sobre un campo F , se denotará como X∗

al espacio dual de X, es decir, al espacio de funciones lineales y continuas
definidas en X y que toman valores en F .

Definición 1.6. Sea X un espacio normado y considérese X∗. La topoloǵıa
σ(X,X∗) se llama topoloǵıa débil en X.

Observación 1.7. La familia X∗ separa puntos y como consecuencia la to-
poloǵıa débil es de Hausdorff.

También, por el Teorema 1.1 se sigue que una red (zγ)γ∈Γ ⊆ X converge
a z ∈ X con respecto a la topoloǵıa débil si y solo si x∗(zn) converge a x∗(z)
para todo x∗ ∈ X∗.

Observación 1.8. Sean x0 ∈ X y ε > 0. En vista del Teorema 1.1, si

{x∗1, x∗2, . . . , xn} ⊆ X∗,

se tiene que

V (x0, x
∗
1, x
∗
2, . . . , x

∗
n, ε) :=

n⋂
i=1

(x∗i )
−1(ai − ε, ai + ε) =



{x ∈ X : |x∗i (x− x0)| < ε, 1 < i < n},

donde ai = xi(x0), es un abierto básico en la topoloǵıa débil.

Teorema 1.9. Sea X un espacio de Banach. Sea C ⊆ X convexo. Entonces
la cerradura de C respecto a la topoloǵıa débil coincide con la cerradura de C
respecto a la topoloǵıa definida por la norma.

Demostración. C
‖‖

y C
w

representan la cerradura respecto a la topoloǵıa
inducida por la norma y la cerradura respecto a la topoloǵıa débil, respecti-
vamente.

Supóngase que x0 /∈ C‖‖. Como {x0} es compacto y C
‖‖

cerrado, por el
teorema de Hahn-Banach se sigue que existe un funcional lineal x∗ tal que

Re x∗(x0) < α < Re x∗(c),

para todo c ∈ C‖‖. Entonces

V = {x ∈ X : (x∗)−1
(
Re−1 (−∞, α)

)
}

es un abierto en la topoloǵıa débil que contiene a x0 y que no intersecta a C,

entonces x0 no está en C
w

. Esto prueba que C
w ⊆ C

‖‖
.

Rećıprocamente, X \ Cw
es abierto en la topoloǵıa débil y como conse-

cuencia es abierto con respecto a la topoloǵıa inducida por la norma, entonces
C
w

es cerrado respecto a ésta última. Como la cerradura es el cerrado más

pequeño que contiene al conjunto se sigue que C
‖‖ ⊆ C

w
.

Corolario 1.10. Sea X un espacio de Banach. Entonces un conjunto convexo
C ⊆ X es cerrado con respecto a la topoloǵıa débil si y solo si es cerrado con
respecto a la topoloǵıa inducida por la norma.

1.1.2. Topoloǵıa débil∗.

Definición 1.11. Sea X un espacio normado y X∗∗ su espacio bidual. La
aplicación

J : X −→ X∗∗

dada por
J(x) = Jx = φ,

donde φ ∈ X∗∗ es tal que φ(y∗) = y∗(x) para todo y∗ ∈ X∗, es llamada la
inyección canónica de X en X∗∗.



Observación 1.12. Nótese que J es lineal y acotada. También

‖J(x)‖ = sup
‖y∗‖=1

{J(x)(y∗)} =

sup
‖y∗‖=1

{y∗(x)} = ‖x‖.

Esta última igualdad se sigue del teorema de Hahn-Banach, pues este ga-
rantiza la existencia de un funcional z∗ ∈ X∗ tal que ‖z∗‖ = 1 y z∗(x) = ‖x‖.

Definición 1.13. Sea X un espacio normado. Considérese la familia de fun-
cionales

J(X) = {Jx : x ∈ X}.

A la topoloǵıa σ(X∗, J(X)) en X∗ se le llama topoloǵıa débil∗. En ocasiones
a la topoloǵıa débil∗ también se le denota por w∗.

Observación 1.14. La familia J(X) separa puntos y como consecuencia la
topoloǵıa débil∗ es de Hausdorff.

También, por el Teorema 1.1 se sigue que una red (z∗γ)γ∈Γ ⊆ X∗ converge
a z∗ ∈ X∗ respecto a la topoloǵıa débil∗ si y solo si Jx(zγ) converge a Jx(z

∗)
para todo x ∈ X. Esto equivale a que la red (z∗γ)γ∈Γ ⊆ X∗ converge a z∗ ∈ X∗
respecto a la topoloǵıa débil∗ si y solo si z∗γ(x) converge a z∗(x) para todo
x ∈ X.

Observación 1.15. En vista del Teorema 1.1, dados x∗0 ∈ X∗, ε > 0 y

x1, xx, . . . , xn ∈ X,

el conjunto
V (x∗0x1, . . . , xn, ε) =

n⋂
i=1

J−1
xi

((ai − ε, ai + ε)) = {x∗ ∈ X∗ : |(x∗ − x∗0)(xi)| < ε}

es una vecindad de x∗0 en la topoloǵıa débil∗, donde ai = x∗0(xi) para todo i.

Teorema 1.16 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Sea X un espacio de normado
sobre un campo F (R o C). Entonces BX∗ = {x∗ ∈ X∗ : ‖x∗‖ ≤ 1} es
compacto respecto a la topoloǵıa débil∗.



Demostración. Considérese el producto topológico

Y =
∏
x∈X

[−‖x‖, ‖x‖] ⊆ RX .

Nótese que si z∗ ∈ BX∗ entonces

|z∗(x)| ≤ ‖x‖

para todo x ∈ X. Esto permite definir la función

Φ : BX∗ −→ Y

dada por
Φ(z∗) = y

donde y satisface que Px(y) = z∗(x) y donde Px es la proyección sobre el
factor indexado por x. Por la definición de esta función se sigue que

(Px ◦ Φ)(z∗) = z∗(x) = Jx(z
∗),

para todo x ∈ X, lo cual muestra que Φ es continua. También es claro que Φ
es inyectiva.

Sea

V = V (x∗0, x1, . . . , xn, ε) =
n⋂
i=1

J−1
xi

((ai − ε, ai + ε))

un abierto básico en la topoloǵıa débil∗. Entonces

Φ

(
n⋂
i=1

J−1
xi

((ai − ε, ai + ε))

)
= Φ

(
n⋂
i=1

P−1
xi

((ai − ε, ai + ε)) ∩ Y

)
es un abierto básico en Y , por lo que Φ es una función abierta en su imagen.

En resumen, se tiene que

Φ : BX∗ −→ Φ(B1(0))

es un homeomorfismo.
Sea

K =

{z ∈ Y : Px+y(z)−Px(z)−Py(z) = 0, Pλx(z) = λPx(z),∀x, y ∈ X, ∀λ ∈ F},
este conjunto es cerrado puesto que las proyecciones son continuas. Nótese
que

Φ(BX∗) = K ⊆ Y.

Por el teorema de Tychonoff, Y es compacto y como consecuencia Φ(BX∗) es
compacto y por tanto BX∗ es compacto con respecto a la topoloǵıa débil∗.



1.2. Operadores acotados.

1.2.1. Operadores en espacios de Banach,

Sean X y Y espacios normados y

T : X −→ Y

una función lineal. A T se le llama operador acotado si existe M > 0 tal que

‖T (x)‖ ≤M‖x‖

para todo x ∈ X. El conjunto de operadores acotados definidos en X y que
toman valores en Y se denotará como B(X, Y ) y se sabe que éste es un espacio
de Banach con la norma dada por

‖T‖ = sup
‖x‖=1

‖T (x)‖ = ı́nf{M : ‖T (x)‖ ≤M‖x‖ : ∀x ∈ X}.

Teorema 1.17. Sean X y Y espacios normados y T ∈ B(X, Y ). Entonces
existe un operador acotado

T ∗ : Y ∗ −→ X∗

tal que
T ∗(y∗)x = y∗(Tx)

para todo y∗ ∈ Y ∗ y para todo x ∈ X. Este operador es llamado el adjunto de
T .

Demostración. Def́ınase T ∗(y∗) = y∗ ◦ T para todo y∗ ∈ Y ∗. Es sencillo ver
que T ∗ es lineal.

Nótese que
y∗ ◦ T : X −→ C

es composición de operadores acotados por lo que es un funcional acotado, es
decir, y∗ ◦ T ∈ X∗.

Sea y∗ ∈ Y ∗, entonces

‖T ∗(y∗)‖ = ‖y∗ ◦ T‖ ≤ ‖y∗‖‖T‖,

por tanto T ∗ es acotado.



Observación 1.18. La definición del operador adjunto implica que es único.
De la demostración del teorema anterior se sigue que

‖T ∗(y∗)‖ = ‖y∗ ◦ T‖ ≤ ‖y∗‖‖T‖,

y esto implica que ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖.
Además

‖T ∗‖ =

sup{‖Ty∗‖ : ‖y∗‖ ≤ 1} =

sup{sup{|T ∗y∗(x)| : ‖x‖ ≤ 1} : ‖y∗‖ ≤ 1} =

sup{sup{|y∗(Tx)| : ‖y∗‖ ≤ 1} : ‖x‖ ≤ 1} =

‖T‖.

Es sencillo demostrar las siguientes propiedades del operador adjunto.
También puede consultarse la demostración en [13].

Teorema 1.19. Sean X y Y espacios normados. Sean S, T ∈ B(X, Y ) y
α ∈ F . Entonces se cumple lo siguiente.

1. (S + T )∗ = S∗ + T ∗.

2. (αT )∗ = αT ∗.

Teorema 1.20. Sean X, Y y Z espacios normados. Sean T ∈ B(X, Y ) y
S ∈ B(Y, Z). Entonces se cumple que

(ST )∗ = T ∗S∗.

Teorema 1.21. Sean X y Y espacios normados. Sea T ∈ B(X, Y ) tal que
T−1 existe y es acotado. Entonces (T ∗)−1 existe y

(T ∗)−1 = (T−1)∗.

1.2.2. Operadores en espacios de Hilbert.

Teorema 1.22 (Teorema de representación de Riesz.). Sea H un espacio de
Hilbert y f ∈ H∗. Entonces existe h0 ∈ H tal que

f(h) = 〈h, h0〉

para todo h ∈ H. Además, ‖h0‖ = ‖f‖.



Demostración. Sea M = ker(f). Puesto que f es continua se sigue que M es
cerrado. Si f = 0 el resultado es evidente. Por esta razón es posible suponer
que M 6= H, por lo que M⊥ 6= 0. Entonces existe un vector x0 tal que
f(x0) = 1. Ahora, sea h ∈ H y sea α = f(h), entonces

f(h− αx0) = f(h)− α = 0

y esto muestra que h− αx0 ∈M . Como consecuencia se tiene que

0 = 〈h− αx0, x0〉 = 〈h, x0〉 − f(h)‖x0‖2.

Tomando h0 =
x0

‖x0‖2
se sigue que

f(h) = 〈h, h0〉 .

Ahora, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

|f(h)| = | 〈h, h0〉 | ≤ ‖h‖‖h0‖

y como consecuencia
‖f‖ ≤ ‖h0‖.

También

f

(
h0

‖h0‖

)
= ‖h0‖,

por lo que ‖f‖ = ‖h0‖.

Definición 1.23. Sean H y K espacios de Hilbert sobre un mismo campo F.
Una función

U : H ×K −→ F

es una forma sesquilineal si satisface que

1. U(αh1 + βh2, k) = αU(h1, k) + βU(h2, k) y que

2. U(h, αk1 + βk2) = αU(h, k1) + βU(h, k2),

para todos h1, h2, h ∈ H, k1, k2, k ∈ K y α, β ∈ F.
Se dice que U es acotada si

|U(h, k)| ≤M‖h‖‖k‖

para alguna constante M .



Teorema 1.24. Sean H, K espacios de Hilbert y

U : H ×K −→ F

una forma sesquilineal acotada con cota M . Entonces existen únicos opera-
dores A ∈ B(H,K) y B ∈ B(K,H), tales que

U(h, k) = 〈Ah, k〉 = 〈h,Bk〉

para toda h ∈ H y k ∈ K. Además

‖A‖, ‖B‖ ≤M.

Demostración. Sea h ∈ H y def́ınase

fh : K −→ F

como
fh(k) = U(h, k).

Nótese que fh es lineal y acotada y por el teorema de representación de Riesz
debe de existir un único vector kh ∈ K tal que

fh(k) = 〈k, kh〉 .

Esto es posible para cada h ∈ H, de este modo def́ınase Ah = kh el cual es
lineal por la unicidad de kh y claramente acotado. También se tiene que

〈Ah, k〉 = 〈k,Ah〉 = U(h, k).

La existencia de B se demuestra de manera análoga.

Definición 1.25. Sean H1 y H2 espacios de Hilbert y

T : H1 −→ H2

un operador acotado. Entonces al operador dado por el teorema anterior

T ∗ : H2 −→ H1

tal que
〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉

para todo x ∈ H1 y y ∈ H2, se le llama adjunto de Hilbert de T .



Teorema 1.26. Sean H y K espacios de Hilbert complejos, α un escalar y
S, T ∈ B(H,K). Entonces las siguientes propiedades se satisfacen:

1. (S + T )∗ = S∗ + T ∗.

2. (αT )∗ = αT ∗

3. (T ∗)∗ = T

4. (TS)∗ = S∗T ∗.

La demostración puede verse en [13].

1.2.3. Operadores compactos.

Definición 1.27. Sean X y Y espacios de Banach y T ∈ B(X, Y ). Se di-
ce que T es compacto si para todo M ⊆ X acotado se tiene que T (M) es
compacto.

Teorema 1.28. Sean X y Y espacios de Banach y T ∈ B(X, Y ). T es un
operador compacto si y solo si para cada sucesión acotada (xn)n ⊆ X, la
sucesión (Txn)n tiene una subsucesión convergente.

Demostración. Sea (xn)n una sucesión acotada en X y T ∈ B(X, Y ) un
operador compacto, entonces (Txn)n es compacto en Y . Como (Txn)n ⊆
(Txn)n, entonces (Txn)n tiene una subsucesión convergente.

Para el rećıproco supóngase que para toda sucesión acotada (xn)n ⊆ X,
la sucesión (Txn)n tiene una subsucesión convergente. Sea B ⊆ X acotado.
Sea (yn)n ⊆ T (B) una sucesión, entonces existe una sucesión (xn)n ⊆ B
tal que Txn = yn para todo n ∈ N. Es claro que (xn)n es acotada, por
lo que (Txn)n tiene una subsucesión convergente, es decir, (yn)n tiene una
subsucesión convergente, y como esta sucesión es arbitraria se sigue que T (B)
es compacto.

Definición 1.29. Sean X y Y espacios de Banach. Sea

T : X −→ Y

un operador acotado. Se dice que T es de rango finito si su imagen es un
espacio vectorial de dimensión finita.

Lema 1.30. Sean X y Y espacios de Banach. Si

T : X −→ Y

es acotado de rango finito, entonces es compacto.



Demostración. Sea B ⊆ X acotado, entonces como T es acotado se sigue que
T (B) es acotado. Nóte que si T (B) es acotado entonces T (B) es acotado.
Si el rango de T , T (X), es dimensionalmente finito, entonces como todas
las normas en un espacio de dimensión finita son equivalentes, se sigue que
los conjuntos cerrados y acotados en T (X) son compactos. Finalmente como
T (B) es acotado y cerrado en T (X), entonces es compacto.

Teorema 1.31. Sean H y K espacios de Hilbert. Sea T ∈ B(X, Y ). Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes.

1. T es compacto.

2. Existe una sucesión (Tn)n ∈ B(H,K) de operadores de rango finito tales
que

‖T − Tn‖ −→ 0.

Demostración. Primero supóngase que T es compacto, entonces T (B1(0)) es
compacto en K y por lo tanto es separable. Entonces se sigue que L = T (H)
es separable. Como L es un espacio de Hilbert separable existe un conjunto
ortonormal numerable.

Sea M = {e1, e2, ...} un conjunto ortonormal en L, tómese el conjunto de
proyecciones

Pn : K −→ 〈{e1, e2, ..., en}〉 ,

para todo n. Def́ınase Tn = PnT y nótese que cada Tn es de rango finito.
Por otro lado, si k = Th ∈ L, entonces

‖Pnk − k‖ −→ 0,

y esto implica que
‖Tnh− Th‖ −→ 0.

Puesto que T (B1(0)) es compacto, dado ε > 0, existen h1, h2, ..., hn ∈ B1(0)
tal que

T (B1(0)) ⊆
n⋃
i=1

B ε
3
(Thi).

Aśı, si ‖h‖ ≤ 1, existe hj tal que ‖Th − Thj‖ < ε
3
. Ahora, para cada entero

n se sigue que
‖Th− Tnh‖ ≤

‖Th− Thj‖+ ‖Thj − Tnhj‖+ ‖Pn(Thj − Th)‖ ≤

‖Th− Thj‖+ ‖Thj − Tnhj‖+ ‖Thj − Th‖ =



2‖Th− Thj‖+ ‖Thj − Tnhj‖

≤ 2ε

3
+ ‖Thj − Tnhj‖,

como ‖Tnh− Th‖ −→ 0, podemos elegir n0 tal que si n > n0 entonces

‖Thj − Tnhj‖ <
ε

3

para todo 1 ≤ j ≤ n. Aśı,

‖Th− Tnh‖ < ε.

Entonces Tn converge uniformemente a T en B1(0) por lo que

‖T − Tn‖ −→ 0.

1.3. Álgebras de Banach y C∗-Módulos de Hil-

bert

En esta sección se darán algunas definiciones y se presentarán algunos
conceptos básicos respecto a las álgebras C∗ y a los C∗ módulos de Hilbert
los cuales serán de gran utilidad para algunos de los resultados centrales de
este trabajo.

1.3.1. Álgebras C∗.

Definición 1.32. Un álgebra de Banach A es una álgebra compleja normada
y unitaria tal que es un espacio de Banach con la métrica inducida por la
norma y además satisface que

‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖,

para todos x, y ∈ A.

Definición 1.33. Sea A un álgebra de Banach. Una involución es una fun-
ción

∗ : A −→ A

que satisface lo siguiente:



1. (a∗)∗ = a para todo a ∈ A

2. (αa+ βb)∗ = αa∗ + βb∗, para todos α, β ∈ C y para todos a, b ∈ A

3. (ab)∗ = b∗a∗ para todos a, b ∈ A.

Definición 1.34. Un álgebra C∗ es un álgebra de Banach A con una involu-
ción ∗ que satisface

‖a∗a‖ = ‖a‖2.

Definición 1.35. Sean A un álgebra de Banach y x ∈ A. Se define el espectro
de x como el conjunto

σ(x) = {λ ∈ C : λ1− x no es invertible},

donde 1 denota al neutro multiplicativo de A.
También se define el radio espectral de x como el número

ρ(x) = sup{|λ| : λ ∈ σ(x)}.

Teorema 1.36. Sean A un álgebra de Banach y x ∈ A. Entonces se cumplen
las siguientes afirmaciones.

1. σ(x) es compacto y no vaćıo.

2. El radio espectral satisface que

ρ(x) = ĺım
n→∞

‖xn‖
1
n .

La demostración puede verse en [22] (Teorema 10.13).

Definición 1.37. Sea A un álgebra de Banach. Un funcional lineal φ definido
en A se dice multiplicativo si:

1. φ(ab) = φ(a)φ(b) y,

2. φ(1) = 1.

Al conjunto de funcionales multiplicativos sobre un álgebra A se le deno-
tará como MA y si no hay lugar para confusión, simplemente se denotará por
M .

Teorema 1.38. Sea A un álgebra de Banach. Un funcional lineal φ ∈ M
tiene norma 1.



Demostración. Nótese que si a ∈ A, entonces

φ(a− φ(a)1) = 0.

Aśı cada elemento de A puede escribirse como λ+a para algún λ ∈ C y para
algún a ∈ ker(φ).

Entonces,

‖φ‖ = sup
b6=0

|φ(b)|
‖b‖

= sup
a∈ker(φ), λ 6=0

|φ(λ+ a)|
‖λ+ a‖

=

sup
a∈ker(φ), λ 6=0

|λ|
‖λ+ a‖

= sup
a∈ker(φ), λ 6=0

1

‖1 + a‖
= 1.

Para esta última igualdad, nótese que si ‖1 + a‖ ≤ 1 se tendŕıa que a es
invertible y como

φ(aa−1) = φ(a)φ(a−1) = 1,

a no estaŕıa en kerφ. Entonces ‖a + λ‖ ≥ 1 para todo a ∈ kerφ, pero para

a = 0 se sigue que
1

‖1 + a‖
= 1.

Teorema 1.39. Sea A un álgebra de Banach. Entonces M es compacto res-
pecto a la topoloǵıa débil∗.

Demostración. El teorema anterior muestra que M ⊆ B1(0) ⊆ A∗.
Sea (φγ)γ∈Γ una red de elementos en M que converge respecto a la topo-

loǵıa débil∗ a φ ∈ A∗.
Como φγ −→ φ respecto a la topoloǵıa débil∗, entonces

φγ(1) −→ φ(1),

por tanto φ(1) = 1, puesto que φγ(1) = 1.
Sean a, b ∈ A, entonces φγ(a)φγ(b) = φγ(ab), por lo que

φγ(ab) = φ(a)γφ(b)γ −→ φ(ab)

y
φγ(ab) = φ(a)γφ(b)γ −→ φ(a)φ(b),

como consecuencia φ(ab) = φ(a)φ(b). Por tanto φ ∈ M y por el teorema de
Banach-Alaoglu-Bourbaki se tiene que M es compacto.

Definición 1.40. Sea A un álgebra C∗. Un elemento a ∈ A se llama auto-
adjunto si a∗ = a.



Teorema 1.41. Sea A un álgebra C∗. Si a ∈ A es autoadjunto, entonces
σ(a) ⊆ R.

La demostración puede consultarse en [22]

Definición 1.42. Sea A un álgebra C∗. Un elemento a ∈ A es positivo si es
autoadjunto y a = b∗b para algún b ∈ A.

Definición 1.43. Sea A un álgebra C∗. Un funcional lineal f definido en en
A es positivo si f(x) ≥ 0 para todo x ∈ A positivo.

Definición 1.44. Sea A un álgebra C∗. Un estado es un funcional lineal
acotado φ definido en A tal que φ(xx∗) ≥ 0 para todo x ∈ A y φ(1) = 1.

Lema 1.45. Sean A un álgebra C∗ y a ∈ A. Entonces existen x, y ∈ A
autoadjuntos tales que a = x+ iy.

Demostración. Sean x = 1
2
(a+a∗) y y = 1

2i
(a−a∗), los cuales son autoadjuntos

y cumplen que a = x+ iy.

Lema 1.46. Sea A un álgebra C∗ y x ∈ A autoadjunto. Entonces

x = a∗a− b∗b

para algunos a, b ∈ A.

Demostración. Sean

a =
x+ 1

2
y

b =
x− 1

2
.

Es sencillo ver que
x = aa∗ − bb∗.

Corolario 1.47. Sea A un álgebra C∗ y a ∈ A autoadjunto. Si φ es un estado
en A entonces φ(a) ∈ R.

Teorema 1.48. Sea A un álgebra C∗ y φ un estado en A. Entonces

φ(a∗) = φ(a).



Demostración. Sea a ∈ A, entonces por el Lema 1.45 existen x, y ∈ A auto-
adjuntos tales que a = x+ iy. Entonces

φ(a∗) = φ(x∗ − iy∗) = φ(x)− iφ(y),

como φ(x) y φ(y) están en R, entonces

φ(x)− iφ(y) = φ(x) + iφ(y) = φ(a).

Teorema 1.49 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz generalizada). Sean A un
álgebra C∗ y φ un estado en A. Entonces

|φ(b∗a)|2 ≤ φ(a∗a)φ(b∗b).

La demostración de este resultado se puede hacer de manera análoga a
la demostración de Cauchy-Schwarz puesto que 〈a, b〉 = φ(b∗a) es un semi
producto interior.

Teorema 1.50. Sean A un álgebra C∗ y φ un estado en A. Entonces ‖φ‖ = 1.

Demostración. Sea x ∈ A. Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz generali-
zada se tiene que

|φ(x)|2 ≤ φ(xx∗)

pero
φ(xx∗) ≤ ‖φ‖‖xx∗‖ = ‖φ‖‖x‖2.

Finalmente
|φ(x)| ≤ (‖φ‖)

1
2‖x‖

y esto implica que
‖φ‖ ≤ (‖φ‖)

1
2

por lo que ‖φ‖ ∈ [0, 1], pero φ(1) = 1 y esto implica que ‖φ‖ = 1.

Teorema 1.51. Sea A un álgebra C∗ y sea E el conjunto de estados definidos
en A. Entonces E es compacto con respecto a la topoloǵıa débil∗.

Demostración. Notamos que si φ ∈ E entonces ‖φ‖ = 1 y por tanto E es
acotado. Sea (φγ)γ∈Γ ⊆ E una red que converge a φ ∈ A∗ respecto a la
topoloǵıa débil∗. Sea x ∈ A. Nótese que φγ(xx

∗) ≥ 0 para todo γ ∈ Γ y como

φγ(xx
∗) −→ φ(xx∗),



se sigue que φ(xx∗) ≥ 0.
También nótese que φγ(1) = 1 para todo γ ∈ Γ y como

φγ(1) −→ φ(1),

se sigue que φ(1) = 1.
Como φ(xx∗) ≥ 0 para todo x ∈ A y φ(1) = 1 se sigue que φ ∈ E y por

tanto E es cerrado con respecto a la topoloǵıa d́ebil∗. Como E es acotado se
tiene que E es compacto en la topoloǵıa débil∗.

Definición 1.52. Sea A un álgebra conmutativa normada y sea ∆ el conjunto
de todos los homomorfismos complejos de A. La función

̂: A −→ C(∆)

dada para x ∈ A por
x̂(h) = h(x)

para todo h ∈ ∆, es llamada la transformación de Gelfand.
A ∆ se le puede dotar de la topoloǵıa débil respecto a la familia

{x̂ : x ∈ A}.

A esta topoloǵıa se le llama topoloǵıa de Gelfand. El conjunto ∆ dotado de la
topoloǵıa de Gelfand es compacto y Hausdorff, este resultado está demostrado
en [22] (Teorema 11.9) .

A ∆ dotado de la topoloǵıa de Gelfand se le llama ideal máximal de A.

Para x ∈ A el rango de la función x̂ es σ(x) y como consecuencia se tiene
que

ρ(x) = ‖x̂‖∞
donde

‖x̂‖∞ = máx{|x̂(y)| : y ∈ ∆}.
Este resultado es el Teorema 11.9 en [22].

Teorema 1.53 (Gelfand-Naimark.). Sean A un álgebra C∗ conmutativa y ∆
el ideal maximal. Entonces la transformación de Gelfand es un isomorfismo
isométrico de A en C(∆). Además se satisface que

h(x∗) = h(x)

para x ∈ A y h ∈ ∆.



Demostración. Primero supóngase que u ∈ A es autoadjunto. Sea h ∈ ∆ y
sea z = u+it1 para t ∈ R y escŕıbase h(u) = α+iβ donde α, β ∈ R. Entonces
se sigue que

h(z) = α + i(β + t)

y que
zz∗ = u2 + t21,

por lo que
α2 + (β + t)2 = |h(z)|2 ≤

‖z‖2 = ‖zz∗‖ ≤ ‖u‖+ t2

puesto que h es multiplicativa y por tanto tiene norma uno. Como consecuen-
cia

α2 + β2 + 2βt ≤ ‖u‖2.

Esto se cumple para todo t real, y por tanto β = 0.
Sea x ∈ A, entonces por el Lema 1.43 x = u + iv donde u, v ∈ A son

autoadjuntos. Entonces

h(x∗) = h(u)− ih(v) = h(x),

esta igualdad se debe a que h toma valores reales en elementos autoadjuntos.
La imagen de A bajo la transformación de Gelfand es cerrada bajo con-

jugación, y entonces por el Teorema de Stone-Weierstrass ([22] Teorema 5.7),

se tiene que Â = C(∆), es decir, Â es denso en C(∆).
Si x ∈ A entonces y = xx∗ es autoadjunto. Aśı

‖y2‖ = ‖xx∗xx∗‖ = ‖xx∗‖‖xx∗‖ = ‖x‖4

y por otro lado
‖y‖2 = ‖xx∗‖2 = ‖x‖4.

Por tanto
‖y2‖ = ‖y‖2

e inductivamente se sigue que

‖y2n‖ = ‖y‖2n .

Luego, por el Teorema 1.36, se sigue que

ρ(y) = ‖y‖



y por el comentario hecho antes del teorema se tiene que

‖ŷ‖∞ = ρ(y) = ‖y‖.

Puesto que
ŷ = x̂x∗ = x̂x̂

se sigue que
‖x̂‖2

∞ = ‖ŷ‖∞ = ‖y‖ = ‖x‖2

y por tanto
x −→ x̂

es una isometŕıa. Por esta razón Â es cerrado y como es denso en C(∆)
entonces deben ser iguales.

Teorema 1.54. Sea A un álgebra C∗ que contiene un elemento x tal que los
polinomios en x y x∗ son densos en A, entonces la fórmula

(̂Ψf) = f ◦ x̂

define un isomorfismo isométrico

Ψ : C(σ(x)) −→ A

que satisface
Ψf̂ = (Ψf)∗.

Teorema 1.55. Sea A un álgebra C∗. Si b ∈ A, entonces existe un funcional
positivo tal que F (1) = 1 y f(bb∗) = ‖b‖∗.

Demostración. Sea a0 = bb∗, como a0 ≥ 0 entonces σ(a0) ⊆ [0,∞). Con-
sidérese A0 el álgebra generada por 1 y a0, y sea ∆0 como en la Definición
1.52 sobre el álgebra A0. Entonces se sigue que Â0 = C(∆0), por lo que â0 es
una función real no negativa definida en ∆0 y dicha función tiene un máximo
en algún h ∈ δ0. Aśı

â0(h) = ‖â0‖∞ = ‖a0‖ = ‖b‖2.

Def́ınase el funcional f en A0 como

f(a) = â(h),



entonces se sigue que f(1) = 1 y que f(bb∗) = ‖b‖2. Nótese que f es acotado
de norma 1 puesto que

|f(x)| = |x̂(h)| ≤ ‖x̂‖ = ‖x‖

para todo x ∈ A0. Por el Teorema de Hahn-Banach f tiene una extensión
continua F definida en A y es tal que que ‖F‖ = ‖f‖ = 1.

Resta ver que F es positivo, es decir, F (yy∗) ≥ 0 para todo y ∈ A. Sea
y ∈ A y sea A1 el álgebra generada por 1 y x0 = yy∗ y sea ∆1 como en
la Definición 1.52 sobre A. Nótese que F define un funcional lineal φ sobre
C(∆1) por la ecuación

φ(x̂) = F (x),

para todo x ∈ A1. Se sigue que

φ(1) = F (1) = f(1) = 1

y que
|φ(x̂)| ≤ ‖x̂‖∞ = ‖x‖.

Por tanto ‖φ‖ = 1. Para asegurar que φ(x̂) ≥ 0 para todo x ∈ A1 tal que
x̂ ≥ 0, se usará el Teorema 5.26 de [22] que asegura que si L es un funcional
definido en C(X), donde X es un espacio normado y C(X) tiene la norma
del supremo, entonces si f ∈ C(X) y 0 ≤ f(x), se tiene que 0 ≤ L(f). En
particular como yy∗ ≥ 0 se sigue que

φ(ŷy∗) = F (yy∗) ≥ 0.

Teorema 1.56. Sean A un álgebra C∗ y u ∈ A distinto de cero. Entonces
existe un espacio de Hilbert Hu y un homomorfismo

Tu : A −→ B(Hu)

que satisface lo siguiente:

1. Tu(1) = I

2. Tu(x
∗) = (Tu(x))∗

3. ‖Tu(x)‖ ≤ ‖x‖

4. ‖Tu(u)‖ = ‖u‖.



Demostración. Sea u ∈ A \ {0}, entonces por el teorema anterior existe un
funcional positivo F definido en A que satisface F (1) = 1 y F (uu∗) = ‖u‖2.
Conśıderese

Y = {y ∈ A : F (xy) = 0, ∀x ∈ A}

el cual es cerrado pues F es continua, además de ser un ideal izquierdo.
Denótese por x

′
al conjunto x+ Y , para cada x ∈ A. Def́ınase

(a
′
, b
′
) = F (b∗a),

el cual satisface las condiciones de producto interior en
A
Y

y está bien definido.

Sea Hu la compleción de
A
Y

con la norma ‖a‖ = F (aa∗)
1
2 . Def́ınase el

operador T (x) sobre
A
Y

como

T (x)a
′
= (xa)

′
.

Si a − b ∈ Y , entonces x(a − b) ∈ Y , entonces (x(a − b))
′

= 0
′
, por lo

que T (x)a
′

= T (x)b
′
. Por tanto el operador T (x) está bien definido y por

definición se sigue que
T (1)(a

′
) = a

′
,

es decir, T (1) = I. Es claro que la función

Tu : A −→ A
Y
⊆ B(Hu)

definida por
Tux = T (x),

es lineal y que
T (x1)T (x2) = T (x1x2)

para todos x1, x2 ∈ A.
Ahora se demostrará que

‖T (x)‖ ≤ ‖x‖

para todo x ∈ A. Nótese que

‖T (x)(a
′
)‖2 = ((xa)

′
, (xa)

′
) = F (a∗x∗xa).



Para a fijo, def́ınase G(x) = F (a∗xa), el cual es un funcional positivo y por
tanto

G(x∗x) ≤ G(1)‖x‖2.

Entonces se sigue que

‖T (x)(a
′
)‖2 = G(x∗x) ≤ F (a∗a)‖x‖2 = ‖a′‖2‖x‖2

y esto implica que
‖T (x)‖ ≤ ‖x‖.

Ahora,
(T (x∗)a

′
, b
′
) =

((x∗a)
′
, b
′
) = F (b∗x∗a) = F ((xb)∗a) = (a

′
, (xb)

′
) = (a

′
, T (x)b

′
) =

((T (x))∗a
′
, b
′
),

por lo que T (x∗) = (T (x))∗.
Finalmente, nótese que

‖u‖2 = F (u∗u) = ‖T (u)1
′‖ ≤ ‖T (u)‖2

puesto que ‖1′‖2 = F (1∗1) = F (e) = 1, pero también

‖T (u)‖ ≤ ‖u‖.

Por tanto
‖T (u)‖ = ‖u‖.

Teorema 1.57. Sea A un álgebra C∗, entonces existe un ∗-isomorfismo isométi-
co de A en B(H), para algún espacio de Hilbert H.

Demostración. Considérese
G =

∏
u∈A

Hu

y sean
{πu : G −→ Hu}u∈A

las proyecciones definidas en el producto, donde Hu es el espacios construido
en el teorema anterior para cada u ∈ A. Sea

H =

{
h ∈ G :

∑
u

‖πu(h)‖2 <∞

}
.



Nótese que si h ∈ H entonces la convergencia de la serie
∑

u ‖πu(h)‖2 < ∞
implica que πu(h) 6= 0 a lo mas para una cantidad numerable de elementos
u ∈ A.

Def́ınase
〈h, g〉 =

∑
u

〈πu(h), πu(g)〉,

es fácil verificar que es un producto interior enH y queH es completo respecto
a la norma inducida por este producto.

Sea x ∈ A. A x se le asociará el operador

T (x) : H −→ H

que satisface πu(T (x)h) = Tu(x)(πu(h)), donde Tu es como en el teorema
anterior. Nótese que

‖T (x)‖ = sup
u
{‖Tu‖}

pues si h ∈ H tiene norma uno y es tal que πu(h) = 0 para todo u ∈ A\{u0}
y πu0(h) = h0 ∈ Hu0 , donde h0 tiene norma menor o igual a 1, entonces

‖T (x)(h)‖ = ‖Tu0(x)(h0)‖ ≤ ‖Tu0‖ ≤ sup
u
{‖Tu‖}

y por tanto
‖T (x)‖ ≤ sup

u
{‖Tu‖}.

Por el teorema anterior se tiene que

‖Tu(x)‖ ≤ ‖x‖ = ‖Tx(x)‖

y por tanto
‖T (x)‖ = sup

u
{‖Tu‖} = ‖x‖.

1.3.2. C∗-Módulos de Hilbert

Definición 1.58. Un A pre-módulo de Hilbert es un espacio vectorial com-
plejo E que es un módulo izquierdo sobre un álgebra C∗ A junto con una
función

〈 , 〉 : E × E −→ A

que satisface:



1. 〈x, x〉 ≥ 0

2. Si 〈x, x〉 = 0, entonces x = 0

3. 〈x, y〉 = 〈y, x〉∗

4. 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, y〉

5. 〈x, ay〉 = a 〈x, y〉

para todos x, y, z ∈ E y a ∈ A.

Ejemplo 1.59. Si E es un espacio con producto interior complejo entonces
es un C pre-módulo de Hilbert.

Ejemplo 1.60. Sea A un álgebra C∗ y sea I un ideal izquierdo de A. Def́ınase

〈a, b〉 = a∗b

para todos a, b ∈ I. Esta función hace a I un A pre-módulo de Hilbert y en
particular A lo es.

Ejemplo 1.61. Sea {Ei}ni=1 una familia de A pre-módulos de Hilbert. Sea

E =
n⊕
i=1

Ei

la suma directa como módulos. Entonces E es un A pre-módulo de Hilbert
con la acción dada por

a(x1, x2, ..., xn) = (ax1, ax2, ..., axn)

y con la función dada por

〈(x1, x2, ..., xn), (y1, y2, ..., yn)〉 =
n∑
i=1

〈xi, yi〉.

Teorema 1.62. Sean E un A pre-módulo de Hilbert y x, y ∈ E. Entonces

〈y, x〉 〈x, y〉 ≤ ‖ 〈x, x〉 ‖ 〈y, y〉 .



Demostración. Sean x, y ∈ E, si 〈x, y〉 = 0 es claro el resultado. Supóngase,
sin perdida de generalidad, que ‖ 〈x, x〉 ‖ = 1. Sea a ∈ A, entonces como
〈ax, ax〉 = a 〈ax, x〉 = a(〈x, ax〉)∗ = a(a 〈x, x〉)∗ = a 〈x, x〉∗ a∗ se sigue que

0 ≤ 〈ax− y, ax− y〉 = 〈ax, ax〉+ 〈ax,−y〉+ 〈−y, ax〉+ 〈−y,−y〉 =

a∗ 〈x, x〉 a− 〈y, x〉 a− a∗ 〈x, y〉+ 〈y, y〉 ≤
a∗a− 〈y, x〉 a− a∗ 〈x, y〉+ 〈y, y〉 .

Esta última linea se debe al hecho que en un álgebra C∗ A, si c ∈ A es
positivo, entonces a∗ca ≤ ‖c‖aa∗ (la demostración puede consultarse en [19]).
Tomando a = 〈x, y〉 se sigue que

a∗a ≤ 〈y, y〉

y de esta desigualdad se deduce el caso general.

Teorema 1.63. Sea E un A pre-módulo de Hilbert y x, y ∈ E. Entonces

‖ 〈x, y〉 ‖ ≤ ‖x‖‖y‖.

Demostración. Por el Teorema 1.62 y por la definición de la norma es inme-
diato.

Nótese que en un A pre-módulo de Hilbert E tiene sentido la siguiente
ecuación

‖x‖ = ‖ 〈x, x〉 ‖
1
2 .

Del Teorema 1.63 se deduce la desigualdad del triángulo y esto de manera
similar a la demostración para espacios de Hilbert.

Definición 1.64. A un A pre-módulo de Hilbert E se le llama C∗ módulo
de Hilbert si es completo con respecto a la norma definida en el comentario
anterior.

Observación 1.65. Nótese que la compleción de Banach de un A pre-módulo
de Hilbert E es un C∗ módulo de Hilbert.

Nótese que 1.58 es un ejemplo de un C∗ módulo de Hilbert y en 1.59 si
los espacios Ei son C∗ módulos de Hilbert entonces E también lo es.

Proposición 1.66. Sea {Ei}∞i=1 una familia numerable de A pre-módulos de
Hilbert. Considérese el conjunto

E =

{
(xn)n∈N : xn ∈ En y

∥∥∥∥∥∑
n∈N

〈xn, xn〉

∥∥∥∥∥ <∞
}



el cual es un C∗ módulo de Hilbert con las operaciones dadas por

(xn)n∈N + (yn)n∈N = (xn + yn)n∈N

a(xn)n∈N = (axn)n∈N

y con la función definida por

〈(xn)n∈N, (yn)n∈N〉 =
∑
n∈N

〈xn, yn〉

para todos (xn)n∈N, (yn)n∈N ∈ E y a ∈ A.
A E se le llama suma directa de la familia {Ei}∞i=1 y se suele denotar de

manera análoga al caso finito

E =
∞⊕
n=1

En

Demostración. Primero nótese que el producto

〈(xn)n∈N, (yn)n∈N〉 =
∑
n∈N

〈xn, yn〉

para (xn)n∈N, (yn)n∈N ∈ E está bien definido pues si J ⊆ N es finito se sigue
que ∥∥∥∥∥∑

n∈J

〈xi, yi〉

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥∑
n∈J

〈xi, xi〉

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∑
n∈J

〈yi, yi〉

∥∥∥∥∥ .
La desigualdad anterior se sigue aplicando el Teorema 1.62 al espacio E =⊕

n∈J En, el cual es una suma finita. Puesto que∥∥∥∥∥∑
n∈N

〈xi, xi〉

∥∥∥∥∥
y ∥∥∥∥∥∑

n∈N

〈yi, yi〉

∥∥∥∥∥
convergen, entonces se sigue que∥∥∥∥∥∑

n∈N

〈xi, yi〉

∥∥∥∥∥



converge.
Sea (uk)k ∈ E una sucesión de Cauchy y para todo k sea uk = (xn,k)n

donde xn,k ∈ En para todo n. Nótese que

‖xn,k − xn,l‖2 =

‖ 〈xn,k − xn,l, xn,k − xn,l〉 ‖ ≤∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

〈xi,k − xi,l, xi,k − xi,l〉

∥∥∥∥∥ =

‖uk − ul‖2,

pues en
∑∞

i=1 〈xi,k − xi,l, xi,k − xi,l〉 los sumandos son positivos. Por tanto
(xn,k)k es de Cauchy en En y por tanto convergente a vn ∈ En para todo
n ∈ N. Sea v = (vn)n y entonces se sigue que v ∈ E y uk −→ v.

Sea ε > 0, entonces si n ∈ N, existe K ∈ N tal que∥∥∥∥∥
∞∑
i=K

〈xi,n, xi,n〉

∥∥∥∥∥ < ε.

Entonces para todo k ∈ N se tiene que∥∥∥∥∥
K+k∑
i=K

(〈xi,m, xi,m〉+ 〈xi,n − xi,m, xi,m〉+ 〈xi,m, xi,n − xi,m〉+ 〈xi,n, xi,n〉)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
K+k∑
i=K

〈xi,n − xi,m, xi,n − xi,m〉

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥
∞∑
i=K

〈xi,n − xi,m, xi,n − xi,m〉

∥∥∥∥∥ < ε.

Entonces se sigue por la desigualdad del triángulo inversa que∥∥∥∥∥
∞∑
i=K

〈xi,m, xi,m〉

∥∥∥∥∥ ≤
ε+

∥∥∥∥∥
∞∑
i=K

〈xi,m, xi,m〉

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
K+k∑
i=K

〈xi,m, xi,m〉+ 〈xi,n − xi,m, xi,m〉

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
K+k∑
i=K

〈xi,m, xi,n − xi,m〉

∥∥∥∥∥ ≤
2ε+



∥∥∥∥∥
K+k∑
i=K

〈xi,m, xi,m〉+ 〈xi,n − xi,m, xi,m〉

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
K+k∑
i=K

〈xi,m, xi,n − xi,m〉

∥∥∥∥∥
2ε+ 2

∥∥∥∥∥
K+k∑
i=K

〈xi,n − xi,m, xi−n − xi,m〉

∥∥∥∥∥
1
2
∥∥∥∥∥
K+k∑
i=K

〈xi,m, xi,m〉

∥∥∥∥∥
1
2

≤

2ε+ 2ε
1
2

∥∥∥∥∥
K+k∑
i=K

〈xi,m, xi,m〉

∥∥∥∥∥
1
2

,

y esto pasa si y solo si
∥∥∥∑K+k

i=K 〈xi,m, xi,m〉
∥∥∥ 1

2 ≤ (1 +
√

3)2ε < 8ε. Tomando

ĺımite m→∞ se sigue que ∥∥∥∥∥
K+k∑
i=K

〈vi, vi〉

∥∥∥∥∥ ≤ 8ε

y esto implica que v ∈ E, pues k es arbitrario.



Caṕıtulo 2

Una caracterización de la
ortogonalidad de
Birkhoff-James para operadores

Sea H un espacio de Hilbert real o complejo. Nótese que si x, y ∈ H son tales
que 〈x, y〉 = 0 entonces se tiene que

‖x+ λy‖2 = 〈x+ λy, x+ λy〉 = ‖x‖2 + |λ|2‖y‖2 ≥ ‖x‖2

para todo λ ∈ C. Por otro lado si 〈x, y〉 6= 0, tomando λ = − 〈x,y〉〈y,y〉 se sigue que

‖x+ λy‖2 =〈
x− 〈x, y〉
〈y, y〉

y, x− 〈x, y〉
〈y, y〉

y

〉
= ‖x‖2 − 2

| 〈x, y〉 |2

〈y, y〉
+
| 〈x, y〉 |2

〈y, y〉2
‖y‖2 =

‖x‖2 − | 〈x, y〉 |
2

〈y, y〉
< ‖x‖2.

De lo anterior se puede concluir que en un espacio de Hilbert real o complejo
dos elementos son ortogonales si y solo si

‖x‖ ≤ ‖x+ λy‖,

para todo escalar λ. Esto motiva la siguiente definición que permite introducir
una noción de ortogonalidad en espacios de Banach.

Definición 2.1. Sea X un espacio de Banach real o complejo y x, y ∈ X. Se
dice que x y y son Birkhoff-James ortogonales si

‖x‖ ≤ ‖x+ λy‖

para todo escalar λ.
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Observación 2.2. La ortogonalidad de Birkhoff-James depende fuertemente
de la norma. En R2 con la norma euclidiana se tiene que

‖(1, 1) + λ(1, 0)‖ =
√

(1 + λ)2 + 1

y
‖(1, 1)‖ =

√
2

por lo que (1, 1) y (1, 0) no son Birkhoff-James ortogonales. Ahora considérese
la norma del máximo, entonces

‖(1, 1) + λ(1, 0)‖ = máx{|1 + λ|, |1|} ≥ 1 = ‖(1, 1)‖

y en este caso (1, 1) y (1, 0) son Birkhoff-James ortogonales.

2.1. Teorema de Bhatia-Semri.

Los siguientes resultados del análisis convexo serán de gran utilidad para
demostrar el Teorema de Bhatia-Semri.

Definición 2.3. Sean X un espacio de Banach complejo y

f : X −→ R

una función convexa. Se define el subdiferencial de f en el punto a ∈ X como
el conjunto

∂f(a) = {x∗ ∈ X∗ : f(b)− f(a) ≥ Rex∗(b− a), ∀b ∈ X}.

Observación 2.4. Sean X un espacio de Banach y

f : X −→ R

una función convexa. Entonces, f tiene un mı́nimo en x ∈ X si y solo si
0 ∈ ∂f(x).

Teorema 2.5. Sean X un espacio de Banach, a ∈ X y

f : X −→ R

una función convexa y continua. Entonces ∂f(a) es no vaćıo.

La demostración puede verse en [20]



Teorema 2.6. Sean X un espacio de Banach, a ∈ X y

f : X −→ R

una función convexa. Entonces ∂f(a) es convexo.

Demostración. Sean α, β ∈ [0, 1] tales que α+ β = 1 y sean y ∈ X y x∗, z∗ ∈
∂f(a). Entonces

Re (αx∗ + βz∗)(y − a) = Re αx∗(y − a) + Re βz∗(y − a) =

αRe x∗(y − a) + β Re z∗(y − a) ≤
α(f(y)− f(a)) + β(f(y)− f(a)) = f(y)− f(a),

por lo que αx∗ + βz∗ ∈ ∂f(a).

Teorema 2.7. Sean X un espacio de Banach complejo, a ∈ X y

f : X −→ R

una función convexa. Entonces ∂f(a) es cerrado con respecto a la topoloǵıa
débil∗.

Demostración. Sea x∗0 ∈ X∗ \ ∂f(a), entonces existe y ∈ X tal que

Re x∗0(a− y) > f(a)− f(y).

Sean α = f(a)− f(y) y

V = {x∗ ∈ X∗ : Re Ja−y(x
∗) > α} =

J−1
a−y(Re−1((α,∞))),

donde
J : X −→ X∗∗

es la inyección canónica. V es un abierto en la topoloǵıa débil∗ que contiene a
x∗0 y que no intersecta a ∂f(a). Por tanto X∗\∂f(a) es abierto en la topoloǵıa
débil∗ y de esto se sigue la conclusión del teorema.

Lema 2.8. Sean X un espacio de Banach complejo, x0 ∈ X y

f : X −→ R

una función convexa y continua. Entonces f es localmente Lipschitz en x0,
es decir, existen M > 0 y δ > 0, tal que

|f(x)− f(y)| ≤M‖x− y‖

si x, y ∈ Bδ(x0) = {z ∈ X : ‖z − x0‖ < δ}.



Demostración. Como f es continua, existen M1 > 0 y δ > 0 tales que si
x, y ∈ B2δ(x0), entonces

|f(x)− f(y)| ≤M1.

Sean x, y ∈ Bδ(x0) distintos y sea α = ‖x− y‖. Considérese

z = y +

(
δ

α

)
(y − x)

y nótese que z ∈ Bδ(x0) pues

‖z − x0‖ =∥∥∥∥y +

(
δ

α

)
(y − x)− x0

∥∥∥∥ ≤
‖y − x0‖+

∥∥∥∥( δα
)

(y − x)

∥∥∥∥ < 2δ.

Nótese que y =
(

α
α+δ

)
z+
(

δ
α+δ

)
x es una combinación convexa y por tanto

se tiene que
f(y) ≤(

α

α + δ

)
f(z) +

(
δ

α + δ

)
f(x) =(

α

α + δ

)
f(z) +

(
1− α

α + δ

)
f(x).

Como consecuencia

f(y)− f(x) ≤
(

α

α + δ

)
(f(z)− f(x)) ≤

(
α

α + δ

)
2M1 ≤(

2M1

δ

)
‖x− y‖.

Como x, y ∈ X son arbitrarios también se tiene que

f(x)− f(y) ≤
(

2M1

δ

)
‖x− y‖.



Finalmente se tiene que

|f(x)− f(y)| ≤
(

2M1

δ

)
‖x− y‖,

aśı que M = 2M1

δ
es la constante buscada.

Teorema 2.9. Sean X un espacio de Banach, a ∈ X y

f : X −→ R

una función convexa y continua. Entonces ∂f(a) es compacto respecto a la
topologá debil∗.

Demostración. Por el lema anterior existen δ > 0 y M > 0 tal que si x, y ∈
Bδ(a) entonces

|f(y)− f(a)| ≤M‖y − a‖.

Sean z∗ ∈ ∂f(a) y x ∈ X tal que ‖x‖ ≤ 1. Nótese que a + δx ∈ Bδ(a),
entonces

|Re z∗(x)| =

|Re z∗(a+ δx− a)| ≤

|f(a+ δx)− f(a)| ≤

M‖a+ δx− a‖ =

Mδ,

por lo que
‖Re z∗‖ = ‖z∗‖ ≤Mδ.

Como z∗ es arbitrario se sigue que ∂f(a) ⊆ BMδ(0) y dado que ∂f(a) es
cerrado con respecto a la topoloǵıa débil∗, por el teorema de Banch-Alaoglu,
se tiene que ∂f(a) es compacto con respecto a la misma topoloǵıa.

Definición 2.10. Sean X un espacio de Banach complejo y A ⊆ X no vaćıo.
La función

σA : X∗ −→ R ∪ {+∞},

definida por
σ∗A(x∗) = sup{Re x∗(a), a ∈ A},

es llamada función soporte de A.



Ahora, sea B ⊆ X∗ no vaćıo. A la función

σB : X −→ R ∪ {+∞},

dada por
σB(x) = sup{Re y∗(x) : y∗ ∈ B},

se le llama función soporte de B.

Teorema 2.11. Sean X y Y espacios de Banach complejos, y

T : X −→ Y

un operador acotado. Entonces, si B ⊆ Y ∗ es no vaćıo se tiene que

σT ∗(B)(x) = σB(T (x)),

para todo x ∈ X, donde
T ∗ : Y ∗ −→ X∗

es el operador adjunto de T .

Demostración. Sea y∗ ∈ B, entonces se tiene que

T ∗y∗(x) = y∗(Tx)

para todo x ∈ X, y como consecuencia

Re T ∗y∗(x) = Re y∗(Tx)

para todo x ∈ X.
De la última igualdad, al tomar supremo sobre B, se sigue que si x ∈ X

entonces

sup{Re T ∗y∗(x) : y∗ ∈ B} = sup{Re y∗(Tx) : y∗ ∈ B},

aśı
sup{Re T ∗y∗(x) : Ty∗ ∈ T (B)} = sup{Re y∗(Tx) : y∗ ∈ B}

y esto equivale a que
σT ∗(B)(x) = σB(T (x)).



Lema 2.12. Sean X un espacio de Banach complejo y

f : X −→ R

una función convexa. Sean a, x ∈ X y considérese la función dada por

g(t) =
f(a+ tx)− f(a)

t

para todo t ∈ R. Entonces g(t) es creciente en (−∞, 0) y en (0,∞).

Demostración. Sean s y t números reales tales que 0 < s ≤ t. Como s ∈ (0, t),
existe λ ∈ (0, 1) tal que s = λt. Ahora, nótese que

a+ sx = a+ λtx = a(1− λ) + λ(a+ tx)

y puesto que f es convexa

f(a+ λs) = f(a(1− λ) + λ(a+ tx)) ≤

(1− λ)f(a) + λf(a+ tx).

Entonces

f(a+ λs)− f(a) ≤ (1− λ)f(a)− f(a) + λf(a+ tx) =

λf(a+ tx)− λf(a))

y esto implica que

f(a+ λs)− f(a)

t
≤ λ

f(a+ tx)− f(a)

t

para todo t > 0. Esto último es equivalente a que

f(a+ λs)− f(a)

λt
≤ f(a+ tx)− f(a)

t

para todo t > 0 y por tanto g(s) ≤ g(t).
El otro caso es análogo.

Observación 2.13. Dado el lema anterior y puesto que f es continua se
sigue que existe

ĺım
t→0+

f(a+ tx)− f(a)

t



y éste es igual a

ı́nf

{
f(a+ tx)− f(a)

t
: t > 0

}
.

Se denotará por f
′
(a, x) al ĺımite

ĺım
t→0+

f(a+ tx)− f(a)

t
.

Teorema 2.14. Sean X un espacio de Banach y

f : X −→ R

una función continua y convexa. Sea a ∈ X, entonces

∂f(a) = {x∗ ∈ X∗ : Re x∗(z) ≤ f
′

+(a, z),∀z ∈ X}.

Demostración. Sea x∗ ∈ X∗ tal que Re x∗(z) ≤ f
′
+(a, z) para todo z ∈ X,

entonces se sigue que

Re x∗(z) ≤ f(a+ tz)− f(a)

t

para todo t > 0 y z ∈ X.
Tomando y = a+ tz, si z vaŕıa en todo X, nótese que y vaŕıa en todo X.

Usando esto en la desigualdad anterior se obtiene que

Re x∗
((

1

t

)
(y − a)

)
≤ f(y)− f(a)

t

por lo que
Re x∗ (y − a) ≤ f(y)− f(a)

y esto implica que que x∗ ∈ ∂f(a).
Ahora supóngase que x∗ ∈ ∂f(a), entonces

Re x∗ (y − a) ≤ f(y)− f(a)

para todo y ∈ X. Sea z = y−a
t

, con t > 0, entonces si y vaŕıa en X, z varia
en X. Sustituyendo en la desigualdad anterior se tiene que

Re x∗(z) ≤ f(a+ tz)− f(a)

t
,

por lo que
Re x∗(z) ≤ f

′

+(a, z).



Teorema 2.15. Sean X un espacio de Banach y

f : X −→ R

una función continua y convexa. Sea a ∈ X, entonces

f
′

+(a, x) = máx{Re z∗(x) : z∗ ∈ ∂f(a)}.

Demostración. Por el teorema anterior es claro que

f
′

+(a, x) ≥ sup{Re z∗(x) : x∗ ∈ ∂f(a)} =

máx{Re z∗(x) : z∗ ∈ ∂f(a)}.

Este máximo se alcanza puesto que el subdiferencial es compacto en la topo-
loǵıa débil∗ y como las funciones

Re : C −→ R

y
Ex : X∗ −→ C,

dadas por
Re (x+ iy) = x

para todo x+ iy ∈ C y
Ex(z

∗) = z∗(x),

para todo z∗ ∈ X∗, son continuas con respecto a la topoloǵıa débil∗, pues esta
topoloǵıa es la mı́nima respecto a la cual son continuos los elementos de X∗.
Entonces

{Re z∗(x) : z∗ ∈ ∂f(a)}

es compacto.
Ahora se demostrará que para todo x ∈ X, existe φx ∈ ∂f(a) tal que

Reφx(x) ≤ f
′
+(a, x). Consideramos el espacio af́ın Wx = a+ Rx y la función

af́ın
hx : Wx −→ R

dada por
hx(a+ tx) = f(a) + tf

′

+(a, x).

Es sencillo ver que hx ≤ f en Wx. Por el teorema de Hahn-Banach, existe
una función af́ın

hx : X −→ R



que extiende a hx donde z∗ ∈ X∗ es una extensión de

g(tx) = tf
′

+(a, x)

y es tal que
hx = f(a) + z∗

puesto que hx(a) = hx(a) = f(a) y en consecuencia z∗(a) = 0.
Aśı

h(y) = f(a) + z∗(y) = f(a) + z∗(y − a)

por lo que

z∗(x) = hx(a+ x)− f(a) = hx(a+ x)− f(a) = f
′

+(a, x)

y de aqúı se sigue que
Re z∗(x) = f

′

+(a, x).

Teorema 2.16. Sean X y Y espacios de Banach. Sea

S : X −→ Y

un operador acotado y sea
L : X −→ Y

la función af́ın dada por
L(x) = S(x) + y0,

donde y0 ∈ Y y para todo x ∈ X. Sea

g : Y −→ R+ ∪ {0}

una función convexa y continua. Entonces para todo a ∈ X se cumple que

∂(g ◦ L)(a) = S∗∂(L(a)).

Demostración. Por el teorema anterior se tiene que

σ∂(g◦L)(a) = (g ◦ L)
′

+(a, x).

Por otro lado
(g ◦ L)(a+ tx)− (g ◦ L)(a)

t
=



g(L(a+ tx))− g(L(a))

t
=

g(S(a+ tx) + y0)− g(L(a))

t
=

g(S(a) + y0 + tS(x)))− g(L(a))

t
=

g(L(a) + tS(x))− g(L(a))

t
.

Tomando ı́nfimos en (0,∞) se sigue que

(g ◦ L)
′

+(a, x) = g
′

+(L(a), S(x)),

esto es
σ∂(g◦L)(a)(x) = σ∂g(L(a))(S(x)).

Finalmente, por el teorema 1.6 se sigue que

∂(g ◦ L)(a) = S∗∂(L(a)).

Teorema 2.17. Sea X un espacio de Banach y sea

f : X −→ R

la función dada por
f(x) = ‖x‖.

Entonces
∂f(a) = {x∗ ∈ X∗ : Re x∗(a) = ‖a‖, ‖x∗‖ ≤ 1}.

Demostración. Sea a ∈ X y x∗ ∈ ∂f(a). Entonces se sigue que

‖z‖ − ‖a‖ ≥ Rex∗(z − a)

para todo z ∈ X, en particular para z = 2a y z = 0 se tiene que

‖a‖ ≥ Re x∗(a)

y
−‖a‖ ≥ −Re x∗(a),



respectivamente, y estas desigualdades implican que Re x∗(a) = ‖a‖. Además
si ‖y‖ = 1, entonces Re x∗(y) ≤ 1 por lo que

‖x∗‖ = ‖Re x∗‖ ≤ 1.

Ahora, supóngase que x∗ ∈ X∗ es tal que x∗(a) = ‖a‖ y ‖x∗‖ ≤ 1.
Entonces

Re x∗(z − a) = Re x∗(z)− Re x∗(a) ≤ ‖z‖ − ‖a‖

pues
Re x∗(z) ≤ |x∗(z)| ≤ ‖x∗‖‖z‖ ≤ ‖z‖.

Observación 2.18. Nótese que el espacio de matrices con entradas complejas
y de tamaño n, M(n), es un espacio de Hilbert con el producto interior dado
por

〈A,B〉 = tr(A∗B),

para A,B ∈ M(n) y donde tr denota el operador traza en M(n). Por el
teorema anterior se sigue que

∂‖A‖ = {G ∈M(n) : Re tr(G∗A) = ‖A‖, ‖G‖ ≤ 1}.

Sea A una matriz de tamaño n con entradas complejas. Considérese el
conjunto

R(A) = {(v, w) ∈ Cn×Cn : p.a. u ∈ Cn, ‖u‖ = ‖v‖ = 1, Av = ‖A‖u,w ∈ ∂‖u‖}.

Este conjunto será de gran utilidad en los siguientes resultados que caracte-
rizan al subdiferencial de la norma en M(n).

Teorema 2.19. Sea
g : M(n) −→ R

la función definida por g(A) = ‖A‖. Entonces

g
′

+(A,X) = máx
(v,w)∈R(A)

Re 〈w,Xv〉 .

Demostración. Sea (v, w) ∈ R(A), entonces

‖(A+ tX)v‖ ≤ ‖A+ tX‖.



Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que

‖(A+ tX)v‖ = ‖(A+ tX)v‖‖w‖ ≥ | 〈w, (A+ tX)v〉 | ≥

Re 〈w, (A+ tX)v〉 =

‖A‖Re 〈w, u〉+ tRe 〈w,Xv〉 .

De estas últimas desigualdades se puede concluir que

‖A+ tX‖ ≥ ‖A‖Re 〈w, u〉+ tRe 〈w,Xv〉 .

Nótese que como w ∈ ∂‖u‖, por el teorema anterior se sigue queRe 〈w, u〉 =
‖u‖ = 1, en consecuencia

‖A+ tX‖ ≥ ‖A‖+ tRe 〈w,Xv〉 .

Pot tanto, para t > 0 se tiene que

‖A+ tX‖ − ‖A‖
t

≥ Re 〈w,Xv〉

y se puede concluir que

‖A+ tX‖ − ‖A‖
t

≥ máx
(v,w)∈R(A)

Re 〈w,Xv〉 .

Al tomar ı́nfimos sobre t > 0, se tiene que

g
′

+(A,X) ≥ máx
(v,w)∈R(A)

Re 〈w,Xv〉 .

Para obtener la otra desigualdad los argumentos son similares. Sea (v(t), w(t)) ∈
R(A+ tX), entonces se tiene que

‖A‖‖v(t)‖ ≥ ‖Av(t)‖ = ‖Av(t)‖‖w(t)‖.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

‖Av(t)‖‖w(t)‖ ≥ | 〈w(t), Av(t)〉 | ≥ Re 〈w(t), Av(t)〉 =

Re 〈w(t), Av(t) + tXv(t)− tXv(t)〉 =

Re 〈w(t), Av(t) + tXv(t)〉 − Re 〈w(t), tXv(t)〉 =

‖A+ tX‖ 〈w(t), u(t)〉 − t 〈w(t), Xv(t)〉 = ‖A+ tX‖ − t 〈w(t), Xv(t)〉



y de esta desigualdad, para t > 0 se sigue que

‖A+ tX‖ − ‖A‖
t

≤ Re 〈w(t), Xv(t)〉 .

Sea (tn) una sucesión de números reales positivos tales que tn −→ 0.
Como la bola unitaria cerrada en Cn es un conjunto compacto, existe una
subsucesión (tnk

) de (tn), y vectores de norma uno u, v y w, tales que,

u(tnk
) −→ u

v(tnk
) −→ v

w(tnk
) −→ w,

si k −→ ∞. Como consecuencia (v, w) ∈ R(A). Entonces por la desigualdad
anterior se sigue que

g
′

+(A,X) =

ĺım
t→0

‖A+ tX‖ − ‖A‖
t

≤ Re 〈w.Xv〉 ≤

máx
(v,w)∈R(A)

Re 〈w,Xv〉 .

Esto completa la demostración.

Teorema 2.20. Sea A ∈M(n). Entonces

∂‖A‖ = conv{wv∗ : (v, w) ∈ R(A)}.

Demostración. Sea G ∈ conv{wv∗ : (v, w) ∈ R(A)}. Entonces

G =
n∑
n=1

λiwiv
∗
i

donde λi ∈ (0, 1),
∑n

i=1 λi = 1 y (vi, wi) ∈ R(A), esto para todo i ∈
{1, 2, ..., n}. Aśı

Re tr(G∗A) =

Re tr

(
n∑
n=1

λiviw
∗
iA

)
=

n∑
i=1

λi Re tr(viw
∗
iA) =



n∑
i=1

λi Re 〈wi, Avi〉 =

‖A‖
n∑
i=1

λi Re 〈wi, ui〉 = ‖A‖
n∑
i=1

λi = ‖A‖,

pues, como wi ∈ ∂‖u‖, se sigue que

Re 〈ui, wi〉 = ‖u‖ = 1

para todo i ∈ {1, 2, 3, ..., n}. También

‖G‖ = máx
‖X‖=1

{Re tr(G∗A)} = máx
‖X‖=1

{
‖X‖

n∑
i=1

λi Re (〈wi, ui〉)

}
≤ 1

y por la observación 2.17 se sigue que G ∈ ∂‖A‖.
Ahora sea G ∈ ∂‖A‖ y supóngase que G no está en

conv{wv∗ : (v, w) ∈ R(A)}.

Entonces por el teorema de Hahn-Banach existe X ∈M(n) tal que

Re tr(x∗wv∗) < Re tr(X∗G)

para todo (v, w) ∈ R(A). Entonces

máx
(v,w)∈R(A)

{Re 〈w,Xv〉} < máx
(v,w)∈R(A)

{Re tr(X∗G)}.

En la desigualdad anterior ambos máximos coinciden con la derivada por la
derecha de la función norma en el punto A y en la dirección de X, lo cual es
una contradicción. Por tanto

∂‖A‖ ⊆ conv{wv∗ : (v, w) ∈ R(A)}.

Observación 2.21. Con la notación del teorema anterior y por el caṕıtulo
1.4 de [9] se obtiene la demostración de los siguientes resultados.

Corolario 2.22. Se tiene que

∂‖A‖ = conv{uv∗ : ‖u‖ = ‖v‖ = 1, Av = ‖A‖u}.



Corolario 2.23. Sea A 6= 0 semidefinida positiva definida. Se tiene que

∂‖A‖ = conv{uu∗ : ‖u‖ = 1, Au = ‖A‖u}.

El siguiente teorema será de gran utilidad en la demostración del teorema
de Bhatia-Semri.

Teorema 2.24 (Toeplitz-Haussdorf). Sea H un espacio de Hilbert y

T : D(H) ⊆ H −→ H

un operador lineal. Entonces el conjunto

{〈x, Tx〉 : ‖x‖ = 1, x ∈ D(A)}

es convexo.

La demostración puede verse en [18].

Teorema 2.25 (Teorema de Bhatia-Semri (caso real)). Sean A,B ∈ M(n).
Entonces,

‖A+ tB‖ ≥ ‖A‖

para todo t ∈ R, si y solo si existe un vector unitario x tal que

‖Ax‖ = ‖A‖

y
Re 〈Ax,Bx〉 = 0.

Demostración. Primero supóngase que existe un vector unitario x tal que

‖Ax‖ = ‖A‖

y
Re 〈Ax,Bx〉 = 0.

Entonces, si t ∈ R se sigue que

‖A+ tB‖2 ≥

‖(A+ tB)x‖2 = 〈(A+ tB)x, (A+ tB)x〉 =

‖Ax‖2 + 2tRe 〈Ax,Bx〉+ t2‖Bx‖2 =

‖Ax‖2 + t2‖Bx‖2 ≥ ‖Ax‖2 =



‖A‖2.

Por tanto para todo t ∈ R,

‖A+ tB‖ ≥ ‖A‖

Rećıprocamente, supóngase que para todo t ∈ R,

‖A+ tB‖ ≥ ‖A‖.

El objetivo será, suponiendo que A es semidefinida positiva, encontrar un
vector y de norma 1 tal que Ay = λy y Re 〈Ay,By〉 = 0.

Si existe tal y como en el párrafo anterior, para el caso general es posible
escribir a la matriz A en su descomposición de valores singulares (la existen-
cia de tal desomposición está demostrada en [14]), A = USV ∗, donde S es
triangular superior y donde elementos de la diagonal son reales mayores o
iguales a cero, además U y V son matrices unitarias. Entonces, si

‖A+ tB‖ ≥ ‖A‖

para todo t ∈ R, se sigue, por las propiedades del adjunto, que

‖S + tU∗BV ‖ ≥ ‖S‖

para todo t ∈ R. Aśı, como S es semidefinida positiva existe un vector unitario
y tal que

Sy = ‖S‖y

y
Re 〈Sy, U∗BV y〉 = 0.

Por tanto se tiene para x = V y (el cual es de norma 1 al ser V una isometŕıa)
que

Ax = ‖A‖x

y que
Re 〈Ax,Bx〉 = 0.

Por esta razón es posible suponer que A es semidefinida positiva.
Sea

S : R −→M(n)

dada por
S(t) = tB



y sea
L : R −→M(n)

dada por L(t) = A+ S(t). Sea

g : M(n) −→ R

dada por
g(T ) = ‖T‖.

Entonces, ‖A+ tB‖ ≥ ‖A‖ para todo t ∈ R es equivalente a que

(g ◦ L)(t) ≥ (g ◦ L)(0),

lo que equivale a que 0 ∈ ∂(g ◦ L)(0) y por el teorema 1.13 esto equivale a
que 0 ∈ S∗(∂‖A‖).

Nótese que
〈S(t), X〉 = t 〈B,X〉 = tRe tr(B∗X)

por lo que
S∗(X) = Re tr(B∗X).

Aśı, por el Corolario 2.21 se sigue que

S∗∂‖A‖ =

conv{Re 〈B∗, uu∗〉 : ‖u‖ = 1, Au = ‖A‖u} =

conv{Re 〈u,Bu〉 : ‖u‖ = 1, Au = ‖A‖u}.

Ahora, sea M el eigenespacio correspondiente al eigenvalor ‖A‖ de A, sea
PM la proyección ortogonal de Cn en M y sea iM la inclusión de M en Cn.
Considérese el operador

TB : Cn −→ Cn

dado por TB(x) = Bx para todo x ∈ Cn. Def́ınase T = PMTBiM , entonces
por el teorema de Toeplitz-Hausdorff el conjunto

{〈u, Tu〉 : ‖u‖ = 1, u ∈ Dom(T )} =

{〈u, Tu〉 : ‖u‖ = 1, Au = ‖A‖u}

es convexo. Por tanto

{Re 〈u,Bu〉 : ‖u‖ = 1, Au = ‖A‖u}



es convexo y como

0 ∈ conv{Re 〈u,Bu〉 : ‖u‖ = 1, Au = ‖A‖u}

debe existir u tal que
Re 〈u,Bu〉 = 0

y
Au = ‖A‖u.

Esto completa la demostración.

Teorema 2.26 (Teorema de Bhatia-Semri (caso general)). Sean A,B ∈
M(n). Entonces,

‖A+ λB‖ ≥ ‖A‖

para todo λ ∈ C si y solo si existe un vector unitario x tal que

‖Ax‖ = ‖A‖

y
Re 〈Ax,Bx〉 = 0.

Demostración. Si existe un vector unitario x tal que

‖Ax‖ = ‖A‖

y
Re 〈Ax,Bx〉 = 0,

entonces haciendo un cálculo similar al del caso real se tiene que A y B son
Birkhoff-James ortogonales.

Ahora supongamos que A,B son Birkhoff-James ortogonales, esto equivale
a que

‖A+ λB‖ ≥ ‖A‖

para todo λ ∈ C y esto se puede escribir como

‖A+ reiθB‖ ≥ ‖A‖

para todos r > 0 y θ ∈ R. Ahora se fijará el valor de θ y sea Bθ = eiθB,
entonces se sigue que

‖A+ rBθ‖ ≥ ‖A‖

para todo r ∈ R.



También, como en el caso real, se puede suponer que A es semidefinida
positiva. En este caso existe un vector unitario y0 tal que

Ay0 = ‖A‖y0

y
Re eiθ 〈Ay0, By0〉 = 0... (∗)

Considérese M el eigenespacio correspondiente al eigenvalor ‖A‖ y la
transformación lineal

T : M −→M

definida por
T = PMB

∗AiM

donde PM es la proyección ortogonal de Cn en M y im es el adjunto de PM .
Entonces por el teorema de Toeplitz-Hausdorff el conjunto

{〈y, Ty〉 : ‖y‖ = 1, y ∈M} =

{〈y,B∗Ay〉 : ‖y‖ = 1Ay = ‖A‖y}
es compacto y convexo. Si

0 /∈ {〈y,B∗Ay〉 : Ay = ‖A‖y}

por el teorema de Hahn-Banach debe existir un funcional lineal que separa a
estos conjuntos, es decir, existe λ0 ∈ C tal que para todo y ∈M se tiene que

Re λ0 〈y,B∗Ay〉 > Reλ00 = 0

lo que contradice (∗).
Finalmente debe pasar que

0 ∈ {〈y,B∗Ay〉 : ‖y‖ = 1Ay = ‖A‖y}

y por tanto existe y unitario tal que 〈By,Ay〉 = 0 y Ay = ‖A‖y. Esto implica
que 〈By,Ay〉 = 0 y ‖A‖ = ‖Ay‖.

2.2. Ortogonalidad de Birkhoff James para ope-

radores en espacios de dimensión infini-

ta.

El objetivo de esta sección es generalizar el teorema de Bhatia-Semri para
operadores en espacios de Hilbert de dimensión infinita.



Teorema 2.27. Sean H un espacio de Hilbert y A,B ∈ B(H). Entonces

‖A+ λB‖ ≥ ‖A‖

para todo λ ∈ C si y solo si existe una sucesión de vectores unitarios (xn)n ⊆
H tales que

ĺım
n→∞

‖Axn‖ = ‖A‖

y ĺımn→∞ 〈Axn, Bxn〉 = 0.

La demostración puede verse en [2] (Teorema 1.1 y Observación 3.1).

Teorema 2.28. Sean H y K espacios de Hilbert, y A,B ∈ B(H,K). Enton-
ces

‖A+ λB‖ ≥ ‖A‖

para todo λ ∈ C si y solo si existe una sucesión de vectores unitarios (xn)n ⊆
H tales que

ĺım
n→∞

‖Axn‖ = ‖A‖

y ĺımn→∞ 〈Axn, Bxn〉 = 0.

Demostración. Supóngase que existe una sucesión de vectores unitarios (xn)n ⊆
H tales que

ĺım
n→∞

‖Axn‖ = ‖A‖

y
ĺım
n→∞

〈Axn, Bxn〉 = 0.

Entonces, si λ ∈ C se sigue que

‖A+ tB‖2 ≥ ‖(A+ tB)xn‖2 =

〈(A+ tB)xn, (A+ tB)xn〉 =

‖Axn‖2 + 2tRe 〈Axn, Bxn〉+ t2‖Bxn‖2 ≥

‖Axn‖2 + 2tRe 〈Axn, Bxn〉

para todo n ∈ N. Por tanto, al tomar ĺımite se sigue que ‖A + λB‖ ≥ ‖A‖
para todo λ ∈ C.

Rećıprocamente supóngase que ‖A + λB‖ ≥ ‖A‖ para todo λ ∈ C. Si
T ∈ B(H,K), es posible definir un operador T ∈ B(H ⊕K) como

T =

[
0 0
T 0

]



y es tal que ‖T‖ = ‖T‖. Como consecuencia ‖A+λB‖ ≥ ‖A‖ para todo λ ∈ C.
Por el Teorema 2.26, existe una sucesión (hn ⊕ kn)n de vectores unitarios en
H ⊕K tales que

‖A(hn ⊕ kn)‖ −→ ‖A‖
y 〈

A(hn ⊕ kn), B(hn ⊕ kn)
〉
−→ 0,

si n −→∞, de esto se sigue que

‖Ahn‖ −→ ‖A‖

si n −→∞. Como ‖A‖ > 0 es posible suponer que Ahn 6= 0 para todo n. De
lo anterior se sigue que

‖A‖ = ĺım
n→∞

‖Ahn‖ ≤ ‖A‖ ĺım inf
n→∞

‖hn‖,

por lo que ĺım infn→∞ ‖hn‖ ≥ 1. Puesto que ‖hn‖ ≤ 1 se sigue que ĺım supn→∞ ‖hn‖ ≤
1, por tanto ĺımn→∞ ‖hn‖.

Sea xn = hn
‖hn‖ para todo n. Entonces se sigue que

‖Axn‖ −→ ‖A‖

y
〈Axn, Bxn〉 −→ 0,

si n −→∞.

Corolario 2.29. Sean H y K espacios de Hilbert de dimensión finita, y
A,B ∈ B(H,K). Entonces A y B son Birkhoff-James ortogonales si y solo
si existe un vector unitario x tal que

‖Ax‖ = ‖A‖

y
〈Ax,Bx〉 = 0.

Demostración. Del teorema anterior se sigue que existe una sucesión de vec-
tores unitarios (xn)n ⊆ H tales que

ĺım
n→∞

‖Axn‖ = ‖A‖

y ĺımn→∞ 〈Axn, Bxn〉 = 0. Como la sucesión (xn)n es acotada, tiene una
subsucesión que converge a algún x ∈ H y éste es el vector buscado.



Corolario 2.30. Sean H y K espacios de Hilbert de dimensión finita, y
A,B ∈ B(H,K). Entonces A y B son Birkhoff-James ortogonales si y solo
si existe un estado φ sobre B(H) tal que

φ(A∗A) = ‖A‖2

y
φ(A∗B) = 0.

Demostración. Primero supóngase que existe un estado φ como en el enun-
ciado del teorema, entonces como φ(X∗) = φ(X) y es un funcional positivo,
se sigue que

‖A+ λB‖2 = φ((A+ λB)∗(A+ λB)) =

φ(A∗A+ λB∗A+ λA∗B + |λ|2B∗B) =

φ(A∗A) + φ(|λ|2B∗B) ≥ ‖A‖2.

Por tanto
‖A+ λB‖ ≥ ‖A‖

para todo λ ∈ C.
Rećıprocamente, supóngase que ‖A + λB‖ ≥ ‖A‖ para todo λ ∈ C. En-

tonces debe existir una sucesión (hn)n de vectores unitarios tales que

‖Ahn‖ −→ ‖A‖

y
〈Ahn, Bhn〉 −→ 0

si n −→∞. Para cada n ∈ n, def́ınase el funcional lineal como

φn(T ) = 〈hn, Thn〉 .

Sea T ∈ B(H), entonces φn(T ∗T ) = 〈hn, T ∗Thn〉 = 〈Thn, Thn〉 ≥ 0, también
φn(I) = 〈hn, Ihn〉 = ‖hn‖2 = 1, por lo que φn es un estado sobre B(H) para
toda n. Nótese que

φn(A∗A) = 〈Ahn, Ahn〉 −→ ‖A‖2

y
φn(A∗B) = 〈Ahn, Bhn〉 −→ 0



si n −→ ∞. Como el conjunto de estados en un álgebra C∗ es compacto
con respecto la topoloǵıa débil∗, entonces existe una subsucesión (φnk

) que
converge a un estado φ con respecto a la topoloǵıa débil∗. Entonces

φ(A∗A) = ĺım
k→∞

φk(A
∗A) = ‖A‖2

y
φ(A∗B) = ĺım

k→∞
φk(A

∗B) = 0.

Los siguientes corolarios son inmediatos a partir del Corolario 2.27 y son
una reformulación de éste teniendo en cuenta que si

{Hj}ni=1

es una familia finita de espacios de Hilbert entonces

H =
n⊕
i=1

Hi,

la suma directa de dicha familia, es un espacio de Hilbert con el producto
interior dado por

〈(h1, h2, . . . , hn), (k1, k2, . . . , kn)〉 =
n∑
i=1

〈hi, ki〉

para todos (h1, h2, . . . , hn), (k1, k2, . . . , kn) ∈ H.

Corolario 2.31. Sean H y Kj espacios de Hilbert de dimensión finita, donde
j ∈ {1, 2, . . . , d}, y sea Aj ∈ B(H,Kj) para todo j. Considérese el operador
A1

A2
...
Ad

 : H −→ K1 ⊕K2 ⊕ ... ⊕Kd que mapea a cada x ∈ H en


A1(x)
A2(x)

...
Ad(x)

.

Entonces ∥∥∥∥∥∥∥∥∥


A1 + λB1

A2 + λB2
...

Ad + λBd


∥∥∥∥∥∥∥∥∥ ≥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥


A1

A2
...
Ad


∥∥∥∥∥∥∥∥∥



si y solo si existe un vector unitario x ∈ H tal que

d∑
j=1

‖Ajx‖2 =

∥∥∥∥∥
d∑
j=1

A∗jAj

∥∥∥∥∥
y

d∑
j=1

〈Ajx,Bjx〉 = 0.

Corolario 2.32. Sean Hj y K espacios de Hilbert de dimensión finita, donde
j ∈ {1, 2, . . . , d}, y sea Aj ∈ B(Hj, K) para todo j. Def́ınase

(A1, A2, . . . , Ad) : H1 ⊕H2 ⊕ · · · ⊕Hd −→ K

como el operador que mapea a


x1

x2
...
xd

 en A1x1 +A2x2 + · · ·+Adxd. Entonces

‖(A1 + λB1, A2 + λB2, ..., Ad + λBd)‖ ≥ ‖(A1, A2), . . . , Ad‖

si y solo si existe un vector unitario


x1

x2
...
xd

 en H1 ⊕H2 ⊕ · · · ⊕Hd tal que

‖(A1, A2, . . . , Ad)‖2 =
d∑
j=1

‖Ajxj‖2 +
d∑

i,j=1, i 6=j

〈Aixi, Ajxj〉

y
d∑

i,j=1

〈Aixi, bjxj〉 = 0

Corolario 2.33. Sean Hj y Kj espacios de Hilbert de dimensión finita, donde
j ∈ {1, 2, . . . , d}, y sea Aj ∈ B(Hj, Kj) para todo j. Considérese el operador

(A1, A2, . . . , Ad) : H1 ⊕H2⊕, . . . ,⊕Hd −→ H1 ⊕H2⊕, . . . ,⊕Hd

dado por

(A1, A2, . . . , Ad)


x1

x2
...
xd

 =


A1x1

A2x2
...

Adxd





para


x1

x2
...
xd

 ∈ H1 ⊕H2⊕, . . . ,⊕Hd. Entonces

‖(A1 + λB2, A2 + λB2, . . . , Ad + λBd)‖ ≥ ‖(A1, A2, . . . , Ad)‖

si y solo si existe un vector unitario


x1

x2
...
xd

 ∈ H1 ⊕H2⊕, . . . ,⊕Hd tal que

máx
1≤k≤d

‖Akxk‖2 =
d∑
j=1

‖Ajxj‖2

y
d∑
j=1

〈Ajxj, Bjxj〉 = 0.

2.3. Ortogonalidad de Birkhoff-James en C∗

módulos de Hilbert.

Teorema 2.34. Sean A una álgebra C∗ y a, b ∈ A. Entonces

‖a+ λb‖ ≥ ‖a‖

para todo λ ∈ C si y solo si existe un estado φ sobre A tal que φ(a∗a) = ‖a‖2

y φ(a∗b) = 0.

Demostración. Si existe un estado φ como en el enunciado del teorema, en-
tonces como φ es positivo y φ(x∗) = φ(x) para todo x ∈ A, se sigue que

‖a+ λb‖2 = φ((a+ λb)∗(a+ λb)) =

φ(a∗a+ λb∗a+ λa∗b+ |λ|2b∗b) =

φ(a∗a) + φ(|λ|2b∗b) ≥ ‖a‖2.

Por tanto
‖a+ λb‖ ≥ ‖a‖



para todo λ ∈ C. Para el rećıproco consideramos la representación de A,

π : A −→ B(H)

(cuya existencia está garantizada por el Teorema 1.57). Entonces existen ope-
radores A,B ∈ B(H) tales que A = π(a) y B = π(b), y se sigue que

‖a+ λb‖ ≥ ‖a‖

para todo λ ∈ C. Como consecuencia existe un estado ψ en B(H) tal que

ψ(A∗A) = ‖A‖∗ y ψ(A∗B) = 0.

Def́ınase φ(a) = ψ(π(a)), el cual claramente es un estado. Las ecuaciones
anteriores implican que

φ(a∗a) = ‖a‖∗ y ψ(a∗b) = 0.

Dada un álgebra unitaria A, C1 denotará al conjunto

{λ1 : λ ∈ C},

donde 1 es la unidad en el álgebra.

Definición 2.35. Sea A un álgebra C∗ y φ un estado en A. Dado a ∈ A, se
define la varianza de a respecto a φ como

varφ(a) = φ(a∗a)− |φ(a)|2.

Definición 2.36. Sea A un álgebra C∗. Sea a ∈ A, se define la distancia de
a a C1 como

d(a,C1) = mı́n{‖a− λ1‖ : λ ∈ C}.

Corolario 2.37. Sean A un álgebra C∗ y a ∈ A. Entonces

d(a,C1) = máx{varφ(a) : φ ∈ S(A)},

donde S(A) es el conjunto de estados definidos sobre A.



Demostración. Sea φ ∈ S(A), como ‖φ‖ = 1 entonces

φ(a∗a) ≤ ‖a‖2

y como consecuencia

varφ(a) = φ(a∗a)− |φ(a)|2 ≤ ‖a‖2.

Sea λ ∈ C, entonces por lo anterior se sigue que varφ(a − λ1) ≤ ‖a − λ1‖2.
Por otro lado nótese que

varφ(a− λ1) =

φ((a∗−λ1)(a−λ1))−|φ(a−λ1)|2 = φ((a∗−λ1)(a−λ1))−φ(a− λ1)φ(a−λ1) =

φ((a∗−λ1)(a−λ1))−φ(a∗−λ1)φ(a−λ1) = φ(a∗a−a∗λ1−λ1a+λ1λ1)−(φ(a)φ(a∗)−
φ(a∗)λφ(1)− λφ(1)φ(a) + λφ(1)λφ(1))

= φ(a∗a− λa∗ − λa+ λ1λ1)− (φ(a)φ(a∗)−
φ(a∗)λφ(1)− λφ(1)φ(a) + λφ(1)λφ(1)) = φ(aa∗)− φ(a∗)φ(a)

= varφ(a),

puesto que φ(1) = 1 y φ(a∗) = φ(a). De esto se sigue que

varφ(a) ≤ ‖a− λ1‖2

para todo λ ∈ C y por tanto

máx{varφ(a) : φ ∈ S(A)} ≤ d(a,C1)2.

Para el rećıproco sea λ0 ∈ C tal que d(a,C1) = ‖a − λ01‖ y denótese a
a− λ1 como a0, entonces

‖a0 + λ1‖ = ‖a− λo1 + λ1‖ ≥ mı́n{‖a− λ1‖ : λ ∈ C} = ‖a0‖

para todo λ ∈ C. Entonces debe existir un estado ψ sobre A tal que ψ(a∗0a0) =
‖a0‖2 y ψ(a∗01) = ψ(a∗0) = 0. Aśı,

d(a,C1)2 = ‖a0‖2 = ψ(a∗0a0) = ψ(a∗a)− λ0φ(a)− λφ(a∗) + |λ0|2,

y como φ(a0) = 0 es posible concluir que φ(a) = λ0. Por tanto

d(a,C1)2 = ψ(a∗a)− λ0φ(a)− λφ(a∗) + |λ0|2 =

ψ(a∗a)− |λ0|2 = varψ(a) ≤ máx{varφ(a) : φ ∈ S(A)}.



Lema 2.38. Sea E un C∗ módulo de Hilbert sobre un álgebra C∗ A. Entonces
E se puede encajar isométricamente en B(H,K), donde H y K son espacios
de Hilbert. Además H es tal que existe una representación inyectiva

π : A −→ B(H),

y si
L : E −→ B(H,K)

es el encaje isometrico, entonces

〈L(e1)h1, L(e2)h2〉 = 〈h(1, π(〈e1, e2〉)h2〉 .

Demostración. Sea π : A −→ B(H) una representación inyectiva. Considére-
se el producto tensorial de módulos E ⊗H sobre C y def́ınase el mapeo

〈 , 〉 :−→ C

dado por
〈e1 ⊗ h1, e2 ⊗ h2〉

para vectores básicos. Este se puede extender linealmente a E ⊗ H. Esta
función define un semiproducto interior en E ⊗ H. Sea N = {x ∈ E ⊗ H :

〈x, x〉 = 0} y def́ınase el producto interior en
E ⊗H
N

como

〈x+N, y +N〉 = 〈x, y〉

para todos x, y ∈ E ⊗H.

Sea K la completación de
E ⊗H
N

. Para cada e ∈ E def́ınase la función

Le : H −→ K

como Le(h) = e⊗ h+N , y nótese que es lineal. También se tiene que

‖Le(h)‖2 =

〈h, π(〈e, e〉h〉 ≤ ‖h‖‖π(〈e, e〉)h‖ = ‖h‖2‖π(〈e, e〉 ‖ =

‖h‖2‖e‖2,

por lo que he es acotada.
Sea L : E −→ B(H,K) dada por L(e) = Le la cual es una isometŕıa

lineal.



Teorema 2.39. Sea E un C∗ módulo de Hilbert sobre un álgebra C∗ A. Sean
e1, e2 ∈ E. Entonces

‖e1 + λe2‖ ≥ ‖e1‖

para todo λ ∈ C si y solo si existe un estado φ definido en A tal que

φ(〈e1, e1〉) = ‖e1‖2

y
φ(〈e1, e2〉) = 0

Demostración. Sean e1, e2 ∈ E.
Primero supóngase que existe un estado φ definido en A tal que

φ(〈e1, e1〉) = ‖e1‖2

y
φ(〈e1, e2〉) = 0.

Entonces para λ ∈ C se tiene que

‖e1 + λe2‖2 =

‖ 〈e1 + λe2, e1 + λe2〉 ‖ ≥∣∣φ(〈e1, e1〉) + λφ(〈e2, e1〉) + λφ(〈e2, e1〉) + |λ|2φ(〈e2, e2〉)
∣∣ ≥

‖e1‖2,

puesto que ‖φ‖ = 1.
Para el rećıproco supóngase que

‖e1 + λe2‖ ≥ ‖e1‖

para todo λ ∈ C. Sea L el isomorfismo isométrico dado por el lema anterior.
Entonces se sigue que

‖L(e1) + λL(e2)‖ ≥ ‖L(e1)‖

para todo λ ∈ C. Aśı, por el Teorema 2.24, existe una sucesión de vectores
unitarios (xn)n en H tales que

ĺım
n→∞

Le1(xn) = ‖Le1‖

y
〈Le1(xn), Le2(xn)〉 −→ 0.



Def́ınase para cada n ∈ N

φn(a) = 〈xn, π(a)xn〉

para todo a ∈ A. Entonces se tiene que (φn)n es una sucesión de estados y
puesto que el conjunto de estados es compacto con respecto a la topoloǵıa
débil∗ de A∗, se sigue que tiene una subred (φγ)γ∈Γ convergente con respecto
a la topoloǵıa débil∗ a un estado φ definido en A. Aśı, se tiene que

φ(〈e1, e1〉) = ĺım
γ
φα(〈e1, e1〉) = ‖e1‖2

y
φ(〈e1, e2〉) = ĺım

γ
φα(〈e1, e2〉) = 0.



Caṕıtulo 3

Ortogonalidad de Saidi

En este caṕıtulo L denotará al conjunto {1, 2, 3, ..., N} donde N es untero
positivo o a N. También se denotará como F al campo de los números reales
o complejos.

Es sencillo ver que si H es un espacio de Hilbert, x, y ∈ H son ortogonales
si y solo si

‖ax+ by‖ = ‖|a|x+ |b|y‖
para cualesquiera escalares a y b. Con base en esto se tiene la siguiente defi-
nición:

Definición 3.1. Sea X un espacio de Banach. Una sucesión (xn)n∈L en X
es Saidi ortogonal si ∥∥∥∥∥∑

n∈L

anxn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
n∈L

|an|xn

∥∥∥∥∥ ,
siempre que (an)n∈L ⊆ F y ∑

n∈L

|an|xn ∈ X.

En tal caso, si ‖xn‖ = 1 para todo n ∈ L, decimos que (xn)n∈L es Saidi
ortonormal.

Se escribirá x ⊥ y si x y y son Saidi ortogonales.

Observación 3.2. Si (xn)n∈L ⊆ X es Saidi ortogonal, entonces para todo
J ⊆ L, (xn)n∈J es Saidi ortogonal, pues si (an)n∈J ⊆ F y∑

n∈J

|an|xn ∈ X,
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entonces tomando an = 0 para todo n ∈ L \ J , se sigue que∥∥∥∥∥∑
n∈J

anxn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
n∈L

anxn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
n∈L

|an|xn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
n∈J

|an|xn

∥∥∥∥∥ .
En este caṕıtulo el término ortogonal hará referencia al concepto de orto-

gonalidad de Saidi.

Definición 3.3. Sea X un espacio de Banach y sean A,B ⊆ X. Se dice que
A es ortogonal a B, denotado A ⊥ B, si x ⊥ y para todos x ∈ A y y ∈ B.

En los siguientes resultados, dado un espacio de Banach X y S ⊆ X, 〈S〉
denotará el subespacio vectorial de X generado por S y 〈S〉 se refiere a la
cerradura respecto a la norma de éste conjunto.

Teorema 3.4. Sea X un espacio de Banach. Dada una sucesión (xn)n∈L en
X, las siguientes propiedades son equivalentes:

1. La sucesión (xn)n∈L es ortogonal en X.

2. Si I y J son subconjuntos ajenos no vaćıos de L, entonces〈
(xn)n∈I

〉
⊥
〈
(xn)n∈J

〉
.

3. Para cada i ∈ L,

xi ⊥
〈

(xn)n∈L\{i}

〉
.

Demostración. 1. ⇒ 2. Sean I y J subconjuntos ajenos y no vaćıos de L
y sean x ∈

〈
(xn)n∈I

〉
y y ∈

〈
(xn)n∈I

〉
, entonces existen {i1, i2, ..., in} ⊆ I

y {j1, j2, ..., jm} ⊆ J , finitos, tales que x = a1xi1 + a2xi2 + ... + anxin y
y = b1xj1 + b2xj2 + ... + bnxjm , donde ai, bj ∈ F para todo i ∈ {1, 2, ..., n} y
j ∈ {1, 2, ...,m}. Entonces, si a, b ∈ F

‖ax+ by‖ =

‖aa1xi1 + aa2xi2 + ...+ aanxin + bb1xj1 + bb2xj2 + ...+ bbnxjm‖ =

‖|aa1|xi1 + |aa2|xi2 + ...+ |aan|xin + |bb1|xj1 + |bb2|xj2 + ...+ |bbn|xjm‖ .

Esta última igualdad se debe a que la sucesión (xn)n∈L es ortogonal en X.
Por otro lado,

‖|a|x+ |b|y‖ =



‖|a|a1xi1 + |a|a2xi2 + ...+ |a|anxin + |b|b1xj1 + |b|b2xj2 + ...+ |b|bnxjm‖ =

‖||a|a1|xi1 + ||a|a2|xi2 + ...+ ||a|an|xin + ||b|b1|xj1 + ||b|b2|xj2 + ...+ ||b|bn|xjm‖ .

Esta última igualdad se debe a que la sucesión (xn)n∈L es ortogonal en X, y
esto es igual a

‖|aa1|xi1 + |aa2|xi2 + ...+ |aan|xin + |bb1|xj1 + |bb2|xj2 + ...+ |bbn|xjm‖ .

Por tanto se tiene que

‖|a|x+ |b|y‖ = ‖ax+ by‖.

Aśı se tiene que x ⊥ y.
Ahora si

x ∈
〈
(xn)n∈I

〉
\
〈
(xn)n∈I

〉
y

y ∈
〈
(xn)n∈J

〉
\
〈
(xn)n∈J

〉
,

existen sucesiones (zk)k∈N ⊆
〈
(xn)n∈I

〉
y (yk)k∈N ⊆

〈
(xn)n∈J

〉
tales que,

zk −→ x

y
yk −→ y

cuando k −→∞. Entonces si a, b ∈ F ,

‖ax+ by‖ =

ĺım
k→∞
‖azk + byk‖ = ĺım

k→∞
‖|a|zk + |b|yk‖ =

‖|a|x+ |b|y‖

dada la continuidad de la norma y puesto que xk ⊥ yk para todo k ∈ N. En
este caso x ⊥ y.

2.⇒ 3. Es inmediato, pues para todo i ∈ L, 〈xi〉 = {λxi : λ ∈ R}.
Para de mostrar que 3.⇒ 1. supongamos que

∑
n∈L anxn ∈ X.

Sea {n1, n2, ..., nm} ⊆ L el conjunto de los primeros m elementos de L
respecto al orden usual en N, entonces∥∥∥∥∥

m∑
i=l

ani
xni

∥∥∥∥∥ =



∥∥∥∥∥an1xn1 +
m∑
i=2

ani
xni

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥|an1|xnl
+

m∑
i=2

ani
xni

∥∥∥∥∥ ,
pues x1 ⊥

〈
(xn)n∈L\{1}

〉
. Ahora, se tiene que∥∥∥∥∥an2xn2 + |an1|x1 +

m∑
i=3

ani
xni

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥|an2|xn2 + |an1|xn1 +
m∑
i=3

ani
xni

∥∥∥∥∥ ,
pues xn2 ⊥

〈
(xn)n∈L\{2}

〉
.

Siguiendo este proceso tenemos que∥∥∥∥∥
m∑
i=l

ani
xni

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
m∑
i=l

|ani
|xni

∥∥∥∥∥
y puesto que

∑
n∈L |an|xn converge,

∑
n∈L anxn converge. Si L es finito, ter-

minamos el proceso anterior, en caso contrario tomamos el ĺımite cuando m
tiende a infinito. En cualquier caso se tiene que∥∥∥∥∥∑

n∈L

anxn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
n∈L

|an|xn

∥∥∥∥∥
por lo que (xn)n∈L es ortogonal en X.

Definición 3.5. Una función f definida en C y que toma valores en R se
llama radial si f(z) = f(|z|) para todo z ∈ C.

Lema 3.6. Sea f una función convexa definida sobre C y que toma valores
reales. Si f es radial entonces, dados z, w ∈ C, |z| ≤ |w| implica que f(z) ≤
f(w).

Demostración. Supóngase que f es radial. Como f es convexa se tiene que

f(0) = f

(
1

2
(−z) +

1

2
(z)

)
≤ 1

2
f(z) +

1

2
f(−z)

para todo z ∈ C, pero como f(z) = f(|z|) se sigue que f(0) ≤ f(z) para todo
z ∈ C. Por tanto, f restringida al rayo [0,∞) es convexa y tiene un mı́nimo



en 0. Sean z1, z2 ∈ C tal que |z1| ≤ |z2|, entonces existe t ∈ [0, 1] tal que
|z1| = 0(1− t) + |z2|t. Por tanto

f(|z1|) = f(0(1− t) + |z2|t) ≤ tf(|z2|) ≤ f(|z2|),

y entonces se sigue que

f(z1) = f(|z1|) ≤ f(|z2|) = f(z2).

Teorema 3.7. Sea X un espacio de Banach y (xn)n∈L una sucesión en X.
Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. La sucesión (xn)n∈L es Saidi ortogonal.

2. Si (bn)n∈L y (cn)n∈L son sucesiones de escalares que satisfacen que |bn| ≤
|cn| para todo n ∈ L, y si

∑
n∈L cnxn converge entonces

∑
n∈L bnxn

converge y además ∥∥∥∥∥∑
n∈L

bnxn

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥∑
n∈L

cnxn

∥∥∥∥∥ .
3. Si (bn)n∈L y (cn)n∈L son sucesiones de escalares que satisfacen que
|bn| = |cn| para todo n ∈ L,

∑
n∈L cnxn converge si y solo si

∑
n∈L bnxn

converge y además ∥∥∥∥∥∑
n∈L

cnxn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
n∈L

bnxn

∥∥∥∥∥ .
Demostración. 1. ⇒ 2. Supóngase que (xn)n∈L es ortogonal y sean (bn)n∈L y
(cn)n∈L sucesiones de escalares que satisfacen que |bn| ≤ |cn| para todo n ∈ L
y tal que

∑
n∈L cnxn converge. Para cada i ∈ L y cada yi ∈ 〈xn : n 6= i〉 la

función
g(λ) = ‖λxi + yi‖

es convexa puesto que si t ∈ R se sigue que

g(tλ1 + (1− t)λ2) =

‖(tλ1 + (1− t)λ2)xi + yi‖ =



‖(tλ1 + (1− t)λ2)xi + (t+ (1− t))yi‖ =

‖(tλ1xi + tyi) + ((1− t)λ2xi + (1− t)yi)‖ ≤

t‖λ1xi + yi‖+ (1− t)‖λ2xi + yi)‖ =

tg(λ1) + (1− t)g(λ2)

para cualesquiera λ1, λ2 escalares. Dado que xi ⊥ yi entonces dicha función
también es radial. Por el lema anterior, si |bi| ≤ |ci| entonces

g(bi) = ‖bixi + yi‖ ≤ ‖cixi + yi‖ ≤ g(ci).

Sean {n1, n2, . . . , nm} los primeros m elementos de L, entonces de esta última
desigualdad se sigue que ∥∥∥∥∥

m∑
i=1

bni
xni

∥∥∥∥∥ =∥∥∥∥∥bn1xn1 +
m∑
i=2

bni
xni

∥∥∥∥∥ ≤∥∥∥∥∥cn1xn1 +
m∑
i=2

bni
xni

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥bn2xn2 +

(
cn1xn1 +

m∑
i=3

bni
xni

)∥∥∥∥∥ ≤∥∥∥∥∥cn1xn1 + cn2xn2 +
m∑
i=3

bni
xni

∥∥∥∥∥ ≤ ... ≤

∥∥∥∥∥
m−1∑
i=1

cni
xni

+ bnmxnm

∥∥∥∥∥ ≤∥∥∥∥∥
m∑
i=1

cni
xni

∥∥∥∥∥ ,
puesto que m es arbitrario se sigue la afirmación.

La implicación 2.⇒ 3. es inmediata.
Para demostrar que 3.⇒ 1. sea (an)n∈L una sucesión de escalares tal que∑
n∈L anxn converge. Def́ınanse bn = an y cn = |an|, esto para todo n ∈ L.

Es evidente que estas sucesiones satisfacen las hipótesis, por lo que∥∥∥∥∥∑
n∈L

anxn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
n∈L

|an|xn

∥∥∥∥∥ .

Observación 3.8. En vista del teorema 3.6 la ortogonalidad de Saidi implica
la ortogonalidad de Birkhoff-James.



En [12] es introducida la siguiente noción de ortogonalidad en un espacio
de Banach.

Definición 3.9. Una sucesión (xn)n∈L en un espacio de Banach X se llama
semiortonormal si ‖xn‖ = 1 para todo n ∈ L y

sup
n∈L
|λn| ≤

∥∥∥∥∥∑
n∈L

λnxn

∥∥∥∥∥
siempre que

∑
n∈L λnxn ∈ X.

La noción de ortogonalidad introducida en este caṕıtulo implica el con-
cepto de semiortonormalidad, aśı que los resultados probados en [12] también
son válidos para dicha noción.

Lema 3.10. Sea X un espacio de Banach. Sea (xn)n∈L una sucesión en X,
entonces si (xn)n∈L es Saidi ortonormal, (xn)n∈L es semiortonormal.

Demostración. Sea (λn)n∈L una sucesión de escalares tal que
∑

n∈L λnxn ∈ X.
Sea i ∈ L, def́ınase µn = 0 si n 6= i y µi = λi, entonces |µn| ≤ |λn| y por el
Teorema 3.6

|λi|‖λixi‖ =

∥∥∥∥∥∑
n∈L

µnxn

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥∑
n∈L

λnxn

∥∥∥∥∥ .
Como esto es válido para todo i ∈ L, se tiene que

sup
n∈L
|λn| ≤

∥∥∥∥∥∑
n∈L

λnxn

∥∥∥∥∥ ,
lo que completa la prueba.

Observación 3.11. Nótese que si (xn)n∈L ⊆ X es semiortonormal entonces
{xn : n ∈ L} es linealmente independiente.

Sea (xn)n∈L ⊆ X un conjunto semiortonormal, entonces def́ınase 〈x∗i , xj〉 =
δij, donde δij es la delta de Kronecker, para todo j ∈ L. De este modo, para

cada i ∈ L se obtiene un funcional lineal acotado x∗i ∈ 〈{xn : n ∈ L}〉
∗
. Por

el teorema de Hahn-Banach podemos extender cada elemento x∗i a todo X,
es decir, la sucesión (x∗n)n∈L está contenida en X∗.

Definición 3.12. A (x∗n)n∈L se le llama sucesión de coeficientes funcionales
asociada a (xn)n∈L.



Nótese que si
∑

n∈L λnxn ∈ X y x∗j es un elemento de la sucesión de
coeficientes funcionales asociados a (xn)n∈L, entonces〈

x∗j ,
∑
n∈L

λnxn

〉
= λj.

Observación 3.13. Nótese que la sucesión de coeficientes funcionales aso-
ciada a (xn)n∈L no es única.

Definición 3.14. Sean X un espacio de Banach y (x∗n)n∈L una sucesión
semiortonormal en X, y sea (x∗n)n∈L una sucesión de coeficientes funcionales
asociada a dicha sucesión. Decimos que (x∗n)n∈L es ortonormal en el sentido
de coeficientes funcionales si para cada sucesión acotada de escalares (λn)n∈L
y x ∈ X,

∑
n∈L λn 〈x∗n, x〉xn converge y∥∥∥∥∥∑

n∈L

λn 〈x∗n, x〉xn

∥∥∥∥∥ ≤ ‖x‖ sup
n∈L
‖λn‖.

Decimos que (x∗n)n∈L es ortogonal si la sucesión

(
xn
‖xn‖

)
n∈L

es ortonor-

mal.

Lema 3.15. Sea X un espacio de Banach y (xn)n∈L una sucesión en X. En-
tonces si (xn)n∈L es ortonormal en el sentido de una sucesión de coeficientes
funcionales, (xn)n∈L es ortonormal.

Demostración. Sea (xn)n∈L ortonormal respecto a la sucesión de coeficientes
funcionales (x∗n)n∈L. Sean (an)n∈L y (bn)n∈L sucesiones de escalares tales que∑

n∈L anxn ∈ X y |an| ≤ |bn| para todo n ∈ L. Entonces para todo n ∈ L
existe λn tal que bnλn = an y |λn| ≤ 1.

Sea x = (an)n∈L, entonces 〈x∗i , x〉 = bi. Aśı, como (xn)n∈L ortonormal
respecto a la sucesión de coeficientes funcionales (x∗n)n∈L, se tiene que∥∥∥∥∥∑

n∈L

anxn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
n∈L

λnbnxn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
n∈L

λn 〈x∗n, x〉xn

∥∥∥∥∥
≤ ‖x‖ sup

n∈L
|λn| ≤ ‖x‖ =

∥∥∥∥∥∑
n∈L

bnxn

∥∥∥∥∥ .
Por el Teorema 3.6 se sigue que (xn)n∈L ortonormal.



Teorema 3.16. Sea X un espacio de Banach y (xn)n∈L ⊆ X. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

1. (xn)n∈L es Saidi ortonormal.

2. (xn)n∈L es semiortonormal y la sucesión de coeficientes funcionales

(x∗n)n∈L es ortonormal en 〈{xn : n ∈ L}〉
∗
.

Demostración. 1. ⇒ 2. Si (xn)n∈L es ortonormal, por el Lema 3.14, (xn)n∈L
es semiortonormal. Ahora, sean x∗ =

∑
n∈L anx

∗
n y y∗ =

∑
n∈L bnx

∗
n, dos

elementos en 〈{xn : n ∈ L}〉
∗

que satisfacen que |an| ≤ |bn| para todo n ∈ L.
Para cada n ∈ L existe un escalar λn tal que an = λnbn y |λn| ≤ 1. Sea

x ∈ 〈{xn : n ∈ L}〉
∗
, entonces

x =
∑
n∈L

γnxn

donde γn ∈ C para todo n ∈ N. Puesto que |λn| ≤ 1 se tiene que∑
n∈L

γnλnxn ∈ X

y ∥∥∥∥∥∑
n∈L

γnλnxn

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥∑
n∈L

γnxn

∥∥∥∥∥ .
Puesto que

∑
n∈L λnbnx

∗
n es continuo se tiene que

|x∗(x)| =

∣∣∣∣∣∑
n∈L

λnbnx
∗
n

(∑
k∈L

γkx

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
k∈L

λkbkγkx
∗
k(xk)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
n∈L

bnx
∗
n

(∑
k∈L

λnγkxk

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣y∗
(∑
k∈L

λnγkxk

)∣∣∣∣∣ ≤
‖y∗‖

∥∥∥∥∥
(∑
k∈L

λnγkxk

)∥∥∥∥∥ ≤



‖y∗‖

∥∥∥∥∥
(∑
k∈L

γkxk

)∥∥∥∥∥ = ‖y∗‖‖x‖

y esto implica que ‖x∗‖ ≤ ‖y∗‖. Por tanto (x∗n)n∈L es ortonormal en

〈{xn : n ∈ L}〉
∗
.

2. ⇒ 1. Sea (xn)n∈L una sucesión semiortonormal y supóngase que la
sucesión de coeficientes funcionales (x∗n)n∈L es ortonormal en

〈{xn : n ∈ L}〉
∗
.

Sean x∗ =
∑

n∈L anx
∗
n y y∗ =

∑
n∈L bnx

∗
n, dos elementos en 〈{xn : n ∈ L}〉

∗

que satisfacen que |an| ≤ |bn| para todo n ∈ L. En la prueba de 1. ⇒ 2.
intercambiando y∗, x∗ y x∗n por y, x y xn, respectivamente, se sigue que
‖x‖ ≤ ‖y‖ y esto completa la prueba.

3.1. Caracterización geométrica de la ortogo-

nalidad de Saidi.

En este caṕıtulo, dado el espacio de Banach X, BX denotará la bola
unitaria cerrada en dicho espacio, y BJ denotará la bola unitaria cerrada en
el espacio 〈{xn : n ∈ J}〉, donde J ⊆ L.

Lema 3.17. Sean X un espacio de Banach y (xn)n∈L ⊆ X una sucesión
tal que ‖xn‖ = 1 para todo n ∈ L. Entonces son equivalentes las siguientes
afirmaciones.

1. (xn)n∈L es semiortonormal.

2. Para cada sucesión de escalares (an)n∈L tal que
∑

n∈L anxn ∈ B se
cumple que supn∈L |an| ≤ 1

Demostración. 1.⇒ 2. Puesto que (xn)n∈L es semiortonormal se cumple que

sup
n∈L
|an| ≤

∥∥∥∥∥∑
n∈L

anxn

∥∥∥∥∥ ,
pero por hipótesis

∑
n∈L anxn ∈ BX , por lo cual supn∈L |an| ≤ 1.

2.⇒ 1. Sea x =
∑

n∈L anxn ∈ X.



Note que la afirmación 2 implica que (xn)n∈L es linealmente independiente,
pues suponga existen escalares λ1, λ2, ..., λm no todos cero y {xn1 , xn2 , ..., xnm} ⊆
(xn)n∈L tales que

λ1xn1 + λ2xn2 + ...+ λmxnm = 0.

Supóngase que λi0 6= 0 entonces

2λ1

λi0
xn1 +

2λ2

λi0
xn2 + ...+

2λm
λi0

xnm = 0 ∈ BX

y esto implica que

2 ≤ máx
j∈{1,2,...,m}

{∣∣∣∣2λjλi0

∣∣∣∣} ≤ 1,

lo cual es una contradicción.
Si x = 0 es inmediato del hecho que (xn)n∈L es linealmente independiente.
Si x no es cero, entonces x =

∑
n∈L

an
‖x‖xn ∈ B y como consecuencia

supn∈L
an
‖x‖xn ≤ 1, lo que equivale a que supn∈L |an| ≤ ‖x‖ y esto implica que

(xn)n∈L es semiortonormal.

Lema 3.18. Sea X un espacio de Banach y (xn)n∈L ⊆ X una sucesión
ortogonal. Entonces para cada J ⊆ L propio y no vaćıo, la proyección

PI : 〈{xn : n ∈ L}〉 −→ 〈{xn : n ∈ J}〉,

dada por

PJ

(∑
n∈L

anxn

)
=
∑
n∈J

anxn,

tiene norma 1.

Demostración. Supóngase que
∑

n∈L anxn ∈ X y def́ınase cn = an para todo
n ∈ L y, bn = an para todo n ∈ J y bn = 0 para todo n ∈ L \ J . Entonces
|bn| ≤ |cn| y por el Teorema 3.6∥∥∥∥∥PJ

(∑
n∈L

anxn

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
n∈J

anxn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
n∈L

bnxn

∥∥∥∥∥ ≤



∥∥∥∥∥∑
n∈L

cnxn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
n∈L

anxn

∥∥∥∥∥ .
Entonces ‖PJ‖ ≤ 1. Ahora si x ∈ 〈{xn : n ∈ J}〉 y no es cero, PJ( x

‖x‖) = x
‖x‖ ,

por tanto ‖PJ‖ = 1.

Teorema 3.19. Sea X un espacio de Banach y (xn)n∈L ⊆ X una sucesión
Saidi ortonormal que satisface que 〈{xn : n ∈ L}〉 6= X. Entonces se cumplen
las siguientes afirmaciones.

1. Para cada sucesión (x∗n)n∈L ⊆ X∗ de coeficientes funcionales, (xn)n∈L
es ortonormal respecto a (x∗n)n∈L si y solo si la proyección

P : X −→ 〈{xn : n ∈ L}〉

definida por

P (x) =
∑
n∈L

x∗n(x)xn

está bien definida y tiene norma 1.

2. Existe una sucesión (x∗n)n∈L ⊆ X∗ de coeficientes funcionales tal que
(xn)n∈L es ortonormal respecto a dicha sucesión si y solo si existe una
proyección

P : X −→ 〈{xn : n ∈ L}〉

de norma 1.

Demostración. 1. Sea P (x) =
∑

n∈L x
∗
n(x)xn, se sigue de la definición de

ortonormalidad respecto a coeficientes funcionales y tomando la sucesión de
escalares acotada (λn)n∈L definida por λn = 1 para todo n ∈ L, que

P (x) =
∑
n∈L

x∗n(x)xn ≤ ‖x‖

para todo x ∈ X, por lo que P está bien definida y tiene norma 1. Para el
rećıproco supóngase que P está bien definida y tiene norma uno. Considera-
mos la sucesión acotada de escalares (λn)n∈L y la desigualdad∥∥∥∥∥∑

n∈L

λnx
∗
n(x)xn

∥∥∥∥∥



≤ (sup{|λn| : n ∈ L})

∥∥∥∥∥∑
n∈L

x∗n(x)xn

∥∥∥∥∥ =

(sup{|λn| : n ∈ L}) ‖P (x)‖
≤ (sup{|λn| : n ∈ L}) ‖P‖‖x‖,

la cual muestra que la sucesión (xn)n∈L es ortonormal respecto a (x∗n)n∈L.
2. Si existe una sucesión (x∗n)n∈L ⊆ X∗ de coeficientes funcionales tal que

(xn)n∈L es ortonormal respecto a dicha sucesión, por el punto anterior queda
demostrado. Para el converso supóngase que existe

P : X −→ 〈{xn : n ∈ L}〉

de norma 1. Cada x ∈ X se escribe de manera única como x = ux+vx, donde
u ∈ 〈{xn : n ∈ L}〉 y v ∈ kerP . Como la sucesión (xn)n∈L es semiortonor-

mal, entonces existe una sucesión (x∗n)n∈L ∈ 〈{xn : n ∈ L}〉
∗

que satisface que
x∗n(xk) = δnk. Ahora, para cada n ∈ L se puede extender el funcional x∗n a
todo X usando la siguiente relación

xn(x) = xn(ux).

Ahora, sea (λn)n∈L una sucesión de escalares acotada y x ∈ X. Podemos
escribir

P (x) = ux =
∑
n∈L

anxn

donde
xn(x) = xn(ux) = an

para todo n ∈ L, y se sigue que

|λnx∗n(x)| ≤ (sup
k∈L
|λn|)|an|

para todo n ∈ L, por el Teorema 3.6 se tiene que
∑

n∈L λnx
∗
n(x)xn converge

puesto que
∑

n∈L anxn converge y además∥∥∥∥∥∑
n∈L

λnx
∗
n(x)xn

∥∥∥∥∥ ≤∥∥∥∥∥∑
n∈L

(
sup
k∈L
|λn|

)
anxn

∥∥∥∥∥ ≤
(

sup
k∈L
|λn|

)∥∥∥∥∥∑
n∈L

anxn

∥∥∥∥∥ =

‖P (x)‖
(

sup
k∈L
|λn|

)
≤ ‖x‖

(
sup
k∈L
|λn|

)
.

Lo cual completa la demostración.



3.2. Caracterización de operadores compac-

tos.

Para operadores en espacios de Hilbert se tiene el siguiente resultado de-
mostrado en el caṕıtulo de preliminares, que caracteriza a los operadores
compactos.

Teorema 3.20. Sean H y K espacios de Hilbert. T ∈ B(H,K) es compacto
si y solo si existe (Tk)k∈N ⊆ B(H,K) una sucesión operadores de rango finito
tal que ĺımk→∞ ‖Tk − T‖ = 0.

Para los espacios de Banach no siempre se tiene este resultado. En espacios
de Banach, en general, solo es verdadero que si un operador es el ĺımite de
operadores de rango finito dicho operador es compacto. El siguiente teorema
da condiciones para que el rećıproco de sea verdadero.

Teorema 3.21. Sean Y un espacio de Banach tal que tiene una base de
Schauder ortonormal y X un espacio normado. Sea {en}n∈N la base de Schau-
der ortonormal de Y . Para cada k ∈ N sea

Pk : Y −→ 〈{en : 1 ≤ n ≤ k}〉

la proyección dada por

Pk

(
∞∑
n=1

anen

)
=

k∑
n=1

anen.

Entonces un operador T ∈ B(X, Y ) es compacto si y solo si (Pk ◦ T )k∈N
converge a T en B(X, Y ).

Demostración. Sabemos que el ĺımite de operadores de rango finito es un ope-
rador compacto. Aśı, basta probar que si T ∈ B(X, Y ) es compacto entonces
Tk = Pk ◦ T converge a T en B(X, Y ). Sean k ∈ N y

∑∞
n=1 anen ∈ Y , nótese

que como {en}n∈N es ortonormal se sigue del Teorema 3.6 tomando bn = an
para todo 1 ≤ n ≤ k y bn = 0 para todo n > k, y cn = an, que

Pk

(
∞∑
n=1

anen

)
=

∥∥∥∥∥
k∑

n=1

anen

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anen

∥∥∥∥∥ ,
por lo que Pk es acotada y de norma 1. Nótese que como {en}n∈N es una base
de Schauder ĺımk→∞ Pk(y) = y para todo y ∈ Y . Def́ınase K = T (BX), el



cual es compacto puesto que T es compacto en Y . Es necesario demostrar
que

ĺım
k→∞

sup
x∈BX

‖Tk(x)− T (x)‖ = 0.

Suponga que no pasa, es decir, que existen ε > 0 y, subsucesiones (xkj)j∈N ⊆
BX y (Tkj)j∈N, tales que

‖Tkj(xkj)− T (xkj)‖ > ε

para todo j, además, como K es compacto, es posible suponer que (T (xkj))j∈N
converge a y ∈ Y . Entonces para todo j, como ‖Pj‖ = 1, se tiene que

‖Tkj(xkj)− T (xkj)‖ ≤

‖Pkj(T (xkj))− Pkj(y)‖+ ‖T (xkj)− Pkj(y)‖ =

‖Pkj(T (xkj)− y)‖+ ‖T (xkj)− Pkj(y)‖ ≤

‖T (xkj)− y‖+ ‖T (xkj)− Pkj(y)‖ −→ 0,

pues T (xkj) −→ y y Pkj(y) −→ y cuando j −→ ∞, y esto es una contradic-
ción.

Corolario 3.22. Sean Y un espacio de Banach con base de Schauder {en}n∈N
ortonormal y X es un espacio normado, entonces T ∈ B(X, Y ) es compacto
si y solo si T es ĺımite en de una sucesión de operadores de rango finito en
B(X, Y ).

Demostración. Por el teorema anterior se tiene que los operadores Tk tienen
rango finito y convergen a T .

Corolario 3.23. Sea X un espacio de Banach con base de Schauder {en}n∈N
ortonormal. Entonces el operador

T : X −→ X

dado por

T (x) =
∞∑
n=1

λne
∗
n(x)en,

donde e∗n son los coeficientes funcionales en 〈{en}n∈N〉, es compacto si y solo
si ĺımn→∞ λn = 0.



Demostración. Sean Tk los operadores como en el Teorema 3.20, entonces
para todo x ∈ X y por el Teorema 3.6

‖Tk(x)− T (x)‖ =∥∥∥∥∥
∞∑

n=k+1

λne
∗
n(x)en

∥∥∥∥∥ ≤(
sup
n≥k+1

|λn|
)∥∥∥∥∥

∞∑
n=k+1

e∗n(x)en

∥∥∥∥∥ ≤
(

sup
n≥k+1

|λn|
)
‖x‖

y esto implica que
‖Tk − T‖ ≤ sup

n≥k+1
|λn|.

Nótese que T (en) = λn para todo n y Tn(ek) = 0 para n > k, por lo que

‖Tk − T‖ = sup
n≥k+1

|λn|.

Esta última igualdad implica que Tk converge a T en B(X, Y ) si y solo si
ĺımn→∞ λn = 0.



Caṕıtulo 4

Ejemplos de la ortogonalidad en
`
p
L(C)

En este caṕıtulo se presentan algunos resultados de ortogonalidad, tanto
de Birkhoff-James como de Saidi, que caracterizan este concepto en el espacio
de sucesiones

`pL(F ) = {(xn)n∈L ⊆ F : ‖(xn)n∈L‖p <∞}

donde

‖(xn)n∈L‖p =

(∑
n∈L

|xn|p
) 1

p

y F es el campo de los números reales o complejos.
Si L = {1, 2, 3, ..., N}, se escribirá `pN(F ) en lugar de `pL(F ) y si L = N

simplemente se escribirá `p(F ).

4.1. Caracterización de la ortogonalidad de

Birkhoff-James en `p(C).
La caracterización presentada en este caṕıtulo fue desarrollada por Saidi

en [24].

Teorema 4.1. Sean x = (xn)n∈N, y = (yn)n∈N ∈ `p(C) sobre el campo de
los números reales, donde p ∈ (1,∞). Entonces x y y son Birkhoff-James
ortogonales si y solo si

∞∑
n=0

|xn|p−2xkyk = 0.
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Demostración. Nótese que para todo λ > 0,

‖x+ λy‖p ≥ ‖x‖p

si y solo si
∞∑
n=0

|xn + λyn| ≥
∞∑
n=0

|xn|,

lo cual sucede si y solo si

∞∑
n=0

(|xn + λyn| − |xn|) ≥ 0.

También nótese que
∞∑
n=0

(|xn + λyn| − |xn|) ≥ 0

si y solo si
∞∑
n=0

|xn + λyn| − |xn|
λ

≥ 0

y esto equivale a que

ĺım
λ→0+

∞∑
n=0

|xn + λyn| − |xn|
λ

≥ 0,

nótese que como f(λ) = |xn + λyn|p es convexa, existe ĺımλ→0+
|xn+λyn|−|xn|

λ
.

Dada la convergencia de las serie se sigue que para todo λ > 0,

‖x+ λy‖p ≥ ‖x‖p

si y solo si
∞∑
n=0

ĺım
λ→0+

|xn + λyn| − |xn|
λ

≥ 0.

Por otro lado, considérese la función real

f(λ) = |xn + λyn|p = ((xn + λyn)(xn + λyn))
p
2 .

Al calcular su derivada por la derecha se sigue que

f
′

+(λ) =
p

2
((xn + λyn)(xn + λyn))

p
2
−1 (yn(xn + λyn) + xn(xn + λyn)) .



De la última igualdad se sigue que

ĺım
λ→0+

|xn + λyn|p − |xn|p

λ
=

f
′

+(0) =
p

2
(|xn|2)

p
2
−1(xnyn + ynxn) =

p

2
|xn|p−22 Re(xnyn) = p|xn|p−2 Re(xnyn).

Esto nos permite concluir que para λ > 0,

‖x+ λy‖ ≥ ‖x‖

si y solo si
∞∑
n=0

p|xn|p−2 Re(xnyn) ≥ 0.

Haciendo un procedimiento similar para λ < 0 se obtiene

‖x+ λy‖ ≥ ‖x‖

si y solo si
∞∑
n=0

p|xn|p−2 Re(xnyn) ≤ 0.

Por tanto
∞∑
n=0

p|xn|p−2 Re(xnyn) = 0.

Ahora considérese la sucesión zn = ixn, se sigue que

∞∑
n=0

p|xn|p−2 Re(ixnyn) = 0.

Pero
Re(ixnyn) = Im(xnyn)

por lo que
∞∑
n=0

p|xn|p−2 Im(ixnyn) = 0.

Finalmente debe pasar que

∞∑
n=0

|xn|p−2(xnyn) = 0.



4.2. Caracterización de la ortogonalidad de

Saidi en `pL(C).
Definición 4.2. Sea x = (xn)n∈L ∈ `pL(F ), donde p > 2. Definimos el soporte
de x como el conjunto {n ∈ L : xn 6= 0} y se denotará por supp(x).

Para dos sucesiones de números complejos a = (an)n∈L y b = (bn)n∈L,
considérense los conjuntos siguientes:

J = supp(a) ∩ supp(b) = {n ∈ L : anbn 6= 0}

A =

{∣∣∣∣ bnan
∣∣∣∣ : n ∈ J

}
y para cada r > 0

Jr =

{
n ∈ J :

∣∣∣∣ bnan
∣∣∣∣ = r

}
J+
r =

{
n ∈ J :

∣∣∣∣ bnan
∣∣∣∣ > r

}
J−r =

{
n ∈ J :

∣∣∣∣ bnan
∣∣∣∣ < r

}
.

Nótese que para cada r > 0,

J = J−r ∪ Jr ∪ J+
r ,

A =

{∣∣∣∣ bnan
∣∣∣∣ : n ∈ J−r

}
∪ {r} ∪

{∣∣∣∣ bnan
∣∣∣∣ : n ∈ J+

r

}
y J es la unión ajena

J =
⋃
r∈A

Jr.

Para el siguiente lema considérese la función f : C −→ R dada por

f(r, θ) =
∑
n∈J

|bn + reiθan|p,

la cual está bien definida si a, b ∈ `pL(C).

Teorema 4.3. Dos elementos a = (an)n∈L y b = (bn)n∈L en `pL(C) son orto-
gonales si y solo si para cada r > 0 que satisface que, r y 1

r
no están en A, f

no depende de θ.



Demostración. Nótese que, por definición, a ⊥ b en `pL(C) si y solo si a ⊥ b
en `pJ(C). Aśı, a ⊥ b en `pL(C) si y solo si, para λ, µ ∈ C \ {0},

‖λb+ µa‖p = ‖|λ|b+ |µ|a‖p ,

si y solo si
‖λb+ µa‖pp = ‖|λ|b+ |µ|a‖pp ,

y esto es equivalente a que∑
n∈J

|λbn + µan|p =
∑
n∈J

||λ|bn + |µ|an|p.

Como λ es distinto de cero, al dividir por |λ| esto es equivalente a que∑
n∈J

∣∣∣bn +
µ

λ
an

∣∣∣p =
∑
n∈J

∣∣∣∣bn +
|µ|
λ
an

∣∣∣∣p =
∑
n∈J

∣∣∣bn +
∣∣∣µ
λ

∣∣∣ an∣∣∣p.
Esta última desigualdad es válida por el Teorema 3.6 y puesto que

∣∣∣ |µ|λ ∣∣∣ =

|µ
λ
|.

En otras palabras µ
λ

= reiθ para r > 0, es equivalente a que∑
n∈J

∣∣bn + reiθan
∣∣p =

∑
n∈J

|bn + ran|p

para todo r > 0 y θ ∈ R.
Nótese que como ∑

n∈J

|bn + ran|p

no depende de θ, entonces ningún sumando depende de θ, pues de lo contrario
si |bk + rak| estuviera en función de θ para algún k ∈ J , esto implicaŕıa que
|bk + rak| = 0 para algún k ∈ J y por tanto se tendŕıa que bk + rak = 0. Ésta
igualdad implicaŕıa que r ∈ A o 1

r
∈ A.

Considérese la siguiente notación que será de gran utilidad en las demos-
traciones de los siguientes teoremas.

Def́ınase
Cp(0) = 1

y si k ≥ 1 def́ınase

Cp(k) =
1

k!

k−1∏
t=0

(p
2
− t
)

=
1

2kk!

k−1∏
t=0

(p− 2t)



B+
r (k, l) = Cp(k)Cp(l)

∑
n∈J+

r

|bn|p
(
an
bn

)k (
an

bn

)l

B−r (k, l) = Cp(k)Cp(l)
∑
n∈J−r

|an|p
(
bn
an

)k (
bn
an

)l
.

Teorema 4.4. Dos elementos a = (an)n∈L y b = (bn)n∈L en `pL(C) son orto-
gonales si y solo si para cada entero m ≥ 1 se tiene que

∞∑
k=0

B+
r (k +m, k)r2k+m +

∞∑
k=0

B−r (k, k +m)rp−(2k+m) = 0

para todo r > 0.

Demostración. Si α, β ∈ C, considerando la rama principal del logaritmo de
(α + β)

p
2 = e

p
2

ln(α+β), se tiene por el teorema del binomio que

(α + β)
p
2 =

∞∑
k=0

Cp(k)α
p
2

(
β

α

)k
.

Si

∣∣∣∣βα
∣∣∣∣ < 1, dicha serie es absolutamente convergente.

Puesto que

∣∣∣∣reiθanbn

∣∣∣∣ < 1 si j ∈ J+
r , se sigue que

∑
n∈J+

r

|bn + reiθan|p =
∑
n∈J+

r

(bn + reiθan)
p
2 (bn + re−iθan)

p
2 =

∑
n∈J+

r

(
∞∑
k=0

Cp(k)b
p
2
n

(
an
bn

)k
rkeikθ

)(
∞∑
l=0

Cp(l)bn
p
2

(
an

bn

)l
rle−ilθ

)
=

∑
n∈J+

r

(
∞∑
k=0

(
∞∑
l=0

Cp(k)Cp(l)|bn|p
(
an
bn

)k (
an

bn

)l
rk+l

)
ei(k−l)θ

)
.

Puesto que la serie es absolutamente convergente es posible intercambiar
el orden de la suma, de este modo se sigue que∑

n∈J+
r

|bn + reiθan|p =



∞∑
k=0

 ∞∑
l=0

Cp(k)Cp(l)
∑
n∈J+

r

|bn|p
(
an
bn

)k (
an

bn

)l rk+l

 ei(k−l)θ =

∞∑
k=0

(
∞∑
l=0

B+
r (k, l)rk+l

)
ei(k−l)θ.

Tomando l = k − m e intercambiando el orden en la suma, es posible
separarla del siguiente modo:∑

n∈J+
r

|bn + reiθan|p =

m=−1∑
−∞

(
∞∑
k=0

B+
r (k, k −m)r2k−m

)
ei(m)θ+

∞∑
m=0

(
∞∑
k=m

B+
r (k, k −m)r2k−m

)
ei(m)θ.

Ahora, escribiendo −m en vez de m en el primer sumando y reemplazando
k por k +m en el segundo sumando se sigue que∑

n∈J+
r

|bn + reiθan|p =

∞∑
m=1

(
∞∑
k=0

B+
r (k, k +m)r2k+m

)
ei(−m)θ+

∞∑
m=0

(
∞∑
k=0

B+
r (k +m, k)r2k+m

)
ei(m)θ.

Similarmente, puesto que

∣∣∣∣ bn
reiθan

∣∣∣∣ < 1 si j ∈ J−r , se sigue que

∑
n∈J−r

|bn + reiθan|p =

∞∑
k=0

 ∞∑
l=0

Cp(k)Cp(l)
∑
n∈J−r

|an|p
(
bn
an

)k (
bn
an

)l rp−(k+l)

 e−i(k−l)θ =

∞∑
k=0

(
∞∑
l=0

B−r (k, l)rk+l

)
e−i(k−l)θ

Tomando l = k+m e intercambiando el orden, es posible separar la suma
del siguiente modo: ∑

n∈J−r

|bn + reiθan|p =



m=−1∑
−∞

(
∞∑

k=−m

B−r (k, k +m)rp−(2k−m)

)
e−i(m)θ+

∞∑
m=0

(
∞∑
k=m

B−r (k, k +m)rp−(2k+m)

)
ei(m)θ.

Ahora, sumando sobre m en vez de −m y sobre m+ k en vez de k se obtiene
que: ∑

n∈J−r

|bn + reiθan|p =

∞∑
m=1

(
∞∑
k=0

B−r (k +m, k)rp−(2k−m)

)
e−i(m)θ+

∞∑
m=0

(
∞∑
k=m

B−r (k, k +m)rp−(2k+m)

)
ei(m)θ.

Sabemos que si f no depende de θ entonces

f(r, θ) =
∑
n∈Jr

|bn + reiθan|p =
∑
n∈J+

r

|bn + reiθan|p +
∑
n∈J−r

|bn + reiθan|p,

y por el trabajo en los párrafos anteriores se sigue que

f(r, θ) =

∞∑
m=1

(
∞∑
k=0

B+
r (k, k +m)r2k+m

)
ei(−m)θ+

∞∑
m=0

(
∞∑
k=0

B+
r (k +m, k)r2k+m

)
ei(m)θ+

∞∑
m=1

(
∞∑
k=0

B−r (k +m, k)rp−(2k−m)

)
e−i(m)θ+

∞∑
m=0

(
∞∑
k=0

B−r (k, k +m)rp−(2k+m)

)
ei(m)θ =

∞∑
m=1

(
∞∑
k=0

B+
r (k, k +m)r2k+m +

∞∑
k=0

B−r (k +m, k)rp−(2k−m)

)
e−imθ+

∞∑
m=0

(
∞∑
k=0

B+
r (k +m, k)r2k+m +

∞∑
k=0

B−r (k, k +m)rp−(2k+m)

)
eimθ =



∞∑
m=1

Em(r)e−imθ +
∞∑
m=0

Dm(r)eimθ.

Nótese que Em(r) = Dm(r) y que, dado r > 0, f(r, θ) no depende de θ si
y solo si

∞∑
m=1

Em(r)e−imθ +
∞∑
m=1

Dm(r)eimθ,

puesto que cuando m no es cero el sumando correspondiente depende de θ.
Nótese que el conjunto de funciones de θ, {eimθ : m ∈ Z}, es linealmente
independiente, por tanto, por el lema anterior, f(r, θ) no depende de θ si y
solo si para todo r > 0 tal que r, 1

r
no están en A, Dm(r) = 0 para todo

m > 0.
Nótese que por definición de J+, si n ∈ J+, |an||bn| < 1 y por tanto

|B+
r (k +m, k)r2k+m| ≤ Cp(k +m)Cp(k)

∑
j∈J+

r

|bj|p
 .

De manera similar, si n ∈ J+, |bn||an| < 1 y por tanto

|B−r (k, k +m)rp−(2k+m)| ≤ Cp(k)Cp(k +m)

∑
j∈J−r

|aj|p
 rp.

Por definición, la convergencia de
∑∞

k=1Cp(k)Cp(k +m) se sigue de la con-
vergencia de la serie

∑∞
k=1 Cp(k). Nótese que por la desigualdad de Bernoulli,

|Cp(k + 1)|
|Cp(k)|

= 1−
1 + p

2

k + 1
≤ 1−

3
2

k + 1
≤
(

1− 1

k

) 3
2

=

1

(k+1)
3
2

1

(k)
3
2

.

Puesto que la serie
∑∞

k=1
1

k
3
2

converge se sigue que
∑∞

k=1Cp(k)Cp(k +m) es

convergente y por tanto

Dm(r) =
∞∑
k=0

B+
r (k +m, k)r2k+m +

∞∑
k=0

B−r (k, k +m)rp−(2k+m)

converge absolutamente para cada r > 0 que cumple que r, 1
r

no están en
A, por tanto esta serie converge en compactos sobre (0,∞) y esto implica la
continuidad de Dm(r). Puesto que {r > 0 : r /∈ A} es denso en (0,∞) se sigue
que Dm(r) = 0 para todo r > 0.



Teorema 4.5. Sea p ∈ [1,∞) un número que no es par. Entonces dos ele-
mentos a = (an)n∈L y b = (bn)n∈L en `pL(C) son ortogonales si y solo si para
cada r > 0 ∑

Jr

|bn|p
(
an
bn

)m
= 0

para todo entero m ≥ 1.
Equivalentemente a = (an)n∈L y b = (bn)n∈L en `pL(C) son ortogonales si

y solo si para cada r > 0 ∑
Jr

|an|p
(
bn
an

)m
= 0

para todo entero m ≥ 1.

Demostración. Nótese que si r /∈ A, entonces Jr = ∅, por lo que
∑

∅ = 0.
Por otro lado, como p no es par, entonces para cada m ≤ 1 el conjunto de

funciones

{gk(r) = r2k+m : k ≥ 0} ∪ {hk(r) = rp−(2k+m) : k ≥ 0},

definidas en (0,∞), es linealmente independiente. Del Teorema 4.4 de esta
sección se sigue que para todos k ≥ 0 y para todo m ≥ 1

B+
r (k +m, k) = B−r (k, k +m)

para todo r > 0.
Sea r1 > 0 fijo, entonces, si r ∈ (0, r1) se cumple que

B+
r (k +m, k)−B+

r1
(k +m, k) = 0.

Nótese que como p no es par, Cp(k +m)Cp(k) 6= 0 y se sigue que si

B+
r (k +m, k)−B+

r1
(k +m, k) =

Cp(k +m)Cp(k)
∑
J+
r

|bn|p
(
an
bn

)k+m(
an

bn

)k
−

Cp(k +m)Cp(k)
∑
J+
r1

|bn|p
(
bn
an

)k+m(
an

bn

)k
= 0,



entonces ∑
J+
r

|bn|p
(
an
bn

)k+m(
an

bn

)k
−
∑
J+
r1

|bn|p
(
an
bn

)k+m(
an

bn

)k
=

∑
Jr\J+

r1

|bn|p
(
an
bn

)k+m(
an

bn

)k
= 0.

Puesto que la serie
∑

Jr\J+
r1
|bn|p

(
an
bn

)k+m (
an
bn

)k
es absolutamente conver-

gente, tomando ĺımite cuando r tiende a r1, se tiene que∑
J+
r1

|bn|p
(
an
bn

)k+m(
an

bn

)k
=
∑
J+
r1

|bn|p
∣∣∣∣anbn
∣∣∣∣2k (anbn

)m
= 0,

pero como

∣∣∣∣anbn
∣∣∣∣ = r1 para todo n ∈ Jr1 se sigue que

∑
J+
r1

|bn|p
(
an
bn

)m
= 0,

multiplicando por rp−2m
1 =

(
|an|p

|bn|p

)(
bn
an

)m(
bn
an

)m
y conjugando resulta

que ∑
J+
r1

|an|p
(
bn
an

)m
= 0

Rećıprocamente, si se cumplen las identidades∑
J+
r1

|bn|p
(
an
bn

)m
= 0,

∑
J+
r1

|an|p
(
bn
an

)m
= 0

y al multiplicar por Cp(k +m)Cp(k)r2k
1 y por Cp(k +m)Cp(k)r−2k

1 , respecti-

vamente, y notando que que r1 =
|aj|
|bj|

, se sigue que para todo r1 > 0

B+
r1

(k +m.k) = B+
r1

(k, k +m) = 0,



para todo k > 0 y m ≥ 1. En consecuencia, por el Teorema 4.4, se tiene que
a = (an)n∈L y b = (bn)n∈L son ortogonales en `pL(C).

Teorema 4.6. Supóngase que p es un entero par positivo. Dos elementos
a = (an)n∈L y b = (bn)n∈L en `pL(C) son ortogonales si y solo si

∑
n∈J

|bn|p
∣∣∣∣anbn
∣∣∣∣2k (anbn

)m
= 0

para cualesquiera enteros, m y k, que satisfacen 1 ≤ m ≤ p
2

0 ≤ k ≤ p
2
−m.

Equivalentemente, dos elementos a = (an)n∈L y b = (bn)n∈L en `pL(C) son
ortogonales si y solo si ∑

n∈J

|an|p
∣∣∣∣ bnan
∣∣∣∣2k ( bnan

)m
= 0

para cualesquiera enteros, m y k, que satisfacen 1 ≤ m ≤ p
2

0 ≤ k ≤ p
2
−m.

Demostración. Sea p = 2t donde t ≥ 1. Utilizando la expresión binomial se
sigue que

f(r, θ) =
∑
n∈J

(bn + reiθan)t(bn + re−iθan)t =

∑
n∈J

(
t∑

k=0

Ck
t b
t−k
n aknr

keikθ

)(
t∑
l=0

C l
tbn

t−l
an

lrle−ilθ

)
=

t∑
k=0

t∑
l=0

Ck
t C

l
t

(∑
n∈J

aknan
lbt−kn bn

t−l
)
rk+lei(k−l)θ.

Tomando l = k −m e intercambiando el orden se la suma se obtiene que:

f(r, θ) =
−1∑

m=−t

t+m∑
k=0

Ck
t C

k−m
t

(∑
n∈J

aknan
k−mbt−kn bn

t−k+m

)
r2k−meimθ+

t∑
m=0

t∑
k=m

Ck
t C

k−m
t

(∑
n∈J

aknan
k−mbt−kn bn

t−k+m

)
r2k−meimθ

Intercambiando m por −m en la primer doble suma y reemplazando k
por k +m en la segunda se sigue que

f(r, θ) =
t∑

m=1

t−m∑
k=0

Ck
t C

k+m
t

(∑
n∈J

aknan
k+mbt−kn bn

t−k+m

)
r2k+me−imθ+



t∑
m=0

t−m∑
k=0

Ck
t C

k+m
t

(∑
n∈J

ak+m
n an

kbt−k−mn bn
t−k
)
r2k+meimθ.

Nótese que f(r, θ) no depende de θ cuando en la expresión anterior la
suma definida por m 6= 0 son cero, es decir, cuando

t∑
m=1

t−m∑
k=0

Ck
t C

k+m
t

(∑
n∈J

aknan
k+mbt−kn bn

t−k+m

)
r2k+me−imθ+

t∑
m=1

t−m∑
k=0

Ck
t C

k+m
t

(∑
n∈J

ak+m
n an

kbt−k−mn bn
t−k
)
r2k+meimθ = 0.

Dada la independencia lineal del conjunto

{einθ : n ∈ Z}

f(r, θ) no depende de θ si y solo si

t−m∑
k=0

Ck
t C

k+m
t

(∑
n∈J

aknan
k+mbt−kn bn

t−k+m

)
r2k+m = 0

y
t−m∑
k=0

Ck
t C

k+m
t

(∑
n∈J

ak+m
n an

kbt−k−mn bn
t−k
)
r2k+m = 0

para todo 1 ≤ m ≤ t y donde r > 0.
Puesto que una suma es el conjugado de la otra se puede concluir que

f(r, θ) no depende de θ si y solo si

t−m∑
k=0

Ck
t C

k+m
t

(∑
n∈J

ak+m
n an

kbt−k−mn bn
t−k
)
r2k+m = 0

para todo 1 ≤ m ≤ t y donde r > 0.
Nótese que el conjunto de funciones

{gm(r) = r2k+m : 0 ≤ k ≤ t−m}

definidas en (0,∞) es linealmente independiente y como consecuencia f(r, θ)
no depende de θ si y solo si∑

n∈J

ak+m
n an

kbt−k−mn bn
t−k

=
∑
n∈J

|an|p
∣∣∣∣ bnan
∣∣∣∣2k ( bnan

)m
= 0

para todo 1 ≤ m ≤ t y para todo 0 ≤ k ≤ t −m. El resto de la prueba se
hace de manera análoga intercambiando a por b.



Corolario 4.7. Dos elementos a = (an)n∈L y b = (bn)n∈L en `2
L(C) son

ortogonales si y solo si ∑
n∈L

anbn = 0.
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