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Introduccion

Encontrar funciones continuas y suprayectivas f : X — Y entre dos es-
pacios topolégicos X y Y es uno de los retos de las matematicas. Se ha
construido mucha teoria al respecto, a las propiedades que tiene uno de los
espacios y es heredada por el otro mediante tales funciones. Por mencionar
algunos ejemplos: Si X es conexo, entonces Y es conexo; si X es compacto,
entonces Y es compacto. La importancia de este tipo de funciones radica
en caracterizar a estos espacios, conocerlos topologicamente. El conjunto de
Cantor al cual yo llamo “polvo de los suenos” ha sido pieza clave en el desa-
rrollo de muchos resultados en mateméaticas. Uno de los grandes avances en el
problema de encontrar funciones continuas y suprayectivas entre dos espacios
es el siguiente: “Todo espacio métrico y compacto es la imagen continua del
conjunto de Cantor”. Presentamos una demostracién de este resultado en el
Capitulo 4 mediante el Teorema de la funcion general, que hasta cierto punto,
nos da una receta para hallar funciones continuas entre dos espacios. Como
toda buena receta necesita de los ingredientes correctos, damos un breve re-
corrido por ellos en el Capitulo 2: Las funciones semicontinuas superiormente
y el Teorema de la funcién general.

Trabajar con el conjunto de Cantor puede ser complicado debido a su
estructura. Otro espacio mas sencillo pero no menos importante es el intervalo
[0, 1]. Con este espacio se caracteriza a los espacios localmente conexos. En
1980, Giuseppe Peano le da al mundo de las matematicas las llamadas “curvas
llenadoras”. Construye una funcién continua y suprayectiva definida en [0, 1]
y con valores en [0, 1]2. El teorema que da por concluido a aquellos espacios
que son llenados por el intervalo [0, 1] es el teorema de Hahn-Mazurkiewicz
que dice: “Todo espacio métrico, compacto y localmente conexo es la imagen
continua del intervalo [0,1]”.

En el Capitulo 3 presentamos la propiedad S y cadenas débiles. Con
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esta propiedad, las funciones semicontinuas superiormente y el teorema de la
funcion general, probamos el mencionado Teorema de Hahn-Mazurkiewicz.
Este par de teoremas son conocidos por la mayoria de los topdlogos; sin
embargo, como dijera Ratl Velasco, jAtin hay mas!

En 1986, J. Nikiel postula una serie de preguntas respecto a la imagen
continua de espacios compactos y linealmente ordenados, una de éstas fue
llamada la Conjetura de Nikiel. Muchos articulos se escribieron tratando de
dar una respuesta a tal pregunta, ya sea positiva o negativa. Afortunadamen-
te no tuvieron que pasar casi tres siglos para su respuesta, joiste Golbach!
En el ano 2001, Mary Ellen Rudin publica el articulo en donde queda demos-
trada tal conjetura, la cual concluye lo siguiente: “Un espacio topolégico X
es la imagen continua de un espacio compacto y linealmente ordenado si y
solo st es compacto y monotonamente normal”. La demostracién es compli-
cada; sin embargo, en esta tesis estudiamos los elementos que esta conjetura
involucra, los conceptos de orden, espacios linealmente ordenados y espacios
mondtonamente normales.

En el Capitulo 5, ademéas del enunciado de Nikiel, presentamos el Cua-
drado Lexicogrdfico y demostramos algunas de sus propiedades, entre las que
destacamos: espacio compacto, linealmente ordenado, mondétonamente nor-
mal y no métrico.

Agradezco mucho el tiempo invertido por el lector para este trabajo.
Esperando que le sea de utilidad en algiin momento o que al menos le alegre
una manana, tarde o noche. Sin mas jcomencemos!



Capitulo 1

Conocimientos preliminares

En este capitulo definiremos conceptos basicos para el desarrollo de este
trabajo.

Definicién 1.1. Entenderemos por un espacio topoldgico a la pareja (X, ),
donde X es un conjunto y 7 es una familia de subconjuntos de X que satis-
facen:

= {0,X} Cr.
= S1U,V €71 entoncesUNV €.
m Si{Us}aca C 7 entonces UypealU, € T.

Llamaremos conjuntos abiertos a los elementos de 7 y entenderemos que
un subconjunto de X es cerrado si su complemento es abierto.

Definicién 1.2. Sea (X, 7) un espacio topolégico y A C X, la cerradura de
A en X es el conjunto:

cl(A):ﬂ{KCX| Kes cerradoy A C K}

Ademds, por ser la interseccion arbitraria de conjuntos cerrados, cl(A)
es un cerrado. La cerradura de un conjunto A es el conjunto cerrado mds
pequeno que contiene a A, y, por tanto, A C cl(A).
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Definicién 1.3. Sea (X, 7) un espacio topologico y A C X, definimos la
topologia inducida en A como 74 = {ANU : U € 7}.

Proposicién 1.4. Sea (X, 7) un espacio topolégico y A C X. Entonces T4
es una topologia para A.

Demostracion. Veamos que 74 satisface las condiciones de la definicion 1.3.

1. Por definicién () € 7 por lo que AN Y € 74, de manera que @) € 74.
2. Como X € 7 entonces AN X € 74, lo que implica que A € 74.

3. Sea{V, :a € J} C 1y Dadaa € J, existe U, € 7 tal que U,NA =V,
Notamos que:

Uva=UJAnt.) =An(JUs) €a

aed acJ acJ

Por lo tanto, . ; Va € 7a.

acJ
4. Sean V,W € 74.

Por lo que existen U, Z € 7 tal que V. =UNA, W = ZN A. De manera
que WNV =UnNAN(ZNA) ={UnNZ)NA € 1a. Por lo tanto,
WnNV ey,

]

A partir de este momento, utilizaremos la letra X para expresar los es-
pacios y especificaremos que son espacios topolégicos, con la finalidad de no
abusar de la notacién.

Proposicion 1.5. Sea X espacio topologico y B C X. Sea U abierto en B
y V abierto en U. Entonces V' es abierto en B.

Demostracion. Como U es abierto de B, U = BN U* con U* abierto en X.
De forma analoga como V es abierto en U, V = U NV* con V* abierto en
X.

Por lo tanto, V- = V*N(BNU*), donde V*NU* es abierto en X. Se sigue
que V es abierto en B. O



Definicién 1.6. Sea X un espacio topolégico y sea B C P(X). Se dice que
B es base de X si:

1) B es una coleccion de abiertos de X .

2) Para todo U C X abierto y para todo p € U, existe B € B tal que
peBcCU.

Definiciéon 1.7. Sea X un espacio topolégico y xo € X. Un conjunto B, es
una base local de X en zy si:

1) B,, es una coleccion de abiertos de X.
2) Para todo V € B,,, se cumple que zo € V.

3) Para todo U C X abierto, tal que xy € U, existe V € B, tal que
To € VcU.

Recordemos que la topologia discreta esta dada por el conjunto potencia
de X (P(X)). Es decir, todo subconjunto de X es un conjunto abierto en la
topologia discreta.

Ejemplo 1.8. Sea R con la topologia discreta.

Como estamos tomando a R con la topologia discreta, todo U € P(R) es
abierto en R. Propongamos B,, = {{z}}.

Observemos que B,, sera una coleccién de abiertos de R, ya que estamos
trabajando con la topologia discreta. Por otro lado, para todo V € B,,, es
evidente que zy € V. Por 1ltimo, tomemos U C R tal que xo € U, entonces
se cumplird que g € {x¢} C U. Por lo tanto, B,, es una base local de R en
Zo-

Definicién 1.9. Un espacio topoldgico es primero numerable si todo punto
x € X tiene una base local numerable.

Recordemos que la topologia usual en R estd dada por los intervalos y sus
uniones.
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Ejemplo 1.10. El espacio (R, Tyusua) €s primero numerable.

Sea xg € Ry B,y = {(p,q) : p,q € Qecon zy € (p,q)}. Al ser p,q €
Q C R garantizamos que B,, es una coleccién numerable de abiertos de R.

Por construccién se cumple que para todo V' € B,,, o € V. Para el tercer
punto, sea U abierto en R, por lo tanto U contiene un intervalo (a,b), para
algin a,b € R tal que g € (a,b). Sean p,q € Q tal que a < p < xg < g < b,
entonces xg € (p,q) C (a,b) C U. Por lo tanto, R con la topologia usual es
primero numerable.

Definicién 1.11. Un espacio topologico X es segundo numerable si tiene
alguna base numerable.

Ejemplo 1.12. Sea R con la topologia de los rayos abiertos (Tra), donde
Tra = {(a,00) : a € R} U{R}. Propongamos a B = {(¢q,) : ¢ € Q}
como una base para Tra.

1) B es una coleccion de abiertos de R.

2) Sea U C R abierto y r € U, de tal manera que U = (b, 00) para algin
b€ R. Sea g e Q tal que b < ¢ < r, lo que implica que r € (g, 00) C
(b,00) =U.

Por lo tanto B = {(p,00) : p € Q} es base para R.

Teorema 1.13. Si un espacio topologico X es sequndo numerable, entonces
X es primero numerable.

Demostracion. Sean B una base numerable de X y xg € X. Definamos B, =
{V.€B: o€ V}. Es necesario ver que B,, es base local de .

1) Podemos notar que B,, C By como B es una coleccién numerable de
abiertos de X, entonces B,, también lo es.

2) Por construccién, para todo V' € B,,, tenemos que xy € V.

3) Sea U C X abierto tal que z¢p € U. Como B es base, existe V € B tal
que g € V C U, entonces V € B,,.
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Mostrando asi que B,, es base local en z.
Por lo tanto, X es primero numerable. ]

Ahora, veamos un ejemplo que muestra que el regreso del teorema 1.13
es falso, es decir, si X es primero numerable no necesariamente serd segundo
numerable.

Ejemplo 1.14. Sea (R, Tyiscreta) entonces es primero numerable pero no es
sequndo numerable.

En el ejemplo 1.8 ya vimos que B,, es una base local para xy. Ahora
supongamos que existe B = {{z}| x € R} una base numerable de R. Como
estamos trabajando con la topologia discreta, cada uno de estos elementos
son abiertos en R. Ahora como R no es numerable, podemos tomar una
cantidad no numerable de abiertos de la forma U = {2’} tal que ninguno de
los béasicos se quedara contenido en U, ya que sélo tendremos una cantidad
numerable de bésicos. Por lo tanto, R con la topologia discreta no es segundo
numerable.

1.1. Axiomas de separacién

La siguiente compilacion de definiciones es conocida como Axiomas de
separacion, nosotros le prestaremos especial atencién a los espacios normales.

Definicién 1.15. Decimos que un espacio topologico X :

1. Es Ty si para cualesquiera dos puntos distintos x,y en X, existe U
abierto tal que contiene x pero mo a y o contiene a y pero no a x.

2. Es Ty si para cualesquiera dos puntos distintos x,y € X, existe U,V
abiertos tales que x € U, y € V y ademds x ¢ V yy ¢ U.

3. Es Ty si dados dos puntos distintos x,y € X, existen U,V abiertos
tal que x € U, y € V y UNV = 0. A los espacios que cumplen esta
propiedad también se les conoce como espacios de Hausdorff.
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4. Es regular si para cualquier A C X cerrado y x ¢ A, existen U,V
abiertos ajenos tales que x € U y A C V. Es T3 si es un espacio
regular y 1.

5. Es normal si para cualesquiera A, B C X cerrados y ajenos, existen
U,V abiertos ajenos tales que ACU y BCV.

6. Si X es un espacio topologico normal y Ty, decimos que X es un espacio
T,.

1.2. Funciones continuas y compacidad

En esta seccion se daran definciones de funciones continuas y se pre-
sentardn algunas de sus propiedades y debido a que los espacios que tra-
bajaremos cumplen la propiedad de ser compactos y conexos, es elemental
que definamos algunos conceptos clave como cubierta abierta, compacidad,
conexidad, entre otros.

Definicién 1.16. Sean dos espacios topologicos X y Y y una funcion f :
X =Y. Decimos que:

= [ es una funcion abierta si y solo si para todo A conjunto abierto en
X, f(A) es un conjunto abierto en'Y.

» [ es una funcion cerrada si y solo si para todo A conjunto cerrado en
X, f(A) es un conjunto cerrado en'Y .

= f es continua si y sélo si para todo U abierto de Y, f~Y(U) es abierto
en X.

Definicién 1.17. Sea X un espacio topologico. Una cubierta del espacio
X es una coleccion A de subconjuntos de X cuya union es todo X. Una
subcubierta de la cubierta A es una subcoleccion A’ de A que también es
cubierta. Una cubierta abierta de X es una cubierta formada por conjuntos
abiertos.
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Definicién 1.18. Un espacio X es compacto si y solo si cada cubierta abier-
ta de X tiene una subcubierta finita.

Teorema 1.19. Los subconjuntos cerrados de un espacio compacto X son
compactos.

Demostracion. Sea X un espacio compacto y A un subconjunto cerrado de
X. Como A es cerrado, X \ A es abierto.

Sea {C4} una cubierta abierta de A, entonces {C4} U {X \ A} es una
cubierta abierta de X. Como X es compacto entonces {C4} U {X \ A} tiene
subcubierta finita, por lo que también cubrira a A. Observamos que podemos
quitar X \ A y sigue cubriendo a A.

De esta manera obtenemos una subcubierta finita de cualquier cubierta
abierta de A. Por lo tanto, es posible concluir que A es compacto. O

Teorema 1.20. Todo subconjunto compacto de un espacio topologico T es
cerrado.

Demostracion. Sea A subconjunto compacto de X. Probaremos que X \ A
es abierto.

Sea b ¢ A. Construiremos un abierto V tal que b€ V C X \ A. Como X
es Ty, si a € A existen U, y V, abiertos ajenos tales que a € U, y b € V.

Por otro lado, {U,}sca es cubierta de A por abiertos de X. Como A
es compacto, podemos tomar una subcubierta finita U,,, ..., U, para cierto
puntos az, ..., a, de A.

Para cada U,, existe V,, tal que b € V.

Sea V =V, N..NV, .V es abierto, ya que es la interseccién finita de
abiertos y, ademds b € V. Sélo falta ver que V' C X \ A. Debemos tener
presente que A C |J;, U,,. Recordemos que U,, N'V,, = ) para i = 1,...,n.
Por otro lado, V' C V,,, lo que implica que U,, NV = () para cada i = 1, ..., n,
lo que nos lleva VNJ;_, U,, = 0, concluyendo asi que VNA = (), por lo tanto
V C X\ A. Por lo que X \ A es abierto y por definicién A sera cerrado. [

Teorema 1.21. La imagen continua de un espacio compacto X es compacta.
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Demostracion. Sea f : X — Y una funcién continua. Demostraremos que
f(X) es compacto.

Sea C cubierta abierta de f(X), como f es continua cada uno de los
f7Y(C) es abierto para cada C' € Cy {f~'(C)| C € C} serd una cubier-
ta abierta X. Como X es compacto hay una coleccion finita de elementos
C1,Cs, ..., C, de C tales que:

X CfHCHUfHC) U UFHC)

Abora, f(X) € F(fHC1) U FH(Co) U U F(C) € F(FH(C) U
f(fHCY)) U ... U f(f71(C,)). Sin embargo recordemos que para cada i
f(f~YCy)) c C, por lo tanto:

flz)cCLUuCyU...UC,
Por lo tanto, f(X) es compacto. O

Teorema 1.22. Sean X un espacio compacto, Y un espacio Hausdorff y
f: X =Y una funcion continua. Entonces f es cerrada.

Demostracion. Sea A C X un cerrado. Por demostrar que f(A) C Y es
cerrado.

Como A es cerrado en X y X es compacto, A es compacto. Por otro
lado, ya que la imagen continua de un espacio compacto es compacto, f(A)

es compacto en Y. Por tltimo como Y es un espacio de Hausdorff, se sigue
que f(A) es cerrado en Y. ]

Corolario 1.23. Sea f : X — Y funcion continua y biyectiva tal que X es
compacto y'Y es Ts. Entonces f es un homeomorfismo.

Lema 1.24. Sea X un espacio topologico compacto y Ty. Entonces X es
reqular.

Demostracion. Sean x € X y A C X cerrado con z ¢ A. Como X es
Hausdorft, para cada y € A existen abierto V,, y W, tales que z € W, y € V,
y W, NV, = 0. La coleccién C = {V, : y € A} es una cubierta abierta de
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A. Al ser A cerrado, también es compacto. Entonce existen yq,vs,...,yn € A
de manera que A C |J;_, V,,. Definamos V = J, V,, y W =, W,,. Es
claro que V' y W son conjuntos abiertos de X y, ademds, V N W = ) por
construcciéon. Por lo tanto, X es regular. ]

Proposicion 1.25. Si X es un espacio To y A, B C X son subconjuntos
compactos, entonces AN B es compacto.

Demostracion. Como X es To v Ay B son compactos, también son cerrados
y por lo tanto A N B es cerrado por ser la interseccion de cerrados. De
esta manera, por 1.19, AN B es compacto puesto que es un cerrado que se
encuentra contenido en A y B compactos. O

Podemos notar que la proposicion anterior se puede generalizar de la
siguiente manera y la demostracién es similar haciendo los cambios corres-
pondientes.

Teorema 1.26. Sea X un espacio topologico T. Si K es una coleccion de
subespacios compactos de X, entonces (K también es compacto.

Definicién 1.27. Sea C una familia de subconjuntos de X, se dice que C
tiene la propiedad de la interseccién finita, que abreviaremos por pif, si
toda subfamilia {C1,Cs,...,Cy,} C C tiene interseccion no vacia. Es decir,

ﬂ?:1 Cz' 7é @

Proposiciéon 1.28. Sea X un espacio topolégico. Entonces X es compacto
st 1y solo si toda familia C de subconjuntos cerrados de X que satisface la pif,
tiene interseccion no vacia, es decir (\C # 0.

Demostracion. (=) Sean X un espacio topolégico compacto y C = {C,} una
familia de cerrados de X tal que para cualquier coleccion finita {Cl,, ..., Cy, } C
C, se cumple que (;_, Co; # 0.

Por demostrar que () cc Co # 0.

Procedamos por contradiccién, supongamos que: ﬂoa ccCa =10.
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Aplicando a esta igualdad leyes de DeMorgan, X = (J,.,(X \ Cy) donde
cada X'\ C, es un conjunto abierto de X. Entonces C* = {X\C, : a € J}es
una cubierta abierta de X. Por hipdtesis, X es compacto, por lo tanto existen
X\ Coyy, X\ Coyy oy, X\ G, tales que X = |J7_, (X \ C,,). Aplicando de
nuevo leyes de DeMorgan ﬂ?zl Cyo, = 0, lo que nos lleva a una contradiccion.
Por lo tanto, concluimos que (. o, Co 7# 0.

(<) Sea L = {A, : « € J} una familia de conjuntos abiertos de X
tales que g, o, Ao = X. Bastard demostrar que, U;.Lzl Ay, = X.

Apliquemos leyes de DeMorgan a | J, ., Ao = X, obtenemos que [, ;(X\
A,) = 0 donde cada X \ A, es un cerrado de X. Entonces Lx = {X \ 4, :
o € J} es una familia de cerrados tales que () o, (X \ Aq) = 0.

Por otra parte, ya que X tiene la propiedad de la interseccién finita,
existen X \ Aoy, X\ Agy, ooy X'\ Ag, tales que ()7, (X \ A,;) = 0, utilizando
nuevamente leyes de DeMorgan obtenemos que, U?:1 Aq, = X. Por lo tanto
X es compacto. O

1.3. Topologia producto

En la siguiente seccién definiremos que manera breve la topologia pro-
ducto. Y de la misma manera, mencionaremos sin demostrar el Teorema de
Tychonoff, ya que més adelante serd necesario para demostrar diferentes pro-
piedades.

Definicién 1.29. Sea {X, : a € A} una familia de espacios topoldgicos y

[T (Xa) ={(xa)aca : Ta € Xo}. La topologia producto en [[ X, se obtiene
acA acA
tomando como una base a los conjuntos de la forma [] U,, donde:

acA

s U, es abierto en X, para cada o € A.
» Para toda o € A excepto para una cantidad finita, U, = X,.
Utilizaremos sin demostrar el siguiente teorema, muy importante en la

teorfa de productos topoldgicos. Una demostracion se encuentra en [2], Teo-
rema 1.4 (4), p. 224.
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Teorema 1.30. (Teorema de Tychonoff) Un producto de espacios no
vacios es compacto si y solo si cada uno de los factores es compacto.

1.4. Conexidad

En la siguiente seccién estudiaremos la conexidad de los espacios topologi-
cos. Empezaremos definiendo cuando un espacio es disconerxo, para después
ver ejemplos de espacios conexos y concluir con diferentes propiedades y pro-
posiciones que nos ayudan a tener una mayor comprehensién del tema.

Definicién 1.31. Un espacio topologico X es disconexo si existen U y V'
abiertos de X no wvacios tales que:

s UNV =0.
s X =UUYV.

Se dice que un espacio topologico X es conexo, si no es disconezo.

Algunos ejemplos de espacios topolégicos conexos son el intervalo [0, 1],
un triodito y la circunferencia unitaria (S1).

—

Intervalo [0,1]

Triodito Circunferencia

unitaria S1

Figura 1.1: Ejemplos de espacios conexos.

Proposicion 1.32. Sea A C X conexo y U,V abiertos en X ajenos no
vacios tales que A C U UV, entonces ACU ¢ ACV.
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Demostracion. Procedamos por contradiccion, por lo que supongamos que
ANU # 0y ANV # (), entonces tenemos dos abiertos de A, ajenos no vacios
yA=(UnNA UV NA)lo que nos lleva a una contradicciéon ya que por
hipdtesis A es conexo. n

Proposiciéon 1.33. Sea Y un subespacio conexo y no vacio de un espacio
topolégico X y sea Z C X tal que Y C Z C cl(Y'). Entonces si 'Y es conezo,
también Z es conexo.

Demostracion. Sean U y V abiertos en Z no vacios tales que Z = U U V.
Como Y C Z entonces Y C UU V.

Ahora como V es abierto en Z, podemos verlo como V =W N Z con W
abierto de X. Sea w € W N Z, entonces w € Wy w € cl(Y), por lo que
WNY #0ycomo WNY =WNZNY =VNY entoncesw € VNY
concluyendo que V NY # (). Andlogamente U N'Y # (), esto implica que
UNV #0 ya que Y es conexo.

Por lo tanto, Z es conexo. O

Corolario 1.34. Si Y es conexo, entonces cl(Y') es conezo.

Teorema 1.35. (Teorema de la Margarita) Sea X un espacio topoldgico
Y {Ca}aer coleccion de conexos en X tal que Co, N Cy # 0, para todo o € 1,

donde Cy es conexo. Entonces M = Cy U |J,c; Ca es conexo.

Demostracion. Realizaremos la prueba por contradiccién. Supongamos que
M es disconexo, entonces existen U,V abierto no vacios de X tales que:

1) UnvV =40.
2) MCUUV.

3) MNU #Dy MNV #0.
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Por hipétesis y definicion de M, Cy C M. Por tanto, Cy C U U V. Por
la Proposicién 1.32, debe cumplirse que: Cy C U o bien Cy C V. Sin pérdida
de generalidad supongamos que Cy C U.

Por otro lado, por hipdtesis C, € My, dado que C, N Cy # 0y C,
es conexo, obtenemos que C, C U para cada o € I. De aqui se sigue que
Co U Uue; Ca C U, es decir, que M C U, lo cual contradice la tercera
propiedad de los abiertos U y V.

Por lo tanto, M es conexo. O]

Teorema 1.36. La itmagen continua de un espacio conexo X es conexa.

Demostracion. Sea f : X — Y funcién continua. Por demostrar que f(X)
es conexo. Supongamos que no, es decir que f(X) es disconexo, por lo que
existen U y V abiertos de f(X) talesque UNV =0y UUV = f(X). Como
f es continua, f~H(U) y f~1(V) son abiertos en X.

UuV = f(X)
implica que
fHUuv)=f1(f(X))
por lo tanto
U f(v)=Xx.

Ahora veamos que f~HU)Nf~Y(V) =0.Siz € f~H(U)Nf (V) entonces
f(z) e UNV, lo que implica que U NV # (), lo que es una contradiccion.

Entonces f~1(U) y f~1(V) son dos abiertos ajenos no vacios tales que su
union es X, lo cual nos lleva a una contradiccion ya que por hipdétesis X es
conexo. O]

Definicién 1.37. Sea X un espacio topoldgico. Una componente C' de X es
un subconjunto conexo mazrimal de X, es decir, C' es componente de X, si C
es conexo y si H es conexo contenido en X tal que C C H, entonces C' = H.

Una alternativa que tenemos a la definicién de componentes es mediante
una relacion de equivalencia, la cual definimos a continuacion.
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Definicién 1.38. Dado un espacio topologico X y p,q € X decimos que:
p~ q siy solo si existe un subconjunto conero K de X tal que {p,q} C K.

Proposicion 1.39. La relacion ~ es una relacion de equivalencia. Mds aiun,
las clases de equivalencia resultan ser las componentes del espacio.

Demostracion.  a) Mostremos que ~ es reflexiva, es decir p ~ p para todo
p € X.Seap € X, claramente el conjunto K = {p} es conexo y contiene
ap.

b) Mostremos que ~ es simétrica, es decir si p ~ ¢ entonces ¢ ~ p para
todo p,q € X. Sean p,q € X tal que p ~ ¢, entonces existe K subcon-
junto conexo de X tal que {p,q} C K. Claramente el mismo conexo K
funciona para mostrar que {q,p} C K.

c¢) Por tltimo mostremos que ~ es transitiva, es decir si p ~ qy q ~ 7
entonces p ~ r. Dado que p ~ ¢ existe un conexo K de X tal que
{p,q} C K, por otro lado como g ~ r existe conexo K* de X tal que
{q,r} C K*. Entonces K N K* # (), por el teorema 1.35 K U K* es un
conexo que contiene a {p,r} es decir p ~ r.

Por lo tanto, ~ es de equivalencia.

Sea p € X, denotemos por [p]. la clase de equivalencia de p. Primero

mostraremos, que [p]. es conexo. Por definicién

pl. = {g€X:q~p}
= {q € X : Existe Kconexo tal que {p,q} C K}
= (U{K :p e Ky Kconexo}

Por el teorema 1.35 se sigue que [p]. es conexo. Para mostrar que se trata
de una componente es suficiente probar que el tinico conexo que contiene a
[p]~ es él mismo. Sea H tal que [p].. C H. Como p € [p]. se sigue que p € H,
por lo tanto H es uno de los conexos que contiene a p, de modo que H C [p]~
y esto concluye nuestra prueba. O]

Corolario 1.40. Las componentes generan una particion del espacio.

Demostracion. Toda relacion de equivalencia en un conjunto induce una par-
ticién en el conjunto. ]
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1.5. Conexidad local y conexo en pequeno

En esta seccién estudiaremos los conceptos de conexidad local y conexo
en pequeno, veremos algunos ejemplos que nos ayudaran a entender de mejor
manera qué espacios cumplen con estas propiedades. También, expondremos
algunos resultados que nos permitiran utilizarlos de manera mas familiar en
capitulos posteriores.

Definicién 1.41. Un espacio topologico X es localmente conexo en un punto
p st para todo abierto U que contiene a p existe un abierto conexo V' tal que
p €V C U. Un espacio topologico X es localmente conexo si es localmente
conexo en p para todo elemento p € X.

Teorema 1.42. X es localmente conexo si y solo si las componentes de cada
abierto de X son abiertas.

Demostracion. (=) Sea U abierto en X y C' componente de U. Demostra-
remos que C' es abierto. Sea p € C'. Como X es localmente conexo, existe
V' abierto conexo tal que p € V' C U. Por otra parte, C' es una componente
de U, por lo que V' C C. De esta manera, hemos encontrado, para p € C'
arbitrario, un abierto V' tal que p € V C C'. Por lo tanto C es abierto.

(<) Sea U abierto de X. Demostraremos que para todo p € U existe un
abierto conexo V tal que p e V C U.

Sea p € U y C la componente de U tal que p € C. Por hipdtesis las
componentes de cada abierto son abiertas, por lo que en particular C' es un
abierto y ademas es conexo. De esta manera, hemos encontrado un abierto
conexo C' tal que p e C C U. ]

Definicién 1.43. Un espacio topologico X es conexo en pequeno en un
punto p si para todo abierto U de X que contiene a p existe un conexo M
de X tal que p € int(M) C M C U. Un espacio topoldgico X es conexo en
pequeno st es conexo en pequeno en p para todo p € X.
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Ahora, daremos un ejemplo de un espacio que es conexo en pequeino en
)
un punto, pero no es localmente conexo en ese mismo punto.

K1

K3

P

Figura 1.2: Ejemplo de un conexo en pequeno pero que no es localmente
conexo en un punto

Notamos que el espacio que se describe en la figura es conexo en pequeno
en el punto p ya que para todo abierto U tal que p € U existe N € N tal que
K, C U para todon > N. Asi K = |J,~y K, U {p} es un conexo tal que
p € int(K). -

Por otro lado, no es localmente conexo porque existe un abierto U tal que
p € U y nigtn subconjunto de U conexo y abierto que contenga al punto p.

Teorema 1.44. Un espacio X es conexo en pequeno para todo p € X si y
solo si X es localmente conexo para todo p € X.

Demostracion. (=) Sea U abierto en X y p € U. Sea K la componente de
U con p € K. Mostremos que K es abierto. Sea ¢ € K. Entonces existe V'
conexo tal que ¢ € int(V) C V C U, por lo tanto V' C K, lo que implica
que int(V) C K. Por lo tanto K es abierto. Asi por el teorema 1.42, X es
localmente conexo.

(<) Se sigue de inmediato de ambas definiciones que si X es un continuo
localmente conexo en un punto p, entonces X es conexo en pequeno en p.

]
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Teorema 1.45. Todo espacio topologico X es imagen continua de un espacio
localmente conexo.

Demostracion. Sea X un espacio topolédgico, asignémosle la topologia discre-
ta, 74. De esta manera (X, 74) es localmente conexo, ya que para todo = € X
{z} es un abierto conexo.

Sea f:(X,74) — (X, 7) la funcién definida por f(z) = z. Claramente la
funcién f es continua y suprayectiva. ]

1.6. Espacio métricos

Ahora definiremos los espacios métricos y veremos algunos resultados que
estan relacionados a este tipo de espacios.

Definicién 1.46. Un espacio métrico es una pareja (X, d) donde X es un
conjunto distinto del vacio y d: X x X — [0,00) es una funcion tal que para
toda z,y,z € X se cumple lo siguiente:

w d(z,y) =0 x=y.
= d(z,y) = d(y,z).

v d(z,2) <d(z,y)+d(y, 2).

A la funcion d se le llama métrica.
Definicién 1.47. Dados (X, d) un espacio métrico, z € X yr >0, denota-

remos por B,.(x) = {z € X : d(x,z) <r}. Decimos que G C X es abierto si
para cada x € G existe v, > 0 tal que B, (z) C G.

Proposiciéon 1.48. Sean (X,d) espacio métrico y 74 = {G C X : G es
abierto} U {0}. Entonces 14 es una topologia.
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Demostracion. Veamos que el conjunto 7,4 satisface las condiciones de la de-
finicion 1.3.

1. Dada la definicién de 74 se sigue que 0, X € 7.

2. Sean G1,Gy € 14, mostremos que G; NGy € 74. Sea p € G N Go.
Como G es abierto, para ¢ = 1,2, existe r; > 0 tal que B,,(p) C G;
con i = 1,2. Para r = min{ry,ro} se sigue que, B,.(p) C B,,(p) para
i =1,2. Por tanto, B,(p) C G5 N Gs. De este modo, G; N Gy € 74.

3. Sea {Gatacs C7ay P € Uney Ga- Entonces, p € Gg para algin 3 € J.
Como Gj € 74 existe 73 > 0 tal que B,,(p) C Gs. Obteniendo asi que
B,,(p) C Upey Ga- Por lo tanto, | J,c; Ga € 7a.

Mostrando asi que 7; es una topologia para el espacio métrico X. O

A partir de este momento, cuando hablamos de un espacio métrico, nos
referimos a un espacio que tiene la topologia definida en 1.47.

Definicién 1.49. Dados X espacio métrico y A, B subconjuntos de X, defi-
nimos y denotamos la distancia de A a B como

d(A, B) =inf{d(a,b) : a € A,b € B}.

Si A = {a} simplemente escribiremos d(a, B).

Proposicion 1.50. Dados X un espacio métrico, p € X y A C X. Entonces
p ¢ Cl(A) siy sdlo sid(p,A) > 0.

Demostracion. = Sean p € X y A C X tal que p ¢ CI(A). Como CI(A) es
cerrado, X \ Cl(A) es abierto. Por lo tanto existe r, > 0 tal que B, (p) C
X \ A. Esta contencién implica, dado que A C CI(A), que d(p,a) > r, para
cada a € A, es decir r, es una cota inferior para el conjunto {d(p,a) : a € A}.
Por lo tanto, d(p, A) > r, > 0.

< Sea rg = d(pT’A). Mostremos que B,,(p) N A = (). Supongamos que no
y sea a € B,,(p) N A, entonces d(p,a) < 1. Por otro lado, como a € A,
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por la definicién se tiene que d(p, A) < d(p,a). De modo que d(p, A) < ro;
pero, dado que ry = @ se tiene una contradiccién. Por lo tanto, existe un

abierto que tiene a p y no intersecta al conjunto A, es decir, p ¢ CI(A).
O]

Teorema 1.51. Todo espacio métrico y compacto X es sequndo numerable.

Demostracion. La idea de la prueba es construir una base numerable para el
espacio X.

Sea ¢ = 1, el conjunto Bi(x) = {Bi(x)] = € X} es una cubierta
abierta de X. Como X es compacto, existe n(1) € N tal que el conjunto
{B1(21), -, Bi(wy1))} es cubierta de X.

Repitiendo este argumento para € = 1, el conjunto {B% (%), ..., B (:L'Z(k))}
es cubierta de X.

El conjunto B = {B%(aef)] j=1,...,n(k), k& N} es numerable ya que
es la unién numerable de conjuntos finitos.

Por construccién, los elementos de B son abiertos de X.

Ahora, sea U C X abierto y p € U. Por la definicién de abierto en
los espacios métricos y la propiedad arquimediana, existe k& € N, tal que
Bi(p) C U. Por construccién, U B, (z¥) = X, por lo tanto existe 23" tal

1
k

J
que p € B (7).

Afirmacién: B (z¥) c U.

Prueba de la Afirmacién: Sea z € Bi(a:?k) Bastara probar que
d(z,p) < %

Por la desigualdad del tridngulo, observamos que d(z,p) < d(z,x?k) +
d(z*,p) < 55 + 55 = 35 = -

Esto implicard que z € U, pues B1 (p) C U, entonces B (I?k) C U, pero
por construccién B 1 (22F) € B.

Por lo tanto, podemos concluir que B es una base numerable para X, por
lo que X es 2do numerable. O

Veamos algunos ejemplos de espacios que son métricos y compactos:

= El intervalo [0, 1].
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= La cerradura de la gréfica de f(z) = sen(L), z € (0, 1], mejor conocida

como la curva topoldgica. La topologia de este espacio es la que hereda
de R?.

» En un espacio métrico X, el conjunto formado por {x}U{x,},en donde
{2} nen €s una sucesiéon convergente a x es un espacio métrico compacto
con la topologfa heredada. Por ejemplo {1 : n € N} U {0}.

Proposicién 1.52. Sea {X;}°, una sucesion de espacios métricos y compac-
tos no vacios, tales que X;41 C X;, para cadat=1,2,... y sea X = ()2, X;.
St U es un abierto de X; y X C U, entonces existe N € N tal que X; C U,
para todo i > N.

Demostracion. Serd suficiente con mostrar que existe Xy C U. Procedamos
por contradiccién, es decir supongamos que para todo n € N, X, \ U # 0.
Como cada X; es un espacio métrico y compacto entonces cada uno de
ellos es cerrado para ¢ € N. Por otro lado, como U es abierto de X, entonces
X7\ U es cerrado.
Propongamos C = { X1, Xo,...}U{X;\U} una familia de cerrados. Veamos
que C tiene la pif.

Caso 1) Tomemos a X,,,, X,,, ..., Xp,, v sea M = max{ny, ns, ..., n,, }. Entonces
por hipétesis Xy, C X,,,,, lo que implica (%, X,,, = Xy, por lo tanto
ML, X, A0

Caso 2) Tomemos a X, X, , ..., Xpn., X1 \ U y sea M’ = max{nq,....,ns}. En-
tonces (o, Xn,) N X1 \U = X N (X1 \U) = Xpp \ U # 0, lo que
implica que ((;_, X»,) N (X1 \ U) # 0.

Por lo tanto, C tiene la pif.

Ahora, como X; es compacto, entonces (.2, X; N (X3 \ U) # (. Pero por
hipétesis ()2, X; = X, esto implica que X N (X; \ U) # 0 lo que nos lleva
a una contradiccion ya que X C U. Concluyendo de esta manera nuestra

demostracién.
O
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Teorema 1.53. Teorema de metrizacion de Urysohn
Un espacio topologico X es metrizable si y solo st X es reqular y tiene
una base numerable. ([8], Teorema 25.1, p.166)

Proposicion 1.54. La imagen continua de un espacio métrico compacto en
un espacio Hausdorff es metrizable.

Demostracion. Sean X un espacio métrico y compacto, Y un espacio Haus-
dorft y f : X — Y funcién continua y suprayectiva. Por el Teorema 1.21,
se tiene que Y es compacto, y por el Lema 1.24, Y es regular. Para poder
aplicar el Teorema 1.53, es suficiente exhibir una base numerable de Y. Por el
Teorema 1.51, X tiene una base numerable C. Para cada subconjunto finito
L de C, definamos E(L) =Y \ f(X \ UL).

Sea P = {E(L) : L es un subconjunto finito de C}. Por la numerabilidad
de C, se obtiene que P también es numerable. Por el Teorema 1.22, obtenemos
que P esta formado de conjuntos abiertos de Y. Por otro lado, sean p € U
con U abierto de Y. Por continuidad, f~!(p) es un compacto de X contenido
en el abierto f~!(U). Por lo tanto, existe una familia finita £ de C, tal que
f~Xp) c UL C f~YU). De donde obtenemos que p € E(L) C U. Asf,
Y tiene una base numerable, y por el Teorema 1.53, concluimos que Y es
metrizable. ]

1.7. Espacios mondtonamente normales

En esta seccion definimos los espacios mondtonamente normales, damos
una condicion para que un espacio cumpla con esta caracteristica y mostra-
mos un ejemplo interesante.

Definicién 1.55. Un espacio topolégico (X, T) es mondtonamente normal si
existe una funcion G que asigna a cada punto v € X y cada abierto U C X
con x € U, un conjunto abierto G(z,U) tal que:

1) x € G(z,U) CU.
2) SiU' es abierto y x € U C U’, entonces G(z,U) C G(z,U").

3) Si xz,y son puntos distintos en X, entonces G(z, X ~ {y}) NG(y, X ~

{e}) = 0.
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A la funcién G se le llama operador mondtonamente normal de X.

Teorema 1.56. Sea (X, d) espacio métrico. Entonces X es mondtonamente
normal.

Demostracion. Utilizaremos la distancia de un punto a un conjunto definida
en 1.49).
Para cada x € X y U abierto tal que z € U, definimos

G(z,U) = B.(x),
_ d(@X\U) : IR
con r = =25~ se sigue de la Proposicién 1.50 que r > 0 ya que X \ U
es cerrado. Veamos que asi definida, G satisface las condiciones para que un
espacio sea monotonamente normal.

Veamos que G(z,U) C U. Por construccién observamos que: B,.(z)N(X ~\
U) = 0, esto quiere decir que B,.(z) C U. Por lo tanto, G(z,U) C U lo que
prueba la primera propiedad.

Ahora veamos que si U C U’, entonces G(x,U) C G(z,U’). Sea G(x,U) =
B,(x) con r = w y G(z,U’) = B.(x) con r' = w. Sabemos que
U C U, por lo tanto: X N\ U’ C X \ U, entonces d(z, X \U') > d(z, X \U)
por lo que d(x’);\U/) > d(x’)é\U) lo que implica que B,(z) C By(x). Por lo
tanto, G(x,U) C G(x,U’), cumpliéndose la segunda propiedad.

Por tltimo mostremos que si x # y, entonces G(z, X ~ {y}) N G(y, X ~
{z}) = 0. Por definicién G(z, X ~ {y}) = B,, (z) donde r; = AeXC00wh)

2
d(z,y) d(z,y
2 2

. De manera similar G(y, X \ {z}) = B,,(y) donde r, = ). Supon-
gamos que G(z, X \ {y}) N G(y, X ~ {z}) # 0, entonces existe z tal que
z € G(z, X ~{y}) = By, (x) lo que implica que d(z, z) < @. De la misma
manera z € G(y, X \ {z}) = B,,(y) lo que implica que d(y, z) < @. Por

la desigualdad del triangulo tenemos que:

dz,y)  dlz,y)
5 T =d(z,y).

Lo que nos lleva a una contradiccién. Por lo tanto, G(z, X ~ {y}) N
G(z,X ~ {z}) = 0. Hemos probado que se cumplen las tres propiedades,
obteniendo asi que X es mondtonamente normal. O

d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) <
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Mas adelante veremos un ejemplo en donde mostraremos que el regreso
del Teorema 1.56 anterior es falso.

Sin embargo, en el siguiente ejemplo podremos ver que a pesar de que la
funcién nos lleva a demostrar que los espacios métricos son monétonamente
normales, dicha funcién no es tnica.

Ejemplo 1.57. Sea [0, 1] con la topologia usual y U abierto de [0,1] tal que
x € U, definimos G(x,U) tal que

r4+a x+b
6lo.0) = (454 557).

donde V = (a,b) es la componente de U tal que x € V. Entonces G es un
operador mondnotamente normal de [0, 1].

Demostracion. Primero veremos que para todo x € [0, 1] se cumple que x €
G(z,U) CU.

Caso 1

V=(b,1]

(a+x)/2 (b+x)/2
C Ve ~ .|
C ~ - |

G(x,U)=((a+x)/2, (b+x)/2)
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En segundo lugar veremos que si U C U’, entonces G(z,U) C G(z,U").

Notemos que si V' es componente de U y V' es componente de U’ entonces
Vv,

Caso 1

= GV N ~ ]

= G(xV) Ty 7 -
Caso 2

r AV G(x,U") -

L = = G(x.U) g
Caso 3

r -~ VI, XE fO,'I'l - ~ -1

| N G(xU) 7y A . |

Por lo tanto, en todos los casos se cumple que G(z,U) C G(x,U’).

Nos falta ver que si z y y son puntos distintos en [0, 1] entonces G(z, [0, 1]\

{y}) NGy, [0,1]\{z}) = 0.

Caso 1 x=0 Caso 2 x=0
G(x.[0.1 =[0.1/2 [0.1]{y}
(10,114 {y}=0.1/2} a { p N 7 ]
[0.1]  {y} vl R
T Gly. [0 x1)=(1/2.1] G0Ny e -
Caso 3 x=(0,1) Caso 4 x£(0,1)
C—ZP:O.']\{‘r}f'=:x.l’2.;x-'f'."2f- = Vx=[0,y) _I
b T
= M .o = * A
RNy} S0k 2] GRuI0 INYH=P/2.pey)2) Gy [0 TN ={(xy)/2, [y

Por lo tanto, es posible observar que G(z, [0, 1]\{y})NG(y, [0, 1]\{y}) = 0.
Concluyendo asi, que el [0, 1] es mondtonamente normal. n
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1.8. Continuos

En esta secciéon definimos los espacios a los que comtinmente conocemos
como continuos. Mostramos ejemplos y desarrollamos algunos conceptos y
propiedades que cumplen.

Definicién 1.58. Un espacio topologico X es un continuo si es métrico,
compacto, conexo y mo vacio.

Ejemplos: [0, 1] con la topologfa usual, el cuadrado unitario [0,1]2, el
triodo simple, la circunferencia unitaria (S*) y el Circulo de Varsovia, la
cerradura de sen(%), mejor conocida como la curva topolégica.

N

Figura 1.3: Circulo de Varsovia.

U

Figura 1.4: Curva topolégica.
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Lema 1.59. Sean X un continuo localmente conexo y f : X — Y una fun-
cion continua y suprayectiva, donde Y es un espacio de Hausdorff. Entonces
Y es un continuo localmente conexo.

Demostracion. Dado que f es una funcion continua y suprayectiva, por los
teoremas 1.21, 1.36 y por la Proposicion 1.54 se sigue que Y es un continuo.
Resta demostrar que Y es localmente conexo.

Sean p € Y y U abierto en Y tal que p € U. Como f es continua, f~(U)
es un abierto en X y f~'(p) C f~Y(U). Para cada x € f~!(p), sea W, abierto
conexo en X tal que x € W, C f~1(U), ya que por hipétesis X es localmente
conexo. Sea W = U, -1(,) Wa, entonces f~'(p) C W. Como W es abierto,
X \ W es cerrado, en particular como X es un espacio compacto, X \ W es
compacto. Entonces, como X es compacto, f es continuay Y es de Hausdorff,
f(X\W)escerradoy J=Y \ f(X \ W) es abierto en Y.

Afirmacion: p € J

Demostracién de la afirmacién: Supongamos que p ¢ J, entonces
p € f(X \ W), lo que implica que existe o € X \ W tal que p = f(x0)
entonces o € f~'(p) € W, lo que nos lleva a una contradiccién ya que
o € X \ W. Por lo tanto, p € J.

Ahora demostraremos que J C f(W) y f(W) es conexo.

Sea y € J. Como f es suprayectiva, existe a € X tal que f(a) = y,
entonces a ¢ X \ W, por lo tanto a € W, de esta manera y € f(WV). Por
lo tanto, J C f(W). Por construccién para cada x € f~1(p), W, es conexo,
entonces como f es continua f(W,) es conexo y p € f(W,). Por otro lado,
FW) = fUser100 Wa) = Uses-1) f(Wa). Dado que cada f(W,) contiene
al punto p, f(W) es conexo.

Por tltimo mostraremos que f(W) C U.

W = U,ej-1 Wa € f71(U) por lo que f(W) C f(f1(U)) C U. Por lo
tanto, p € int(f(W)) C f(W) C U donde f(W) es conexo. Por lo tanto, Y
es conexo en pequeno en p, y como p fue un punto arbitrario, Y es conexo
en pequeno para todo p € Y, asi que por lo mostrado en el teorema 1.44
concluimos que Y es localmente conexo para todo punto p. O

Definicién 1.60. Definimos y denotamos los hiperespacios para un espacio
topologico X de la siguiente manera:

1) 2% = {A: A es un subconjunto cerrado no vacio de X} es el hiper-
espacio de cerrados no vacios de X.
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2) C(X)={A€2%: A esconexo} es el hiperespacio de subcontinuos
de X.

1.9. Orden

En esta tultima seccién definimos el concepto de orden y damos las dife-
rentes propiedades que debe de cumplir un conjunto para estar parcialmente
ordenado o totalmente ordenado. Por ultimo también describimos la topologia
de orden.

Definicién 1.61. Decimos que el conjunto A estd parcialmente ordenado si
A es un conjunto y < es una relacion entre elementos de A tal que:

1) Para todo a € A, a < a, es decir < es antirrefleziva en A.

2) Para cualquiera a,b,c € A, sia <b yb < c esto implica que a < ¢, es
decir, < es transitiva en A.

Para cualesquiera a,b € A, diremos que a < b sia <b ya#b. Decimos
que (A, <) es un conjunto totalmente ordenado o linealmente ordenado si
(A, <) es un conjunto parcialmente ordenado y, ademds, se cumple una y
solo una de las siguientes condiciones: a = b o a < b o a > b, es decir, la
relacion es tricotomica en A.

Definicién 1.62. Sea (X, <x) conjunto ordenado. Se dice que J C X es un
intervalo si dados a < b < ¢ elementos de X, si a y ¢ son elementos de J
entonces b también lo es.

Definicién 1.63. (Topologia de orden) Dado (X,<x) un conjunto li-
nealmente ordenado, definimos S subbase para una topologia en X como
stgue:

S ={(—00,a),(b,00) : a,b € X}



34 CAPITULO 1. CONOCIMIENTOS PRELIMINARES

El ejemplo mas recurrente que encontramos en diferentes fuentes bi-
bliograficas para representar estos espacios es el siguiente.

Ejemplo 1.64. (R, Tysua) €s un espacio linealmente ordenado.

Es importante notar que si Z C X entonces Z es también un conjunto
ordenado y por lo tanto es posible definir una topologia en Z. Sin embargo,
es posible que ocurra que esta topologia no concuerde con la topologia de
subespacio.

Veamos ahora un ejemplo de un subespacio donde las topologias coinci-
den.

Ejemplo 1.65. Sea R con el orden usual y (0,1) C R.

Entonces notamos que (0, 1) también serd un espacio linealmente ordena-
do bajo la topologia usual y por definicién de la topologia de orden se sigue
que ambas topologias coinciden.

Ahora, consideremos a Z = (0,1) U {2} U (3,4) como subespacio de R.
Notamos que bajo la topologia heredada de R tenemos que {2} = Z N (1, 3),
donde (1, 3) es abierto en R con la topologia usual, es decir, {2} es un conjunto
abierto con la topologia heredada. Por otra parte, si (a,b) es un abierto con
la topologia de orden para Z con 2 € (a,b), entonces a € (0,1) y b € (3,4),
podemos observar que (a,b) # {2}. Por lo tanto, {2} no es un abierto en Z
con la topologia de orden para Z. Por lo tanto, la topologia de orden que se
define para Z no sera la misma que la topologia de subespacio.



Capitulo 2

Funcilones semicontinuas
superiormente

En la primera seccion de este capitulo presentaremos el concepto de fun-
cion semicontinua superiormente y algunas de sus propiedades. La segunda
seccion estd dedicada a demostrar el Teorema de la funcion general, que en
el siguiente capitulo serd la herramienta para demostrar el Teorema de Hahn
Mazurkiewcz.

Para las definiciones que no se presentan en este capitulo remitimos al
lector al capitulo 1.

2.1. Funciones semicontinuas superiormente

En esta primera seccién presentamos las funciones semicontinuas supe-
riormente y mostramos algunas de sus propiedades.

Definicién 2.1. Sean X y Y espacios topologicos. Decimos que la funcion
F : X — 2Y es semicontinua superiormente (scs) en un punto p € X,
si dado un abierto U C Y tal que F(p) C U, existe V abierto en X tal que
p €V y F(x) C U para todo x € V. Se dice que una funcidn es semicontinua
superiormente (scs), si es scs para todo punto de X.

Veamos algunos ejemplos de funciones que cumplen con ser semicontinuas
superiormente (scs).

35
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Ejemplo 2.2. La funcion F : [0,1] — 20U definida de la siguiente manera

0,1 sit=0
F(t):{{t} sit#0

€S SCS.

Sea t € [0, 1]. Procederemos por casos.

Caso 1: Sit # 0, F(t) = {t}. Sea U = (t — ¢,t + €) abierto en [0, 1] con
e>0,e<tye<l—t tal que F(t)={t} C (t —¢,t+e).

Por otro lado, definimos V' = (¢t — d,¢ 4 ) abierto en [0,1] con § = ¢,
d<tyd<l—t talquet € V.Seas € (t—9,t+ J). Mostraremos que
F(s) C (t—et+e).

Como s € (t—0,t+0),t—0 < s <t+J, pero como d = € obtenemos que
t—e<s<t+esiysolosise (t—et+e)siysolosi{s}C(t—et+e)si
y sélo si F(s) C U.

Caso 2: Sit = 0, F(t) = [0,1]. Entonces U = [0,1]. De esta manera
garantizamos que F'(0) = [0,1] C U. Sea V = [0, €) abierto en [0, 1] con 0 <
€ < 1. Por construccién 0 € V= [0,¢). Sea t € [0,¢), entonces 0 <t < e < 1.
Porloque 0 <t <1siysdlosite[0,1]siysélosi{t} C[0,1]siy solo si

F(t)cU.

De esta manera, la funciéon F' es scs.

Proposicién 2.3. Sea F': X — 2Y funcién. Si E C Y, entonces X \ {z €
X: F@)CcE}={zeX: F)NY\E#0}.

Demostmcidn Sea z € X. Entonces z € X \{vr € X : F(z) C E}siy
solo si F(2) € Esiystlosi Fz)NY \E # 0siysolosiz € {z € X :
()ﬂY\E#@} O

Teorema 2.4. Sea F : X — 2¥ una funcion. Entonces F' es scs si y sélo si
el conjunto {x € X : F(x) C U} es abierto en X para todo U abierto en'Y,
o equivalentemente, {x € X : F(x) N C # 0} es cerrado en X para todo C
cerrado en Y .
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Demostracion. (=) Por hipdtesis F' es scs. Sea U un abierto en Y. Denote-
mos por A ={x € X : F(x) C U}. Como F es scs, existe V C X abierto y
no vacio. Sea z € V tal que F(w) C U para todo w € V. Por lo tanto, z € A.
De este modo, A es abierto.

(<) Por hipétesis A = {x € X : F(x) C U} es abierto en X, para todo
U C Y abierto. Sea x € X un punto arbitrario, tal que F(x) C U con U
abierto en Y, entonces x € A. Por la Proposicion 2.3, como z € A se cumple

que F(z) C U.
Ya habiendo probado esto continuemos con la prueba de la equivalencia.

(=) Si el conjunto {z € X : F(xz) C U} es abierto, necesitamos mostrar
que {z € X : F(x)NC # 0} es cerrado. Tomemos C' un conjunto cerrado en
Y, lo que implica que Y\ C' es abierto en Y. Por hipédtesis {x € X : F(x) C
Y\ C} es abierto en X, por lo tanto, X \ {z € X : F(z) C Y \ C} es cerrado
en X. Asf que por la Proposicién 2.3, {z € X : F(z) NC # 0} es cerrado en
X.

(«<) Si el conjunto {x € X : F(xz) N C # (0} es cerrado en X para todo
C' cerrado en Y, entonces es necesario mostrar que {z € X : F(z) C U} es
abierto. Sea U subconjunto abierto de Y, lo que implica que Y\ U es cerrado
en Y, que por conveniencia renombraremos como Y \ U = C. Por hipdtesis
{z € X : F(z)N # 0} es cerrado, lo que implica que, X \ {z € X : F(x) C
Y\C}=X\{ze€X:F(x) CU} es cerrado.

Por lo tanto, {x € X : F(z) C U} es abierto.
[

Proposicién 2.5. Si F': X — 2Y es una funcion tal que F(x) es un conjunto
unitario { f(x)} para cada x € X, entonces F' es una funcion scs si y sdlo si
f: X =Y es continua.

Demostracién. (=) Por hipétesis F' : X — 2Y es ses, lo que implica que
{zx € X : F(z) C U} es un conjunto abierto en X, si U C Y es abierto. Por
lo que sélo necesitaremos mostrar que {x € X : F(z) c U} = f~1(U).

Notamos que {x € X : F(z) CU}={z e X : {f(x)} CU}={zr € X :
f(x) € U} = f~Y(U). Por lo tanto, f~1(U) es abierto en X, asi concluimos
que la funcién f es continua.
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(<) Como f es una funcién continua, f~(C) es un conjunto cerrado en
X para todo C' C Y subconjunto cerrado. Bastara mostrar que {x € X :
F(z) N C # 0} es un conjunto cerrado en X.

Observamos que {z € X : F(z)NC £ 0} ={zx e X : {f(x)} nC # 0} =
{r e X : f(x) € C} = f(C) que por hipdtesis es un conjunto cerrado. Por
lo tanto, {x € X : F(x) N C # ()} es un conjunto cerrado en X, por lo tanto
F es scs. [

Ejemplo 2.6. La funcion F : [0,1] — 20U definida de la siguiente manera

[ {2t} si0<t< 3
F(t)_{ {2-2t} sil<t<1
€S SCS.

Esto se sigue por la Proposicién 2.5.

Una vez visto este ejemplo de una funcién scs, mostraremos algunos teo-
remas y proposiciones para poder asi manejarlas con mayor familiaridad.

Proposicién 2.7. Sea f: X — Y una funcion tal que f~(y) es cerrado en
X para cada y € Y. Definimos F : Y — 2% como F(y) = f~*(y) para cada
y €Y. Entonces:

a) f(C)={yeY: Fy)nC #0}.

b) f manda conjuntos cerrados de X a conguntos cerrados en'Y si y sdlo
st F' es scs.

Demostracion.  a) Sea f : X — Y una funcién. Entonces y € f(C) siy
sélosi fHy)NC #Psiysélosi F(y)NC # 0 siysolosize{ye
Y: F(y)nC #0}.

b) (=) Sea C cerrado en X. Por hipdtesis f(C) es cerrado en Y, pero
por el inciso anterior, f(C) = {y € Y : F(y) N C # 0}. Se sigue del
Teorema 2.4 que F' es semicontinua superiormente.
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(<) Sea C un conjunto cerrado en X . Mostraremos que f(C) es cerrado
en Y. Por el Teorema 2.4, como F es scs, para todo C cerrado en X,
{y €Y : F(y)NC # (0} es cerrado en Y. Por lo que basta probar que,
f(C)={yeY :F(y)NC # 0}, lo cual se sigue del inciso a).

Por lo tanto, f(C) es cerrado en Y. Por lo tanto, la funcién f manda
conjuntos cerrados de X a conjuntos cerrados en Y.
]

Proposicion 2.8. Sean X y Y espacios topologicos, X compacto y F :
X — 2Y funcion scs tal que F(x) es compacto para cada v € X, enton-
ces (U ex F(x) es un subconjunto compacto de'Y.

Demostracion. Sea C una cubierta abierta de J, .y F(z), en particular C es
una cubierta abierta de F'(x), para cada x € X. Por hipétesis cada F'(x) es
compacto, por lo que existe C, subcubierta abierta finita de F'(z).

Sea U, = [JC, la unién de los elementos de C,. Notemos que U, es un
abierto en Yy F(z) C U, para cada z € X. Como F es scs existe un abierto
Ve, C X tal que x € V, y F(2) C U, para todo z € V.

Notemos que C* = {V, : 1z € X} es cubierta abierta de X, como X
es compacto existe C** = {V,,, Vi,, ..., Vi, } subcubierta abierta finita de X.
Observamos que para todo z € V,,, F/(z) C Uy, con i € {1,...,n}.

Afirmacién: El conjunto {U,,,U,,,...,U,, } es una cubierta abierta de
Usex Fl@).

Prueba de la afirmacién: Sea y € |J,.x F(x), entonces y € F(x)
para algin xg € X. Como V,,,V,,,...,V, es una cubierta de X, existe j €
{1,...,n} tal que 2y € V,,, lo que implica que F'(z9) C U,,, por lo tanto
y € Uy,.

Por lo que concluimos que {U,,, ..., Uy, } cubre a | J, .y F'(x). Por tltimo,
como cada U,, es uniéon finita de elementos de C, se sigue que existe una
subcubierta abierta finita de C para | J,.y F'(z). Por lo tanto, |J,cx F(x) es
compacto. O]
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Definicién 2.9. Sean X, Y espacios métricos compactos y F : X — 2¥ una
funcion. Definimos la grdafica de F' como el conjunto L = {(z,y) € X XY :

y € F(z)}.

Lema 2.10. Sean X, Y espacios métricos compactos, F' : X — 2¥ una
funcion y L = {(z,y) € X xY :y € F(x)}. Entonces F es scs si y solo si
L es cerrado en X XY, donde X XY tiene la topologia producto.

Demostracion. (=) Sea F' una funcién semicontinua superiomente. Demos-
tremos que (X X Y) \ L es abierto.

Sea (z,y) € (X xY)\ L, por la definicién de F, y ¢ F(z). Al ser Y un
espacio métrico, es un espacio regular, entonces existen dos abiertos ajenos
Vi, Va subconjuntos de Y tales que y € Vi y F(z) C V3. Como F es scs,
existe W abierto de X tal que x € Wy F(W) C V. Entonces para cada
z € W, F(z)nVy = 0. Por lo tanto, (z,y) € W x Vi C (X xY)\ £ con
W x V; abierto.

Lo que implica que (X x YY)\ L es abierto, por lo que L es cerrado.

(<) Supongamos que F' no es scs. Esto significa que existen x € X y
un abierto U de Y, con F(x) C U, tal que para cada n € N, existen puntos
T, € X con d(z,,2) < £y F(z,) N (Y \U) # 0. Construyamos la sucesién
{yn}>2, tal que y,, € F(z,)N(Y\U). Como Y es compacto podemos suponer
que {y,}>2, converge a y.

Como {y,}22, Cc (Y\U),y €Y \U. Dado que L es cerradoen X x Y y
x = limx,, entonces y € F(x). De donde, y € F(z)N (Y \U), pero F(z) C U,
lo cual nos lleva a una contradiccion. Por lo tanto, F' es scs. O

Lema 2.11. Sean X y Y espacios métricos, compactos no vacios. Sea {F, :
X — 2Y :n € N} una familia de funciones scs tal que F,,1(x) C F,(z) para
toda x € X y para cadan = 1,2,.... Definamos G : X — Y de la siguiente
manera:

G(z) = m F.(z).
n=1
Entonces:

1) G: X —2Y, estd bien definida y es scs.
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2) SiY = U,ex Fn(x) para cadan = 1,2,... entonces Y =,y G().

Demostracion. Veamos que G esta bien definida. Por hipdtesis, F),(z) es un
conjunto cerrado no vacio y F,41(z) C F,(x), por lo tanto (;_, Fn(z) # 0.
Como Y es compacto, por la Proposicién 1.28, (2, F,,(z) # 0, por lo tanto
(Moo, Fn(z) es cerrado y no vacio para cualquier n € N, por lo tanto G estd
bien definida.

Ahora veamos que G es scs. Sean p € X y U C Y abierto tal que G(p) C
U. Como Y es compacto y dado que G(p) = ().~ Fu(p) ¥ Fot1(p) C Fu(p),
por la Proposicion 1.52 existe N € N tal que G(p) C Fy(p) C U. Por
hipétesis Fy es scs, entonces existe V), abierto de X que contiene a p tal que
Fn(z) C U para cualquier x € V,,. Como Fj41(p) C Fi(p), Fr(x) C U para
cualquier € V,, y para k > N. Por otro lado, ()~ Fk(z) C Fn(z) C U,
Moo, Fr() C Moy Fr(@) vy N2, Fir(x) = G(z) para cualquier z € V. Por
lo tanto, V,, es un abierto de X tal que G(x) C U para cualquier x € V,, por
lo tanto GG es scs.

Para probar el segundo inciso, tomemos ¢ € Y fija. Como Y = |,y Fu(2),
n=1,2,.., existe x,, € X tal que q € F,(x,). Por la compacidad de X, exis-
te una subsucesion {x,;)}2, de {z,}52,, tal que {z, }:2, converge a algin
punto p € X. Bastard mostrar que ¢ € G(p).

Procedamos por contradiccién, supongamos que ¢ ¢ G(p). Sea U =Y\
{q}, entonces G(p) C U y, ademds, U es abierto en Y. De esta manera, por
la Proposicion 1.52, existe N € N tal que Fy(p) C U. Ahora, por hipétesis
Fy es scs en p, asi que por definicion, existe un conjunto V' abierto de X tal
que p € V 'y Fy(xz) C U para todo z € V.

Como {z,(;)}52, converge a p € V, existe k = n(i) para alguna ¢ tal que
k > Ny x; € V. Entonces Fy(zy) C U. Por otra parte, como k > N,
Fi(zx) C Fy(zk). De esta manera, como ¢ € Fi(zx), ¢ € Fy(x), pero como
Fn(xy) C U, q € U. Lo que nos lleva a una contradiccion, ya que U = Y\ {¢}.
Por lo tanto, ¢ € G(p). ]

2.2. Teorema de la funcién general

El siguiente es el Teorema de la funcién general, el cual establece la exis-
tencia de una funcién continua y supreyactiva entre dos espacios topologicos
compactos.
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Teorema 2.12. (Teorema de la Funcion General) Sean X yY espacios
métricos, compactos no vacios. Supongamos que se cumplen las siguientes
condiciones:

1) F,: X —2Y es scs para cadan=1,2, ...
2) Foii(z) C Fo(z) para cada v € X y cadan =1,2,....
3) Y =U,ex Fu() para cadan =1,2,....

4) lim,_oodiam[F,(z)] = 0 para cada x € X.

Entonces la funcion f : X — Y definida por: f(x) = (., Fu(z) es
continua y suprayectiva.

Demostracion. Sea f(x) =(,—, Fu(x) para todo = € X.

Primero veamos que f : X — Y estd bien definida, es decir que f(x) # 0
y flz) €Y.

Por hipétesis F,,1(z) C F,(z) para todo z € X y cada n = 1,2, ...,
entonces por el Lema 2.11, (7, F,,(z) # 0. Por lo tanto, f(z) # 0.

Como f(x) # 0y el didmetro de F,(z) converge a 0, se sigue que f(z)
es un sélo elemento. Por ultimo como F,(z) C Y para cadan = 1,2,..., se
sigue que f(z) € Y.

Por el Lema 2.11, f : X — 2¥ es scs, lo que implica que f : X — Y es
continua. Se sigue de la definicién de f(z) y del inciso 2) del Lema 2.11 que
f es suprayectiva. O]



Capitulo 3

Teorema de Hahn
Mazurkiewicz

Iniciaremos este capitulo dando las bases de lo que es la Propiedad S, asi
como todas las caracteristicas que consideramos pertinentes de las cadenas
débiles. De esta manera concluiremos el capitulo demostrando el Teorema de
Hahn Mazurkiewicz.

3.1. Propiedad S

En esta seccion definiremos la propiedad S que, en espacios métricos,
implica conexidad local.

Definicién 3.1. Sea X espacio métrico. Un subespacio no vacio Y de X
tiene la propiedad S, si para cualquier € > 0, existen n € N y subconjuntos
conexos Ay, ..., An de'Y tales que Y = A1 U...UA, ydiam(A;) < € para toda
ie{l,..,n}.

Proposicion 3.2. Sea X un espacio métrico y A, B C X no vacios tales que
ambos tienen la propiedad S. Entonces AU B tiene la propiedad S.

Demostracion. Sea € > 0. Por hipdtesis A tiene la propiedad S, entonces
existen n; € N y subconjuntos conexos A, ..., A,, de A tales que A = A; U
..UA,, ydiam(A;) <€, para todai € {1,....,nq}.

Por otra parte, B también tiene la propiedad S, por lo que existen ny, € N
y subconjuntos conexos Bj,..., Bny de B tales que B = By U ..UDB,, y
diam(B;) < € para toda i € {1,...,na}.

43
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Entonces
AUB= (A U..UA,)U(BU..UB,,)=A1U..UA, UB U...UB,,

que es la union de una cantidad finita de subconjuntos conexos de X y el
diametro de cada uno de estos es menor que €. De esta manera, AU B tiene

la propiedad S.
m

Teorema 3.3. Sea X es un espacio métrico que tiene la propiedad S. FEn-
tonces X es localmente conezxo.

Demostracion. Por el Teorema 1.44, bastard mostrar que X es conexo en
pequeno en p, para todo p € X.

Sea U C X abierto, tal que p € U y sea € > 0 tal que p € B.(p) C U.
Como X tiene la propiedad S, existen Aq, Ag, ..., A, subconjuntos conexos de
X tales que X = (J;"; A; y diam(A;) < § para toda i € {1,...,n}. Ademds,
como p € X, p € J;—, A;, por lo tanto existe k tal que p € Ay.

Consideremos K = (J{A; : p € cl(A;)}. Sea Ay tal que p € cl(Ag).
Veremos que A; U Ay es conexo, para todo A; tal que p € cl(A;). Tendremos
dos casos.

Caso 1) Si A; N Ax # 0, se sigue que A; U Ay, es conexo.

Caso 2) Si A;NA; = (. Supongamos que A;UA es disconexo, es decir A;UA;, =
U UV donde U y V son subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios de
X. Sin pérdida de generalidad supongamos que A; C U, lo que implica
que A, C V. Como p € A, CV,pe V. Dado que p € cl(4;), se sigue
que A; NV # 0. Por lo que U NV # 0; lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, A; U Ay es conexo.

Ahora, como A; fue tomada de manera arbitraria, tenemos que Ay U A;
es conexo con p € cl(A;). De esta manera, por el teorema 1.35 se sigue que
K es conexo.

Tomemos ¢,¢ € K. Como q € K, qg € A; vy p € cl(A;), se tiene que
d(q,p) < 5. De forma similar para ¢’, como ¢’ € K, entonces ¢’ € A;, y en
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consecuencia d(p,q') < 5. Asi, d(q,p) + d(p,q') < 5§+ § = €. Por lo tanto,
diam(k) < €, concluyendo que K C B.(p).

Solo nos falta ver que p € int(K). Sip € Cl(A;) paratodai € {1,2,...,n}
entonces K = X. Supongamos que p ¢ Cl(A,) U ... UCIl(Ag,;) y sea r =
min{d(p, Cl(Ag,) : s = 1,2,...,j}. Claramente r > 0y B,(p) C K, lo que
demuestra que p € int(K) con K conexo.

Entonces como p es un punto arbitrario, concluimos que X es conexo en
pequeno en p. Por lo tanto, X es localmente conexo. O

Teorema 3.4. Sea X un espacio métrico y compacto, entonces X es un
espacio localmente conexo si y sélo si X tiene la propiedad S.

Demostracion. (=) Como X es un espacio localmente conexo, X es local-
mente conexo puntualmente, asi, dado z € X y € > 0 podemos encontrar V,
abierto conexo tal que z € V,, C B.(z). Por lo tanto, diam(V,,) < e.

Observamos que | JV, es una cubierta abierta de X, asi que por la com-
pacidad de X, puedo encontrar una subcubierta abierta finita V,,, ..., V,, tal
que X =V, U...UV,,, donde V,, es conexo para i € {1,..., k}.

De esta manera, encontramos una familia finita de subconjuntos conexos
tales que su unién es igual a X y ademds diam(V,,) < € para toda i €
{1,...,k}. Por lo tanto, X tiene la propiedad S.

(<) El regreso de este teorema es consecuencia del Teorema 3.3. ]

Veamos un ejemplo donde el regreso del Teorema 3.3 no es vélido cuando
X no es compacto.

Ejemplo 3.5. (R, Tusuat) no tiene la propiedad S.

R es localmente conexo, ya que para todo punto p € R y para cualquier
e > 0 el conjunto I = (p+¢€,p — €) es un abierto y conexo tal que p € I. Por
otro lado, no existe una familia finita de subconjuntos conexos I, ..., [, C R
y con didametro pequeno tal que R = I; U ... U [,,. Por lo tanto, R no tiene la
propiedad S.
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Proposicion 3.6. Sean Y un subespacio no vacio de un espacio métrico X y
Z C X tal queY C Z Ccl(Y). Entonces si'Y tiene la propiedad S, también
Z tiene la propiedad S.

Demostracion. Por hipotesis Y tiene la propiedad S, por lo que para cual-
quier € > 0, existen n € N y subconjuntos conexos Aj,..., A, de Y tales
que:

Aplicando cerradura de ambos lados obtenemos:

cd(Y)=cl(A1U...UA,) =cl(A) U...Ucd(A,).

Como cada A; es conexo, observamos que A; C cl(A;) N Z C cl(4;), asi
por la Proposicién 1.33, cl(A;) N Z es conexo.
Por otro lado,

didm(cl(A;) N Z) < didm(cl(4;)) = didm(A;) < e.

Por lo que sélo falta probar que la unién de todos los cl(A;) N Z es igual
a Z. Observamos que

(d(A)NZ)U..(d(A)NZ)=(cl(A)U..Ucd(A))NZ=dY)NZ ="Z.

Por lo tanto, Z tiene la propiedad S. O

Definicién 3.7. Sean X un espacio métrico y € > 0. Una S(€)-cadena es
una coleccion finita A = {Ay, ..., An} que satisface las siguientes condiciones:

a) A; N Aigr # 0 para cada i € {1,...,n — 1}.

b) A; es conexo para cada i € {1,...,n}.

c) didm(A;) < 5 para cada i € {1,...,n}.

Sea A = {A4,..., A, } una S(e)-cadena. Llamaremos eslabones a los ele-

mentos de A. Sip € Ay y q € A, decimos que A es una S(e)-cadena de p a
q. Si A C X, definimos S(A,¢€), como:
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S(A,e) = {q € X : existe una S(¢)-cadena de algin punto de A a ¢}.

Observacién: A C S(A,¢). Sea a € A. Tomemos A; = {a} la cual es
una S(e)-cadena de a a a, es decir a € S(A,€). Por lo tanto, A C S(A,¢).

Proposicion 3.8. Dado un espacio métrico X con la propiedad S, entonces
para cada subconjunto no vacio A de X y cualquier € > 0, el conjunto S(A, €)
tiene la propiedad S.

Demostracion. Fijemos § > 0. Probaremos que hay una cantidad finita de
subconjuntos conexos By, ..., B, de S(A,¢), con diam(B;) < § para cada
i ={1,...,n}, tales que S(4,¢) =, B;.

Primero elijamos k£ € N tal que:

1) Y s<s.

1=k

Por otro lado, definimos:

K ={y € S(A,0) : hay una S(¢)-cadena con a lo més k eslabones de algin
punto de A a y}.

Como X tiene la propiedad S, hay una cantidad finita de subconjuntos
conexos de X con didmetro menor que 3 cuya unién es X. Denotemos
como F4, ..., E, a los miembros de esta cubierta.

Veamos que K # (). De la observacién previa a esta proposicion, se sigue
que A C K, entonces K # () ya que por hipétesis A # (). Por lo tanto, existe
al menos un subconjunto conexo E; que intersecta a K.

Sean Ei, ..., E,, los eslabones que intersectan a K, las siguientes condi-
ciones se cumplen por construccion.

2) KNE; # 0 paracada i = {1,...,m}.

4

Para cada 7, E; es conexo.

)

3) KcU™, E;.
)
)

5) Para cada i, didam(E;) < 557.
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Probaremos que E; C S(A,¢) para cada i € {1,...,m}. Como K C
Ui, Em existe una S(e)-cadena con a lo més k eslabones que une a un pun-
to de A con algin punto de K. Sea b € E; N K. Tomemos a z € E; tal que
z ¢ K. Como E; es conexo y ademds tiene didmetro menor a %7, entonces
didm(E;) < 555 < 35- Lo que implica que Ej es eslabén de una S(¢)-cadena
y que z € S(A,¢). En la Figura 3.1 podemos observar una representacion
grafica en la que E; C S(A,¢).

Figura 3.1: E; C S(A4,¢).

Para cada 7, con 1 <7 < n, denotemos como B; a la coleccién de conjuntos
M que satisfacen lo siguiente:

a) M C S(A,e).

¢) M es conexo.

)

b) MNE; #0.
)
)

d) dism(M) <

FST

Denotemos B; = | B; para cada i € {1,...,n}.
Probaremos que E; C B;.

a) Por lo probado anteriormente, sabemos que E; C S(A,¢).
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b) Se satisface trivialmente ya que F; N E; # (), salvo que E; = () lo cual
ya probamos que no sucede.

c¢) Por ser parte de la cubierta con subconjuntos conexos de X.

oo €

d) Notemos que 5t < > oy = < 2, por lo tanto didm(E;) <

£
1

Para terminar, probemos que Bj, ..., B, son conexos, con diam(B;) <
6 y ademds que |J._, B; = S(A,¢). Concluyendo asi que S(A,¢€) tiene la
propiedad S.

Ya que B; = |J B ;, donde cada B ; es la coleccién de subconjuntos M que
son conexos y cada M intersecta a F;, por el Teorema 1.35 | JB ; es conexo.
Por lo tanto, B; es conexo para toda i € {1,...,n}.

Ahora veamos que didm(B;) < 0 para toda ¢. Tomemos z,y € B; y
sean M y M’ elementos de B; tales que x € M y y € M’. Por hipétesis
MNE; # 0y M'NE; # (. De esta manera, si a € M N E;, esto implica
que d(a,z) < %. De igual forma para b € M'NE;, d(b,y) < %. De lo anterior

d(z,y) < d(z,a) + d(a,b) +d(b,y) < 2 < 4. Por lo tanto, didm(B;) < 6.

Como en la Figura 3.2.

Figura 3.2: didm(B;) < 0.
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Por tltimo probaremos que S(4,¢) = (J;_, B;. Es claro que J_, B; C
S(A,e), yaque B; =B ;y B esla coleccién de conjuntos M que satisfacen
que M C S(A,¢€), lo que implica | JB ; C S(A,¢). Por lo que B; C S(A,e€)
para cada ¢ € {1,...,n}. Por lo tanto, |J._, B; C S(4,¢).

Para mostrar la otra contencién, sea S(A,€) C |J;—, B;. Consideraremos
dos casos.

Caso 1. Si y € K. Por lo probado con anterioridad, K C (J;_, B;. Por
otro lado, para toda i, E; C B;, por lo tanto |J._, E; C U, B;, lo que
implica que K C J;_, Bi, vy y € U;_, B:.

Caso 2. Siy ¢ K. Como y € S(A, ¢), existe una S(e)-cadena £ =
{Ly,..., Ly} de algin punto de A a y. Como y ¢ K, entonces m > k. Sea
H =J", L;. Por la definicién del conjunto K, notamos que Ly C K, por lo
tanto por el inciso 2) mencionado al principio de la demostracién Ly N E; # ()
para toda i.

Observamos que H C B; satisface lo siguiente:

H C S(A¢), lo cual se cumple por construccion.

HNE; # (), que se cumple por lo que se menciona en el parrafo anterior.

= H es conexo, ya que cada uno de los eslabones Ly, ..., L,, es conexo y
ademas de intersectarse uno a uno.

= didm(H) < %. Esto dltimo es ficil de verificar ya que >/, & <
)
2.

k
2im1 3 <

Después de esto, podemos garantizar que H C B;. Por lo tanto, S(A,€) C
U, B;. Entonces ya teniendo ambas contenciones, hemos encontrado una
cantidad finita de subconjuntos de S(A, €) conexos y con didmetro menor a o
tales que S(A4,¢€) = J;_, By, lo cudl cumple con la definicién de un conjunto
que tiene la propiedad S. Por lo tanto, S(A, €) tiene la propiedad S. ]

Lema 3.9. Sean X un espacio métrico, A un subconjunto no vacio de X vy
e > 0. Entonces se cumple lo siguiente:
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1) diam(S(A,€)) < diam(A) + 2e.
2) Si A es conexo, entonces S(A,€) es conexo.

3) Si X tiene la propiedad S, entonces S(A,€) es un subconjunto abierto

X.

Demostracion. Comencemos probando 1). Primero serd necesario probar que
toda S(e)-cadena tiene un didmetro menor que e.

Por definicién de S(e)-cadena tenemos una coleccién finita de subconjun-
tos conexos de X, L = {Ly,..., L,} tales que satisfacen:

1) Ly N L1 # 0 para cada i =1, ..., n.
ii) L; es conexo para todo i =1,...,n.

iii) didm(L;) < 57 para todo i =1,...,n.

Por dii), didm(L,) < §,didm(Ly) < {,...,didm(L,) < 57 y como ademéds
cada eslabdn se intersecta con el siguiente, podemos asegurar que didm(.S(e)-
cadena) < £ + § + ... + 57 < ¢, lo que implica que didm(S(¢€)-cadena) < e.
Ahora, sean y,y" € S(A,¢€) tales que d(y,y") < didm(S(A, €)). Por otra parte
tomemos z,2’ € A tales que d(z,z’) < didm(A). Como y € S(A,¢€) existe
S(e)-cadena a la que llamaremos £ 1 de y a x tal que diam(L 1) < €. Bajo el
mismo argumento existe S(€)-cadena de 3’ a 2/, a la que llamaremos L 5, de
tal manera que didm(L 5) < e.

Por otro lado, podemos observar que:

diam(S(A,¢€)) < didm(L 1) + didm(L o) + didm(A)
< e+ e+ didm(A) = didm(A) + 2e.
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Figura 3.3: didm(S(A, €) < didm(A) + 2e.

Probando asf 1).

Para probar 2). Supongamos que A es conexo y sea L = {L : S(e) —
cadena LN A # (0}. Para L € L, tenemos L = {L, ..., L, }. Por otro lado
LiN Ly # 0y como L; es conexo, entonces U?:l L; es conexo. Dado que,
LinA#0, AN, L; # 0. Por el Teorema 1.35, AU|JL es conexo.

Por 1ltimo, como S(A,e) = AU|J L concluimos que S(A, €) es conexo.

Continuemos con 3). Seay € S(A, €), entonces existe S(e)-cadena, {Ly, ..., L, }

de algin punto de A a y. Ya hemos probado anteriormente que si un espa-
cio métrico X tiene la propiedad S, entonces X es localmente conexo, por
lo tanto existe un subconjunto conexo abierto U de X, tal que y € U vy,
ademas, construyamos didm(U) < z5r. Podemos notar que U N Ly, # 0, por
lo tanto {Lq, ..., Ly, L4111} es una S(€)-cadena que va de algin punto de A a
cualquier punto de U. Asi, para todo z € U, z € S(A,¢€), lo que implica que
U C S(A,e). Por lo tanto, S(A,€) es un abierto en X.

Esto concluye la prueba del teorema. O



3.1. PROPIEDAD S 93

Teorema 3.10. Si X es un espacio métrico que tiene la propiedad S, enton-
ces para toda € > 0, X es la union finita de conjuntos conexos, cada uno de
los cuales tiene la propiedad S y su didmetro es menor a €. FEstos conjuntos
pueden ser tomados abiertos o cerrados de X .

Demostracion. Por hipétesis X tiene la propiedad S, asi que por definicién
podemos ver a X = (J | A; , para alguna n finita, en donde cada A; es
conexo y, por conveniencia, tomemos didm(4;) < §.

Por otra parte, si tomamos a los conjuntos S(A;, §) para todoi=1,...,n,
por los incisos 2 y 3 del Lema 3.9, cada uno de estos conjuntos es abierto y
conexo en X.

Ahora, como X tiene la propiedad S, por la Proposicién 3.8, S(A;, 5)
tiene la propiedad S para cada i = 1,...,n. Ademads, por el inciso 1 del Lema
3.9, didm(S(4;, %)) < didm(4;) +2(5) < §+ ¥ <e

Veamos que X = [JS(A;, 5). Prev1arnente mostramos que A; C S(A;, 5),
lo que implica que (JA; C [JS(A;, 5), por lo que X C [JS(As, 5). Como
cada S(A;, ) estd contenido en X entonces [ JS(A;, 5) C X. Por lo tanto,
X = US(405).

Procedamos a ver que sucede con los conjuntos cerrados. Por la Proposi-
ci6én 3.1, concluimos que si S(4;, 3) tiene la propiedad S, entonces cl(S(A;, 5))
tiene la propiedad S para todo i = 1,...,n, donde cl(S(A4;, §)) es un cerrado
de X. Por otra parte, como también S (AZ, 3) es conexo, entonces cl(S(A;, 5))
es conexo. Ahora, como el didmetro de un conjunto es igual al diametro de
su cerradura, entonces:

173

€

)

didm(S(A;, %)) — digm(cl(S(A;,
Por lo tanto, didam(cl(S(4;, 5))) < e.
Con todo lo anterior, sélo nos falta ver que X = [Jcl(S(A4;, 5)), pero esto
se concluye ya que, S(AZ, £) Ccl(S(As, §)), lo que implica que [JS(A;, §) C
Ucl(S(Ai, §)), en consecuencia X C Jcl(S(A;, §)). Por otro lado, tenemos
que (Jcl(S(As, 5)) C X, por lo tanto, X = Jcl(S(As, 5)).
De esta manera hemos visto que X se puede ver como la unién finita de
conjuntos conexos con la propiedad S y con didmetro menor a €, donde estos

conjuntos pueden ser elegidos abiertos o cerrados. ]
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Teorema 3.11. Sea X un continuo. Entonces X es localmente conexo si y
solo si para todo € > 0, X es la union de una cantidad finita de subcontinuos,
de los cuales cada uno tiene didmetro menor que e.

Demostracion. (=) Por el Teorema 3.4 se sigue que X tiene la propiedad S
y, por el Teorema 3.10, para todo € > 0, X = |J;_, 4; con A; conexo, cerrado
y didm(A;) < € para toda ¢ = 1,...,n. Es decir A; es un subcontinuo de X.

(<) Por hipdtesis X es la unién finita de subcontinuos con didmetro
menor a ¢, es decir, X = (J_, C; con didm(C;) < € para cada i = 1,...,n.
Ahora, como cada C; es un subcontinuo de X, tenemos dos cosas:

1) C;Cc X,
2) C; es conexo.

Por lo tanto, X tiene la propiedad S. Volviendo a aplicar el Teorema 3.4,
podemos concluir que X es localmente conexo. O

Teorema 3.12. Si X es un continuo localmente conexo, entonces para toda
e >0, X es la union finita de continuos localmente conexos cuyo didmetro
€S MENOT que €.

Demostracion. Como X es un continuo localmente conexo, utilizando de
nuevo el Teorema 3.4, X tiene la propiedad S. Por lo que es posible ver a X,
como X = J;_, 4; donde,

» A, es conexo para cada i =1, ..., n.

= A; tiene la propiedad S para cada i =1,...,n.
» didm(A;) < e para cada i =1,....n.

s A; es cerrado en X para cadai=1,...,n.

Entonces como cada A; es cerrado en X, A; es compacto para toda i =
1,...,n. Por otro lado, ya que A; C X y X es métrico entonces cada A; es
métrico. Por lo tanto, A; es continuo para cada i = 1,...,n. Ademas, por la
Proposicion , cada A; tiene la propiedad S, entonces cada A; es localmente
conexo. Concluyendo asi que X es la unién finita de continuos localmente
conexos cuyo didmetro es menor que €. O
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Definicién 3.13. Una cadena débil es una coleccion finita £ = {Ly, ..., L,}
de conjuntos no vacios tales que L; N\ Liiy # O para cada i =1,....n —1. Si
L ={Ly,...,L,} una cadena, entonces decimos que L es una cadena débil
de LyalL,;ysix e Ly yy € L,, dectmos que L es una cadena débil de = a
y. A cada L; € L le llamaremos eslabon de L.

Lema 3.14. Si C = {Cy,...,Cp} y L ={L4, ..., L,} son cadenas débiles con
C1 = Ly, entonces hay una cadena débil P de Cy a L, tal que P =CU L.

Demostracion. Sea P = {Py,..., Poypyn} donde P, = C; para 1 < i < n,
Pn.i,=0Ch i paral <i<my Py = L; de 1 <1 < n. Entonces
observamos que P = {Cl, ...,Cm,P2m+1 = Ll, P2m+2 = Lg, ceny P2m+n = Ln},
ademés como cada una es cadena débil, P;N P;;; # ). De forma andloga P; #
(). Por lo tanto, P es la cadena débil que buscdbamos tal que P =CU L. O

&

O C

Figura 3.4: Construccién de la cadena débil P.

Lema 3.15. Sea S un espacio topoldgico conexo, y sean p,q € S. Si C es
una coleccion finita de subconjuntos cerrados de S que cubren a S, entonces
la coleccion C puede ser indexada de tal forma que sea una cadena débil de p
aq.
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Demostracion. Como S estd cubierto por la coleccion C, se puede ver como
S = JC. Por lo tanto, existe C; € C tal que p € C}. Por otro lado, definimos

Co = {C € C : existe una cadena débil de C a C' cuyos eslabones son
elementos de C}.

Primero mostraremos que C = Cy. Consideremos los conjuntos A = |JCy
y B =J(C\Cp). Veamos que AN B = (). Supongamos que no es asi, es decir,
existe r € AN B. Como = € A, entonces x pertenece a una cadena débil
cuyos eslabones pertenecen a C y sea G el eslabon al que pertenece x.

Por otro lado, x € B, entonces x € H con H un elemento de la cubierta
C para el cudl no existe una cadena débil a C'; que contenga a H.

Sea {C1, ..., G} parte de la cadena débil que tiene a x. Ahora, definimos
{C4,....,H}, como x € GN H entonces {C1,..., H} es una cadena débil de
H a (1, esto nos lleva a una contradiccion, ya que H no podia pertenecer a
ningin cadena. Por lo tanto AN B = ().

Ahora, como tanto A y B son la union finita de subconjuntos cerrados
de S, entonces ambos son cerrados en S. De esta manera, como S = |JC,
entonces podemos ver a S = AU B, pero como C; € Cy y, ademas por
hipétesis, Cy # (), obtenemos que A # (). Como S es conexo, entonces B = (),
por lo tanto A = S, es decir |JCy = JC, lo que implica que Cy = C.

Como Cy = C, existe una cadena débil £ de p a gq. Si |J£ = S entonces
ya acabamos. De lo contrario existe C* tal que C* ¢ L. Como Cy = C
existe una cadena débil £, de C a C*, por el Lema 3.14 existe una cadena
débil £ formada e indexada por los elementos de £ y L£;. Observemos que
L' tiene al menos un elemento més de C. Si |JL£ = S ya acabamos, de lo
contrario repetimos el Lema 3.14. Dado que sélo sobran una cantidad finita
de elementos de la cubierta C este proceso termina, es decir, existe una cadena
débil indexada de p a ¢ con los elementos de C. O]

3.2. Teorema de Hahn-Mazurkiewicz

En la ltima secciéon de este capitulo mostraremos dos importantes teo-
remas. El primero de ellos es el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz, que nos
ayudara a mostrar el teorema que nos establece que si la funcién que va del
intervalo [0, 1] a un espacio de Hausdorff es continua y suprayectiva, entonces
el espacio serd localmente conexo. Continuemos.
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Teorema 3.16. Teorema de Hahn-Mazurkiewicz Todo continuo local-
mente conexo es la imagen continua del intervalo cerrado [0, 1].

Demostracion. Sea X un continuo localmente conexo. Por el Teorema 3.12,
X es la unién finita de continuos localmente conexos con diametro menor a
1. Sean A = {A;, Ay, ..., A, } esta cubierta. Claramente A; es cerrado para
i =1,2,...,n. Por el Lema 3.15 podemos ver a A como una cadena débil de
subcontinuos localmente conexos que cubren a X. Dado que didm(4;) < 1,
i =1,2,...,n, escribimos [0,1] = [ U Iy U ...U I,, donde I; = [t;_1,t;] con
1=1,2,..,ny0=tg<t; <..<t,=1
Definamos F} : [0,1] — C(X) de la siguiente forma:

Ai Siteli\{tl,...7tn_1}
B =9 4 Sit=0
A, sit=1

Probaremos F; : [0,1] — C(X) es semicontinua superiormente y que
X = U,epq F1(t). Sea t € [0, 1], continuemos por casos:

Caso 1 Sit e I;\ {t1,...,tn_1}, esto implica que Fi(t) = A;. Sea U abierto en
C(X) tal que A; C U. Tomemos a V = (t;_1,t;) abierto en [0, 1] tal
que t € V. Notamos que para todo t' € V', como t' € I; \ {t1,....,tn_1},
esto implica que Fi(t') = A;. Por lo tanto, Fi(t') C U.

Caso 2 Sit=t; paral <i<mn-—1,entonces Fi(t) = A; U A;;1. Sea U abierto
en C(X) tal que A; U A4y C U. Tomemos V' = (t;_1,t;+1) abierto en
[0,1] tal que t € V. Tomemos t' € V.

Caso 2.1 Si t’ < t, entonces t' € [t; — 1,t;] = I;, por lo tanto Fi(t') = A,,
pero como A; UA;,, CU, A; CU.

Caso 2.2 Sit < t, entonces t' € [t;,t;+1] = I;41, por lo tanto Fy(t') = A1,
pero como A; U A;, C U, Ay CU.

Caso 3 Sit =0, entonces Fy(t) = A;. Sea U abierto en C'(X) tal que A; C U.
Tomemos V' = [0, ¢;) abierto en [0, 1], por construccién ¢t =0 € V. Sea
t' € V, como t' < t; entonces t' € I, por lo tanto Fi(t') = Ay, lo que
implica que Fy(t') C U.
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Caso 4 Sit =1, entonces F(t) = A,. Sea U abierto en C(X) tal que A, C U.
Tomemos V' = (t,_1, 1] abierto en [0, 1], asi que por construccién t =
1eV.Seat' € V, como t, 1 <t <1 entonces t' € I,, por lo tanto
Fi(t') = Ay, lo que implica que Fy(t') C U.

De todos estos casos, ya hemos considerado cada punto en el intervalo
[0, 1], por lo tanto podemos concluir que F; : [0,1] — C(X) es scs para todo
punto en [0, 1].

Veamos ahora que X = (J,co;) F1(t). Por la primera parte de la demos-
tracién X = (J_; A; y debido a la manera en la que estd definida la funcién
Fy tenemos que (e F1(1) = Ui, 4;. Por lo tanto, X = Useo.y £1(8)-

Seap € Ay, p; € AiNA,_1para2<i<nyp, €A, Sileaplicamos
a cada A; el mismo argumento que usamos al principio de la prueba, para
cada i, 1 < i < n, existe una cadena débil {A}, ...,Afn(i)} de subcontinuos
localmente conexo de A; de p; a p;x1 que cubren a A; tal que cada Aé- es
didmetro menor a € = %

De forma similar a como lo hicimos anteriormente para cada i, 1 < i <mn,
escribamos a I; como la unién de m(i) intevalos cerrados no degenerados
Ii ...,I;(i) de la forma I} = [t} 5], 1 < j < m(i) donde tfy = t;_y <t} <

. <ty = t;. Definamos la funcién F3 : [0,1] — C(X) de la siguiente
forma:

Al sit € I\ {th, sty }
AUAL, sit=ty 1<) <m()

Fy(t) = Am(ifl)UA1 sit=thy2<i<n
A} sit=0

De forma semejante a la que se hizo para Fi, obtenemos que Fj : [0, 1] —
C(X) es scsy, ademds, X = ;o) F2(1).

Por otro lado, observemos que Fy(t) C Fi(t) para cada t € [0,1]. Por
construccién Fy(t) = A7 que es un subcontinuo de A;, donde A; = Fy(t).

Continuado por este camino, podemos construir las funciones F;, para ca-
dan =1,2,... de tal manera que satisfagan las cuatro condiciones necesarias
para utilizar el Teorema 2.12, el Teorema de la Funcién General. Entonces
de manera recursiva podemos construir una sucesion de funciones F;,, tales
que:

1) F,:[0,1] = C(X) es scs para cadan =1,2, ...
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2) Fo1(t) C F,(t) paracadat € [0,1] yn=1,2,...

3) X = U,eoq) Fr(t) para cadan =1,2, ...
Lo tnico que faltaria seria garantizar la cuarta condicion.
4) 1im,,_, diam[F,(t)] = 0 para toda ¢ € [0, 1].

Pero esto lo podemos ver notando que para cada n = 1,2, ..., el didmetro
de F,(t) es menor o igual que 5=, pues cada F,(t) es a lo mds la unién de
dos subcontinuos de diametro menor que 2%1

Al satisfacerse estas cuatro condiciones es posible aplicar el Teorema 2.12,
por lo que existe una funcién continua y suprayectiva del intervalo [0, 1] a X.
En otras palabras, X es la imagen continua del intevalo [0, 1]. [

Teorema 3.17. Si f : [0,1] — X continua y suprayectiva, entonces X es
localmente conezo.

Demostracion. Como X es un continuo, en particular X es un espacio de
Hausdorff. Por otra parte, [0,1] es un continuo localmente conexo, asi que
por el Lema 1.59 X es localmente conexo. ]
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Capitulo 4

Imagenes continuas del
Conjunto de Cantor

En este pequeno capitulo definimos y construimos el Conjunto de Cantor,
asi como damos una breve introduccion a las imagenes continuas de éste.

4.1. El conjunto de Cantor

1

Sea [a,b] C R. Diremos que (c,d) C [a,b] es el intervalo 3 — medio de

[a,b]sia<c<d<bylc—a|=|d—c|=|b—d|.

Definicién 4.1. El Conjunto de Cantor es el subespacio C del intervalo [0, 1],

denotado como:
i=1

Donde Cy = [0,1]\ (%, %) y si suponemos definido C;, C;1 1 estard definido
como C; \ |JW; donde W; es el intervalo % — medio de cada componente de

C;.

En la siguiente figura se puede observar como se va construyendo el Con-
junto de Cantor C.
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: | Co

0 2/3 1

0 19 20 153 23 7/9 89 1
FH N S

HH HH HH HH C

Figura 4.1: Construccién del conjunto de Cantor C.

4.2. Imagenes continuas del conjunto de Can-
tor

El Teorema que demostraremos en esta seccién se aplica a todo espacio
métrico y compacto. No es necesario que sea conexo o localmente conexo.

Lema 4.2. Sea C el conjunto de Cantor. Entonces:

1) Dado cualquier entero n > 1, C = |J;_, D;, donde cada D; es un con-
junto abierto y compacto no vacio, y D; N D; = 0 para i # j.

2) Dado cualguier enterom > 1y cualquier D; de C en 1), D; = UjZ, Di;
donde cada D;; es un conjunto abierto y compacto no vacio, y D;; N
D;r =0 para j # k.

Demostracion. Supongamos que n > 1. De la interseccion anidada usada
para definir el conjunto de Cantor C, encontraremos un numero [ lo sufi-
cientemente grande para que en la construccién dada previamente hayan al
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menos n — 1 puntos ¢y, ...,t,—1 en el conjunto [0, 1] \ C; tal que cualesquiera
dos puntos, estos se encuentran en una componente distinta de [0,1] \ C; y
ademés to =0 <t <ty < ..<t,_1<t,=1.

Sea D; = [t;_1,t;] N C para cada i = 1,...,n. Debemos verificar que los
conjuntos D1, ..., D,, satisfacen lo siguiente:

i) Cada D; es compacto para i € {1,...,n}.
ii) D; N D; = para i # j.

iii) C=U;_, D;.

iv) Los conjuntos D; son abiertos en C.

Para i) y ). Cada D; serd compacto, ya que es la interseccién de dos
conjuntos compactos. Por otra parte, dada la eleccién de los puntos t; se sigue
que [O, tl]ﬂC = [0, t1>ﬂc, [tn—h 1]ﬂc = [tn—h l)ﬂC y [tz‘_l, ti}ﬂC = (tz‘—l, ti)ﬂC,
para cada ¢ = 2,...,n — 1, esto implica que cada D; es un conjunto abierto
en C.

Para ii). Por otra parte, si D; N D; # ) entonces, sin pérdida de generali-
dad, si t; < t;, supongamos que t; = t;_;, pero esto no puede ocurrir porque
t; ¢ C. Por lo tanto, D; N D; = () para i # j.

Para i17). Sélo falta ver que C = |J;_, D;. Dado que [0, 1] = U}, [ti—1, i),
entonces C' = |J_, ([ti=1,t] N C) = U, D;. De esta manera queda demos-
trada la primera parte del lema.

Ahora, para la segunda parte se utiliza un argumento muy similar. Pri-
mero serd necesario que veamos al intervalo [t;—q,t;] = [ti—1,t;1] U [ti1, tia] U
U tim—1,ts]. Sea D;j = [ta -1, tapyl NCparai=1,..,nyj=1..,m.
De nuevo, observamos que cada D, ; serd compacto y abierto ya que es la
interseccién de dos conjuntos compactos y abiertos del intervalo [0, 1] con C.

Bajo el mismo argumento que usamos en la primera parte, D; ;N D, = ()
para j # k, ya que si t;; < t;p y si t;; = t;5—1 tenemos que t;; ¢ C,
garantizando asi que la interseccion es igual al vacio.

Por dltimo, es necesario ver que D; = U;"zl D, ;. Sabemos que D; =
[ti—1,ti] N C. Intersectamos ([t;—1,ti1] U [ti1 tiz] U ... U [tim—1,ti]) NC =
Uiz, ([taj)-1,ti ;] N C) = D;. Terminando asi la prueba. O
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Teorema 4.3. Todo espacio métrico, compacto y no vacio Y, es la imagen
continua del conjunto de Cantor C.

Demostracion. Para la prueba de este teorema definiremos una sucesiéon de
funciones {F, : C — 2¥} como en el Teorema 2.12.
Empecemos con Fi, las demas las definiremos recursivamente.

Como Y es compacto, lo podemos ver como la unién finita de abiertos
Ui, ..., U, con didmetro menor a 1. Ahora, los cerrados en espacios compactos
son compactos, asi que tomemos a A; = cl(U;) para cadai = 1, ..., n. Entonces
Y se puede ver como la union finita de subconjuntos compactos no vacios,
Ay, ..., A, cuyo didmetro es menor que 1 para cada i =1,...,n.

Sean Dy, Ds, ..., D,, conjuntos como los definimos en el Lema 4.2. Defina-
mos la funcién Fy : C — 2¥ tal que

Fi(t) = A; para cada t € D;.

Observamos que F} esta bien definida en C debido a que los conjuntos D;
son ajenos dos a dos y cubren a C. Es necesario verificar que F; : C — 2Y
satisface lo siguiente:

» [ :C — 2Y es semicontinua superiormente.

» Y = Utec Fl(t)-

Sean t € C y U abierto en Y tal que A; = Fi(t) C U. Tomemos V abierto
en C tal que V.= D; yt € D;. Seat' € D;, por la forma en la que esta
definida la funcién, Fi(t') = A;, lo que implica que Fi(t') C U para todo
t € D;. Con esto hemos mostrado que F; : C — 2¥ es scs.

Por otra parte, como Fi(t) = A; para todo t € D; entonces | J,.. Fi(t) =
Ui, A; = Y, probando asi el segundo punto. Para continuar con la de-
mostracion, es necesario ver que cada A; con 1 < ¢ < n es compacto, es
decir, se puede cubrir con una cantidad finita de subconjuntos compactos
no vacios A; 1, ..., Ajm@) cuyo didmetro es menor a 3 (diam(4;;) < 3), pero
como cada A; es cerrado en Y, entonces A; es compacto, parai=1,....,n Yy,
ademas, se puede ver como A; = U;”:(? A; ;. Ahora, para cada ¢ = 1,...,n sea
D;1, ..., Dimy de la forma en las que fueron dados los conjuntos en el punto
nimero 2 del Lema 4.2. Definamos la funcién F» : C — 2Y tal que:
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F2<t> = Ai,j site DZJ

Bajo el mismo argumento que utilizamos para F}, tenemos que Fj esta
bien deﬁn'ida, ademds de que podemos garantizar que Fj es scs 'y [, Fo(t) =
Ui, U;”:(;) A; ; =Y. S6lo nos faltaria ver que Fy(t) C Fy(t) para todo ¢ € C.
Esto se cumple ya, que por construccion, cada A; ; C A; para j = 1,...,m(i),
donde Fl(t) = Al y Fg(t) = Az,]

Continuando este proceso podemos definir una sucesion de funciones F, :
C — 2Y paran = 1,2, ... de tal manera que satisfagan las condiciones para
aplicar el Teorema 2.12. Sélo nos faltaria garantizar que lim,, o, diam|[F,(t)] =
0 para todo t € C. Esto se garantiza observando que para cadan = 1,2, ... el
didmetro de F,(¢) es menor o igual que 5 ya que cada F,(t) es a lo mds
la unién de subconjuntos de diametro menor que 27}71-

Aplicando el Teorema 2.12, existe una funcién continua y suprayectiva
f:C — Y, es decir todo espacio métrico, compacto no vacio es la imagen
continua del Conjunto de Cantor. [
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Capitulo 5

La Conjetura de Nikiel y el
cuadrado lexicografico

En la primera seccion de este capitulo hablamos del resultado que inspird
este trabajo, La conjetura de Nikiel. La segunda seccién estd dedicada a
estudiar el cuadrado lexicografico, describimos algunos aspectos bésicos de su
topologia y mostramos varias propiedades que son importantes para nuestro
trabajo.

5.1. La conjetura de Nikiel

En el ano 1986, J. Nikiel postula una serie de preguntas respecto a la
imagen continua de espacios compactos y linealmente ordenados, una de
éstas fue llamada la Conjetura de Nikiel. Muchos articulos se han escrito
al respecto tratando de dar una respuesta a tal pregunta, ya sea positiva
o negativa. En el ano 2001, Mary Ellen Rudin publica el articulo en donde
queda demostrada tal conjetura y la cual concluye lo siguiente:

“Un espacio topologico X es la itmagen continua de un espa-
cto compacto y linealmente ordenado si y solo si es compacto y
mondotonamente normal.”

Adaptando esta proposicion a los continuos, el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz
nos permite un primer acercamiento pues postula lo siguiente:

“Un espacio métrico es la imagen continua del intervalo [0,1] si
y solo st es localmente conexo.”

67
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La pregunta natural seria, ;qué sucede con los continuos que no son local-
mente conexos? Este caso estd resuelto si se nos permite utilizar el siguiente
teorema:

“Todo espacio no vacio métrico y compacto es la imagen continua
del conjunto de Cantor.”

5.2. El cuadrado lexicografico L.

Denotaremos como L, el cuadrado lexicografico, al espacio topologico que
se obtiene de dotar al producto cartesiano [0, 1] x [0, 1] con la topologia del
orden generada por el orden total <; definido mediante:

(1,71) <i (w2,y2) sty sblosixy <2611 =2a2y y1 < yo,
donde < es el orden usual de lo niimeros reales.

Describamos de forma detallada los basicos que podemos encontrar en L.
Basicos de L

1) SiZ = (0,0), entonces los bdsicos que contienen a este punto tiene la
forma [(0,0), (a,b)) con 0 <a <1y 0<b<1.

2) SiT = (1,1), entonces los basicos que contienen a este punto tiene la
forma ((a,b),(1,1)]con0<a<1ly0<b<l.

3) Si T = (a,b), entonces tendremos dos opciones de bésicos

a) ((a1,b1),(ag,by)) con a3 < a < as.
b) ((a,by), (a,bz)) con by < b < bs.

Ahora para nuestro propdsito, ejemplificaremos visualmente a los bésicos
de L.



5.2. EL CUADRADO LEXICOGRAFICO L 69

= Basicos Los distintos tipos de abiertos basicos de L tienen la estructura
que se muestra en la figura 5.1:

Figura 5.1: Distintos abiertos bésicos del cuadrado lexicografico.

Ahora, nos dedicaremos a demostrar diferentes propiedades que tiene este
espacio.

Lema 5.1. Para cada z € [0, 1], denotamos al conjunto

I, ={(z,y) eL: ye|0,1]}.

Sea 7, la topologia que I, hereda de L. Entonces (I,,7,) e (I, usual) son
homeomorfos.

Demostracion. Sea h : (I,,usual) — (I, 7,) dada por h(z,y) = (x,y) con
x € [0,1] fijo. Claramente, como h es la funcién identidad, notamos que es
biyectiva.

Sea U abierto basico de 7., es decir U = W N I, donde W es un abierto
de LL, entonces hay tres posibles casos:
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Caso 1) Si U = [(,0), (z,a)) con a € [0, 1], entonces si R = a se tiene que
V = Bg((x,0)) NI, = U, es decir b 1(U) =V.

Caso 2) Si U = ((z,a), (z,b)) con a,b € [0,1], entonces si R = 2% se tiene que
V = Bg((z,42)) NI, = U. Por lo tanto, h~'(U) = V.

Caso 3) iU = ((z,a),(x,1)] con a € [0,1], entonces R = 1 — a se tiene que
= Bg((z, ))ﬁ] = U. Por lo tanto, ™ (U) = V.

Por lo tanto h es continua.

Cabe notar que si R > 0, entonces Bg((a,b)) N I, sélo puede tener la
forma de los tres conjuntos anteriores y, por tanto, serian abiertos en (1, 7).
Observando asi que h~! es continua.

Por lo tanto, (I, 7,) y (I, usual) son homeomorfos. ]

Proposicién 5.2. Dados dos puntos distintos de I siempre hay un tercero
intermedio con el orden definido para L.

Demostracion. Para probar esto, es necesario considerar dos casos.

Caso 1) Sean T = (a,b) y ¥ = (a,c¢) con b < c.

Podemos observar que la primera coordenada es la misma en ambos
puntos, entonces ambos puntos se encuentran en [,. Por el Lema 5.1
tenemos que I, es homeomorfo al intervalo [0, 1], entonces sabemos que
existe 4 € [0,1] tal que b < 8 < c.

Por lo tanto, Z = (a, f) € L es tal que T <; Z <; 7.

Caso 2) Sean T = (a,b) y ¥ = (¢,d) con a < c.
[0

Como a,c € [0,1] sabemos que se conserva el orden usual, entonces
existe a € [0, 1] tal que a < a < c.

Por lo tanto, Z = (a,e) € L es tal que T <; Z <; 7. Cabe mencionar
que para este segundo caso no importa que valor tenga Z en la segunda
coordenada.
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A continuacién veremos que L es un espacio Hausdorff, compacto, conexo,
localmente conexo, mondtonamente normal y no es métrico.

Proposicion 5.3. El cuadrado lexicogrdfico I es un espacio de Hausdorff.

Demostracion. Sean Ty 7 puntos distintos en L, sin pérdida de generalidad
supongamos que T <; y. Por la Proposicion 5.2 sabemos que existe z =
(z1,22) tal que T <, Z <; 4.

Entonces tomaremos los siguientes abiertos:

U= [(070)7 <Z17 22>>7V = ((21722)7 (17 1)]

Notamos que U y V son ajenos en L tales que 7 € U y y € V. Por
lo tanto, dado que los puntos fueron tomados de forma arbitraria, podemos
concluir que L es un espacio de Hausdorff. O

Proposicién 5.4. El cuadrado lexicogrdfico (L) es compacto.

Demostracion. Sea C una cubierta abierta de L. Es necesario demostrar que
existe una subcubierta fina de C que cubre a L. Sea

S ={(a,b) € L:[(0,0), (a,b)] esta cubierto por una cantidad finita de
elementos de C}.

Observemos que S # ) dado que (0,0) € S, dado que el intervalo [(0,0), (0,0)]
corresponde a un sé6lo punto y pertenece a algin elemento de la cubierta C.
Denotemos por

a = sup{a € [0,1] : (a,b) € S para algin b € [0, 1]}.

En otras palabras es el supremo sobre la primera coordenada en el orden
usual de los reales R, de forma que o > 0, mas aun, mostraremos que o = 1
posteriormente.

Afirmacién 1: (a,0) € S

Prueba Afirmacion 1: Como C es una cubierta abierta, existe U € C
con (a,0) € U y, por tanto, existe € > 0 tal que (o —¢€,0) x [0, 1] C U. Como
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« es el supremo, existe a € [0,1] con & — € < a < a y tal que (a,b) € S, para
algin b € [0, 1].

Por otro lado, notamos que [(0,0), (o, 0)]JNU # 0, por lo tanto [(0, 0), (o, 0)]
estd cubierto por una cantidad finita de elementos de C, es decir («,0) € S.

Por Lema 5.1, I, es homeomorfo al [0, 1] y por lo tanto es compacto. De
esto, se sigue que («, 1) estd cubierto por una cantidad finita de elementos
de C. Es decir, (a, 1) € S.

Como C es cubierta abierta de I, existe V € C tal que (o, 1) € V.

Afirmacion 2: o =1

Prueba Afirmacion 2: Supongamos que a < 1. Existe 6 > 0 tal que
a+d<ly(a,a+d)x[0,1] CV.

Ahora, [(0,0), (a+0,1)] =[(0,0), (o, 1)]U[(e, 1), (46, 1)] y cada uno de
estos conjuntos estan contenidos en una cantidad finita de elementos de C. En
otras palabras, previamente habiamos hecho la observacién que (o, 1) € V|
lo que implica que:

[(0,0), (a+,1)] € [(0,0), (e, 1)] U [(e,; 1), (x40, 1)]

esta contenido en una cantidad finita de elementos de C.

Por lo tanto, (a+4,1) € S, lo que es una contradiccién por la definicién de
a. Por lo tanto, a = 1, lo que implicaria que (1,1) € S, es decir [(0,0), (1,1)]
esta cubierto por una cantidad finita de elementos de C. Concluyendo asi que
L es compacto. []

Proposicion 5.5. El cuadrado lexicogrdfico I es conexo.

Demostracion. Por el Lema 5.1, para cada = € [0,1], el conjunto I, =
{(z,y) € L:y € [0,1]} es homeomorfo a [0, 1] y por lo tanto, es conexo.

Supongamos que A y B son dos abiertos no vacios de L que satisfacen lo
siguiente:

1) L=AUB.

2) AnNB =1.
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Supongamos que el punto (0,0) € A. Como I, es conexo, se sigue que
Iy C A.

SeaW ={z¢€[0,1] : [(0,0),(z,1)] € A}. Como [y C A, 0 € W por lo que
W # (). Sea zj el supremo del conjunto W en [0, 1]. Observemos que el punto
(20,0) € cl(Uyew Iy); ya que para cualquier abierto U tal que (z0,0) € U,
existe z € W NU.

Por otro lado, como B es abierto, entonces L\ B es cerrado y A =L\ B,
por lo tanto A es cerrado. Entonces (zp,0) € A, esto significa que I,, C A,
ya que I, es conexo e I,, N A # ().

Ahora, como A es abierto, si zg < 1, deberia existir un intervalo abierto
((z0,1 —€), (20 + 0,€)) tal que contiene al punto (zp, 1) y estd contenido en
A. Esto nos lleva a una contradiccién ya que esto significa que zy + g e,
lo cual contradice que z; sea el supremo de W.

Por lo tanto, zp = 1. Nuevamente esto implica que I; C A. Es decir
B = (), concluyendo asi que LL es conexo. ]

Como el lector puede notar, esta prueba puede generalizarse para cual-
quier intervalo, es decir, un intervalo de la forma [(a,b), (¢, d)] es conexo. Si
a = c el resultado se sigue del Lema 5.1; en caso de que a < b, definimos
W ={z € [a,q] : [(a,b),(2,1) C A} y consideramos a z; como el supremo
del conjunto W en [a, cJ.

Proposicion 5.6. El cuadrado lexicogrdfico I es localmente conexo.

Demostracion. Sean (z,y) € L. un punto cualquiera y U C L abierto tal que
(z,y) € U.
Por como estén definidos los abiertos en L, existen (a,b),(c,d) € L

tales que (x,y) € ((a,b),(c,d)) C U y como mencionamos anteriormente
((a,b),(c,d)) es conexo. O

Proposiciéon 5.7. El Cuadrado Lezicografico I no es métrico.

Demostracion. Supongamos que L es métrico, entonces por el Teorema 1.51
es seqgundo numerable, ya que L es compacto. Veamos que pasaria si esto se
cumple.
Supongamos que L es segundo numerable. Sea B = {Bj, B, ...} base
numerable de L. Tomemos (a, 3) € L y definimos U, = ((a, 3), (a, 2)).
Observemos que:
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1) U, es abierto en L para cada a € [0, 1].

2) Sea a # a' entones Uy = ((d, 1), (¢/,2)). Notamos que U, N Uy = 0.

Como B es base, sabemos que existen B, y B, tales que B, C U, y
By C Uy

Sin embargo como [0, 1] tiene una cantidad no numerable de puntos, exis-
tiran tantos U, como puntos en el intervalo y en cada uno de éstos podremos
encontrar un elemento de B, lo que no lleva a una contradiccién, ya que
B tendria una cantidad no numerable de elementos. Por lo tanto, I no es
segundo numerable, lo que implica que no puede ser métrico. O

A continuaciéon mostraremos que el cuadrado lexicografico I es mondéto-
namente normal.

Proposicion 5.8. El cuadrado lexicografico I es mondtonamente normal.

Demostracion. Sea T € 1L, U abierto de . y C' la componente de U tal que
7 € C. Definamos nuestra funciéon G(z,U) de la siguiente manera:

= SiZ = (0,0), entonces C' = [(0,0), (a,b)). Definimos G(Z,U) = [(0,0), (£, 2)).

Para que sea mondtonamente normal sabemos que es necesario que G(z, U)
cumpla tres condiciones.

Primera condicién: Para cada punto = € L y cada abierto U C L con
Z € U, se tiene que T € G(z,U) C U.

Esto lo obtenemos por construccién de la funciéon G(z,U), asiT € G(Z,U) C
U.

Segunda condicién: Para U, U’ abiertos de LL tales que 7 € U C U’, se
tiene que G(z,U) C G(z,U’).
Comencemos la prueba, sean U, U’ abiertos de L tales que 7 € U C U’.
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iz =(0,0). Sean C,C’ las componentes de U, U’ respectivamente, tales
Te Cyz e (' ComoU C U entonces C C C'. Supongamos que

que
g [(0,0), ( b))y € = (0,0), (¢,d)). Entonces G(z, U) = [(0,0), (5.3) ¥

(7,U) = [(0,0), (5 £)) notamos que (3,2) < (5. 9)

272 272

Por lo tanto, G(Z, U) C G(z,U).

SiT = (2,0) 6T = (z,1). Sean C,C" las componentes de U, U’ respecti-
vamente, tales que T € C' 'y T € C'. Como U C U’ entonces C' C C’. Supon-
gamos que C' = ((a,b),(c,d)) y C" = ((d/,V),(c,d)). Entonces G(z,U) =

(152, 5, (55, 9) v G U) = (442, 230) (52 )
Como (42 Uy < (atz bELy v (ate dy < (2t 4y Fg posible concluir

G(z,U) C G(z,U’).

Si T = (x,y). Sean C,C’ las componentes de U, U’ respectivamente,
tales que T € C y T € C'. Como U C U’ entonces C C (C'. Suponga-
mos que C' = (a b),(c,d)) y C" = ((,V),(d,d)). Entonces G(Z,U) =
(252,55, (55<,59)) v G(x, U') = (952, 54, (555, 59)). ,

Observamos que se cumple (““’, b;ry) < oz HTy) (<, er”l) < (H= ,#).

Por lo tanto, G(z,U) C G(z,U").

SiZ = (1,1). Sean C,C" las componentes de U, U’ respectivamente, tales
quezTeCyTE C” Como U C U’ entonces C' C C'. Supongamos que C' =
((a, ) (1, )] v = - ((¢,d), (1, 1)]. Entonces G(z,U) = (5450, (L] y

Gz, U") = ((¢

2
Notemos que (%, ) < (¢, ). Por lo tanto, G(z,U) C G(z,U’).

De esta manera hemos demostrado que se cumple la segunda condicién.

Tercera condicién: Si T, u son puntos distintos en L, entonces G(Z, L\
{up) NG, L\ {z}) =

Empecemos la prueba, sean 7, u puntos distintos en L, demostraremos
que G(z,L \ {u}) N G(w, L\ {z}) = 0. Como tenemos diferentes tipos de

puntos sera necesario analizar diferentes casos.

Siz=(0,0),u=(u,v) con0<u<1l,0<v<]l.

Por lo que, L\{7} = ((0,0), (1, 1)] y L\{} = [(0,0), (u, v))U((s, 0), (1, 1)
Asi Cy = [(0,0), (u,v)) es la componente de L \ {u} que contiene a T y
Cy = ((0,0), (1,1)] es la componente de L. \ {Z} que contiene a .
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Por consiguiente, G(7, L\{@}) = [(0,0), (3, 3)) y G(@, L\{z}) = (3, 3). (“F+, *51)).
Por lo tanto, G(z,L \ {u}) N G(u,L\ {z}) = 0.
Siz=(0,0)y u=(u,0) con 0<u<I.
En este caso, L\{Z} = ((0,0), (1,1)] y L\{@} = [(0,0), (u, 0))U((x,0), (1, 1)].
Asi, C7 = [(0,0), (u,0)) es la componente de L \ {u} que contiene a T y
Cy = ((0,0), (1,1)] es la componente de L \ {Z} que contiene a .
Siendo ast, G/(z, L\ {1}) = [(0,0). (%, 1)) ¥ G(w, L\{z}) = (3, 1), (252, 2).
Por lo tanto, G(z,L \ {u}) N G(u, L\ {7}) =

Siz=(0,0), u=(u,1) con 0 <wu<1.

Porlo que, L\{z} = ((0,0), (1, )] y L\{u} = [(0,0), (v, 1))U((u, 1), (1,
Asi, C7 = [(0,0),(u,1)) es la componente de L \ {u} con T € Cy y Cy =
((0,0),(1,1)] es la componente de L\ {Z} con @ € Cs.

Por consiguiente, G(z,L\{u}) = [(0,0), (%,1)) vy G(w, L\{Z}) = ((%,1), (4, 1))
Por lo tanto, G(z,L\ {u}) N G(u,L\ {z}) = 0.

Siz=(0,0), u=(1,1).

De esta manera, L \ {Z} = ((0,0),(1,1)] y L\ {u} = [(0,0),(1,1)). En
este caso, no tiene sentido tomar las componentes ya que los abiertos son el
total menos un punto extremo.

En este caso, G(7, L\{a}) = [(0,0), (3, 3) G(@ L\{z}) = ((3,3). (1, 1)].
Por lo tanto, G(x L\{z})nG@,L\ {7}) =

&%| DN |

Siz=(1,1),a=(u,v) con0<u<lyO<wv<l.

Siendo asi, L\{z} = [(0,0), (1,1)) y L\{@} = [(0,0), (u, v))U((u, v), (1, 1)].
Por lo que, C; = ((u,v),(1,1)] es la componente de L \ {u} con 7 € C} y
Cy =1(0,0),(1,1)) es la componente de L \ {Z} con © € Cs.

Astaue G(E L\(T)) = (21,221, (1 Dy 6L\ = (158 (4,51,
Por lo tanto, G(z,L \ {u}) N G(u,L\ {7}) =

Siz=(1,1), u=(u,0) con 0 <u < 1.

Siendo asi, L\{z} = [(0,0), (1,1)) y L\{u} = [(0,0), (u, 0))U((u, 0), (1,1)
Entonces C7 = ((u,0),(1,1)] es la componente de L \ {u} con T €
Cy =1[(0,0),(1,1)) es la componente de L \ {Z} con uw € Cy.

En este caso, G(7, L\{7}) = ((3,3), (37, 3)) v G(@, L\{u}) = ((*5+, 3), (1, 1)].
Por lo tanto, G(Z,L \ {u}) N G(u,L\ {z}) = 0.

.
y

Siz=(1,1),u=(u,1) con 0 <u<1.
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Porlo que, L\{z} = [(0,0), (1, 1)) y L\{u} = [(0,0), (u, 1))U(
Asi, C7 = ((u,1),(1,1)] es la componente de L \ {u} con T €
[(0,0),(1,1)) es la componente de L \ {Z} con @ € Cj.

Entonces G(z, L\(7}) = (2, 1), (%55, 1)) y G(@, L\{@}) = (£, 1), (1, )]
Por lo tanto, G(z,L \ {u}) N G(u, L\ {Z}) =

Si 7= (z,0), u=(u,0).

Sin pérdida de generalidad supongamos que = < u. Entonces L \ {Z} =
[(0,0), (2, 0)) U ((x,0), (1, D] y L\ {u} = [(0,0), (u,0)) U ((u,0), (1,1)]. En-
tonces C; = [(0,0),(u,0)) es la componente de L \ {u} con T € Cy y
Cy = ((2,0),(1,1)] es la componente de L\ {Z} con @ € Cs.

Porlo que G L) = ((5,4). (42, 1) ¥ C@INED = (444,045
Por lo tanto, G(z,L\ {u}) N G(u,L\ {7}) =

))-

D=

Siz=(z,0), u=(u,1) con x < u.

De esta manera, L \ {z} = [(0,0), (2,0)) U ((x,0),(1,1)] y L\ {a} =
[(0,0), (u,1)) U ((u, 1), (1, 1)]. Siendo asi, C; = [(0,0), (u, 1)) la componente
ﬂe ]Lg {u} conz € C,y Cy = ((x,0),(1,1)] es la componente de L \ {ZT} con
u € Cs.

Por consiguiente, G(z,L \ {u}) = ((£,3),(3%,1) vy G, L\ {z}) =
(%%, 3), (*3%,3))- Por lo tanto, G(z, L\ {u}) N G(u, L \ {7}) = 0.

Siz=(2,0),u=(u,v) con 0<u<1,0<v<lyzx<u.

Entonces L\ {7} = [(0,0), (z,0))U((z, 0), (1, D]y L\{z} = [(0,0), (u, v))U
((u,v), (1,1)]. De esta manera, Cy, = [(0,0), (u,v)) es la componente de L\ {wu}
conT € Cy y Cy = ((x,0),(1,1)] es la componente de L\ {Z} con w € Cs.

En este caso, G(z, L\{u}) = ((3, 5), (*3*, é))yG(u L\{@}) = (55, 3), (5, 55)-

272

Por lo tanto, G(z,L \ {u}) N G(u, L\ {7}) =

2 72

Siz=(z1), u=(ul).

Sin pérdida de generalidad supongamos que x < u. Por lo que, L\ {7} =

[(0,0), (z,1)) U ((z,1), (1, 1)] y L\ {u} = [(0,0), (u,1)) U ((u, 1), (1,1)]. En-

tonces C; = [(0,0),(u,1)) es la componente de L \ {u} con T € Cy y

Cy = ((x,1),(1,1)] es la componente de L.\ {Z} con @ € Cs.
)

En consiguiente, G(7,L \ {u}) = ((£,3), (3%, 1)) vy G(@w,L\ {z}) =
(22, 1), (%1, 1)). Por lo tanto, G(z, L\ {u}) N G(u,L\ {z}) = 0.

Siz=(z,1), u= (u,0) con x < u.
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Siendo asi, L\{z} = [(0,0), (x, 1))U((z, 1), (1, 1)] y L\{u} = [(0,0), (u, 0))U
((u,0),(1,1)]. Por lo que, C; = [(0,0), (u,0)) es la componente de L \ {u}
conT € CyyCy=((x,1),(1,1)] es la componente de L \ {Z} con w € Cb.

Entonces, G(E7 L\{ﬂ}) - ((%) %)7 (%7 %)) y G<ﬂ’ L\{f}) = ((%7 %)7 (UT—Ha %))

Por lo tanto, G(z,L \ {u}) N G(u,L\ {z}) = 0.

SiT=(z,1), a= (u,v) con z < u.

Por lo que, L\{E} = [(07 0)7 (l’, 1))U((I, 1)7 (17 1)] yL\{ﬂ} = [(07 0)7 (u7 U))U
((u,v), (1,1)]. Siendo asi, C; = [(0,0), (u,v)) la componente de L \ {u} con
ze€CyyCy=((z,1),(1,1)] la componente de L \ {Z} con u € Cs.

De esta manera, G(7,L \ {u}) = ((%,1), (&% %)) y G(u,L \ {z}) =

272 2 72
(22,2, (v, 2H)). Como v < v + 1, entonces & < “H. Por lo tanto,

G, L\ {u}) N G(u, L\ {z}) = 0. i

Si 7= (z,y), u=(u,0) con z < u.

Asf, L\ {7} = [(0,0), (z,9)) U ((z, y), (1, D] y L\ {u} = [(0,0), (v, 0)) U
((u,0),(1,1)]. De esta manera, C; = [(0,0), (u,0)) es la componente de L\{@}
conT € Cyy Cy = ((x,y),(1,1)] es la componente de L \ {Z} con u € Cs.

Por lo que, G(fv L\{ﬂ}) = ((%v %)’ (%7 %)) y G(Ea L\{E}) = ((HTU7 y_—;l)v (UT—H’ %))
Como y < y+1 entonces ¥ < X2 Por lo tanto, G(z, L\ {u})NG(u,L\{z}) =
0.

Siz=(z,y), u=(u,1) con z < u.

Entonces, L\{7} = [(0,0), (z,y))U((z,y), (1, )] y L\{@} = [(0,0), (u, 1))V
((u,1),(1,1)]. Asi, C; =[(0,0), (u, 1)) es la componente de L\ {@} con T € C}
y Cy = ((z,y), (1,1)] es la componente de L.\ {Z} con u € Cj.

De manera que, G(7,L \ {@}) = (2, %), (22, 2))) y G(z,L\ {7}) =

((zdu vty (utl 1)) Por o tanto, G(E,]QI: < {up) NnGu, L\ {z}) = 0.

20 2 2 72

Si 7= (z,y), u=(u,v).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que = < u. Entonces L. \ {Z} =
[(0,0), (z,)) U ((z, y), (1, )] y LA {z} = [(0,0), (u,v)) U ((u,v), (1,1)]. Sien-
do asi, C; = [(0,0), (u,v)) la componente de L \ {u} con T € C; y Cy =
((x,y), (1,1)] la componente de L\ {Z} con uw € Cs.

En consiguiente, G(7, L\ {7}) = (3. 4). (5%, 1)) y G(@L\ {7}) =
(T, vivy (vt ofY)) Por lo tanto, G(z, L\ {u}) N G(u,L\ {z}) = 0.

20 2 20 2

Asi, podemos observar que se cumple la tercera condiciéon. Concluyendo
asi que el cuadrado lexicografico I es mondtonamente normal. n
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En consecuencia, I es monétonamente normal y no es métrico. Por lo que,
L es el contraejemplo que nos ayuda a mostrar que el regreso del Teorema
1.56 es falso.
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