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RESUMEN

En las últimas décadas se ha venido realizando una intensa investigación en el área de los
gases atómicos ultrafríos, tanto en el ámbito experimental como teórico. En los gases de Fermi
el crossover BCS-BEC, que describe la transición de un estado tipo BCS de pares de Cooper a
un estado BEC (Condensado de Bose-Einstein) de estados moleculares en un gas de fermiones
en dos estados de espín modificando la longitud de dispersión, representa uno de los fenómenos
de mayor interés debido a que es resultado de las propiedades de interacción entre partículas.

En este trabajo se aborda el crossover BCS-BEC con un gas de Fermi interactuante en dos
estados de espín diferentes modelando la interacción entre partículas con diferentes potenciales
centrales atractivos: pozo de potencial, potencial exponencial (Rarita), potencial de Yukawa,
potencial tipo van der Waals (r−6) y potencial dipolar (r−3), estos dos últimos incluyendo una
barrera finita. Los potenciales de interacción empleados tienen como parámetros una alcance R
y una profundidad V0 de tal manera que hay una relación entre estos parámetros y la longitud
de dispersión para cada uno de ellos: a = a (R, V0).

El marco teórico para estudiar el gas de Fermi es la teoría BCS suponiendo un potencial
de interacción entre partículas como los descritos anteriormente y que conlleva a un sistema
de ecuaciones integrales que tiene como parámetros: R y V0. Al resolver numéricamente estas
ecuaciones y teniendo la relación entre estos parámetros y la longitud de dispersión se describe
el crossover en el gas de Fermi. Se analizan las propiedades termodinámicas y las funciones de
pares de fermiones.

Esta tesis está divido en tres partes; la primer parte contiene los antecedentes generales del
crossover BCS-BEC tal como ha sido descrito teóricamente, principalmente en el trabajo de
Leggett, mediante el uso de la longitud de dispersión. Se incluye además una breve revisión de
los logros experimentales en el contexto de los gases atómicos ultrafríos así como las técnicas
empleadas para alcanzar temperaturas del orden de nano Kelvin. Esta parte de la tesis sirve
de introducción y motivación del presente trabajo. La segunda parte de esta tesis contiene los
fundamentos teóricos empleados para abordar el gas de fermiones interactuantes, se presenta
una breve revisión de la dispersión cuántica de dos cuerpos y la teoría BCS que permite resolver
el Hamiltoniano de un sistema de fermiones con interacción empleando la transformación de
Bogoliubov-Valantin. Finalmente, la tercer parte contiene la descripción del modelo empleado
en este trabajo para abordar el crossover mediante un potencial de interacción así como los
resultados y sus conclusiones.





ABSTRACT

In the last decades intense research has been carried out in the area of ultracold atomic
gases, both in the experimental and theoretical fields. In Fermi gases the BCS-BEC crossover,
which describes the transition from a BCS-type state of Cooper pairs to a BEC (Bose-Einstein
condensate) state of molecular states in a fermion gas in two spin states by modifying the
dispersion length, represents one of the phenomena of greatest interest because it is the result
of the interaction properties between particles.

In this work, the BCS-BEC crossover is approached with an interacting Fermi gas in two
different spin states, modeling the interaction between particles with a different attractive central
potentials: the spherical well potential, the exponential potential (Rarita), the Yukawa potential,
the van der Waals potential (r−6) and the dipole potential (r−3), the latter two including a finite
barrier. The interaction potentials employed have as parameters a range R and a depth V0 in
such a way that there is a relationship between these parameters and the scattering length for
each of them: a = a(R, V0).

The theoretical framework to study the Fermi gas is the BCS theory, assuming an interaction
potential between particles such as those described above and that leads to a system of integral
equations that has as parameters: R and V0. By solving these equations numerically and having
the relationship between these parameters and the scattering length, the crossover in the Fermi
gas is described. The thermodynamic properties and the functions of fermions pairs are analyzed.

This thesis is divided into three parts; the first part contains the general background of the
BCS-BEC crossover as it has been theoretically described, mainly in Leggett’s work, by using the
dispersion length. It also includes a brief review of the experimental achievements in the context
of ultracold atomic gases as well as the techniques used to reach temperatures of the order of
nano Kelvin. This part of the thesis serves as an introduction and motivation for this work. The
second part of this thesis contains the theoretical foundations used to approach the interacting
fermions gas, a brief review of the quantum dispersion of two bodies and the BCS theory is
presented that allows to solve the Hamiltonian of a fermions system with interaction using the
transformation by Bogoliubov-Valantin. Finally, the third part contains the description of the
model used in this work to approach the crossover through an interaction potential as well as
the results and its conclusions.





Parte I

Antecedentes





CAPÍTULO 1
Introducción.

Uno de los fenómenos más evidentes en la naturaleza y que siempre han llamado la atención en
la física teórica y experimental son los diferentes estados en las cuales se presenta la materia

así como sus cambios o transformaciones de un estado a otro. Desde que se comenzaron a estudiar
estos fenómenos se sabe que estas transformaciones dependen de las condiciones externas como la
temperatura, presión, etc. Estos cambios pueden ser repentinos y por lo tanto más evidentes - de
todos es conocido la transición de fase que sufre el agua al modificar su temperatura y presión-
las investigaciones tanto teórica como experimental han destacado también que los cambios
en los estados de la materia pueden ocurrir dependiendo de las propiedades del sistema, por
poner un ejemplo: un gas ideal de bosones tiene una transición al condensado de Bose-Einstein
válida en tres dimensiones cuando el gas esta confinado en un potencial externo homogéneo,
sin embargo esto puede cambiar al confinar el gas en diferentes configuraciones de potenciales.
Este ejemplo del gas ideal de bosones tiene una peculiaridad importante ya que no considera la
interacción entre partículas.

Kamerlingh Onnes en su laboratorio, junto con Ehrenfest,
Lorentz y Bohr.

En el campo de los fluidos cuánticos, en-
tendiendo por ello los fluidos en condiciones
de muy bajas temperaturas tal que los efec-
tos de la estadística cuántica de origen mi-
croscópico se manifiestan a nivel macroscópico
en las propiedades termodinámicas del siste-
ma, hay dos fenómenos que desde su descubri-
miento han impulsado la investigación teórica
y experimental: la superfluidez y la supercon-
ductividad. Ambos fenómenos fueron descu-
biertos de manera experimental, Kamerlingh
Onnes descubre en 1911 la superconductivi-
dad y Piotr Kapitsa la superfluidez en 1937
[Kapitza, 1938], en el contexto de los trabajos

experimentales del Helio líquido. Desde los experimentos de Onnes y Kapitsa nuevos fenómenos
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4 Introducción.

han surgido: la superconductividad de alta temperatura, la superfluidez en baja dimensionali-
dad y en redes ópticas, la turbulencia en superfluidos (cuántica), por mencionar algunos; todos
estos fenómenos ha motivando un intenso trabajo de investigación teórica.

Desde un punto de vista teórico se ha logrado entender que las propiedades principales de los
fenómenos mencionados arriba se deben al carácter individual de las partículas que conforman
los sistemas, es decir si las partículas son bosones o fermiones, las primeras no satisfacen el
principio de exclusión de Pauli, las segundas sí lo satisfacen. Es entendible que esta propiedad
intrínseca de las partículas se manifieste en las propiedades colectivas de los sistemas y ha sido
un gran logro de la física. Sin embargo un elemento tan importante como el carácter individual
de las partículas es la interacción entre ellas y este aspecto ha sido un desafío a la física teórica.

Para los sistemas de fermiones uno de los fenómenos cuánticos más importantes es la su-
perconductividad, mientras que para los gases de bosones es la superfluidez y aunque ambos
fenómenos se presentan con diferente tipo de partículas la posibilidad de que pares de fermiones
(espín semientero) formen un bosón (espín entero) permite una transición de un estado super-
conductor a condensado de Bose-Einstein. Esta propiedad en un gas de fermiones se le conoce
como crossover BCS-BEC y desde 2004 se ha logrado obtener esta transición gases alcalinos
[C. A. Reagal and Jin, 2004], [Zwierlein et al., 2004], etc.

Figura 1.1: Ganadores del premio Nobel 1972 por desarrollar la teoría de superconductividad BCS, de izquierda
a derecha: John Bardeen, Leon N. Cooper, John R. Schrieffer.

La superconductividad, observada por primera vez en mercurio, fue descubierta por Ka-
merlingh Onnes al detectar una caída abrupta de la resistencia eléctrica de dicho material al
ser enfriado por debajo de 4 K, cuando lo que se esperaba era una disminución gradual en la
resistencia al acercarse al cero absoluto. La superconductividad, se sabe, ocurre en variedad
de materiales incluyendo elementos simples como el estaño y el aluminio, así como en diversas
aleaciones metálicas y algunos semiconductores fuertemente dopados. La teoría de superconduc-
tividad convencional o BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer) [Bardeen et al., 1957] fue desarrollada
en la década de los 50’s del siglo XX para explicar el fenómeno de superconductividad y me-
reció a los autores el premio Nobel del año 1972. La idea básica de esta teoría es que un par
de electrones -en general fermiones- que interactúan atractivamente en presencia del mar de
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Fermi (fermiones ideales) producen un estado ligado con energía negativa respecto a la energía
de Fermi. Esta idea fue propuesta por Cooper [Cooper, 1956] y establece que de manera ge-
neral para un sistema de fermiones que interactúan atractivamente, el estado más estable -de
menor energía- corresponde aquél donde los fermiones forman estados ligados de pares: “pares
de Cooper” , dicho estado se le conoce como estado o régimen BCS . Los pares de Cooper
tienen varias propiedades, por ejemplo, su momento de centro de masa es nulo, los fermiones
que lo componen tiene estado de espín opuesto, el “tamaño” de los pares es mucho mayor a la
distancia media entre partículas, etc. También es de resaltar que la interacción atractiva entre
las partículas en el estado BCS puede ser tan débil como sea posible y aún así formar pares de
Cooper, a diferencia de un estado ligado molecular en el cual se requiere un umbral de energía
para que se produzca el estado ligado. Aunque esta idea inicialmente fue desarrollada para sis-
temas de electrones (conductores) su validez para sistemas atómicos en gases de Fermi ha sido
probada [Bruun et al., 1999].

Por otra parte, el descubrimiento del fenómeno de superfluidez en 4He líquido se debe al
físico ruso Piotr Kapitsa. Este fenómeno se observó al bajar la temperatura del Helio por debajo
de su punto de ebullición, alrededor de 2 K. Un superfluido es un fluido caracterizado por la
ausencia total de viscosidad. El modelo de dos fluidos propuesto por Landau describe el estado
superfluido en términos de dos fluidos con propiedades diferentes: una de las componentes se
mueve sin viscosidad, mientras que la otra es un líquido viscoso ordinario, este modelo feno-
menológico explica varias de las propiedades observadas en los superfluidos. Sin embargo, una
las primeras ideas formales por tratar de entender la superfluidez fue considerar este fenómeno
como un condensado de Bose-Einstein (BEC), los átomo de 4He son bosones, sin embargo en un
condensado BEC las partículas son ideales -sin interacción- y por lo tanto la relación de disper-
sión no satisface el criterio de Landau que determina es estado de superfluidez en un líquido,
más aun las interacciones juegan un papel relevante en la superfluidez. Una de las características
observadas en un superfluido es la presencia de vórtices cuando es sometido a rotaciones, dicha
propiedad se explica a través de la ecuación de Gross-Pitaevskii que introduce la interacción
entre partículas.

Anthony Leggett.

En el año 1950 fue descubierta la superfluidez en el 3He a una
temperatura próxima a los 4.2 K. Este hecho fue relevante ya que
el 3He a diferencia del 4He es un fermión y en ese momento la
superfluidez se entendía como un fenómeno de interacción entre
bosones, más tarde se observaron propiedades similares al estado
superconductor en el 4He. Ahora sabemos que el fenómeno de
superfluidez es una propiedad común a los sistemas de fermiones
o bosones con interacción. En 2003 Anthony Leggett recibe el
premio Nobel por su trabajo teórico de la superfluidez en el 3He,
que a grandes rasgos, consiste en una extensión de la teoría BCS
donde los pares de Cooper tiene momento angular diferente de
cero y ciertos grados de libertad adicionales [Leggett, 2004]. En
la ruta por resolver el problema de la superfluidez en el 3He, en
el año 1980 Leggett escribe un artículo fundamental en la teoría
del crossover BEC-BEC [Leggett, 1980] en el que describe un gas
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de Fermi donde al variar la longitud de dispersión de las partículas es posible pasar de un
estado BCS donde los fermiones forman pares de Cooper cuando la longitud de dispersión es
negativa (a < 0) y la interacción es débil, a un estado BEC donde pares de fermiones forman
dímeros cuando la longitud de dispersión es positiva (a > 0). Aunque algunas ideas sobre esta
propiedad en un gas de Fermi ya había sido sugerida por Eagles [Eagles, 1969] y Schafroth-Blatt
[Schafroth MR, 1957].

Pares de Cooper (BCS)
fermiones

Moléculas diatómicas (BEC)
bosones

Régimen 
unitario

Figura 1.2: Imagen descriptiva del crossover BCS-BEC [Braaten, 2009]: a) En el régimen BEC todos los átomos
forman moléculas (bosón) diatómicas a partir de dos fermiones con espín opuesto; b) en el régimen
unitario hay una mezcla de moléculas diatómicas y pares de Cooper; c) en el régimen BCS los
átomos forman pares de Cooper.

En el modelo de Leggett del crossover la interacción entre las partículas del gas de Fermi esta
descrita por la longitud de dispersión, este parámetro surge del análisis de dispersión entre dos
cuerpos en la aproximación de bajas energías. Esta aproximación tiene como consecuencia una
divergencia en la ecuación del gap (resultado de la teoría BCS) pero que puede ser “anulada”
mediante una técnica de renormalización.

En el año 2003 se logro generar un condensado de Bose-Einstein a partir de un gas de
fermiones en dos estados de espín diferente [Greiner et al., 2003], posteriormente diversos grupos
experimentales consiguieron el mismo resultado con diferentes gases. En 2005 el grupo del MIT
liderado por Wolfgang Ketterle [Zwierlein et al., 2005] logro observar una red de vórtices en un
gas de 6Li al variar la longitud de dispersión. Este fue un resultado importante ya que puso de
manifiesto la propiedad de superfluidez del gas en ambos regímenes, BCS y BEC.
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Figura 1.3: Red de vórtices observados en un gas de 6Li [Zwierlein et al., 2005], evidencia del estado superfluido
en un gas de Fermi en ambos estados BCS, BEC.

Motivado por el fenómeno del crossover BCS-BEC, el objetivo de este trabajo es estudiar
un gas de fermiones modelando la interacción a través de diferentes potenciales. Consideramos
tres potenciales atractivos: pozo de potencial, potencial exponencial o de Rarita y potencial de
Yukawa; por otra parte, con el fin de modelar la estructura más real de potenciales atómicos,
se consideramos dos potenciales que tienen una parte atractiva y una parte repulsiva: la parte
repulsiva se modela con una barrera de altura finita y la parte atractiva se modela de dos mane-
ras: con un potencial dipolar (1/r3) y un potencial van der Waals (1/r6). La estructura general
de estos potenciales modelo depende de dos parámetros: una “profundidad” V0 y un “alcance” R
y en el capítulo 4 se describen más a detalle estos potenciales. Para comparar esta descripción
de interacción entre partículas con los resultados del crossover donde la interacción está descrita
con la longitud de dispersión se hace uso de la relación entre la longitud de dispersión y los
parámetros del potencial lo cual es posible para los potenciales de interacción estudiados. Se
presentará un estudio detallado de la dependencia de los parámetros V0, R y su impacto en la
termodinámica de un gas de Fermi y en la generación de estados de pares de partícula.





CAPÍTULO 2
Crossover BCS-BEC, potencial de

contacto.

Acontinuación se hace una breve revisión del modelo del crossover BCS-BEC para partículas
que interactúan a través de un potencial de contacto. En un trabajo de Eagles de 1969

[Eagles, 1969] ya se establece la posibilidad de modificar la interacción entre partículas en el
contexto de la superconductividad en semiconductores al variar la concentración de los porta-
dores de carga; sin embargo, se debe a Leggett en un trabajo de 1980 [Leggett, 1980] quien
describe lo que actualmente se conoce como crossover BCS-BEC en un gas de Fermi donde la
interacción entre partículas está caracterizada por la longitud de dispersión, misma que varía
continuamente y permite pasar de un estado fermiónico de pares de Cooper (BCS) a un estado
de pares “moleculares” en condensado de Bose-Einstein (BEC). El trabajo de Leggett, que hasta
la fecha sigue siendo el referente al abordar el fenómeno del crossover, hace un análisis a del
estado base (temperatura cero) pero años más tarde se realizaron trabajos incluyendo los efectos
de temperatura [Nozières and Schmitt-Rink, 1985] [Sá de Melo et al., 1993]. Aquí se hace una
descripción de este modelo del crossover y algunos de sus principales resultados, se hace énfasis
en las propiedades termodinámicas y las funciones de pares mismas que se analizan después
modelando la interacción con diferentes potenciales.

2.1. Fenómeno del crossover, potencial de contacto.

Consideremos un gas de fermiones en dos estados de espín {↑, ↓} en la misma concentración,
es decir que hay el mismo número de partículas en cada estado. En la aproximación de campo
medio el Hamiltoniano de un gas de fermiones que interactúan en el formalismo de segunda
cuantización se escribe como1:

1En el capítulo 5 se describe a detalle el hamiltoniano de un gas de Fermi con interacción.

9
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Ĥ =
∑

k

εk (n̂k + n̂−k) +
U0

V

∑

k,k′

â†k′ â
†
−k′ â−kâk , (2.1)

donde: εk = ~2k2
2m

(m es la masa de las partículas del gas), son los estados de energía de par-
tícula libre: y n̂k,σ ≡ â†k,σâk,σ corresponde al operador de número definido a partir de los ope-

radores aniquilación y creación
{
âk,σ, â

†
k,σ

}
en el espacio de Fock del estado |k, σ〉; donde k

representa el momento de la partícula y σ su estado de espín (σ = {↑, ↓}). Por otra par-
te U0 corresponde a la transformada de Fourier del potencial de interacción entre partículas,
Ukk′ ≡

´
ei(k−k

′)·r U (r) d3r, evaluada en cero: U0 = U (k = k′ = 0), esta es una aproximación de
campo medio y asociada también al empleo de un potencial de contacto. Es importante notar
que la interacción entre partículas se introduce en el hamiltoniano a través del parámetro U0.

El modelo teórico del crossover tiene dos ideas fundamentales, una de ellas la teoría BCS de
superconductividad [Bardeen et al., 1957] que permite encontrar el estado base del hamiltoniano
(2.1) con un método variacional o diagonalizar el mismo a través de una transformación de
Bogoliubov-Valatin [Alexander L. Fetter, 1971], la otra es emplear la longitud de dispersión para
describir la interacción entre partículas, de esta manera el inverso de la longitud de dispersión es
una variable más del sistema que varía de manera continua tomando valores negativos, positivos
e incluso cero. Como es costumbre en sistema de muchas partículas, lo más conveniente es
cambiar al ensamble gran canónico: Ω̂ ≡ Ĥ − µN̂ , donde µ es el potencial químico y N̂ el
operador de número de partículas, empleando la transformación de Bogoliubov-Valatin2:

α̂k = ukâk↑ − vkâ†−k↓,
α̂−k = ukâ−k↓ + vkâ

†
k↑,

(2.2)

donde uk y vk son parámetros que sirven para diagonalizar el hamiltoniano (2.1). La condición
necesaria sobre los parámetros uk y vk para que (2.1) sea diagonal se determina por la siguientes
ecuaciones:

u2
k =

1

2
(1 + xk)

v2
k =

1

2
(1− xk)

, donde: xk ≡
εk − µ
Ek

, Ek ≡
√

(εk − µ)2 + ∆2, (2.3)

y el gap ∆ se calcula a partir de la siguiente ecuación implícita:

∆ = −U0

V

∑

k

∆

2Ek

tan

(
βEk

2

)
. (2.4)

2El método de Bogoliubov-Valentin es equivalente a temperatura cero al método variacional empleando la
función BCS, aquí se presenta el método de Bogoliubov-Valatin.
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donde β ≡ 1/kBT (kB es la constante de Boltzmann). Sustituyendo en el hamiltoniano (2.1) se
obtiene el siguiente resultado[Parish, 2015]:

〈
Ω̂
〉

=
∑

k

(εk − µ) +
U0

V

∑

kk′

ukvk uk′vk′ (2.5)

que también se puede expresar de la siguiente manera:

〈
Ω̂
〉

=
∑

k

Ek

[
〈m̂k〉+ 〈m̂−k〉

]
+
∑

k

(εk − µ− Ek)− V

U0

∆2, (2.6)

donde: m̂±k ≡ α̂†±kα̂±k, corresponden a los operadores de número en la nueva representación de
cuasipartículas definidas por los operadores (2.2) y cuya relación de dispersión esta dada por:

Ek =
√

(εk − µ)2 + ∆2. Los operadores de número m̂±k satisfacen la distribución de Fermi-Dirac
(con potencial químico cero):

〈
m̂±k

〉
=

1

1 + e−βEk
. (2.7)

El gap ∆ es un parámetro relevante que resulta de la teoría BCS y cuyo significado físico fue
explicado por Bardeen [Bardeen et al., 1957] al analizar en el espacio de momentos la posibilidad
de un estado ligado entre pares de fermiones que interactúan débilmente y con energías cercanas
a la energía de Fermi, el gap es precisamente la energía del estado ligado de pares de partículas
que corresponde a los pares de Cooper. Así, el estado más estable de un sistema de fermiones
que interactúan débilmente es aquel donde los fermiones forman pares de Cooper. En un gas
el estado formado por pares de Cooper tiene las propiedades de un superfluido donde además
el gap es el parámetro de orden que define la transición de liquido normal de Fermi al estado
superfluido.

La ecuación (2.4) conocida como ecuación del gap en la aproximación donde el gap es
constante es una ecuación implícita3, sin embargo tal aproximación conduce a que la ecuación
del gap tenga una divergencia que puede ser “removida” introduciendo un término adicional
también divergente que la anule la primera. Esto se logra analizando la dispersión de un par de
partículas a través de la amplitud de dispersión, que por una parte, en el límite de bajas energías,
es igual a la longitud de dispersión a y por otra parte se puede desarrollar como una serie en
términos de la transformada de Fourier Ukk′ (en el capítulo 4 se analiza con más detalle la teoría
de dispersión de pares de partículas). Ambos resultados, conducen a la siguiente ecuación de
renormalización [Leggett, 1980], [Parish, 2014], [Bruun et al., 1999]:

m

4π~2a
=

1

U0

+
∑

k

1

2εk
. (2.8)

3En general la ecuación del gap se trata de una ecuación integral, ver sección
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El termino U0 de esta expresión se debe sustituir en la ecuación del gap (2.4) y el gran
potencial (2.6) para evitar las divergencias en ambas expresiones. Es importante decir que al
trabajar en ensamble gran canónico se tiene la siguiente relación entre el potencial químico µ y
el número de partículas del gas:

〈
N̂
〉

=
∑

k

[
1− εk − µ

Ek

tan

(
βEk

2

)]
. (2.9)

En el límite termodinámica la ecuación del gap (con término de renormalización) y la ecua-
ción del número de partículas se expresan como:

1

π

∞̂

0

dx
√
x


1

x
− 1√

(x− µ̃)2 + 4̃2

tanh

(
βEk

2

)
 =

1

ã
,

3

4

∞̂

0

dx
√
x


1− (x− µ̃)√

(x− µ̃)2 + 4̃2

tanh

(
βEk

2

)
 = 1 ,

(2.10)

La tilde en las diferentes variables significa que tienen unidades de Fermi: ∆̃ = ∆/εF , µ̃ = µ/εF ,
donde la energía de Fermi esta dada por: εF = ~2k2

F/ (2m), siendo m la masa de las partículas
del gas. La variable de integración es: x = k/kF , siendo k el vector de momento y kF = 3π2N/V ,
donde N/V es la densidad de partículas del gas.

El fenómeno del crossover BEC-BEC consiste en la posibilidad de modificar externamente la
longitud de dispersión en el gas de fermiones y con ello modificar las propiedades del gas tanto
desde un punto de vista microscópico así como de sus propiedades termodinámicas. El par de
ecuaciones (2.10) es la base teórica del crossover y los resultados generales que se obtienen
corresponde a dos límites o regímenes bien definidos y que se discuten a continuación. De
manera conveniente se elige al inverso de la longitud de dispersión, que en adelante se denota
como η̃ ≡ 1/ã, como la variable que rige el crossover.

Límite BCS, η̃ → −∞, las partículas del gas (fermiones) interactúan muy débilmente
formando pares de Cooper (BCS), de acuerdo a la descripción de la teoría BCS de supercon-
ductividad, en este caso el potencial químico debe tener como límite el valor de la energía de
Fermi y el gap debe decaer exponencialmente.

Límite BEC, η̃ → +∞, la interacción entre las partículas es capaz de formar moléculas dia-
tómicas (estados ligados) con estados de espín opuesto y por lo tanto con espín entero (bosón).
Si la temperatura es lo suficientemente baja entonces el gas en este régimen forma corresponde
a un condensado de Bose-Einstein (BEC) molecular. En este caso es de esperar que las termo-
dinámicas sean típicas de un gas de bosones, por ejemplo que el potencia químico sea negativo
y la presión sea cero.

Ambos límites o regímenes se pueden alcanzar variando de manera continua la longitud de
dispersión de las partículas del gas y a pesar que ambos límites tienen propiedades diferentes,
la transición es suave y el comportamiento en η̃ = 0 no indica ningún tipo de discontinuidad en
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las variables del gas (potencial químico, energía, etc) aunque es un punto, conocido unitariedad,
que ha generado mucho interés tanto en la parte experimental como teórica y en general se
ha establecido en este punto las propiedades del gas son universales en el sentido de que son
independientes de la interacción entre las partículas que componen al gas, más adelante se hace
una breve discusión del régimen de unitariedad.

2.2. Termodinámica a temperatura cero (T = 0).

En el caso de temperatura cero, tal como lo hizo Leggett en su trabajo de 1980 [?], se obtiene
haciendo: tanh (βEk/2) = 1, en el par de ecuaciones (2.10). En este caso existen diferentes
resultados analíticos a los cuales se puede llegar, estos resultados se pueden consultar en el texto
de Pethick [Christopher Pethick, 2008]; en el artículo de Marini, et all [Marini et al., 1998] se
hace un breve pero muy claro análisis de las ecuaciones (2.10) la cuales se pueden reducir a
ciertas integrales y obtener resultados analíticos en los límites asintoticos: η̃ → ∓∞; también
se puede consultar [Ketterle and Zwierlein, 2008] donde se hace un análisis más extenso de
los resultados analíticos en ambos extremos. A continuación se destacan algunas propiedades
termodinámicas importantes en los límites de η̃ → ∓∞:
Régimen BCS (gas fermionico), límite: η̃ → −∞

En este caso el gap decae exponencialmente, comportamiento que es idéntico al de un estado
superconductor de la teoría BCS; el potencial químico por otra parte es positivo y toma el valor
de la energía de Fermi en el límite η̃ → −∞; se puede verificar además que la presión corresponde
tiende al valor 2εF/5 de la densidad del gas, ver figura 2.2 y que es el mismo de un gas de Fermi
ideal.

4 ≈ εF8e−2e−π/2kF a ,

µ ≈ εF .
(2.11)

Tanto el comportamiento del potencial químico como de la presión subrayan la propiedad
fermiónica del gas y más aún corresponden al de un gas ideal de Fermi4 en el límite η → −1.
Hay otra propiedad relevante en este límite y consiste en que la expresión del gap ∆ coincide
con la energía de “enlace” de los estado de pares de Cooper lo cual es de esperar de acuerdo a
la teoría BCS.
Régimen BEC (gas de bosones moleculares), límite: η̃ → +1

En este caso los resultados del gap y del potencial químico son los siguientes:

4 ≈ εF
3√
4π

√
1

ã
,

µb ≈ −
~2

2mra2
+

4π~2

2mr

nb2a ≈ −
~2

2mra2
,

(2.12)

4Esto a pesar de que se trata de un gas con interacción, notar que el límite η̃ → −∞ no necesariamente co-
rresponde a interacción nula; sin embargo esto se puede entender por el hecho que el gap decae exponencialmente
en este límite y tiende a cero.
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Aquí la variable más “relevante” y que recalca la propiedad bosonica del gas es el potencial
químico, µb, cuyo valor es negativo y su expresión asintótica se puede interpretar muy clara-
mente: el primer término del potencial químico se puede identificar con la energía del estado
ligado molecular5, Eb = −~2/2mra

2, mientras que el segundo término coincide con el resultado
de Lee-Yang [Lee et al., 1957], a primer orden, del potencial químico de un gas de bosones in-

teractuantes en la aproximación de campo medio6: µ ≈ 4π~2a
m

n

[
1 + 32

3

√
a3N
πV

]
(nb es la densidad

de bosones moleculares, nb = N/2, si N es el número de fermiones en el gas). En este caso el gap
crece sin cota y la presión tiende a cero como se espera en un gas ideal de Bose sin interacción,
que se puede interpretar por el hecho que las “moléculas” bosonicas no interactúan. Por otra
parte se puede verificar que la presión del gas tiende a cero, ver figura 2.2, tal como sucede en
un gas de Bose ideal.

En general, la figura 2.1, muestran el comportamiento del gap y el potencial químico como
función del inverso de la longitud de dispersión, y que se obtienen al resolver numéricamente el
sistema de ecuaciones (2.10). En la ambas gráficas se muestra el valor aproximado de η̃ para el
cual el potencial químico es cero (µ̃ = 0 para η̃ = 0,53).

5De acuerdo a la teoría de dispersión en la aproximación de bajas energías y cuando la longitud de dispersión
es muy grande (a� 1) se produce un estado ligado con energía: Eb = −~2/2mra

2, ver [Sakurai, 1994].
6Los bosones en el gas son moléculas formadas por dos fermiones y por lo tanto el potencial químico de los

bosones es dos veces el potencial químico de los fermiones (mezcla balanceada): µboson = 2µfermion; además si
los fermiones tiene igual masa m, entonces la masa reducida es mr = m/2. En esta aproximación resulta que los
bosones interactúan con una longitud de dispersión 2a; un calculo más preciso al considerar la interacción entre
pares de moléculas diatómicas resulta: amolecules ≈ 0,6a [Petrov et al., 2004]
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Figura 2.1: Variación del gap y potencial químico del gas como función del inverso de la longitud de dispersión
1/ã.

El gran potencial en el límite termodinámico y unidades de Fermi (incluyendo término de
renormalización) se expresa de la siguiente manera:

〈
Ω̃
〉

=
3

4
N

∞̂

0

[(
x− µ̃− Ẽx +

∆̃2

2x

)]
√
x dx− 3π

8
Nη̃∆̃2. (2.13)

En el caso de un gas de Fermi interactuante se satisface la siguiente relación termodinámica:〈
Ω̂
〉

=
〈
Ĥ
〉
− µ
〈
N̂
〉
, donde

〈
Ĥ
〉

= E − ηC siendo E la energía interna del gas7. En el ensamble
gran canónico, se obtiene la siguiente relación entre la presión y el gran potencial: pV = −

〈
Ω̂
〉
,

de manera que si se define el gran potencial por partícula: ω̃ = Ω̃/N , entonces8: p̃/3π2 = −ω̃.
En la figura 2.2 se muestra el comportamiento general del gran potencial ω̃, la presión p̃/3π2,

la energía por partícula
〈
Ĥ
〉
/N y el potencial químico µ̃ del gas en función del inverso de la

longitud de dispersión. Se pueden verificar los siguientes límites: la presión y la energía en el
límite fermionico (η̃ → −∞) corresponden a la de un gas ideal de Fermi9: p̃/3π2 = 2/5 = 0.4 y

7En la sección 6.1 se describe a detalle esta expresión del gran potencial.
8En unidades de Fermi el factor 3π2 corresponde a la densidad del gas: kF = 3π2N/V

9En un gas ideal de Fermi a temperatura cero la energía y la presión están dadas por: E =
3

5
NεF y p =

2

5

N

V
εF ,

en el caso de un gas ideal de Bose la energía interna tiende a cero cuando se produce la condensación de Bose-
Eintein.
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Ẽ/N = 3/5 = 0.6; mientras que en el límite bosónico (η̃ → +∞) la presión tiende a cero lo cual
es de esperar en un gas de Bose, en el caso de la energía por partícula se nota que tiene como
límite la energía del estado ligado: Ẽ/N = −~2/2mra

2 = −η̃−2.
A partir de estos resultados, desde el punto de vista de la termodinámica del gas de Fermi,

se verifican ambos regímenes: gas de Fermi cuando la longitud de dispersión es negativa y gas
de Bose cuando la longitud de dispersión es positiva; además, ambos regímenes se obtienen
al variar de manera continua la longitud de dispersión. Estas propiedades termodinámicas son
una evidencia macroscópica del comportamiento del gas de Fermi con interacción; sin embargo,
también es posible hacer un análisis “microscópico” del gas de Fermi a través de las funciones
de onda del sistema como se describe en la sección 2.4. En la siguiente sección se describe el
comportamiento de la variable de contacto, que se puede entender como la variable conjugada
del inverso de la longitud de dispersión y que ha llamado la atención por su carácter que se
supone universal [Braaten, 2012].

2
5

3
5

−1

0

1

0.53−2 −1.5 −1 −0.5 0 1 1.5 2

η̃

p̃/3π2

H̃/N
ω̃
µ̃

Figura 2.2: Comportamiento de la presión p̃, energía interna Ẽ, gran potencial Ω̃, como función del inverso de
la longitud de dispersión 1/ã.
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2.3. Variable de contacto.
Otra de las propiedades del crossover que ha atraído la atención se refiere a la variable

de contacto. Esta variable, desde un punto de vista termodinámico, surge por el hecho de
que la longitud de dispersión 1/a = η puede variar de manera continua y por lo tanto es
posible definir su variable conjugada [Romero-Rochín, 2011], siendo el contacto C la variable
conjugada a la longitud de dispersión. En 2008 Shina Tan publicó tres artículos donde introduce
la variable de contacto [Tan, 2008a, Tan, 2008b, Tan, 2008c] en relación al comportamiento del
numero de ocupación nk de las partículas en un gas de Fermi con partículas que interactúan
en la aproximación de potencial de contacto; de acuerdo al trabajo de S. tan, la variable de
contacto C se puede expresar, en el límite cuando k es muy grande, de la siguiente manera:
C ≡ ĺımk→∞ k4nk. S. Tan muestra algunas propiedades relevantes de la variable de contacto,
por ejemplo su relación con las correlaciones en la densidad del gas, pero de manera importante
para este trabajo, la variable de contacto satisface la siguiente expresión conocida como relación
adiabática:

C = −4πm

~2 V

[
∂E

∂ (1/a)

]

S,V,N

. (2.14)

Donde E = E (S, V,N, 1/a) es la energía interna del gas de Fermi, que tiene una dependencia
con el inverso de la longitud de dispersión, 1/kFa. La relación adiabática es consistente con
la propiedad termodinámica, en el gas de Fermi, de que el inverso de la longitud de dispersión
pueda variar continuamente y en el capítulo 6 se discute a detalle esta propiedad lo cual permite
calcular la variable de contacto para un potencial de interacción finito. Trabajos posteriores a
los de S. Tan han derivado ciertas relaciones de la variable de contacto que suponen tienen
carácter universal, ver [Braaten, 2012], lo cual ha dado importancia al análisis de esta variable.

La expresión de la variable de contacto en el modelo de potencial de contacto se puede
obtener empleando la expresión del gran potencial, ecuación (2.13). Para ello primero hay que
aclarar la equivalencia entre las siguientes derivadas: ∂E/∂ (1/a) = ∂Ω/∂ (1/a), donde Ω es el
gran potencial por lo que en unidades de Fermi la relación adiabática de S. Tan (2.14) se expresa
como10:

C̃ = − 2

3πN

∂Ω̃

∂η̃
, (2.15)

de la ecuación expresión del gran potencia en el modelo de un potencial de contacto, ecuación
(2.13), se obtienen las siguientes expresiones:

− ∂Ω̃

∂η̃
=

3π

8
N∆̃2, ⇒ C̃ =

∆̃2

4
. (2.16)

De

manera, en el modelo del crossover empleando un potencial de contacto la variable de contacto
es proporcional al cuadrado del gap. Existen además ciertas aproximaciones del contacto en los

10Notar que las dimensiones de la variable de contacto de acuerdo a la definición de S. Tan son: [C] = L−4
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extremos BCS y gas de Bose que se pueden obtener a partir de las expresiones de la energía para
un gas de Fermi o de Bose débilmente interactuante, estas comparaciones se pueden consultar
en la siguiente referencia: [Randeria et al., 2012a].
Para fines de comparación con los resultados del presente trabajo, expuestos en el capítulo 6 para
el cálculo de la variable de contacto empleando un potencial de interacción finito, denotaremos a
la derivada del gran potencial (o la energía) como: C̃ ≡ ∂Ω̃/∂η̃ , que excepto factores constantes
(ver ecuación (2.16)) corresponde a la variable de contacto definida por S. Tan. En la figura 2.3
se muestra el comportamiento de la variable de contacto C̃ a partir del modelo del potencial de
contacto, ecuación (2.16).
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Figura 2.3: Comportamiento de la variable de contacto C̃, ecuación (2.16); en el recuadro se muestra la misma
variable de contacto pero en escala logarítmica.

2.4. Funciones de pares.
De acuerdo a la teoría BCS en un sistema de fermiones, en dos estados de espín opuestos, con

interacción el estado más estable es aquel en el que las partículas forman pares (pares de Cooper)
entre dos partículas con estados de espín opuesto. Tal como se describe en el trabajo Cooper
de 1956 [Cooper, 1956] los pares de fermiones (pares de Cooper) corresponde a estados ligados
pero con dos características muy importantes: su energía de enlace decae exponencialmente
con la interacción (atractiva V0) entre partículas: Ep ∼ e−1/V0 y su función de onda decae
algebraicamente: ψp ∼ 1/r, siendo r la coordenada radial. Esta última propiedad es relevante
ya que entonces el tamaño de los pares suele ser mucho mayor al espacio entre partículas del
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gas lo cual difiere totalmente a un “típico” estado ligado tal como una molécula diatómica que
se puede localizar en el espacio. Ambas propiedades en los pares de Cooper se satisface cuando
la interacción entre partículas es atractiva y tan débil como sea o la longitud de dispersión
sea negativa. Sin embargo, tal como se ha mencionado, el crossover se puede entender como
una extensión de la teoría BCS para un gas de Fermi con interacción donde la longitud de
dispersión puede tomar valores negativos y positivos. Lo que se puede demostrar es que para
valores positivos de la longitud de dispersión, justo cuando la longitud de dispersión diverge
y cambia de signo, la energía del estado ligado es proporcional al inverso del cuadrado de la
longitud de dispersión: Ep = −~2/2mra

2 (ver expresión del potencial químico, ecuación 2.12) y
más importante para los propósitos del presente trabajo se puede demostrar que su función de
onda decae exponencialmente: ψp ∼ e−r/a, [Petrov et al., 2004] lo cual indica un estado ligado
diatómico.

Desde un punto de vista microscópico la imagen que se tiene del gas de Fermi al modificar
la longitud de dispersión es que en el gas las partículas (fermiones) son “capaces” de formar
pares de Cooper cuando la interacción es débilmente atractiva, lo cual se satisface cuando la
longitud de dispersión es negativa (η < 0) o formar dímeros o partículas diatómicas cuando
la interacción se incrementa de tal manera que la longitud de dispersión cambia de signo11

(η > 0). La diferencia entre ambos regímenes en el gas se puede se puede establecer a través
sus propiedades termodinámicas, como se ha expuesto antes, o a través de las propiedades de
las funciones de onda de pares de partículas: en el límite de longitud de dispersión negativa las
funciones de pares decaen algebraicamente y por otra parte en el límite de longitud de dispersión
positivo las funciones de pares decae exponencialmente.

La función de onda de los estados de pares de partículas en estados de espín opuesto en
un gas de Fermi se pueden obtener a partir de los parámetros variacionales uk y vk, ecuación
(2.3), y en el capítulo 7 se discute más a detalle. La función de pares tiene la siguiente expresión
[Leggett, 2006], [Ketterle and Zwierlein, 2008]:

ψp (r) =
1

V

∑
Fk e

ik·~r, (2.17)

donde: Fk ≡ ukvk, se puede demostrar que el término de interacción en el Hamiltoniano esta
dado por: Ĥp = 1

V

∑
kk′ Ukk FkFk′ , a partir de esta expresión se puede interpretar los factores Fk

como las funciones de pares en el espacio de momento, es decir Fk corresponde a la transformada
de Fourier de la función ψp. Empleando las expresiones para uk y vk de la ecuación (2.3) y
reemplazando la suma por una integral (considerando el límite termodinámico cuando hay un
continuo de estados) se obtiene la siguiente expresión:

ψp (r) =
C

(2π)3

ˆ
∆k

2Ek

eik·~r d3k, (2.18)

11En el capítulo 4 se muestra como la interacción entre un sistema de dos cuerpos permite el cambio de signo
de la longitud de dispersión y precisamente justo cuando ocurre este cambio se produce un estado ligado en el
sistema de dos partículas.
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donde C es una constante de normalización. En la aproximación del gap constante y simplifi-
cando la integral se puede llegar al siguiente resultado de las funciones de pares:

ψp =
C

(2π)2

∆

r

∞̂

0

sen (kr) kdk

Ek

(2.19)

La función de pares depende implícitamente con el inverso de la longitud η̃ a través del gap ∆
y del potencial químico µ, ver figura 2.1. En la figura 2.4 se presentan la función de pares para
diferentes valores de η̃, tanto valores negativos como positivos. Para apreciar de mejor manera
el comportamiento de las funciones de onda, lo que se muestra en la figura es: r ψp/ψmax, donde
ψmax es el valor máximo de la función de pares; además, la coordenada radial tiene unidades
de Fermi, r̃ = rkF . El comportamiento de la función de pares es muy claro, en el límite BCS
(η < 0) la función de pares tiene oscilaciones muy marcadas con una envolvente que decae
algebraicamente, mientras que en el límite BEC (η̃ > 0) la función de pares las oscilaciones
desaparecen y esta localizada. Este comportamiento de la función de pares esta de acuerdo al
hecho que en el régimen BCS el estado del gas es de pares de Cooper y en el límite BEC las
partículas forman dímeros.
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Figura 2.4: Comportamiento de la función de pares ψp en el crossover (diferentes valores del inverso de la
longitud de dispersión η̃), en el panel superior se presentan en escala linea de r̃ y en el panel
inferior en escala logarítmica.



CAPÍTULO 3
Resultados y técnicas experimentales en

gases atómicos.

El interés por los fenómenos de bajas temperaturas en la física tiene larga historia y se re-
monta a los trabajos de Joule y Kelvin cuando notaron el enfriamiento del aire y otros

gases como el oxigeno y el nitrógeno al hacerlos pasar a través de un medio poroso cuando
investigaban la expansión de diferentes gases; actualmente este proceso se le conoce como efecto
Joule-Kelvin. Posteriormente, con un interés por lograr licuar diferentes gases, se logro la licue-
facción del oxigeno, nitrógeno e hidrógeno empleando la misma técnica de Joule-Kelvin así como
el uso de nuevas técnicas de enfriamiento. Aquí es importante reconocer el trabajo de diferentes
físicos que trabajaron esta área, entre ellos: Andrews, Cailletet, Pictet, Olszewski, Wroblewski
y Dewar, que en el periodo comprendido entre 1860-1900, contribuyeron al enfriamiento y li-
cuefacción de estos gases para lo cual fue necesario obtener temperaturas alrededor de 240 K
para la licuefacción del aire (Cailletet, Pictet) hasta los 20 K para la licuefacción del hidrógeno
(Dewar, Olszewski). Cabe destacar el hecho notable que fue la licuefacción del helio por parte
de Kamerlingh Onnes a la temperatura de 4.2 K [Mendelssohn, 1965]. Con la licuefacción del
helio se motivaron diferentes investigaciones y producto de ellas se descubrieron dos de los más
importantes fenómenos del siglo pasado en la física: la superconductividad (1911 Kamerlingh
Onnes) y la superfluidez (1938 Piotr Kapitza), ambos fenómenos a una temperatura cercana de
4 K, en el año 1913 Onnes recibió el premio Nobel de física por sus investigaciones. Posterior a
la muerte de Kamerlingh Onnes, Giauque y Debye idearon la técnica de enfriamiento magnético
mediante la cual lograron temperaturas inferiores a 0.01 K en sales paramagnéticas [ibíd].

Durante la última década del siglo pasado (1990) inicio un nuevo paradigma para alcanzar
temperaturas del orden de micro y nano Kelvin en gases atómicos basado en el enfriamiento láser
desarrollado por Steven Chu, Cohen-Tonnoudji y William Phillips; desde entonces ha surgido un
auge en los sistemas de bajas temperaturas tanto experimental como teórica. La posibilidad de
llegar a estas bajas temperaturas ha permitido corroborar experimentalmente la condensación
de Bose-Einstein y el gas degenerado de Fermi que hasta entonces solo eran conceptos teóricos
de la física. Aquí es importante decir que tanto el Condensado de Bose-Einstein como el gas
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degenerado de Fermi son fenómenos que se presentan en gases cuánticos sin interacción (ideales)
mientras que en los experimentos es inevitable eludir las interacciones entre átomos, de manera
que la condensación de Bose-Einstein así como el gas degenerado de Fermi en un experimento
se entienden como estados donde la gran parte de los átomos del gas se encuentran en el estado
base tal como se evidencia.

La posibilidad de alcanzar temperaturas entre 10−6 y 10−9 K ha sido de gran relevancia en
la física ya que ha permitido investigar los sistemas cuánticos de muchas partículas. En el año
de 1995 se obtuvo por primera vez el condensado de Bose-Einstein (BEC) por diferentes grupos
de varias universidades utilizando gases alcalinos: con 87Rb por Eric Cornell y Carl Wieman en
la universidad de Colorado [Anderson et al., 1995]; con 27Na por Wolfgang Ketterle en el MIT
[Davis et al., 1995b] y con 7Li por Randall Hulet en la universidad de Rice [Bradley et al., 1995].
Por otra parte, el gas degenerado de Fermi se logro obtener en el año 1999 con un gas de 40K
por el grupo de Deborah Jin en la Universidad de Colorado [DeMarco and Jin, 1999]. Cabe
mencionar que en 2001 W. Ketterle, E. Cornell y C. Wieman recibieron el premio noble de
física por obtener el BEC. Estos logros experimentales fueron la punta de lanza para la inves-
tigación de sistemas cuánticos como las redes ópticas, turbulencia (cuántica) en BEC, sistemas
de baja dimensionalidad, gases interactuantes, entre otros. De manera importante para este
trabajo los gases de Fermi interactuantes fueron posibles obtenerlos mediante la manipulación
de la interacción entre átomos utilizando el concepto de resonancia de Feshbach. En 1998 W.
Ketterle logro producir estados moleculares de pares de fermiones empleando una resonancia
de Feshbach [Inouye et al., 1998] y en 2004 los grupos de W. Ketterle en el MIT y de D. Jin
en la universidad de Colorado consiguieron producir la fase condensada de Bose-Einstein a
partir de un gas de fermiones en dos estados de espín diferentes [C. A. Reagal and Jin, 2004],
[Zwierlein et al., 2004] respectivamente. A continuación se presenta una breve descripción de las
técnicas experimentales que han permitido obtener temperaturas de micro y nano Kelvin.

3.1. Confinamiento magnético.
Para lograr llevar a los gases atómicos a temperaturas inferiores de microkelvin es necesario

confinarlos de tal manera que se mantengan aislados, para ello se emplean trampas magnéticas
que permiten obtener densidades del orden de entre 1012 y 1014 partículas por cm3. El confi-
namiento de los gases se hace en cámaras de ultravacío con presiones del orden de 10−11 Torr
[Anderson et al., 1995]. Estas trampas consisten en arreglos de bobinas que producen campos
magnéticos que interactúan con el momento magnético de los átomos de tal manera que los
átomos son confinados por potenciales que dependen de la posición U (~r). La energía de inter-
acción entre un átomo con momento angular µB (magnetón de Bohr) y un campo magnético
externo ~B (~r) está dada por [Foot, 2005]:

U(r) = gFµBMF

∣∣~B (~r)
∣∣, (3.1)

donde gF es el factor de Landé para el acoplamiento I-J y MF es la proyección del momento
magnético total del átomo, se puede verificar que en general: gFµB > 0. Si el campo magnético
~B (~r) depende de la posición ~r entonces el potencial de confinamiento U (~r) ejerce sobre los
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átomos una fuerza que depende de la posición: ~F (~r) = −∇U = −gFµBMF∇
∣∣∣~B (~r)

∣∣∣ . En
la práctica se busca un campo magnético ~B (~r) que contenga un mínimo capaz de confinar
los átomos en una región acotada del espacio. Para lograr esto lo común es usar dos arreglos
de bobinas: uno para el confinamiento radial y otro para el confinamiento axial, este tipo de
arreglo de bobinas se le conoce como trampas Ioffe-Pritchard y a continuación se hace una breve
descripción.

bobinas Ioffe bobinas Helmholtz
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nube de átomos potencial armónico

Figura 3.1: Esquema de una trampa magneto-óptica tipo Ioffe-Pritchard para confinar los gases atómicos.
Las bobinas Ioffe producen un potencial cuadrupolar que en conjuntos con las bobinas Helmholtz
generan un potencial armónico en el centro de la trampa.

El confinamiento radial se consigue mediante un cuadrupolo magnético que consisten en dos
pares de bobinas colocadas paralelamente (bobinas Ioffe), se puede demostrar que en este caso
el campo magnético tiene simetría cilíndrica o axial donde la componente z es nula y hay una
dependencia radial en la dirección angular φ: ~B(r, φ, z) = −Brφ̂, donde B es una constante,
este forma del campo magnético produce un potencial de confinamiento lineal:

U(r) = (gFµBMFB) r. (3.2)

que se le conoce como potencial cuadrupolar. Si un átomo se encuentra en un estado conMF > 0,
la fuerza es de atracción hacia el eje z donde al mínimo del potencial de esta forma los átomos
pueden ser confinados sobre del eje z (los átomos con estadoMF < 0 escapan del confinamiento).
Existe una desventaja con está configuración del campo magnético, ya que en el eje z donde
se confinan los átomos el campo es nulo lo que provoca que la separación energética, debida al
efecto Zeeman, entre estados con distinto número cuánticoMF sea pequeña o nula. Sí los átomos
cambian fácilmente de un estado conMF > 0 a estados conMF < 0, debido a la pequeña brecha
energética, entonces escapan del confinamiento radial. Para eliminar este defecto se aplica un
campo magnético adicional, B′(z), generado por un arreglo de bobinas Helmholtz en la dirección
axial; el campo producido por estas bobinas tiene componente axial y es de manera aproximada
uniforme en el origen: B′(0) = B0ẑ, donde B0 es constante. De esta manera el campo magnético
total en la región cercana al origen está dado por: B(r, φ, z) = −Brφ̂ + B0ẑ, con lo cual:
B (r) = [B2

0 +B2r2]
1/2 ' B0 + B2r2

2B0
; y por lo tanto el potencial de confinamiento está dado por

[Foot, 2005]:
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U(r) = gFµBMF

(
B0 +

B2r2

2B0

)
= U0 +

1

2
mω2

rr
2, (3.3)

donde m es la masa de los átomos y ωr =
√

gFµBMF

mB0
B corresponde a la frecuencia de oscilación

del confinamiento radial, el valor mínimo del potencial está dado por: U0 = gFµBMFB0. El mis-
mo arreglo de bobinas Helmholtz se utiliza para el confinamiento axial que como se ha descrito
tiene componente en la dirección z y se puede demostrar que la intensidad varia cuadráticamen-
te: |B′(z)| ' B0 + B′z2. Donde B′ es constante. Así el potencial de confinamiento es armónico
(cuadrático) en la dirección axial y radial con frecuencias: ωz =

√
2B′/m y ωr respectivamente;

con esto es posible confinar los átomos en una nube de tipo cilíndrica (ωz < ωr) o esférica
(ωz = ωr).

3.2. Enfriamiento láser y evaporativo
La idea del enfriamiento láser consiste en frenar o disminuir la velocidad de los átomos en

un gas mediante la luz (radiación electromagnética) producida por un láser. Como es sabido
la temperatura de un gas está relaciona con la energía cinética media de las partículas de un
gas:

〈
Ek
〉
∝ kBT , de tal manera que al reducir la energía cinética de las partículas entonces la

temperatura del gas disminuye. La técnica de enfriamiento láser consiste en frenar los átomos
de un gas mediante la absorción y emisión de fotones producidos por un láser. Esta técnica
revolucionaria en la física atómica fue desarrollada por Steven Chu, Cohen-Tonnoudji y William
Phillips y por la cual merecieron el premio Nobel de física en 1997.

absorción del fotón 
átomo excitado
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Figura 3.2: Proceso del enfriamiento láser: un átomo que se mueve con momento pa absorbe un fotón que se
propaga en dirección contraria con momento −~k; después de un intervalo de tiempo el átomo emite
un fotón con la misma energía en dirección arbitraria por lo que en promedio el átomo disminuye
su velocidad en la cantidad −~k.

Para entender de manera sencilla el frenamiento de los átomos consideremos el movimiento
de un átomo y un fotón en una dimensión, supongamos que el átomo inicialmente está en su
estado base |1〉 y se desplaza con momento inicial: pa = mvi, mientras que el fotón que se
propaga en dirección contraria al átomo con momento inicial: pf = −~k. Supongamos que el
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fotón es absorbido por el átomo y pasa a un estado excitado |2〉, por conservación de momento:
p′a = mvi−~k. Después de cierto tiempo el átomo decae a su estado base emitiendo un fotón con
la misma energía que el absorbido pero emitido en las dos direcciones posibles: p′f = ±~k, de
manera que el momento final del átomo puede tener dos valores: p′′a = mvi o p′′a = mvi−2~k, como
la dirección de emisión del fotón es arbitraria (emisión espontánea), en promedio el momento
final del átomo es: 〈p′′a〉 = [(mvi) + (mvi − 2~k)]/2 = vi − ~k. La velocidad del átomo se reduce
un valor: vfre = −~k/m, por cada proceso de absorción-emisión de un fotón, después de varios
de estos procesos el átomo puede reducir su velocidad hasta valores del orden de 30 m/s. Para
un gas cuyas partículas tienen en promedio esta velocidad corresponde una temperaturas del
orden de microkelvin.
Frenamiento por radiación láser.
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Figura 3.3: Frenamiento de un átomo por radiación de un láser en una dirección.

Un análisis semiclásico suponiendo al átomo como un sistema cuántico de dos niveles in-
teractuando con un campo de radiación (láser) permite obtener una expresión de la fuerza que
se ejerce sobre un átomo debida al campo de radiación [Metcalf and van der Straten, 1999]:
Frad = ~kγp, donde γp = 1/2τ siendo τ la vida media del estado excitado del átomo y k su
momento. Esta fuerza se presenta cuando la frecuencia del láser ω` y la de resonancia del átomo
ω0 tienen de manera aproximada el mismo valor: ω` ≈ ω0 [ibíd]. Es interesante mencionar que
la máxima desaceleración arad posible para un átomo puede llegar a valores de 105 veces la
aceleración de la gravedad [Foot, 2005]. Debido a que el átomo esta en movimiento respecto del
sistema del láser hay un corrimiento en la frecuencia del láser por efecto Doppler: ω′l = ωl + kv,
por lo que para compensarlo se aplica un gradiente de campo magnético de tal manera que la
frecuencia de resonancia del átomo cambie por efecto Zeeman, es por ello que esta técnica se
le conoce como frenamiento Zeeman. Suponiendo que la fuerza de radiación es constante y el
átomo se desplaza solo en una dirección es posible determinar la distancia L0 para que el átomo
se frene hasta llegar a una velocidad final v0: L0 = v2

0/arad, en la practica esta longitud puede
variar entre algunos centímetros hasta metros, dependiendo de la temperatura inicial del gas,
del elemento, entre otros parámetros, en el cuadro 3.1 se dan algunos valores.

Para frenar los átomo de un gas que se desplazan en cualquier dirección se emplean tres
pares de láseres ortogonales que se propagan en direcciones, en este caso se puede demostrar
que la fuerza es proporcional a la rapidez de los átomos [Foot, 2005]:

~Fmel = −α~v, (3.4)
donde el coeficiente α es positivo y está relacionado con el factor γp visto anteriormente. Esta
fuerza es similar a la que se presenta en objetos se desplazan en un medio viscoso por lo que a
esta técnica de enfriamiento de un gas se les conoce como melazas ópticas.



26 Crossover BCS-BEC (potencial de contacto experimental)

melazas 
ópticas
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Figura 3.4: Disposición de un conjunto de láseres, melazas ópticas, para frenar los átomos de un gas que se
mueven libremente en cualquier dirección.

La técnica de enfriamiento láser tiene una temperatura mínima Tmin por debajo de la cual
no es posible seguir enfriando al gas, que en gases atómicos alkalinos suele ser del orden de
microkelvin, esto se debe a que en el enfriamiento láser la continua emisión y absosción de
fotones provoca que el átomo se mueva en dirección aleatoria, lo que provoca que el átomo tenga
un movimiento similar al browniano y como consecuencia no se frene por completo (v 6= 0). Un
análisis del movimiento aleatorio del átomo en el espacio de momentos, con pasos ~k/m en cada
emisión de un fotón, determina la temperatura mínima [Foot, 2005]: Tmin = ~Γ/2kB, donde
Γ = 1/τ es el inverso de la vida media del estado excitado del átomo. En el cuadro 3.1 se
dan algunos valores τ y Tmin [Metcalf and van der Straten, 1999] para algunos gases alkalinos
empleados comúnmente en los experimentos. Sin embargo, para lograr el condensado de Bose-
Einstein o el gas degenerado de Fermi es necesario obtener temperaturas del orden de nanokelvin
que corresponde a la temperatura crítica del condensado de Bose-Einstein y del gas degenerado
de Fermi en gases atómicos cuyas densidades son del orden de 105 − 1010 las cuales son típicas
en los experimentos.
Enfriamiento evaporativo.
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Figura 3.5: En el enfriamiento evaporativo se disminuye la intensidad del potencial de confinamiento dejando
que los átomos más energéticos escapen, el gas termaliza a una nueva distribución de velocidades
f (v) cuya velocidad promedio es menor que corresponde a una temperatura menor en el gas
(T3 < T2 < T1).

Para enfriar los gases atómicos por abajo del límite del enfriamiento láser se emplea la técnica
de enfriamiento evaporativo cuya idea es muy simple y consiste en dejar escapar las partículas
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más energéticas (rápidas) de gas disminuyendo la intensidad del potencial de confinamiento, así
las partículas que queden tienen menor energía y por lo tanto se obtiene una temperatura menor
en el gas, en la practica este proceso se suele hacer gradualmente: se disminuye la intensidad del
potencial permitiendo que los átomos con mayor velocidad escapen y se deja que el gas termalice
llegando una nueva distribución de velocidades de equilibrio f (v), donde la velocidad promedio
disminuye y que corresponde a una temperatura menor; este proceso se suele repetir varias veces
a fin de llegar a temperaturas del orden de nanokelvin. En el enfriamiento evaporativo se reduce
tanto el número de partículas así como el espacio de confinamiento del gas y es por esto que los
gases ultrafríos producidos en los laboratorios son de escalas milimétricas y de baja densidad.

Elemento Ti (fuente de átomos)
〈
v0

〉
L0 τ Tmin

(K) (m/s) (m) (ns) (µ K)
1H 1000 5000 0.012 1.60 2389.
4He 650 2013 4.4 106.83 35.75
7Li 1017 2051 1.5 26.87 142.11
23Na 712 876 0.42 15.90 240.18
39K 617 626 0.77 26.13 146.16
85Rb 568 402 0.75 26.63 143.41
133Cs 544 319 0.93 30.70 124.39

Cuadro 3.1: Tabla hecha con información de [Metcalf and van der Straten, 1999]

3.3. Resonancias de Feshbach

La resonancia de Feshbach en la dispersión de un par de partículas es el mecanismo mediante
el cual ha sido posible manipular la interacción entre las partículas en un gas. La resonancia
de Feshbach ocurre cuando hay un “acoplamiento” entre los estados dispersados del continuo de
un par de partículas y el estado ligado del mismo par. El acoplamiento entre ambos estados es
posible por dos factores: por una parte al hecho que los átomos tienen momento angular y el
potencial de interacción efectivo entre átomos depende del acoplamiento del momento angular
total, si consideramos un par átomos en dos estados de espín (↑, ↓) el potencial efectivo de
interacción puede corresponder al estado triplete (VT ) o al estado singlete (Vs) como se muestra
en la figura 3.6. El otro factor que hace posible la resonancia de Feshbach consiste en que al
aplicar un campo magnético externo B entonces el potencial singlete Vs puede variar su energía
por efecto Zeeman una cantidad: ∆µB, donde ∆µ es la diferencia del momento magnético del
átomo, tal como se muestra en la figura 3.6.
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Figura 3.6: Potencial de interacción de un par de partículas en dos estados de espín (↑, ↓). El potencial de
interacción depende del estado de momento angular total: triplete (VT ) o singulete (Vs). Aplicando
un potencial magnético externo el potencial Vs varía su energía por un valor ∆µB, donde ∆µ es
la diferencia del momento magnético de los átomos.

Un par de átomos que interactúan con energía E en el estado dispersado o canal abierto
como se le suele llamar se acopla con el estado ligado del potencial singlete o canal cerrado
de energía Eb, dicho acoplamiento depende de la separación: ∆µB entre ambos potenciales o
canales. La resonancia de Feshbach se produce cuando la energía del canal abierto E se aproxima
a la energía del estado ligado Eb del canal cerrado, en este caso el par de átomos forman un
estado ligado molecular.
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Figura 3.7: Resonancia de Feshbach de un un sistema de dos partículas, el canal abierto corresponde al potencial
donde las partículas son dispersadas y el canal cerrado (Vs) al potencial donde las dos partículas
forman un estado ligado de energía Eb, la separación entre ambos potenciales ∆µB se puede
modular mediante un campo magnético externo B.

La teoría de la resonancia de Feshbach se puede abordar desde diferentes formalismos, por
ejemplo en [Moerdijk et al., 1995] se resuelve empleando funciones de Green y se aplica para
los gases atómicos: 6Li (fermión), 7Li (bosón) y 26Na (fermión), en [Duine and Stoof, 2004] usa
como modelo para los potenciales triplete y singlete un pozo esférico, una extensa revisión de
la resonancia de Feshbach se puede consultar en [Chin et al., 2010]. La idea de la resonancia
de Feshbach consiste en resolver el problema de dos partículas incluyendo las soluciones de
los estados dispersados y del estado ligado para los potenciales del canal abierto y cerrado,
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respectivamente. Consideremos los eigenestados de partícula libre1: H0 |k〉 = 2εk |k〉, donde
εk = ~2k2/2m y H0 la energía de partícula libre, y consideremos un solo estado ligado: Hs |m〉 =
Eb |m〉, donde Eb es la energía del estado ligado del canal cerrado, Hs = H0 + Vs, entonces el
problema que acopla ambos estados está dado por [Ketterle and Zwierlein, 2008]:

H |ϕ〉 = E |ϕ〉 donde: |ϕ〉 = α |m〉+
∑

k

ck |k〉 , (3.5)

y H = H0 +U , siendo U el potencial de interacción entre átomos. La solución de este problema
para un estado ligado E < 0 esta dado por la ecuación: E−Eb = 1

V

∑ g2k
E−2εk

, donde 〈m|U |k〉 =

gk/
√
V (V es el volumen); haciendo la aproximación: gk ≈ g0 constante y considerando el límite

continuo de estados esta ecuación se convierte en [ibíd]:

|E|+ Eb =
g2

0

V

ERˆ

0

ρ (ε) dε

2ε+ |E| , (3.6)

donde ρ (ε) es la densidad de estados y ER = ~/mR2 es una energía de corte necesaria para que
la integral converja, R se puede considerar como el tamaño aproximado del estado molecular.

Por otra parte, para calcular la longitud de dispersión del problema acoplado es necesario
resolver el problema de dos cuerpos con energía positiva E > 0, el problema se puede abordar
con la matriz-T de la dispersión del par de partículas [Christopher Pethick, 2008]. La idea es
utilizar el desarrollo del inverso de la amplitud de dispersión2:

1

f (k)
≈ −4π~2

2mr

1

U0

+
4π~2

2mr

∑

k′

1

Ek − εk′ + iα
, (3.7)

ver ecuación (4.61) del capítulo 4, considerando que la formación del estado ligado molecular
con energía Eb produce una interacción efectiva: Uef = V g2

0/ (E − Eb), de tal manera que en la
ecuación anterior se reemplaza: U0 → Uef ; donde además la energía E se obtiene al resolver la
ecuación (3.6), al final se obtiene el siguiente resultado [Ketterle and Zwierlein, 2008]:

1

f (k)
≈ −

√
m

2~2E0

(δ0 − Eb)−
1

2

√
2~2

mE0

k2 − ik, (3.8)

donde: δ0 = (g2
0/V )

∑
k 1/2εk y E0 = (g2

0/2π)
2

(m/2~2)
3, δ0 representa un corrimiento de la

energía Eb debido al acoplamiento del estado molecular y los estados dispersados del continuo,
mientras que E0 es una energía asociada con el factor g0. Es importante notar que g0 es una
aproximación de los elementos de matriz del potencial de interacción entre átomos que depende
del acoplamiento del momento angular de los átomos (VT y Vs como se menciono antes). Com-
parando la ecuación anterior con la expresión: 1

f
≈ − 1

a
+ 1

2
re k

2 − ik, ver ecuación (4.69), se
obtiene la longitud de dispersión:

1El factor de 2 en la ecuación de eigenestados se debe que se considera el sistema de dos partículas.
2U0 = Ukk′ (0) y mr es la masa relativa del sistema de dos partículas, si tienen la misma masa: mr = m/2
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a =

√
2~2E0

m

1

δ0 − Eb
. (3.9)

La figura 3.8 muestra el comportamiento de la energía del estado ligado E y de la longitud de
dispersión a, del problema acoplado, como función de (Eb − δ0) /δ0. La resonancia de Feshbach
ocurre en la zona donde la longitud dispersión diverge y hace un cambio de signo (a → ±∞),
en esta zona la energía del estado ligado varía cuadráticamente con Eb: E ≈ − (Eb − δ0)2 /2E0

e inversamente con la longitud de dispersión al cuadrado: E ≈ −~2/2ma2; lejos de la zona de la
resonancia de Feshbach la energía corresponde a la energía del estado ligado del canal abierto:
E ≈ Eb.
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[Inouye et al., 1998]

Figura 3.8: Comportamiento de la longitud de dispersión a y energía del estado ligado E del problema acoplado
entre el estado ligado y los estados dispersados de un sistema de dos partículas; la figura adjunta
muestra los datos experimentales de la longitud de dispersión en función del campo magnético
aplicado [Inouye et al., 1998].

El gran logro experimental ha sido poder controlar mediante un campo magnético externo
B, que por efecto Zeeman desdoblan los diferentes estados de momento angular de los átomos,
la energía del estado ligado Eb y con ello poder varía la longitud de dispersión a así como de la
energía E modificando el campo magnético B. Si ∆µ es la diferencia del momento magnético
entonces [Moerdijk et al., 1995]: Eb − δ0 = ∆µB, de manera que la longitud de dispersión en
función del campo magnético se expresa como [ibíd]:

a (B) = abg

(
1− ∆B

B −B0

)
, (3.10)

donde B0, ∆B son ciertos parámetros del campo magnético aplicado y abg corresponde a la
longitud de dispersión del problema de los dos átomos en el canal abierto (desacoplado). Al-
gunas de las primeras resonancias de Feshbach reportadas en gases atómicos se hicieron en
gases de Bose: [Inouye et al., 1998] , [Roberts et al., 1998], y posteriormente en gases de Fer-
mi: [Loftus et al., 2002], [O’Hara et al., 2002]; desde entonces han servido para investigar las
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propiedades de interacción en sistemas de muchos cuerpos. De esta manera la resonancia de
Feshbach ha sido la principal técnica mediante la cual es posible modificar la interacción entre
átomos en un gas y ha permitido obtener el crossover en gases de Fermi. En 2003 se reporto la
formación de los estado moleculares en un gas atómico de Fermi mediante el uso de la resonancia
de Feshbach [C. A. Reagal and Jin, 2004], [Greiner et al., 2003], [Zwierlein et al., 2003].

En la literatura se han reportado diferentes evidencias del crossover en los gases atómicos,
entre las más importantes han sido la distribución espacial de partículas o perfiles de densi-
dad y la formación de redes de vórtices en gases rotando. Los perfiles de densidad observados
experimentalmente en un gas de Bose se comparan con los obtenidos a través de modelos
de un gas interactuante en un potencial de confinamiento vía la ecuación de Gross-Pitaevskii
[Schuck and Viñas, 2000] cuyo resultado en la aproximación de Thomas-Fermi coinciden. En la
figura 3.9 se muestran diferentes imágenes de los perfiles de densidad reportados experimental-
mente y que evidencian el condensado de Bose-Einstein en un gas de Fermi cuando la longitud
de dispersión es positiva. La formación de vórtices en gases de Fermi al variar la longitud de dis-
persión fue reportada en 2005 por el grupo de W. Ketterle [Zwierlein et al., 2005]; la presencia
de vórtices en un fluido es evidencia del estado superfluido y que en este caso al observarse en
un gas de Fermi al modificar la longitud de dispersión se corrobora la propiedad de superfluidez
cuando el gas está en un régimen BCS (a < 0) y BEC (a > 0).

Figura 3.9: Perfiles de densidad en un gas de Fermi cuando la longitud de dispersión es positiva, estos perfi-
les de densidad verifican el estado de condensado de Bose-Einstein en el gas. La imagen ha sido
extraída de [Ketterle and Zwierlein, 2008] y se muestran los resultados de diferentes grupos (JI-
LA) [Greiner et al., 2003], (MIT) [Zwierlein et al., 2003], (ENS) [Bourdel et al., 2004], (Insbruck)
[Bartenstein et al., 2004] RICE [Chin et al., 2004].
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Figura 3.10: Formación de vórtices en un gas de Fermi cerca de la resonancia de Feshbach y que evidencia el
estado superfluido en ambos regímenes: gas de Fermi superfluido (a < 0) y gas de Bose superfluido
(a > 0) [Zwierlein et al., 2005].
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CAPÍTULO 4
Interacción entre partículas.

En este capítulo se hace una revisión de la teoría de dispersión entre pares de partículas
poniendo énfasis al concepto de longitud de dispersión. Este parámetro esta relacionado

con el corrimiento de fase en onda s y en el límite de bajas energías la longitud de dispersión
caracteriza la interacción entre pares de partículas por lo que en teoría de muchos cuerpos a
bajas temperaturas suele usarse este parámetro en sustitución de un potencial de interacción.
Sin embargo, tal como se discutió en el capitulo anterior, en un gas de Fermi el empleo directo de
la longitud de dispersión conduce a divergencias en algunas ecuaciones por lo que se emplea un
método de renormalización, aquí se describe como se llega a esta ecuación de renormalización.

En este trabajo estamos interesados analizar el gas de Fermi modelando la interacción con
diferentes potenciales y en este capítulo se hace una descripción de ellos. Para hacer una com-
paración con el modelo del crossover de potencial de contacto donde la longitud de dispersión
es la variable que describe la interacción, al final del capítulo se hace el cálculo de la longitud
de dispersión para los diferentes potenciales de interacción estudiados en este trabajo.

4.1. Sistema de dos partículas.
Consideremos un sistema de dos partículas, de masas m1 y m2, que interactúan a través

de un potencial central U (|~r1 − ~r2|), la ecuación de Schrödinger para el sistema de las dos
partículas se expresa de la siguiente manera:

[
~̂p2

1

2m1

+
~̂p2

2

2m2

− U (|~r1 − ~r2|)
]

Ψ (~r1, ~r2) = ET Ψ (~r1, ~r2) , (4.1)

donde ET corresponde a la energía total de las dos partículas. Al igual que en mecánica clásica, el
sistema de dos partículas, se puede separar en dos sistemas independientes: uno que corresponde
al movimiento del centro de masa (~R) y el otro al movimiento de la coordenada relativa (~r).
La definición de ambas coordenadas, así como el de momento lineal del centro de masa (~P ) y
relativo (~p) se describen a continuación:

35
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~R ≡ m1~r1 +m2~r2

m1 +m2

,

~r ≡ ~r1 − ~r2,

~̂P ≡ ~̂p1 + ~̂p2,

~̂p ≡ m1~̂p1 −m2~̂p2

m1 +m2

,

M ≡ m1 +m2,

mr ≡
m1m2

m1 +m2

.
(4.2)

donde mr corresponde a la masa reducida (para partículas de igual masa m, entonces: mr =
m/2). Con esta transformación la ecuación de Schrödinger toma la siguiente expresión:

[
~̂P 2

2M
+

~̂p2

2mr

+ U (r)

]
Ψ (~r1, ~r2) = ET Ψ (~r1, ~r2) , (4.3)

que es posible resolver por separación de variables:

Ψ (~r1, ~r2) = Φ
(
~R
)
ψ (~r) , (4.4)

resultando en el siguiente par de ecuaciones:

(
~̂P 2

2M

)
Φ
(
~R
)

= ERΦ
(
~R
)
,

(
~̂p2

2mr

+ U (r)

)
ψ (~r) = Erψ (~r) ,

(4.5)

la primera representa el estado del sistema en la coordenada de centro de masa (~R); mientras
que la segunda en la coordenada relativa (r). La energía total del par de partículas estada dada
por la siguiente relación: ET = ER + Er.

4.2. Ecuación radial, corrimientos de fase.

En la representación de coordenadas el operador de momento en cada sistema esta dado
por: ~̂P = −i~∇R y ~̂p = −i~∇r. La parte que corresponde a la coordenada del centro de masa,
queda resuelta directamente y esta representado por el de una partícula libre -onda plana- de
masa M y energía ER. Entonces el problema general de la dispersión se reduce a la coordenada
relativa r; que es equivalente al de una partícula de masa mr que interactúa con el potencial
U (~r):

− ~2

2mr

∇2ψ (r) + U (r)ψk (r) = Erψk (r) . (4.6)

En el problema de una dispersión se supone conocida la energía de la partícula (de masa
reducida mr):
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(a) Coordenadas del centro de masa y relativa, para
un sistema de dos partículas con igual masa: m =
m1 = m2.

(b) Problema de la dispersión en el sistema de coor-
denada relativa

Er =
~2k2

2mr

, (4.7)

donde k =
∣∣∣~k
∣∣∣ corresponde a la magnitud del vector de onda relativo. El subíndice k en la

función de onda: ψk, etiqueta la función para este valor de la energía, que en una colisión
elástica se mantiene constante antes y después de la dispersión.

La función de onda ψ (~r), además de satisfacer la ecuación de Schrödinger (4.6), debe cumplir
la condición de frontera tal que en el límite asintótico (r � 1) tenga la siguiente forma:

ψk (r) ∼ eikz + f (θ)
eik·r

r
, r � 1; (4.8)

donde se ha tomado el eje z al de incidencia de la partícula; el primer término representa
una onda plana de momento k -partícula incidente -, más una onda esférica saliente -partícula
dispersada- de igual momento pero cuya amplitud varía en la dirección angular1 con el factor
f (θ), conocido como amplitud de dispersión , cuyas unidades son de longitud y en general
depende del momento k de la partícula.

La amplitud de dispersión f (θ) queda determinada al resolver la ecuación de Schrödinger
(4.6) para un potencial U (r) imponiendo la condición de frontera (4.8). Sin embargo, un resul-
tado importante de la teoría de la dispersión establece en que en el régimen de bajas energía la
amplitud de dispersión tiene un valor constante y corresponde a la longitud de dispersión a
(con un signo negativo).

A continuación se presenta el concepto de corrimientos de fase δl, que dependen del
momento angular l de la partícula. La importancia de estos parámetros consiste en que la
amplitud de dispersión se puede desarrollar como una suma de diferentes términos -ondas

1En general, la amplitud de dispersión depende del ángulo polar y azimutal: (θ, ϕ); sin embargo para un
potencial simétricamente esférico está depende únicamente depende del ángulo θ.
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parciales-, cada uno de los cuales depende de un valor del momento angular l y por lo tanto
de δl. El resultado principal es que cuando la energía de las partículas es muy pequeña (k� 1)
el término más importante en la dispersión corresponde a l = 0, en este caso la amplitud de
dispersión contiene un solo término. Esta aproximación se le conoce como de “onda s”.

La ecuación de Schrödinger (4.6) para un potencial central se puede resolver por separación
de variables [Merzbacher, 1998]: ψk (~r) = R (r)Y m

l (θ, ϕ) , donde la parte angular corresponde a
los armónicos esféricos: Y m

l (θ, ϕ), cuyas expresiones son bien conocidas y que son eigenfunciones

del operador de momento angular ~̂L y de su proyección L̂z: ~̂L2Y m
l = l (l + 1)Y m

l , L̂zY m
l =

mY m
l , y que están determinados por los valores del momento angular l y de su proyección m.

Por lo tanto solo es necesario resolver la parte radial de la ecuación de Schrödinger que contiene
la dependencia con el potencial U (r) :

[
− ~2

2mr r2

d

dr

(
r2 d

dr

)
+

~2

2mr

l (l + 1)

r2
+ U (r)

]
Rl (r) = Er Rl,k (r) . (4.9)

Es usual escribir esta ecuación de dos maneras:

1 Haciendo el cambio de variable: ρ = r
√

2mrE/~2, donde: ~2k =
√

2mrEr, la ecuación dife-
rencial se puede expresar como:

ρ2d
2Rl,k

dρ2
+ 2ρ

dRl,k

dρ
+

[
ρ2 − l (l + 1)− Ur (r)

]
Rl,k = 0. (4.10)

donde se define: Ur = 2mrU/~2.

2 Haciendo el cambio de variable: Rl,k (r) = ul,k (r) /r y dividiendo por las constantes adecua-
das, toma la siguiente forma:

[
− d2

dr2
+

2mr

~2
U (r) +

l (l + 1)

r2

]
ul,k (r) = k2 ul,k (r) ; (4.11)

cuando U (r) = 0, la ecuación corresponde a la ecuación diferencial de Bessel con índice entero
positivo l cuyas soluciones son las funciones esféricas de Bessel. Las soluciones ul,k , dependen de
los parámetros k y l que están relacionados con la energía y el momento angular de la partícula,
la ecuación (4.11) es equivalente a la de Schrödinger unidimensional para una partícula en el
potencial efectivo: Uefec (r) = 2mrU (r) /~2 + l (l + 1) /r2, que incluye el potencial centrífugo
(l (l + 1) /r2). De manera efectiva, el potencial centrífugo representa una barrera de potencial
en la proximidad del alcance del potencial “real” U (r); si la energía de la partícula es pequeña
(límite de baja energía, k ≈ 0) la partícula es incapaz de atravesar esta barrera y en este caso
el potencial de interacción U (r) puede ser despreciado. Así, en el límite de bajas energías la
dispersión esta determinada principalmente por el valor l = 0.

La condición de frontera para las soluciones ul,k (r) es se anulen en el origen:

ul,k (r = 0) = 0. (4.12)
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Supongamos un potencial U (r) de alcance finito r0 o tal que se puede despreciar para r > r0,
entonces la ecuación diferencial radial (4.11) lejos del alcance del potencial esta dada por:

d2ul,k (r)

dr2
+

(
k2 − l (l + 1)

r2

)
ul,k (r) = 0, r > d (4.13)

cuya solución viene dada por [Roman, 1965, pp. 161][Landau and Lifshitz, 1977, pp. 107]:

ul,k (r) = Blr jl (kr) + Clr nl (kr) , r > d; (4.14)

donde jl (kr) y nl (kr) son la funciones esféricas de Bessel y Neumann respectivamente. Estas
funciones tienen un comportamiento asintótico (kr � 1) de la siguiente manera:

jl (kr) ≈
1

kr
sen

(
kr − lπ

2

)
,

nl (kr) ≈ −
1

kr
cos

(
kr − lπ

2

)
,

kr � 1 (4.15)

Sustituyendo estas aproximaciones en (4.14), se obtiene:

ul,k (r) ≈ Bl

sen
(
kr − lπ

2

)

k
− Cl

cos
(
kr − lπ

2

)

k
, kr � 1. (4.16)

la función radial Rl,k (r) en está región, tiene la siguiente expresión:

Rl,k (r) ≡ ul,k
r
≈ Bl

sen
(
kr − lπ

2

)

kr
−Cl

cos
(
kr − lπ

2

)

kr
=

sen (kr − lπ/2 + δl)

kr
, kr � 1. (4.17)

donde se ha introducido el corrimiento de fase δl, cuya relación con los coeficientes Bl y Cl
es la siguiente:

Bl = cos δl,

Cl = − sen δl,
⇒ tan δl = −Cl

Bl

, (4.18)

con lo cual Rl.k (r) se escribe como:

Rl.k (r) ≡ ul,k
r
≈ jl (kr) cos δl − nl (kr) sen δl, kr � 1. (4.19)

Al conocer el corrimiento de fase δl queda completamente determinada la solución Rl,k (r).
Una manera para determinar los corrimientos de fase δl consiste en calcular la derivada logarít-
mica de la función Rl,k (r) y evaluar en un alcance r0, que puede ser el valor a partir del cual
el potencial de interacción se anula (por ejemplo en el pozo cuadrado) o en dado caso tomar
el límite r0 → ∞ para un potencial mas “suave”. Se define entonces γ (k, r0) como la derivada
logarítmica de la función radial:
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γ (k, r0) ≡ d

dr
ln [Rl,k (r)]

∣∣∣∣
r=r0

=
R′l,k (r)

Rl,k (r)

∣∣∣∣
r=r0

, (4.20)

que se puede calcular directamente de la ecuación (4.19) obteniendo la siguiente expresión:

γ (k, r0) = k
j′l (kr0) cos δl + n′l (kr0) sen δl
jl (kr0) cos δl − nl (kr0) sen δl

, (4.21)

a partir de la cual se obtiene la siguiente expresión:

tan δl =
kj′l (kr0)− γ (k, r0) jl (kr0)

γ (k, r0) nl (kr0)− kn′l (kr0)
, (4.22)

Formalmente esta expresión se puede calcular de la siguiente manera: primero se resuelve
la ecuación radial para un potencial de interacción modelo obteniendo las funciones Rl,k (r),
a partir de estas funciones se calcula γ (k, r0) y se sustituye en (4.22), finalmente se toma el
límite r0 → ∞. En el límite de bajas energías (kr � l), usando las aproximaciones asistólicas
de las funciones de Bessel y Neumann en la ecuación (4.22) se obtiene la siguiente expresión2

[Afnan, 2011] [Roman, 1965]:

tan δl ≈
(kr0)2l+1

(2l + 1)!! (2l − 1)!!

l − γr0

l + 1 + γr0

bajas energías (kr � l). (4.23)

De esta expresión se puede notar que en el límite de bajas energías los corrimientos de fase
son proporcionales a potencias de k: tan δl ∝ k2l+1, y por lo tanto el término más importante
es con l = 0, conocido como onda s, en cuyo caso:

tan δ0 ≈ −k
γr2

0

1 + γr0

. (4.24)

Como veremos a continuación, en este caso el corrimiento de fase δ0 permite definir una
cantidad con mayor sentido físico en el problema de dispersión conocida como longitud de
dispersión.

2En [Roman, 1965] se define: βl = r0
Rl,k(r)

dRl,k(r)
dr , en este caso la ecuación (4.22) se expresa como:

tan δl ≈
1

(2l + 1)

(
2ll!

(2l)!

)2
l − βl

l + 1 + βl
(ka)

2l+1



4.3. Límite de bajas energías, longitud de dispersión. 41

4.3. Límite de bajas energías, longitud de dispersión.

De la ecuación de Schrödinger radial (4.11) para onda s (l = 0) tomando el límite de bajas
energías (k → 0) se obtiene la siguiente ecuación:

u′′0 (r)− U0 (r)u0 (r) = 0, k → 0, (l = 0) . (4.25)

En la región fuera del alcance del potencial (U ≈ 0), se obtiene: u′′0 (r) = 0, cuya solución es la
recta:

u0 (r) = B r + C. (4.26)

La pendiente B cruza el eje r en −C/B. Esta solución u0 (r) tiene que coincidir con la solución
asintótica (4.16) (con l = 0, y límite de bajas energías k ∼ 0) por lo tanto los coeficientes de
ambas soluciones deben ser los mismos: B = B0 , C = −C0/k. De la ecuación (4.18) se obtiene:
tan δ0 = −C0/B0, es decir, se puede escribir la siguiente relación:

ĺım
k→0

tan δ0

k
= − C0

k B0

=
C

B
, (4.27)

por lo tanto, en el límite k → 0, la razón: tan δ0/k toma un valor constante (independiente de
k). Se define entonces la longitud de dispersión [Roman, 1965]:

a ≡ − ĺım
k→0

tan δ0

k
. (4.28)

La longitud de dispersión corresponde al valor del punto donde la recta (4.26) cruza el eje,
lo cual tiene una interpretación respecto del signo de la longitud de dispersión. De la ecuación
de la recta es claro que puede cruzar al eje r en el semieje positivo o negativo y por lo tanto la
longitud de dispersión puede tomar tanto valores positivos como negativos. Si notamos además
de la ecuación (4.25), se obtiene: u′′0/u0 = U0, es decir, la curvatura de la solución u0 (r) esta
determinada por el signo del potencial. Para un potencial de interacción repulsivo U0 > 0 la
curvatura de u0 es positiva y la recta corta al eje r en el lado positivo, por lo tanto la longitud de
dispersión es positiva a > 0. Para un potencial de interacción atractivo la longitud de dispersión
puede ser positiva o negativa. En este caso la curvatura de u0 es negativa y se pueden tener dos
posibilidades de acuerdo a lo mostrado en la figura 4.1.

potencial atractivo: U < 0

{
sin estado ligado: a<0,
estado ligado: a>0,

potencial repulsivo: U > 0 a > 0.

(4.29)
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sin estado ligado con estado ligado

Figura 4.1: Longitud de dispersión para un potencial atractivo, cuando la profundidad del potencial es débil la
longitud de dispersión es negativa, pero conforme la profundidad del potencial aumenta la longitud
de dispersión es capaz de cambia de signo.

Si la magnitud del potencial es débil, la curvatura de la función u0 es tal que no hay un
cambio de signo en la derivada y la recta corta al eje r en el semieje negativo y por lo tanto la
longitud de dispersión es negativa: a < 0. Por el contrario, si la profundidad del potencial U0 es
mayor entonces la curvatura de u0 cambie el signo en la derivada y la recta corta al eje r en la
en semieje positivo con lo cual la longitud de dispersión es positiva a > 0. Este caso, se puede
demostrar, corresponde a un estado ligado s (l = 0) [Roman, 1965, pp. 177].

La posibilidad experimental de modificar externamente la longitud de dispersión en un gas
de Fermi, realizada desde principios de siglo, ha permitido observar el fenómeno del crossover
BCS-BEC. Sin embargo, por lo discutido antes, dado un potencial de interacción modelo entre
partículas, la modificación de la longitud de dispersión es equivalente a variar la profundidad del
potencial de interacción. La idea del presente trabajo es modelar la interacción mediante algunos
potenciales que dependen de dos parámetros: un alcance R y una profundidad V0, entonces el
crossover se puede describir haciendo variar la profundidad del potencial.

Como se discute en el capítulo 5, el hamiltoniano del gas de Fermi depende directamente
de los parámetros del potencial de interacción (V0 , R) a través de la transformada de Fourier
del potencial y por lo tanto este esquema del crossover es más “adecuado”, sin embargo también
es posible hacer una correspondencia con la longitud de dispersión calculándola para cada
potencial, ver sección 4.3. En el modelos del Leggett [Leggett, 1980] del crossover la longitud
de dispersión se introduce a través del empleo de un potencial de contacto con un término de
renormalización y en la sección 4.5 se discute a detalle.

4.4. Desarrollo en ondas parciales.

En esta sección se muestra como es posible relacionar la longitud de dispersión con la ampli-
tud de dispersión, esta relación es importante ya que la amplitud de dispersión se puede expresar
en términos de la transformada de Fourier del potencial de interacción mismo que aparece en el
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hamiltoniano del gas de Fermi. Para un potencial de interacción central es posible desarrollar
la función de onda ψk (r) en términos de las soluciones radiales y angulares3, Rl,k (r)Pl (cos θ):

ψ~k (~r) =
∑

l

alRl,k (r)Pl (cos θ) , (4.30)

al emplear la aproximación asintótica de las soluciones radiales Rl,k (r) (ecuación (4.17) en forma
compleja) se obtiene lo siguiente:

ψk ≈
eikr

2ikr

∑

l

al (−i)l eiδlPl (cos θ)− e−ikr

2ikr

∑

l

al (i)
l e−iδlPl (cos θ) , kr � 1. (4.31)

Por otra parte, sustituyendo el siguiente desarrollo de una onda plana (formula de Bauer
[Roman, 1965, pp. 162]):

eikz = eikr cos θ =
∞∑

l

ii (2l + 1) jl (kr)Pl (cos θ) , (4.32)

en la solución asintótica de la dispersión, ecuación (4.8), se obtiene lo siguiente:

ψk ≈
eikr

2ikr

∑

l

(2l + 1)Pl (cos θ)− e−ikr

2ikr

∑

l

(2l + 1) (−1)l Pl (cos θ) + f (θ)
eikr

r
. (4.33)

Comparando las ecuaciones (4.31) y (4.33), se obtienen los coeficientes al de la ecuación 4.30:
al = (2l + 1) ileiδl , de donde se obtiene el siguiente resultado para la amplitud de dispersión:

f (k, θ) =
1

k

∑

l

(2l + 1) fl (k)Pl (cos θ) , (4.34)

donde fl (k) = e2iδl−1
2ik

= eiδl sen δl. De esta forma la amplitud de dispersión se puede determinar
a partir de los corrimientos de fase δl.

En el límite de bajas energías el término con l = 0 es el que contribuye de manera más
significativa para la amplitud de dispersión f (θ). De la ecuación 4.34 se obtiene:

f ≈ 1

k
eiδ0 sen δ0 =

(
ei2δ0 − 1

)

2ik
=

1

k cot δ0 − ik
, k ≈ 0. (4.35)

En este límite (k ≈ 0), de la ecuación (4.24) se obtiene: tan δ0 ∼ k y por lo tanto δ0 tiene un
valor pequeño; entonces se puede hacer las siguientes aproximaciones: sen δ0 ≈ tan δ0 y eiδ0 ≈ 1.
Con esto, se obtiene la siguiente expresión para la amplitud de dispersión:

f ≈ tan δ0

k
k ≈ 0, (4.36)

3En el caso del potencial central U (r) los armónicos esféricos Y m
l (θ, ϕ) se reducen a los polinomios de

Legendre Pl (cos θ).
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comparando con la ecuación (4.28), que define la longitud de dispersión, se obtiene que la
amplitud de dispersión coincide con la longitud de dispersión en el límite de bajas energías.

f ≈ −a, k ≈ 0. (4.37)

En este caso, de la ecuación (4.8), se obtiene que la función de onda esta dada por la
expresión:

ψk (r) ∼ eikz − a

r
eik·r, (r � 1) . (4.38)

En la siguiente sección se muestra como es posible escribir una ecuación iterativa para la
amplitud de dispersión en términos de la trasformada de Fourier del potencial de interacción.

4.5. Amplitud de dispersión, matriz T .

La ecuación de Schrödinger en su forma integral, conocida como ecuación de Lippmann-
Schwinger , se expresa de la siguiente forma [Roman, 1965]:

ψk (r) = φk (r)− 2mr

~2

ˆ
G (r− r′)U (r′)ψk (r′) d3r′, (4.39)

donde φk (r) es una solución de la ecuación homogénea:

(
∇2 + k2

)
φk (r) = 0, (4.40)

y G (r− r′) es la función de Green que satisface la ecuación:

(
∇2 + k2

)
G (r− r′) = −δ (~r) . (4.41)

La ecuación de Lippmann-Schwinger permite establecer una solución mediante una serie
iterativa (Serie de Born) de la siguiente manera:

ψk (r) =φk (r)− 2mr

~2

ˆ
G (r− r′)U (r′)φk (r′) d3r′+

+

(
2mr

~2

)2 ˆ ˆ
G (r− r′′)U (r′′)G (r′′ − r′)U (r′)φk (r′′) d3r′d3r′′ + . . .

(4.42)

En el problema de dispersión de un par de partículas que interactúan a través de un potencial,
U (r), se puede demostrar que la función de Green tiene la siguiente expresión [Roman, 1965]:
G (~r) = eikr/4πr, como solución de la ecuación homogénea (4.40) se pueden elegir las funciones
de partícula libre: φk (r) = eik·r. Tomando como eje z al de la trayectoria de la partícula
incidente, la ecuación de Lippmann-Schwinger se escribe como:
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ψk (r) = eikz − 1

4π

2mr

~2

ˆ
eik|~r−~r′|∣∣~r − ~r′

∣∣U (r′)ψk (r′) d3r′. (4.43)

Desarrollando una expresión asintótica (r � 1) del término que se encuentra dentro de la
integral, e

ik|~r−~r′|
|~r−~r′| , se llega al siguiente resultado:

ψk (r) ≈ eikz − 1

4π

2mr

~2

eir

r

ˆ
e−ik

′·~r′U (r′)ψk (r′) d3r′, r � 1; (4.44)

que comparando con la ecuación (4.8), se obtiene la siguiente expresión para la amplitud de
dispersión como:

f (θ) = − 1

4π

2mr

~2

ˆ
e−ik

′·~r′U (r′)ψk (r′) d3r′. (4.45)

que formalmente se expresa como:

fk′k = − 1

4π

2mr

~2

〈
φ ~k′

∣∣U
∣∣ψ~k
〉
, (4.46)

donde |φk〉 son eigenestados del operador Hamiltoniano de partícula libre4:

Ĥ0

∣∣φ~k
〉

= ε~k
∣∣φ~k
〉
, εk =

~2k2

2mr

. (4.47)

mientras que los estados |Ψk〉 son las eigenfunciones del Hamiltoniano total: Ĥ = Ĥ0 + U , con
energía Ek:

Ĥ
∣∣Ψ~k

〉
= E~k

∣∣Ψ~k

〉
. (4.48)

La ecuación de Lippmann-Schwinger se puede expresar formalmente como:
∣∣Ψ~k

〉
=
∣∣φ~k
〉

+ Ĝ0 U
∣∣Ψ~k

〉
, (4.49)

donde el operador Ĝ0 esta dado por: Ĝ0 =
(
E~k − Ĥ0 + iα

)−1

, el parámetro α es una cantidad
real positiva necesaria para evitar las singularidades del operador y se debe tomar el límite:
α→ 0. Este operador tiene como eigenestados a

∣∣φ~k
〉
:

Ĝ0

∣∣φ~k
〉

=
(
E~k − ε~k + iα

)−1 ∣∣φ~k
〉
, (4.50)

Definiendo el operador-T a través de la siguiente relación:

U
∣∣Ψ~k

〉
= Tk

∣∣φ~k
〉
, (4.51)

4Es importante notar que se emplea la masa reducida mr en los estados de energía ya que corresponde al
sistema reducido de un sistema de dos partículas; a diferencia del análisis que se hace del hamiltoniano del gas
de fermiones, donde los estados de energía están dados por la masa de los fermiones individuales, ver ecuación
(5.2).
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entonces, de la amplitud de dispersión ecuación (4.46), se puede escribir de la siguiente manera:

fk′k = − 1

4π

2mr

~2

〈
φ ~k′

∣∣Tk
∣∣φ~k
〉

= − 1

4π

2mr

~2
Tk′k, (4.52)

de esta manera que los elementos del operador-T , conocido como matriz-T , corresponde a los
elementos de la amplitud de dispersión fk′k. Para determinar los elementos de la matriz-T o de
la amplitud de dispersión se suele emplear un método iterativo como se muestra a continuación.

De las ecuaciones (4.49) y (4.51) se obtiene:
∣∣Ψ~k

〉
=
∣∣φ~k
〉

+ Ĝ0 Tk
∣∣φ~k
〉
, multiplicando por U

en ambos lados de la ecuación y empleando la definición del operador-T se llega a la siguiente
ecuación: Tk

∣∣φ~k
〉

= U
∣∣φ~k
〉

+UĜ0 Tk
∣∣φ~k
〉
, que permite determinar los elementos de la matriz-T :

〈φk′ |Tk
∣∣φ~k
〉

= 〈φk′|U
∣∣φ~k
〉

+ 〈φk′ |UĜ0Tk
∣∣φ~k
〉
, (4.53)

es decir:

Tk′k = Uk′k +
∑

k′′

Uk′k′′Tk′′k
Ek − εk′′ + iα

. (4.54)

De igual manera se obtiene los elementos de la amplitud de dispersión5:

fk′k = − 1

4π

2mr

~2
Uk′k +

∑

k′′

Uk′k′′fk′′k
Ek − εk′′ + iα

(4.55)

Esta ecuación integral, tipo Lippmann-Schwinger, permite calcular a la amplitud de disper-
sión de manera iterativa. La primer aproximación, que considera solamente el primer término
(aproximación de Born), la amplitud de dispersión corresponde a la transformada de Fourier
del potencial:

f
(1)
k′k = − 1

4π

2mr

~2

〈
φ ~k′

∣∣Tk
∣∣φ~k
〉

= − 1

4π

2mr

~2

〈
φ ~k′

∣∣U
∣∣φ~k
〉

= − m

4π~2
Ũk′k; (4.56)

(en la última igualdad se ha considerado la masa reducida: mr = m/2) en general, aún en esta
aproximación, la amplitud de dispersión depende de k′ y k, pero si se considera una colisión
elástica: k′ = k, entonces solo depende de k. Si además se considera el límite de bajas energías:
k, k′ → 0; por una parte, la amplitud de dispersión es igual a la longitud de dispersión: f = −a,
ecuación (4.37) y por otra parte la transformada de Fourier es independiente de k, k′: Uk′k →
U0, juntando ambos resultados se obtiene una relación entre la longitud de dispersión con la
transformada de Fourier del potencial de interacción:

− a = − m

4π~2
U0, ⇒ U0 =

4π~2a

m
; (primer orden, bajas energías). (4.57)

5Notar que la correspondencia es uno a uno entre los elementos de ambas matrices: fk′k y Tk′k, excepto el
factor constante).
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Esta expresión permite introducir la longitud de dispersión al hamiltoniano del gas de Fer-
mi como parámetro que regula la interacción; sin embargo, esta aproximación conlleva a una
divergencia en la ecuación del gap, ver ecuación (5.53), por lo que es necesario considerar el
siguiente término en el desarrollo de la amplitud de dispersión. Para ello es importante notar
que la amplitud de dispersión depende de k y k′, ver ecuación (4.55). Cómo la suma en esta
ecuación contiene a k′′ para aplicar el límite de bajas energías primero es necesario considerar
que la amplitud de dispersión solo depende de k, es decir: fk′′k → f (k), que sale de la suma y
lo mismo podemos considerar para: Uk′′k → U (k) que también sale de la suma, por lo tanto:

f (k) = − 1

4π

2mr

~2
U (k) + U (k) f (k)

∑

k′′

1

Ek − εk′′ + iα
, (4.58)

considerando ahora el límite de bajas energías (k → 0): U (k)→ U0, f (k)→ −a, Ek ∼ k2 → 0,
se obtiene la siguiente ecuación:

1

U0

=
1

4πa

2mr

~2
−
∑

k

1

εk
. (4.59)

Es importante notar que: εk = ~2k2/2mr y por lo tanto, en el caso de partículas de igual masa
(mr = m/2):

1

U0

=
m

4πa~2
− m

~2

∑

k

1

k2
. (4.60)

Esta última ecuación es el fundamento teórico de la renormalización empleada por Leggett
[Leggett, 1980] al abordar el problema del crossover del gas de fermiones, el término

∑
k 1/k2

diverge, sin embargo esta divergencia es precisamente la que anula la divergencia que aparece
en el problema de muchos cuerpos en un gas de Fermi (esto se discuten en el capítulo 5). Este
procedimiento de renormalización empleado por Leggett consiste en una forma de “modelar” la
interacción entre partículas y suele referirse como una interacción de potencial de contacto ya
que la expresión (4.57) es equivalente a considerar que la interacción entre partículas se hace
a través de un potencial delta de Dirac, aunque es importante decir que es necesario además
emplear una aproximación a segundo orden de la amplitud de dispersión.

Una ecuación útil para la amplitud de dispersión, que permite determinar la longitud de
dispersión como se describe más adelante, se obtiene a partir de la ecuación (4.55) considerando
las aproximaciones: fk′k ≈ f (k) y Uk′k ≈ U0, en cuyo caso fk′k sale de la suma y se obtiene:

1

f (k)
≈ −4π~2

2mr

1

U0

+
4π~2

2mr

1

U0

∑

k′

U (k′)

Ek − εk′ + iα
, (4.61)

que al determinar U0 y la suma (en el límite una integral)
∑

k′
U(k′)

Ek−εk′+iα
, es posible hacer un

desarrollo en potencia de k que al comparar con la ecuación (4.69) se obtiene la longitud de
dispersión.
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4.6. Potenciales de interacción modelo.
Para describir la interacción entre partículas en el gas de Fermi en este trabajo se proponen

cinco potenciales centrales que se pueda expresar de la forma: U (r) = V0 f (r/R), donde V0 y R
son dos parámetros con dimensiones de energía y longitud y representan de manera efectiva la
profundidad y alcance del potencial, respectivamente. Podemos dividir estos cinco potenciales en
tres potenciales atractivos: pozo de potencial, potencial exponencial y potencial de Yukawa y dos
potenciales que tienen una parte atractiva y una contribución repulsiva que modela un potencial
tipo molecular, estos potenciales son el potencial dipolar, que decae como 1/r3, y potencial van
der Waals, que decae como 1/r3. Los potenciales se definen de la siguiente manera:

pozo de potencial Usw (r) =

{
−V0 r ≤ R

0 r ≥ R
,

potencial exponencial (Rarita) Uexp (r) = −V0e
−r/R,

potencial de Yukawa UYuk (r) = −V0

r
e−r/R.

(4.62)

potencial dipolar con barrera Udip (r) =




Vb r ≤ R

−V0
R3

r3
r ≥ R

,

potencial van der Waals con barrera UvdW (r) =




Vb r ≤ R

−V0
R6

r6
r ≥ R

.

(4.63)

Una de las conveniencias de emplear estos potenciales consiste en la posibilidad de calcular
la integral sobre el ángulo sólido de la transformada de Fourier:

´
Ukk′ dΩk, esta integral como

se muestra en el capítulo 6 forma parte del integrando del sistema de ecuaciones por resolver,
ver ecuaciones (6.7) y (6.11). Esta integral para los potenciales modelo no diverge y se puede
calcular de manera analítica, durante el desarrollo del presente trabajo se probaron diferentes
potenciales de interacción (Pöschl–Teller, Saxon-Woods, etc.) algunos de los cuales presentaron
dificultades numéricas, al final los cinco potenciales expuestos aquí han permitido, por una
parte, obtener resultados numéricos satisfactorios y además mostraron un contraste en la física
del crossover BCS-BEC tanto en la termodinámica como en las funciones de pares.
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Figura 4.2: Potenciales de interacción modelo estudiados en este trabajo.

El pozo de potencial es el modelo más sencillo para describir una interacción atractiva entre
partículas, mientras que el potencial exponencial o de Rarita ha sido empleado en el contex-
to de la teoría del crossover BCS-BEC en un trabajo previo [Caballero-Benítez et al., 2013],
que en gran parte ha motivado el presente trabajo este trabajo. El potencial exponencial fue
estudiado por Rarita al analizar las interacciones nucleares [Rarita and Present, 1937] y en es-
te mismo trabajo se reporta la expresión analítica de la longitud de dispersión del potencial
exponencial. Por otra parte el potencial de Yukawa, difiere de los dos potenciales anteriores,
respecto que diverge cuando r → 0; sin embargo, la integral

´
Ukk′ dΩk no lo hace y es por ello
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que se incluye este potencial, además de ser un potencial muy empleado en física nuclear y en
teoría de muchos cuerpos este potencial es una modificación ad hoc del potencial de Coulomb
[Philip L Taylor, 2002] que evita las divergencias comunes del análisis de muchos cuerpos.

En gases, como es bien sabido, la interacción entre partículas, ya sean átomos o moléculas, es
atractiva a largo alcance y repulsiva a cortas distancias. Para modelar este tipo de potenciales
atómicos se propone dos tipos de potencial: potencial dipolar, con una dependencia 1/r3 y
potencial van der Waals con una dependencia 1/r6, para ambos potenciales se agrega una
barrera de potencial finita positiva: Vb, que representa la parte repulsiva de la interacción. La
intensidad o altura de la parte repulsiva, Vb, en principio se puede considerar como un parámetro
adicional, sin embargo para simplificar6 se consideran dos casos: Vb = 0 y Vb = V0, en la figura
4.2 se muestran los diferentes potenciales estudiados en este trabajo.

4.7. Longitud de dispersión, potenciales modelo.

De acuerdo a la ecuación (4.28), la longitud de dispersión se define como:

a ≡ − ĺım
k→0

tan δ0

k
, (4.64)

Para calcular longitud de dispersión de un potencial de interacción la idea general consiste
en resolver la ecuación radial (4.9) para l = 0 e imponer las condiciones de frontera: que
las soluciones no diverjan en r = 0 y que en r → ∞ la solución decaiga y tienda a cero.
Esta última condición se compara con las soluciones asintóticas (4.19) con lo cual es posible
determinar el corrimiento de fase δ0 y en principio una expresión para la longitud de dispersión.
Sin embargo aquí se presenta el calculo de la longitud de dispersión empleando la ecuación
(4.24) que comparando con la definición de la longitud de dispersión se obtiene:

a = − ĺım
k→0

tan δ0

k
= ĺım

k→0

(
γ r2

0

γ r0 + 1

)
. (4.65)

donde γ viene dada por la ecuación (4.20) y r0 puede ser un alcance a partir del cual el potencial
de interacción estrictamente se anula o si no es el caso se debe tomar el límite r0 →∞. En esta
expresión γ (k, r0) se calcula a partir de la solución R0,k (r) de la ecuación (4.9) para un potencial
de interacción U (r). También es posible calcular γ en términos de la función: u0,k (r) = r·Rl,k (r),
en cuyo caso el resultado es el siguiente:

γ (k, r0) =
u′0,k (r)

u0,k (r)
− 1

r
. (4.66)

Sustituyendo en la ecuación (4.65) se obtiene la siguiente expresión para la longitud de disper-
sión:

6En la practica, con el método empleado para resolver el sistema de ecuaciones integrales, los cálculos numé-
ricos se dificultar al emplear Vb con valores arbitrarios.
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a = ĺım
k→0
r0→∞

[
r0 −

u0,k (r0)

u′0,k (r0)

]
. (4.67)

En la siguiente sección se emplea esta expresión para calcular la longitud de dispersión del
pozo de potencial y potencial exponencial, para los potenciales de interacción dipolar y van
der Waals (con barrera) se calculan numéricamente las funciones u0,k (r) y usando esta misma
expresión se calcula numéricamente la longitud de dispersión.

Un método alternativo para calcular la longitud de dispersión a es el siguiente, primero se
considera el desarrollo en potencias (pares) de k del corrimiento de fase δ0:

k cot δ0 = −1

a
+

1

2
re k

2 + . . . (4.68)

donde se define re como el radio efectivo. Es claro que está ecuación recupera la definición de
la longitud de dispersión: ĺımk→0 tan δ0/k = −a. Sustituyendo esta expresión en la ecuación
(4.35): f ≈ 1/ (k cot δ0 − ik) y despejando el inverso de la amplitud de dispersión se obtiene el
siguiente desarrollo:

1

f (k)
≈ −1

a
+

1

2
re k

2 − ik, (4.69)

que comparando con (4.61) es posible determinar la longitud de dispersión.

Pozo de potencial.

Definiendo al pozo de potencial como:

U (r) =

{
−V0 r ≤ R,

0 R ≤ r,
(4.70)

en este caso la ecuación diferencial radial de Schrödinger, ecuación (4.11), con l = 0, se expresa
como:

d2

dr2
u0,k (r) +

(
k2 +

2mrV0

~2

)
u0,k (r) = 0 r ≤ R (4.71)

que corresponde a la ecuación del oscilador armónico simple. La solución con la condición de
que se anule en el origen u0,k (0) = 0 es:

u0,k (α) = A sen (αr) , donde: α =

√
k2 +

2mr

~2
V0, (4.72)

y A es una constante de normalización. Sustituyendo en la ecuación (4.67), con r0 = R, se
obtiene la expresión de la longitud de dispersión:
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a = ĺım
k→0

[
R− 1

α

sen (αR)

cos (αR)

]
= R− tan (α0R)

α0

(4.73)

donde: α0 ≡ ĺımk→0 (α) =
√

2mrV0/~2, definiendo z = R
√

2mr/V0~2, se obtiene:

a (z) = R

(
1− tan z

z

)
. (4.74)

Potencial exponencial o de Rarita.

Si se define al potencial exponencial o de Rarita de la siguiente manera7:

U (r) = −V0e
−r/R. (4.75)

en este caso la ecuación diferencial radial de Schrödinger, ecuación (4.11), con l = 0, se expresa
como:

− d2

dr2
u0,k (r)−

(
k2 +

2mrV0

~2
e−r/R

)
u0,k (r) = 0. (4.76)

Haciendo el cambio de variable: y = 2α0Re
−r/2R , donde α0 =

√
2mrV0/~2, se obtiene:

y2d
2 u0,k

dy2
+ y

d u0,k

dy
+
[
y2 − ν2

]
u0,k = 0 (4.77)

que corresponde a la ecuación diferencial de Bessel de orden complejo: ν = i2Rk, cuya solución
general esta dada por la combinación lineal [Olver et al., 2010]:

u0,k (y) = C1Jν (y) + C2Nν (y) , (4.78)

siendo C1 y C2 constantes, Jν y Nν corresponden a las funciones de Bessel y Neumann de orden
ν. Para orden complejo las funciones de Bessel y Neumann, se puede verificar, son linealmente
independientes. Notar que de acuerdo a la definición del cambio de variable, si r = 0 entonces
y = 2α0R, por lo tanto de la condición de frontera en el origen: u0,k (0) = 0, se obtiene:
C1Jν (2Rα0) + C2Nν (2Rα0) = 0, de esta manera la solución queda expresada como:

u0,k (r) = C1 [Jν (y) + β Nν (y)] , (4.79)

donde β ≡ Nν (2Rα0) /Jν (2Rα0). Sustituyendo en la ecuación (4.67) se obtiene:

a = ĺım
k→0
r0→∞

[
r0 −

Jν (y0) + β Nν (y0)

J ′ν (y0) + β N ′ν (y0)

]
, (4.80)

7Notar que hay un factor de diferencia respecto de la definición de Rarita [Rarita and Present, 1937] del
potencial exponencial: U (r) = −V0e−2br.
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donde y0 = 2α0Re
−r0/2R; el límite k → 0 corresponde a ν → 0 mientras que el límite r0 → ∞

corresponde y0 → 0. Empleando las aproximaciones de las funciones de Bessel y de Neumann
cerca de cero (y ≈ 0) [Olver et al., 2010]:

J0 (z) ≈ 1,

N0 (z) ≈ 2

π

[
ln
(z

2

)
+ γ
]
,

J ′0 (z) ≈ 0,

N ′0 (z) ≈ 2

πz
,

(4.81)

donde γ ≈ 0,577 es la constante de Euler-Mascheroni se obtiene el siguiente resultado:

a = ĺım
r0→∞


r0 −

1− β
(

ln z − r

2R
+ γ
)

−β 2

πy

y

2R


 = ĺım

r0→∞

[
r0 −

πR

β
+ 2R

(
ln z − r0

2R
+ γ
)]

. (4.82)

Simplificando e identificando el factor: z = R
√

2mr/V0~2, se obtiene el siguiente resultado, que
esta de acuerdo al trabajo de Rarita [Rarita and Present, 1937]:

a (z) = −2R

[
π

2

N0 (2z)

J0 (2z)
− ln (z)− γ

]
. (4.83)

En la figura (4.3) se muestran las gráfica de la longitud de dispersión para el pozo de
potencial y potencial exponencial como función de la variable z para los tres diferentes alcances:
R = 0.01, 0.05, 0.1, 0.5. Se puede verificar que la longitud de dispersión para ambos potenciales
toma valores positivos y negativos. Se puede observar que, en la variable z = R

√
2mr/V0~2, los

ceros y las divergencias de la longitud de dispersión ocurren para ciertos valores bien definidos
de z y que son independientemente del alcance R. Los ceros y las divergencias para ambos
potenciales se pueden calcular numéricamente de las ecuaciones8 (4.74) y (4.83) y en la figura
(4.3) se especifican estos valores de z.

Para el caso del potencial de Yukawa y los potenciales dipolar y van der Waals (con barrera)
se calcula la función u0,k (r) resolviendo numéricamente la ecuación diferencial (4.11) para cada
potencial y la longitud de dispersión se determina por la ecuación9 (4.67). La figura (4.4) muestra
las gráficas de la longitud de dispersión para estos potenciales. Algo de notar en estas gráficas
es que para el potencial van der Waals los ceros de la longitud de dispersión si dependen del
alcance R.

8En el caso del pozo de potencial potencial, las divergencia de la longitud de dispersión ocurren para los
valores de z = π/2, 3π/2, . . . que son los mismos valores para los cuales se producen un estado ligado, dos
estados ligados, etc.

9El método es de simple implementación y no requiere, al menos para los potenciales analizados en este
trabajo, algún método sofisticado para la solución de la ecuación diferencial. Este método se implemento en
Mathematica con resultados satisfactorios.
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Figura 4.3: Gráficas de la longitud de dispersión a (R, V0) para el pozo de potencial y exponencial, ecuaciones
(4.74) y (4.83). En el eje z se indican los ceros y divergencias de la longitud de dispersión para
cada potencial, se observa que estos valores son los mismos para cualquier alcance R.

Es importante notar el factor de la masa reducida mr en la ecuación (4.11) ya que por otra
parte, en unidades de Fermi: εF = ~2k2

F/ (2m), se emplea la masa de una partícula. Para hacer
una correspondencia entre la longitud de dispersión y los parámetros del potencial de interacción
V0, R al estudiar las propiedades generales del gas la ecuación diferencial (4.11) en unidades de
Fermi se escribe como:

[
−2

d2

dr̃2
− χ̃2

R̃2
f
(
r̃/R̃

)
− Ẽ

]
u0,k (r) = 0 (4.84)

donde r̃ = rkF , Ṽ0 = V0/εF y se define la variable: χ̃ = R̃
√
Ṽ0, suponiendo partículas de igual

masa: mr = m/2.
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CAPÍTULO 5
Gas de Fermi con interacción.

Un gas ideal, sea clásico o cuántico, se define como un gas de partículas puntuales sin inter-
acción que se mueven libremente dentro de un volumen de confinamiento. El gas ideal es

un modelo simplificado que describe en ciertos límites el comportamiento real de los gases; sin
embargo, algunas de las propiedades más interesantes de los gases, por ejemplo las transiciones
de fase no son descritas por el modelo del gas ideal. En el mundo real las interacciones entre
partículas son inevitables pues es difícil imaginar una partícula aisladas del todo. Sin embargo,
en la parte teórica ha sido un reto analizar los sistemas de partículas con interacción y solo
existen unos pocos sistemas cuya solución exacta puede ser obtenida, más aún, la inclusión de
la temperatura en los sistemas de partículas conlleva una dificultad adicional. Es por ello que
existen diversas técnicas para tratar estos sistemas.

En el fenómeno del crossover BCS-BEC, al tratarse de un gas de Fermi con interacción,
se emplea la teoría BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer [Bardeen et al., 1957]) de superconducti-
vidad. Aunque la teoría original de Bardeen-Cooper-Schrieffer solo analizaba el estado base a
temperatura cero empleando la función de onda BCS, poco después se desarrollaron varias teo-
rías para incluir los efectos de temperatura. El método de Bogoliubov-Valatin es una extensión
de la teoría BCS a partir de la cual es posible introducir la temperatura, la idea de este mé-
todo consisten en hacer una transformación para diagonalizar el Hamiltoniano del sistema de
fermiones y en este trabajo se utiliza este método.

En este capítulo se hace un análisis de la teoría BCS con el método de Bogoliubov-Valatin,
el tratamiento se hace considerando un potencial de interacción U (r) y a pesar de ser una
aproximación de campo medio se incluyen los términos de interacción de Hartree-Fock que
suelen ser ignorados. Para verificar los resultados obtenidos se compara con la aproximación de
potencial de contacto, en el apéndice A se describe a detalle los desarrollos y aquí se presentan
los principales resultados.
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5.1. Gas ideal de Fermi en dos estados de espín.

Descripción del sistema.
Consideremos un gas de Fermi homogéneo (en ausencia de potencial externo) confinado en

un volumen externo V , supondremos un gas diluido, es decir, solo hay colisiones entre pares de
partículas. El gas esta compuesto de partículas con la misma masa m en dos estados diferentes
de espín σ = {↑, ↓} en la misma proporción, es decir, si N es el número total de partículas
del gas, entonces hay N/2 fermiones en cada estado de espín (los fermiones no pueden cambiar
su estado de espín). En este caso el potencial químico para los fermiones en cada estado de
espín toman el mismo valor: µ↑ = µ↓, y por lo tanto, sin pérdida de generalidad, se considera
únicamente el potencial químico µ de los N fermiones ( µ↑ = µ↓ = µ/2).

El Hamiltoniano de un gas ideal de Fermi contiene únicamente la energía cinética de la
partículas y se escribe como:

Ĥ0 =

N/2∑

i=1

(
p̂2
↑i

2m
+

p̂2
↓i

2m

)
, (5.1)

que se puede expresar ya sea en la representación de coordenadas o de momentos. Sin em-
bargo, cuando se analiza un sistema de muchos cuerpos lo más conveniente es representar el
Hamiltoniano en segunda cuantización:

Ĥ0 =
∑

k,σ

n̂k,σεk =
∑

k

(n̂k,↑εk + n̂k,↓εk) , (5.2)

donde: εk = 〈k, σ| p̂2
2m
|k, σ〉 = ~2k2

2m
, son los estados de energía de partícula libre: y n̂k,σ ≡ â†k,σâk,σ

corresponde al operador de número definido a partir de los operadores aniquilación y creación{
âk,σ, â

†
k,σ

}
en el espacio de Fock del estado |k, σ〉; donde k representa el momento de la

partícula y σ su estado de espín (σ = {↑, ↓}). Para fermiones, los operadores de creación y
aniquilición satisfacen las siguientes reglas anticonmutación:

{
âk,σ, â

†
k′,σ′

}
≡ âk,σâ

†
k′,σ′ + â†k′,σ′ âk,σ = δkk′ δσσ′ ,

{
âk,σ, âk′σ′

}
=
{
â†kσ, â

†
k′σ′

}
= 0.

(5.3)

Por conveniencia se escoge la representación del ensamble gran canónico en la cual el gran
potencial queda determinado por la siguiente expresión1:

Ω̂0 = Ĥ0 − µN̂ =
∑

k

(n̂k,↑ + n̂k,↓) (εk − µ) , (5.4)

1En el gran canónico: Ω (T, V, µ) = E (S, V,N)− TS − µN
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donde µ es el potencial químico cuyo valor queda determinado por el número de partículas del
gas N y cuyo operador esta dado por:

N̂ =
∑

k

n̂k,σ =
∑

k

(n̂k,↑ + n̂k,↓) , (5.5)

De acuerdo a la teoría de la física estadística, en general se tiene la siguiente relación:

Ω (T, V, µ) = −kBT ln Ξ, (5.6)

donde:
Ξ = Tr exp

[
−β
(
Ĥ0 − µN̂

)]
(5.7)

es la función de gran partición y β = 1/kBT , siendo kB la constante de Boltzmann.
A continuación se obtiene la expresión del gran potencial Ω0 (T, V, µ) del gas ideal de Fermi,

para ello se denotan los estados de ocupación en el espacio de Fock de la siguiente manera:
|n̄σ〉 = |n1,σn2,σ . . . n∞,σ〉, donde σ = {↑, ↓}, de tal manera que la función de gran partición
queda determinada como:

Ξ =
∑

n̄↑

∑

n̄↓

〈n̄↑| 〈n̄↓| e−β(Ĥ0−µN̂) |n̄↑〉 |n̄↓〉 =
∑

n̄↑

∑

n̄↓

〈n̄↑| 〈n̄↓| e−β
∑

k(nk↑+nk↓)(εk−µ) |n̄↑〉 |n̄↓〉 ,

(5.8)
empleando la propiedad de que los estados de ocupación son productos del tipo: |n1,σn2,σ . . . n∞,σ〉 =
|n1,σ〉 |n2,σ〉 . . . |n∞,σ〉, entonces:

Ξ =

[∑

n1,↑
e−βn1,↑(ε1−µ)

]
. . .

[∑

n∞,↑
e−βn1,↑(ε1−µ)

]
·
[∑

n1,↓
e−βn1,↓(ε1−µ)

]
. . .

[∑

n∞,↓
e−βn1,↓(ε1−µ)

]
, (5.9)

para fermiones nk,σ puede ser únicamente 0 o 1, entonces:
∑

ni,σ
e−βni,σ(εi−µ) = 1 + e−β(εi−µ) y

por lo tanto la función de gran partición queda expresada como:

Ξ =
∞
Π
k=0

[
1 + e−β(εk−µ)

]2
, (5.10)

el exponente al cuadrado en cada uno de los términos del producto se debe a que hay dos
factores iguales debido a los dos posibles estados de espín. Así, finalmente se tiene la expresión
del gran potencial del gas ideal de Fermi:

Ω0 (T, V, µ) = −2kBT
∑

k

ln
[
1 + eβ(µ−εk)

]
. (5.11)

En el límite termodinámico, el gran potencial, se expresa como:
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Ω0 (T, V, µ) = −2kBT

∞̂

0

ρ (ε) ln
{

1 + eβ[µ−εk]
}
dε , (5.12)

donde ρ (ε) corresponde a la densidad de estados de los fermiones. Todas las propiedades ter-
modinámicas del gas ideal de Fermi se pueden obtener del potencial termodinámico Ω (T, V, µ),
en el caso de un gas homogéneo (potencial externo cero) en tres dimensiones la densidad de
estados varía de la siguiente manera: ρ (ε) ∼ ε1/2 y el gran potencial queda expresado como
[Pathria, 1996]:

Ω0 (T, V, µ) = −kBT
V

λ3
T

f5/2 (α) (5.13)

donde: λT = h/
√

2πmkBT es la longitud de onda térmica, f5/2 (α) es la función de Fermi 5/2,
que en general se definen como:

fn (α) =
1

Γ (n)

∞̂

0

xn−1 dx

ex−α − 1
= α− α2

2n
+
α3

3n
− . . . (5.14)

y α = µ/kBT . La presión del gas ideal de Fermi se obtiene de la relación: pV = −Ω, mientras que
la energía interna se puede calcular de la relación: E = −∂ ln Ξ/∂β, obteniendo las siguientes
expresiones:

E =
3

2

kBTV

λ3
T

f5/2 (α) =
3

2
NkBT

f5/2 (α)

f3/2 (α)
, p =

kBT

λ3
T

f5/2 (α) , (5.15)

de estas expresiones se obtiene la siguiente importante relación:

pV =
2

3
E. (5.16)

La distribución o número de ocupación de partículas en cada estado (k, σ) satisfacen la
estadística de Femi-Dirac:

〈n̂k,σ〉 =
1

1 + eβ(µ−εk)
. (5.17)

Es importante recalcar que para el gas ideal de Fermi el Hamiltoniano (5.2) es diagonal en la
representación de los operadores de número nk,σ con una relación de dispersión εk = ~2k2/2m
y por lo tanto es posible de calcular tanto la función de partición, ecuación (5.10), como el gran
potencial, ecuación (5.12), a partir de la cual se obtienen todas las propiedades termodinámicas
del sistema.
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Gas degenerado de Fermi.
En el estado base del gas de Fermi, T = 0, el potencial químico corresponde a la energía de
Fermi: µ0 = εF , donde se define la energía y momento de Fermi como:

εF =
~2k2

F

2m
, kF =

(
3π2ρ

)1/3
. (5.18)

donde ρ = N/V es la densidad de partículas. El numero de ocupación esta dado por:

〈n̂k,σ〉 =

{
1 si εk ≤ εF

0 si εk > εF
. (5.19)

En el límite T → 0, que corresponde a α → ∞, se pueden emplear los límites asintóticos de
las funciones de Fermi y se pueden demostrar las siguientes aproximaciones para la energía y la
presión [Pathria, 1996]:

E ≈ 3

5
εF

[
1 +

5π2

12

(
kBT

εF

)
+ . . .

]

p ≈ 2

5
ρεF

[
1 +

5π2

12

(
kBT

εF

)
+ . . .

] (5.20)

de tal manera que la energía y la presión en el gas degenerado de Fermi están dadas por:

E (T = 0) =
3

5
εF , p (T = 0) =

2

5
ρεF , (5.21)

5.2. Hamiltoniano de un gas de Fermi con interacción.

Consideremos ahora las interacciones entre partículas en un gas de Fermi, como es sabido,
no es posible determinar de manera general una base en la cual el sistema de fermiones con
interacción sea diagonal y existen diferentes teorías y aproximaciones para abordar este proble-
ma. En el presente trabajo se emplea la teoría de transformación de Bogolyubov-Valantin. Esta
teoría consiste en utilizar una transformación de los operadores de Fermi a una base en la cual
el sea posible diagonalizar el Hamiltoniano (esta diagonalización conduce a la ecuación de gap,
conocida de la teoría BCS de supercondictividad). Una de las ventajas de esta teoría consiste en
poder representar al Hamiltoniano en términos del concepto de cuasipartícula con una relación
de dispersión diferente al del gas ideal pero conocida y que permite incluir la temperatura. En
el caso de temperatura cero, la teoría de Bogolyubov-Valantin recupera los resultados conocidos
de la teoría BCS que emplea un método variacional para determinar la función del estado del
gas de Fermi.
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Consideremos entonces un gas de fermiones, dos estados diferentes de espín σ = {↑, ↓} en la
misma proporción, que interactúan a través de un potencial de interacción U (~ri − ~rj) que es
independiente del espín. El Hamiltoniano del gas se escribe como:

Ĥ =

N/2∑

i=1

(
p̂2
↑i

2m
+

p̂2
↓i

2m

)
+

1

2

N∑

i 6=j=1

U (~ri − ~rj) , (5.22)

que en el formalismo de segunda cuantización se expresa como:

Ĥ = Ĥ0 + Ĥint =
∑

k

εk (n̂k↑ + n̂−k↓) + Ĥint, (5.23)

respecto del Hamiltoniano del gas ideal de Fermi, ecuación (5.2), en este caso se añade el término
de interacción entre partículas Ĥint, cuya expresión general esta dada por la siguiente expresión:

Ĥint =
1

2

∑

k1,k2,k3,k4;σ,σ′

Uk1k2k3k4 â
†
k1,σ

â†k2,σ′ âk3,σ′ âk4,σ , (5.24)

donde, Uk1k2k3k4 es la transformada de Fourier del potencial de interacción2:

Uk1k2k3k4 = δk1+k2,k3+k4

1

V

ˆ
ei(k2−k3)·r U (r) d3r. (5.25)

El término de interacción (5.24) se puede entender como la colisión entre dos partículas cuyos
estados iniciales son: |k4, σ〉 y |k3, σ

′〉 y después de la colisión tienen estados: |k2, σ
′〉 y |k1, σ〉.

Figura 5.1: Término de interacción entre dos partículas: colisión entre dos partículas cuyos estados iniciales
son: |k4, σ〉 y |k3, σ

′〉 y después de la colisión tienen estados: |k2, σ
′〉 y |k1, σ〉.

En general, el término de interacción, que consiste en una suma en tres índices, es difícil de
tratar; sin embargo es posible reducir la suma a solo dos índices suponiendo que la colisión ocurre

2La delta de Dirac representa la conservación de momento, además como el potencial de interacción no
depende del espín de las partículas el espín también se conserva.
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solamente entre pares de fermiones en estados opuestos, esta aproximación queda justificada
al considerar que las colisiones entre fermiones en el mismo estado son despreciables ya que
obedecen el principio de Pauli. En adelante se emplea siguiente notación para representar a los:
k ≡ |k, ↑〉, −k ≡ |−k, ↓〉 .

k ≡ |k, ↑〉 ,
−k ≡ |−k, ↓〉 .

Figura 5.2: Interacción entre pares de fermiones en estados opuestos.

Con esta aproximación el término de interacción (5.24) se reduce a la suma de tres de
términos3:

Ĥint = ĤH + ĤF + Ĥp (5.26)

cada uno de ellos expresados de la siguiente manera [Leggett, 2006]:

Término de Hartree: ĤH =
U0

2V

∑

kk′

(nk↑ + nk↓) (nk′↑ + nk′↓)

Término de Fock: ĤF = − 1

2V

∑

k,k′

Ukk′ (nk↑nk′↑ + nk↓nk′↓)

Término de pares: Ĥp =
1

V

∑

kk′

Ukk′ a
†
k′↑a

†
−k′↓a−k↓ak↑

, (5.27)

donde Ukk′ es a la transformada de Fourier del potencial de interacción U (r) representada en
los estados k y k′:

Ukk′ ≡
ˆ
ei(k−k

′)·r U (r) d3r . (5.28)

La transformada de Fourier del potencial evaluada en cero: k − k′ = 0, se denotará de la
siguiente manera: U0 ≡ U (0). Así, el Hamiltoniano del gas de fermiones queda expresado de la
siguiente manera:

Ĥ = Ĥ0 + Ĥint =
∑

k

εk (n̂k↑ + n̂−k↓) + ĤH + ĤF + Ĥp . (5.29)

3Los detalles se pueden ver en el apéndice A.
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en el ensamble gran canónico4:

Ω̂ = Ĥ − µN̂ =
∑

k

(εk − µ) (n̂k↑ + n̂−k↓) + ĤH + ĤF + Ĥp . (5.30)

donde el potencial químico µ, de la misma manera que para el gas de Fermi ideal, queda
determinado por el número de partículas:

N̂ =
∑

k

n̂k,σ. (5.31)

El término de pares Ĥp es característico de un sistema de fermiones con interacción en el
marco de la teoría BCS y da origen a la ecuación del gap [Philip L Taylor, 2002]; se puede
mostrar que este término es negativo y conduce a que el estado más estable del sistema de
fermiones es aquel donde los fermiones forman pares de Cooper, cuyas propiedades se discute
en la sección 7.2. Por otra parte, los términos de Hartree y de Fock : Hh, Hf , son resultado de la
aproximación de campo medio [Nolting and Brewer, 2009, pp201], el signo de ambos términos
depende del signo de U0, aunque ambos tienen signos contrarios (notar el signo menos en el
término de Fock). Para un potencial de interacción atractivo: el término de Hartree es negativo
y el de Fock es positivo. La energía de Hartree-Fock, como se muestra en el el capítulo (6), son
pequeñas en comparación con la energía cinética y de pares.

5.3. Transformación de Bogoliubov-Valatin.
La transformación de Bogoliubov-Valatin ha sido empleada como una extensión de la teoría

BCS para incluir los efectos de temperatura y consiste en un método que permite diagonalizar
el Hamiltoniano con interacción (5.30) y reducirlo a un Hamiltoniano de cuasipartícula libre ,
es decir, el Hamiltoniano resultante contiene únicamente operadores de número en la nueva
representación [Bogolyubov, 1947],[Alexander L. Fetter, 1971] y por lo tanto la distribución de
partículas viene dada por una expresión semejante a la ecuación (5.17), pero con una relación
de dispersión diferente a la de partícula libre que se determina al diagonalizar el Hamiltoniano.

Se define la transformación de Bogoliubov-Valatin mediante los siguientes operadores:

α̂k = ukâk↑ − vkâ†−k↓,
α̂−k = ukâ−k↓ + vkâ

†
k↑;

(5.32)

donde uk, vk son parámetros que se ajustan para diagonalizar el Hamiltoniano (5.30). Estos
operadores (α̂±k, α̂†±k) satisfaces las reglas usuales de anticonmutación de fermiones:

4Es importante notar el Hamiltoniano con interacción Ĥ no corresponde a la energía interna “usual” del gas,
sino a la transformación:

〈
Ĥ
〉

= E − ηC, donde E = E (S, V,N) es la energía interna, η es el inverso de la
longitud de dispersión y C es la variable de contacto, ambas: η y C, son las variables conjugadas asociadas a la
interacción de las partículas en el gas, ver más adelante la sección 6.1.
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{
α̂k, α̂

†
k′

}
= δk,k′ ,

{α̂k, α̂k′} =
{
α̂†k, α̂

†
k′

}
= 0 ;

(5.33)

se definen los operadores de número en la nueve representación como:

m̂k = α̂†kα̂k ,

m̂−k = α̂†−kα̂−k .
(5.34)

para garantizar que la transformación sea unitaria, los parámetros uk, vk deben satisfacer la
siguiente relación:

u2
k + v2

k = 1 . (5.35)

En el apéndice A se hace a detalle el procedimiento de aplicar la transformación de Bogoliubov-
Valatin para cada uno de los términos del Hamiltoniano suponiendo un potencial de interacción
U (r), así como el procedimiento para diagonalizar el Hamiltoniano, aquí se presentan los resul-
tados generales.

Los parámetros uk y vk están determinados por las siguientes expresiones:

u2
k =

1

2
(1 + xk)

v2
k =

1

2
(1− xk)

, donde: xk ≡
Ek
Ek

,
Ek ≡ εk − µ+ εH + εF

Ek ≡
√
E2
k + ∆2

k

(5.36)

se definen: el gap ∆k, la energía de Hartree εH y la energía de Fock εF por medio del siguiente
sistema de ecuaciones implícitas:

εH =
U0

V

∑

k′

[(1− xk) + xk (m̂k + m̂−k)] ,

εF = − 1

2V

∑

k′

Uk′k [(1− xk) + xk (m̂k + m̂−k)] ,

∆k = − 1

V

∑

k′

Uk′k
∆k′

2Ek′
(1− m̂k′ − m̂−k′) ,

(5.37)

Las dos primeras ecuaciones son resultado de considerar los términos de Hartree y de Fock en
el Hamiltoniano y la última es la conocida ecuación del gap resultado de la teoría BCS. Esté
sistema de ecuaciones (integrales), junto con la ecuación del número de partícula:

N̂ =
∑

k

[
1− xk

(
1− m̂k − m̂−k

)]
. (5.38)
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determinan los valores de: εH , εF , ∆k y el potencial químico µ teniendo como parámetro la
transformada de Fourier Uk′k y por lo tanto las propiedades de interacción; en el modelo del
crossover con un potencial de contacto, ver siguiente sección, se considera el límite de bajas
energías y es posible relación la transformada de Fourier con la longitud de dispersión del
problema de dos cuerpos. Las siguientes relaciones son de utilidad:

ukvk =
1

2

√
1− x2

k =
∆k

2Ek

u2
k − v2

k = xk

(5.39)

El gran potencial del gas de Fermi, ecuación (5.30), en la nueva representación se expresa
de la siguiente manera:

Ω̂ = Ĥ0 − µN̂ + ĤH + ĤF + Ĥp, (5.40)

donde:

Ĥ0 − µN̂ =
∑

k

(εk − µ) [(1− xk) + xk (m̂k + m̂−k)] ,

ĤH =
1

2

∑

k

εH [(1− xk) + xk (m̂k + m̂−k)] ,

ĤF =
1

2

∑

k

εF [(1− xk) + xk (m̂k + m̂−k)] ,

Ĥp = −
∑

k

∆2
k

2Ek

(1− m̂k − m̂−k) .

(5.41)

mientras que la ecuación del numero de partículas (5.31) se expresa como:
Sumando todos los términos del gran potencial, es posible expresarlo de la siguiente manera:

Ω̂ = Ĥ − µN̂ =
∑

k

Ek (m̂k + m̂−k) +
∑

k

[
Ek − Ek −

(εH + εF )

2

]
. (5.42)

donde:

Ek = Ek −
∆2

k

2Ek

− (εH + εF ) Ek
2Ek

, (5.43)

es la relación de dispersión de las cuasipartículas. La ventaja de esta expresión es que contiene
únicamente operadores de número, entonces los estados de ocupación en el espacio de Fock de
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cuasipartícula quedan definidos como5: |m̄〉 = |m1m2 . . .m∞〉 = |m1〉 |m2〉 . . . |m∞〉 y por lo
tanto la función de gran partición del gas de fermiones con interacción se expresa como:

Ξ = Tr exp
[
−β
(
Ĥ − µN̂

)]
=
∑

m̄

〈m̄| e−β
(∑

k Ek(m̂k+m̂−k)+
∑

k

[
Ek−Ek− (εH+εF )

2

])
|m̄〉 , (5.44)

Los operadores de númerom±k son diagonales en la base de estados |m̄〉; además, puesto que
los operadores α̂±k satisfacer reglas de anticonmutación, tienen propiedades de fermión y satis-
facen el principio de Pauli entonces

〈
m±k

〉
solo toma los valores 0 y 1. Con estas consideraciones

es posible calcular de forma explicita la función de gran partición:

Ξ =
∞
Π
k=0

[
1 + e−βEk

]2 · e−β
∑

k

(
Ek−Ek− (εH+εF )

2

)
, (5.45)

notar que el término
∑

k

[
Ek − Ek − (εH+εF )

2

]
no contiene operadores de número. Finalmente el

gran potencial queda expresado de la siguiente manera:

Ω (T, V, µ) = −2kBT
∑

k

ln
{

1 + e−βEk
}

+
∑

k

[
Ek − Ek −

(εH + εF )

2

]
, (5.46)

Es importante notar que el potencial químico de las cuasipartículas es cero, el primer término
representa el gran potencial de un gas de cuasipartículas con estados de energía: Ek, el segundo
término, que no depende de la temperatura, corresponde al gran potencial del estado base
(T = 0):

Ω (T = 0, V, µ) =
∑

k

[
Ek − Ek −

(εH + εF )

2

]
, (5.47)

mientras que el sistema de ecuaciones (5.37) en el estado base se reduce a las siguientes expre-
siones:

Ĥ0 − µN̂ =
∑

k

(εk − µ) (1− xk) ,

ĤH =
1

2

∑

k

εH (1− xk) ,

ĤF =
1

2

∑

k

εF (1− xk) ,

Ĥp = −
∑

k

∆2
k

2Ek

.

(5.48)

5En analogía a los estados de ocupación en el espacio de Fock de partícula libre.
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finalmente la ecuación del número de partículas se expresa como:

N̂ =
∑

k

(1− xk) . (5.49)

5.4. Modelo con potencial de contacto.

En un gas a bajas temperaturas es valido considerar el límite de bajas energías (k → 0)
donde la transformada de Fourier del potencial es constante: Ukk′ ≈ U0, en este caso es posible
considerar las interacciones entre partículas en la aproximación de potencial de contacto: U0 =
4π~2a/m, donde a es la longitud de dispersión, aunque en esta aproximación, como se muestra
en breve, la ecuación del gap diverge y es necesario tomar el cuenta una aproximación más
adecuada del problema de dos cuerpos, en la sección (4.5) se discute este problema, con lo cual
se obtiene la siguiente relación:

1

U0

=
m

4π~2a
−
∑

~k

1

2ε~k
, (5.50)

donde el factor 2 en los estados de energía εk se debe a que en el problema de dos cuerpos se
emplea la masa reducida: mr = m/2, ver ecuación (4.47).

En la aproximación de potencial de contacto los términos de Hartree y de Fock conducen
a divergencias y por lo tanto, en esta aproximación, ambos términos se omiten. Para ver esto
hay que sustituir la aproximación de bajas energías: Ukk′ ≈ U0 en las expresiones de la ecuación
(5.37); en este caso se puede notar que la energía de Hartree y de Fock son similares (difieren
únicamente por el signo y un factor 1/2) por lo tanto se pueden sumar, el factor U0 sale de la
suma y se obtienen las siguientes expresiones:

εH + εF = εHF =
U0

2V

∑

k′

[
(1− xk) + xk

(〈
m̂k

〉
+
〈
m̂−k

〉)]
=
U0

2V
N,

∆k = −U0

V

∑

k′

∆k′

2Ek′

(
1−

〈
m̂k′
〉
−
〈
m̂−k′

〉)
.

(5.51)

En la ecuación del gap hay dos puntos a resaltar y que son consecuencia de la aproximación
Ukk′ ≈ U0:

1. El gap es independiente de k, es decir constante: ∆k = ∆; esto se debe a que si U0 es
constante entonces el lado derecho de la ecuación del gap es una suma sobre todos los
valores posibles de k′, en el límite termodinámico una integral sobre todos los valores de
k′ y por lo tanto independiente de k′. En este caso, la ecuación del gap queda expresada
como:
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1 = −U0

V

∑

k′

1

2Ek′

(
1−

〈
m̂k′
〉
−
〈
m̂−k′

〉)
, (5.52)

2. La ecuación del gap diverge, esto se puede ver del primer factor de la ecuación anterior, que
en el límite termodinámico, el lado derecho corresponde a una integral que no converge:

∑

k

1

Ek

−→
límite termodinámico

1

(2π)2

∞̂

0

k2 dk dΩk

2
√

(k2 − µ)2 + ∆2

−→
k→∞

∞̂

k0

k dk, (5.53)

es por ello que al emplear la aproximación de Born del potencial de contacto: U0 =
4π~2a/m.

En la aproximación de Born del potencial de contacto: U0 = 4π~2a/m, se puede corroborar que
el término de la energía de pares Ĥp, ecuación (5.41), también diverge. Sin embargo, resulta
interesante notar que la energía de Hartree-Fock no diverge: εHF = U0N/2V = 4π~2aN/mV .

Para anular la divergencia en la ecuación del gap es necesario aproximar a segundo orden la
amplitud de dispersión en el problema de dos cuerpo, cuyo resultado da la ecuación (5.50) que
también diverge pero justo anula la divergencia de la ecuación del gap. Con este procedimiento
de renormalización, la ecuación del gap se expresa como:

m

4π~2a
−
∑

~k

1

2ε~k
= − 1

V

∑

k′

1

2Ek′
(1− m̂k′ − m̂−k′) , (5.54)

se puede verificar que esta ecuación no diverge. Ahora bien, para ser consistente es necesario
sustituir la ecuación de renormalización (5.50) en la energía de Hartree-Fock, ecuación (5.51):

εHF


 m

4π~2a
−
∑

~k

1

2ε~k


 =

N

2V
, (5.55)

en este caso la energía de Hartree-Fock se anula debido al término divergente:
∑

k 1/2εk. Por lo
tanto en la aproximación de contacto la energía de Hartree-Fock es cero y entonces la expresión
(5.43) toma la forma: Ek = Ek −∆2/2Ek, donde:

Ek =

√
(εk − µ)2 + ∆2. (5.56)

Para recuperar el gran potencial en la aproximación de potencial de contacto es necesario re-
gresar a la expresión (5.42) que en este caso se escribe como:

Ω̂ =
∑

k

(
Ek −

∆2

2Ek

)
(m̂k + m̂−k) +

∑

k

[
(εk − µ)−

(
Ek −

∆2

2Ek

)]
. (5.57)
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reordenando convenientemente los términos, se puede expresar de la siguiente manera:

Ω̂ =
∑

k

Ek (m̂k + m̂−k) +
∑

k

(εk − µ)−∆2
∑

k

1

2Ek

(m̂k + m̂−k − 1) , (5.58)

donde en el último término se emplear la ecuación del gap (5.54), por lo tanto:

Ω̂ =
∑

k

Ek (m̂k + m̂−k) +
∑

k

(εk − µ− Ek) + ∆2


 m

4π~2a
−
∑

~k

1

2ε~k


 . (5.59)

Esta es la expresión del gran potencial para el gas de Fermi con interacción en la aproximación
de potencial de contacto y que coincide con la reportada en diferentes trabajos [Parish, 2015],
[Hu et al., 2007]. Se puede comprobar que la función de gran partición en este caso es:

Ξ =
∞
Π
k=0

[
1 + e−βEk

]2 · e−β
{∑

k(εk−µ−Ek)+∆2

(
m

4π~2a−
∑
~k

1
2ε~k

)}
, (5.60)

y por lo tanto el gran potencial esta dado por:

Ω (T, V, µ) = −2kBT
∑

k

ln
{

1 + e−βEk
}

+
∑

k

(εk − µ− Ek)+∆2


 m

4π~2a
−
∑

~k

1

2ε~k


 . (5.61)

Es interesante notar que en este caso la ecuación del gap (5.54) se puede obtener del gran
potencial de la siguiente manera:

(
∂Ω̂

∂∆

)

T,V,µ

= 0 ecuación del gap. (5.62)

El estado base (T = 0) la ecuación del gap y el gran potencial se reducen a la siguientes
expresiones:

m

4π~2a
= − 1

V

∑

k′

1

2Ek′
+
∑

~k

1

2ε~k
, (5.63)

Ω̂ =
∑

k

(εk − µ− Ek) + V
∑

~k

1

2ε~k
− mV

4π~2a
∆2, (5.64)

la ecuación del número de partículas es la misma que (5.49).
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5.5. Expresiones en el límite termodinámico.

A continuación se escriben las expresiones obtenidas en esté capítulo en el límite termo-
dinámico. Las diferentes variables se expresan en unidades de Fermi y se denotadas con una
tilde sobre cada variable. Las unidades de Fermi se basan en la energía de Fermi del gas:
εF = ~2k2

F/2m, donde kF = (3π2ρ)
1/3 y en el apéndice (B) se muestra a detalle como se imple-

menta el límite termodinámico así como las unidades de Fermi. Estas expresiones son las que
se implementan numéricamente y en el siguiente capítulo se presentan los resultados.

Ecuación de número de partículas:

N =
3

4

∞̂

0

[
1− Ẽk

Ẽk

tanh

(
β̃Ẽk

2

)]
√
x′ dx′ . (5.65)

donde x es la variable adimensional: x = k2/k2
F .

Sistema de ecuaciones integrales:

ε̃H =
Ũ0

3π2

ε̃F = − 1

4π2

1

4π

∞̂

0

1

2
F̃
(
x, x′, Ṽ0, R̃

)[
1− Ẽk

Ẽk

tanh

(
β̃Ẽk

2

)]
√
x′dx′

∆̃x = − 1

4π2

1

4π

∞̂

0

F̃
(
x, x′, Ṽ0, R̃

) ∆̃x′

2Ẽx′
tanh

(
β̃Ẽk

2

)
√
x′ dx′ ,

(5.66)

donde Ũ0 = U0k
3
F/εF y la función F̃

(
x, x′, Ṽ0, R̃

)
corresponde a la integral de la transformada

de Fourier del potencial, Ukk′ en el ángulo sólido:

F (k, k′, V0, R) =

2πˆ

0

πˆ

0

Ukk′ dΩk. (5.67)

Términos de la energía:
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H̃K =
3

4
N

∞̂

0

(x̃− µ̃)

[
1− Ẽx

Ẽx
tanh

(
βEx

2

)] √
x dx,

H̃H =
ε̃H
2
N,

H̃F =
3

8
N

∞̂

0

ε̃F (x)

[
1− Ẽx

Ẽx
tanh

(
βEx

2

)] √
x dx,

H̃p = −3

4
N

∞̂

0

∆̃2
x

2Ẽx
tanh

(
βEx

2

) √
x dx.

(5.68)

Gran potencial:

Ω̃ (T, V, µ) = −3

2
NT̃

∞̂

0

ln
{

1 + e−βEk
} √

x dx+
3

4
N

∞̂

0

[
Ek − Ek −

(εH + εF )

2

] √
x dx. (5.69)

Aproximación de potencial de contacto.

Ecuación del gap:

1

ã
=

1

π

∞̂

0

(
1

x
− x− µ̃

Ẽx
tanh

(
βẼx

2

))
√
x dx . (5.70)

Términos de la energía:

H̃K =
3

4
N

∞̂

0

(x̃− µ̃)

[
1− x− µ̃

Ẽx
tanh

(
βẼx

2

)]
√
x dx,

H̃p = −3

4
N∆̃

∞̂

0

tanh (βEx/2)

2Ẽx

√
x dx.

(5.71)

Gran potencial:

Ω̃ (T, V, µ) = −2T̃
∑

k

ln
{

1 + e−βEk
}

+
3

4
N

∞̂

0

[(
x− µ̃− Ẽ +

∆̃2

2x

)]
√
x dx− 3πN

8

∆̃2

ã
, (5.72)

es importante decir que el término de pares H̃p diverge pero el gran potencial Ω no lo hace
debido a que ya tiene incluido el término de renormalización.

El estado base, a temperatura cero:tanh (βEx/2) = 1).
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CAPÍTULO 6
Crossover potencial finito, termodinámica.

En el modelo de Leggett del crossover [Leggett, 1980] así como en trabajos posteriores con-
sideran la interacción entre partículas a través de un potencial de contacto para modelar las
interacciones entre fermiones. Como se ha discutido en los capítulos anteriores la justificación es
válida suponiendo que el gas se encuentra en un régimen de bajas temperaturas y por lo tanto la
interacción entre partículas está descrita en la aproximación de onda s usando un único paráme-
tro que es la longitud de dispersión a. Las dificultades que surgen con este tipo de potencial son
divergencias en la ecuación del gap y algunos términos de la energía, sin embargo estas diver-
gencias se pueden eliminar al renormalizar la interacción [Huang and Yang, 1957][Parish, 2014].
Por otra parte, en experimentos recientes con gases de Fermi muestran que las interacciones en
un gas de Fermi cerca de las resonancias de Feshbach no pueden ser caracterizadas por un solo
parámetro [Hazlett et al., 2012] y surge la necesidad de investigar más a detalle los posibles
efectos al emplear un modelo de potencial más adecuado a las interacciones entre átomos. La
inclusión de un potencial finito (no contacto) en el modelo del crossover ha sido discutido en
diferentes trabajos previos, por ejemplo: [Caballero-Benítez et al., 2013], [Parish et al., 2005],
[Jensen et al., 2006]; en este trabajo se hace un estudio del crossover empleando diferentes po-
tenciales de interacción que ya han sido descritos en el capítulo 4. En este capítulo se reportan los
resultados obtenidos de la propiedades termodinámicas al introducir los potenciales potenciales
de interacción analizados y se comparan con los resultados conocidos del modelo de potencial
de contacto. Se pone especial énfasis en el potencial químico, el gap y la presión del gas al variar
el inverso de la longitud de dispersión.

6.1. Relaciones termodinámicas.

De acuerdo al modelo del crossover, en un gas de fermiones interactuantes, la transición de
un régimen BCS a un régimen BEC (condensado de Bose-Eintein) se se produce al modificar la
longitud de dispersión o de manera más precisa el inverso de la longitud de dispersión: η ≡ 1/a.
Así, desde el punto de vista de la termodinámica η representa una variable de estado “adicional”

75
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al gas de Fermi capaz de modificarse externamente y que esta relacionada con la interacción
entre las partículas del gas. Esta variable debe ser intensiva, ya que si se divide al sistema entero
en pequeños subsistemas las propiedades de interacción entre las partículas en cada uno de estos
subsistemas no tienen por que cambiar, es una propiedad de interacción entre las partículas y
no del tamaño del sistema. De esta manera, de acuerdo al formalismo de la termodinámica, se
deduce la existencia de la variable conjugada de η y que se denomina el contacto C, esta variable
es a su vez extensiva (η es intensiva); se puede verificar que las dimensiones del contacto son de
energía multiplicada por longitud.

Tomando en cuenta el par de variables termodinámicas, η, C, por efecto de la interacción
entre las partículas y la posibilidad de variar una de ellas externamente, la ecuación de Euler y
de Gibbs se expresan como:

E = TS − pV + µN + ηC,
dE = TdS − pdV + µdN + ηdC. (6.1)

Ambas ecuaciones establecen que la energía interna del gas en su representación fundamental
es función de las variables extensivas: S, V,N, C; es decir: E = E (S, V,N, C). De esta manera,
el gran potencial Ω (T, V, µ, η) quedara definido por la siguiente transformación de Legendre:

Ω (T, V, µ, η) = E − TS − µN − ηC, (6.2)

es importante notar la transformación adicional, −ηC, para que el gran potencial sea función de
η y no del contacto C. Sustituyendo esta definición del gran potencial en la ecuación de Euler
se obtiene la siguiente relación:

Ω = −pV. (6.3)

Por otra parte, diferenciando la definición del gran potencial (6.2) y utilizando la ecuación
de Gibbs se obtiene la diferencial del gran potencial:

dΩ = −SdT −Ndµ− pdV − Cdη, (6.4)

a partir de la cual se obtiene el conjunto de ecuaciones que relacionan todas las variables del
sistema:

−N (T, µ, η) =

(
∂Ω

∂µ

)

T,V,η

,

−p (T, µ, η) =

(
∂Ω

∂V

)

T,µ,η

,

−S (T, µ, η) =

(
∂Ω

∂T

)

V,µ,η

,

−C (T, µ, η) =

(
∂Ω

∂η

)

T,V,µ

,

(6.5)

Este conjunto de ecuaciones determina completamente el estado termodinámico del gas.
Desde un punto de visto de la termodinámica del gas, la propiedad de interacción entre las
partículas del gas esta contenida en las variables conjugadas: η, C, mismas que en un gas ideal
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no aparecen. Una vez dicho esto es pertinente aclarar que la expresión del hamiltoniano del gas
de fermiones con interacción1: Ĥ = Ĥ0 +Ĥint, ver ecuación (5.29), no corresponde estrictamente
a la relación fundamental de la energía interna del gas, es decir:

〈
Ĥ
〉
6= E (S, V,N, C), ya que el

termino de interacción, Ĥint, depende implícitamente de la longitud de dispersión (o su inverso)
y por lo tanto

〈
Ĥ
〉
representa el potencial termodinámico obtenido por el cambio de variable

C → η, es decir:
〈
Ĥ
〉

= E − ηC, por lo tanto:
〈
Ĥ
〉

= Ĥ (S, V,N, η). Con esta identificación, el
gran potencial corresponde a la siguiente expresión:

〈
Ω̂
〉

=
〈
Ĥ
〉
− T

〈
Ŝ
〉
− µ

〈
N̂
〉

= E − ηC − µN − TS (6.6)

que concuerda con la definición que se dio en la ecuación (6.2) y por lo tanto no se ven afectadas la
relaciones descritas anteriormente; por ejemplo, la presión se puede obtener como: p = −

〈
Ω̂
〉
/V .

Es posible seguir considerando la energía interna del gas como el valor medio del hamiltoniano2〈
Ĥ
〉
, mismo que se puede calcular de la siguiente relación:

〈
Ĥ
〉

=
〈
Ω̂
〉

+ µ
〈
N̂
〉

+ T
〈
Ŝ
〉
. En

el capítulo 2 se muestran las gráficas de las diferentes energías en función de η̃ = 1/akF , ver
figura 2.2. En la sección 6.6 se analiza la variable de contacto C con el uso de un potencial de
interacción finito y se muestran los resultados para el pozo de potencial y potencial exponencial,
ver figura 2.3.

6.2. Sistema de ecuaciones integrales, energías.

Como ya se ha descrito en el capítulo 5 para analizar la descripción de las propiedades
termodinámica del gas de Fermi en el crossover BCS-BEC se debe resolver el siguiente sistema
de ecuaciones integrales (5.66):

ε̃H =
Ũ0

3π2

ε̃F = − 1

4π2

1

4π

∞̂

0

1

2
F̃
(
x, x′, Ṽ0, R̃

)[
1− Ẽk

Ẽk

tanh

(
βEk

2

)] √
x′dx′

∆̃x = − 1

4π2

1

4π

∞̂

0

F̃
(
x, x′, Ṽ0, R̃

) ∆̃x′

2Ẽx′
tanh

(
βEk

2

) √
x′ dx′ ,

1 =
3

4

∞̂

0

[
1− Ẽk

Ẽk

tanh

(
βEk

2

)] √
x′ dx′ .

(6.7)

1Ĥ = Ĥ0 + Ĥint = Ĥ0 + ĤH + ĤF + Ĥp
2Que contiene las propiedades de interacción entre partículas.
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donde Ũ0 = U0k
3
F/εF es la transformada de Fourier evaluada en cero y en unidades de Fermi y

además:

Ẽk =

√
(ε̃k − µ̃+ ε̃H + ε̃F )2 + ∆2

k,

Ẽk = Ẽk −
∆̃2

k

2Ẽk

− (ε̃H + ε̃F ) Ẽk
2Ẽk

,
(6.8)

Para los potenciales, pozo de potencial, potencial exponencial y de Yukawa la transformada de
Fourier se puede calcular obteniendo las siguientes expresiones:

Ukk′ =





4πV0

q3
[Rq cos (qR)− sen (qR)], pozo de potencial,

− 8πV0R
3

(1 + q2R2)2 , potencial de Rarita,

−4Ṽ0R̃
3

3π
potencial de Yukawa,

(6.9)

evaluando en cero, se obtienen las siguientes expresiones para la energía de Hartree:

ε̃H =





−4Ṽ0R̃
3

9π
pozo de potencial,

−8Ṽ0R̃
3

3π
potencial de Rarita,

−4Ṽ0R̃
3

3π
potencial de Yukawa,

(6.10)

se puede notar que la energía de Hartree es negativa, como era de esperar para un potencial de
interacción atractivo.

Kernel de las integrales, funciones F̃
(
x, x′, Ṽ0, R̃

)
.

La función F̃
(
x, x′, Ṽ0, R̃

)
en las ecuaciones (6.7) corresponde a la integral en todo el ángulo

sólido de la transformada de Fourier:

F (k, k′, V0, R) =

2πˆ

0

πˆ

0

Ukk′ dΩk = 2π

πˆ

0

Ukk′ sen θkdθk , (6.11)

y Ukk′ es la transformada de Fourier, que para un potencial de interacción central U (r), está
dada por:
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Ukk′ =

ˆ
ei(k−k

′)·r U (r) d3r . (6.12)

(U0 corresponde al caso k = k′ = 0). Si definimos el vector: q ≡ k − k′ como la diferencia
del vector de onda dispersada (partícula dispersada) k′ y el vector de onda incidente (partícula
incidente) k, y θr es el ángulo entre el vector radial ~r y q (ver figura 6.1).

Figura 6.1: Descripción de los vectores: k, k′, q y de los ángulos θr, θk

La transformada de Fourier se escribe como:

Ukk′ =

ˆ
eiq·~r U (r) d3r =

2πˆ

0

πˆ

0

∞̂

0

eiq·~r U (r) r2 sen θr drdθrdϕr , (6.13)

y para un potencial esférico se llega al siguiente resultado:

Ukk′ =
4π

q

∞̂

0

rU (r) sen (qr) dr, (6.14)

donde la dependencia con los vectores: k, k′ y del ángulo entre ellos θk, esta dada a través de
la siguiente expresión:

q =
√
k2 + k′2 − 2kk′ cos θk , (6.15)

en el caso: k = k′, se reduce a: q = 2k sen (θk/2).
Para un potencial esférico que se pueda expresar de la forma: U (r) = V0 f (r/R) sustituyendo

la expresión (6.14) en la ecuación (6.11) y realizando un cambio de variable en el ángulo θk se
puede escribir el siguiente resultado:
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F (k, k′, V0, R) = −8π2V0

kk′

∞̂

0

f (r/R) [cos (y2)− cos (y1)] dr,
y1 ≡ r |k − k′|
y2 ≡ r |k + k′| . (6.16)

Se puede observar que la función F es proporcional a la profundidad (o intensidad) del potencial
de interacción V0 y a una función que depende del alcance R y k, k′. Se puede notar que las
dimensiones de la función F son: energia · volumen, mismas dimensiones que la transformada
de Fourier del potencial de interacción, ya que el integrando es adimensional y por lo tanto en
unidades de Fermi se expresa como:

F̃
(
x, x′, Ṽ0, R

)
= −8π2Ṽ0

x x′

∞̂

0

f
(
r̃/R̃

)
[cos (y2)− cos (y1)] dr,

y1 ≡ r̃ |x− x′|
y2 ≡ r̃ |x+ x′| . (6.17)

donde x = k/kF y las variables con tilde, como siempre están en unidades de Fermi.

Para los potenciales de interacción atractivos considerados en este trabajo: pozo de potencial
(sw), exponencial o Rarita (exp) y Yukawa (Yuk), se obtienen las siguientes expresiones para la
función F̃ :

F̃sw

(
x, x′, Ṽ0, R̃

)
=

8πṼ0R̃√
xx′

(
senY2

Y 2
2

− senY1

Y 2
1

)
,

F̃exp

(
x, x′, Ṽ0, R̃

)
=

8πṼ0R̃√
xx′

(
1

1 + Y 2
2

− 1

1 + Y 2
1

)
,

F̃Yuk

(
x, x′, Ṽ0, R̃

)
=

8πṼ0R̃√
xx′

1

2
ln

(
1 + Y 2

1

1 + Y 2
2

)
,

(6.18)

mientras que para los potenciales del tipo atractivo más una barrera Vb: dipolar (dip) y van der
Waals (vdW), las expresiones son las siguientes:
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F̃dip

(
x, x′, Ṽ0, R̃

)
= −F̃sw

(
x, x′, Ṽb, R̃

)
+

8π2V0R

kk′
1

2

{
cosY2 − Y2 senY2 + Y 2

2 Ci (Y2) +

− cosY1 + Y1 senY1 − Y 2
1 Ci (Y1)

}

F̃vdW

(
x, x′, Ṽ0, R̃

)
= −F̃sw

(
x, x′, Ṽb, R̃

)
+

8π2V0R

kk′

{[(
1

5
− Y 2
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)
cos (Y2) +

+

(
−Y2
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2

120

)
senY2 −

Y 5
2

120

[π
2
− Si (Y2)

]]
+

−
[(

1

5
− Y 2

1

60
+
Y 4

1

120

)
cos (Y1) +

(
−Y1

20
+
Y 3

1

120

)
senY1+

− Y 5
1

120

[π
2
− Si (Y1)

]]}
.

(6.19)

Donde: Y1 = R̃
∣∣√x −

√
x′
∣∣ y Y2 = R̃

∣∣√x +
√
x′
∣∣ en ambos casos. La función F̃sw es la misma

que del pozo de potencial con signo negativo y se debe a la barrera de potencial Ṽb. En el caso
del potencial dipolar y van der Waals (más barrera) las funciones seno y coseno integral esta
definidas por la siguientes expresiones3:

Si (z) ≡
zˆ

0

sen t

t
dt, Ci (z) ≡ −

∞̂

z

cos z

z
dz; (6.21)

se puede verificar que se satisface la siguiente propiedad:
´∞
x

sen t
t
dt = π

2
− Si (x), misma que se

emplea para llegar al resultado de la función F̃vdW.

6.3. Crossover, potencial de interacción finito.

El sistema de ecuaciones (6.7) resuelve los valores del gap, la energía de Hartree-Fock y el
potencial químico: ∆̃, ε̃H , ε̃F , µ̃, en función de los parámetros del potencial de interacción (Ṽ0,

3En principio, para cualquier potencial de la forma V0/r
n, con n > 2 se puede calcular la función

F̃
(
x, x′, Ṽ0, R̃

)
empleando la siguiente relación:

∞̂

a

cos z

zn
dz = − cos a

(1− n) an−1
− sen a

(1− n) (2− n) an−2
− 1

(1− n) (2− n)

∞̂

a

cos z

zn−2
dz (6.20)
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R̃), a partir de estos valores se calculan los términos de la energía:

H̃K =
3

4
N

∞̂

0

(x̃− µ̃)

[
1− Ẽx

Ẽx
tanh

(
βEx

2

)] √
x dx,

H̃H =
ε̃H
2
N,

H̃F =
3

8
N

∞̂

0

ε̃F (x)

[
1− Ẽx

Ẽx
tanh

(
βEx

2

)] √
x dx,

H̃p = −3

4
N

∞̂

0

∆̃2
x

2Ẽx
tanh

(
βEx

2

) √
x dx.

(6.22)

y el gran potencial:

Ω (T, V, µ) = −3

2
NT̃

∞̂

0

ln
{

1 + e−βEk
} √

x dx+
3

4
N

∞̂

0

[
Ek − Ek −

(εH + εF )

2

] √
x dx. (6.23)

De acuerdo al modelo del crossover BCS-BEC la variación del inverso de la longitud de
dispersión η̃ = 1/ã conduce al gas de un estado BCS a un gas BEC. En el modelo propuesto en
este trabajo los parámetros de caracterizan la interacción son los dos parámetros del potencial
de interacción (R̃ Ṽ0) y de igual manera determinan las propiedades termodinámicas del gas.
Sin embargo hay una dependencia de la longitud de dispersión con los parámetros del potencial:
ã
(
R̃, Ṽ0

)
, para el pozo de potencial y exponencial se cuenta con las expresiones 4.74 y 4.83,

respectivamente, para los demás potenciales se calcula numéricamente la longitud de dispersión
en función de los parámetros del potencial.

Las expresiones 4.74 y 4.83 en unidades de Fermi se expresan de la siguiente manera4:

pozo de potencial: ãsw (χ̃) = R̃

[
1− tan

(
χ̃/
√

2
)

χ̃/
√

2

]

potencial exponencial: ãexp (χ̃) = −2R̃

[
π

2

N0

(√
2χ̃
)

J0

(√
2χ̃
) − ln

(
χ̃√
2

)
− γ
]
,

(6.24)

donde: χ̃ = R̃

√
Ṽ0 . En la figura 6.2 se muestran las gráficas del inverso de la longitud de

dispersión η̃ = 1/η̃ para los potenciales atractivos: pozo de potencial (Usw), potencial exponencial
(Uexp) y potencial de Yukawa (UYuk); por otra parte, en la figura 6.3 se muestran las gráficas

4Es importante notar que las unidades de Fermi tienen como parámetro la masa m de las partículas indivi-
duales, es decir: εF = ~2k2F /2m; sin embargo en el análisis de la dispersión de dos cuerpos se emplea la masa
reducida, suponiendo que las partículas tienen igual masa: mr = m/2.
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para los potenciales dipolar-barrera y van der Waals-barrera considerando dos casos: Ṽb = 0, Ṽ0.
En todos los casos se consideran los valores del alcance: R̃ = 0.01, 0.05, 0.1, 0.5.

De las gráficas η̃ vs χ̃ se pueden observar que hay un intervalo acotado en la variable χ̃,
diferente para cada potencial, en el cual la variable η̃ pasa por todos sus valores posibles:
[−∞,+∞]; por otra parte, el cambio de signo en η̃, es decir η̃ = 0, y que corresponde a la
divergencia de la longitud de dispersión, se presenta en un valor fijo χ̃ aunque diferente para
cada potencial. En la tabla 6.1 se presentan los valores de χ̃ para η̃ → ±∞ y η̃ = 0 de cada
potencial de interacción; estos valores se calculan numéricamente a partir de las ecuaciones
(6.24) para el pozo de potencial y potencial exponencial, en los demás casos se determinan
acotándolos numéricamente.

potencial de interacción χ̃ (η̃ → −∞) χ̃ (η̃ = 0) χ̃ (η̃ → +∞)

pozo de potencial (sw) 0 π/
√

2 6.35
potencial exponencial (exp) 0 1.7 3.31
potencial de Yukawa (Yuk) 0 1.83 3.0

potencial dipolar - barrera, Ṽb = 0 (dip) 0 1.7 depende de R̃
potencial dipolar - barrera, Ṽb = Ṽ0, (dip) 0 1.9 depende de R̃
van der Waals - barrera, Vb = 0, (vdW) 0 3.0 ——
van der Waals - barrera, Ṽb = Ṽ0, (vdW) 0 4.9 12

Cuadro 6.1: Valores de χ̃, para cada potencial de interacción,
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Figura 6.2: Curvas del inverso de la longitud de dispersión, η̃ = 1/ã, como función de la variable χ̃ para los
potenciales de interacción dipolar-barrera y van der Waals-barrera, calculada numéricamente.
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Figura 6.3: Curvas de η̃ (1/akF ) como función de la variable χ̃ para los potenciales de interacción dipolar-
barrera y van der Waals-barrera, calculada numéricamente.

La definición de la variable: χ̃ = R̃

√
Ṽ0 y el intervalo de valores presentados en la tabla (6.1)

permiten plantear el modelo de crossover, para un potencial finito, de la siguiente manera: para
variar de manera continua el inverso de la longitud de dispersión η̃ en el intervalo [−∞,∞] se
considera un alcance R̃ constante y se varía la intensidad del potencial Ṽ0, en principio desde
cero, hasta un valor máximo determinado por el valor χ̃ para el cual η̃ → ∞, de acuerdo a la
tabla (6.1). Por ejemplo, para el pozo de potencial y un alcance R̃ = 0.1 el valor máximo de Ṽ0

está dado por: Ṽ0 = (6.35/0.1)2 = 4032.25. A continuación se presentan los resultado obtenidos.

6.4. Termodinámica con potencial finito.

Los resultados numéricos al resolver el sistema de ecuaciones se muestran en las siguientes
gráficas. Primero se presentan los resultados considerando la energía de Hartree-Fock cero (εH =
εF = 0 y por lo tanto: ĤH = ĤF = 0) y después se hace una discusión considerando el caso
general. Los resultados que se presentan a continuación son del gap máximo5 (∆̃max), potencial
químico (µ̃) y la presión (p̃/3π); estos resultados se presentan en función del inverso de la

5En esté modelo el gap es función de k: ∆̃ = ∆̃ (k)
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longitud de dispersión η̃ y en función de la variable χ̃. Las gráficas en la variable η̃ incluyen
los resultados del modelo del crossover empleando un potencial de contacto6 (Ucontanct) para su
comparación. Respecto de las gráficas en la variable χ̃ el intervalo en esta variable, como se ha
mencionado antes, es diferente para cada potencial y los valores corresponde a los dados en la
tabla 6.1, además se indica en lineas punteadas el valor de χ̃ para el cual η̃ cambia de signo
(η̃ = 0) y en un recuadro se muestra con mayor detalle las curvas alrededor de este valor.

Discusión.

De las gráficas presentadas en la variable η (columna izquierda) queda claro que se recuperan
los resultado del modelo del crossover con el potencial de contacto y se logra de mejor manera
conforme el alcance R̃ disminuye, en este caso el valor mínimo R̃ = 0.01. Estos resultados del
crossover ya han sido discutidos en el capítulo 2 pero en resumen son los siguientes:

Régimen BCS (gas fermionico, límite: η̃ → −∞). El potencial químico tiene de la energía
de Fermi: µ̃ = 1, el gap decae exponencialmente: 4̃ ∼ e−η̃ y la presión tiende al valor de
un gas de Fermi ideal: p̃/3π2 = 0.4

Régimen BEC (gas de bosones moleculares, η̃ → +1): El potencial químico tiende
al valor de la energía del estado ligado: µ̃ ∼ Ẽb = ~2η̃/2m, el gap toma la expresión:
4̃ ≈ η̃1/2, la presión tiende a cero.

Es de resaltar que los resultados para el valor: R̃ = 0.5 son lo que más discrepan del modelo de
potencial de contacto, por ejemplo la presión se observa que en el lado BEC (η̃ > 0) no tiende
a cero como es de esperar. Esta “discrepancia” es posible que se deba a una sobreestimación
del modelo ya que el valor: R̃ = 0.5, en unidades de Fermi corresponde a la mitad del valor
medio de separación entre partículas, es decir que el alcance del potencial es comparable con la
distancia entre partículas y esto corresponde a un gas de Fermi altamente interactuante para el
cual el modelo considerado en este trabajo no asegura sea válido.

Es importante notar que el intervalo de η̃: [−3 : 3] presentado en las gráficas corresponde a
un intervalo más reducido en la variable χ̃ y que además depende del potencial de interacción y
del alcance. Por ejemplo, para el pozo de potencial con alcance: R̃ = 0.1 el intervalo η̃: [−3 : 3]
corresponde al intervalo en χ̃: [1.9:2.5] y para el alcance R̃ = 0.01, el mismo intervalo de η̃
corresponde a un intervalo aún menor en χ̃: [2.19:2.24]. En las gráfica de la variable χ̃ (columna
derecha) se presenta un recuadro con un intervalo menor de χ̃ alrededor del valor donde η̃ = 0 y
que de manera aproximada corresponde al intervalo de η̃: [−3 : 3] (en la variable χ̃ no es posible
comparar los resultados con el modelo del potencial de contacto).

Independientemente del modelo del crossover con un potencial finito el análisis que se presen-
ta aquí se puede ver con mayor generalidad como el de un gas de Fermi con interacción a través

de diferentes potenciales de interacción donde la variable χ̃ = R̃

√
Ṽ0 representa el parámetro

de la interacción, entonces se recupera el modelo del crossover al transformar los parámetros al
inverso de la longitud de dispersión. Cabe mencionar que la variable χ̃ puede variar sin límite
alguno y aquí solo se presentan los resultados en los intervalos de χ̃ definidos en la tabla (6.1).

6En el caso del potencial de interacción de contacto no tiene sentido la variable χ̃.
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Figura 6.4: Gráfica del gap máximo, ∆̃max, para los tres potenciales atractivos: pozo de potencial, potencial
exponencial y de Yukawa. En la columna de la izquierda se presenta el gap como función de η̃ y en
la columna de la derecha como función de χ̃, la linea vertical punteada corresponde al valor de χ̃
para el cual η̃ = 0, ver tabla 6.1.
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Figura 6.8: Gráfica de la presión, p (), para potenciales atractivos (pozo de potencial, potencial exponencial y
de Yukawa). En la columna de la izquierda se presenta el potencial químico como función de η̃ y
en la columna de la derecha como función de χ̃.



92 Crossover potencial finito, termodinámica.

0

0.2

0.4

−3 −2 −1 0 1 2 3

Udip
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Resultados con energía de Hartree-Fock.

A continuación se presentan los resultados obtenidos al incluir la energía de Hartree-Fock:
ε̃H , ε̃F en el sistema de ecuaciones (6.7) así como los términos de Hartree-Fock: H̃H y H̃F de la
ecuación (6.22). En este caso solo se presentan los resultados para los tres potenciales atractivos
(pozo de potencial, exponencial y de Yukawa), sin embargo se pudo comprobar que se obtienen
resultados similares para los potenciales atractivos con barrera. El principal resultado que se
obtuvo al considerar la energía de Hartree-Fock ha sido que la presión toma valores negativos,
lo cual es un resultado adverso ya que la presión debe ser positiva, a partir de ciertos valores de
la variable χ̃, ver figura (6.10), pero donde el inverso de la longitud de dispersión es negativa
η̃ < 0 (la linea vertical punteada en las figuras corresponde al valor: η̃ = 0) y que corresponde
al lado BEC para el pozo de potencial y potencial exponencial (para los potenciales van der
Waals y dipolar con barrera se obtienen resultados parecidos); sin embargo para el potencial de
Yukawa la presión se hace negativa solo para el alcance R̃ = 0.1.
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tivos: pozo de potencia, exponencial y de Yukawa. Las lineas continuas corresponden al calculo
considerando la energía de Hartree-Fock cero y las lineas punteadas considerando estas energías
diferente de cero. Se puede observar que la presión se hace negativa cuando se incluyen la energía
de Hartree-Fock. La linea vertical indica el valor de χ̃ para el cual η̃ = 0, por lo cual se puede
observar que la presión se hace negativa cuando η̃ > 0.
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A pesar de los valores negativos de la presión es importante hacer notar que tanto el potencial
químico µ̃ y el gap ∆̃ (valor máximo) se mantienen sin cambios como se muestra en la figura
(6.11), esto a pesar de que hay una dependencia implícita con la energía de Hartree-Fock: ε̃H ,
ε̃F , ver ecuaciones (6.7) y (6.8).
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Figura 6.11: Gráficas del potencial químico µ̃ y del gap ∆̃ (valor máximo del gap) como función de la variable
χ̃ para potenciales de interacción atractivos: pozo de potencia, exponencial y de Yukawa. Las
lineas continuas corresponden al calculo considerando la energía de Hartree-Fock cero y las lineas
punteadas considerando estas energías diferente de cero. Se presentan los resultado en escala
logarítmica y se observa que las diferencias entre ambos resultados es mínima, excepto el potencial
químico para el alcance R = 0.1 donde se nota una diferencia apreciable en ambos resultados.
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A continuación se hace un análisis de cada uno de los términos de la energía con el fin de
identificar el posible origen de la presión negativa, recordemos que la presión del gas está dada
por el negativo del gran potencial, en unidades de Fermi:

p̃

3π2
= −Ω̃ = −

(
H̃K + H̃p + H̃H + H̃F

)
(6.25)

donde las expresiones de cada uno de los términos se establecen en la ecuación (6.22).

Comparación términos: H̃H , H̃F .

Como la energía de Hartree ε̃H es proporcional a la transformada de Fourier: ε̃H = Ũ0/3π
2,

entonces, en general la energía de Hartree es negativa: ε̃H < 0 para un potencial atractivo y por
lo tanto el término de Hartree es negativo: H̃H < 0. Por otra parte de las siguientes definiciones:
Ek = εk− µ+ εH + εF y Ek =

√
E2
k + ∆2

k, se obtiene que en general: 1− Ẽx′/Ẽx′ > 0. Entonces,
de la definición de la energía de Fock ε̃F , ecuación (6.7), la energía de Fock es positiva: ε̃F > 0,
mientras la función F̃ sea positiva, lo cual se corrobora para los potenciales estudiados aquí, por
lo tanto el termino de Fock es positivo: H̃F > 0. El signo de los términos de Hartree y de Fock se
comprueba de los resultados obtenidos y que muestran en la figura (6.12), en la misma figura se
presenta la suma de ambos términos: H̃F + H̃H ; y se puede notar que para el pozo de potencial
y exponencial la suma de ambos término es siempre negativa -y por lo tanto:

∣∣H̃H

∣∣ >
∣∣H̃F

∣∣-,
excepto para el caso del potencial de Yukawa con los alcances: R̃ = 0.01, 0.05, la suma toma
valores positivos en cierta región de χ̃, en todos los demás casos del mismo potencial la suma
es siempre es negativa.

Comparación términos: H̃K , H̃p

El término de pares H̃p en general es negativo por el signo externo de su definición, ver última
ecuación de (6.7); por otra parte, de la misma ecuación referida se puede notar que el término
H̃K puede tomar valores positivos o negativos dependiendo de la relación: x̃− µ̃ (recordar que
x̃ = ε̃k). En la figura (6.13) se muestran los resultados de ambos términos: H̃K , H̃p así como
la suma de ambos, en las gráficas se verifica que el término de pares es negativo aunque se
puede apreciar que tiene un crecimiento muy rápido, mientras que el termino H̃K se mantiene
negativo hasta valores de χ̃ cercanos donde η̃ = 0, después crece abruptamente. La suma de
ambos términos: H̃K + H̃p, exceptuando los términos de Hartree y de Fock, corresponde al
gran potencial y por lo tanto al negativo de la presión. Aquí lo importante de notar en la figura
(6.13), columna derecha, es que aún sin lo términos de Hartree-Fock, H̃H , H̃F , la presión tendría
valores negativos por el hecho de que hay también una dependencia implícita de la energía de
Hartree-Fock, ε̃H , ε̃F .
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Figura 6.12: Comportamiento del término de Hartree y de Fock, la linea punteada horizontal corresponde
al valor de η̃ = 0. En las gráficas de la columna izquierda, las lineas continuas corresponden
al término de Fock (H̃F ) y en linea punteada al término de Hartree (H̃H), se verifica que el
término de Hartree es negativo y el término de Fock positivo. Se puede observar que para el pozo
de potencial y exponencial la suma de ambos términos: H̃H + H̃F es negativo, excepto para el
potencial de Yukawa en los alcances R̃ = 0.01, 0.05, 0.5.
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Figura 6.13: Comportamiento del término de energía libre y de pares, la linea punteada horizontal corresponde
al valor de η̃ = 0. En la columna de la izquierda, las lineas continuas corresponde a la energía
libre: H̃K = H̃0 − µ̃N y en lineas punteadas al término de pares: H̃p. Se puede observar que H̃K

es negativa y H̃p aproximadamente cero para valores de χ̃ tales que η̃ es negativa (lado BCS) y
hay un cambio abrupto en ambos términos cerca del valor de χ̃ donde η̃ = 0. La columna de la
derecha corresponde a la suma de ambos términos: H̃K + H̃p, esta cantidad es importante ya que,
exceptuando los términos de Hartree-Fock, representa al gran potencial (negativo de la presión).
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Comparación términos: H̃K + H̃p , H̃K + H̃p.

Finalmente, en la figura (6.14) se hace una comparación de los términos
(
H̃K + H̃p

)
con los

términos
(
H̃H + H̃F

)
; la suma de los cuatro términos corresponde al gran potencial Ω̃, que

se muestra en la columna derecha de la misma figura, y en el lado BEC es de esperar que la
suma sea aproximadamente cero. Cómo se ha mostrado en las figuras anteriores, (6.12) y (6.13),
la suma de los términos de Hartree-Fock es en general negativa mientras que la suma de los
términos

(
H̃K + H̃p

)
es negativa en el lado BCS y positiva en el lado BEC. Con el fin de poder

comparar ambos términos, en la figura (6.14) columna izquierda, se muestra el negativo del
término

(
H̃K + H̃p

)
con el término

(
H̃H + H̃F

)
, de esta manera lo que se espera es que ambas

curvas coincidan en el lado BEC para que la presión sea cero. Tal como se ha comentando, esto
no se logra con los resultados obtenidos y en esta gráfica se puede notar con mejor detalle la
discrepancia de ambas curvas en el lado BEC, excepto para el potencial de Yukawa, que es el
único potencial para el cual la presión no se hace negativa. Debido a la diferencia de signo de
cada uno de los términos del gran potencial no es posible determinar con precisión si alguno de
ellos debe el hecho que la presión sea negativa, sin embargo las gráficas presentadas aquí podrían
ayudar en trabajos posteriores interesados en el comportamiento de la energía de Hartree-Fock
en un gas de Fermi. Con el modelo presentado aquí de interacción entre fermiones así como
el método numérico empleado en este trabajo la presión presenta inconsistencias al incluir la
energía de Hartree-Fock y por lo tanto los resultados que se presentan en adelante los términos
de Hartee-Fock son omitidos.
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Figura 6.14: En las gráficas de la columna izquierda las lineas continuas corresponde a la suma de los términos:
H̃K + H̃p, y las lineas punteadas corresponde la suma de los términos de Hartree-Fock, con signo
negativo: −

(
H̃H + H̃F

)
. En la columna derecha, las gráficas corresponden a la suma de los

cuatro términos, es decir al gran potencial: Ω̃ = H̃K + H̃p + H̃H + H̃F (negativo de la presión:
p̃/3π2 = −Ω̃).
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6.5. Estructura del gap ∆̃ (k).

A diferencia del modelo del crossover con un potencial de contacto donde el gap es constante
∆k = ∆ (independiente de k), el modelo presentado aquí, con un potencial de interacción
finito, el gap depende del momento k y esta dependencia se obtiene al resolver el sistema (6.7),
las siguientes figuras muestran las curvas del gap obtenidas para los diferentes potenciales de
interacción.
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Figura 6.15: Gráficas del gap: ∆̃ (k), para los potenciales atractivos, pozo de potencial, exponencial y de Yukawa
con los diferentes alcances: R̃ = 0.01, 0.05, 0.5, 0.1; las gráficas están parametrizadas en escala de
colores con la variable χ̃; las curva del gap están normalizadas al valor máximo: ∆max, para cada
valor de χ̃, ver figura (6.11)
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6.6. Variable de contacto, potencial de interacción finito.

La variable de contacto C ha sido definida al inicio del capítulo desde un punto de vista
de la termodinámica como la variable conjugada del inverso de la longitud de dispersión η, sin
embargo ésta es la misma variable que Shina Tan introdujo en 2008 en una serie de artículos
donde analiza las correlaciones en un gas de Fermi [Tan, 2008c] y que han sido muy relevantes
en la discusión y entendimiento del fenómeno del crossover. En el siguiente artículo de 2011
[Romero-Rochín, 2011] se puede consultar una discusión más a fondo sobre la identificación de la
variable de contacto, definida por Shina Tan, con la variable conjugada de η̃, aquí asumiremos tal
igualdad entre la variable de contacto y la variable conjugada de η̃, excepto un factor constante
que se muestra a continuación.

De acuerdo a la definición de la variable de contacto C, S. Tan [Tan, 2008c], en el mismo
trabajo se llega a la relación adiabática:

C = −4πm

~2V

[
∂E

∂ (1/a)

]

S,V.N

. (6.26)

comparando esta expresión con la definición termodinámica de la variable de contacto dada
por la ecuación (6.5) se obtiene la siguiente relación entre ambas definiciones: C = ~2V/4πmC,
notar que las dimensiones de C son de energía multiplicada por longitud y las de C son L−4. La
relación (6.26) en unidades de Fermi se expresa de la siguiente manera:

C̃ = − 2

3πN

∂Ω̃

∂η̃
. (6.27)

por lo tanto:

C̃ =
2

3πN
C̃, (6.28)

de manera que el contacto C̃ representa la variable conjugada de η̃ por partícula.

Variable de contacto, potencial de contacto.

En el modelo de interacción entre partículas a través del potencial de contacto (sección 5.4), si
designamos: η̃ = 1/ã en la ecuación (5.72), entonces el gran potencial esta dado por:

Ω̃ (T, V, µ) = −2T̃
∑

k

ln
{

1 + e−βEk
}

+
3

4
N

∞̂

0

[(
x− µ̃− Ẽ +

∆̃2

2x

)]
√
x dx− 3πN

8
∆̃2η̃,

(6.29)
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derivando se obtiene directamente la expresión del contacto C̃ = 3πN ∆̃2/8, por lo tanto en la
aproximación de interacción con un potencial de contacto se obtiene:

C̃ =
3πN

8
∆̃2 ⇒ C̃ =

∆̃2

4
(6.30)

Variable de contacto, potencial finito.

Se ha mostrado que si las partículas interactúan a través de un potencial finito U (r) con
parámetros V0, R, el gran potencial es función de dichos parámetros: Ω [T, V, µ, Ukk′ (R, V0)], a
través de la transformada de Fourier del potencial Ukk′ (R, V0), por lo tanto, suponiendo que se
tiene una relación de la longitud de dispersión con los parámetros del potencial: a = a (V0, R),
entonces el gran potencial tiene una dependencia implícita con la longitud de dispersión.

Entonces, de acuerdo a la definición termodinámica de la variable de contacto: C = − (∂Ω/∂η),
es necesario emplear regla de la cadena para calcular la variable de contacto suponiendo un po-
tencial de interacción finito, si consideramos un alcance R constante entonces:

C = −
(
∂Ω

∂V0

· ∂V0

∂η

)
= −

(
∂Ω

Ukk′
· ∂Ukk′

∂V0

)(
∂V0

∂η

)
, (6.31)

con esta expresión, en principio, es posible calcular la variable de contacto para un potencial de
interacción U (r). En la practica esta expresión presenta varias dificultades al hacer los cálculos,
por ejemplo, solo para los potenciales de interacción exponencial y pozo de potencial se cuentan
con expresiones de la longitud de dispersión en función de los parámetros del potencial: a (R, V0),
ver ecuación (6.24), y por lo tanto es posible calcular explícitamente la derivada: ∂V0/∂η, en
los demás casos sería necesario calcular numéricamente esta derivada. Aquí solo se presenta el
calculo de la variable de contacto para el potencial estos dos potenciales: exponencial y el pozo
en el estado base (temperatura cero). Para realizar el calculo del contacto (6.31) se considera la
siguiente expresión del gran potencial, ver ecuación (A.66) del apéndice A (sin los términos de
Hartree-Fock):

Ω = HK +Hp, donde: Hp =
1

V

∑

k,k′

Ukk′uk′vk′ukvk, (6.32)

y uk, vk son los parámetros de la transformación de Bogoliubov-Valatin. El primer término
ĤK no depende de potencial y para el caso del pozo de potencial y potencial exponencial la
transformada de Fourier es proporcional al alcance V0, es decir: Ukk′ ∝ V0, ver ecuación (6.9),
de donde se obtiene:

∂Ω

∂V0

=
1

V0

1

V

∑

k,k′

Ukk′uk′vk′ukvk (6.33)

por lo tanto la variable de contacto se puede expresar de la siguiente manera:
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C = −Hp λ (6.34)

donde se ha definido el siguiente factor: λ ≡ 1/V0 ·(∂V0/∂η), que solo depende de las propiedades
del potencial de interacción y se puede expresar de las siguientes formas equivalentes:

λ ≡ 1

V0

(
∂V0

∂η

)
= −2a2

z

1

∂a/∂z
= −2

z

1

η2

1

∂a/∂z
(6.35)

donde: z = R
√

2mrV0/~2, ver expresiones (4.74) y (4.83) de la longitud de dispersión del pozo
de potencial y exponencial, respectivamente.

De esta forma, la variable de contacto en el caso del potencial finito es proporcional al término
de pares Ĥp y al factor λ que solo depende de las propiedades del potencial de interacción U (r).
En unidades de Fermi:

C̃ = −H̃pλ̃ (χ̃) , donde: λ̃ (χ̃) = −2ã2

χ̃

1

∂ã/∂χ̃
, (6.36)

donde χ̃ = R̃
√
Ṽ0, la ecuación (6.24) contiene las expresiones ã = ã (χ̃) para los el pozo de

potencial y exponencial a partir de las cuales se obtienen las siguientes derivadas:

∂ãsw

∂χ̃
= −R̃

{
χ̃
[
1 + tan2

(
χ̃/
√

2
)]
−
√

2 tan
(
χ̃/
√

2
)

χ̃2

}
.

∂ãexp

∂χ̃
= −2R̃

{
π√
2

N0

(√
2χ̃
)
J1

(√
2χ̃
)
−N1

(√
2χ̃
)
J0

(√
2χ̃
)

[
J0

(√
2χ̃
)]2 − 1

χ̃

}
.

(6.37)

En la figura 6.17 se muestra el comportamiento del factor λ̃ (χ̃) para los dos potenciales de
interacción, se puede observar que λ̃ es cero en los extremos del intervalo de χ̃, que corresponde
a los límites: η̃ → ±∞ (ã = 0), alcanza un valor máximo y varia de manera continua en todo
el intervalo de χ̃. Por otra parte, en la figura 6.18 se presenta a la variable de contacto C̃ en
función de la variable η̃ y χ̃ para ambos potenciales, en la variable χ̃ el comportamiento aunque
es parecido al del factor λ̃ cabe resaltar que el contacto tienen un crecimiento justo en el valor
de χ̃ tal que la longitud de dispersión es cero tal como sucede con modelo de interacción con
un potencial de contacto, esto se puede notar de mejor manera en la misma figura, columna
izquierda. Finalmente en la figura 6.19 se comparan los resultados de la variable de contacto
para ambos potenciales de interacción (alcances: R̃ = 0.01, 0.05) con el modelo de interacción
de potencial de contacto, en el intervalo de η̃ mostrado en la gráfica los resultados muy similares.
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CAPÍTULO 7
Funciones de pares.

Acontinuación se hace un análisis de los estados de pares (pares de Cooper) en el gas de Fermi,
se describe al par de Cooper como un estado ligado formado por pares de partículas cuyos

estados son cercanos a la superficie de Fermi, este estado ligado está relacionado con el principio
de Pauli. Dos propiedades a destacar de los pares de Cooper en este trabajo son, por una parte
que su energía de enlace es muy débil (es exponencial con la interacción) y además que su
función de onda decae algebraicamente. Los estados de pares o pares de Cooper, compuesto
por pares de partículas en estados de espín opuesto, es la idea básica del comportamiento
microscópico en un sistema de fermiones de la teoría BCS propuesto en 1957 por Bardeen-
Cooper-Schieffer [Bardeen et al., 1957] para explicar la superconductividad convencional. En
este trabajo se presenta el calculo de las funciones de onda de los pares de Cooper para el gas
de Fermi modelando la interacción con los diferentes potenciales mencionado en los capítulos
previos. Estas funciones de pares quedan determinadas, en general, por los parámetros uk y
vk definidos por la transformación de Bogoliubov-Valatin y en este capítulo se presentan los
resultados obtenidos al variar los parámetros del potencial R̃, Ṽ0.

7.1. Pares de Cooper.

Para abordar el concepto de los pares de Cooper supongamos de momento un sistema de
fermiones ideales (que no interactúan) en el estado base; es decir, que ocupan toda la esfera
de Fermi y la energía máxima que pueden tener corresponde a la energía de Fermi εF . Ahora
consideremos un par de fermiones adicionales que interactúan atractivamente a través de un
potencial U (r), siendo r la coordenada relativa. Debido al principio de Pauli, este par de fer-
miones están restringidos a ocupar los estados con energía mayor a la de Fermi, si el par de
fermiones no interactúan entonces la energía del par seria mayor o igual a 2εF . Sin embargo si el
par de fermiones interactúan atractivamente, como veremos más adelante, entonces la energía
del par es menor respecto a la energía de Fermi por una cantidad Ep y forma lo que se conoce
como “par de Cooper” . Esto es parecido a un estado ligado con energía negativa; sin embargo,
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las propiedades de un par de Cooper difieren notablemente de las de una molécula.

}

mar
de Fermi

par de fermiones 
adicional

(a) Par de fermiones que interactúan atracti-
vamente, en presencia del mar de Fermi.

}

0

(b) Energía del estado ligado: Ep, medida res-
pecto de la energía de Fermi 2εF , .

La solución de este problema consiste en resolver la ecuación de Schrödinger del par de
fermiones en el espacio de momentos ya que en este espacio es posible introducir la restricción
de que los estados con energía menor a la de Fermi están prohibidos.

Puesto que estamos interesados en la posibilidad de un “estado ligado”, entonces supongamos
que la energía del par es negativa respecto de la energía de Fermi: Ep = E − 2εF < 0. Así la
ecuación de Schrödinger en coordenadas relativas del par de Cooper viene dada por:

(
−~2

m
∇2 + U (r)

)
ψp (r) = − |Ep|ψp (r) , (7.1)

donde se ha supuesto que las partículas que forman el par tienen igual masa, por lo tanto su
masa reducida es: mr = m/2. En el espacio de momentos la ecuación anterior se escribe como:

− ~2

m
(iq)2 ψ̃p (q) +

1

V

∑

q′

Ũ (q− q′) ψ̃p (q) = − |Ep| ψ̃p (q) , (7.2)

donde se ha definido la transformada de Fourier y su inversa, de la siguiente manera:

f̃ (q) =

ˆ
d3r e−iq·rf (r) ,

f (r) =
1

V

∑

q

eiq·rf̃ (q) .
(7.3)

En estas definiciones se esta considerando que los estados en q representan un conjunto
discreto, tal como sucede con una partícula ligada. Entonces, introduciendo la completez de estos
estados y tomando el límite termodinámico:

∑ → V
(2π)3

´
dq, la ecuación (7.2) se transforma

en:
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ψ̃p (q) =
1

−q2 ~2
m
− |Ep|

ˆ
d3q′

(2π)3 Ũ (q− q′) ψ̃p (q′) . (7.4)

Esta ecuación contiene dos incógnitas: la función del par de Cooper: ψ̃p (q), y su energía: Ep. Para
eliminar la dependencia con la función ψ̃p (q) lo que se suele hacer es aproximar la transformada
de Fourier del potencial Ũ (q− q′) por una constante U0 que puede salir de la integral. De
esta manera, integrando nuevamente sobre la coordenada q en ambos lados de la ecuación y
dividiendo por el factor común:

´
d3q

(2π)3
ψp (q), se obtiene la siguiente ecuación para la energía

Ep:

− 1

U0

=

ˆ
Γ

d3q

(2π)3

1

q2 ~2
m

+ |Ep|
. (7.5)

La presencia del mar de Fermi se introduce en la región de integración Γ, de la siguiente manera:
si q1 y q2 representa al momento de los dos fermiones que componen al par, entonces debido
al principio de Pauli: |q1| , |q2| > kF (donde kF es el momento de Fermi); por otra parte, el
momento de centro de masa y relativo se definen como (partículas de igual masa):

~Q = q1 + q2, momento del centro de masa;

q =
q1 − q2

2
, momento relativo.

(7.6)

de donde se obtienen las siguiente relaciones: ~Q/2 + q = q1 y ~Q/2− q = q2, entonces la región
de integración Γ viene dada por:

Γ ≡
∣∣∣∣∣
~Q

2
± q

∣∣∣∣∣ > kF , (7.7)

que depende del momento del centro de masa reduciendo la región de integración. Se puede
demostrar que el valor de la energía Ep alcanza su valor máximo cuando el momento del centro
de masa es nulo ~Q = 0 [Alexander L. Fetter, 1971], en adelante consideraremos este caso.

La ecuación (7.5) escrita en términos de la energía es la siguiente1:

− 1

U0

=
1

V

εF+εcˆ

εF

g (ε) dε

2 (ε− εF ) + |Ep|
, (7.8)

donde g (ε) es la densidad de estados y εc corresponde a una energía de corte necesaria para que
la integral converja2. En el contexto de la superconductividad la interacción atractiva entre los
electrones es resultado de su interacción con los fonones de la red, esta interacción ocurre dentro

1Midiendo respecto de la energía de Fermi: ~2q2

m = 2~2q2

2m = 2ε, ⇒ ~2q2

m = 2 (ε− εF ).
2Esta limitación en la energía esta relacionada con la aproximación que se hizo de la transformada de Fourier

del potencial por una constante: Ũ (q− q′) ≈ Ũ0.
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de un pequeño intervalo de energías alrededor de la energía de Debye:|ε− εF | < ~ωD, donde
ωD corresponde a la frecuencia de Debye. En este caso [Cooper, 1956]: Ũ (q− q′) = − |U0|, y la
solución para la energía del par de Cooper es el siguiente:

Ep = −2~ωDe−2V/g(εF )|U0|. (7.9)

En este caso la energía del par decae exponencialmente con la interacción:
∣∣∣Ũ0

∣∣∣; es importante
notar que aún cuando la interacción sea débil existe un valor finito para la energía Ep, además
es posible verificar la necesidad del mar de Fermi para la aparición del estado ligado.

Por otro lado, en el contexto de los gases de Fermi a muy bajas temperaturas lo usual es
emplear un potencial de contacto con el método de renormalización descrito en la sección 4.5,
en este caso se tiene la relación entre U0 y la longitud de dispersión:

1

U0

≈ m

4π~2a
−
∑

~k

1

2ε~k
, (7.10)

y la ecuación 7.8 queda de la siguiente manera:

− m

4π~2a
≈ 1

V

∞̂

εF

g (ε)

2 (ε− εF ) + |Ep|
dε− 1

V

∞̂

0

g (ε)

2ε
, (7.11)

donde la energía de corte εc se ha tomado como infinita: εc → ∞, aquí no es posible restringir
el rango de interacción entre los fermiones. Esta ecuación tiene una forma similar a la ecuación
del gap y para resolver se puede considerar la densidad de estados para un gas homogéneo
de partícula libre: g (ε) = 2πV (2m)2/3

h3
ε1/2, suponiendo además que: εF � Ep y la longitud de

dispersión es negativa: |a| = −a, entonces la energía del par de Cooper en un gas de Fermi esta
dada por [Ketterle and Zwierlein, 2008]:

Ep = − 8

e2
εF e

−π/kF |a|. (7.12)

Un elemento importante a considerar corresponde al tamaño promedio de los pares de
Cooper. Este se puede obtener a partir de la función del par ψp (r) y es posible demostrar
que esta función en el límite asintótico (r grande) decae algebraicamente con r [Cooper, 1956]:

ψp (r) ∼ 1/r, (7.13)

esto marca una diferencia notable respecto al estado diatómico entre dos partículas que interac-
túan atractivamente; en este caso, la función de onda decae exponencialmente [Petrov et al., 2004]:
∼ e−r/a. Esta propiedad de la función de los pares de Cooper da como resultado que el tamaño
promedio de un par ( ∼ 103Å=2000a0, cuando 4 ≈ kBTc [Cooper, 1956]) no solo sea mayor al
de una molécula diatómica (∼ 3a0 [Demtroder, 2006]); sino también a la separación promedio
entre las partículas que conforman un gas (∼ 100a0).
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La formación de esté estado es consecuencia del mar de Fermi que limita la ocupación
de estados en el espacio k debido al principio de Pauli. Debido a la “extensión” de los pares
de Cooper el estado de un gas de fermiones que interactúan atractivamente corresponde a la
superposición de todos los pares de Cooper posibles; es decir, cada fermión en el estado |k, ↑〉
esta “apareado” con todos y cada uno de los fermiones que se encuentran en el estado |−k, ↓〉.
Tal este estado del sistema es conocido como estado BCS y en la siguiente sección se hace una
breve revisión.

7.2. Estado BCS.

La teoría BCS, desarrollada en 1957, explica el fenómeno de la superconductividad conven-
cional, descubierta Kamerling Onnes al realizar mediciones experimentales en la resistencia del
mercurio a temperaturas por debajo de los 4 K. La idea general de la teoría BCS, presentada por
Bardeen-Cooper-Schieffer, consiste en la formación de estados de pares (pares de Cooper) entre
electrones (fermiones) que se mueven libremente en la red cristalina del metal lo que provoca
la nula resistencia eléctrica en un material. La teoría BCS tiene un carácter más general y ha
sido empleada para estudiar diversos sistemas fermiónicos con interacción: gases de Fermi, redes
ópticas, etc. y en el contexto de este trabajo el fenómeno del crossover tiene como fundamento
la teoría BCS. Una de las ideas fundamentales de la teoría BCS es la función de onda BCS que
describe el estado base (temperatura cero) de un sistema de fermiones que forman pares y se
expresa de la siguiente manera:

|ΨBCS〉 =
∏

k

(
uk + vkβ̂

†
k

)
|0〉 , (7.14)

donde |0〉 representa al vacío, además se define el operador: β̂†k ≡ â†k↑â
†
−k↓ y los parámetros uk,

vk se determinan al minimizar la energía del sistema. Como se ha dicho en la sección anterior, la
energía de los pares es negativa respecto de la energía de Fermi por lo que el estado más estable
y de menor energía en un sistema de fermiones es tal que todos los fermiones forman pares de
Cooper, lo que conduce al uso del principio variacional en la energía del sistema para determinar
los parámetros uk, vk. De manera alternativa, estos parámetros se pueden determinar a través
de una transformación de Bogoliubov-Valantin que diagonaliza el hamiltoniano del sistema de
fermiones tal como se discute en el capítulo A. La importancia de estos parámetros consiste en
que determinan, por una parte la termodinámica del gas de Fermi (capítulo 6), pero además,
como veremos a continuación también determinan las funciones de pares ψp (r).

Consideremos la función de onda de un par de fermiones tal que la parte espacial solo depende
de la distancia relativa: ϕ (~r1 − ~r2) = ϕ (~r12), supondremos además que ambas partículas del
par tienen espín opuestos (↑, ↓) y por lo tanto la parte espinorial en la función del par tiene
estructura singlete (S = 0) de manera que el estado del par se expresa de la siguiente manera:
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ϕp (~r1, σ1; ~r1, σ1) =
1√
2

(↑1↓2 − ↓1↑2)ϕ (~r1 − ~r2) . (7.15)

Haciendo uso de los estados de partícula libre (ondas planas): ~k: 〈r |k〉 = φk (r) = eik·r/
√
V , la

parte espacial del par, ϕ (~r12), se puede desarrollar en esta base (desarrollo de Fourier):

ϕ (~r12) =
1

V

∑
ϕ̃ (k) eik·~r12 , (7.16)

donde ϕ̃ (k) corresponde a la transformada de Fourier de la parte espacial del estado del par
ϕ (~r12):

ϕ̃ (k) =

ˆ
d3r12 ϕ (~r12) e−ik·~r12 (7.17)

de tal manera la función del par se puede escribir como:

ϕp (~r1, ~r2) =
1

V

∑

k

1√
2

(↑1↓2 − ↓1↑2) ϕ̃ (k) eik·(~r1−~r2), (7.18)

como esta función de pares es la representación en el espacio de coordenadas del estado:
|k ↑,−k ↓〉, entonces3:

ϕp (~r1, ~r1) =
∑

k

ϕ̃ (k)
1√
2

[
〈r1 |k ↑〉 〈r2 |−k ↓〉 − 〈r1 |−k ↓〉 〈r2 |k ↑〉

]
, (7.19)

donde, haciendo uso de las propiedades de los operadores de Fermi
{
â±kσ, â

†
±kσ
}
, la función de

pares se puede escribir de la siguiente manera:

ϕp (~r1, ~r1) =
∑

k

ϕ̃ (k) 〈r1, r2| â†k↑â†−k↓ |0〉 , (7.20)

(suponiendo ϕ̃ (k) = ϕ̃ (−k)) se puede verificar que la función de ondas del par es antisimétrica,
~r1σ1 
 ~r2σ2, por lo tanto el estado de un par de fermiones con espines y vectores de onda
opuestos se expresa como:

|k ↑,−k ↓〉 =
∑

k

ϕ̃ (k) â†k↑â
†
−k↓ |0〉 , (7.21)

el estado de N/2 pares (con N fermiones) se puede escribir empleando los operadores β̂†k :

|Φ〉N =
∑

k1,...kN/2

ϕ̃ (k1) · · · ϕ̃
(
kN/2

)
β̂†k1
· · · β̂†kN/2 |0〉 , (7.22)

3ϕp (~r1, σ1; ~r1, σ1) = 〈r1, r2 |k ↑,−k ↓〉
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se puede demostrar que este estado de N/2 pares es antisimétrico en los fermiones individuales
(los estados de pares también son antisimétricos), pero aún más importante, este estado repre-
senta la función de onda de N/2 pares todos en el mismo estado ϕp por lo que |Φ〉N se puede
considerar como la función de onda de un “condensado” de pares4.

El problema consiste en determinar la función ϕ̃ (k) tal que minimice la energía del sistema
y a partir de esta función se puede encontrar el estado de pares en el espacio de coordenadas
ϕ (~r12). La restricción de fijar el número de partículas N impide en la practica aplicar de manera
directa el principio variacional para calcular la función ϕ̃ (k). Sin embargo, esta restricción
se puede relajar cambiando de representación al ensamble gran canónico, tal como lo hiciera
Schieffer en 1957 [Bardeen et al., 1957]. Así, el estado BCS que representa la superposición de
un par, dos pares, etc. hasta N/2 pares se expresa como:

|Ψ〉BCS = N
∑

N

|Φ〉N = N
∏

k

(
1 + ϕ̃ (k) β̂†k

)
|0〉 , (7.23)

donde N es un factor de normalización, lo más común es escribir el estado BCS normalizado y
empleando los parámetros uk, vk de la siguiente manera:

|ΨBCS〉 =
∏

k

(
uk + vkβ̂

†
k

)
|0〉 , (7.24)

(la condición de normalización del estado BCS esta determinado por la relación u2
k + v2

k = 1)
se puede mostrar que la relación entre la transformada de Fourier de la función de pares y los
parámetros variacionales uk, vk esta dada por:

ϕ̃ (k) =
vk
uk
. (7.25)

Los parámetros uk y vk se determinan a través de minimizar la energía (en el gran canónico):
BCS 〈Ψ| Ĥ − µN̂ |Ψ〉BCS o a través de una transformación de Bogoliubov-Valantin5 tal como se
presenta en este trabajo.

7.3. Función de pares, crossover.

Los estados de pares ϕp (r) en el espacio de coordenadas esta determinada por el siguiente
desarrollo de Fourier:

4Es interesante notar que el estado base de un gas ideal de N fermiones (sin interacción), tal que hay N/2
fermiones en cada estado de espín posible

{
↑, ↓
}
se recupera cuando: ϕ̃ (k) = θ

(
kF −

∣∣k
∣∣); sin embargo, en este

caso la función de pares en el espacio real, ϕ (~r) =
´
k<kF

d3k eik·~r , queda expresada de la siguiente forma:
ϕ (~r) = 1

r3 [sen (kF r)− kF r cos (kF r)] en cuyo caso se puede verificar que el valor medio 〈ϕ (~r)| r2 |ϕ (~r)〉 diverge.
5En este sentido, es importante diferenciar los pares de fermiones de las cuasipartículas que se identifican en

el capítulo 5 al diagonalizar el hamiltoniano del gas de Fermi con interacción, se puede verificar que el estado
BCS es un estado de cero cuasipartículas: α̂±k |ΨBCS〉 = 0.
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ϕ (r) =
1

V

∑
ϕ̃ (k) eik·~r =

1

V

∑ vk
uk

eik·~r, (7.26)

donde la transformada de Fourier de la función de pares es: ϕ̃ (k) = vk/uk. A su vez, los
parámetros uk y vk quedan determinados de manera general por las siguientes expresiones6, ver
ecuación (5.36) del capítulo 5:

u2
k =

1

2

(
1 +
Ek
Ek

)

v2
k =

1

2

(
1− Ek

Ek

), donde:
Ek ≡ εk − µ
Ek ≡

√
Ek + ∆k.

(7.27)

Sin embargo, lo usual es considerar a la función de pares la siguiente expresión [Leggett, 2006],
[Ketterle and Zwierlein, 2008]:

ψp (r) =
1

V

∑
Fk e

ik·~r, (7.28)

donde: Fk ≡ ukvk, esta definición de las funciones de pares se debe a varias propiedades impor-
tantes que tienen las funciones Fk. Por ejemplo, se puede demostrar que se satisface la siguiente
relación7: BCS 〈Ψ| β̂†k |Ψ〉BCS = Fk, de tal manera que la función de pares ψp (r) se puede expresar
de la siguiente manera:

ψp (r) = BCS 〈Ψ| Ψ̂†↑ (~r1) Ψ̂†↓ (~r2) |Ψ〉BCS =
1

V

∑
Fk e

ik·~r, (7.29)

donde: Ψ̂†σ (~r) =
∑

k â
†
k,σe

−ik·~r, son los operadores de campo de Fermi. Además, las funciones Fk

corresponden a que los elementos de la matriz densidad de dos partículas (un par de Cooper);
es decir, se puede demostrar que la función de correlación de pares:

ρ2 (par) ≡
〈
Ψ̂†↑ (~r1) Ψ̂†↓ (~r2) Ψ̂↓

(
~r′2

)
Ψ̂↑
(
~r′1

)〉
, (7.30)

esta dada por8 [Leggett, 2006]:

ρ2 (par) =
∑

kk′

FkFk′e
−ik·~re−ik

′·~r′
= ψ∗p (r)ψp (r′) . (7.31)

Finalmente, se puede notar que la energía de pares, ecuación (A.65), esta dada por la siguiente
expresión: Ĥp = 1

V

∑
kk′ Ukk FkFk′ , que se puede interpretar como la energía de interacción entre

dos pares, siendo Fk la transformada de Fourier de la función del par.
6En adelante se desprecian la energía de Hartree y de Fock, como se visto en el capitulo anterior estos términos

conducen a valores de presión negativa y por lo tanto se omiten en el análisis de la funciones de pares.
7Se puede demostrar que de manera equivalente:

〈
ΦNp−1

∣∣βk
∣∣ΦNp

〉
= Fk, donde

∣∣ΦNp

〉
es la función de Np

pares de Cooper, ver ecuación (7.22).
8La función de correlación ρ2 (par) en general contiene suma sobre cuatro incide: k1, k2, k3, k4, para el

resultado de la ecuación (7.30) solo se considera el caso: k2 = −k1, k4 = −k3, de donde: k2 = k, k4 = k′.
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Para calcular las funciones de pares ψp (r), en el capítulo 5 se mostró la siguiente relación
(ecuación 5.39): ukvk = ∆k/2Ek. Sustituyendo en la expresión (7.28) y considerando el límite
termodinámico (cuando hay un continuo de estados) se obtiene los siguiente:

ψp (r) =
C

(2π)3

ˆ
∆k

2Ek

eik·~r d3k, (7.32)

donde C es una constante de normalización9. Considerando que el gap ∆k y Ek solo dependen
de k, la integración en el ángulo sólido se puede efectuar y la integral se reduce a la siguiente
expresión:

ψp (r) =
C

(2π)2

1

r

∞̂

0

∆k

Ek

sen (kr) k dk. (7.33)

Cabe recordar que el gap ∆k es en general una función del momento k, ver figuras (6.15) , (6.16),

y por lo tanto el factor: Ek =
√

(εk − µ)2 + ∆k también depende de k. A su vez, el potencial
químico µ y el gap dependen implícitamente de la longitud de dispersión o de los parámetros
del potencial de interacción y por lo tanto las funciones de pares dependen también de estos
parámetros. En el caso de un potencial de interacción de contacto el gap es independiente de k
(∆k = ∆) y por lo tanto el gap puede salir de la integral. La figura 2.4, capítulo 2, muestra el
comportamiento de las funciones de pares para diferentes valores del inverso de la longitud de
dispersión η. En unidades de Fermi (ya con el cambio de variable: x = k2/k2

F ) las funciones de
pares (7.33) se expresa de la siguiente manera:

ψ̃p (r) =
C

(2π)2

1

2r̃

∞̂

0

∆̃ (x)

Ẽ (x)
sen
(√

xr̃
)
dx. (7.34)

En las figuras 7.1 a 7.4 se muestran las funciones de pares para los diferentes potenciales de
interacción con los diferentes alcances: R̃ = 0.01, 0.05, 0.1, 0.5. Las funciones de pares, ecuación
(7.34), están definidas con un factor de normalización que es diferente para cada valor de χ̃ (o
valor de la longitud de dispersión η̃) por lo que para propósitos prácticos se gráfica la función de
pares normalizada a su valor máximo: ψ (r) /ψmax (r). Como se ha visto en el capitulo anterior
hay una correspondencia entre la variable χ̃ con el inverso de la longitud de dispersión η̃ (figuras
6.2 y 6.3). En general, el comportamiento de las funciones de pares con el parámetro χ̃ es muy
claro, para valores menores de χ̃ la función de onda es predominantemente oscilatoria y de largo
alcance, propiedades especificas de un par de Cooper y por lo tanto representa el estado BCS
del gas; mientras aumenta el valor de χ̃ la función de pares disminuye sus oscilaciones hasta que
desaparecen y la función de onda se “confina” en un valor cercano al alcance del potencial, en

9A diferencia de la función ϕp (r), ecuación (7.26), que si esta normalizada, la función ψp (r) no esta norma-
lizada.
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este caso la función de pares tiene un tamaño finito y representa un estado diatómico de pares
de partículas. En las gráficas 7.5 a 7.8 se muestran las mismas funciones de pares pero en este
caso el eje vertical corresponde a la variable: χ̃ = R̃

√
Ṽ0 y la escala de color corresponde al valor

de la función de pares, que al estar normalizadas a su valor máximo, está en el intervalo acotado:
[-1:1]. Estas gráficas permiten apreciar de mejor manera el comportamiento de las funciones de
pares en la variable χ̃ y se puede notar claramente el cambio drástico que sufren las funciones
de pares, del estado oscilante y por lo tanto no localizado al estado localizado que no presenta
oscilaciones, más aún el cambio en las funciones de pares se presenta en el valor de χ̃ tal que:
η̃ = 0 (ã =∞), diferente para cada potencial de interacción. Este comportamiento de la función
de pares es una corroboración más, adicional a la termodinámica, de la idea del crossover en
el cual el gas de fermiones pasa de un estado de pares de Cooper a un estado de moléculas
diatómicas.
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Figura 7.1: Gráficas de las funciones de pares normalizadas a su valor máximo: ψ (r) /ψmax (r), para los po-
tenciales: pozo (sw), exponencial (exp) y Yukawa (Yuk) con los alcances: R̃ = 0.01, 0.05. En la
escala de colores se indican los diferentes valores de χ̃ = R̃

√
Ṽ0. Las funciones de pares muestran

un comportamiento muy claro, al aumentar el valor de χ̃ las oscilaciones decrecen y la función se
localiza en un valor de r̃ cercano al alcance del potencial R̃, de esta manera las funciones de pares
describen el crossover en el gas de Fermi, de un gas formado por pares de Cooper (función oscilante
no localizada) a un estado formado por moléculas diatómicas (función sin oscilación y localizada).
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Figura 7.2: Gráficas de las funciones de pares normalizadas a su valor máximo: ψ (r) /ψmax (r), para los po-
tenciales: pozo (sw), exponencial (exp) y Yukawa (Yuk) con los alcances: R̃ = 0.1, 0.5. En la escala
de colores se indican los diferentes valores de χ̃ = R̃

√
Ṽ0. Las funciones de pares muestran un

comportamiento muy claro, al aumentar el valor de χ̃ las oscilaciones decrecen y la función se
localiza en un valor de r̃ cercano al alcance del potencial R̃, de esta manera las funciones de pares
describen el crossover en el gas de Fermi, de un gas formado por pares de Cooper (función oscilante
no localizada) a un estado formado por moléculas diatómicas (función sin oscilación y localizada).
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Figura 7.3: Gráficas de las funciones de pares normalizadas a su valor máximo: ψ (r) /ψmax (r), para los
potenciales: dipolar (dip) y van der Waals (vdW), con barrera: Ṽb = 0 y Ṽb = Ṽ0 y alcances:
R̃ = 0.01, 0.05. En la escala de colores se indican los diferentes valores de χ̃ = R̃

√
Ṽ0. Las funcio-

nes de pares muestran un comportamiento muy claro, al aumentar el valor de χ̃ las oscilaciones
decrecen y la función se localiza en un valor de r̃ cercano al alcance del potencial R̃, de esta manera
las funciones de pares describen el crossover en el gas de Fermi, de un gas formado por pares de
Cooper (función oscilante no localizada) a un estado formado por moléculas diatómicas (función
sin oscilación y localizada).
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χ̃

R̃ = 0.5

0

1

2

χ̃

0

1

2

χ̃

0

4

8

χ̃

r̃

0

5

10

Figura 7.4: Gráficas de las funciones de pares normalizadas a su valor máximo: ψ (r) /ψmax (r), para los poten-
ciales: dipolar (dip) y van der Waals (vdW), con barrera: Ṽb = 0 y Ṽb = Ṽ0 y alcances: R̃ = 0.1, 0.5.
En la escala de colores se indican los diferentes valores de χ̃ = R̃

√
Ṽ0. Las funciones de pares mues-

tran un comportamiento muy claro, al aumentar el valor de χ̃ las oscilaciones decrecen y la función
se localiza en un valor de r̃ cercano al alcance del potencial R̃, de esta manera las funciones de
pares describen el crossover en el gas de Fermi, de un gas formado por pares de Cooper (función
oscilante no localizada) a un estado formado por moléculas diatómicas (función sin oscilación y
localizada).
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Figura 7.5: Gráficas de las funciones de pares para los potenciales: pozo (sw), exponencial (exp) y Yukawa (Yuk)
con los alcances: R̃ = 0.01, 0.05. El eje vertical corresponde a la variable: χ̃ = R̃

√
Ṽ0 y la escala

de colores indica el valor de la función de pares (normalizada a su valor máximo): ψ (r) /ψmax (r).
En estas gráficas se puede apreciar claramente que el cambio de las funciones de pares se presenta
para el valor de χ̃ tal que: η̃ = 0 (ã =∞) y que se indica con la linea vertical punteada.
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Figura 7.6: Gráficas de las funciones de pares para los potenciales: pozo (sw), exponencial (exp) y Yukawa

(Yuk) con los alcances: R̃ = 0.1, 0.5. El eje vertical corresponde al valor de χ̃ = R̃
√
Ṽ0 y la escala

de colores indica el valor de la función de pares (normalizada a su valor máximo): ψ (r) /ψmax (r).
En estas gráficas se puede apreciar claramente que el cambio de las funciones de pares se presenta
para el valor de χ̃ tal que: η̃ = 0 (ã =∞) y que se indica con la linea vertical punteada.
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Figura 7.7: Gráficas de las funciones de pares para los potenciales: dipolar (dip) y van der Waals (vdW), con
barrera: Ṽb = 0 y Ṽb = Ṽ0 y alcances: R̃ = 0.01, 0.05. El eje vertical corresponde al valor de
χ̃ = R̃

√
Ṽ0 y la escala de colores indica el valor de la función de pares (normalizada a su valor

máximo): ψ (r) /ψmax (r). En estas gráficas se puede apreciar claramente que el cambio de las
funciones de pares se presenta para el valor de χ̃ tal que: η̃ = 0 (ã = ∞) y que se indica con la
linea vertical punteada.
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Figura 7.8: Gráficas de las funciones de pares para los potenciales: dipolar (dip) y van der Waals (vdW), con
barrera: Ṽb = 0 y Ṽb = Ṽ0 y alcances: R̃ = 0.01, 0.05. El eje vertical corresponde al valor de
χ̃ = R̃

√
Ṽ0 y la escala de colores indica el valor de la función de pares (normalizada a su valor

máximo): ψ (r) /ψmax (r). En estas gráficas se puede apreciar claramente que el cambio de las
funciones de pares se presenta para el valor de χ̃ tal que: η̃ = 0 (ã = ∞) y que se indica con la
linea vertical punteada.



CAPÍTULO 8
Conclusiones.

En este trabajo se estudiaron las propiedades termodinámicas así como los estados de pares,
a temperatura cero de un gas de Fermi interactuante de dos componentes de espín, dentro

del esquema del llamado crossover BCS-BEC. Se estudiaron el potencial químico, el gap, la
presión y las diferentes energías asociadas al Hamiltoniano del gas de fermiones, así como las
funciones de pares al variar las propiedades de interacción entre partículas.

El fenómeno del crossover consiste en la transición de un estado donde las partículas del
gas forman pares de Cooper a un estado en el que las partículas forman dímeros (moléculas
diatómicas con espín entero) al variar a longitud de dispersión de las partículas del gas, pasando
de valores negativos a positivos. El modelo del crossover, originalmente descrito por Leggett,
supone un gas de fermiones que interactúan a través de un potencial efectivo tipo delta, conocido
como potencial de contacto, en la aproximación de campo medio. El uso del potencial delta para
la interacción entre partículas conduce a divergencias en algunos términos de la energía que son
“anuladas” a través de un desarrollo a segundo orden para la amplitud de dispersión.

Para abordar el fenómeno del crossover, en este trabajo se ha presentado un modelo de
interacción entre partículas a través de diferentes potenciales de interacción: pozo de potencial,
potencial exponencial, de Yukawa, dipolar con barrera y wan der Waals con barrera. En general
estos potenciales están caracterizados por dos parámetros: V0, R, que representan de manera
efectiva, la profundidad o intensidad del potencial y su alcance, respectivamente. El fenómeno
del crossover se logra al variar la intensidad del potencial V0 para un alcance R constante, esto
es posible debido al hecho que la longitud de dispersión depende del potencial de interacción y
por lo tanto de los parámetros del potencial; entonces, primero se determinó la dependencia de
la longitud de dispersión con estos parámetros para los potenciales modelos y se verifico que la
longitud de dispersión toma valores negativos y positivos.

Con los resultados obtenidos se logró representar el fenómeno del crossover BCS-BEC en
un gas de Fermi como la transición de un estado formado de pares de Cooper (BCS) a un
estado de moléculas diatómicas (BEC), lo cual se pudo verificar a través de sus propiedades
termodinámicas y de las funciones de pares del gas. Adicionalmente se presentó una forma
de calcular la variable de contacto empleando un potencial de interacción finito, lo resultados
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obtenidos para los potenciales de interacción estudiados son similares al modelo del potencial
de contacto.

Uno de los principales resultados de este trabajo ha sido mostrar el comportamiento de
las funciones de pares del gas y verificar que al variar la longitud de dispersión, o de acuerdo
al modelo de interacción con un potencial finito la variable χ̃, el gas transita de un estado
BCS donde las funciones de pares de partículas del gas corresponden a pares de Cooper, a un
estado BEC donde las funciones de pares están localizadas y corresponde a estados diatómicos
confirmando así el modelo del crossover

En relación a las energías de Hartree-Fock, los resultados obtenidos presentan valores ne-
gativos de la presión y no es posible determinar con precisión si esto se deba directamente a
los términos de Hartree-Fock o a posibles fallos del modelo para ciertos valores del alcance. En
todo caso, queda por hacer un análisis más detallado del Hamiltoniano de interacción del gas
de Fermi.

El modelo presentado aquí del crossover, usando varios potenciales de interacción entre
partículas, ha dado resultados acorde al modelo más usual que emplea un potencial de contacto;
sin embargo, este modelo tiene la ventaja de evitar las divergencias presentes en el modelo de
interacción de contacto y permite estudiar el comportamiento de cada uno de los términos de
la energía -esto no es posible con el modelo de contacto ya que el término de pares diverge-.
Esto tienen una relevancia importante ya que la interacción de contacto es una aproximación
burda de la interacción entre partículas y que al ser empleada en sistema de muchos cuerpos
suele conducir a divergencias en algunos términos de la energía.

Ha resultado interesante notar que la variable adimensional: z = R
√

2mr/V0~2 o su equi-
valente en unidades de Fermi: χ̃ = R̃

√
Ṽ0, por una parte, “surge” de manera “natural” como la

variable de la longitud de dispersión para todos los potenciales de interacción estudiados aquí y
que podríamos esperar para cualquier potencial de interacción de la forma: U (r) = V0 f (r/R);
además, la misma variable puede ser usada en el sistema de muchos cuerpos que interactúan
con el mismo potencial; esto no es del todo obvio ya que la longitud de dispersión proviene
del análisis de la dispersión entre dos partículas y por lo tanto ajeno al problema de muchos
cuerpos. Más aún, el hecho de que la transición del crossover, de un estado BCS a un estado
BEC, se presente para el valor χ̃ tal que la longitud de dispersión haga el cambio de signo es de
resaltar. En este sentido los resultados obtenidos constatan el carácter universal del crossover
cuando la longitud de dispersión diverge (o el inverso de la longitud es cero), hecho que ha lla-
mado la atención en los últimos años. Más allá del fenómeno del crossover BCS-BEC, el modelo
presentado puede servir también para abordar diferentes sistemas de fermiones con interacción,
dentro del marco de la teoría BCS, ya que tiene carácter más general al modelar las interacciones
entre partículas por un potencial general U (r), en vez de reducirlo a una interacción efectiva
representada por la longitud de dispersión.
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APÉNDICE A
Transformación de Bogoliubov-Valatin.

A.1. Hamiltoniano de un gas de Fermi con interacción.

El hamiltoniano más general de un sistema de N partículas que interactúan por pares a
través de un potencial central U (|ri − rj|) esta dado por:

Ĥ =
N∑

i=1

~̂p2

2m
+

1

2

N∑

i 6=j
U (|ri − rj|) +

N∑

i=1

Uext (ri) , (A.1)

donde Uext (ri) corresponde a un potencial externo de confinamiento, en este trabajo considera-
remos un gas homogéneo donde las partículas están confinadas en un volumen V y el potencial
externo queda determinado de la siguiente manera:

Uext (r) =

{
0 si ~r ε V,

∞ en otro caso.
(A.2)

En general las partículas pueden estar sujetas a un potencial externo y esto ha cobrado
relevancia en los últimos años debido a que en los experimentos con gases atómicos ultrafríos lo
más adecuado es confinar los átomos mediante campos electromagnéticos externos que resultan
en diferentes configuraciones de potenciales externos, lo más común resulta en un potencial
armónico: U (r) = mω2r2/2. Las propiedades termodinámicas en un gas, ya sea de fermiones
o bosones, confinado por un potencial externo se pueden definir mediante variables globales
análogas al volumen, la presión, etc. pero que dependen de los parámetros del potencial ex-
terno y tienen como consecuencia ciertas inhomogeneidades en el gas que pueden ser tratadas
mediante la aproximación de densidad local [Sandoval-Figueroa and Romero-Rochín, 2008]. En
este trabajo se considera un potencial externo homogéneo y en adelante se supondremos tal
caso.

Para estudiar el hamiltoniano del sistema lo más conveniente es trabajar en el formalismo
de segunda cuantización -espacio de Fock-, donde se definen los operadores de creación y ani-
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quilación: âk,σ y â†k,σ, en el estado |k, σ〉; donde k representa el momento de la partícula y σ
su estado de espín, que se consideran dos estados: σ = {↑, ↓}. Para fermiones, estos operadores
satisfacen las siguientes reglas conmutación:

{
âk,σ, â

†
k′,σ′

}
≡ âk,σâ

†
k′,σ′ + â†k′,σ′ âk,σ = δkk′ δσσ′ ,

{
âk,σ, âk′σ′

}
=
{
â†kσ, â

†
k′σ′

}
= 0, ∀ k, k′

(A.3)

En términos de estos operadores, y tomando en cuenta que el potencial de interacción U (r)
no depende del estado de espín de las partículas, entonces el hamiltoniano (A.1) se escribe de
la siguiente manera1:

Ĥ =
∑

k,σ

εkâ
†
k,σâk,σ +

1

2

∑

{ki,σi}
Uk1k2k3k4 â

†
k1,σ1

â†k2,σ2
âk3,σ3

âk4,σ4
, (A.4)

el primer término corresponde a la energía cinética, que denotaremos como ĤK , y el segundo a
la energía de interacción2, Ĥint. Empleando los operadores de número: n̂~k, σ ≡ â†k,σâk,σ, entonces
el término de energía cinética se puede escribir como:

ĤK =
∑

~k, σ

εk â
†
k,σâk,σ =

∑

~k, σ

εk n̂~k,σ, (A.5)

donde εk,σ, corresponde a la energía de partícula libre de masam con momento k, (independiente
del estado de espín de los fermiones):

εk = 〈k, σ| p̂
2

2m
|k, σ〉 =

~2k2

2m
. (A.6)

si los estados de partícula libre con momento ~k son:

〈r |k〉 = φk (r) =
eik·r√
V
, (A.7)

Para el término de interacción se considera que el potencial de interacción entre pares de
partículas, U (|ri − rj|), es independiente del espín y por lo tanto:

〈k1σ1,k2σ2|U |k3σ3,k4σ4〉 = δσ1,σ3δσ2,σ4 〈k1,k2|U |k3,k4〉 , (A.8)

de esta manera, la suma de la ecuación (A.4) en los estados de espín: σi (i = 1, 2, 3, 4), se
restringe únicamente a dos índices de espín: σ, σ′. Así, los elementos de matriz del potencial de
interacción: Uk1k2k3k4 = 〈k1,k2|U |k3,k4〉 vienen dados por la siguiente expresión:

1El procedimiento para obtener el hamiltoniano en segunda cuantización se puede consultar en
textos avanzados de mecánica cuántica, teoría de muchos cuerpos o estado solido, por ejemplo:
[Alexander L. Fetter, 1971][Philip L Taylor, 2002].

2En principio, la suma corre sobre cuatro indices; sin embargo, como veremos a continuación los indices en el
espín se restringen a dos, además por conservación de momento el índice en los vectores de momento se limitan
a tres.
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〈k1,k2|U |k3,k4〉 ≡
1

V 2

ˆ ˆ
d3r1d

3r2φ
∗
k1

(r1)φ∗k2
(r2) U (|r1 − r2|) φk3 (r2)φk4 (r1) ,

=
1

V 2

ˆ ˆ
d3r1d

3r2e
−ik1·r1e−ik2·r2eik3·r2eik4·r1 U (|r1 − r2|) ;

(A.9)

La integral se simplifica introduciendo las coordenadas de centro de masa: ~R = 1
2

( ~r1 + ~r2)
y relativa: ~r = ~r1 − ~r2 para un sistema de dos partículas con igual masa:

Uk1k2k3k4 =
1

V 2

ˆ
ei[(k4−k1)+(k3−k2)]·R d3R

ˆ
e

1
2
i[(k4−k1)−(k3−k2)]·r U (r) d3r, (A.10)

la integral en la coordenada de centro de masa se anula excepto que (k4 − k1) + (k3 − k2) = 0,
es decir:

k3 + k4 = k1 + k2, (A.11)

que representa la conservación del momento en el proceso de colisión entre dos partículas con
momentos: ~k3, ~k4 antes de la colisión y ~k1, ~k2 después de la colisión. Así los elementos de matriz
del potencial de interacción, que en principio tienen tres indices, se reducen a dos:

Uk1k2k3k4 = δk1+k2,k3+k4

1

V
Uk3k2 , donde: Uk3k2 =

ˆ
e−i(k3−k2)·r U (r) d3r. (A.12)

Así, el término de interacción del hamiltoniano se expresa como:

Ĥint =
1

2V

∑

k1,k2,k3;σ,σ′

Uk3k2 â
†
k1,σ

â†k2,σ′ âk3,σ′ âk4,σ
, (A.13)

(importante notar que: k4 = k1 + k2 − k3) para entender mejor el término de interacción,
definimos lo siguiente:

~q ≡ k2 − k3

k4 ≡ k

k3 ≡ k′
⇒ k1 = k− ~q

k2 = k′ + ~q
(A.14)

el término de interacción se se puede escribir como:

Ĥint =
1

2V

∑

k1,k2,~q;σ,σ′

U~q â
†
k−~q,σâ

†
k′+~q,σ′ âk′,σ′ âk,σ, donde: U~q =

ˆ
e−i~q·r U (r) d3r. (A.15)

que se puede interpretar como dos partículas destruidas en los estados: (k, σ) , (k′, σ′) y dos
partículas creadas en los estados: (k′ + ~q, σ′) , (k− ~q, σ).
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A.2. Energía de Hartree, de Fock y de pares.
Energía de Hartree, ~q = 0.
En este caso:

ĤH =
1

2V

∑

k,k′;σ,σ′

U0 â
†
k,σâ

†
k′,σ′ âk′,σ′ âk,σ

= (−1)2 U0

2V

∑

k,k′;σ,σ′

â†k,σâk.σâ
†
k′,σ′ âk′,σ′ =

U0

2V

∑

k,k′;σ,σ′

nk,σnk′,σ′ ,

(A.16)

donde:

U0 = ĺım
q→0

ˆ
e−i~q·r U (r) d3r. (A.17)

Explícitamente la suma sobre el espín:

nk↑ (nk′↑ + nk′↓) + nk↓ (nk′↑ + nk′↓) = (nk↑ + nk↓) (nk′↑ + nk′↓) . (A.18)

Finalmente el término de Hartree queda como:

ĤH =
U0

2V

∑

k,k′

(nk↑ + nk↓) (nk′↑ + nk′↓) (A.19)

Como la suma en k y k′ son independientes entonces ĤH = U0

2V
[
∑

k (nk↑ + nk↓)]
2. La energía

de Hartree es negativa para un potencial de interacción atractivo, ya que en este caso U0 < 0.
Energía de Fock, ~q = k− k′.
En este caso:

ĤF =
1

2V

∑

k,k′;σ,σ′

Ukk′ a
†
k′,σa

†
k,σ′ak′,σ′ak,σ = (−1)

1

2V

∑

k,k′;σ,σ′

Ukk′ a
†
k′,σak′,σ′a

†
k,σ′ak,σ. (A.20)

donde:

Ukk′ =

ˆ
e−i(k−k

′)·r U (r) d3r. (A.21)

La suma en los indices de espín se puede separar en cuatro términos, que se describen a
continuación:

a†k′,σ ak′,σ′ a†k,σ′ ak,σ

k′, ↑ k, ↑ k′, ↑ k, ↑ ⇒ a†k′,↑ak′,↑a
†
k,↑ak,↑ = nk↑nk′↑

k′, ↑ k, ↓ k′, ↓ k, ↑ ⇒ a†k′,↑ak′,↓a
†
k,↓ak,↑

k′, ↓ k, ↑ k′, ↑ k, ↓ ⇒ a†k′,↓ak′,↑a
†
k,↑ak,↓

k′, ↓ k, ↓ k′, ↓ k, ↓ ⇒ a†k′,↓ak′,↓a
†
k,↓ak,↓ = nk↓nk′↓

(A.22)
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El término de la energía de Fock queda como:

ĤF = − 1

2V

∑

k,k′

Uk′k (nk↑ + nk↓) (nk′↑ + nk′↓) (A.23)

Energía de pares.
Este término corresponde a la destrucción de dos partículas como momentos opuestos: k, −k y
por conservación de momento crea dos partículas en estados opuesto también: k′, −k′, en este
caso se tiene lo siguiente:

Ĥp =
1

2V

∑

k,σ;k′,σ′

Ukk′ a
†
k′,σa

†
−k′,σ′a−k,σ′ak,σ , (A.24)

donde:

Ukk′ =

ˆ
e−i(k−k

′)·r U (r) d3r. (A.25)

La suma sobre los espines se puede separar en cuatro términos bien definidos:

a†k′,σ a†−k′,σ′ a−k,σ′ ak,σ

↑ ↑ ↑ ↑ ⇒ a†k′,↑a
†
−k′,↑a−k,↑ak,↑

↑ ↓ ↓ ↑ ⇒ a†k′,↑a
†
−k′,↓a−k,↓ak,↑

↓ ↑ ↑ ↓ ⇒ a†k′,↓a
†
−k′,↑a−k,↑ak,↓

↓ ↓ ↓ ↓ ⇒ a†k′,↓a
†
−k′,↓a−k,↓ak,↓

(A.26)

De acuerdo a la teoría BCS, los términos con igual espín se desprecian [Philip L Taylor, 2002]...
y los dos términos medios son iguales bajo el intercambio k→ k por lo que se suman y finalmente
el termino de pares queda como:

Ĥp =
1

V

∑

kk′

Uk′k a
†
k′,↑a

†
−k′,↓ak,↑a−k,↓. (A.27)

Notar que tanto para el término de Hartree y de Fock, la suma en k es independiente del
espín y abarca todos los valores posibles de k, por lo tanto sin perdida de generalidad es posible
simplificar la notación de la siguiente manera: k, ↑≡ k y k, ↓≡ −k, esto permite incluir el espín
en el signo del vector de momento y además no altera el término de pares. En adelante se sigue
esta convención.

Hamiltoniano de un sistema de fermiones en la aproximación de campo medio:

Ĥ = ĤK + ĤH + ĤF + Ĥp (A.28)

donde:



134 Transformación de Bogoliubov-Valatin.

Término ideal: ĤK =
∑

k

(εk − µ) (nk + n−k)

Término de Hartree: ĤH =
U0

2V

∑

k

(nk + n−k)
∑

k′

(nk′ + n−k′)

Término de Fock: ĤF = − 1

2V

∑

k,k′

Uk′k (nk↑nk′↑ + nk↓nk′↓)

Término de pares: Ĥp =
1

V

∑

kk′

Uk′k a
†
k′,↑a

†
−k′,↓ak,↑a−k,↓

(A.29)

A.3. Transformación de Bogoliubov-Valatin.
Se define la transformación de Bogoliubov-Valatin para fermiones a través de los siguientes
operadores:

α̂k ≡ ukâk↑ − vkâ†−k↓,
α̂−k ≡ ukâ−k↓ + vkâ

†
k↑;

(A.30)

a partir de la cual, la transformación inversa se expresa como:

âk = ukα̂k + vkα̂
†
−k,

â−k = ukα̂−k − vkα̂†k.
(A.31)

Los operadores de Bogoliubov α̂±k satisfacen las reglas usuales de anticonmutación para
fermiones:

{
αk, α

†
k′

}
= δk,k′ ,

{αk, αk′} =
{
α†k, α†k′

}
= 0 .

(A.32)

Para garantizar que estos operadores correspondan a una transformación unitaria deben
satisfacer lo siguiente:

u2
k + v2

k = 1. (A.33)

Los operadores de número en la representación de los operadores de Bogoliubov están
dados por:

m̂k ≡ α̂†kα̂k,

m̂−k ≡ α̂†−kα̂−k.
(A.34)

Definidos los operadores de Bogoliubov (α̂±k) y sus correspondientes operadores de número
(m̂±k), a continuación se describe como se aplica esta transformación al hamiltoniano de campo
medio (A.28).
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Para simplificar los cálculos se definen los siguientes operadores:

Γ̂±k ≡ u2
km̂±k − v2

km̂∓k + v2
k,

Π̂k = 2v2
k +

(
u2
k − v2

k

)
(m̂k + m̂−k) ,

Λ̂±k ≡ α̂†±kα̂
†
∓k + α̂∓kα̂±k.

(A.35)

de las propiedades de los operadores (α̂±k, α̂†±k) se tienen las siguientes propiedades:

Γ̂k + Γ̂−k = Π̂k

Λ+k + Λ−k = 0
(A.36)

es importante notar que cualquier par de operadores en k y k′ conmutan ya que son índices
independientes.

Sustituyendo los operadores de Bogoliubov en los operadores de número de fermiones:

n̂±k = â†±kâ±k =
[
ukα

†
±k ± vkα̂∓k

]
×
[
ukα̂±k ± vkα̂†∓k

]

= u2
k

(
α†±kα±k

)
+ v2

k

(
α∓kα

†
∓k

)
± ukvkα†±kα†∓k ± ukvkα∓kα±k

= u2
km±k + v2

k (1−m∓k)± ukvk
(
α†±kα

†
∓k + α∓kα±k

)

= u2
km±k − v2

km∓k + v2
k ± ukvk

(
α†±kα

†
∓k + α∓kα±k

)
,

(A.37)

identificando las relaciones (A.35) se obtiene:

n̂±k = Γ̂±k ± ukvkΛ̂±k, (A.38)

de donde se obtienen los siguientes resultados:

n̂k + n̂−k = Π̂k + 2ukvkΛ̂k.

n̂±kn̂±k′ = Γ̂±kΓ̂±k′ + uk′vk′Γ̂±kΛ̂±k′ + ukvkΛ̂±kΓ̂±k′ .
(A.39)

Notar que se han despreciado los productos de cuatro operadores: uk′vk′Λ̂k′ukvkΛ̂k′ ≈ 0. Con
esto, el número de partículas queda expresado como:

N̂ =
∑

k

(n̂k + n̂−k) =
∑

k

(
Π̂k + 2ukvkΛ̂k

)
. (A.40)

Sustituyendo en cada uno de los términos del hamiltoniano de campo medio se obtienen los
siguientes resultados.

Para el término ideal la sustitución es directa:

ĤK =
∑

k

(εk − µ)
[
Π̂k + 2ukvkΛ̂k

]
(A.41)
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en el caso de término de Hartree se obtiene tiene lo siguiente:

ĤH =
Ũ0

2V

∑

kk′

(
Π̂k + 2ukvkΛ̂k

)(
Π̂k′ + 2uk′vk′Λ̂k′

)
=
Ũ0

2V

∑

kk′

(
Π̂kΠ̂k′ + 4ukvkΛ̂kΠ̂k′

)
(A.42)

una vez más se supone: uk′vk′Λ̂k′ukvkΛ̂k′ ≈ 0 y para realizar la suma: 2ukvkΛ̂kΠ̂k′+2uk′vk′Π̂kΛ̂k′ =
4Π̂k′ukvkΛ̂k, simplemente se intercambia: k→ k′.

Para el término de Fock se tiene lo siguiente:

ĤF = − 1

2V

∑

k,k′

Uk′k

[
Γ̂kΓ̂k′ + Γ̂−kΓ̂−k′ + uk′vk′

(
Γ̂kΛ̂k′ + Γ̂−kΛ̂−k′

)
+ ukvk

(
Γ̂k′Λ̂k + Γ̂−k′Λ̂−k

)]

= − 1

2V

∑

k,k′

Uk′k

[
Γ̂kΓ̂k′ + Γ̂−kΓ̂−k′ + uk′vk′

(
Γ̂k − Γ̂−k

)
Λ̂k′ + ukvk

(
Γ̂k′ − Γ̂−k′

)
Λ̂k

]

= − 1

2V

∑

k,k′

Uk′k

[
Γ̂kΓ̂k′ + Γ̂−kΓ̂−k′ + uk′vk′Π̂kΛ̂k′ + ukvkΠ̂k′Λ̂k

]

= − 1

2V

∑

k,k′

Uk′k

[
ΓkΓk′ + Γ−kΓ−k′ + 2ukvkΛkΠk′

]
,

(A.43)
donde la última igualdad se obtuvo de la misma forma que con el término de Hartree, es decir
intercambiando k→ k′.

Para el término de pares se tiene primero el producto de los siguientes pares de operadores:

a†k′a
†
−k′ =

(
uk′α̂

†
k′ + vk′α̂−k′

)(
uk′α̂

†
−k′ − vk′α̂k′

)

= u2
k′

(
α†k′α

†
−k′
)
− v2

k′ (α−k′αk′) + uk′vk′ (1−mk′ −m−k′)

a−kak =
(
ukα̂−k − vkα̂†k

)(
ukα̂k + vkα̂

†
−k

)

= u2
k (α−kαk)− v2

k

(
α†kα

†
−k

)
+ ukvk (1−mk −m−k)

(A.44)

con lo cual el producto de los cuatro operadores:

a†k′a
†
−k′a−kak = uk′vk′ (1−mk′ −m−k′)

[
u2
k (α−kαk)− v2

k

(
α†kα

†
−k

)]
+

+
[
u2
k′

(
α†k′α

†
−k′
)
− v2

k (α−k′αk′)
]
ukvk (1−mk −m−k) +

+ uk′vk′ukvk (1−mk′ −m−k′) (1−mk −m−k)

(A.45)

donde se han eliminando los productos de cuatro operadores, además intercambiando k→ k′, se
pueden factorizar los dos primeros términos de tal manera que el resultado final para el término
de pares queda dado por:
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Ĥp =
1

V

∑

kk′

Ukk uk′vk′ (1−mk′ −m−k′)
(
u2
k − v2

k

)
Λk+

+
1

V

∑

kk′

Ukk uk′vk′ukvk (1−mk′ −m−k′) (1−mk −m−k)
(A.46)

Finalmente cada uno de los términos del hamiltoniano completo, ecuación (A.47), en térmi-
nos de los operadores de Bogoliubov están dados por la siguientes expresiones:

ĤK =
∑

k

(εk − µ)

[
Π̂k + 2ukvkΛ̂k

]

ĤH =
U0

2V

∑

kk′

[
Π̂kΠ̂k′ + 4ukvkΛ̂k

]

ĤF = − 1

2V

∑

k,k′

Ukk′

[
Γ̂kΓ̂k′ + Γ̂−kΓ̂−k′ + 2ukvkΛ̂kΠ̂k′

]

Ĥp =
1

V

∑

kk′

Ukk uk′vk′ (1− m̂k′ − m̂−k′)
(
u2
k − v2

k

)
Λ̂k+

+
1

V

∑

kk′

Ukk uk′vk′ukvk (1− m̂k′ − m̂−k′) (1− m̂k − m̂−k)

(A.47)

A.4. Diagonalización.

De acuerdo al método de Bogoliubov-Valantin [Alexander L. Fetter, 1971] los parámetros
uk, vk se determinan al diagonalizar el hamiltoniano total del gas de fermiones, para ello se
hacen cero todos aquellos términos que contengan al operador: Λ̂k ≡ α̂†±kα̂

†
∓k + α̂∓kα̂±k. De esta

manera el efectivo es diagonal en la base de los operadores de número m±k. Se debe notar que
los términos del hamiltoniano en la nueva base de operadores, ecuación (A.47), son sumas sobre
k y k′ por lo que en necesario que anular para todo k los operadores Λ̂k, lo cual conlleva a la
siguiente ecuación:

2ukvk

[
(εk − µ) +

U0

V

∑

k′

Πk′ −
1

2V

∑

k′

Uk′k Πk′

]
+

+
(
u2
k − v2

k

) 1

V

∑

k′

Uk′k uk′vk′ (1−mk′ −m−k′) = 0 .

(A.48)

De esta ecuación, se define al gap ∆k, la energía de Hartree εH y la energía de Fock
εF de la siguiente manera:
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εH =
U0

V

∑

k′

〈
Π̂k′
〉
,

εF = − 1

2V

∑

k′

Uk′k
〈
Π̂k′
〉
,

∆k = − 1

V

∑

k′

Uk′k uk′vk′
(
1−

〈
m̂k′
〉
−
〈
m̂−k′

〉)
,

(A.49)

la energía de Hartree y de Fock, aunque semejantes, difieren por un signo, un factor de un
medio y además la energía de Fock depende de k. La energía de Hartree y de Fock son negativa
y positiva, respectivamente, para un potencial de interacción atractivo. Las tres ecuaciones
anteriores comprenden un sistema de ecuaciones integrales para un potencial de interacción
U (r), cuyos elementos de matriz son Ukk′ =

´
e−i(k−k

′)·r U (r) d3r; es decir, dado un potencial
de interacción el sistema (A.49) se resuelve para el potencial químico µ, el gap ∆k y las energías
de Hartree Fock εH , εF , donde además se debe considerar la ecuación del número de partículas.
Con estas definiciones la ecuación (A.48) se expresa como:

2ukvk (εk − µ+ εH + εF )−∆k

(
u2
k − v2

k

)
= 0. (A.50)

esta ecuación junto con la condición:u2
k + v2

k = 1, determinan los parámetros uk y vk. Para
resolver el sistema de ecuaciones, consideremos el cambio de variable:

u2
k =

1

2
(1 + xk)

v2
k =

1

2
(1− xk)

, (A.51)

que sustituyendo en (A.50) se obtiene una ecuación cuadrática para xk:
√

1− x2
k (εk − µ+ εH + εF )−∆k xk = 0, (A.52)

cuyo resultado es:

xk =
Ek
Ek

donde:
Ek ≡ ξk + εh + εfk

Ek ≡
√
E2
k + ∆2

k

(A.53)

De esta manera los operadores Γ̂k, Π̂k quedan expresados, en términos de los operadores
m̂±k, de la siguiente manera:

Γ̂±k =
1

2
xk (m̂±k + m̂∓k) +

1

2
(m̂±k − m̂∓k) +

1

2
(1− xk) ,

Π̂k = (1− xk) + xk (m̂k + m̂−k) .
(A.54)
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por otra parte, se tienen las siguientes relaciones de los parámetros uk y vk:

ukvk =
1

2

√
1− x2

k =
∆k

2Ek

u2
k − v2

k = xk =
Ek
Ek

(A.55)

(de aquí resulta claro que ∆k y Ek no pueden ser operadores ya que los paramétros uk y vk son
numeros reales) Pasemos a sustittuir los resultados en cada uno de los términos del hamiltoniano.
Puesto que el número de partículas queda expresado como:

N̂ =
∑

k

(n̂k + n̂−k) =
∑

k

Π̂k. (A.56)

εH =
U0

V
N,

εF = − 1

2V

∑

k′

Uk′k [(1− xk) + xk (m̂k + m̂−k)] ,

∆k = − 1

V

∑

k′

Uk′k
Ek′
Ek′

(1− m̂k′ − m̂−k′) ,

(A.57)

por otra parte, para el término de Hartree ĤH queda como:
Para el término de Fock, se tiene el siguiente resultado para el producto de los siguientes
operadores:

Γ̂kΓ̂k′ + Γ̂−kΓ̂−k′ =
1

2

[
Π̂kΠ̂k′ + (m̂k − m̂−k) (m̂k′ − m̂−k′)

]
(A.58)

consideramos que
〈
m̂k

〉
=
〈
m̂−k

〉
y por lo tanto: Γ̂kΓ̂k′ + Γ̂−kΓ̂−k′ = 1

2
Π̂kΠ̂k′ , de la ecuación

(A.54) también se obtiene que 1 −mk −m−k = (1− Πk) /xk, entonces el término de manera
que finalmente los términos de la energía quedan como:

ĤK =
∑

k

(εk − µ) Π̂k,

ĤH =
U0

2

∑

k,k′

Π̂kΠ̂k′ ,

ĤF = − 1

4V

∑

k,k′

Uk′k Π̂k,

Ĥp =
1

V

∑

kk′

Ukk
∆k

2Ek

∆k′

2Ek′
(1− m̂k′ − m̂−k′) (1− m̂k − m̂−k)

(A.59)



140 Transformación de Bogoliubov-Valatin.

ĤK =
∑

k

(εk − µ) [(1− xk) + xk (m̂k + m̂−k)] ,

ĤH =
U0

2V
N2

ĤF = − 1

4V

∑

k,k′

Uk′k [(1− xk) + xk (m̂k + m̂−k)] ,

Ĥp =
1

V

∑

kk′

Ukk
∆k

2Ek

∆k′

2Ek′
(1− m̂k′ − m̂−k′) (1− m̂k − m̂−k)

(A.60)

Para sumar los cuatro términos hay que notar lo siguiente:

Ĥ0 − µN̂ + 2ĤH + 2ĤF + 2Ĥp =
∑

k

Ek (m̂k + m̂−k) +
∑

k

(Ek − Ek) , (A.61)

es decir, si: Ĥ − µN̂ = Ĥ0 − µN̂ + ĤH + ĤF + Ĥp, entonces:

Ĥ − µN̂ =
∑

k

Ek (m̂k + m̂−k) +
∑

k

(Ek − Ek)− ĤH − ĤF − Ĥp, (A.62)

sustituyendo en esta expresión cada uno de los términos de la ecuación (A.60) y simplificando
se obtiene el resultado final:

Ĥ − µN̂ =
∑

k

[
Ek −

∆2
k

2Ek

− (εH + εF ) Ek
2Ek

]
(m̂k + m̂−k) +

+
∑

k

[
Ek − Ek +

∆2
k

2Ek

+
(εH + εF ) Ek

2Ek

− (εH + εF )

2

]
,

(A.63)

definiendo: Ek = Ek − ∆2
k

2Ek
− (εH+εF )Ek

2Ek
se puede expresar como:

Ĥ − µN̂ =
∑

k

Ek (m̂k + m̂−k) +
∑

k

[
Ek − Ek −

(εH + εF )

2

]
. (A.64)

que representa el hamiltoniano de un gas de Fermi diagonal, en términos de cuasipartícula....
Los términos del hamiltoniano se pueden expresar en función de los parámetros uk y vk de

la siguiente manera:
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ĤK =
∑

k

(εk − µ)
[
2vk +

(
u2
k − v2

k

)
(m̂k + m̂−k)

]
,

ĤH =
U0

2V

∑

kk′

(
2v2

k

) (
2v2

k′
)

ĤF = − 1

4V

∑

k,k′

Uk′k
[
2vk +

(
u2
k − v2

k

)
(m̂k + m̂−k)

]
,

Ĥp =
1

V

∑

kk′

Ukk ukvk uk′vk′ (1− m̂k′ − m̂−k′) (1− m̂k − m̂−k) ,

(A.65)

a temperatura cero (T = 0) se reducen a las siguientes expresiones:

ĤK =
∑

k

2vk (εk − µ) ,

ĤH =
U0

2V

∑

kk′

(
2v2

k

) (
2v2

k′
)

ĤF = − 1

4V

∑

k,k′

2vkUk′k,

Ĥp =
1

V

∑

kk′

Ukk ukvk uk′vk′

(A.66)





APÉNDICE B
Dimensiones de Fermi.

De acuerdo al límite termodinámico, para analizar las propiedades termodinámicas del gas de
fermiones es necesario reemplazar la suma sobre los estados, en el espacio de momentos k, a
una integral de de estados continuos. Por otra parte, para tratar numéricamente las diferentes
ecuaciones, resultado del modelo teórico del sistema, es necesario adimensionar los diferentes
parámetros que intervienen. Al tratarse de un gas de Fermi lo más natural es dimensionar las
diferentes variables en unidades derivadas de la energía de Fermi de un gas ideal definida como:

εF =
~2k2

F

2m
, donde: k3

F = 3πρ (B.1)

siendo la densidad: ρ = N/V . Aquí hay un detalle muy importante a destacar, en la expresión
de la energía de Fermi, m es la masa de la partículas (fermiones) que conforman al gas. Sin
embargo en las expresiones que describen las propiedades de dispersión de pares de partículas,
en especial la longitud de dispersión, se emplea la masa reducida del sistema de dos partículas
que interactúan, en el caso de que ambas partículas tengan igual masa, la masa reducida es:
mr = m/2. Este factor de 1/2 es de gran relevancia al hacer la correspondencia de las propie-
dades termodinámicas con la longitud de dispersión y en el capitulo 6 se discute a detalle esta
correspondencia.

Consideremos de manera general que se tiene una función: G (k, θk, ϕk), tal que se suma
sobre los estados de momento k, entonces en el límite termodinámico:

∑

k

G (k, θk, ϕk)→ V

(2π)3

ˆ
G (k, θk, ϕk) d3k =

V

(2π)3

2πˆ

0

πˆ

0

∞̂

0

G (k, θk, ϕk) k2 dk dΩk , (B.2)

donde la diferencial del ángulo sólido en coordenadas esféricas es: dΩk = sen θkdθkdϕk. La
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integral en k se puede dimensionar en términos de kF de la siguiente manera:

V

(2π)3 k
2 dk =

V k3
F

(2π)3 k̃
2 dk̃, donde: k̃ = k/kF , (B.3)

suponiendo que no hay dependencia en el ángulo azimutal ϕk entonces:

∑

k

G (k, θk, ϕk)→ k3
F

4π2

V

4π

πˆ

0

∞̂

0

G
(
k̃, θk, ϕk

)
k̃2 dk̃ sen θkdθk. (B.4)

Por conveniencia, se hace el siguiente cambio de variable: x = k̃2, esto es equivalente a pasar
a la representación de la energía (ε ∝ k2), de manera que: k̃2 dk̃ =

√
x/2 dx, y por lo tanto:

∑

k

G (k)→ k3
F

4π2

V

4π

2πˆ

0

πˆ

0

∞̂

0

G (x, θk) dx
√
x dΩk,

x = ε/εF = k2/k2
F

dΩk = sen θkdθkdϕk

. (B.5)

En el caso de las ecuaciones integrales (5.37), donde se define el gap, la energía de Hartree
y la energía de Fock, el integrando tiene una dependencia del ángulo θk y en este caso los
ecuaciones en unidades de Fermi se expresan como:

ε̃H =
Ũ0

3π2

ε̃F = − 1

4π2

1

4π

∞̂

0

1

2
F̃
(
x, x′, Ṽ0, R̃

)[
1− Ẽk

Ẽk

tanh

(
βEk

2

)] √
x′dx′

∆̃x = − 1

4π2

1

4π

∞̂

0

F̃
(
x, x′, Ṽ0, R̃

) ∆̃x′

2Ẽx′
tanh

(
βEk

2

) √
x′ dx′ ,

1 =
3

4

∞̂

0

[
1− Ek

Ek

tanh

(
βEk

2

)] √
x′ dx′ .

(B.6)

Si el integrando no depende del ángulo θk, como por ejemplos los términos del hamiltoniano,
ver ecuación (5.41), lo conveniente es emplear la relación del momento de Fermi: k3

F = 3π2N/V
y por lo tanto:

∑

k

G (k)→ 3

4
N

∞̂

0

G (x) dx
√
x, x = k2/k2

F (B.7)

De esta manera, los términos del hamiltoniano, ecuación (5.41), en unidades de Fermi se
expresan de la siguiente manera:



145

〈
ĤK

〉
=

3

4
N

∞̂

0

(x̃− µ̃)

[
1− Ẽx

Ẽx
tanh

(
βEx

2

)] √
x dx,

〈
ĤH

〉
=
ε̃H
2
N,

〈
ĤF

〉
=

3

8
N

∞̂

0

ε̃F (x)

[
1− Ẽx

Ẽx
tanh

(
βEx

2

)] √
x dx,

〈
Ĥp

〉
= −3

4
N

∞̂

0

∆̃2
x

2Ẽx
tanh

(
βEx

2

) √
x dx.

(B.8)

La ecuación de numero también es de este tipo y en unidades de Fermi se expresa como:

N =
3

4
N

∞̂

0

[
1− Ek

Ek

tanh

(
βEk

2

)] √
x′ dx′ . (B.9)

Para el caso de temperatura cero (tanh
(
βEx

2

)
= 1) se reducen a las siguientes expresiones:

〈
ĤK

〉
=

3

4
N

∞̂

0

(x̃− µ̃)

[
1− Ẽx

Ẽx

]
√
x dx,

〈
ĤH

〉
=
ε̃H
2
N,

〈
ĤF

〉
=

3

8
N

∞̂

0

ε̃F (x)

[
1− Ẽx

Ẽx

]
√
x dx,

〈
Ĥp

〉
= −3

4
N

∞̂

0

∆̃2
x

2Ẽx

√
x dx.

1 =
3

4
N

∞̂

0

[
1− Ek

Ek

] √
x′ dx′ .

(B.10)
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Abstract
We address the thermodynamics of the zero temperature BCS-BEC crossover of a balanced two
component mixture of a finite range interacting fermions within a mean field approach. For the
analysis we consider two wide types of finite range potentials describing the interaction between
different Fermi species: purely attractive, as the square well, the exponential and the Yukawa
potentials, and others having both a repulsive wall at the origin as well as a finite attractive tail,
as Van der Waals and dipolar potentials. We study the energy gap, the chemical potential and the
pressure as functions of the scattering length for all the interacting potentials considered. The
system spatial structure is further analyzed via the the pair functions associated to each potential.
We find that for those with pure attractive contributions the crossover can be recognized either,
when the chemical potential changes its sign or when the scattering length diverges. In contrast,
the pair functions linked to potentials with both repulsive and attractive terms, show wide
crossover regions without sharp distinctions at the sign change of the chemical potential nor at
unitarity.

Keywords: BCS-BEC crossover, interacting Fermi gases, ultracold atoms

(Some figures may appear in colour only in the online journal)

1. Introduction

The observation in 2004 of the transition from the atomic
Bardeen–Cooper–Schriefer state to the molecular Bose–Ein-
stein condensate, known as the BCS-BEC crossover [1–5],
confirmed the early prediction [6–12] that these two different
states, in principle opposite in nature, emerge from the same
origin, namely, from an interacting gas composed of a
balanced mixture of Fermi atoms in two different hyperfine
states. Even more, those experiments established that the
crossover occurs due to the presence of a Feshbach resonance
in very low energy two-body collisions. Recently, exotic
phases of quantum matter exhibiting this smooth transition
have been investigated in nuclear matter [13], color super-
fluidity [14] and FFLO states [15] among an extensive
amount of possible scenarios. Moreover, there have been
experiments of quantum simulation with ultracold quantum

matter exploring vortex dynamics [16] and transport proper-
ties [17–19], which have allowed to study physical phe-
nomena in the parameter regime of the crossover.

Based on the facts that, on the one side, the mean-field
approach provides an intuitive and qualitatively reasonable
description of the BCS-BEC crossover, and on the other, the
two-channel Feshbach resonances used in real experiments
can be replaced by a single-channel potential resonance, we
investigate in this work the physics of the crossover for dif-
ferent finite range interaction potentials. In addition, we track
the form of the pair functions along the whole crossover, as a
function of the parameters that define the model potential. We
recall that, typically, the BCS-BEC crossover is studied by
using the so-called contact approximation [8], in which the
finite range interaction potential is replaced by a Dirac delta
potential proportional to the (positive) two-body collision
scattering length. Since actual potentials are finite range, and
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do not depend explicitly on the scattering length, there has
already been interest in analyzing the crossover and its
properties taking those aspects into account. In our study we
shall consider two different classes of potentials modeling the
interaction between fermions; potentials having just an
attractive contribution, and potentials with both, a repulsive
wall at the origin and the usual attractive part at finite dis-
tances. The usefulness of including this last type of interacting
potentials is that in principle they could capture in a more
realistic way the essence of atomic collisions, that is, not just
the attractive contribution responsible of the pair formation in
both, BEC and BCS states, but the repulsive part representing
the nuclei core.

Previous analysis of the T= 0 BCS-BEC problem con-
sidering finite range potentials include both homogeneous and
inhomogeneous cases and are based on Quantum Monte
Carlo approaches [20–22], as well as on numerical solutions
of the coupled equations of the BCS theory [23, 24]. Here we
show that the structure of the coupled equations for the
energy gap and the density leads us to identify closed
expressions for any finite range potential model with definite
Fourier transform, thus, providing a route to address a variety
of the physics of the crossover. According to the universality
hypothesis [25], in the limit when the scattering length
diverges and therefore the system losses its atomic length-
scale, it is expected that all thermodynamic quantities become
independent on any atomic length, including the characteristic
range defining the interaction potential. At the same time the
so called unitarity regime, namely the strongly interacting
regime near the resonance, marks the separation of the phy-
sically quite different BCS and BEC limits. Since all the
above interatomic potentials depend on two parameters,
namely, its energy depth and its spatial range, and none of
these diverge at unitarity, one should not expect an absolute
universality even at the resonance. However, as we shall see,
the present investigation indicates that, while universality is
restored in the limit of very diluted gases, it also suggests that
a more appropriate variable to define unitarity is a dimen-
sionless quantity that depends on the two parameters of the
potential, since such a variable appears explicitly in all ther-
modynamic variables. The present investigation also brings
new insights into the pairing phenomenon that allows us to
explore the physics of very diverse systems, such as gases of
cold atoms in optical cavities where tunable range effective
atomic interactions can be engineered [26–29], or systems
belonging to the context of high energy physics as the rela-
tivistic description of BCS-BEC crossover in nuclear matter
[30–32].

This manuscript is organized in 5 sections. In section 2
we write the BCS mean field equations that describe the
T=0 ground state of the interacting Fermi mixture for the
finite range potentials here analyzed. In section 3 we present
the thermodynamics along the BCS-BEC crossover as a
function of both, the s-wave scattering length and the para-
meters R and V0 associated to the range and depth of the
model potential. In section 4 the analysis of the pair functions
is presented. Finally a discussion and a summary of this work
is presented in section 5.

2. BCS theory for finite range potentials

The most general Hamiltonian describing a balanced two
component mixture of Fermi atoms with pairwise interac-
tions, in the grand canonical ensemble is,
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creation and annihilation Fermi operators sak,ˆ † and sak,ˆ
respectively. σ labels two different hyperfine spin states that
we shall denote as  and . ¢Ukk is the Fourier transform of the
finite range potential that models the inter particle interaction
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of momentum conservation leads us to recognize three dif-
ferent terms associated to the interaction between pairs, they
are,
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where = ¢U Ukk0 with - ¢ =k k 0, that is, the Fourier
transform of the zero exchange momenta. In the standard
BCS-BEC crossover theory, the term of pairs Hp is the
responsible of the paring phenomenon, while the terms
associated to Hartree HH and Fock HF contributions are
typically neglected. Strictly speaking, in the case of the
contact potential approximation, the terms HH and HF show a
divergence when the s-wave scattering length diverges. As it
is well known, such a divergence is an artifact associated to
the contact approximation itself. As previously shown in the
literature, those divergences do not appear for finite range
potentials [24]. In fact, for the finite range potentials here
analyzed, the contributions HH and Fock HF do not exhibit
any anomalous behavior along the BCS-BEC crossover.
Following the formulation made by Leggett [8], we shall
neglect in our work these terms representing just an energy
shift. Thus, after substituting the BCS ansatz for the many-
body ground state wavefunction,
Y ñ = P + ñ - u v a a 0k k k k kBCS∣ ( )∣† † , and performing the stan-
dard variational procedure, one obtains the grand potential
function mW = áY - Y ñH NBCS BCS∣ ∣ ,
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2 ( ) , with m= - + DEk k k

2 2( ) ,
thus defining the k-dependent energy gap Dk. The grand
potential Ω is minimized when the energy gap and and the
chemical potential μ satisfy the coupled equations,
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where N is the total number of atoms. In the thermodynamic
limit, these coupled equation (6) can be expressed in a general
form for an arbitrary central potential U(r) as,
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where the energies have been scaled with respect to the Fermi
energy =  k m2F

2
F
2 , with p=k N V3F

2 1 3( ) the Fermi
wave vector, and =x k k2

F
2 is a dimensionless variable. Here

and henceforth tilde refers to dimensionless variables. The
function ¢F x x,˜ ( ), namely, the kernel of the energy gap
equation, depends on the specific form of the potential that
models the interaction U r( ). Written in spherical coordinates
this function adopts the form: ò q q f¢ = ¢F x x U, sin d dkk˜ ( ) ˜ .

One can find a simplified expression for ¢F x x,˜ ( ) for an
arbitrary spherical potential of the form =U V u r Rr 0(∣ ∣) ( ),
where V0 and R are the potential depth and the spatial range
respectively, and u r R( ) a dimensionless function that
depends on the ratio r/R. The final form for ¢F x x,˜ ( ) is:
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where = - ¢y r x x1 ˜∣ ∣ and = + ¢y r x x2 ˜∣ ∣. In this
manuscript we shall consider two types of potentials model-
ing the interparticle interactions; potentials purely attractive as
the square well, the exponential, and the Yukawa potentials,
and potentials having both, a repulsive wall at the origin plus
the standard attractive tail starting from a finite range distance
as the dipolar and the Van der Waals potentials. The explicit
expressions that we shall consider are,

=
-

= -

= -

=
-

=
-

-

-












U r
V r R

r R

U r V

U r V

U r
V r R

V r R

U r
V r R

V r R

0
,

e ,

e ,

,

, 9

r R

R

r
r R

R

r

R

r

sw
0

exp 0

Yuk 0

dip

b

0

VdW

b

0

3

3

6

6

⎪

⎪

⎪

⎪

⎧⎨⎩

⎧
⎨
⎩

⎧
⎨
⎩

( )
( )
( )

( )

( ) ( )

where Vb is the amplitude of the barrier at the origin in the
case of the dipolar and the Van der Waals potentials. In our
work we shall consider two different values of Vb to analyze
the physics along the BCS-BEC crossover. These values are
Vb= 0 and V0. A natural dimensionless quantity that char-
acterizes these potentials is c = mR V2 2

0
2 1 2( ) . As we will

see below, this quantity and the scaled potential range
=R k RF˜ are very appropriate to describe the overall role of

the finite range potential, since the first one determines the
relative values of V0 and R at the resonance, and the second
one yields the degree of diluteness of the gas; we will be
mainly interested in the case R 1˜  .

Figure 1. Inverse of the s-wave scattering length h = k a1 F˜ as a

function of the variable c = R V0˜ ˜ , for the square well Usw(r),
exponential Uexp(r), and Yukawa potentials UYuk(r), equation (9).
Different curves in each panel correspond to different values of
potential range R. The vertical dashed line indicates the value of χ
for which the s-wave scattering length diverges in each case.

Figure 2. Inverse of the s-wave scattering length h = k a1 F˜ as a

function of the variable c = R V0˜ ˜ , for the Van der Waals UVdW(r)
and dipolar Udip(r) potentials, equation (9). Different curves in each
panel correspond to different values of potential range R. The
vertical dashed line indicates the value of χ for which the s-wave
scattering length diverges in each case.
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The function F̃ for these potentials is given by,
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where now = - ¢Y R x x1 ˜∣ ∣ and = + ¢Y R x x2 ˜∣ ∣.
Solution of the coupled system (7) gives the full infor-

mation of the crossover for the studied interacting potentials.
As we shall see in the next section, this coupled system will
be solved for a fixed density N/V and the parameters that

define the two-body interaction V0 and R. Here we want to
stress two different aspects exhibited by finite range poten-
tials, with respect to its counterpart, the contact interaction
case. The first one is that the energy gap Dx

˜ is not a constant
quantity as in the standard BCS theory, instead, it is a func-
tion of the momentum k. The second aspect to be emphasized
is that, as a consequence of having a potential depending on
the range R, it is expected that the physical properties capture
such a dependency. In other words, one should expect that
besides the natural Fermi length 1/kF present in the usual
contact interaction potential, the presence of the additional
length become noticeable through the whole BCS-BEC
crossover.

A technical but relevant observation that should be
pointed out is that, in addition for the interatomic potential to
exhibit a potential resonance, thus signaling the emergence of
a bound state, the interatomic potential should preferably have
an analytic Fourier transform, otherwise the numerical cal-
culations can become prohibitively expensive and inaccurate.
Certainly, the necessity of an analytic expression for the s-
wave scattering length in terms of the parameters V0 and R is
not an essential requirement, and to the best of our knowl-
edge, just few potentials have analytic expressions for the s-
wave scattering length. As a matter of fact, for the model
potentials here analyzed only two of them have such a rela-
tionship; the other can be found numerically. This is dis-
cussed in the following section.

2.1. s-wave scattering length

In this subsection we present the results of the s-wave scat-
tering length for the interacting potentials of our study,
equation (9), U r U r U r U r, , ,sw exp Yuk dip( ) ( ) ( ) ( ) and UVdW(r).

Figure 3. Dimensionless energy gap (maximum) Dmax
˜ as a function of the inverse of the s-wave scattering length h̃ (left panels) and the

dimensionless variable χ (right panels), for the square well Usw, exponential Uexp, and Yukawa potentials UYuk. The dotted line in the left
panels is the contact approximation result. Different curves in each panel correspond to different values of the potential range R̃. The vertical
dotted line in the right panels indicate the values of χ at resonance for the different potentials.
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As it is known, while the square well and exponential
potentials have an explicit relationship for the s-wave scat-
tering length a in terms of the parameters V0 and R[33, 34],
the Yukawa, the Van der Waals and the dipolar potentials
do not.

The expressions for a associated to each potential are,
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Figure 4. Dimensionless energy gap (maximum) Dmax
˜ as a function of the inverse of the s-wave scattering length h̃ (left panels) and the

dimensionless variable χ (right panels), for the Van der Waals UVdW, and dipolar potentials Udip. The dotted line in the left panels is the
contact approximation result. Different curves in each panel correspond to different values of the potential range R̃, green and blue symbols
correspond to =R 0.001˜ and 0.005 respectively. The vertical dotted line in the right panels indicate the values of χ at resonance for the
different potentials.
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where γ is the Euler–Mascheroni constant, and J0(x) and
N0(x) are zero order Bessel functions of first and second kind.
These expressions for the s-wave have been written in its
dimensionless form. In particular, the dimensionless para-
meter χ can also be expressed in terms of reduced quantities
as c = R V0˜ ˜ . The scattering length for the Yukawa potential
can be obtained numerically by solving the appropriate two-
body problem, see [35]. In figure 1 we plot the inverse of the
dimensionless s-wave scattering length h = k a1 F˜ as a
function of χ for several values of the range R̃ along the first
potential resonance, for the three potentials considered. As
one can see from this figure, for a given potential, the
emergence of a bound state occurs at a fixed value of the
variable χ, which is where all the curves coalesce, regardless
of the value R̃. In other words, at resonance, there is a unique
or universal value of χ. For the potentials having just the
attractive part, these values are c p= 2 , 1.7 and 1.83, for
the square well, exponential and Yukawa potentials, respec-
tively. In the case of potentials having both, the repulsive and
the attractive contributions, the universal value of χ, dis-
regarding the size of the range R̃, depends on the value of the
barrier height that defines each potential. As described above,
in this analysis we consider two cases for the height of the
barrier Vb, Vb=0 and Vb=V0. As can be seen from figure 2,
the effect of changing the amplitude of the barrier leads to an
effective shift of the value χ.

According to the universal hypothesis at unitarity, which
is when the s-wave scattering length of the two-body problem
diverges, the thermodynamics of the gas becomes indepen-
dent on the specific details of the two body interaction. Thus
presumably, one should expect that differences of the physi-
cal properties become absent at least at h = 0˜ . As we will see
this is not quite true for arbitrary values of R̃, however, as

R 0˜ , namely, in the very dilute limit where the theory is
ultimately expected to be valid, unitarity is restored.

3. T=0 thermodynamics in the BCS-BEC crossover

In this section we analyze the thermodynamics along the
crossover for the model potentials described in equation (9).
In particular, we concentrate in determining the chemical
potential m̃, the pressure p̃ and the energy gap Dk

˜ , as func-
tions of the parameters R̃ and V0̃. Dk

˜ and m̃ were directly
obtained by numerically solving the coupled system (7),
while the pressure p̃ was obtained from the grand potential
function, recalling that W = -pV , with V the volume of the
sample, see equation (5). We show the behavior of these
properties in panels associated to the cases here considered.
Namely, purely attractive potentials as Usw, Uexp and UYuk

expressions; and potentials having both, the repulsive and the
attractive contributions as UVdW and Udip potentials. In
figures 3–8 we plot the quantities mD ,k

˜ ˜ and p̃, as a function
of both, the inverse of the s-wave scattering length h̃ (panels
on the left), and the variable χ (panels on the right) for each
interatomic potential. As indicated in the figures, we illustrate
the behavior of those thermodynamic quantities for several
values of the potential range =R̃ 0.01, 0.05, 0.1 and 0.5. We
must point out here that in the case of the Van der Waals
interaction UVdW, besides these values of R̃, we also analyzed
the thermodynamics associated to =R 0.001˜ and =R 0.005˜ .
The dotted black curves in all the panels on the left corre-
spond to the contact interaction potential [8].

Several observations regarding the behavior of the ther-
modynamic quantities mD ,max

˜ ˜ and p̃ follow from their
corresponding figures. First, by looking at the left panels,

Figure 5.Dimensionless chemical potential m̃ as a function of the inverse of the s-wave scattering length h̃ (left panels) and the dimensionless
variable χ (right panels), for the square well Usw, exponential Uexp, and Yukawa potentials UYuk. The dotted line in the left panels is the
contact approximation result. Different curves in each panel correspond to different values of the potential range R̃. The vertical dotted line in
the right panels indicate the values of χ at resonance for the different potentials.
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where the thermodynamic variables are expressed as a func-
tion of h̃, one finds that for the smallest values of R̃ con-
sidered, namely =R 0.01˜ and =R 0.001˜ , the standard result
of the contact potential at h = 0˜ , is recovered for all ther-
modynamic quantities and for all potentials. As R̃ is
increased, while in the the BCS regime, h < 0˜ , the agreement
with the contact approximation remains, it is not true for the

BEC side, h > 0˜ . We point out here that we have included the
case =R 0.5˜ , which is not very realistic since it corresponds
to a very dense gas with an interatomic range nearly half of
the mean interparticle separation, to make evident that sig-
nificant deviations occur from the dilute case, estimated as
initiating in »R 0.1˜ . It is important to notice that in the case
of the Van der Waals interaction, associated to Vb=V0, a

Figure 6.Dimensionless chemical potential m̃ as a function of the inverse of the s-wave scattering length h̃ (left panels) and the dimensionless
variable χ (right panels), for the for the Van der Waals UVdW, and dipolar potentials Udip. The dotted line in the left panels is the contact
approximation result. Different curves in each panel correspond to different values of the potential range R̃, green and blue symbols
correspond to =R 0.001˜ and 0.005 respectively. The vertical dotted line in the right panels indicate the values of χ at resonance for the
different potentials.
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contrasting behavior with respect to the other cases occurs as
R 0;˜ the curves deviate from the contact result. A very

important question concerns the validity of the universality
hypothesis [25] at resonance, or unitarity, h = 0˜ , which states
that thermodynamic variables take on universal values at such
a point. Although in the left panels one can assess whether the
hypothesis holds or not, we find that the panels on the right,
expressed in terms of the dimensionless variable χ, on which
the thermodynamic variables explicitly depend, its elucidation
is certainly much clearer. That is, in agreement with the
results shown of figure 1, one should expect to find that at
resonance, for a given model of interaction, all the obser-
vables should show a similar behavior at the resonance value
of χ. Indeed, we observe that, although universality strictly
speaking does not hold, as evidently specified by the case

=R 0.5˜ , it is restored as the gas becomes more diluted,
namely, as R 0˜ , independently of the potential. As one can
see from the figures, the exponential potential shows a
slightly disagreement for =R 0.05˜ and 0.1, but as the others,
for =R 0.01˜ , universality holds. These results certainly
validate the bounds of the universality of thermodynamics at
resonance. We return to this point in the final section of this
work. The further gain in using the variable χ, for finite range
interactions, is that as the BEC side is entered, the differences
in the thermodynamic variables are clearly shown even for
very small values of the range R̃.

4. Bound molecules and Cooper pairs for finite
range potentials

One of the most remarkable signatures that have allowed to
track the reversible smooth transition from the BCS superfluid
to a BEC state in ultracold atomic experiments, is the

presence of weakly-bound Cooper pairs and strongly-bound
molecular dimers respectively. In the laboratory these pairs
are usually created by means of a magnetically tunable
resonance and have a definite and controllable binding
energy. Spectroscopic measurements of the pairing energy
have confirmed the crossover from a two-body molecular
pairing regime to the many body dominated BCS regime
[36–38]. In this work we also address the BCS-BEC cross-
over by analyzing the nature of the pair functions in the whole
range of the s-wave scattering length, including values of the
scattering length well above the resonance,  ¥a . As
shown in [39], the pair wavefunctions can be determined from
the Fourier transform of the expectation value of the creation
pair operator  - a ak kˆ † † , yielding,

åy =r
V

u v
1

e , 11
k

k k
k ri( ) ( )·

with the product = Du v E2k k k k. The pair functions ψ(r)
can be shown to be real.

In figures 9 and 10 we plot the pair functions in a density-
plot style to properly appreciate the behavior in the BCS and
BEC regimes. These functions are normalized to their max-
imum value. Yellow and purple colors correspond to the
largest and to the shortest amplitudes, y = 1˜ and y = -1˜
respectively. Panels on the left and right correspond to the
potential ranges extremes analyzed, =R 0.05˜ and =R 0.5˜ .
In figure 10, right panel on the bottom corresponds to =R 0.1˜
The continuous and dashed lines indicate the states m = 0˜ and
h = 0˜ , respectively. As one sees from figure 9, the BCS and
BEC regimes, characterized by oscillatory and exponentially
localized forms typical of Cooper pairs and bound states
respectively, are clearly recognized by either, when the che-
mical potential changes its sign or when the scattering length
diverges; that is, at m = 0˜ and h = 0˜ respectively. Also, from

Figure 7. Dimensionless pressure p̃ as a function of the inverse of the s-wave scattering length h̃ (left panels) and the dimensionless variable
χ (right panels), for the square well Usw, exponential Uexp, and Yukawa potentials UYuk. The dotted line in the left panels is the contact
approximation result. Different curves in each panel correspond to different values of the potential range R̃. The vertical dotted line in the
right panels indicate the values of χ at resonance for the different potentials.
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figure 9 we observe that, for the purely attractive potentials,
the BEC regime exponential decay does depend more on the
value of R̃ than on the potential itself. At the same time, it is
quite remarkable that the oscillatory behavior in the BCS side
is essentially independent of the interatomic potential,
showing merely a weak dependence regarding the slow long
range pair decay. That is, all cases show the same oscillatory
behavior that can be fitted quite well as =r k rsin sin F˜ , indi-
cating in turn that the oscillation wavelength is essentially the

mean atomic separation ~d k1 F, regardless of the potential.
In contrast, from figure 10, we see that the BEC and BCS
states can not be identified neither at the sign change of the
chemical potential nor at unitarity. In other words, in the case
of potentials with both, repulsive and attractive terms, the pair
functions show a wide and different crossover. Certainly, in
the deep a BEC and BCS regimes the pair functions are
localized and oscillatory respectively.

Figure 8. Dimensionless pressure p̃ as a function of the inverse of the s-wave scattering length h̃ (left panels) and the dimensionless variable
χ (right panels), for the Van der Waals UVdW, and dipolar potentials Udip. The dotted line in the left panels is the contact approximation
result. Different curves in each panel correspond to different values of the potential range R̃, green and blue symbols correspond to

=R 0.001˜ and 0.005 respectively The vertical dotted line in the right panels indicate the values of χ at resonance for the different potentials.
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5. Final remarks

The present investigation was focused on the T=0 BCS-
BEC crossover analysis of a two component mixture of fer-
mions interacting through finite range potentials. In particular,
working within the mean field approach, we considered two
kinds of model potentials representing the interaction between
fermions: purely attractive potentials and potentials having
contributions of two types, a repulsive barrier at the origin
and an attractive tail starting from a certain distance. Within
the first category we considered the square well, the expo-
nential and the Yukawa potentials, while the Van der Waals
and dipolar potentials belonging to the second category
respectively. The zero temperature physics of these five dif-
ferent model potentials, was addressed as a function of two
independent parameters, the range R and the potential depth
V0. Since pairing along the crossover is directly related with
the interacting potential, we first studied the two-body physics
described in terms of the s-wave scattering length showing
that the occurrence of a potential resonance, that is the
emergence of a bound state, takes place at a fixed value of the
variable c = R V0˜ ˜ for each potential.

From the analysis of the thermodynamics for the square
well, exponential, and Yukawa potentials we arrived to one of
the main results of this manuscript, that is, the universal
character of the BCS-BEC crossover. According with the so
called unitary limit, when the s-wave scattering length a
diverges for a certain value of the potential depth V0, this

divergence overwhelms any other physical length that parti-
cipates in the thermodynamics of the system, or alternatively,
it indicates that the systems losses its length scales [25].
Hence, not only a but all the other lengths should not play any
significant role on the thermodynamics. In the case of the
model potentials purely attractive the universal character is
manifested as the occurrence of the smooth transition within a
unified region bounded by the s-wave scattering length
divergence, that is at unitarity, and the region associated to the
chemical potential sign change. This conclusion emerges
from the behavior of pairing wave functions, since the BCS-
BEC crossover does seem to spread out among the resonance
η= 0 and the state where the chemical potential changes its
value from positive to negative. This result comes directly
from the fact that the potentials here considered depend on
two parameters, and not on just a single one as in the case of
Leggett scheme. In other words, the thermodynamics of a
system with finite range potential does not explicitly depend

Figure 9. Density plot of the normalized pair wavefunctions (ỹ)
associated to square well, exponential and Yukawa potentials. Panels
on the left and right correspond to potential ranges =R 0.05˜ and

=R 0.5˜ . Continuous and dashed lines indicate m = 0 and η= 0
respectively. The brightest areas (yellow) correspond to y = 1˜
interpolating to the darkest areas (purple) corresponding to y = -1˜ ,
with y y y= r rmax˜ ˜ ( ˜ ).

Figure 10. Density plot of the normalized pair wavefunctions (ỹ)
associated to dipolar and Van der Waals potentials. Panels on the left
and right correspond to potential ranges =R 0.05˜ and =R 0.5˜ .
Continuous and dashed lines indicate μ=0 and η=0 respectively.
The brightest areas (yellow) correspond to y = 1˜ interpolating to the
darkest areas (purple) corresponding to y = -1˜ , with
y y y= r rmax˜ ˜ ( ˜ ). The right bottom panel corresponds to pair
functions associated to UVdW and =R 0.1˜ .
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on the scattering length but, as in the cases here studied, on
the two parameters V0 and R of the potential. This, as we have
already discussed, yields two appropriate dimensionless
parameters, c = mR V2 2

0
2 1 2( ) and =R k RF˜ . Interest-

ingly, at resonance, or unitarity, h c= 0,˜ takes a unified
value for the given potential, but the thermodynamics still
depends on R̃. The other relevant result of our investigation is
that the behavior of the pair functions linked to potentials
having both repulsive and attractive contributions, prevent us
to distinguish a definite region of the BCS-BEC crossover.
That is, in contrast to the result associated to potentials with
purely attractive contribution, the form of the pair functions is
consistent with a wide crossover.

Although the present study was originally motivated by
the usual experiments in atomic ultracold gases [1–5], our
results should also be relevant in either, experiments per-
formed with cold atoms in optical cavities where tunable-
range effective atomic interactions can be engineered [40, 41],
or in systems belonging to high energy physics where nuclear
interactions [42–44] can be properly modeled by specific
potentials. Another kind of phenomenon in which our results
could have an impact is the electron–hole bilayer system
[45, 46], in which a thin insulating barrier gives rise to an
effective screened Coulomb interaction, thus boosting the
pairing strength and leading to superfluidity. Certainly,
emergence of superfluidity in ultracold atoms have also been
tested in models of Fermi molecules confined in bilayer
arrays [47, 48].
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