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Resúmen

En esta tesis se examina la formación de estructura utilizando un perfil de densidad correspon-
diente a un void. Se da un breve repaso de las bases necesarias para dicho estudio: la relatividad
general y la cosmología estándar. Se describen también tres formas distintas para el estudio de
formación de estructuras. Primero, la teoría de perturbaciones lineales, luego el colapso esférico y
el método que se utiliza en este trabajo: modelos cosmológicos inhomogéneos.

Se realizó un estudio detallado del formalismo 1 + 3 de las ecuaciones de Einstein en el cuál
se hace una foliación del espacio-tiempo con una familia de observadores dada (un campo de
4-velocidad ua) que a su vez define hipersuperficies 3D espaciales ortogonales a los observadores.

Se tomó una métrica inhómogenea y se obtuvieron las ecuaciones del formalismo 1 + 3 para
un fluido general e irrotacional, se consideraron las transformaciones de velocidad entre com-
ponentes de múltiples fluidos y se adaptan específicamente para dos fluidos de polvo: materia
oscura y bariones. La 4-velocidad fundamental, es decir, el marco comovil se toma como el de la
materia oscura.

Se resolvió el sistema de ecuaciones 1 + 3 ((3.16)-(3.26)) asociado a la métrica inhomogénea
definiendo condiciones iniciales a z = 100 para un fondo ΛCDM plano y se consideraron el caso
en el que la velocidad relativa entre bariones y CDM es cero (caso Lemaître–Tolman–Bondi o
LTB en donde ambas componentes se comportan como una sola) y el caso con velocidad relativa
distinta de cero. Para el caso LTB se definieron perfiles inhomogéneos gaussianos de densidad
de bariones y CDM y un perfil de curvatura y a partir de las constricciones se obtuvieron todas
las variables iniciales necesarias. En el caso con velocidad relativa distinta de cero, se agregó un
perfil de densidad gaussiano de velocidad relativa, se cambió el perfil inhomogéneo de bariones
por un perfil homogéneo y se consideraron 3 distintas velocidades máximas del perfil inicial de
velocidades; fuera de eso, las condiciones de fondo e iniciales fueron las mismas que en el caso
LTB.

Para el caso LTB se obtiene la evolución de los contrastes de densidad de cada componente y
la expansión. Además, se obtuvo la evolución de la función de crecimiento numérica comparada
con la prescripción perturbativa en un modelo ΛCDM y las diferencias porcentuales que se tienen
entre las funciones de crecimiento para un rango de z ∈ [0, 20]. Para el caso de la velocidad
relativa, se obtienen los perfiles finales de δ para ambas componentes de materia para el caso de
tres perfiles de velocidad relativa distintos (correspondientes a velocidades máximas de Vmax =
71.1821km/s, 142.3608km/s, 355.9097km/s). De igual forma, se obtuvieron las comparaciones de
las funciones de crecimiento y sus diferencias porcentuales en el mismo rango de z.

Del análisis de los ritmos de crecimiento se concluye lo siguiente:

1. Debido a regímenes no lineales que alcanza el contraste de densidad, la función de crec-
imiento difiere (en pequeña medida) respecto a la prescripción perturbativa.

2. Al introducir una velocidad relativa entre las componentes de materia, se separa el com-
portamiento entre las componentes y se presenta un comportamiento que difiere de forma
significativa con respecto a la prescripción perturbativa.

3. Considerando distintas velocidades relativas máximas, se observa que la diferencia entre el
comportamiento numérico y la prescripción perturbativa aumenta conforme la velocidad
relativa máxima aumenta.
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Convenciones

Las siguientes convenciones se utilizaran a lo largo de este trabajo

• La métrica tiene signatura (−,+,+,+) (a menos que se especifique lo contrario).

• Se utiliza la notación de índices abstractos de [1] y [2] en donde tensores con índices latinos
a, b, c, etc., T ab, se refieren al objeto geométrico; tensores con índices griegos α, β, μ, ν, etc.
Tαβ se refieren a las componentes una vez fijo un sistema de coordenadas e índices latinos i,
j, k, etc. T ij se refiere a las componentes espaciales del tensor.

• Las derivadas parciales con respecto a alguna coordenada xμ son abreviadas de ∂
∂xμ a ∂xμ .

• Se utiliza la convención de suma de Einstein en donde T a
bSa =

∑
a
T a

bSa, así como en com-

ponentes Tμ
νSμ =

∑
μ
Tμ

νSμ.

• La simetrización de un tensor Ta1...al se denota por T(a1...al) =
1
l!

∑
π Taπ(1)...aπ(l)

, en donde la
suma es tomada sobre todas las permutaciones, π de 1, . . . , l.

• La antisimetrización de un tensor Ta1...al se denota por T[a1...al] = 1
l!

∑
π δπTaπ(1)...aπ(l)

, en
donde la suma es tomada sobre todas las permutaciones, π de 1, . . . , l y δπ = ±1 dependi-
endo de si la permutación es par (+) o impar (−).



Introducción

1.1 Relatividad general

Durante aproximadamente 300 años, el entendimiento humano del movimiento de los objetos y
de los cuerpos celestes estuvo dictado por completo por la Mecánica y la Gravitación de Sir Isaac
Newton. Debido a inconsistencias en las ecuaciones del electromagnetismo al estudiarlas en dis-
tintos sistemas de referencia moviéndose respecto uno del otro, Einstein desarrolló la teoría de la
Relatividad Especial y con esto cambió conceptos físicos que se solían dar por hechos; tales como
la simultaneidad de eventos, el espacio y tiempo separados y absolutos, la necesidad de ponerle
un límite a la velocidad de la luz, entre otros. Debido a la ruptura con el esquema newtoniano, se
requería reformular la teoría de gravitación para adecuarla al marco teórico relativista. Después
de 10 años de trabajo, Einstein logró reformular una teoría de gravitavión nueva, con el límite
newtoniano apropiado: la Relatividad General. Con ello, se pudieron explicar ciertos fenómenos
(como la precesión del perihelio de Mercurio o la desviación de la luz al pasar cerca a un objeto
masivo) y la atracción gravitacional en si como producto de la curvatura del espacio-tiempo cau-
sada por la presencia de una densidad de energía. Al estudiar la teoría con mayor profundidad,
se encontró la existencia teórica de agujeros negros y se empezó a utilizar para el estudio del Uni-
verso (cosmología). Hasta nuestros días es la teoría dominante de la gravitación (aunque para
muchos usos prácticos la teoría newtoniana es muy útil). Por su importancia como base para el
estudio cosmológico, esta sección se dedica a dar un breve resúmen de la teoría.

La discusión proporcionada en esta sección es basada principalmente en [2]. Lecturas comple-
mentarias pueden encontrarse, por ejemplo, en [3] y [1].

1.1.1 Variedad diferencial, espacio tangente y derivada covariante.

Con el cambio de nociones de espacio y tiempo a espacio-tiempo y la necesidad de explicar
fenomenos físicos incompatibles entre las teorías, ocurrió necesariamente un cambio en el aparato
matemático necesario para el desarrollo de la relatividad general. El espacio-tiempo se describe
utilizando una variedad diferencial 4 dimensional lorentziana. Una variedad diferencial se define
de la siguiente manera

7



Def.: Sea M un conjunto. M es una variedad diferencial (C∞) si existe una familia de conjuntos
{Oα} tales que:

1. ∀ p ∈ M, p ∈ Oα para almenos un α.

2. ∀ α, existe Uα ∈ R
n tal que ψα : Oα → Uα es un conjunto abierto en R

n.

3. Si Oα ∩Oβ �= ∅ entonces ψβ ◦ ψ−1
α : ψα[Oα ∩Oβ ] → ψβ [Oα ∩Oβ ] es infinita- y continuamente

diferenciable (C∞).
A los pares (Oα, ψα) se les denomina ”cartas” mientras que al conjunto de cartas compatibles (que
cumplen la tercera condición de la definición anterior) que cubren M se le denomina ”Atlas”.

Como se mencionó anteriormente, el espacio-tiempo es representado por una variedad di-
ferencial lorentziana y para darle la característica de lorentziana es necesario suministrarle una
métrica. Por tanto, se necesita más estructura que la de variedad diferencial, comenzando por
el de espacio tangente.

Def.: Sea M una variedad diferencial. El espacio tangente TpM en p ∈ M es el espacio vectorial
en donde ∀ f, g : M → R y ∀ a, b ∈ R tales que f, g ∈ C∞, vp ∈ TpM si cumple lo siguiente:

1. vp(af + bg) = avp(f) + bvp(g).

2. vp(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f).

Es importante hacer las siguientes observaciones1:

1. Si M es de dimensión n entonces dim(TpM) = n.

2. Al ser un espacio vectorial, la base de TpM está dada por el conjunto {∂μ}, con μ ∈ {1, ..., n},
esta base es dependiente de la carta que se utilice. Por tanto, vp = vμ∂μ|p.

3. El cambio de base entre estos vectores, cambio de una carta ψα a otra ψα′ o cambio de coor-
denadas, proporciona una ley de cambio de las compontentes vμ: vν

′
= vμ∂μx

ν′ .

4. v es un campo vectorial si ∀ p ∈ M, v(p) = vp ∈ TpM , v ∈ TM =
⋃

p∈M
TpM y a TM se le

conoce como el ”haz tangente”.

De álgebra lineal, se sabe que es posible asignarle aun espacio vectorial V su espacio dual V ∗

tomando la colección de funcionales lineales f : V → R, de la misma forma se puede definir
el espacio vectorial dual de TM , TM∗ (llamada haz cotangente y formado por la unión de los
duales TpM

∗), tomando los funcionales lineales f : TM → R y formando un espacio vectorial.
Es conveniente asociarle una base que cumpla dxμ (∂ν) = δμν . Al conjunto de dxμ que cumple esa
propiedad se le denomina ”base dual” y define un isomorfismo entre TM y TM∗ que depende
de la base y por tanto no es natural y para eso se le necesita otorgar una métrica a la variedad.
Utilizando las definiciones anteriores es posible definir el concepto de tensor.

1Esta discusión matemática no pretende ser a profundidad, muchos resultados se saltan y no se derivan, por lo que
se recomienda la lectura del capítulo 2 de [2] o algún libro dedicado al tema como Introduction to Smooth Manifolds de
John M. Lee si es de interes para el lector.
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Def.: Sean M una variedad diferencial, TM su haz tangente y TM∗ su haz cotangente. Un tensor
T tipo (k,l) es una función multilineal

T : TM∗ × · · · × TM∗︸ ︷︷ ︸
k veces

×TM × · · · × TM︸ ︷︷ ︸
l veces

→ R.

Al conjunto de tensores (k,l) se le nombra T (k,l).

Para esta definición se tienen las siguientes observaciones:

1. En términos de las bases de TM y TM∗ se tiene T = Tμ1...μk
ν1...νk∂μ1 ⊗ · · · ⊗ dxνl , en donde

∂μ ⊗ dxν es el ”producto tensorial”.

2. El cambio de componentes debido al cambio de base se da por Tμ′
1...μ

′
k

ν′1...ν
′
l
= Tμ1...μk

ν1...νk∂μ1x
μ′
1 . . . ∂ν′lx

νl .

Con esto, es posible definir el tensor métrico, que le da la estructura lorentziana a la variedad

Def.: Sea M una variedad diferencial con sus haces tangente y cotangente TM y TM∗. El tensor
métrico o la métrica g es un tensor tipo (0,2) (g ∈ T (0,2)) que cumple las siguientes propiedades:

1. Es simétrico: ∀v1, v2 ∈ TM , g(v1, v2) = g(v2, v1).

2. Es no degenerado: Sea v1 ∈ TM entonces g(v, v1) = 0 ⇐⇒ v1 = 0 ∀v ∈ TM .

El tensor métrico cumple las siguientes propiedades:

1. Existe un tensor (2,0) simétrico y no degenerado, gcd tal que δba = gacg
cd llamado tensor

métrico inverso o simplemente métrica inversa.

2. Su expresión en un sistema coordenado dado es g = gμνdx
μ ⊗ dxν = gμνdx

μdxν .

3. Siempre existe una base ortonormal {∂xμ} en donde g(∂xμ, ∂xν) = ±1 si μ = ν y g(∂xμ, ∂xν) =
0 si μ �= ν. Si se cumple la signatura de la métrica, es decir, que los signos de esta en la base
ortonormal son (+, . . . ,+), se le llama variedad riemanniana y si la signatura es de la forma
(−,+, . . . ,+) entonces se tiene una variedad lorentziana. Las variedades lorentzianas (parti-
cularmente, de dimensión 4) son las que se utilizan en relatividad general.

4. El tensor métrico lorentziano facilita una categorización de tres tipos de vectores: si g(v, v) >
0, se tiene un vector espacial, si g(v, v) = 0 se tiene un vector nulo y si g(v, v) < 0 se tiene un
vector temporal.

A partir de este momento, se consideraran únicamente variedades lorentzianas de dimensión cu-
atro.

Se mencionó anteriormente que la gravitación es el efecto observado debido a la curvatura del
espacio-tiempo; lo que da la necesidad de una definición matemática de curvatura en una varie-
dad lorentziana. Se comienza definiendo las nociónes de operador derivada y operador derivada
covariante.
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Def.: Sea M una variedad diferencial y su conjunto de tensores T (k,l). Un operador derivada ∇
es aquella función ∇ : T (k,l) → T (k,l+1) que cumple las siguientes propiedades ∀ T, S ∈ T (k,l),
A ∈ T (k’,l’), t ∈ TM , f ∈ C∞ y α, β ∈ R:

1. Es Lineal: ∇c

(
αT a1...ak

b1...bl
+ βSa1...ak

b1...bl

)
= α∇cT

a1...ak
b1...bl

+ β∇cS
a1...ak

b1...bl
.

2. Regla de Leibniz: ∇c

(
T a1...ak

b1...bl
A

d1...dk′
e1...el′

)
=

[
∇cT

a1...ak
b1...bl

]
A

d1...dk′
e1...el′ +

+ T a1...ak
b1...bl

[
∇cA

d1...dk′
e1...el′

]
.

3. Conmuta con la contracción: ∇c

(
T a1...d...ak

b1...d...bl

)
= ∇cT

a1...d...ak
b1...d...bl

.

4. Consistencia con vectores tangentes como derivadas direccionales: t(f) = ta∇af .

5. Sin torsión: ∇a∇bf = ∇b∇af .

Observaciones importantes para el operador derivada:

1. La quinta propiedad no es estrictamente necesaria, existen teorías de gravitación con torsión.
En relatividad general (y por tanto en este trabajo) se utiliza dicha propiedad.

2. ∂a es el operador derivada ordinario de tal forma que si T a1...ak
b1...bl

tiene componentes
Tμ1...μk

ν1...νl en un sistema de coordenados dado, entonces ∂cT
a1...ak

b1...bl
nos da como re-

sultado ∂αT
μ1...μk

ν1...νl en tal sistema coordenado. El operador derivada ordinario depende
del sistema de coordenadas y no es natural a la variedad.

3. Se puede definir un operador derivada especial único: la derivada covariante. Se define pi-
diendo la propiedad de compatibilidad con la métrica, es decir, ∇agbc = 0. Este operador
derivada es escencial en relatividad general y es el que permite definir la noción de curvatura
A partir de este momento ∇a únicamente denotará la derivada covariante.

De las definiciones anteriores, se observa que existen distintos tipos de operadores derivada por
lo que es conveniente tener una relación entre ellos. En el caso específico de relacionar la derivada
covariante con la derivada ordinaria, se obtiene para covectores, vectores y tensores (k,l)

∇aωb = ∂aωb − Γc
abωc, (1.1)

∇av
b = ∂av

b + Γb
acv

c, (1.2)

∇cT
a1...ak

b1...bl
= ∂cT

a1...ak
b1...bl

+
∑
i

Γai
cdT

a1...d...ak
b1...bl

−
∑
j

Γd
bic

T a1...ak
b1...d...bl

, (1.3)

en donde Γc
ab son conocidos como símbolos de Christoffel. Haciendo uso de ∇agbc = 0 se obtiene

una expresión de los símbolos de Christoffel en términos de derivadas ordinarias de la métrica

Γc
ab =

1

2
gcd (∂agbd + ∂bgad − ∂dgab) . (1.4)
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1.1.2 Curvatura y Ecuaciones de Einstein.

Se considera una curva con vector tangente ta, un vector va (y un tensor T a1...ak
b1...bl

) se transporta
paralelamente si cumple la siguiente ecuación

ta∇av
b = 0 (y ta∇aT

a1...ak
b1...bl

= 0). (1.5)

En términos de (1.2) y de las coordenadas ∂μ con un parámetro t, la ecuación de transporte paralelo
de un vector es dada por

ta∂av
b + taΓb

acv
c = 0 =⇒ dvν

dt
+ tμΓν

μλv
λ = 0. (1.6)

Esta ecuación define un vector transportado paralelo en cualquier punto sobre la curva dado un
va inicial sobre la curva, permitiendo conectar distintos espacios tangentes TMp y TMq. Del trans-
porte paralelo, se deriva una noción de curva extremal; la geodésica. Una geodésica es aquella que
transporta paralelamente su propio vector tangente

ta∇at
b = 0. (1.7)

Algunas observaciones sobre geodésicas

• Pueden ser parametrizadas de tal forma que ta∇at
b = αtb, y bajo una reparametrización se

obtiene (1.7).

• El signo de la norma del vector tangente, gabtatb = tata, define si una curva es espacial,
temporal o nula.

• Las geodésicas espaciales son curvas de longitud extrema medida por la métrica: l =
∫ √

gabtatbdt.

• Las geodésicas temporales son curvas de tiempo propio τ extremo: τ =
∫ √

−gabtatbdt.

• Definen la estructura causal del espacio-tiempo, a través de ellas se detectan singularidades,
así como definen la expansión, vorticidad y shear del espacio-tiempo.2

El resultado obtenido del transporte paralelo de un vector de un punto a otro es dependiente
de la curva que se utilice para realizarlo. Gracias a esta propiedad del transporte paralelo, se
puede definir una curvatura intrínseca de una variedad. Para eso, se toma el conmutador de
derivadas covariantes ∇a∇b − ∇b∇a y se le aplica a un covector ωa, a un vector va y a un tensor
(k,l) T a1...ak

b1...bl

(∇a∇b −∇b∇a)ωc = R d
abc ωd, (1.8)

(∇a∇b −∇b∇a)v
c = −R c

abd v
d, (1.9)

(∇a∇b −∇b∇a)T
c1...ck

d1...dl
= −

∑
i

R ci
abe T c1...e...ck

d1...dl
+

∑
j

R e
abdj

T c1...ck
d1...e...dl

, (1.10)

en donde R d
abc = −2∂[aΓ

d
b]c+2Γe

c[aΓ
d
b]e es el tensor de curvatura de Riemann. Si se toma una curva

cerrada y se realiza un transporte paralelo alrededor de esa curva empezando y terminando en
el mismo punto, el vector no regresa a su valor inicial, el tensor de Riemann está directamente
relacionado con esta falla.

2Para una discusión detallada al respecto, consultar los capítulos 8 y 9 de [2].
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El tensor de Riemann cumple las siguientes propiedades

1. R d
abc = −R d

bac .

2. R d
[abc] = 0.

3. Rabcd = −Rabdc.

4. Rabcd = Rcbad.

5. Las identidades de Bianchi: ∇[aR
e

bc]d = 0.

Es conveniente obtener la traza del tensor de Riemann sobre el segundo y cuarto (o el primer y
tercer) índices para obtener el tensor de Ricci y, asi mismo, tomar la traza del tensor de Ricci para
obtener el escalar de Ricci o de curvatura

Rac = R b
abc y R = Ra

a. (1.11)

El tensor de Riemann da una medida de la aceleración de geodésicas respecto a ellas mismas con
la ecuación de desviación geodésica

aa = −R a
cbd Xbtctd, (1.12)

en donde aa = tc∇cv
a y va = tb∇bX

a interpretadas como aceleración y velocidad relativas de
geodésicas infinitesimalmente cercanas.

Se define (para variedades con dimensión n ≥ 3) el tensor de Weyl o tensor conforme Cabcd como
la parte sin traza del tensor de Riemann

Cabcd = Rabcd −
2

n− 2

(
ga[cRd]b − gb[cRd]a

)
+

2

(n− 1)(n− 2)
Rga[cgd]b. (1.13)

El tensor de Weyl cumple las mismas simetrías que el tensor de Riemann además de no poseer
trazas.

Una propiedad muy importante para relatividad genera derivada de las identidades de Bianchi
es

∇aGab = ∇a

(
Rab −

1

2
Rgab

)
= 0, (1.14)

en donde Gab es el tensor de Einstein que aparece en las ecuaciones de Einstein que describen la
gravitación. Obtener dichas ecuaciones, es viable por distintos métodos siendo la formulación
lagrangiana el más directo. Para eso se toma una acción y se extremiza obteniendo las ecuaciones.
La densidad lagrangiana de Relatividad General es

L = LG + αMLM =
√−gR+ αMLM , (1.15)

en donde αMLM denota a la componente de materia de la densidad lagrangiana y LG la densidad
lagrangiana en el vacío. La acción resultante es

S =

∫
Le =

∫
LGe+

∫
αMLMe =

∫ √−gRe+

∫
αMLMe, (1.16)

en donde e es el elemento de volumen para una variedad lorentziana de 4 dimensiones. A la parte
del vacío de la acción se le conoce como la acción de Hilbert. Al tomar la variación de la acción y
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se extremiza (δS = 0) con respecto a la métrica inversa gab se obtienen las Ecuaciones de Campo de
Einstein

Gab = Rab −
1

2
Rgab = 8πTab, (1.17)

en donde Tab = −αM
8π

1√−g
δSm

δgab
es el tensor de energía momento, con Sm la acción asociada a LM y

αM una constante cuya elección apropiada da el contenido específico de materia (αM = 4 da las
ecuaciones de Einstein-Maxwell y αM = 16π las ecuaciones acopladas de Einstein-Klein-Gordon).

Algunas observaciones sobre las ecuaciones:

• En unidades SI, las ecuaciones tienen como constante 8πG/c4, con G la constante de gravi-
tación universal que aparece en la gravedad newtoniana y c la velocidad de la luz.

• Las ecuaciones de campo en el vacío son púramente geométricas.

• De las identidades de Bianchi (1.14) aplicada a las ecuaciones se cumple ∇aT
ab = 0, esto

juega el papel de la conservación de energía-momento.

• Para obtener estas ecuaciones se ignoran los términos de borde al realizar la variación y
extremización de la acción. Si no se ignoraran, aparecerían otros términos en las ecuaciones,
algo fuera del propósito de este trabajo.

• Las soluciones a las ecuaciones son dadas por la métrica, esta dicta la geometría de la varie-
dad y por tanto del espacio-tiempo.

• Las ecuaciones en sí, permiten un gran número de soluciones. Para que estas soluciones sean
físicamente admisibles, es necesario introducir ciertos criterios para que respeten anomalías
causales (como curvas temporales cerradas); por ejemplo, el espacio-tiempo debe ser glo-
balmente hiperbólico. Esto, permite además poder realizarle a la teoría una formulación de
valores iniciales.

• El espacio-tiempo puede tener singularidades, ya sean métricas (que se pueden eliminar
con cambios de coordenadas) o físicas que no pueden ser eliminadas sin importar las co-
ordenadas que se utilicen. Aparecen en soluciones como la solución de Schwarzschild o
la métrica FLRW. Intuitivamente, las singularidades físicas se pueden entender como ”re-
giones” en el espacio-tiempo en donde la geometría y por tanto la teoría no funciona y se
pueden detectar con geodésicas incompletas. Los teoremas de Hawking y Penrose tratan el
tema (tratados a detalle en [4] y [2]).

• Las ecuaciones pueden incorporar un término de constante cosmológica que cumpla las
identidades de Bianchi de la forma

Gab + Λgab = 8πTab. (1.18)

Inicialmente propuesto por Einstein para estudiar un universo estático, abandonada por él
mismo llamandole ”el mayor error de su vida” y tomada nuevamente como un término de
energía oscura para el estudio de la cosmología.
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Existen, además, ciertas condiciones que la materia debe cumplir para ser físicamente admisible.
Para un fluído barotrópico, p = p(ρ), la velocidad del sonido es c2s = dp

dρ y debe ser menor que la
de la luz para asegurar causalidad. La condición está dada por

0 ≤ dp

dρ
≤ 1. (1.19)

El límite superior no puede violarse dentro de la teoría de la relatividad mientras que el límite
inferior aplica para situaciones estables (como la materia barotrópica ordinaria), de otra forma, un
modelo cosmológico sería inestable ante perturbaciones pequeñas de la densidad de fondo (in-
estabilidad laplaciana) [5]. Se tienen condiciones sobre la densidad de masa inercial, la condición
de energía débil, que establece que la densidad de masa inercial es positiva

ρ+ p > 0, (1.20)

y sobre la densidad de masa gravitacional, la condición de energía fuerte que establece que la
densidad de masa gravitacional debe ser positiva3.

Ya con las ecuaciones que describen a la gravedad, es posible pasar al estudio de diferentes
sistemas incluyendo al universo en sí: son la herramienta fundamental para la cosmología.

1.2 Principio Cosmológico y cosmología estandar

La cosmología estandar se basa en escencia en el principio cosmológico. Derivado del principio
copernicano que establece que la tierra no se encuentra en un lugar privilegiado en el universo, el
principio cosmológico establece que a grandes escalas el universo es homogéneo e isotrópico. Steven
Weinberg menciona en [6] que las observaciones astronómicas hacen la homogeneidad del uni-
verso notable en escalas mayores a 300 millones de años luz (∼ 90Mpc). En [7] Kelvin K.S. Wu
et al. mencionan que las fluctuaciones de la densidad rms (de root mean square) en una escala de
∼ 100h−1Mpc son de alrededor de 10% y la distribución de masa en escalas mayores a 300h−1Mpc
satisfacen homogeneidad e isotropía. En [8] al estudiar el SDSS-RD1 concluyen que la distribución
de galaxias en un universo ΛCDM es homogenea en escalas mayores a 60−70h−1Mpc. Adicional-
mente, en [9] Ntelis et al. obtienen la escala de homogeneidad a partir de la escala de BAO de
∼ 125Mpc. En [10] (pp. 96 y 97), Ntelis realiza un estudio extensivo sobre la escala de homo-
geneidad del universo y obtiene que la escala de homogeneidad para la materia en un rango
de z = 0.538 − 0.592 es de 61.9 ± 0.8h−1Mpc mientras que el para galaxias, obtiene que es de
114.2 ± 5.8h−1Mpc. En ese mismo trabajo, Ntelis menciona (p.147) que la escala de homogenei-
dad es comparable con aquella escala de BAO; dicha escala de homogeneidad es sensible a los
valores de H0, Ωm, ΩΛ y de la ecuación de estado ω. Es necesario tener entonces en consideración
las tensiones en las mediciones de H0 entre las diferentes observaciones y sus posibles soluciones
discutidas a detalle en [11, 12, 13, 14]. Para fines de la discusión relevante, es seguro establecer
entonces que la escala de homogeneidad es a escalas mayores a alrededor de ∼ 125Mpc. Este
tipo de evidencias proviene, por ejemplo, de la distribución de galaxias y su distribución de sus
magnitudes aparentes y redshifts. Mientras Tanto, Weinberg menciona que la escala de isotropía

3Para una discusión detallada sobre las condiciones de energía, se puede consultar el capítulo 9.2 de [2]. Es debido
notar que la condición de energía fuerte es una condición puramente geométrica, sin embargo, utilizando las ecuaciones
de Einstein se le puede asociar a la materia.
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es mucho más precisa, siendo de una parte en 10−5, medida de la Radiación Cósmica de Fondo
(CMB por sus siglas en inglés). En [15] estudian la distribución de fuentes de radio del survey 4C
y esta es evidencia adicional de dicha isotropía.
Teniendo estas consideraciones, es justificable trabajar utilizando el principio cosmológico como
una primera aproximación para el estudio del universo. Matemáticamente, la homogeneidad se
traduce a la siguiente definición

Def.: Un espacio-tiempo M es (espacialmente) homogéneo, si existe una familia uniparamétrica
de hipersuperficies espaciales Σt que tales que para cada t y para cada puntos p, q ∈ Σt, existe
una isometría de la métrica gab que lleva p a q.

Intuitivamente, esto quiere decir que a cada tiempo cada punto del espacio se ve como cualquier
otro punto del espacio. Por otro lado, Isotropía se define como

Def.: Un espacio-tiempo M es (espacialmente) isotrópico en cada punto, si existe una congruencia
de curvas temporales (es decir, observadores) con tangentes ua que cumplen que para cada punto
p y para cada dos vectores tangentes sa1, s

a
2 (ortogonales a ua) en p, existe una isometría de gab que

deja a p y a ua fijos pero rota sa1 en sa2.

En el caso de un espacio-tiempo homogéneo e isotrópico, las superficies de homogeneidad Σt

deben ser ortogonales a los observadores isotrópicos ua. Considerando todo lo anterior en coor-
denadas esféricas, se puede escribir la forma más usual de la métrica FLRW (métrica de Friedman,
Lemaître, Robertson y Walker)

ds2 = −dt2 + a(t)

(
dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)

)
, (1.21)

en donde k puede ser 1 para un universo esférico (cerrado), 0 para un universo plano y −1 para
un universo hiperbólico (abierto); a(t) es el factor de escala. Usualmente, y para casos relevantes
en este trabajo, como fuente se utiliza un tensor de energía-momento de fluido perfecto

Tab = (ρ+ p)uaub + pgab, (1.22)

y al aplicar la conservación de energía-momento, se obtiene la ecuación de continuidad

dρ

dt
+ 3H(p+ ρ) = 0, (1.23)

en donde H = ȧ/a es el parámetro de Hubble. Utilizando un fluido perfecto barotrópico, es decir,
un fluido con ecuación de estado p = wρ se obtiene la solución de la ecuación de continuidad dada
por

ρ = ρ0a
−3(1+w). (1.24)

Se tienen distintos casos especiales

• Materia Oscura Fría (CDM por sus siglas en inglés) o bariones: en donde w = 0 y por tanto
ρ = ρ0a

−3.

• Radiación: en donde w = 1/3 y por tanto ρ = ρ0a
−4.

• Energía Oscura (o constante cosmológica): en donde w < −1
3 (wΛ=−1 y ρ = cte.).
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Antes de pasar a las ecuaciones de Einstein, se puede definir con la métrica el corrimiento al
rojo (o redshift) cosmológico. Considerando un rayo de luz en la dirección radial, cumple ds2 = 0,
que sale de r = r1 a t = t1 y como la distancia radial entre un rayo de luz acercandose al origen
decrece mientras que t aumenta, llega a r = 0 a t = t0 entonces se obtiene

dt = ±a(t)
dr√

1− kr2
=⇒

∫ t0

t1

dt

a(t)
=

∫ 0

r1

dr√
1− kr2

. (1.25)

A partir de esto se toma la diferencial de esa relación y se consideran las frecuencias de emisión
ν1 = 1/δt1 y de observación ν0 = 1/δt0 se obtiene

δt1
a(t1)

=
δt0
a(t0)

=⇒ ν0
ν1

=
a(t0)

a(t1)
= 1 + z, (1.26)

en donde z es el redshift.
Al sustituir la métrica FLRW en las ecuaciones de Einstein se obtienen las ecuaciones funda-

mentales para la dinámica del universo (con el término de constante cosmológica agregado)

ȧ2

a2
=

8πG

3
ρ− k

a2
+

Λ

3
, (1.27)

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p) +

Λ

3
. (1.28)

La ecuación (1.27) es conocida como la ecuación de Friedmann y (1.28) se conoce como la ecuación
de aceleración o de Raychaudhuri. Con la ecuación de continuidad se tienen 3 ecuaciones en
donde dos no son independientes, si además se le agrega la ecuación de estado se tiene un sistema
de ecuaciones diferenciales cerrado. Los parámetros de densidad son utilizados ya que permiten
ser medidos a diferencia de la densidad, se definen a partir de la densidad crítica ρc = 3H2/(8πG)
como

Ωi(t) =
ρi(t)

ρc(t)
, para t = t0 Ωi0 =

ρi0
ρc0

, (1.29)

en donde i se refiere al tipo de materia, ya sea CDM, bariones, radiación o constante cosmológica
[16]. Adicionalmente, se puede definir un parámetro de densidad para la curvatura como Ωk =
−k/(ρca

2) y de la ecuación (1.27) se obtiene

1 =
∑
i

Ωi +Ωk. (1.30)

Se pueden resolver las ecuaciones para distintos modelos simples

1. Modelos de polvo (Ωr = 0 = ΩΛ)

• Einstein-de Sitter, k = 0: la solución es a(t) =
(
3
2H0t

)3/2.

• k = 1: con x = Ωmo
Ωm0−1 sin

2 ψ/2 se obtienen las soluciones a(t) = Ωmo
2(Ωm0−1)(1 − cosψ) y

t = Ωmo

2H0(Ωm0−1)3/2
(ψ − sinψ), con ψ ∈ [0, π], las cuales describen una cicloide.

• k = −1: con x = Ωmo
Ωm0−1 sinh

2 ψ/2 se obtienen a(t) = Ωmo
2(Ωm0−1)(coshψ − 1) y t =

Ωmo

2H0(Ωm0−1)3/2
(sinhψ − ψ), con ψ ∈ [0, π].
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2. Modelos de radiación (Ωm = 0 = ΩΛ)

• k = 0: la solución es a(t) = (2H0t)
1/2.

• k = 1 y k = −1: la solución es dada por a(t) = (2H0Ω
1/2
r0 t)1/2

(
1 + 1−Ωr0

2Ω
1/2
r0

H0t

)
.

3. Modelos con constante cosmológica Λ (ΩΛ �= 0 y k = 0)

• Para Ωr = 0 y ΩΛ0 > 0: la solución está dada por H0t =
2

3
√
ΩΛ

sinh−1
(√

a3ΩΛ0(1− ΩΛ0)
)

.

• Para Ωr = 0 y ΩΛ0 < 0: la solución está dada por H0t =
2

3
√
ΩΛ

sin−1
(√

a3ΩΛ0(1− ΩΛ0)
)

.

• de Sitter, ΩΛ0 = 1, Ωr = 0 y Ωm = 0: la ecuación (1.27) se convierte en ȧ2

a2
= Λ

3 y por

tanto, la solución está dada por a(t) = e
√

Λ/3(t−t0).

1.3 Formación de estructura

1.3.1 Perturbaciones cosmológicas a primer orden

El modelo FLRW permite una buena descripción del universo a grandes escalas en donde la ho-
mogeneidad e isotropía son una hipótesis válida. Se mencionó en la sección anterior que existen
ciertos límites para que esto sea válido pero a escalas más pequeñas ya no es una hipótesis ade-
cuada por lo que se necesita recurrir a otros métodos adicionales. El método estándar dentro
de la cosmología es el método perturbativo a primer orden en donde, a grandes rasgos se toma
un espacio-tiempo FLRW (por simplicidad se suele tomar plano) de ”fondo” y se construye una
pequeña desviación que representa las inhomogeneidades y anisotropías que se observan en el
universo. Son especialmente útiles para describir la formación de estructuras hasta una escala no
lineal en donde la prescripción perturbativa falla (es decir, donde el contraste de densidad alcanza
amplitudes del orden de o mayores a 1, como se discute más adelante).

En términos más formales, se tiene una variedad física M y una variedad ficticia de fondo
M. Existe una correspondencia uno a uno, arbitraria de la variedad de fondo a la variedad física
llamada norma (o gauge), esta norma lleva las coordenadas de M a M al ser introducidas. Si se
dejan las coordenadas en la variedad de fondo M fijas y se cambia dicho mapeo, se introduce un
cambio de coordenadas en M y se cambia el evento en esta variedad que este asociado a un evento
dado en M; a esto se le conoce como transformación de norma. Dado que la elección de norma es
arbitraria, se debe escoger con cuidado ya que las cantidades no necesariamente son invariantes
ante las transformaciones de norma; es conveniente tomar una norma adecuada para el problema
a estudiar.

Se define la perturbación de una cantidad Q como la diferencia entre esta cantidad evaluada
en la varidad de fondo y en la variedad física

δQ = Q−Q. (1.31)

Aterrizado a la cosmología, se comienza con la métrica FLRW parametrizada en tiempo conforme

ds2 = a2(−dτ2 + υijdx
idxj), (1.32)
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en donde υij
4 es la métrica de la hipersuperficie estática conforme a las hipersuperficies ho-

mogéneas de curvatura constante K. Las perturbaciones (a primer orden) de la métrica son en-
tonces dadas por gμν = gμν+δgμν y pueden ser separadas en (∇̆i representa la derivada covariante
respecto a υij ; para un fondo espacialmente plano se reduce a derivada parcial ∂i):

• Parte escalar: construidas a partir de cantidades escalares o sus derivadas, las perturba-
ciones escalares de la métrica son

δg00 = −2a2φ, δg0i = a2∇̆iB y δgij = −2a2(ψυij − ∇̆i∇̆jE). (1.33)

• Parte vectorial: construidas por 3-vectores rotacionales o transversos con parte escalar nula
y, además, tensores simétricos construidos a partir de perturbaciones vectoriales deben tener
traza nula. Las perturbaciones vectoriales de la métrica son

δg0i = a2Si y δgij = 2a2(∇̆(jFi)). (1.34)

• Parte tensorial: construidas por tensores simétricos, sin traza ni divergencia. Las perturba-
ciones tensoriales de la métrica son

δgij = a2hij , con h[ij] = 0 = υijhij = υjk∇̆khij = 0. (1.35)

Los escalares φ y ψ representan una generalización del potencial newtoniano y la perturbación de
la curvatura de las superficies de τ = cte. La métrica perturbada a primer orden general es

ds2 = a2
(
−(1 + 2φ)dτ2 + 2(∇̆iB − Si)dτdx

i +
[
(1− 2ψ)υij + 2∇̆i∇̆jE + 2∇̆jFi + hij

]
dxidxj

)
.

(1.36)
Para las perturbaciones de materia, se considera el tensor de energía-momento

Tμν = (ρ+ p)uμuν + pgμν + πμν , (1.37)

con uμ = uμ + δuμ, la 4-velocidad con perturbación a primer orden. Considerando uμ = 1
aδ

μ
0 se

obtiene la 4-velocidad perturabada

uμ =
1

a
(−1− φ, ∇̆iv + vi) y uμ = a(−1− φ, ∇̆iv + vi + ∇̆iB − Si). (1.38)

Como resultado, las componentes mixtas del tensor de energía-momento (Tμ
ν) perturbado a primer

orden son5

T 0
0 = −(ρ+ δρ), T 0

j = (ρ+ p)(∇̆iv + vi + ∇̆iB − Si) y T i
j = (p+ δp)υij + πi

j , (1.39)

en donde 1
a2
πij = ∇̆i∇̆jΠ − 1

3∇2Πυij + ∇̆(iΠj) + Πij es el tensor de esfuerzos anisotrópicos des-
compuesto en su escalar potencial Π, su potencial vectorial transverso Πi y su modo tensorial sin
traza Πij .

Las distintas perturbaciones mencionadas anteriormente son las cantidades que definen las
diferentes normas, de las cuales, se presentan algunos ejemplos importantes

4en [1] llaman a esta cantidad γij , fue cambiada para utilizar la notación de [17].
5Por el resto de la sección, igual que en [1], se dejan de utilizar las lineas sobre variables de fondo.
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• Norma newtoniana: definida por E = 0 = B, es la norma más cercana a las ecuaciones
newtonianas para escalas pequeñas. Se puede extender a la norma de Poisson al agregar la
condición Si = 0. En esta norma, la métrica es diagonal.

• Norma comovil ortogonal: definida por B = 0 = v, en donde la 4-velocidad es comovil y
normal a las hipersuperficies de τ constante.

• Norma síncrona: definida por φ = 0 = B, por lo que la métrica no tiene perturbaciones en
sus componentes temporales.

Una vez definidas las perturbaciones métricas y de materia, es posible obtener las ecuaciones
de Einstein perturbadas δGμ

ν = 8πGδTμ
ν y la ecuación de conservación δ∇νTμ

ν = 0(
∇2 + 3K

)
ψ − 3H(ψ′ +Hφ) +H∇2σ = 4πGa2δρ, (1.40)

ψ′ +Hφ+Kφ′ = −4πGa2(ρ+ p)(v +B), (1.41)

ψ′′ + 2Hψ′ −Kψ +Hφ′ + (2H′ +H2)φ = 4πGa2(δp+
2

3
∇2Π), (1.42)

σ′ + 2Hσ − φ+ ψ = 8πGa2Π, (1.43)

δρ′ + 3H(δρ+ δp) = (ρ+ p)
[
3ψ′ −∇2(v + E′)

]
, (1.44)

[(ρ+ p)(v +B)]′ + δp+
2

3

(
∇2 + 3K

)
Π = −(ρ+ p)[φ+ 4H(v +B)]. (1.45)

en donde σ = E′ −B es el potencial de shear para superficies de τ constante, H = a′
a , las variables

primadas representan derivadas con respecto a τ , K es la curvatura espacial intrínseca asociada
al escalar de ricci 3 dimensional 3R por

3R =
6K

a2
+

12K

a2
ψ +

4

a2
∇2ψ =⇒ δ3R =

12K

a2
ψ +

4

a2
∇2ψ, (1.46)

las ecuaciones (1.40) y (1.41) son ecuaciones de constricción de energía y momento respectiva-
mente (ecuaciones (00) y (0i)), las ecuaciones (1.42) y (1.43) son las ecuaciones de evolución (ecua-
ciones (ij)) y las ecuaciones (1.44) y (1.45) representan las ecuaciones de conservación para per-
turbaciones de energía y momento.

1.3.2 Función de crecimiento lineal

En la descripción del crecimiento lineal de estructuras, se considera la métrica en la norma sín-
crona dada por

ds2 = a2(τ)[−dτ2 + γij(x
k, τ)dxidxj ], (1.47)

en donde γij(x
k, τ) corresponde a la métrica para hipersuperficies espaciales de dimensión 3 y

corresponde a los términos
[
(1− 2ψ)υij + 2∇̆i∇̆jE + 2∇̆jFi + hij

]
de (1.36)6. Se toma un fluido

irrotacional con 4-velocidad uμ = −aδ0μ (por lo que, además de ser linealmente independientes,
las perturbaciones vectoriales Si, Fi y tensoriales hij se anulan) y se considera el tensor de defor-
mación

ϑμ
ν = a∇νu

μ −Hδμν , (1.48)
6Los contenidos de esta sección son tomados de [17] por lo que se recomienda tener cuidado con el cambio de

notación entre esta sección y la anterior al consultar las fuentes.
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cuya traza ϑ = ϑν
ν representa la parte inhomogénea de la expansión volumétrica mientras que su

parte sin traza representa al tensor de shear σμ
ν . El tensor de deformación es puramente espacial y

coincide con la curvatura extrínseca ϑi
j = −Ki

j = 1
2γ

ikγ′kj , por lo que la ecuación de continuidad
toma la forma

ρ′ = −ρ(ϑ+ 3H) =⇒ δ′ + (1 + δ)ϑ = 0, (1.49)

en donde se define el contraste de densidad δ por ρ(xk, τ) = ρ(τ) + δρ(xk, τ) = ρ(τ)(1 + δ(xk, τ)).
De la ecuación (00) de Einstein (al relacionar la deformación y la curvatura 4-dimensional), se

obtiene la constricción a la energía

ϑ2 − ϑi
jϑ

j
i + 4Hϑ+R = 16πGa2ρδ, (1.50)

en donde R es la traza del tensor de Ricci 3-dimensional asociado a γij . Utilizando la traza de
las ecuaciones (ij) de Einstein y combinandola con la ecuación (1.50) se obtiene una ecuación de
evolución para ϑ

ϑ′ + 2Hϑ+
1

4

[
ϑ2 + 3ϑi

jϑ
j
i +R

]
= 0. (1.51)

Ahora, considerando perturbaciones únicamente a nivel lineal, se tiene que7

γij = δij + γ
(1)
ij = (1− 2ψ(1))δij + χ

(1)
ij y δ = δ(1), (1.52)

en donde el superíndice (1) denota que son perturbaciones a primer orden y χij = (∂i∂j− 1
3δij∇2)χ.

En términos de las funciones χ(1) y ψ(1) se define al tensor de deformación perturbado a primer
orden

ϑ
(1)i

j = −ψ′(1)δi j +
1

2

(
χ
(1)i

j

)′
=⇒ ϑ(1) = −3ψ′(1) y σ

(1)i
j =

1

2

(
χ
(1)i

j

)′
. (1.53)

El escalar de Ricci 3-dimensional, en términos de estas funciones es

R(1) = 4∇2Rc con Rc = ψ(1) +
1

6
∇2χ(1) (1.54)

en donde Rc es la perturbación de curvatura comovil que representa a la parte conformalmente
plana de la perturbación de la métrica sobre hipersuperficies comoviles.

La ecuación de continuidad a primer orden resulta en

δ′(1) + ϑ(1) = 0, (1.55)

y la ecuación de Raychaudhuri a primer orden es

ϑ′(1) +Hϑ(1) +
3

2
H2Ωmδ(1) = 0. (1.56)

Combinando estas ecuaciones, se obtiene la ecuación de evolución de δ(1)

δ′′(1) +Hδ′(1) − 3

2
H2Ωmδ(1) = 0. (1.57)

7En este caso existe una inconsistencia de la notación y definiciones entre [17] y [1] en donde χ y E no son del todo
iguales y resulta en una diferencia en la definición de los potenciales de Bardeen Ψ y Φ, y en el resto de la sección se
seguira utilizando las definiciones de [17]. La definición de los potenciales de Bardeen y por tanto de χij la toman de
[18].
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Eliminando ϑ de la constricción de la energía expandida a primer orden

4Hϑ(1) − 6H2Ωmδ(1) +R(1) = 0, (1.58)

y utilizando la ecuación (1.55) se obtiene

4Hδ′(1) + 6H2Ωmδ(1) −R(1) = 0. (1.59)

Finalmente, de la derivada de la ecuación (1.58) y eliminando ϑ(1) y δ(1) se obtiene

R′(1) = 0 (1.60)

y por lo tanto, R(1) es una constante determinada por las condiciones iniciales. La solución general
de la ecuación (1.57) se suele escribir como una combinación lineal de los modos creciente (D+(τ))
y decreciente (D−(τ))

δ(1)(xk, τ) = δ
(1)
+ (xk)D+(τ) + δ

(1)
− (xk)D−(τ). (1.61)

El modo decreciente representa la solución de la parte homogénea de la ecuación (1.59) mientras
que el modo creciente corresponde a la solución particular de dicha ecuación. De interés para
este trabajo, es el modo creciente D+(τ), se descarta al modo decreciente y se toma δ(1)(xk, τ) =
C1x

kD+(τ) en donde C1x
k = δ(1)(xk, τ0) con D+(τ0) = 1 y la ecuación (1.59) se escribe como

C1x
k

[
HD′

+ +
3

2
ΩmD+

]
− 1

4
R(1) = 0. (1.62)

En términos de R(1) y Rc, ya que R(1) y lo que se encuentra dentro del paréntesis cuadrado de la
ecuación anterior son constantes, se tiene para cierta condición inicial δIN relacionada con R(1)

C1 =
2∇2Rc

3H∈
IND+IN

[
1 +

2f1(ΩmIN )

3ΩmIN

]−1

, (1.63)

para la cual

f1 =
D′

+

HD+
=

d logD+

d log a
= −3

2
Ωm +

aΩmR(1)

4δ(1)H2
0Ωm0

. (1.64)

Para la evolución del fondo, se tiene la ecuación de Friedmann en términos de Ωm = 8πGa2ρ
3H2

Ωm(τ) = Ωm0

[
Ωm0 + a(τ)3(1− Ωm)

]−1
, (1.65)

la cual se puede invertir de tal forma que f1 = f1(Ωm). En un universo dominado por materia,
Ωm = 1, se tiene D+ ∝ a ∝ τ2 y por tanto f1 = 1; en general se tiene[

f1(Ωm) +
3

2
Ωm

]
H2D+ = cte. =⇒ D+

D+IN
=

[
5

2f1(Ωm) + 3Ωm

] H2
IN

H2
. (1.66)

En un modelo ΛCDM considerando Ωm � 1, una ley de potencias f1 = (Ωm)q y 1−Ωm � 1, de la
primer derivada temporal de (1.66) se obtiene la función lineal de crecimiento de estructuras

f1(Ωm) � Ω6/11
m . (1.67)

Esta función servirá más adelante como punto de comparación del crecimiento de estructuras
obtenidas en este trabajo al evolucionar ciertos perfiles de inhomogeneidades.
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1.3.3 Colapso Esférico

La teoría de perturbaciones lineales es útil cuando se necesitan estudiar pequeñas desviaciones
con respecto a la homogeneidad e isotropía del modelo cosmológico estándar además del estudio
de formación de estructuras cuando se tiene un contraste de densidad δ � 1. Sin embargo, se
necesita un formalismo no-lineal conforme el contraste de densidad se acerca y sobrepasa el valor
de 1. Un primer acercamiento a un modelo no-lineal es el modelo de colapso esférico que se
desarrollará en esta sección.

Como el nombre lo indica en el colapso esférico se asume una sobredensidad esféricamente
simétrica por lo que la dependencia del contraste de densidad en el espacio es únicamente radial,
ρ(r, t) = ρ(t)(1 + δ(r)). La región de la sobredensidad tiene un radio H mucho menor al radio de
Hubble, la aproximación newtoniana es válida por lo que el potencial newtoniano cumple es (se
utiliza la coordenada radial propia r = a(t)|xk| en donde xk son las coordenadas de Friedmann
comoviles) y su ecuación diferencial (para un cascarón delgado localizado a una distancia r)

φ(r, t) = φ(r, t) + δφ(r, t) = −1

2

ä

a
r2 + δφ(r, t) =⇒ d2�r

dt2
= −∇φ = −GM

r3
�r − GδM

r3
�r, (1.68)

en donde M = 4π
3 ρr3 = cte., δM = 4π

∫ r
0 q2δdq = cte. y �r denota el vector posición completo.

Al ser un análisis newtoniano, es posible expresar la ecuación diferencial en términos de una
constante análoga a la energía

1

2
(
dr

dt
)2 − GM

r
= E, (1.69)

en donde M = 4π
3 ρr3(1 + δp), δp = 3

r3

∫ r
0 q2δdq, E > 0 define una cáscara esférica que se expande

indefinidamente y E < 0 define una cáscara que eventualmente colapsará (el subíndice p denota
que la cantidad está promediada). Siguiendo el análogo newtoniano, el primer sumando define
la energía cinética K mientras que el segundo define la energía potencial U , entonces a un tiempo
t = ti (en donde las velocidades peculiares son irrelevantes ya que la sobredensidad se expande
con el fondo) estas cantidades son

Ki =
1

2
H2

i r
2
i y |U | = KiΩi(1 + δpi) =⇒ E = KiΩi[Ω

−1
i − (1 + δpi)], (1.70)

con dri
dt = ȧ

ari = Hiri por lo que para E < 0, se tiene que δpi > Ω−1
i − 1. La solucióne de (1.69) es

r = A(1− cos θ), t+ T = B(θ − sin θ); con A3 = GMB2. (1.71)

Nótese que esta solución corresponde a soluciones de polvo de la métrica FLRW con k = 1 y en
donde T es una constante de integración determinada por las condiciones iniciales. Cuando θ = π
entonces r = rm, obteniendo

A =
ri
2

(1 + δpi)

[δpi − (Ω−1
i − 1)]

y B =
1 + δpi

2HiΩ
1/2
i [δpi − (Ω−1

i − 1)]3/2
. (1.72)

Para un fondo plano (Ωi = 1, corresponde a un modelo Einstein-de Sitter), se tiene que A =
ri
2

(1+δpi)
δpi

y B =
1+δpi

2Hiδ
3/2
pi

. Para t = ti y para δpi pequeño se tiene que cos θi � 1− 2δpi y θ2i = 4δi, por

lo tanto Hi(ti + T ) = 2
3(1 + δpi) pero como Hiti =

2
3 (al tener un fondo plano) se tiene HiT = 2

3δpi
y por tanto T/ti � 1 por lo que se puede tomar T = 0.
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Ahora, de la densidad promedio ρp de un cascarón para un fondo en donde a ∝ t2/3 y ρ =
1/(6πGt2), se puede obtener una expresión para δp en términos de (1.71)

ρp(t) =
3M

4πr3
=

3M

4πA3(1− cos θ)3
=⇒ δp(t) =

ρp
ρ

− 1 =
9

2

(θ − sin θ)2

(1− cos θ)3
− 1. (1.73)

Para tiempos pequeños se realiza una expansion en serie de Taylor de δp y se retienen hasta térmi-
nos de θ2 obteniendo

δp =
3

20

(
6t

B

)2/3

y t =
Bθ3

6
. (1.74)

Sustituyendo Hi =
2
3ti

en B se obtiene

δp =
3

5
δpi

(
t

ti

)2/3

∝ a. (1.75)

Utilizando la relación con el corrimiento al rojo (t/ti)
2/3 = (1 + zi)/(t + z) y la definición δp0 =

3
5
a0
ai
δpi =

3
5δpi(1 + zi) se obtiene

1 + z =
5

3

(
4

3

)2/3 δp0

(θ − sin θ)2/3
. (1.76)

Sustituyendo en (1.75) se obtiene una expresión para la evolución lineal

δpL =
ρpL
ρ

− 1 =
3

5

δpi(1 + zi)

1 + z
=

3

5

(
3

4

)2/3

(θ − sin θ)2/3. (1.77)

En [19], únicamente aparece una discusión sobre el colapso esférico para sobredensidades.
Para infradensidades (voids) [20] tiene el tratamiento correspondiente. Constituye en tomar las
soluciones para E > 0 de la ecuación (1.69) dadas por

r = A(cosh θ − 1), t+ T = B(sinh θ − θ); con A3 = GMB2. (1.78)

que corresponden al caso de un modelo FLRW de polvo con k = −1 y se les aplica un proceso
completamente análogo al descrito para E < 0 obteniendo asi el contraste de densidad promedio
para voids en términos de θ

δV (t) =
9

2

(sinh θ − θ)2

(cosh θ − 1)3
− 1 (1.79)

y para obtener la aproximación en el régimen lineal, se realiza una expansión en serie de Taylor
(de la misma forma que para el caso anterior) y se obtiene una relación entre θ y z dada por

1 + z =
5

3

(
4

3

)2/3 δp0

(sinh θ − θ)2/3
. (1.80)

Por tanto se obtiene una expresión del contraste de densidad para la región lineal dada por

δV L =
ρV L

ρ
− 1 = −3

5

δV i(1 + zi)

1 + z
= −3

5

(
3

4

)2/3

(sinh θ − θ)2/3. (1.81)
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Estas expresiones en el régimen lineal dadas por las ecuaciones (1.77) y (1.81) son únicamente
válidas para valores de θ pequeños.

Una limitación importante a considerar sobre el colapso esférico es que, descrito como lo ha-
cen en [19] y [20], es únicamente válido para universos con un fondo modelado por la solución
de Einstein-de Sitter. Aunque existen extensiones al modelo de ΛCDM (en [21], por ejemplo) su
tratamiento requiere de trabajo numérico además de que la solución en la frontera de la inhomo-
geneidad no es continua, lo que dificulta contrastar los resultados numéricos con la evolución no
lineal. Por lo tanto no es de mucha utilidad para el desarrollo del trabajo en cuestión.

1.4 Modelos cosmológicos inhomogéneos

Hasta este momento se han discutido métodos lineales y un acercamiento no lineal para describir
la formación de estructura. El procedimiento lineal es la teoría de perturbaciones a primer orden
mientras que el primer acercamiento a una descripción no lineal corresponde al colapso esférico.
El tratamiento estándar de un universo FLRW y teoría de perturbaciones a primer e incluso a se-
gundo orden es insuficiente para diversos problemas. Como mencionan en [22] Bolejko et. al., uti-
lizar perturbaciones difiere con la realidad ya que φ/c2 es una medida del ”contraste de curvatura”
el cual, junto con el contraste de densidad δρ/ρ deben ser pequeños y al presente están fuera del
radio de convergencia de la serie de aproximaciones. Mencionan también que suelen aparecer
dificultades al utilizar el método, por ejemplo: modelos irrotacionales y silenciosos suelen ser
linealmente inestables, modelos Robertson-Walker cerrados son linealmente inestables, perturba-
ciones de segundo orden pueden volverse más fuertes a las de primero en modelos inflacionarios
de slow-roll, entre otros. Como una alternativa se propone trabajar con modelos cosmológicos
inhomogeneos, que tienen como ventaja, ser soluciones exactas a las ecuaciones de Einstein y por
tanto, representan una evolución completamente no lineal.

Los datos observacionales permiten trabajar con modelos inhomogéneos, entre los cuales, se
tienen principalmente dos soluciones útiles: la solución Lemaître-Tolman-Bondi (LTB) y las solu-
ciones de Szekeres. Son de utilidad para describir diversos problemas como:

• Formación de una galaxia con agujero negro central [23].

• Formación y evolución de cúmulos galácticos y voids [24, 25].

• Resolución del problema de horizontes sin la necesidad de modelos inflacionarios [26, 27,
28].

En el caso particular de este trabajo la evolución no lineal de estructuras es de interés. Se
realizará en esta sección una breve descripción de soluciones inhomogéneas, en [29] y [22] realizan
descripciones exahustivas de modelos inhomogéneos y sus aplicaciones.

1.4.1 Soluciones Petrov D y universos silenciosos

La clasificación de Petrov se basa en ordenar los espacio-tiempos en distintas categorías (I, D, II,
N, III, O) dependiendo de los valores propios de una matriz obtenida a partir del tensor de Weyl
o de direcciones nulas indepentientes. Un tratamiento detallado de la clasificación de Petrov se
puede encontrar en [30].
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El tensor de Weyl se puede descomponer en términos de 5 coeficientes Ψ0, Ψ1, Ψ2, Ψ3 y Ψ4 de
la siguiente forma

Cabcd = Ψ0UabUcd +Ψ1(UabWcd +WabUcd) + Ψ2(VabUcd + UabVcd +WabWcd)+ (1.82)
+Ψ3(VabWcd +WabVcd) + Ψ4VabVcd. (1.83)

en donde Uab = −lamb + lbma, Vab = kamb − kbma y Wab = mamb − mbma − kalb + kbla es la
base de bivectores (una 2-forma, es decir, un tensor (0, 2) antisimétrico) auto-duales construidos
a partir de la tétrada nula compleja (ma y ma son complejos conjugados mientras que la y ka son
vectores nulos reales). Los términos Ψ tienen distintas interpretaciones físicas: Ψ4 representa una
onda transversal en la dirección ka, Ψ3 representa un término de onda longitudinal, Ψ2 representa
un término de ”Coulomb” (estos son espacio-tiempos análogos a la descripción newtoniana) y los
términos Ψ0 y Ψ1 representan componentes de onda transversal y longitudinal en la dirección la.

Se define el tensor complejo Qab a partir de las partes eléctrica y magnética (definidas en el
siguiente capítulo de este trabajo, dadas por una 4-velocidad ua) por

−Qab = Eab + iHab. (1.84)

Este tensor cumple las relaciones Qa
a = 0, Qab = Qba y Qabu

b = 0 por lo que se puede ver como
una matriz 3 × 3. La ecuación de valores propios para el tensor de Weyl es dada en términos de
bivectores propios o vectores propios por

1

2
CabcdX

cd = λXab =⇒ QabX
b = λXa. (1.85)

Dependiendo de los valores propios obtenidos en la ecuación anterior y sus multiplicidades se
define el tipo de Petrov que la solución tiene. En el caso de un espacio-tiempo tipo D, se tienen
dos valores propios distintos, uno teniendo multiplicidad 2 y se tiene la condición matricial

(Q+
1

2
λI)(Q− λI) = 0, (1.86)

en donde los valores propios, al tener multiplicidades 1 y 2 y estos ser λ2 = λ3 =
1
2λ1 =

1
2λ, tienen

un patrón (−2, 1, 1). Los espacio-tiempos Petrov D cumplen que Ψ0 = Ψ1 = Ψ3 = Ψ4 = 0 y
Ψ2 = −λ1/2. A partir de los valores propios, se pueden definir dos invariantes I y J

I =
1

2
(λ2

1 + λ2
2 + λ2

3) y J =
1

2
λ1λ2λ3. (1.87)

Para todos los tipos de Petrov excepto el tipo I, estos invariantes cumplen I3 = 27J2. Para espacio-
tiempos Petrov D, en términos de Ψ2, están dados por

I = 3Ψ2
2 y J =

∣∣∣∣∣∣
0 0 Ψ2

0 Ψ2 0
Ψ2 0 0

∣∣∣∣∣∣ . (1.88)

Los espacio-tiempos Petrov D tienen dos direcciones nulas principales dobles ka y la.
Además de ser Petrov D, la métrica utilizada en el desarrollo de este trabajo cumple con ser

un ”universo silencioso”. Este fue otro intento (menos exitoso) de clasificar cierto tipo de espacio-
tiempos. En este tipo de soluciones la información no se propaga por ondas de sonido o gravi-
tacionales, por lo tanto la evolución a lo largo de líneas de mundo es puramente local y descrita
por ecuaciones diferenciales ordinarias. Estas soluciones tienen como fuente un fluido de polvo
irrotacional cuyas parte magnética del tensor de Weyl es Hab = 0. Entre este tipo de soluciones se
encuentran las de LTBLemaître-Tolman-Bondi (LTB) y Szekeres.
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1.4.2 Soluciones de LTB y Szekeres

Los modelos cosmológicos inhomogéneos son aquellas soluciones a las ecuaciones de Einstein
que contienen por lo menos una subclase no vacía y no estática de una solución FLRW como
límite. Resulta obvio pedir esto ya que los modelos FLRW representan una primera aproximación
realista a la descripción del universo.8 Las soluciones inhomogéneas más utilizadas son las de LTB
y Szekeres que pueden describir la evolución del universo después de la época de recombinación
porque tienen como fuente al polvo (fluido perfecto con presión 0) y en las épocas anteriores los
efecto de la presión juegan un papel relevante. Estos modelos no son adecuados para incluir
energía oscura a menos que sea con constante cosmológica y sirven como reemplazo para teoría
de perturbaciones lineales, tienen como ventaja el ser soluciones exactas, entonces pueden ser
extrapoladas arbitrariamente al futuro sin necesidad de constreñirlas en ciertos régimenes.

Solución de Szekeres: Está dada por el elemento de línea

ds2 = dt2 − e2α(t,x,y,r)dr2 − e2β(t,x,y,r)(dx2 + dy2). (1.89)

Ciertas propiedades que cumplen estos modelos son tener una fuente de fluido perfecto (en par-
ticular, polvo) cuyas líneas de flujo son geodésicas irrotacionales, las hipersuperficies ortogonales
a estas líneas son conformemente planas, el tensor de Ricci de esas hipersuperficies tiene dos va-
lores propios iguales y el tensor de shear tiene dos valores propios iguales. Además, la presión
depende solo del tiempo al utilizar coordenadas comoviles. El modelo es útil para épocas en las
que la gravedad juega un papel dominante y los procesos hidrodinámicos a grandes escalas han
terminado.

El elemento de línea está escrito en coordenadas comoviles (uα = δα0 ) y dependiendo del valor
de ∂rβ se tienen dos tipos de familias de esta solución: ∂rβ = 0 y ∂rβ �= 0. La segunda familia es
la interesante para aplicaciones cosmológicas. Aquí las funciones de la métrica cumplen

eβ = Φ(t, r)eν(r,x,y), (1.90)
eα = h(r)Φ(t, r)∂rβ = h(r)(∂rΦ+ Φ∂rν), (1.91)

e−ν = A(r)(x2 + y2) + 2B1(r)x+ 2B2(r)y + C(r), (1.92)

en donde Φ cumple la ecuación9

(∂tΦ)
2 = −k(r) +

2M(r)

Φ
+

1

3
ΛΦ2, (1.93)

h, k, M , A, B1, B2 y C son funciones arbitrarias que cumplen la ecuación para otra función arbi-
traria g(r)

g(r) = 4(AC −B2
1 −B2

2) =
1

h2
+ k (1.94)

y la función de ”tiempo de bang”10 (bang time function) tB(r) se obtiene de la ecuación (1.93)
∫ Φ

0

dΦ′√
−k + 2M/Φ′ + 1

3ΛΦ
′2

= t− tB(r). (1.95)

8Únicamente en esta sección se utiliza una signatura (+,−,−,−) en la métrica siguiendo [29] y [22].
9Esta ecuación es la equivalente a la ecuación de Friedmann.

10Las variables primadas en esta ecuación no representan derivadas.
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La densidad de energía está dada por

8πG

c4
ρ =

(2Me3ν),r
e2β(eβ),r

. (1.96)

En general, los modelos de Szekeres no tienen simetría alguna pero obtienen un grupo de
simetrías de tres dimensiones con órbitas dos dimensionales cuando A, B1, B2 y C son todas
constantes. El signo de g(r) define la geometría de las superficies de t y r constantes pero si las
funciones anteriores no son constantes, un mismo espacio con t = cte. puede tener una mezcla de
geometrías. Además el signo de k influye el signo de g y por tanto determina la evolución cuando
no hay constante cosmológica. El modelo cuasi-esférico (g > 0), imaginado como un modelo de
esferas no concéntricas11, es el único que se ha estudiado con detalle y se ha usado en el estudio
del universo temprano, formación de estructura y observaciones de supernovas y CMB.

Solución LTB: Es un caso especial del modelo de Lemaître que describe a un fluido inhomogé-
neo esféricamente simétrico con presión anisotrópica y se presenta en términos del elemento de
línea

ds2 = eA(t,r)dt2 − eB(t,r)dr2 −R2(t, r)(dθ2 + sin θ2dϕ2). (1.97)

El modelo LTB se toma cuando la fuente es polvo (con o sin constante cosmológica), entonces
∂rP = 0 lo que implica que ∂rA = 0 y se puede escalar g00 de tal forma que el elemento de línea
se transforma en

ds2 = dt2 − (∂rR)2

1 + 2E(r)
dr2 −R2(t, r)(dθ2 + sin θ2dϕ2), (1.98)

en donde R(t, r) cumple la ecuación12

(∂tR)2 = 2E +
2M

R
+

1

3
ΛR2. (1.99)

Para este modelo, la densidad de masa está dada por

8πG

c4
ρ =

2∂rM

R2∂rR
. (1.100)

Al considerar Λ = 0 se puede resolver la ecuación (1.99) de manera explícita y para E < 0
(evolución elíptica), E = 0 (evolución parabólica) y E > 0 (evolución hiperbólica). Como todas
las funciones son covariantes ante cambios arbitrarios de la coordenada radial r̃ = g(r) entonces
E(r), M(r) o tB(r) (el tiempo de bang) pueden ser elegidas a conveniencia. El límite de FLRW se

recupera cuando se toma tB = cte. y |E|3/2
M = cte13. En ciertas aplicaciones (como en la formación

de una galaxia con un agujero negro central) es conveniente utilizar M como la coordenada radial,
r̃ = M(r) [23].

El modelo tiene como condiciones de origen en r = rc si R(t, rc) = 0 para cada tiempo. Al ser
un modelo inhomogéneo podría ocurrir que un cascarón de radio constante r chocara con su ve-
cino, a este fenomeno se le llama shell crossing y son lugares geométricos extremales de R, es decir,

11Una visualizacón y discusión de esta representación se encuentra en [31]
12Se obtiene de las ecuaciones de Einstein para un tensor de energía-momento de polvo. Es una primer integral.
13Para tener una expresión en las coordenadas usuales se toma M = M0r

3, E = − 1
2
kr2 y R(t, r) = ra(t); así, la

ecuación para R(t, r) se convierte en la ecuación de Friedmann.
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lugares donde ∂rR = 0 pero no son máximos o mínimos regulares. Estos cruces crean singulari-
dades de densidad divergente y cambios de signo; las condiciones para evitar este fenómeno se
encuentran en el apéndice.

Aplicaciones de este modelo son formación de agujeros negros, cúmulos y supercúmuos galác-
ticos, voids cósmicos, interpretaciones de observaciones de supernova, CMB, entre otros.
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El formalismo 1 + 3

En relatividad general, existen dos formulaciones que parten al espacio-tiempo en hipersuperfi-
cies 3-dimensionales espaciales y tiempo: el formalismo 3+1 y el formalismo 1+3. Aún siendo
formalismos similares, tienen diferencias sutiles que cambian el manejo e interpretación de las
ecuaciones. El formalismo 3+1 consiste en foliar al espacio-tiempo al introducir una familia de
hipersuperficies espaciales 3-dimensionales a través de los conjuntos de nivel de un campo es-
calar. La identificación entre dos de las hipersuperficies puede ser arbitraria. En el formalismo
1+3 se enhebra al espacio-tiempo usando una familia de curvas integrales temporales que otorgan
una relación temporal global entre puntos [32].

En cosmología, se suele utilizar el movimiento preferencial de los contenidos del universo: la
4-velocidad preferencial (los observadores comóviles) que genera la congruencia de geodésicas
que enhebra al espacio-tiempo en el formalismo 1+3. En este capítulo se presenta el desarrollo
del formalismo 1+3 y del sistema de ecuaciones necesario para resolver el problema. Detalles
específicos del formalismo 1+3 pueden ser consultados en [1] y para una formulación matemática
formal en [32].

2.1 Ecuaciones de Einstein en el formalismo 1+3

2.1.1 Coordenadas comóviles, tensor de proyección y cantidades cinemáticas

Las coordenadas comóviles xμ = (t, yi) se definen localmente escogiendo una superficie S que in-
tersecta a cada linea de mundo fundamental una sola vez y se etiqueta cada punto de intersección
por yi con i = 1, 2, 3. Luego, se mantiene esta etiqueta de las coordenadas a tiempos posteriores y
anteriores y se define una coordenada t con una función creciente a lo largo de cada linea de flujo.

El movimiento preferencial a lo largo de las lineas de flujo que generan a las coordenadas
comóviles implican la existencia de una 4-velocidad preferencial definida por las coordenadas
locales xμ = xμ(τ), con τ el tiempo propio a lo largo de las lineas de mundo, por

uμ =
dxμ

dτ
, uμuμ = −1. (2.1)

Es útil normalizar las coordenadas comóviles tal que

uμ = δμ0 ⇐⇒ ds

dτ
= 1 y

dyi

dτ
= 0. (2.2)

en donde s es el tiempo propio normalizado.
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Ya que se tiene definida una 4-velocidad asociada a los observadores comóviles se define un
tensor de proyección de tensores en el espacio-tiempo a las hipersuperficies espaciales ortogonales
a ua; este tensor de proyección además actúa como métrica espacial de estas hipersuperficies

hab = gab + uaub. (2.3)

Trivialmente, de la definición, se observa que el tensor cumple las relaciones h a
b h

b
c = h a

c , h a
a = 3

y h a
b u

b = 0. Para cualesquiera Va y tensores Sab, se puede obtener su parte proyectada simétrica
sin traza (PSTF, por Proyected Symmetric Tracefree part) con

V〈a〉 = h b
a Vb, S〈ab〉 =

[
h c
(ah

d
b) −

1

3
habh

cd
]
Scd. (2.4)

Con ayuda de la 4-velocidad y del tensor de proyección, podemos definir la derivada temporal
a lo largo de las líneas de flujo y la derivada proyectada a las hipersuperficies ortogonales. La
derivada temporal para un tensor (k, l) arbitrario Sa1...ak

b1...bl
está dada por

Ṡa1...ak
b1...bl

= uc∇cS
a1...ak

b1...bl
, (2.5)

con la que se obtiene el vector aceleración

u̇a = ub∇bu
a =⇒ u̇aua = 0. (2.6)

La derivada proyectada (que es la derivada covariante de las hiperfuperficies ortogonales a ua) se
define por

∇cS
a1...ak

b1...bl
= h f

c h a1
d1

...h ak
dk

h e1
b1

...h el
bl
∇fS

d1...dk
e1...el

. (2.7)

Con esta definición se obtiene que la derivada covariante de ua es

∇bua = ∇bub − u̇aub. (2.8)

Para una superficie S en donde t = cte. se define el vector de posición relativa para las coor-
denadas comóviles xμ(t, yi) como

βμ =

(
∂xμ

∂yi

)
t=cte.

δyi, (2.9)

el cuál, en general, no es ortogonal a las lineas de flujo por lo que lo que se proyecta para tener un
vector de posición relativo ortogonal a ua

β〈a〉 = eaδl, eaua = 0 y β〈a〉β〈a〉 = δl2, (2.10)

en donde ea es un vector unitario ortogonal a ua y δl la distancia relativa. A partir de este vector,
se define un vector velocidad relativa dado por

va = v〈a〉 = h a
b u

d∇d(h
b
c β

c) = β̇〈a〉. (2.11)

Este vector cumple que su derivada de Lie a lo largo de ua se anula, Luv
a = 0 y por tanto la

velocidad relativa entre partículas es dada por una transformación lineal a partir de la posición
relativa, va = V a

bβ
〈b〉, en donde Vab = ∇bua.
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Teniendo estas consideraciones, se continúa definiendo las cantidades cinemáticas al partir el
tensor Vab en sus partes simétrica y alternante irreducibles:

Vab = ∇bua = V(ab) + V[ab] = Θab + ωab = σab +
1

3
Θhab + ωab, (2.12)

en donde Θab = ∇(bua) es el tensor de expansión, ωab = ∇[bua] el tensor de vorticidad, σab = Θ〈ab〉
el tensor de shear y Θ = Θc

c el escalar de expansión. Un resultado importante de estas cantidades
es la relación de Hubble generalizada

δ̇l

δl
= Θabe

aeb =
1

3
Θ + σabe

aeb, (2.13)

que muestra que la razón de cambio entre la distancia de galaxias vecinas es proporcional a la
distancia entre ellas y con razón de cambio proporcional a esta distancia. En general, estas can-
tidades cinemáticas no tienen por que ser cero por lo que todos los puntos menos dos cambian
con el flujo. Sin embargo, el volúmen cambiará proporcionalmente a Θ por lo que es conveniente
definir una escala de longitud dada por

H =
l̇

l
=

1

3
Θ, (2.14)

por lo que el cambio del volúmen a lo largo del flujo será caracterizado por V ∝ l3, donde l
corresponde al factor de escala en la métrica FLRW y el parámetro de Hubble corresponde a H ,
mientras que H0 es el valor presente de la constante de Hubble. De todas las consideraciones
anteriores (en particular las ecuaciones (2.11) y (2.12)) llegamos a que la derivada covariante de la
4-velocidad está completamente determinada por las cantidades cinemáticas

∇bua = ωab + σab +
1

3
Θhab − u̇aub. (2.15)

Dichas cantidades son, en principio, medibles directamente de la observación de galaxias cer-
canas a partrir de la ecuación (2.13) y la ecuación siguiente

ė〈a〉 = ωabe
b + σabe

b − σcde
cedea, (2.16)

ecuación que describe la razón de cambio direccional. Por ejemplo, condiderando puramente
expansión Θ (δ̇l/δl = Θ/3 y ė〈a〉 = 0), si se considera una esfera de galaxias de radio δl a un
tiempo t, entonces a un tiempo t + δt, la distancia entre ellas habrá incrementado en un fac-
tor de dl = Θδlδt/3 y dichas galaxias forman una esfera más grande. En el caso de shear puro
(δ̇l/δl = σabe

aeb y ė〈a〉 = σabe
b − σcde

cedea), como el tensor de shear es simétrico y sin traza, se
puede escoger un marco tal que σab = diag(0, σ1, σ2, σ3). En este caso, si existe expansión en
una dirección, en las otras dos direcciones hay contracción por lo que una esfera de galaxias a
un tiempo t se transforma en un elipsoide expandido en una dirección y contraido en 2 con un
cambio de dl = σjσjδlδt para la j-ésima dirección en un tiempo t + δt y se obtiene distorsión
sin cambio de volúmen. Finalmente, en el caso de pura vorticidad (δ̇l/δl = 0 y ė〈a〉 = ωabe

b)
existe rotación pura de galaxias a lo largo de un eje conservando distancias sin distorsión ni ex-
pansión. En un flujo general, se espera tener una combinación de los tres efectos. Las cantidades
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cinemáticas asociadas a la derivada covariante de ua, pueden ser utilizadas para caracterizar dis-
tintos modelos cosmológicos, por ejemplo, el universo estático de Einstein tiene todas las canti-
dades cinemáticas igual a cero y un FLRW tiene únicamente Θ �= 0. Otro ejemplo puede ser
(https://journals.aps.org/prd/abstract/10.1103/PhysRevD.12.1544) y cita a la fuente donde obtu-
viste esta información sobre las observables.

Finalmente, teniendo en cuenta las siguientes secciones, se define para un vector va curl va =

ηabc∇b
vc y para un tensor T d

b curl Tab = ηcd(a∇
c
T d
b) , en donde ηabc = ηabcdu

d.

2.1.2 Identidades de Ricci, Materia y ecuaciones de Einstein

Recordando la definición del tensor de Riemann aplicado a la 4-velocidad preferencial

(∇c∇d −∇d∇c)ua = Rabcdu
b, (2.17)

se pueden definir identidades cinemáticas (si se incluye materia, ciertas de estas identidades se
vuelven dinámicas). Contrayendo la ecuación anterior con uc se obtiene

˙(∇dua)−∇du̇a + (∇du
c)(∇cua) = Rabcdu

buc. (2.18)

Sustituyendo la ecuación (2.15) en los términos de ∇bua se obtiene la ecuación de propagación de
vorticidad

ω̇〈e〉 = −2

3
Θωe + σedωd −

1

2
curl u̇e, (2.19)

en donde ωe = 1
2ηebcω

bc y la ecuación de propagación de la expansión (de la contracción de ac de
2.15), también conocida como la ecuación de Raychaudhuri,

Θ̇ +
1

3
Θ2 + 2(σ2 − ω2)−∇au̇

a + u̇au̇a = −Rbcu
buc, (2.20)

en donde σ2 = 1
2σ

abσab y ω2 = 1
2ω

abωab. De las identidades de Ricci se pueden obtener también
ecuaciones de constricción para la vorticidad y el shear

∇aω
a = ωau̇a, (2.21)

∇b
σab − curl ωa −

2

3
∇aΘ+ 2ηabcω

bu̇c = R〈a〉bub. (2.22)

Dos cantidades necesarias en el formalismo 1+3 provienen de la descomposición del ten-
sor de Weyl en su parte eléctrica Eab y magnética Hab definidas por Eab = Cacbdu

bud y Hab =
1
2ηacdC

cd
beu

e. Utilizando estas dos cantidades obtenemos la ecuación de propagación del shear

Eab −
1

2
R〈ab〉 = −σ̇〈ab〉 −

2

3
Θσab +∇〈au̇b〉 + u̇〈au̇b〉 − ω〈aωb〉 − σc〈aσ c

b〉 , (2.23)

y la ecuación
Hab = curl σab +∇〈aωb〉 + 2u̇〈aωb〉. (2.24)

Ambas ecuaciones representan la PSTF de la ecuación (2.18) y de la PSTF de su contracción con
ηcde.

32



Todas estas ecuaciones son puramente cinemáticas, válidas independientemente de la dinámica
utilizadas. Su contenido dinámico se obtiene una vez que se implementan las ecuaciones de Ein-
stein. Para incluir materia, se considera el tensor energía-momento para un fluido en general
medido por un observador que se mueve con 4-velocidad ua

Tab = ρuaub + 2q(aub) + phab + πab, (2.25)

en donde ρ = Tabu
aub es la densidad de energía, p = 1

3Tabh
ab es la presión, qa = −T〈a〉bub es la

densidad de momento o el flujo de energía relativo a ua y πab = T〈ab〉 es el tensor de esfuerzos
anisotrópicos. Se aplica la conservación de la energía-momento ∇bT

ab = 0 para obtener ecua-
ciones 3+1 de conservación, la componente paralela a ua resulta ser la conservación de la energía

ρ̇+ (ρ+ p)Θ + πabσab +∇aq
a + 2u̇aq

a = 0, (2.26)

mientras que las componentes proyectadas ortogonalmente a ua resultan ser la conservación del
momento

q̇〈a〉 +
4

3
Θqa + (ρ+ p)u̇a +∇ap+∇b

πab + u̇bπab + (σab + ηabcω
c)qb = 0. (2.27)

Respectivamente, estas ecuaciones representan la razón de cambio en la energía a lo largo de
las lineas de flujo y la aceleración causada por distintas formas de presión. La ecuación de conser-
vación del momento implica que la densidad de masa inercial es ρ + p por lo que energía interna
contribuye a la masa inercial efectiva ya sea cambiando ρ o p. Se debe tener en cuenta que la con-
servación de la energía-momento no lleva a una definición de la energía-momento total de una
región extendida, resultado de la imposibilidad de definir una energía gravitacional en espacio-
tiempos curvos. Para implementar la dinámica a las ecuaciones, se realiza una descomposición
1+3 a las ecuaciones de Einstein (incluyendo constante cosmológica) dadas por

Rabu
aub = 4πG(ρ+ 3p)− Λ, (2.28)

Rabu
ahbc = −8πGqc, (2.29)

Rabh
a
ch

b
d = [4πG(ρ− p) + Λ]hcd + 8πGπcd. (2.30)

En consecuencia, la ecuación de Raychaudhuri toma la siguiente forma

Θ̇ +
1

3
Θ2 + 2(σ2 − ω2)−∇au̇

a + 4πG(ρ+ 3p)− Λ = 0 (2.31)

Tomando la proyección espacial de la ecuación (2.18) se obtiene

∇b
σab − curl ωa −

2

3
∇aΘ− (ωab + σab)u̇

b = R〈a〉bub,

y sustituyendo (2.29) en esta ecuación se obtienen las ecuaciones (0i)

0 = 8πGq〈a〉 −
2

3
∇aΘ+∇b

σab − curl ω〈a〉 + 2ηabcω
bu̇c. (2.32)
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Finalmente, para las ecuaciones (ij) se considera la relación de Gauss-Codazzi (dada en el
apéndice) y se considera el caso sin vorticidad14. Con la ecuación (2.18) y la ecuación de Ray-
chaudhuri, se obtiene (conocido 3Rab) una ecuación de propagación del shear

3Rab = ∇〈au̇b〉 − l−3 ˙(l3σ)〈ab〉 + u̇〈au̇b〉 + 8πGπab +
2

3
(σ2 − 1

3
Θ + Λ + 8πGρ)hab, (2.33)

donde 3Rab es el tensor de Ricci de las hipersuperficies 3-dimensionales ortogonales a ua. Al
contraer la ecuación anterior se obtiene una ecuación de Friedmann generalizada o la constricción
hamiltoniana

3R = −2(σ2 − 1

3
Θ2 + Λ+ 8πGρ). (2.34)

Como ya fue mencionado anteriormente, se pueden introducir variables extra para la resolu-
ción de las ecuaciones. Se suelen utilizar la parte eléctrica y magnética del tensor de Weyl, Eab y
Hab, para caracterizar la naturaleza de la curvatura del espacio-tiempo. En el caso sin vorticidad,
Eab es una alternativa para 3R〈ab〉. Existe una forma de las identidades de Bianchi para el tensor
de Weyl muy parecida a las ecuaciones de Maxwell

∇dC
abcd = ∇[bR|c|a] − 1

6
gc[a]∇b]R = Jabc, (2.35)

en donde Jabc es el análogo a la densidad de corriente en las ecuaciones de Maxwell. A partir de
aquí es posible obtener ecuaciones de constricción y evolución para Eab y Hab (se utiliza 8πG = 1)

∇b
Eab = ηabcσ

b
dH

dc − 3Habω
b +

1

3
∇aρ−

1

2
∇b

πba −
1

3
Θqa +

1

3
σabq

b +
3

2
ηabcω

bqc, (2.36)

Ė〈ab〉 =curl Hab + 2u̇cηcd(aH
d

b) −ΘEab + 3σc〈aEc
b〉 − ωc〈aEc

b〉 −
1

2
∇〈aqb〉 − u̇〈aqb〉−

1

2
π̇〈ab〉 −

1

6
Θπab −

1

2
σc

〈aπb〉c −
1

2
ωc

〈aπb〉c −
1

2
(ρ+ p)σab,

(2.37)

∇b
Hab = ηabcσ

b
dE

dc + 3Eabω
b + (ρ+ p)ωa −

1

2
ηabcσ

b
dπ

dc − 1

2
πabω

b − 1

2
curl qa, (2.38)

Ḣ〈ab〉 =− curl Eab − 2u̇cηcd(aE
d

b) −ΘHab + 3σc〈aHc
b〉−

ωc〈aHc
b〉 +

1

2
curl πab+

1

2
σc

(aηb)cdq
d − 3

2
ω〈aqb〉.

(2.39)

Estas ecuaciones describen como la propagación del campo gravitacional es gobernada por la dis-
tribución de materia. El sistema completo del formalismo 1+3 consiste en ecuaciones covariantes,
relativas a una 4-velocidad escogida, tiene a (u̇a, ωa,Θ, σab, ρ, p, πab, Eab, Hab) como variables, que
en total son constituidos por 32 componentes independientes. Se dividen las ecuaciones en ecua-
ciones de evolución (aquellas que tengan derivada temporal, dada por la ecuación (2.5)) y ecua-
ciones de constricción que involucran derivadas espaciales ortogonales a ua. Se tienen ecuaciones
de evolución para 23 de las variables mientras que 9 cantidades, u̇a, p y πab (se puede sustituir la
ecuación de Eab por una para πab gracias a la ecuación (2.37)) necesitan ecuaciones de estado para
la materia.

14Para considerar vorticidad se tienen que utilizar tétradas o introducir variables extra como la parte eléctrica y
magnética del tensor de Weyl ya que no es posible definir un conjunto de hipersuperficies ortogonales al flujo.
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Las ecuaciones de evolución son

ρ̇+ (ρ+ p)Θ +∇a
qa = −2u̇aqa − σabπab, (2.40)

Θ̇ +
1

3
Θ2 + 4πG(ρ+ 3p)−∇a

u̇a = −σabσ
ab + 2ωaω

a + u̇au̇
a, (2.41)

q̇〈a〉 +
4

3
Θqa + (ρ+ p)u̇a +∇ap+∇b

πab = −σabq
b + ηabcω

bqc − u̇bπab, (2.42)

ω̇〈a〉 +
2

3
Θωa +

1

2
curl u̇a = σabω

b, (2.43)

σ̇〈ab〉 +
2

3
Θσab + Eab − 4πGπab −∇〈au̇b〉 = −σc〈aσ c

b〉 − ω〈aωb〉 + u̇〈au̇b〉, (2.44)

Ėab +ΘEab − curl Hab + 4πG
[
(ρ+ p)σab + π̇〈ab〉 +

1

4
Θπab +∇〈aqb〉

]
=

= −8πGu̇〈aqb〉 + 2u̇cηcd(aH
d

b) + 3σc〈aE c
b〉 −ωcηcd(aE

d
b) − 4πG

(
σc

〈aπb〉c − ωcηcd(aπ
d

b)

)
,

(2.45)

Ḣ〈ab〉 +ΘHab + curl Eab − 4πGcurl πab = 3σc〈aH c
b〉 − ωcηcd(aH

d
b) −

2u̇cηcd(aE
d

b) + 4πG
(
σc

(aηb)cdq
d − 3ω〈aqb〉

)
.

(2.46)

Y las ecuaciones de constricción son

∇a
ωa = u̇aωa, (2.47)

∇b
σab − curl ωa −

2

3
∇aΘ+ 8πGqa = −2ηabcω

bu̇c, (2.48)

curl σab +∇〈aωb〉 −Hab = −2u̇〈aωb〉, (2.49)

∇b
Eab +

4πG

3

(
∇b

πab − 2∇aρ+ 2Θqa
)
= ηabcσ

b
dH

cd − 3Habω
b + 4πG

(
σab + 3ηabcω

c
)
qb, (2.50)

∇b
Hab + 4πG

[
curl qa − 2(ρ+ p)ωa

]
= 3Eabω

b − ηabcσ
b
dE

cd − 4πG
(
ηabcσ

b
dπ

cd + πabω
b
)
, (2.51)

3R〈ab〉 = Eab + 4πGπab −
1

3
Θ(σab + ωab) + σc〈aσ c

b〉 + ωc〈aω c
b〉 − 2σc[aω

c
b] , (2.52)

3R = 16πGρ− 2

3
Θ2 + σabσ

ab − ωaω
a, (2.53)

en donde ρ, p, qa, πab son cantidades totales (pueden incluir constante cosmológica Λ).

2.2 Sistema de ecuaciones para la evolución de fluidos no comóviles

En la sección anterior, se desarrollo el formalismo 1+3 y se obtuvieron las ecuaciones tensoriales
que gobiernan la evolución de algún sistema dado. Para esto se utiliza un sistema de coordenadas
y una métrica dados: una métrica inhomogénea esféricamente simétricas en coordenadas esféri-
cas. Se desarrolla el sistema para poder incluir cualquier cantidad de fluidos, luego se implemen-
tara específicamente para dos fluidos sin vorticidad ni tensor magnético de Weyl (considerando
uno como fluido perfecto y otro fluido en un marco no-comóvil respecto al anterior) y se reduce
de un sistema de cantidades tensoriales a un sistema de cantidades escalares. Todos los cálculos
realizados en esta sección se realizaron utilizando SageManifolds 9.1 [33].

Comenzando por la métrica, se tiene una elemento de línea de una métrica inhomogénea es-
féricamente simétrica en coordenadas esféricas (t, r, θ, ϕ)

ds2 = −N(t, r)2dt2 +B(t, r)2dr2 + Y (t, r)2(dθ2 + sin2 (θ)dϕ2). (2.54)
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Los símbolos de Christoffel de la derivada covariante asociada con esta métrica que son distintos
de cero son (se omite la dependencia en r y t de los elementos métricos)

Γt
tt =

∂tN

N
, Γt

tr =
∂rN

N
, Γt

rr =
B∂tB

N2
, Γt

θθ =
Y ∂tY

N2
, Γt

ϕϕ = Γt
θθ sin

2 (θ),

Γr
tt =

N∂rN

B2
, Γr

tr =
∂tB

B
, Γr

rr =
∂rB

B
, Γr

θθ = −Y ∂r
B2

, Γr
ϕϕ = Γr

θθ sin
2 (θ),

Γθ
tθ =

∂tY

Y
= Γϕ

tϕ, Γ
θ
rθ =

∂r
Y

= Γϕ
rϕ, Γ

θ
ϕϕ = − cos (θ) sin (θ), Γϕ

θϕ =
cos (θ)

sin (θ)
.

(2.55)

A partir de los símbolos de Christoffel es posible calcular el tensor de curvatura de Riemann y sus
contracciones, el tensor y escalar de Ricci

R = 2
(B3N3 +B2NY 2(∂t)

2B −B2Y 2∂tB∂tN +N2Y 2∂rB∂rN −BN2Y 2(∂r)
2N

B3N3Y 2
+

B3N(∂tY )2 + 2B3NY (∂t)
2Y −BN3(∂rY )2 − 2BN3Y (∂r)

2Y

B3N3Y 2
+

2(B2NY ∂tB −B3Y ∂tN)∂tY + 2(N3Y ∂rB −BN2Y ∂r)∂rY

B3N3Y 2

)
(2.56)

obteniendo las componentes del tensor de Einstein

Gt
t = −B3N2 + 2B2Y ∂tB∂tY +B3(∂tY )2 + 2N2Y ∂rB∂rY −BN2(∂rY )2 − 2BN2Y (∂r)

2Y

B3N2Y 2
,

(2.57)

Gt
r = −2(B∂rN∂tY −BN∂t∂rY +N∂tB∂rY )

BN3Y
, (2.58)

Gr
t = −2(B∂rN∂tY −BN∂t∂rY +N∂tB∂rY )

B3NY
, (2.59)

Gr
r = −B2N3 − 2B2Y ∂tN∂tY +B2N(∂tY )2 + 2B2NY (∂t)

2Y − 2N2Y ∂rN∂rY −N3(∂rY )2

B2N3Y 2
,

(2.60)

Gθ
θ =− B2NY (∂t)

2B −B2Y ∂tB∂tN +N2Y ∂rB∂rN −BN2Y (∂r)
2N +B3N(∂t)

2Y

B3N3Y
−

−BN3(∂r)
2Y + (B2N∂tB −B3∂tN)∂tY + (N3∂rB −BN2∂rN)∂rY

B3N3Y
,

(2.61)

Gϕ
ϕ = Gθ

θ. (2.62)

Antes de regresar al tensor de Einstein (al dar las ecuaciones de Einstein), es necesario definir
las componentes el tensor de energía-momento. Para eso, se toma la siguiente 4-velocidad funda-
mental

uμ =
[ 1

N(t, r)
, 0, 0, 0

]
y uμ = gμνu

ν =
[
−N(t, r), 0, 0, 0

]
. (2.63)

A partir de esta definición, se definen las componentes del tensor de proyección hμν

hμν = δμν + uμuν =

⎛
⎜⎜⎝
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ . (2.64)
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Las componentes de la velocidad relativa y el flujo de calor se definen a partir de funciones es-
calares V (t, r) y Q(t, r)

vμ =
[
0,

V (t, r)

B(t, r)2
, 0, 0

]
, vμ =

[
0, V (t, r), 0, 0

]
, (2.65)

qμ =
[
0,

Q(t, r)

B(t, r)2
, 0, 0

]
y qμ =

[
0, Q(t, r), 0, 0

]
. (2.66)

Adicionalmente, se define el tensor base para tensores espaciales, simétricos y sin traza en espacio-
tiempos Petrov tipo D eμν [34]

eμν = hμν − 3nμnν =

⎛
⎜⎜⎝
0 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ , (2.67)

en donde nμ =
√
grrδ

r
μ =

[
0, B(t, r), 0, 0

]
es el vector espacial normal a las órbitas de SO(3). Con

esta definición, se pueden definir los tensores de shear y de esfuerzos anisotrópicos en términos
de funciones escalares Σ(t, r) y Π(t, r) respectivamente

σμ
ν = Σeμν y πμ

ν = Πeμν . (2.68)

Finalmente, se define el tensor energía-momento Tμ
ν para un fluido general

Tμ
ν = ρuμuν + qμuν + uμqν + phμν +Πeμν =

⎛
⎜⎜⎝

−ρ Q
N 0 0

−NQ
B2 −2Π + p 0 0
0 0 Π + p 0
0 0 0 Π + p

⎞
⎟⎟⎠ , (2.69)

en donde p = p(t, r) y ρ = ρ(t, r). A partir de las ecuaciones (2.6) y (2.14) se obtiene la aceleración
u̇μ

u̇μ =
[
0, A(t, r), 0, 0

]
, u̇μ =

[
0,

A(t, r)

B(t, r)2
, 0, 0

]
, con A =

∂rN

N
, (2.70)

y la expansión H

H =
1

3
Θ =

Y ∂tB + 2B∂tY

3BNY
. (2.71)

De igual forma, a partir de (2.15) se obtiene el tensor de ”shear” σμ
ν

σμ
ν =

⎛
⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 2Y ∂tB−B∂tY
3BNY 0 0

0 0 −Y ∂tB−B∂tY
3BNY 0

0 0 0 −Y ∂tB−B∂tY
3BNY

⎞
⎟⎟⎠ , por (2.68) Σ = −Y ∂tB −B∂tY

3BNY
. (2.72)
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Con las componentes del tensor de energía momento definidas, es posible calcular las ecua-
ciones de Einstein (se calcularon usando c = 1 = G)

0 =− 8πB3N2Y 2ρ−B3N2 − 2B2Y ∂tB∂tY −B3(∂tY )2

B3N2Y 2
−

−2N2Y ∂rB∂rY +BN2(∂rY )2 + 2BN2Y (∂r)
2Y

B3N2Y 2
,

(2.73)

0 =− 16πB2N3ΠY 2 − 8πB2N3Y 2p−B2N3 + 2B2Y ∂tN∂tY

B2N3Y 2
−

−B2N(∂tY )2 − 2B2NY (∂t)
2Y + 2N2Y ∂rN∂rY +N3(∂rY )2

B2N3Y 2
,

(2.74)

0 =
8πB3N3ΠY + 8πB3N3Y p+B2NY (∂t)

2B −B2Y ∂tB∂tN

B3N3Y
+

N2Y ∂rB∂rN −BN2Y (∂r)
2N +B3N(∂t)

2Y −BN3(∂r)
2Y

B3N3Y
+

(B2N∂tB −B3∂tN)∂tY + (N3∂rB −BN2∂rN)∂rY

B3N3Y
,

(2.75)

0 =
2(4πBN2QY +B∂rN∂tY −BN∂t∂rY +N∂tB∂rY )

B3NY
, (2.76)

0 = −2(4πBN2QY +B∂rN∂tY −BN∂t∂rY +N∂tB∂rY )

BN3Y
. (2.77)

Las ecuaciones de Einstein son presentadas de la forma 0 = Gμ
ν − 8πTμ

ν con las ecuaciones (t, t),
(r, r), (θ, θ) = (ϕ, ϕ), (r, t) y (t, r) dadas anteriormente en ese mismo orden. A partir de Ea

b =
Ca

cbdu
bud se calculan las componentes del tensor eléctrico de Weyl Eμ

ν

Er
r = −2Eθ

θ = −2Eϕ
ϕ = −B3N3 +B2NY 2(∂t)

2B −B2Y 2∂tB∂tN +N2Y 2∂rB∂rN

3B3N3Y 2
−

−BN2Y 2(∂r)
2N +B3N(∂tY )2 −B3NY (∂t)

2Y −BN3(∂tY )2

3B3N3Y 2
−

BN3Y (∂r)
2Y − (B2NY ∂tB −B3Y ∂tN)∂tY − (N3Y ∂rB −BN2Y ∂rN)∂rY

3B3N3Y 2
,

(2.78)

por lo que Eμ
ν = Weμν . Al tratarse de un espacio-tiempo esféricamente simétrico, es posible definir

una masa invariante para cada cascarón esférico de radio Y (t, r): la masa de Misner-Sharp [35],
dada por

M =
Y

2
(1− gμν∇μY∇νY ) =

Y

2

((∂tY )2

N2
− (∂rY )2

B2
+ 1

)
. (2.79)

Luego, se encuentra una expresión mucho más compacta y en terminos de la masa M del
escalar W . Para eso, se realizan distintos procedimientos. Primero, de la ecuación (2.75), se despeja
(∂r)

2N y se sustituye en W . Luego, de las ecuaciones (2.74) y (2.73) se despeja (∂t)
2Y y (∂r)

2Y
respectivamente y se sustituyen en la expresión de W obtenida en el primer paso. Finalmente, de
la ecuación (2.79) se despeja (∂tY )2 y se sustituye en W obteniendo

W = −4πΠ− 4

3
πρ+

M

Y 3
. (2.80)
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Teniendo estas ecuaciones, se usan las ecuaciones (2.40) - (2.53) (con ω = 0 y Hμν = 0) obte-
niendo las ecuaciones de evolución

0 = 4π(3p+ ρ) + 6Σ2 +
1

3
Θ2 +

∂tΘ

N
− ∂rA

B2
− A

B2
+

A∂rB

B3
− 2A∂rY

B2Y
, (2.81)

0 = 6ΠΣ + (p+ ρ)Θ +
2AQ

B2
+

∂tρ

N
− Q∂rB

B3
+

∂rQ

B2
+

2Q∂rY

B2Y
, (2.82)

0 = −2AΠ− 2QΣ+
4

3
QΘ+A(p+ ρ)− 6Π∂rY

Y
− ∂tQ

N
− 2∂rΠ+ ∂rp, (2.83)

0 = −4πΠ− Σ2 +
2

3
ΣΘ+

A2

3B2
+

∂tΣ

N
+

∂rA

3B2
− A∂rB

B3
− A∂rY

3B2Y
+W, (2.84)

0 =
4

3
π
(
ΠΘ− 2AQ

B2
+

3∂tΠ

N
+

Q∂rB

B3
− ∂rQ

B2
+

Q∂rY

B2Y

)
+

∂tW

N
− 4πΣ(Π− p− ρ) + 3ΣW +ΘW.

(2.85)

Para la ecuación (2.83) se tomó ∂tB
N = B(13Θ− 2Σ) de (2.71) y (2.72) para eliminar un término con

∂tB. De las ecuaciones (2.40) - (2.53) se utiliza únicamente la ecuación (2.53) ya que se tienen otras
expresiones que sirven como constricciones.

0 = Σ2 − 1

9
Θ2 − 1

6
(3R) +

1

3
ρ. (2.86)

Para esta constricción, es necesario calcular el escalar de Ricci 3R de las hiperfuperficies espa-
ciales ortogonales a uμ. Para esto se puede realizar, escencialmente, de dos formas: utilizando las
relaciones de Gauss-Codazzi o calculando dicho escalar directamente con hμν como métrica y su
derivada covariante asociada. Lo mas sencillo en SageMath, y lo que se realiza en este trabajo, es
la segunda opción. Se definió una subvariedad con métrica hμν y se calculó 3R con su derivada
covariante (dada por (2.7))

3R =
2

Y 2
+

4∂rB∂rY

B3Y
− 2(∂rY )2

B2Y 2
− 4(∂r)

2Y

B2Y
. (2.87)

Definiendo χ = ∂rY y K = 1− χ2

B2 , se obtiene que el escalar de Ricci es

3R = 2
∂r(KY )

Y 2χ
=⇒ K =

3R

6
. (2.88)

en donde K es la curvatura espacial. Para completar las ecuaciones de evolución, se requieren
ecuaciones para las componentes de la métrica Y , B y para χ. La ecuación de B ya se había
obtenido anteriormente para eliminar ciertos términos en (2.83). La ecuación para Y se obtiene,
como B, de (2.71) y (2.72)

∂tY

N
= Y (

1

3
Θ + Σ). (2.89)

La ecuación de χ se obtiene de tomar la ecuación (t, r) de Einstein (la ecuación (2.77)) y ex-
pandirla

0 = −8πQ− 2∂rN∂tY

N2Y
+

2∂t∂rY

NY
− 2∂tB∂rY

BNY
, (2.90)
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se utiliza la definición de A (de (2.70)), la definición de χ y se sustituyen ∂tY
N y ∂tB

N de sus respec-
tivas ecuaciones para obtener

− 8πQ− 2A(
1

3
Θ + Σ) +

2∂tχ

NY
+ 2(

1

3
Θ− 2Σ)

χ

Y
= 0, (2.91)

y finalmente, se multiplica por Y , se divide entre 2 y se despeja ∂tχ
N ,

∂tχ

N
= 4πQY +A(

1

3
Θ + Σ)Y + (

1

3
Θ− 2Σ)χ. (2.92)

En resumen, definiendo ḟ = ∂tf
N para cualquier cantidad f(t, r), y usando (2.14), se obtiene el

sistema de ecuaciones que aparece en [36]

Ẏ = Y (H +Σ), (2.93)

Ḃ = B(H − 2Σ), (2.94)

χ̇ =
1

2
κQY +A(H +Σ)Y + (H − 2Σ)χ, (2.95)

Ḣ = −H2 − 2Σ2 − 1

6
κ(ρ+ 3p) +

A2

B2
+

∂rA

3B2
− A∂rB

B3
+

2Aχ

3B2Y
, (2.96)

Σ̇ = Σ2 − 2HΣ+
1

2
κΠ−W − A2

B2
− ∂rA

3B2
+

A∂rB

B3
+

Aχ

3B2Y
, (2.97)

Ẇ +
1

2
κΠ̇ =− 3(H +Σ)W − 1

2
κ(ρ+ p)Σ− 1

2
κ(H − Σ)Π−

− κ
Q∂rB

6B3
+ κ

∂rQ

6B2
− κ

Qχ

6B2Y
+ κ

AQ

3B2

, (2.98)

ρ̇ = −3(ρ+ p)H − 2
AQ

B2
− 6ΠΣ− 2

Qχ

Y B2
− ∂rQ

B2
+

Q∂rB

B3
, (2.99)

Q̇ = −3HQ− ∂rp−A(ρ+ p− 2Π) + 2∂rΠ+
6Πχ

Y
, (2.100)

en donde se regresa de G = 1 = c a unidades del SI y κ = 8πG/c4. El sistema se complementa con
las constricciones

H2 =
1

3
κρ−K +Σ2, (2.101)

W = −1

6
κρ− 1

2
κΠ+

M

Y 3
, (2.102)

∂rN = AN, (2.103)

en donde a M se le sustituye la ecuación (2.93) resultando en

M =
Y

2

[
Y 2(H +Σ)2 − χ2

B2
+ 1

]
, (2.104)

que corresponde a la masa de Misner-Sharp.
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Resolución del sistema y resultados

Para el estudio de multiples fluidos en donde uno o más están fuera del marco comóvil es nece-
sario considerar la transformación que sufre el tensor energía-momento en el marco no comóvil.
Considerando la 4-velocidad ũa de un observador moviendose relativo al observador movien-
dose con 4-velocidad ua y teniendo velocidad relativa va respecto a ũa, la transformación entre
velocidades es

ũa = γ(ua + va), γ = (1− v2)(−1/2), (3.1)

en donde uava = 0 y v2 = gabv
avb. Definiendo

• ρ̃ = Tabũ
aũb

• p̃ = 1
3Tabh̃

ab

• q̃a = −h̃caTcbũ
b

• π̃ab = [h̃ c
(a h̃

d
b) − 1

3 h̃abh̃
cd]Tcd

en donde h̃ab = hab + γ2[v2uaub + 2u(aub) + vavb] [37], se obtiene

ρ̃ = ρ+ γ2
[
v2(ρ+ p)− 2qav

a + πabv
avb

]
, (3.2)

p̃ = p+
1

3
γ2

[
v2(ρ+ p)− 2qav

a + πabv
avb

]
, (3.3)

q̃a =γqa − γπabv
b − γ3

[
(ρ+ p)− 2qbv

b + πbcv
bvc

]
va−

γ3
[
v2(ρ+ p)− (1 + v2)qbv

b + πbcv
bvc

]
ua,

(3.4)

π̃ab = πab + 2γ2vcπc(a[ub) + vb)]− 2v2γ2q(aub) − 2γ2q〈avb〉−
1

3
γ2

[
v2(ρ+ p) + πcdv

cvd
]
hab+

1

3
γ4

[
2v4(ρ+ p)− 4v2qcv

c + (3− v2)πcdv
cvd

]
uaub+

2

3
γ4

[
2v2(ρ+ p)− (1 + 3v2)qcv

c + 2πcdv
cvd

]
u(avb)+

1

2
γ2

[
(3− v2)(ρ+ p)− 4qcv

c + 2πcdv
cvd

]
vavb.

(3.5)

En cosmología es usual utilizar múltiples fluidos como fuente en las ecuaciones.

T ab =
∑
I

T ab
I =

∑
I

[
ρ∗Iu

a
Iu

b
I + p∗Ih

ab
I + 2q

∗(a
I u

b)
I + π∗ab

I

]
, (3.6)
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en donde las cantidades con asterisco son las cantidades intrínsecas, medidas en el respectivo
sistema de referencia propio I . Para cada fluido se utiliza una transformación idéntica a la trans-
formación dada anteriormente. Es de utilidad contrar con las ecuaciones de conservación en el
marco comóvil con ua en términos de la velocidad relativa de cada fluido respecto a este marco,
considerando que se tienen las ecuaciones de evolución y constricciones en ese sistema, por lo que
las transformaciones para cada fluido es la inversa a la transformación dada anteriormente

ua = γI(u
a
I + v̂aI ), v̂aI = −γI(v

a
I + v2Iu

a). (3.7)

Y tomando ρI = T ab
I uaub, pI = 1

3T
ab
I hab, qaI = −T ab

I ub − ρIu
a y πab

I = T cd
I hach

b
d − pIh

ab se obtienen
las ecuaciones para las cantidades dinámicas medidas en el marco ua

ρI = ρ∗I +
[
γ2I v

2
I (ρ

∗
I + p∗I) + 2γIq

∗a
I vIa + π∗ab

I vIavIb
]
, (3.8)

pI = p∗I +
1

3

[
γ2I v

2
I (ρ

∗
I + p∗I) + 2γIq

∗a
I vIa + π∗ab

I vIavIb
]
, (3.9)

qaI = q∗aI + (ρ∗I + p∗I)v
a
I +

[
(γ2I − 1)q∗aI + γ2I v

2
I (ρ

∗
I + p∗I)v

a
I+

+γIq
∗b
I vIbv

a − γIq
∗b
I vIbu

a + π∗ab
I vIb − π∗ab

I vIbvIcu
a
]
,

(3.10)

πab
I = π∗ab

I +
[
γ2I v

2
I (ρ

∗
I + p∗I)v

〈a
I v

b〉
I − 2u(aπ

∗b)c
I vIc + π∗bc

I vIbvIcu
aub−

−1

3
π∗cd
I vIcvIdh

ab − 2γIq
∗c
I vcIu

(av
b)
I + 2γIv

〈a
I q

∗b〉
I

]
.

(3.11)

En el caso de fluidos perfectos barotrópicos (como materia bariónica, materia oscura (CDM), ra-
diación) las transformaciones son

ρI = γ2I (1 + ωIv
2
I )ρ

∗
I , pI =

[
ωI +

1

3
γ2I v

2
I (1 + ωI)

]
ρ∗I ,

qaI = γ2I (1 + ωI)ρ
∗
Iv

a
I , πab

I = γ2I (1 + ωI)ρ
∗
Iv

〈a
I v

b〉
I ,

(3.12)

en donde ωI está dado por la ecuación de estado p∗I = ωIρ
∗
I .

3.1 Ecuaciones para bariones y CDM

El problema estudiado en esta tesis es el de un fluido de polvo de CDM en el marco comovil y
un fluido de polvo de bariones en un marco propio que se desplaza a velocidad vμ respecto de la
materia oscura y dadas las ecuaciones de transformación anteriores y la posibilidad de expresar
estas cantidades en términos de funciones escalares, se tiene lo siguiente

ρ = ρCDM + γ2ρ∗b , p = pb =
1

3
γ2

V 2

B2
ρ∗b ,

Q = Qb = γ2ρ∗bV, Π = Πb = −p.

(3.13)

Debido a la relación entre Q y V (definidos en (2.66) y (2.65)), se pueden expresar p y Π en términos
de Q

p =
1

3

Q2

γ2ρ∗bB2
. (3.14)

Además de las ecuaciones anteriores, una consecuencia de utilizar fluidos de polvo se revela
en la componente métricas N y su derivada radial por A = 0 y N = 1. Finalmente, para obtener
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las ecuaciones finales a evolucionar se definen las siguientes variables adimensionales (utilizando
las cantidades H∗ y l∗, el parámetro de Hubble inicial y l∗ el tamaño característico de la sobreden-
sidad)

Y =
Y

l∗
, ξ =

r

l∗
, S =

Σ

H∗
, W =

W

H2∗
,

H =
H

H∗
, p =

κp

3H2∗
, μ =

κρ

3H2∗
, Q =

κQ

3H2∗
, P =

κΠ

3H2∗
,

M =
M

H2∗ l3∗
, χ = ∂ξY, K =

K
H2∗

, λ =
Λ

3H2∗
y α =

1

H∗l∗
.

(3.15)

Se define entonces una nueva derivada temporal adimensionalizada con H∗ dada por Ψ̊ = Ψ̇/H∗
para cualquier cantidad Ψ. Agregando la constante cosmológica Λ a las ecuaciones (2.93) - (2.100)
y sus constricciones (2.101) - (2.104) se tienen las ecuaciones de evolución adimensionales dadas
por

Y̊ = Y(H + S), (3.16)

B̊ = B(H − 2S), (3.17)

χ̊ =
3

2α
QY+ (H − 2S)χ, (3.18)

H̊ = −H2 − 2S2 − 1

2
(μCDM + μb + 3p) + λ, (3.19)

S̊ = S2 − 2HS+
3

2
P−W, (3.20)

μ̊CDM = −3(μCDM + p)H, (3.21)

μ̊b = −3(μb + p)H − 6PS− 2α
Qχ

Y B2
− α∂ξQ

B2
+

αQ∂ξB

B3
, (3.22)

Q̊ = −3HQ− α∂ξp + 2α∂ξP+
6αPχ

Y
, (3.23)

y las constricciones adimensionales

H2 = μCDM + μb + λ−K+ S2, (3.24)

W = −1

2
(μCDM + μb + λ)− 3

2
P+

M

Y3
, (3.25)

con la masa adimensional

M =
Y

2

[
Y2(H + S)2 + α

(
1− χ2

B2

)]
. (3.26)

Para la integración del sistema se escribió un codigo en python para resolverlo numéricamente
utilizando el método de lineas descrito en el apéndice.

3.2 Caso LTB: CDM y Bariones Comoviles.

El primer caso a estudiar es una configuración esférica de un void compuesto por CDM y bariones
de polvo con un fondo ΛCDM plano. Las condiciones iniciales (a un z = 100)15 se obtienen en

15Se escoge este z ya que numéricamente se requiere que las constricciones se estabilizen con el paso del tiempo.
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parte a partir de las condiciones de fondo al día de hoy (z = 0) a través de la ecuación (1.27). Las
condiciones de fondo para z = 0 [38] son

H0 = 67.40
km

sMpc
, ΩCDM0 = 0.2642, Ωb0 = 0.0493,

Ωk0 = 0 y ΩΛ0 = 1− ΩCDM0 − Ωb0.

(3.27)

Las densidades fraccionales Ω se calculan utilizando las siguientes ecuaciones

ΩΛi =
ΩΛ0H

2
0

H2
i

, ΩCDMi =
ΩmiΩCDM0

Ωm0
y Ωbi =

ΩmiΩb0

Ωm0
, (3.28)

en donde Ωmi = 1 − ΩΛi y Ωm0 = Ωb0 + ΩCDM0. Obteniendo los valores de fondo iniciales para
z = 100

Hi = 38305.50
km

sMpc
, ΩCDMi = 0.8427, Ωbi = 0.1573,

y ΩΛi = 2.1254× 10−6.

(3.29)

El tamaño característico de la inhomogeneidad l∗ se toma tal que α = 1, esto resulta en un
tamaño físico inicial de la inhomogeneidad de Y ∼ 0.6Mpc. Para las condiciones iniciales del void
se toman perfiles iniciales de densidad y curvatura gaussianos dados por

μCDMi = ΩCDMi

(
1− 0.01e−(

r
0.03)

2)
,

μbi = Ωbi

(
1− 0.01e−(

r
0.03)

2)
y Ki = 0.05r2e−(

r
0.03)

2

,
(3.30)

en donde se utiliza el perfil de Ki para calcular 3R a partir de la ecuación (2.88) y finalmente
obtener un perfil de K. La malla radial (ver apéndice para el método de líneas) se toma desde
ξ0 = 0 hasta ξn = 0.2 (que corresponde a un radio físico de Y ∼ 1.6Mpc). Imágenes de los perfiles
se ven en las figuras 3.1 a 3.3.

Figura 3.1: Perfil inicial de densidad de CDM. Figura 3.2: Perfil inicial de densidad de bariones.

A partir de los perfiles iniciales de densidad y curvatura se definieron las condiciones iniciales
de cada uno de las variables del sistema16. Inicialmente se define Yi = ξ por lo que χi = 1 en

16En estas gráficas se utiliza r como radio en vez de Y ya que inicialmente Yi = ξ y por tanto Y = r.
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Figura 3.3: Perfil inicial de curvatura.

todos los puntos de la malla. El perfil inicial de expansión Hi se obtiene a partir de la constricción
hamiltoniana e inicialmente se considera Si = 0 y con esto se cubren todas las condiciones iniciales.
Las condiciones de frontera vienen codificadas en el sistema de ecuaciones considerando al punto
inicial de la malla ξ0 = 0 como FLRW y el punto final de la malla ξn = 0.2 se deja libre para
evitar oscilaciones que reboten y se discipen en el fondo. Al integrar se obtuvo la evolución17

de δ y velocidad de expansión Y(H(ξ) − H(0.2)) mostradas en las figuras 3.4 y 3.5. La figura 3.5
muestra como evoluciona la expansión, se tiene una parte positiva que representa expansión y
parte negativa que representa colapso correspondiendo a las partes del void (parte negativa) y de
la sobredensidad (parte positiva) de la figura 3.4.

Figura 3.4: Evolución del contraste de densidad δ de
CDM.

Figura 3.5: Evolución de Y(H(ξ)−H(0.2)).

En estas últimas figuras se observa la evolución temporal de los contrastes de densidad y,
aunque inicialmente sólo se tiene una inhomogeneidad de void (se observa en los perfiles ini-
ciales), se forma una sobredensidad debido al perfil de curvatura extrínseca K inicial. Se alcanza
a observar que la evolución de la CDM y los bariones es idéntica, lo cuál era de esperarse al
ser comoviles. Así mismo, se alcanza a observar el crecimiento de ambas inhomogeneidades
desde Y ∼ 0.6Mpc (para el void inicial) hasta alcanzar un valor total (void + sobredensidad) de
Y ∼ 60Mpc. Finalmente, se observa claramente que las inhomogeneidades aumentan su ampli-
tud considerablemente a lo largo de la evolución llegando a valores de δ ∼ −0.8 en el mínimo
y δ ∼ 0.2 en el máximo (nótese tambien que el void se achata con el paso del tiempo). Las am-

17Se obtiene la evolución para todas las variables pero las relevantes son las mencionadas aquí.
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plitudes observadas del contraste de densidad dan una pista de la necesidad de ir más allá de la
descripción perturbativa ya que son cercanas a |δ| = 1.

Para calcular la función de crecimiento (1.64), primero, se considera al void como la sección del
perfil (negativa) de δ que va desde el origen (Y = 0) hasta el punto de cruce con el cero, es decir
cuando δ = 0 y la sobredensidad emergente desde dicho cruce a cero hasta el punto en donde se
hace cero nuevamente. Con el void y la sobredensidad definidas, se toma el promedio radial de
cada una de las configuraciones y se define a los promedios como D+ = δp/δ0 ya sea para CDM o
bariones. Se utiliza a la función métrica B evaluada en el fondo como el factor de escala a ya que
ese es su valor de convergencia al fondo FLRW plano. Se obtienen las figuras 3.6 y 3.7.

Figura 3.6: Función de crecimiento f para la sobredensidad
emergente. Nótese la aparición de ciertos picos en la fun-
ción numérica que tienen un orígen numérico al realizar la
derivada logarítmica como se explica en la discusión de re-
sultados. Este fenómeno se observa y tiene el mismo orígen
en figuras posteriores.

Figura 3.7: Función de crecimiento f para el void.

En ambas figuras se compara con la función f1 dada por la ecuación (1.67). Se observa claramente
en ambos casos (ya sea la sobredensidad o el void) la evolución de f1 para bariones y CDM es idén-
tica. En el caso de la sobredensidad se observa además un mejor ajuste con (1.67), especialmente
llegando a valores de z más bajos mientras que en el caso del void, en los z bajos se despega más.
Mientras que en z = 0 el crecimiento numérico de la sobredensidad tiene un valor muy cercano al
predicho por (1.67), de ∼ 0.50, el crecimiento numérico del void tiene un valor de ∼ 0.25.

En las figuras 3.8 y 3.9 se graficó la diferencia porcentual entre la f calculada numéricamente
y la de (1.67) para ilustrar que tanto difieren. En el caso de la configuración de void, la menor
diferencia porcentual ocurre en z = 20, comenzando muy cercana a cero y va subiendo lentamente
hasta que alrededor de z = 5 comienza a subir más abruptamente, terminando en un valor mayor
a 40%. En el caso de la sobredensidad emergente, la diferencia porcentual entre las funciones de
crecimiento de perturbaciones lineales y numérica nunca llega a 10% y sus valores más bajos se
encuentran aproximadamente entre z = 12.5 y z = 2.5.

Finalmente, la figura 3.10 se muestra la constricción hamiltoniana dada en la ecuación (3.24)
para distintos z comenzando por z = 20. Esto proporciona una medida de cómo los datos sat-
isfacen dicha constricción por cada paso de integración. Se observa en la gráfica que en general
están prácticamente en cero, lo que significa que la constricción hamiltoniana se cumple dentro
de un rango suficientemente pequeño. La excepción siendo en la región < 0.4Mpc en donde se
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Figura 3.8: Diferencia porcentual entre f numéria y f(Ω)
para la sobredensidad emergente.

Figura 3.9: Diferencia porcentual entre f numéria y f(Ω)
para el void.

Figura 3.10: Constricción hamiltoniana para distintos
z.

desvía del 0 con mayor magnitud pero no de forma significativa y sólo para tiempos tempranos
(de z = 20).

3.3 CDM y Bariones con velocidad relativa entre ellos.

El segundo caso estudiado consiste en introducir un perfil de velocidad relativa entre ambas com-
ponentes de polvo y así tener una componente no comovil. Se utilizaron las mismas condiciones
iniciales que en el caso LTB más el siguiente perfil de velocidad

Vi = Vcr
2e−( r−0.01

0.025
)2 . (3.31)

Además del perfil de velocidad, otro cambio de las condiciones iniciales es tomar un perfil de
densidad de bariones homogéneo μbi = γ2i Ωbi (la homogeneidad es en su sistema de referencia,
en el sistema de referencia de la CDM el perfil de bariones no se ve del todo homogéneo debido a
la γ2i ; las desviaciones son del orden de 10−8) , esto para evidenciar claramente el hecho de que la
velocidad relativa tiene un efecto sobre la evolución de la densidad de bariones inicialmente ho-
mogénea llevándola a ser inhomogénea. Se presentan 3 distintos casos: cuando Vc = 0.5, Vc = 1 y
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Vc = 2.5 correspondientes a Vmax = 71.1821km/s, Vmax = 142.3608km/s y Vmax = 355.9097km/s
respectivamente derivadas de consideraciones de velocidad relativa del orden de la velocidad pe-
culiar observada en galaxias respecto de la expansión homogénea [39]; esto genera perfiles como
el mostrado en la figura 3.11.

Figura 3.11: Perfil inicial de velocidad relativa con Vc = 0.5,
correspondiente a Vmax = 71.1821km/s.

Los resultados para todas las cantidades se muestran en el sistema propio de CDM. La evolu-
ción temporal de cada contraste de densidad es similar a la obtenida en el caso LTB. Pero al com-
parar los perfiles finales se observan diferencias entre los bariones y CDM. Los perfiles finales
dados en las figuras figuras 3.12 - 3.14 muestran como la velocidad relativa entre las componentes
de materia ejerce una influencia significativa en la evolución.

Figura 3.12: Perfiles finales de δ de bariones (amarillo)
y CDM (azul) para Vc = 0.5.

Figura 3.13: Perfiles finales de δ de bariones (amarillo)
y CDM (azul) para Vc = 1.

En la figura 3.12 se muestra una evolución muy similar entre la materia oscura y los bariones
(los perfiles están muy pegados entre ellos) debido a que la velocidad es muy baja. Conforme se
considera una velocidad relativa más alta, se observa en la figura 3.13 que los perfiles ya se despe-
gan notoriamente en la región entre Y ∼ 10Mpc y Y ∼ 50Mpc y finalmente para la velocidad más
alta considerada en la figura 3.14 se despegan aún más notoriamente. Adicionalmente, conforme
crece la velocidad relativa se observa un aplanamiento de la sección de void así como un ligero
incremento en la amplitud y en la sección de la sobredensidad emergente se nota un aumento de
la amplitud considerable (de δ ∼ 0.2) y un estrechamiento del pico.

48



Figura 3.14: Perfiles finales de δ de bariones (amarillo)
y CDM (azul) para Vc = 2.5.

Igualmente que en el caso LTB, se obtuvo la función de crecimiento para las configuraciones
de void y sobredensidad con sus respectivas diferencias porcentuales para cada velocidad. Dichas
gráficas se encuentran en las figuras 3.15 - 3.26.

Figura 3.15: Función de crecimiento f para para la
sobredensidad en el caso de Vc = 0.5.

Figura 3.16: Función de crecimiento f para el void en
el caso de Vc = 0.5.

De igual forma que en los perfiles de δ, la introducción de un perfil de velocidad relativa
causa la separación del comportamiento entre los bariones y la materia oscura. En el caso de una
velocidad relativa baja (en este caso con Vc = 0.5 o Vmax = 71.1821km/s), la separación en el
comportamiento no es tan pronunciada (como era de esperarse) en comparación con velocidades
más altas. En el caso de la sobredensidad (figura 3.15) la función de crecimiento numérica de la
materia oscura evoluciona por encima de (1.67) mientras que los bariones evolucionan por debajo
ambas acercandose a la función lineal conforme z se acerca a cero.

En contraste, la función de crecimiento del void tanto de bariones como de CDM, evoluciona
por debajo de la función dada por perturbaciones lineales y, contrario a la sobredensidad, en
z = 20 empiezan más cerca y se van alejando cada vez más con z = 0 el punto más lejando. Los
bariones evolucionan por debajo de la materia oscura a todo tiempo pero se acercan en redshifts
bajos (z < 2.5). Lo descrito anteriormente se ve claramente en las figuras 3.17 y 3.18. En el caso de
la sobredensidad, ni la materia oscura ni los bariones difieren de (1.67) en más de 20% y se nota un
máximo (de 18.41%) en z = 14.28 para la f1 de los bariones (información contenida en la tabla 3.1).
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Figura 3.17: Diferencia porcentual entre f numéria y
f(Ω) para la sobredensidad en el caso de Vc = 0.5.

Figura 3.18: Diferencia porcentual entre f numéria y
f(Ω) para el void en el caso de Vc = 0.5.

La diferencia porcentual entre funciones de crecimiento del void crecen, con la de bariones siendo
siempre mayor a la de CDM y pegándose conforme z decae y superando (ambas) una diferencia
porcentual de 40%.

Figura 3.19: Función de crecimiento f para la sobre-
densidad en el caso de Vc = 1.

Figura 3.20: Función de crecimiento f para el void en
el caso de Vc = 1.

Cuando se considera una velocidad relativa media (Vc = 1 o Vmax = 142.3608km/s), la sepa-
ración en el comportamiento entre bariones y CDM es más pronunciada a comparación del caso
de la velocidad baja. Para la sobredensidad (figura 3.19), la función de crecimiento numérica de la
materia oscura también evoluciona por encima de (1.67), mientras que los bariones evolucionan
por debajo ambas acercándose a la función lineal conforme z se acerca a cero. Sin embargo, a
diferencia del caso anterior, existe una diferencia mayor observable entre estas funciones numéri-
cas y la función analítica (1.67). En el caso del void la materia oscura evoluciona por encima de la
función de crecimiento dada por perturbaciones lineales en z > 15.

La diferencia porcentual de este caso se grafíca en las figuras 3.21 y 3.22. Ahora los bariones
difieren de (1.67) en más de 20% entre z = 5 y z = 20, nuevamente se nota un máximo (de
26.12%) en z = 12.62. En el caso del void la diferencia porcentual de los bariones crece siempre por
encima de un valor de 20% y siendo siempre mayor a la de CDM, pegándose conforme z decae y
superando (ambas) una diferencia porcentual de 40% e incluso, llegando a ∼ 50%.

El último caso estudiado es con una velocidad alta (Vc = 2.5 o Vmax = 355.9097km/s) y es
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Figura 3.21: Diferencia porcentual entre f numéria y
f(Ω) para la sobredensidad en el caso de Vc = 1.

Figura 3.22: Diferencia porcentual entre f numéria y
f(Ω) para el void en el caso de Vc = 1.

Figura 3.23: Función de crecimiento f para la sobre-
densidad en el caso de Vc = 2.5.

Figura 3.24: Función de crecimiento f para el void en
el caso de Vc = 1.

donde se nota el cambio más pronunciado al caso de velocidad relativa 0. Se siguen las mismas
características de evolución en la f1 que la descrita en los casos anteriores pero con un efecto más
pronunciado. En el caso del void, la materia oscura en z � 8 tiene su evolución por encima de
(1.67) mientras que para z � 8 evoluciona por debajo, como en los casos anteriores.

Figura 3.25: Diferencia porcentual entre f numéria y
f(Ω) para la sobredensidad en el caso de Vc = 2.5.

Figura 3.26: Diferencia porcentual entre f numéria y
f(Ω) para el void en el caso de Vc = 2.5.
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La diferencia porcentual en las figuras 3.25 y 3.26 ahora es notoriamente mayor en ambos casos,
con la de bariones acercándose a una diferencia de 40%. En el caso del void la diferencia porcentual
de los bariones sobrepasa el 40% en z ∼ 15 e incluso, en z = 0 llega a sobrepasar una diferencia
de 60%, la evolución entre bariones y CDM ya no se pega tanto en redshifts bajos, teniendo una
separación de ∼ 5% en z = 0.

Vc Vmax [km/s] Dif. porcentual a z = 10.11 [%] Dif. porcentual máx. [%] z de máxima
0.5 71.1821 17.12 18.41 14.28

1 142.3608 24.89 26.12 12.62

2.5 355.9097 34.88 35.59 11.07

Tabla 3.1: Diferencias porcentuales y los z a los que se encuentran para cada caso de velocidad relativa
considerado.

Figura 3.27: Constricción hamiltoniana para distintos
z en el caso de Vc = 0.5.

Figura 3.28: Constricción hamiltoniana para distintos
z en el caso de Vc = 1.

Figura 3.29: Constricción hamiltoniana para distintos
z en el caso de Vc = 2.5.

De igual forma que para el caso LTB, se presenta en las figuras 3.27 - 3.29 la constricción hamil-
toniana de la ecuación (3.24) para cada uno de los perfiles de velocidad relativa utilizados. Dichas
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figuras presentan un comportamiento análogo a la figura 3.10 para el caso LTB. La constricción
hamiltoniana se cumple a una presición mayor a 1 parte en 105; en particular, esto sucede en los
redshifts bajos en donde ocurren las oscilaciones en las gráficas de la función de crecimiento y de
la misma forma, que en el caso LTB, no representan una desviación de la solución física.
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Discusión y conclusiones

4.1 Recapitulación

A lo largo de este trabajo se ha examinado la formación de estructuras con un perfil de densidad
correspondiente a un void. Se comenzó por dar un breve repaso de las bases necesarias para di-
cho estudio: la relatividad general y la cosmología estandar. Se describieron también dos formas
distintas para el estudio de formación de estructuras. Primero, la teoría de perturbaciones lin-
eales, trata pequeñas desviaciones de un fondo cosmológico homogéneo e isotrópico dado por una
métrica FLRW dando ecuaciones lineales para la evolución de inhomogeneidades y anisotropías
(en específico, para el contraste de densidad δ) y finalmente, escogiendo una norma adecuada, es
posible estudiar el crecimiento de dicho contraste de densidad con la función lineal de crecimiento
definida por la ecuación (1.64).

El segundo modelo de descripción de la formación de estructura descrito fue el del colapso
esférico, en donde se describe la evolución de una inhomogeneidad (ya sea de sobre- o infraden-
sidad) esféricamente simétrica. El colapso esférico representa un primer acercamiento a una de-
scripción no lineal de la formación de estructuras, dada por los contrastes de densidad de las
ecuaciones (1.73) y (1.79).

Se introdujo un tercer método para estudiar formación de estructura y el método a utilizar
en este trabajo: modelos cosmológicos inhomogéneos. Se describen brevemente las soluciones de
LTB y Szekeres.

Para el desarrollo del estudio de inhomogeneidades con fluidos no comoviles, se realizó un
estudio detallado del formalismo 1+3 de las ecuaciones de Einstein en el cuál se hace una foliación
del espacio-tiempo con una familia de observadores dada (un campo de 4-velocidad ua) que a su
vez define hipersuperficies 3D espaciales ortogonales a los observadores. En este formalismo,
las ecuaciones - (2.40) a (2.53) - se escriben en términos de las cantidades cinemáticas asociadas
a la 4-velocidad, las variables de la fuente y las partes eléctrica y magnética del tensor de Weyl
(u̇a, ωa,Θ, σab, ρ, p, πab, Eab, Hab).

El objetivo del presente estudio es comparar los ritmos de crecimiento de estructura dictados
por los distintos métodos descritos anteriormente. En específico se estudiaron los casos de una
sola componente de materia (tipo polvo) y el caso de dos componentes no-comoviles.

Después de este estudio, se tomó la métrica inhómogenea dada por (2.54) y se obtuvieron las
ecuaciones del formalismo 1 + 3 para un fluido general e irrotacional dadas por las ecuaciones
(2.93) - (2.104). Luego, se consideraron las transformaciones de velocidad entre componentes de
múltiples fluidos y se adaptan específicamente para dos fluidos de polvo. Estas dos componentes
de polvo representan la materia oscura y los bariones y se toma a la 4-velocidad fundamental, es
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decir, el marco comovil como el de la materia oscura y se obtuvieron las ecuaciones necesarias
para el estudio realizado. Estas ecuaciones se adimensionalizaron y se obtuvieron las ecuaciones
(3.16) - (3.26) que se resolvieron numéricamente.

La resolución numérica se realizó al definir las condiciones a z = 100 para un fondo ΛCDM
plano y se consideraron el caso en el que la velocidad relativa entre bariones y CDM es cero (caso
LTB en donde ambas componentes se comportan como una sola) y el caso con velocidad relativa
distinta de cero. Para el caso LTB se definieron perfiles inhomogéneos gaussianos de densidad
de bariones y CDM y un perfil de curvatura y a partir de las constricciones se obtuvieron todas
las variables iniciales necesarias. En el caso con velocidad relativa distinta de cero, se agregó un
perfil de densidad gaussiano de velocidad relativa, se cambió el perfil inhomogéneo de bariones
por un perfil homogéneo y se consideraron 3 distintas velocidades máximas del perfil inicial de
velocidades; fuera de eso, las condiciones de fondo e iniciales fueron las mismas que en el caso
LTB.

Para el caso LTB se obtienen las figuras 3.4 y 3.5 que muestran la evolución de los contrastes
de densidad de cada componente y la expansión. Además, se obtuvieron las figuras 3.6 - 3.9 que
muestran la función de crecimiento numérica comparada con la prescripción perturbativa en un
modelo ΛCDM dada por la ecuación (1.67) y las diferencias porcentuales que se tienen entre las
funciones de crecimiento para un rango de z ∈ [0, 20]. Para el caso de la velocidad relativa, se
obtienen las figuras 3.12 - 3.14 que muestran los perfiles finales de δ para ambas componentes de
materia y cómo la velocidad relativa afecta la evolución y por tanto el estado final. De igual forma,
se obtuvieron las comparaciones de las funciones de crecimiento y sus diferencias porcentuales en
el mismo rango de z dadas en las figuras 3.15 - 3.26. Finalmente, se describió para ambos casos
(LTB y velocidad relativa) la función de crecimiento numérica (tanto de bariones como de CDM,
que en el caso LTB evolucionan idéntico) y su diferencia porcentual con respecto a la dada por
(1.67). Se describió además cómo la velocidad relativa provocó una desviación entre el compor-
tamiento de bariones y CDM, así como el de ambas componentes con el de la ecuación (1.67) y el
cumplimiento de la constricción hamiltoniana de las soluciones a varios tiempos en mayor a una
parte en 105 lo que verifica la validez de los resultados numéricos y las interpretaciones físicas de
ellos.

4.2 Discusión de Resultados

En el capítulo anterior se presentaron los resultados de la resolución numérica de las ecuaciones
para polvo LTB y polvo no comovil en un fondo ΛCDM. Incluso en la situación LTB (figuras 3.6
- 3.9) se notan diferencias entre las prescripciones perturbativa y numérica de los ritmos de crec-
imiento, especialmente para la configuración de void. Si bien se ha probado en trabajos anteriores
la equivalencia del comportamiento perturbativo con la evolución de inhomogeneidades en LTB
(a orden lineal) [40], la diferencia observada es atribuible al régimen cuasilineal que alcanzan las
inhomogeneidades a tiempos recientes (ver por ejemplo, los valores que alcanza el contraste de
densidad en la figura 3.4). Esta interpretación se confirma por la amplitud del contraste en la
sobredensidad, donde la diferencia con el ritmo de crecimiento perturbativo no es tan acentuada
como en el caso del void (Figs. 3.6 y 3.7 respectivamente).

Con la introducción de velocidades relativas se observa nuevamente una diferencia en los rit-
mos de crecimiento respecto del caso perturbativo, pero el efecto recibe otra interpretación. La
existencia de velocidades relativas genera, en el marco de referencia de la materia oscura, una
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componente de bariones con presión y flujo de calor. La presencia de esta componente escapa de
las consideraciones del caso perturbativo y sus efectos son más patentes conforme la velocidad
relativa máxima aumenta (figuras 3.15 - 3.26). Los resultados de este caso se encuentran resumi-
dos en la tabla 3.1, donde se consideran los tres parámetros de amplitud de la velocidad relativa
que modifican la velocidad máxima y el ritmo de crecimiento de los bariones en la configuración
de sobredensidad emergente. Estos presentan un máximo de diferencia porcentual con respecto a
la prescripción perturbativa. El redshift al que esta diferencia ocurre disminuye conforme la veloci-
dad máxima aumenta, lo cual también es de esperarse dado que mientras mayor sea la velocidad
relativa entre las componentes, más tiempo se requiere para relajar el sistema y recuperar una
configuración asintótica de velocidad relativa cero. Finalmente, a un redshift de z = 10.11 se en-
cuentra una diferencia porcentual, cercana a la máxima en los tres casos, que igualmente aumenta
conforme la velocidad relativa máxima aumenta.

Vale la pena mencionar que los ejemplos mostrados en esta tesis se derivan de consieraciones
de velocidad relativa del orden de la velocidad peculiar observada en galaxias respecto de la ex-
pansión homogénea [39]. Si bien estos valores pueden ser exagerados, ilustran el punto de la
posible desviación del ritmo de crecimiento debido a fluidos no-comoviles y el corrimiento al rojo
al cual serían detectables. Además, considerando el cumplimiento adecuado de la constricción
hamiltoniana en las figuras 3.10 y 3.27-3.29, cualquier pico repentino, desviación u oscilación que
se encuentre con respecto a la tendencia en las funciones de crecimiento y sus diferencias por-
centuales son debido a efectos numéricos.

En surveys de galaxias actuales y futuros se busca caracterizar el ritmo de crecimiento de
materia a través de la observable de distorsiones del espacio de redshift (RSD por Redshift Space
Distortions) [41]. La distancia radial comovil para objetos en el espacio es determinada por su red-
shift observado zobs. Esta zobs es afectada por el flujo de Hubble y las velocidades peculiares. Esto
afecta el espectro de potencias Pm(k) medido en el espacio de redshift, donde la velocidad peculiar
provoca anisotropías; a esto es a lo que se le conoce como RSD. Estas anisotropías se pueden car-
acterizar por la escala en la que suceden: a grandes escalas los objetos tienden a caer en regiones
de alta densidad ”achatando” el campo de densidad por lo que la amplitud de aglomeración crece
a lo largo de la línea de visión (efecto Kaiser [41]); a escalas pequeñas los objetos se virializan y
tienen movimiento aleatorio, el campo de densidad se ”estira” y la amplitud de aglomeración a
lo largo de la linea de visión disminuye (efecto Finger-of-God [42]). Se espera que el efecto de RSD
sea posible medirlo en surveys con SKA2 en un rango de presición de 0.5% para un intervalo de
redshift de 0.4 < z < 1.3 [43] y a escalas de 10− 200h−1Mpc [44].

La diferencia porcentual máxima entre prescripciones numérica y perturbativa en el caso de
el polvo de bariones podría presentarse en la época de reionización de hidrógeno (a z ≈ 10).
Después de la última dispersión hubo una época oscura en la que el hidrógeno del universo era
neutro. Con la formación de estrellas (a z = 10− 20), la radiación producida por estas reionizó el
hidrógeno (HII ), el cuál se espera que haya emitido en la línea de 21cm [45].

4.3 Perspectivas a futuro

Para concluir se presentan ciertos estudios futuros posibles a realizar con fluidos no comoviles.
Un primer trabajo siguiente consistiría en analizar el mismo fenómeno estudiado para perfiles de
sobredensidad. Igualmente, se podrían buscar otro tipo de condiciones iniciales y considerar el
uso de diferentes integradores.
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Respecto a las consideraciones físicas, se puede complementar el código con el trazo de rayos
de luz para caracterizar mejor el fenómeno. Además, se podría considerar posibles modifica-
ciones en los criterios de virialización por el efecto estudiado. Posteriormente, se podría tomar
una métrica más complicada, por ejemplo, la métrica de Szekeres y adaptar las ecuaciones y el
código a dicha geometría.
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Apéndice

A.1 Condiciones para evitar shell crossings

Se toma la forma de la métrica LTB con su función de densidad dados por18

ds2 = −dt2 +
(∂rR)2

1 + f
dr2 +R2(dθ2 + sin θ2dϕ2), 8πρ =

∂rF

R2∂rR
. (A.1)

Un extremal regular en R a lo largo de rebanadas de tiempo constante ocurre, sin causar shell
crossing siempre y cuando ρ no diverja, cuando

∂rF = 0, ∂rtB = 0 y ∂rf = 0. (A.2)

Para el caso elíptico f < 0 las condiciones de no shell crossing son

∂rF ≥ 0, ∂rtB ≤ 0 y ∂rtB ≥ −πF

(−f)3/2

(
F ′

F
− 3f ′

2f

)
, (A.3)

para ∂rR > 0 y las condiciones conversas se cumplen para ∂rR < 0.
Para los casos hiperbólico (f > 0) y parabólico (f = 0) las condiciones son

∂rF ≥ 0, ∂rtB ≤ 0 y ∂rf ≥ 0,

el converso de estas condiciones se cumple para ∂rR < 0.

A.2 Relaciones de Gauss-Codazzi

Los tensores de curvatura de las hipersuperficies espaciales con métrica hab ortogonales a la 4-
velocidad ua se pueden calcular con la derivada covariante proyectada dada en la ecuación (2.7)
de la misma manera que para la variedad completa con la derivada covariante. Entonces, para
una 1-forma ωa en la hipersuperficie ortogonal, el tensor de Riemann 3-dimensional se calcula de

(3)R d
abc ωd = (∇a∇b −∇b∇a)ωc. (A.4)

En este trabajo se calcularon las componentes del tensor de Riemann definiendo una subva-
riedad en SageManiflods con métrica hab y aplicando la ecuación anterior. Una forma alternativa

18En consistencia con la notación de [46].
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es a través de los tensores de curvatura de la variedad 4-dimensional completa: las relaciones de
Gauss-Codazzi. La primer relación de Gauss-Codazzi se calcula a partir de la ecuación (A.4) y
la definición de la curvatura extrínseca de las hipersuperficies espaciales a partir del vector ua

ortogonal a ellas

heah
f
bh

g
ch

d
hR

h
efg = −(3)R d

abc +KcaK
d
b −KcbK

d
a , con Kab = h c

a ∇cub. (A.5)

La segunda relación de Gauss-Codazzi se obtiene a partir de considerar Rabu
ah b

c

Rabu
ah b

c = ∇aK
a
c −∇cK, con K = K a

a . (A.6)

A.3 El método de lineas

El método de lineas o de diferencias finitas consiste en tomar una derivada y discretizarla a lo largo
de una malla creada con la variable de derivación utilizando su expansión en serie de Taylor. Una
explicación a detalle y su implementación en Python se puede encontrar en [47]. El método sirve
para transformar un sistema de ecuaciones diferenciales parciales en un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

Para explicar el método se considera el siguiente sistema de ecuaciones

ẋ(r, t) = ∂rz(t, r) + f1(t, r), ż(r, t) = ∂rx(t, r) + f2(t, r). (A.7)

Se toma la dimensión r y se divide formando una malla de n puntos al definir rj = r0 + jh con
h = (rf − r0)/n, j = 0, . . . , n, rf define el punto final de la malla y r0 el punto inicial. A partir
de calcular la serie de Taylor de ∂rz(t, r) y ∂rx(t, r), evaluarlas en el j-ésimo punto y escribirlas
en términos de el j-ésimo y (j + 1)-ésimo puntos o el j-ésimo y (j − 1)-ésimo puntos. Se calcula
únicamente para ∂rx(t, r), es idéntico para ∂rz(t, r).

∂rxj(t) =
xj(t)− xj−1(t)

h
+O(h2), ∂rxj(t) =

xj(t)− xj−1(t)

h
+O(h2), (A.8)

en donde xj(t) = x(t, rj) xj±1 = x(t, rj±1).
Las condiciones de frontera dependerán del problema a estudiar, en este caso (el estudiado en

este trabajo) se anularon las derivadas radiales en el orígen (∂rx0(t) = 0 y ∂rz0(t) = 0) se dejaron
libres en rn por lo que las ecuaciones a lo largo de la malla, se ven de la siguiente forma

• j = 0

ẋ0(t) = f1(t, r0), ż0(t) = f2(t, r0). (A.9)

• 0 < j ≤ n

ẋj(t) =
zj(t)− zj−1(t)

h
+ f1(t, rj), żj(t) =

xj(t)− xj−1(t)

h
+ f2(t, rj). (A.10)

Teniendo este sistema de ecuaciones y las condiciones iniciales adecuadas, es posible resolverlo
como un sistema de ecuaciones ordinarias para cada punto de la malla.
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A.4 Código para la resolución de las ecuaciones

Se incluye la implementación del método descrito en el apéndice anterior para el caso específico
de las ecuaciones (3.16)-(3.26). El código completo se puede encontrar en https://github.
com/klesto92/NonComovingSF.

1 def S i s t E c s 3 ( y , t ) :
2 Th = y [ : : 8 ]
3 Y = y [ 1 : : 8 ]
4 Ch = y [ 2 : : 8 ]
5 B = y [ 3 : : 8 ]
6 s i g = y [ 4 : : 8 ]
7 rho = y [ 5 : : 8 ]
8 Q = y [ 6 : : 8 ]
9 rhob = y [ 7 : : 8 ]

10

11 dydt = np . empty_like ( y )
12 dThdt = dydt [ : : 8 ]
13 dYdt = dydt [ 1 : : 8 ]
14 dChdt = dydt [ 2 : : 8 ]
15 dBdt = dydt [ 3 : : 8 ]
16 dsigdt = dydt [ 4 : : 8 ]
17 drhodt = dydt [ 5 : : 8 ]
18 dQdt = dydt [ 6 : : 8 ]
19 drhobdt = dydt [ 7 : : 8 ]
20

21 p = 1 . / 3 . ∗ (Q/B ) ∗∗2./ rhob
22 PP = −p
23 W = np . zeros ( n+1)
24

25 f o r i in range ( 0 , n+1) :
26 i f i == 0 :
27 W[ i ] = 0 .
28 e l s e :
29 W[ i ] = −(rho [ i ]+ rhob [ i ]+OmLin) / 2 . + 1 . / 2 .∗ ( ( s i g [ i ]+Th [ i ] ) ∗∗2.+ a∗∗2./Y[ i

]∗∗2 .∗ (1 . −Ch[ i ]∗∗2 . / B [ i ] ∗ ∗ 2 . ) ) −3./2.∗PP [ i ]
30

31 dThdt [ 0 ] = −1./2.∗ ( rho [ 0 ]+ rhob [ 0 ] ) +OmLin−Th [ 0 ] ∗ ∗ 2 .
32 dYdt [ 0 ] = 0 .
33 dChdt [ 0 ] = Ch[ 0 ]∗Th [ 0 ]
34 dBdt [ 0 ] = B [ 0 ]∗Th [ 0 ]
35 ds igdt [ 0 ] = 0 .
36 drhodt [ 0 ] = −3.∗ rho [ 0 ]∗Th [ 0 ]
37 dQdt [ 0 ] = 0 .
38 drhobdt [ 0 ] = −3.∗ rhob [ 0 ]∗Th [ 0 ]
39

40 f o r i in range ( 1 , n+1) :
41 dThdt [ i ] = −1./2.∗ ( rho [ i ]+ rhob [ i ] + 3 .∗p [ i ] ) +OmLin−2.∗ s i g [ i ]∗∗2.−Th [ i ]∗∗2 .
42 dYdt [ i ] = Y[ i ] ∗ ( Th [ i ]+ s i g [ i ] )
43 dChdt [ i ] = −2.∗Ch[ i ]∗ s i g [ i ]+Ch[ i ]∗Th [ i ] + ( 3 . / ( 2 . ∗ a ) ) ∗Q[ i ]∗Y[ i ]
44 dBdt [ i ] = B [ i ] ∗ ( Th [ i ]−2.∗ s i g [ i ] )
45 ds igdt [ i ] = s i g [ i ]∗∗2. −2.∗ s i g [ i ]∗Th [ i ] + 3 . / 2 .∗PP [ i ]−W[ i ]
46 drhodt [ i ] = −3.∗ rho [ i ]∗Th [ i ]
47 dQdt [ i ] = −3.∗Th [ i ]∗Q[ i ]−3.∗a ∗ (p [ i ]−p [ i −1])/h+6.∗ a∗PP [ i ]∗Ch[ i ]/Y[ i ]
48 drhobdt [ i ] = −3.∗( rhob [ i ]+p [ i ] ) ∗Th [ i ]−6.∗PP [ i ]∗ s i g [ i ]−2.∗a∗Q[ i ]∗Ch[ i ] / (Y[ i ]∗B [
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i ] ∗ ∗ 2 . ) −(a/B [ i ] ∗ ∗ 2 . ) ∗ (Q[ i ]−Q[ i −1])/h+( a∗Q[ i ]/B [ i ] ∗ ∗ 3 . ) ∗ (B [ i ]−B [ i −1])/h
49 drhobdt [ i ] = −3.∗( rhob [ i ] ) ∗Th [ i ] # so lo para LTB
50 re turn dydt
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