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Resumen

En esta tesis se examina la formacién de estructura utilizando un perfil de densidad correspon-
diente a un void. Se da un breve repaso de las bases necesarias para dicho estudio: la relatividad
general y la cosmologifa estdndar. Se describen también tres formas distintas para el estudio de
formacioén de estructuras. Primero, la teoria de perturbaciones lineales, luego el colapso esférico y
el método que se utiliza en este trabajo: modelos cosmolégicos inhomogéneos.

Se realiz6 un estudio detallado del formalismo 1 + 3 de las ecuaciones de Einstein en el cudl
se hace una foliacién del espacio-tiempo con una familia de observadores dada (un campo de
4-velocidad u®) que a su vez define hipersuperficies 3D espaciales ortogonales a los observadores.

Se tom6 una métrica inhémogenea y se obtuvieron las ecuaciones del formalismo 1 + 3 para
un fluido general e irrotacional, se consideraron las transformaciones de velocidad entre com-
ponentes de multiples fluidos y se adaptan especificamente para dos fluidos de polvo: materia
oscura y bariones. La 4-velocidad fundamental, es decir, el marco comovil se toma como el de la
materia oscura.

Se resolvi6 el sistema de ecuaciones 1 + 3 ((3.16)-(3.26)) asociado a la métrica inhomogénea
definiendo condiciones iniciales a z = 100 para un fondo ACDM plano y se consideraron el caso
en el que la velocidad relativa entre bariones y CDM es cero (caso Lemaitre-Tolman—-Bondi o
LTB en donde ambas componentes se comportan como una sola) y el caso con velocidad relativa
distinta de cero. Para el caso LTB se definieron perfiles inhomogéneos gaussianos de densidad
de bariones y CDM y un perfil de curvatura y a partir de las constricciones se obtuvieron todas
las variables iniciales necesarias. En el caso con velocidad relativa distinta de cero, se agreg6 un
perfil de densidad gaussiano de velocidad relativa, se cambi6 el perfil inhomogéneo de bariones
por un perfil homogéneo y se consideraron 3 distintas velocidades maximas del perfil inicial de
velocidades; fuera de eso, las condiciones de fondo e iniciales fueron las mismas que en el caso
LTB.

Para el caso LTB se obtiene la evolucién de los contrastes de densidad de cada componente y
la expansién. Ademads, se obtuvo la evolucién de la funcién de crecimiento numérica comparada
con la prescripcion perturbativa en un modelo ACDM vy las diferencias porcentuales que se tienen
entre las funciones de crecimiento para un rango de z € [0,20]. Para el caso de la velocidad
relativa, se obtienen los perfiles finales de § para ambas componentes de materia para el caso de
tres perfiles de velocidad relativa distintos (correspondientes a velocidades méximas de V4, =
71.1821km/s,142.3608km /s, 355.9097km /s). De igual forma, se obtuvieron las comparaciones de
las funciones de crecimiento y sus diferencias porcentuales en el mismo rango de z.

Del analisis de los ritmos de crecimiento se concluye lo siguiente:

1. Debido a regimenes no lineales que alcanza el contraste de densidad, la funcién de crec-
imiento difiere (en pequefia medida) respecto a la prescripcién perturbativa.

2. Al introducir una velocidad relativa entre las componentes de materia, se separa el com-
portamiento entre las componentes y se presenta un comportamiento que difiere de forma
significativa con respecto a la prescripcion perturbativa.

3. Considerando distintas velocidades relativas maximas, se observa que la diferencia entre el
comportamiento numérico y la prescripcion perturbativa aumenta conforme la velocidad
relativa méxima aumenta.
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Convenciones
Las siguientes convenciones se utilizaran a lo largo de este trabajo

e La métrica tiene signatura (—, +, +, +) (a menos que se especifique lo contrario).

e Se utiliza la notacién de indices abstractos de [1] y [2] en donde tensores con indices latinos
a, b, ¢, etc., T, se refieren al objeto geométrico; tensores con indices griegos «, 3, i1, v, etc.
T°F se refieren a las componentes una vez fijo un sistema de coordenadas e indices latinos i,
j, k, etc. T se refiere a las componentes espaciales del tensor.

e Las derivadas parciales con respecto a alguna coordenada z* son abreviadas de % a Opn.

e Se utiliza la convencién de suma de Einstein en donde 7% S, = > T'% S,, asi como en com-
a

ponentes 7%, S, = >~ T",5,.
o

e La simetrizaciéon de un tensor Ty, . ,, se denota por Tay.a) = ll, Do Taw(l),,,am), en donde la

suma es tomada sobre todas las permutaciones, 7 de 1, ..., 1.
e La antisimetrizacién de un tensor 7,,. ,, se denota por T[al,_,ad = ll,zﬂ 57rTa7r(1)‘..a7r(l)/ en
donde la suma es tomada sobre todas las permutaciones, m de 1,...,ly §r = £1 dependi-

endo de si la permutacién es par (+) o impar (—).



Introduccion

1.1 Relatividad general

Durante aproximadamente 300 afios, el entendimiento humano del movimiento de los objetos y
de los cuerpos celestes estuvo dictado por completo por la Mecénica y la Gravitaciéon de Sir Isaac
Newton. Debido a inconsistencias en las ecuaciones del electromagnetismo al estudiarlas en dis-
tintos sistemas de referencia moviéndose respecto uno del otro, Einstein desarroll¢ la teoria de la
Relatividad Especial y con esto cambié conceptos fisicos que se solian dar por hechos; tales como
la simultaneidad de eventos, el espacio y tiempo separados y absolutos, la necesidad de ponerle
un limite a la velocidad de la luz, entre otros. Debido a la ruptura con el esquema newtoniano, se
requeria reformular la teoria de gravitacion para adecuarla al marco tedrico relativista. Después
de 10 afnos de trabajo, Einstein logré reformular una teoria de gravitavion nueva, con el limite
newtoniano apropiado: la Relatividad General. Con ello, se pudieron explicar ciertos fendmenos
(como la precesion del perihelio de Mercurio o la desviaciéon de la luz al pasar cerca a un objeto
masivo) y la atraccién gravitacional en si como producto de la curvatura del espacio-tiempo cau-
sada por la presencia de una densidad de energia. Al estudiar la teoria con mayor profundidad,
se encontro la existencia tedrica de agujeros negros y se empez06 a utilizar para el estudio del Uni-
verso (cosmologia). Hasta nuestros dias es la teoria dominante de la gravitaciéon (aunque para
muchos usos practicos la teorfa newtoniana es muy ttil). Por su importancia como base para el
estudio cosmoldgico, esta seccion se dedica a dar un breve resimen de la teoria.

La discusién proporcionada en esta seccion es basada principalmente en [2]. Lecturas comple-
mentarias pueden encontrarse, por ejemplo, en [3] y [1].

1.1.1 Variedad diferencial, espacio tangente y derivada covariante.

Con el cambio de nociones de espacio y tiempo a espacio-tiempo y la necesidad de explicar
fenomenos fisicos incompatibles entre las teorias, ocurri6é necesariamente un cambio en el aparato
matemadtico necesario para el desarrollo de la relatividad general. El espacio-tiempo se describe
utilizando una variedad diferencial 4 dimensional lorentziana. Una variedad diferencial se define
de la siguiente manera



Def.: Sea M un conjunto. M es una variedad diferencial (C*°) si existe una familia de conjuntos

{O,} tales que:
1. VpeM,p € O, para almenos un .

2. ¥ a, existe U, € R" tal que ¢, : O, — U, es un conjunto abierto en R".

3. Si0,NOg # 0 entonces g0 vyt : 14[00 N Os] — 3[04 N Op] es infinita- y continuamente

diferenciable (C°).
Alos pares (Oq, 14 ) se les denomina “cartas” mientras que al conjunto de cartas compatibles (que
cumplen la tercera condiciéon de la definicién anterior) que cubren M se le denomina ”Atlas”.
Como se mencioné anteriormente, el espacio-tiempo es representado por una variedad di-
ferencial lorentziana y para darle la caracteristica de lorentziana es necesario suministrarle una
métrica. Por tanto, se necesita mds estructura que la de variedad diferencial, comenzando por
el de espacio tangente.

Def.: Sea M una variedad diferencial. El espacio tangente 7,/ en p € M es el espacio vectorial

endondeV f,g: M — RyVa,bec Rtales que f,g € C*, v, € T,M si cumple lo siguiente:
1. vp(af 4+ bg) = avy(f) + buy(g).

2. vp(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f).

Es importante hacer las siguientes observacione

1. Si M es de dimensién n entonces dim(7,M) = n.

2. Al ser un espacio vectorial, la base de T),M est4 dada por el conjunto {9,}, con pn € {1,...,n},
esta base es dependiente de la carta que se utilice. Por tanto, v, = v*0,|,.

3. El cambio de base entre estos vectores, cambio de una carta ¢, a otra v, 0 cambio de coor-
. . / /
denadas, proporciona una ley de cambio de las compontentes v#: vV = v#J,x" .

4. v es un campo vectorial siVp € M, v(p) = v, € T,M,v e TM = |J T,MyaTM sele
pEM
conoce como el “haz tangente”.

De é&lgebra lineal, se sabe que es posible asignarle aun espacio vectorial V' su espacio dual V*
tomando la coleccién de funcionales lineales f : V' — R, de la misma forma se puede definir
el espacio vectorial dual de 7'M, TM* (llamada haz cotangente y formado por la unién de los
duales T),M*), tomando los funcionales lineales f : 7'M — Ry formando un espacio vectorial.
Es conveniente asociarle una base que cumpla dz* (9,) = ¢,. Al conjunto de dz# que cumple esa
propiedad se le denomina “base dual” y define un isomorfismo entre TM y T'M* que depende
de la base y por tanto no es natural y para eso se le necesita otorgar una métrica a la variedad.
Utilizando las definiciones anteriores es posible definir el concepto de tensor.

!Esta discusién matematica no pretende ser a profundidad, muchos resultados se saltan y no se derivan, por lo que
se recomienda la lectura del capitulo 2 de [2] o algtn libro dedicado al tema como Introduction to Smooth Manifolds de
John M. Lee si es de interes para el lector.



Def.: Sean M una variedad diferencial, 7'M su haz tangente y 7'M * su haz cotangente. Un tensor
T tipo (k1) es una funcién multilineal

T:TM*Xx -+ - xTM*"xXTM x ---xTM — R.

k veces 1 veces

Al conjunto de tensores (k,1) se le nombra 7 (k,1).

Para esta definicion se tienen las siguientes observaciones:

1. En términos de las bases de TM y TM* se tiene T’ = T"" "%, 9, @ -+ ® dz", en donde
0, ® da” es el “producto tensorial”.

2. El cambio de componentes debido al cambio de base se da por T "'“;“V, 5
11

Con esto, es posible definir el tensor métrico, que le da la estructura lorentziana a la variedad

Def.: Sea M una variedad diferencial con sus haces tangente y cotangente 7'M y T'M*. El tensor
métrico o la métrica g es un tensor tipo (0,2) (g € 7(0,2)) que cumple las siguientes propiedades:

1. Es simétrico: Yvy, vy € TM, g(v1,v2) = g(v2,v1).

2. Es no degenerado: Sea v; € T'M entonces g(v,v1) =0 <= v; =0Vv € TM.

El tensor métrico cumple las siguientes propiedades:

1. Existe un tensor (2,0) simétrico y no degenerado, g tal que (52 = gacg®® llamado tensor
métrico inverso o simplemente métrica inversa.

2. Su expresion en un sistema coordenado dado es g = g, dz" ® dz¥ = g, dzdx”.

3. Siempre existe una base ortonormal {Jdz*} en donde g(0z*, 0x") = £1sip = vy g(dzt, 0z") =
0 si p # v. Si se cumple la signatura de la métrica, es decir, que los signos de esta en la base
ortonormal son (+,...,+), se le llama variedad riemanniana y si la signatura es de la forma
(—,+,...,+) entonces se tiene una variedad lorentziana. Las variedades lorentzianas (parti-
cularmente, de dimensién 4) son las que se utilizan en relatividad general.

4. El tensor métrico lorentziano facilita una categorizacion de tres tipos de vectores: si g(v, v) >
0, se tiene un vector espacial, si g(v, v) = 0 se tiene un vector nulo y si g(v, v) < 0 se tiene un
vector temporal.

A partir de este momento, se consideraran tinicamente variedades lorentzianas de dimensién cu-
atro.

Se mencioné anteriormente que la gravitacion es el efecto observado debido a la curvatura del
espacio-tiempo; lo que da la necesidad de una definiciéon matematica de curvatura en una varie-
dad lorentziana. Se comienza definiendo las nociénes de operador derivada y operador derivada
covariante.

Lk !
, =T vy, Oy TH L

1z
. 8l,lzx .



Def.: Sea M una variedad diferencial y su conjunto de tensores 7 (k,1). Un operador derivada V
es aquella funcion V : T(k,1) — T(k1+1) que cumple las siguientes propiedades V T, S € T(k)1),
AceTEK ), teTM,feC®ya, BeR:

1. Es Lineal: V., (aT“l“'a’“blmbl + ﬁS“l“'akblme — aVCTal“'a’“blmbl + BVCSal“'a’“blmbl.

2. Regla de Leibniz: V. (T‘“"'a’fbl._.blAdl“'dk’elmel,) = [VCTal"'a‘“bll_.bl Adl'"d‘“’el,,,el, +

dy...d

s o ai...d...ap o ay...d...ag
3. Conmuta con la contraccién: V.. (T bl..‘d...bl) =V.T by by

4. Consistencia con vectores tangentes como derivadas direccionales: ¢(f) = t*V, f.

5. Sin torsién: V.V, f = ViV f.

Observaciones importantes para el operador derivada:

1. La quinta propiedad no es estrictamente necesaria, existen teorfas de gravitacién con torsion.
En relatividad general (y por tanto en este trabajo) se utiliza dicha propiedad.

2. 0, es el operador derivada ordinario de tal forma que si 7" , tiene componentes

THEE, ., en un sistema de coordenados dado, entonces 80Ta1”'a’“blmbl nos da como re-

sultado 9,7"" ", ., en tal sistema coordenado. El operador derivada ordinario depende
del sistema de coordenadas y no es natural a la variedad.

3. Se puede definir un operador derivada especial tnico: la derivada covariante. Se define pi-
diendo la propiedad de compatibilidad con la métrica, es decir, V,g,. = 0. Este operador
derivada es escencial en relatividad general y es el que permite definir la nocién de curvatura
A partir de este momento V, tinicamente denotaré la derivada covariante.

De las definiciones anteriores, se observa que existen distintos tipos de operadores derivada por
lo que es conveniente tener una relacién entre ellos. En el caso especifico de relacionar la derivada
covariante con la derivada ordinaria, se obtiene para covectores, vectores y tensores (k1)

Vawy = Oqwp — ' e, (1.1)

Vo = 9,00 + Fbacvc7 (1.2)

chalmakbl,,,bl _ aCTalmakbl...bl + Z FaiCdTaL..d..b.?';?bl _ Z deiCTal'“akbl...d..‘bz’ (1.3)
i J

en donde I'“ ; son conocidos como simbolos de Christoffel. Haciendo uso de V,gi. = 0 se obtiene
una expresion de los simbolos de Christoffel en términos de derivadas ordinarias de la métrica

1
b = 59“1 (Ougbd + Ov9ad — OdGap) - (1.4)

10



1.1.2 Curvatura y Ecuaciones de Einstein.

Se considera una curva con vector tangente ¢, un vector v (y un tensor 7! "'a’“blmbl) se transporta
paralelamente si cumple la siguiente ecuacién
t°Var" =0 (y t*V, T =0). (1.5)

En términos de (1.2) y de las coordenadas 0,, con un parametro t, la ecuaciéon de transporte paralelo
de un vector es dada por

d
190" + T 0 =0 = di + T 0 = 0. (1.6)

Esta ecuacion define un vector transportado paralelo en cualquier punto sobre la curva dado un
v® inicial sobre la curva, permitiendo conectar distintos espacios tangentes T'M,, y T'M,,. Del trans-
porte paralelo, se deriva una nocién de curva extremal; la geodésica. Una geodésica es aquella que
transporta paralelamente su propio vector tangente

19V t* = 0. (1.7)
Algunas observaciones sobre geodésicas

e Pueden ser parametrizadas de tal forma que t*V,t* = at’, y bajo una reparametrizacién se

obtiene (1.7).

e El signo de la norma del vector tangente, gapt®t® = t%t,, define si una curva es espacial,
temporal o nula.

e Las geodésicas espaciales son curvas de longitud extrema medida por la métrica: [ = [ \/ggpt®t°dt.

e Las geodésicas temporales son curvas de tiempo propio T extremo: 7 = [ \/—gapt®tbdt.

e Definen la estructura causal del espacio-tiempo, a través de ellas se detectan singularidades,
asi como definen la expansion, vorticidad y shear del espacio- tlempol

El resultado obtenido del transporte paralelo de un vector de un punto a otro es dependiente
de la curva que se utilice para realizarlo. Gracias a esta propiedad del transporte paralelo, se
puede definir una curvatura intrinseca de una variedad. Para eso, se toma el conmutador de
derivadas covariantes V,V; — V;,V,, y se le aplica a un covector w,, a un vector v* y a un tensor

(k1) 7% akbl by
(VaVy — ViVa)we = Ry lwq, (1.8)
(VaVy — VpVo)v¢ = =R 5v%, (1.9)
(VaV = VpVa) T g = =D Ry ST Z Ry T g (110)
en donde Rabcd = —28[ade] t2re [ ] es el tensor de curvatura de Riemann. Si se toma una curva

cerrada y se realiza un transporte paralelo alrededor de esa curva empezando y terminando en
el mismo punto, el vector no regresa a su valor inicial, el tensor de Riemann estd directamente
relacionado con esta falla.

2Para una discusioén detallada al respecto, consultar los capitulos 8 y 9 de [2].

11



El tensor de Riemann cumple las siguientes propiedades
L Rabcd = _Rbacd'
d_
Ry = 0.
Raped = —Rabde-

Rabcd = Rcbad .

Las identidades de Bianchi: V[aRbc} s =0

SUE

Es conveniente obtener la traza del tensor de Riemann sobre el segundo y cuarto (o el primer y
tercer) indices para obtener el tensor de Ricci y, asi mismo, tomar la traza del tensor de Ricci para
obtener el escalar de Ricci o de curvatura

Rue = R0y R = R2. (1.11)

abc

El tensor de Riemann da una medida de la aceleracién de geodésicas respecto a ellas mismas con
la ecuacion de desviacion geodésica
a® = — R X tte, (1.12)

en donde a = Vv y v* = 'V, X interpretadas como aceleracion y velocidad relativas de
geodésicas infinitesimalmente cercanas.

Se define (para variedades con dimensién n > 3) el tensor de Weyl o tensor conforme Cypeq cOMo
la parte sin traza del tensor de Riemann

Rga[cgd]b‘ (113)

9 2
Cabed = Rabed — =9 (GaleRap — pjcRaa) + (n—1)(n—2)

El tensor de Weyl cumple las mismas simetrias que el tensor de Riemann ademés de no poseer
trazas.

Una propiedad muy importante para relatividad genera derivada de las identidades de Bianchi
es

1
VeGa = V° <Rab — 2Rgab> =0, (1.14)

en donde G, es el tensor de Einstein que aparece en las ecuaciones de Einstein que describen la
gravitacion. Obtener dichas ecuaciones, es viable por distintos métodos siendo la formulacién
lagrangiana el mas directo. Para eso se toma una accién y se extremiza obteniendo las ecuaciones.
La densidad lagrangiana de Relatividad General es

L=Lc+ayLy =+v—9gR+ ayLl, (1.15)

en donde a; L) denota a la componente de materia de la densidad lagrangiana y L la densidad
lagrangiana en el vacio. La accién resultante es

S:/Ee:/EGe—}—/aMCMe:/\/—gReﬂ—/aMﬁMe, (1.16)

en donde e es el elemento de volumen para una variedad lorentziana de 4 dimensiones. A la parte
del vacio de la accién se le conoce como la accién de Hilbert. Al tomar la variaciéon de la accion y

12



se extremiza (65 = 0) con respecto a la métrica inversa g%° se obtienen las Ecuaciones de Campo de
Einstein

1
Gap = Rap — §Rgab = 81T, (117)

_ _«a 1 48 P .. .
en donde T, = —8—17‘{\/—_7 5get €8 el tensor de energia momento, con Sy, la accién asociada a Lys y
a7 una constante cuya eleccién apropiada da el contenido especifico de materia («ps = 4 da las
ecuaciones de Einstein-Maxwell y arp; = 167 las ecuaciones acopladas de Einstein-Klein-Gordon).

Algunas observaciones sobre las ecuaciones:

e En unidades SI, las ecuaciones tienen como constante 87G/ ¢*, con G la constante de gravi-
tacion universal que aparece en la gravedad newtoniana y c la velocidad de la luz.

e Las ecuaciones de campo en el vacio son ptiramente geométricas.

e De las identidades de Bianchi (1.14) aplicada a las ecuaciones se cumple V,7% = 0, esto
juega el papel de la conservacion de energia-momento.

e Para obtener estas ecuaciones se ignoran los términos de borde al realizar la variacién y
extremizacion de la accién. Sino se ignoraran, aparecerian otros términos en las ecuaciones,
algo fuera del proposito de este trabajo.

e Las soluciones a las ecuaciones son dadas por la métrica, esta dicta la geometria de la varie-
dad y por tanto del espacio-tiempo.

e Las ecuaciones en si, permiten un gran ntimero de soluciones. Para que estas soluciones sean
fisicamente admisibles, es necesario introducir ciertos criterios para que respeten anomalias
causales (como curvas temporales cerradas); por ejemplo, el espacio-tiempo debe ser glo-
balmente hiperbdlico. Esto, permite ademas poder realizarle a la teoria una formulacién de
valores iniciales.

e El espacio-tiempo puede tener singularidades, ya sean métricas (que se pueden eliminar
con cambios de coordenadas) o fisicas que no pueden ser eliminadas sin importar las co-
ordenadas que se utilicen. Aparecen en soluciones como la solucién de Schwarzschild o
la métrica FLRW. Intuitivamente, las singularidades fisicas se pueden entender como "re-
giones” en el espacio-tiempo en donde la geometria y por tanto la teoria no funciona y se
pueden detectar con geodésicas incompletas. Los teoremas de Hawking y Penrose tratan el
tema (tratados a detalle en [4] y [2]).

e Las ecuaciones pueden incorporar un término de constante cosmolégica que cumpla las
identidades de Bianchi de la forma

Gap + Agap = 87T gp. (1.18)
Inicialmente propuesto por Einstein para estudiar un universo estético, abandonada por él

mismo llamandole ”el mayor error de su vida” y tomada nuevamente como un término de
energia oscura para el estudio de la cosmologia.
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Existen, ademas, ciertas condiciones que la materia debe cumplir para ser fisicamente admisible.
Para un fluido barotrépico, p = p(p), la velocidad del sonido es ¢ = % y debe ser menor que la

de la luz para asegurar causalidad. La condicién esta dada por
0<—<1. (1.19)

El limite superior no puede violarse dentro de la teoria de la relatividad mientras que el limite
inferior aplica para situaciones estables (como la materia barotrépica ordinaria), de otra forma, un
modelo cosmolégico serfa inestable ante perturbaciones pequefias de la densidad de fondo (in-
estabilidad laplaciana) [5]. Se tienen condiciones sobre la densidad de masa inercial, la condicién
de energia débil, que establece que la densidad de masa inercial es positiva

p+p>0, (1.20)

y sobre la densidad de masa gravitacional, la condicién de energia fuerte que establece que la
densidad de masa gravitacional debe ser positiv

Ya con las ecuaciones que describen a la gravedad, es posible pasar al estudio de diferentes
sistemas incluyendo al universo en si: son la herramienta fundamental para la cosmologia.

1.2 Principio Cosmolégico y cosmologia estandar

La cosmologia estandar se basa en escencia en el principio cosmoldgico. Derivado del principio
copernicano que establece que la tierra no se encuentra en un lugar privilegiado en el universo, el
principio cosmolégico establece que a grandes escalas el universo es homogéneo e isotrépico. Steven
Weinberg menciona en [6] que las observaciones astronémicas hacen la homogeneidad del uni-
verso notable en escalas mayores a 300 millones de afios luz (~ 90Mpc). En [7] Kelvin K.S. Wu
et al. mencionan que las fluctuaciones de la densidad rms (de root mean square) en una escala de
~ 100h~* Mpc son de alrededor de 10% y la distribucién de masa en escalas mayores a 300k~ Mpc
satisfacen homogeneidad e isotropia. En [8] al estudiar el SDSS-RD1 concluyen que la distribucién
de galaxias en un universo ACDM es homogenea en escalas mayores a 60 — 70h~* Mpc. Adicional-
mente, en [9] Ntelis et al. obtienen la escala de homogeneidad a partir de la escala de BAO de
~ 125Mpc. En (pp- 96 y 97), Ntelis realiza un estudio extensivo sobre la escala de homo-
geneidad del universo y obtiene que la escala de homogeneidad para la materia en un rango
de z = 0.538 — 0.592 es de 61.9 + 0.8h ! Mpc mientras que el para galaxias, obtiene que es de
114.2 & 5.8h "1 Mpc. En ese mismo trabajo, Ntelis menciona (p.147) que la escala de homogenei-
dad es comparable con aquella escala de BAO; dicha escala de homogeneidad es sensible a los
valores de Hy, €, Q5 y de la ecuacién de estado w. Es necesario tener entonces en consideracion
las tensiones en las mediciones de Hj entre las diferentes observaciones y sus posibles soluciones
discutidas a detalle en [11] 12} [13, [14]. Para fines de la discusion relevante, es seguro establecer
entonces que la escala de homogeneidad es a escalas mayores a alrededor de ~ 125Mpc. Este
tipo de evidencias proviene, por ejemplo, de la distribucién de galaxias y su distribucién de sus
magnitudes aparentes y redshifts. Mientras Tanto, Weinberg menciona que la escala de isotropia

*Para una discusién detallada sobre las condiciones de energia, se puede consultar el capitulo 9.2 de [2]. Es debido
notar que la condicién de energia fuerte es una condicién puramente geométrica, sin embargo, utilizando las ecuaciones
de Einstein se le puede asociar a la materia.
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es mucho més precisa, siendo de una parte en 10~°, medida de la Radiacién Césmica de Fondo
(CMB por sus siglas en inglés). En estudian la distribucién de fuentes de radio del survey 4C
y esta es evidencia adicional de dicha isotropia.

Teniendo estas consideraciones, es justificable trabajar utilizando el principio cosmolégico como
una primera aproximaciéon para el estudio del universo. Mateméaticamente, la homogeneidad se
traduce a la siguiente definicién

Def.: Un espacio-tiempo M es (espacialmente) homogéneo, si existe una familia uniparamétrica
de hipersuperficies espaciales 3; que tales que para cada t y para cada puntos p, ¢ € 3, existe

una isometria de la métrica g, que lleva p a g.

Intuitivamente, esto quiere decir que a cada tiempo cada punto del espacio se ve como cualquier
otro punto del espacio. Por otro lado, Isotropia se define como

Def.: Un espacio-tiempo M es (espacialmente) isotrépico en cada punto, si existe una congruencia
de curvas temporales (es decir, observadores) con tangentes u* que cumplen que para cada punto
py para cada dos vectores tangentes s{, s§ (ortogonales a u?) en p, existe una isometria de g,, que

deja a p y a u“ fijos pero rota s{ en s3.

En el caso de un espacio-tiempo homogéneo e isotrépico, las superficies de homogeneidad X,
deben ser ortogonales a los observadores isotrépicos u®. Considerando todo lo anterior en coor-
denadas esféricas, se puede escribir la forma més usual de la métrica FLRW (métrica de Friedman,
Lemaitre, Robertson y Walker)

2

1 — kr2

ds? = —dt* + a(t) < +72(d6* + sin” 9dso2)> , (1.21)

en donde £k puede ser 1 para un universo esférico (cerrado), 0 para un universo plano y —1 para
un universo hiperbdlico (abierto); a(t) es el factor de escala. Usualmente, y para casos relevantes
en este trabajo, como fuente se utiliza un tensor de energia-momento de fluido perfecto

Top = (p + p)uaub + PYGab, (122)

y al aplicar la conservacién de energia-momento, se obtiene la ecuacién de continuidad

d
L+ 3H(p+p) =0, (1.23)

en donde H = a/a es el parametro de Hubble. Utilizando un fluido perfecto barotrépico, es decir,
un fluido con ecuacién de estado p = wp se obtiene la solucién de la ecuacion de continuidad dada

por
p = poa 30FW). (1.24)

Se tienen distintos casos especiales

e Materia Oscura Fria (CDM por sus siglas en inglés) o bariones: en donde w = 0 y por tanto
-3
p = poa®.

e Radiacion: en donde w = 1/3 y por tanto p = poa~*.

e Energia Oscura (o constante cosmolégica): en donde w < —% (wa—_1 y p = cte.).
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Antes de pasar a las ecuaciones de Einstein, se puede definir con la métrica el corrimiento al
rojo (o redshift) cosmoldgico. Considerando un rayo de luz en la direccion radial, cumple ds? = 0,
que sale de r = r; at = t; y como la distancia radial entre un rayo de luz acercandose al origen
decrece mientras que ¢t aumenta, llega a » = 0 a ¢ = ¢; entonces se obtiene

dt = +af( (1.25)

dr / o qt / 0 dr
)—= = —_— = —.
V1 —kr? oa(t) r V1—Fkr?
A partir de esto se toma la diferencial de esa relaciéon y se consideran las frecuencias de emisién
vy = 1/0t1 y de observacion vy = 1/6t, se obtiene

(Stl 5t0 140 a(t0>
= @ — 2 =1+z, 1.26
alty)  alto) v a(t) : (126)

en donde z es el redshift.
Al sustituir la métrica FLRW en las ecuaciones de Einstein se obtienen las ecuaciones funda-
mentales para la dindmica del universo (con el término de constante cosmoldgica agregado)

=T, 1.27
2 AR (1.27)
a A7G A
- =" 3 — 1.28
” 3<w%m+3 (1.28)

La ecuacion (1.27) es conocida como la ecuacion de Friedmann y (1.28) se conoce como la ecuacién

de aceleraciéon o de Raychaudhuri. Con la ecuacién de continuidad se tienen 3 ecuaciones en

donde dos no son independientes, si ademads se le agrega la ecuacion de estado se tiene un sistema

de ecuaciones diferenciales cerrado. Los pardmetros de densidad son utilizados ya que permiten

ser medidos a diferencia de la densidad, se definen a partir de la densidad critica p. = 3H?/(87G)
Pio

como (0
pit
Q;(t) = , para t =ty Q0= —, (1.29)
0=y P * o
en donde i se refiere al tipo de materia, ya sea CDM, bariones, radiacién o constante cosmolégica
[16]. Adicionalmente, se puede definir un parametro de densidad para la curvatura como Qj, =
—k/(pca?) y de la ecuacién (1.27) se obtiene

1=Y 0+ (1.30)

Se pueden resolver las ecuaciones para distintos modelos simples

1. Modelos de polvo (£2, = 0 = Q)

e Einstein-de Sitter, k = 0: la solucién es a(t) = (3 Hot) 82

e k=1 conx = Q?ng"jl sin?1)/2 se obtienen las soluciones a(t) = %(1 —cos)y
t= Mﬁ(w —sin), con ¢ € [0, 7], las cuales describen una cicloide.

ek = —1: conz = %sinhzwﬂ se obtienen a(t) = %(cosh@b -1yt =

Mjﬂ%(sinhw — 1/)), con ¢ € [O, 7T]
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2. Modelos de radiacion (€2, = 0 = 24)

e k = 0: la solucion es a(t) = (2Hot)"/?.

e k =1y k= —1:lasoluciéon es dada por a(t) = (ZHUQiézt)l/Q <1 + 12;?/29 Hot>-
70

3. Modelos con constante cosmoldgica A (2p # 0y k = 0)

3V
e Para (), = 0y Qo < 0: lasolucién estd dada por Hot = 2 gin~! (\/a3QA0(1 - QAO)).

e Para(), = 0y Qo > 0: lasolucién estd dada por Hyt = 2 ginh~! <\/aSQA0(1 - QAO)).

3vQa
o de Sitter, 019 = 1,2, = 0y Q, = 0: la ecuacion (1.27) se convierte en % = 4 y por
tanto, la solucién estd dada por a(t) = e\/AT?’(t_tO).

1.3 Formacion de estructura

1.3.1 Perturbaciones cosmolégicas a primer orden

El modelo FLRW permite una buena descripcién del universo a grandes escalas en donde la ho-
mogeneidad e isotropia son una hipétesis valida. Se mencioné en la seccién anterior que existen
ciertos limites para que esto sea vélido pero a escalas més pequefas ya no es una hip6tesis ade-
cuada por lo que se necesita recurrir a otros métodos adicionales. El método estandar dentro
de la cosmologia es el método perturbativo a primer orden en donde, a grandes rasgos se toma
un espacio-tiempo FLRW (por simplicidad se suele tomar plano) de “fondo” y se construye una
pequena desviacion que representa las inhomogeneidades y anisotropias que se observan en el
universo. Son especialmente ttiles para describir la formacién de estructuras hasta una escala no
lineal en donde la prescripcion perturbativa falla (es decir, donde el contraste de densidad alcanza
amplitudes del orden de o mayores a 1, como se discute més adelante).

En términos mds formales, se tiene una variedad fisica M y una variedad ficticia de fondo
M. Existe una correspondencia uno a uno, arbitraria de la variedad de fondo a la variedad fisica
llamada norma (o gauge), esta norma lleva las coordenadas de M a M al ser introducidas. Si se
dejan las coordenadas en la variedad de fondo M fijas y se cambia dicho mapeo, se introduce un
cambio de coordenadas en M y se cambia el evento en esta variedad que este asociado a un evento
dado en M; a esto se le conoce como transformacion de norma. Dado que la elecciéon de norma es
arbitraria, se debe escoger con cuidado ya que las cantidades no necesariamente son invariantes
ante las transformaciones de norma; es conveniente tomar una norma adecuada para el problema
a estudiar.

Se define la perturbaciéon de una cantidad ) como la diferencia entre esta cantidad evaluada
en la varidad de fondo y en la variedad fisica

Q=0 -Q. (1.31)
Aterrizado a la cosmologia, se comienza con la métrica FLRW parametrizada en tiempo conforme
ds? = a?(—dr? + vy;da'da?), (1.32)
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en donde Uij es la métrica de la hipersuperficie estdtica conforme a las hipersuperficies ho-
mogéneas de curvatura constante K. Las perturbaciones (a primer orden) de la métrica son en-
tonces dadas por g, = g,,,+9g,, y pueden ser separadas en (V; representa la derivada covariante
respecto a v;;; para un fondo espacialmente plano se reduce a derivada parcial 9;):

e Parte escalar: construidas a partir de cantidades escalares o sus derivadas, las perturba-
ciones escalares de la métrica son

(5g00 = —2a2(;5, 5g0i = a2¢iB y 5gij = —2a2(¢vij — ﬁiﬁjE) (133)

e Parte vectorial: construidas por 3-vectores rotacionales o transversos con parte escalar nula
y, ademas, tensores simétricos construidos a partir de perturbaciones vectoriales deben tener
traza nula. Las perturbaciones vectoriales de la métrica son

dgoi = CLQSZ' y (591']' = 20,2(6(]-171-)). (1.34)

e Parte tensorial: construidas por tensores simétricos, sin traza ni divergencia. Las perturba-
ciones tensoriales de la métrica son

691']' = a2hij, con h[z]} =0= Uijhij = Ujkﬁkhij =0. (135)

Los escalares ¢ y 1 representan una generalizacion del potencial newtoniano y la perturbacién de
la curvatura de las superficies de 7 = cte. La métrica perturbada a primer orden general es

ds? = a? (—(1 +2¢)d7? + 2(V,B — S;)drda’ + [(1 — )i + 2V, VB + 2V, F + hij} dxidxﬂ') .
(1.36)

Para las perturbaciones de materia, se considera el tensor de energia-momento
Ty = (p+ p)uuuu + PGuv + Tpws (1.37)

con u# = W + dut, la 4-velocidad con perturbacién a primer orden. Considerando u* = 15} se
obtiene la 4-velocidad perturabada

1 "y 4 y y
ut = g(—l -, Vu+v") y u,=a(-1—-¢,Viv+v, +V;B—5). (1.38)

Como resultado, las componentes mixtas del tensor de energia-momento (7", perturbado a primer
orden sor{’

T% = —(p+0p), T = (p+p)(Viv+v; + ViB = 8;) y T'; = (p+ dp)v} + (1.39)

en donde a%mj = ﬁﬁjn — %Vzl'[vij + ?(iﬂj) + 1I;; es el tensor de esfuerzos anisotrépicos des-
compuesto en su escalar potencial II, su potencial vectorial transverso II; y su modo tensorial sin
traza HU

Las distintas perturbaciones mencionadas anteriormente son las cantidades que definen las
diferentes normas, de las cuales, se presentan algunos ejemplos importantes

*en [1] llaman a esta cantidad +;;, fue cambiada para utilizar la notacién de [17].
5Por el resto de la seccién, igual que en [1], se dejan de utilizar las lineas sobre variables de fondo.
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e Norma newtoniana: definida por £ = 0 = B, es la norma mads cercana a las ecuaciones
newtonianas para escalas pequefias. Se puede extender a la norma de Poisson al agregar la
condicién S; = 0. En esta norma, la métrica es diagonal.

e Norma comovil ortogonal: definida por B = 0 = v, en donde la 4-velocidad es comovil y
normal a las hipersuperficies de 7 constante.

e Norma sincrona: definida por ¢ = 0 = B, por lo que la métrica no tiene perturbaciones en
sus componentes temporales.

Una vez definidas las perturbaciones métricas y de materia, es posible obtener las ecuaciones
de Einstein perturbadas 6G", = 87GJT", y la ecuacion de conservacién §VT#, = 0

(V2 +3K) ¢ — 3H(Y' + Ho) + HV?0 = 4nGa?dp, (1.40)

W +Ho+ K¢ = —4rGa*(p+ p)(v + B), (1.41)

V"4 2HY — Kb + He + 2H + HP)p = 4nGa®(0p + §V2H), (1.42)
o' +2Ho — ¢ +1p = 8nGaTl, (1.43)

5p' + 3H(5p +dp) = (p+p) [3¢ — V(v + E)], (1.44)
[(p+p)(v+ B)) +p+ % (V2 +3K) Il = —(p+p)[¢ + 4H(v + B)]. (1.45)

en donde o = E’ — B es el potencial de shear para superficies de 7 constante, H = %, las variables
primadas representan derivadas con respecto a 7, K es la curvatura espacial intrinseca asociada
al escalar de ricci 3 dimensional R por
6K 12K 4 12K 4

3R = ? + 70,2 U+ gvzlﬁ — R = P P+ ?V%ﬂ? (1.46)
las ecuaciones (1.40) y (1.41) son ecuaciones de constriccién de energia y momento respectiva-
mente (ecuaciones (00) y (0¢)), las ecuaciones (1.42) y (1.43) son las ecuaciones de evolucién (ecua-
ciones (ij)) y las ecuaciones (1.44) y (1.45) representan las ecuaciones de conservacion para per-
turbaciones de energia y momento.

1.3.2 Funcidn de crecimiento lineal

En la descripcion del crecimiento lineal de estructuras, se considera la métrica en la norma sin-
crona dada por o
ds® = a®(7)[—d7? + i (2", 7)dz'da’], (1.47)
en donde v;;(z¥, 7) corresponde a la métrica para hipersuperficies espaciales de dimensién 3 y
corresponde a los términos [(1 — 2¢)vyj + 2¢¢¢JE + ZﬁjFi + h«ij:| de (1.36*“ Se toma un fluido
irrotacional con 4-velocidad u, = —a52 (por lo que, ademas de ser linealmente independientes,
las perturbaciones vectoriales S;, F; y tensoriales h;; se anulan) y se considera el tensor de defor-
macion
o, =aV,ut —H", (1.48)

®Los contenidos de esta seccién son tomados de [17] por lo que se recomienda tener cuidado con el cambio de
notacion entre esta seccién y la anterior al consultar las fuentes.
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cuya traza ¥ = ¥, representa la parte inhomogénea de la expansién volumétrica mientras que su
parte sin traza representa al tensor de shear o5,. El tensor de deformacion es puramente espacial y
coincide con la curvatura extrinseca 792 = —K; = 37%, ;» por lo que la ecuacion de continuidad
toma la forma

pr=—pW+3H) = &+ (1+§9=0, (1.49)
en donde se define el contraste de densidad & por p(z*, 7) = p(7) + dp(z*,7) = p(7)(1 + (=¥, 7).

De la ecuacioén (00) de Einstein (al relacionar la deformacién y la curvatura 4-dimensional), se
obtiene la constriccion a la energia

92 — 9" ;7 , + 4HO + R = 167Ga’po, (1.50)

en donde R es la traza del tensor de Ricci 3-dimensional asociado a ;. Utilizando la traza de
las ecuaciones (ij) de Einstein y combinandola con la ecuacién (1.50) se obtiene una ecuacién de
evolucion para ¥

1 o
2D+ 7 [02 430+ R} —0. (1.51)

Ahora, considerando perturbaciones tinicamente a nivel lineal, se tiene qu
yij = 0+ ) = (1= 20D)d; + x4 y 6=a, (1.52)

en donde el superindice (!) denota que son perturbaciones a primer ordeny x;; = (9;0;— $0;V2)x.
En términos de las funciones ") y 4(1) se define al tensor de deformacién perturbado a primer

orden .
Qi _ 1) i
P = g >5j+§

El escalar de Ricci 3-dimensional, en términos de estas funciones es

i\’ 1)i 1 INAY
(X< >j> — 9 = 30 y oV = . (X< >j) . (1.53)

1
RMW = 4V?R, con R, =M + 6v2x<1> (1.54)
en donde R. es la perturbaciéon de curvatura comovil que representa a la parte conformalmente

plana de la perturbacién de la métrica sobre hipersuperficies comoviles.
La ecuacion de continuidad a primer orden resulta en

&M 49 =0, (1.55)
y la ecuacién de Raychaudhuri a primer orden es
4SO VI g%mma(l) =0. (1.56)
Combinando estas ecuaciones, se obtiene la ecuacién de evolucion de 6V

50 4 s _ gHQQm(;(l) —0. (1.57)

“En este caso existe una inconsistencia de la notacién y definiciones entre [17] y [1] en donde x y F no son del todo
iguales y resulta en una diferencia en la definicién de los potenciales de Bardeen ¥ y ®, y en el resto de la seccién se
seguira utilizando las definiciones de [17]. La definicién de los potenciales de Bardeen y por tanto de x;; la toman de

[18].
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Eliminando ¥ de la constricciéon de la energia expandida a primer orden
A9 — 6120, 60 + RM =0, (1.58)
y utilizando la ecuacion (1.55) se obtiene
AHS D + 6H20,,0) — RO = 0. (1.59)
Finalmente, de la derivada de la ecuacién (1.58) y eliminando 9" y §(!) se obtiene
RW =0 (1.60)

y por lo tanto, R(!) es una constante determinada por las condiciones iniciales. La solucién general
de la ecuacion (1.57) se suele escribir como una combinacion lineal de los modos creciente (D (7))
y decreciente (D_(7))

5Ok, ) = 6 (@) Dy (7) + 6V (2*)D_(7). (1.61)

El modo decreciente representa la solucién de la parte homogénea de la ecuaciéon (1.59) mientras
que el modo creciente corresponde a la solucion particular de dicha ecuacién. De interés para
este trabajo, es el modo creciente D (7), se descarta al modo decreciente y se toma 6! (2%, 1) =

C12* D, (1) en donde Cy 2% = 60 (2*, 79) con D (9) = 1y la ecuacién (1.59) se escribe como

1
Cyz* [HD; + 2QmD+] - ZR<1> = 0. (1.62)
En términos de R y R¢, ya que R y lo que se encuentra dentro del paréntesis cuadrado de la

ecuacion anterior son constantes, se tiene para cierta condicion inicial §;x relacionada con RW

2V2R. 2/1(Qnin) ]
Ci = 1 1.63
YT 3HE I ND N [ - 3N (1.63)
para la cual

D' dlog Dy 3 a, RW
= = = Qe 1.64
I =3Dr = dloga — 2T BOm@E0, (1.64)

Para la evolucion del fondo, se tiene la ecuaciéon de Friedmann en términos de 2, = 87;%‘1225

Qn(7) = Quno [Qmo + a(7)*(1 = Q)] (1.65)

la cual se puede invertir de tal forma que f; = fi(2,). En un universo dominado por materia,
Qm =1, se tiene Dy o a o 72 y por tanto f; = 1; en general se tiene

3 2 _ Dy o Hin
[fl(Qm)Jr 294 WDy = cle. = [t = [2f1(£2m)+39m} LN (1.66)

En un modelo ACDM considerando €,,, ~ 1, una ley de potencias f; = (2,,)9y1—Q,, < 1,dela
primer derivada temporal de (1.66) se obtiene la funcién lineal de crecimiento de estructuras

F1(Q) ~ Q81 (1.67)

Esta funcién servird mds adelante como punto de comparacién del crecimiento de estructuras
obtenidas en este trabajo al evolucionar ciertos perfiles de inhomogeneidades.
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1.3.3 Colapso Esférico

La teoria de perturbaciones lineales es ttil cuando se necesitan estudiar pequenas desviaciones
con respecto a la homogeneidad e isotropia del modelo cosmolégico estdndar ademas del estudio
de formacién de estructuras cuando se tiene un contraste de densidad § < 1. Sin embargo, se
necesita un formalismo no-lineal conforme el contraste de densidad se acerca y sobrepasa el valor
de 1. Un primer acercamiento a un modelo no-lineal es el modelo de colapso esférico que se
desarrollard en esta seccion.

Como el nombre lo indica en el colapso esférico se asume una sobredensidad esféricamente
simétrica por lo que la dependencia del contraste de densidad en el espacio es tinicamente radial,
p(r,t) = p(t)(1 4+ 6(r)). La region de la sobredensidad tiene un radio H mucho menor al radio de
Hubble, la aproximacién newtoniana es vélida por lo que el potencial newtoniano cumple es (se
utiliza la coordenada radial propia r = a(t)|z*| en donde z* son las coordenadas de Friedmann
comoviles) y su ecuacion diferencial (para un cascarén delgado localizado a una distancia r)

o(r.t) = B(r,t) + b(r.t) = — -2

d%7 GM ., GSM
2 _ o — —
re 4+ (5¢(T, t) =4 @ = —V¢ - - 7”3 r— 7”3 r,

(1.68)

a

en donde M = %prd = cte.,, M = 4 [ ¢°0dq = cte. y 7 denota el vector posicién completo.
Al ser un andlisis newtoniano, es posible expresar la ecuaciéon diferencial en términos de una

constante analoga a la energia
1 dr GM

2

2l T
endonde M = Zpr3(1 + 6,), 6, = 3 [; ¢*0dq, E > 0 define una céscara esférica que se expande
indefinidamente y £/ < 0 define una cdscara que eventualmente colapsara (el subindice p denota
que la cantidad estd promediada). Siguiendo el andlogo newtoniano, el primer sumando define
la energia cinética K mientras que el segundo define la energia potencial U, entonces a un tiempo
t = t; (en donde las velocidades peculiares son irrelevantes ya que la sobredensidad se expande
con el fondo) estas cantidades son

= F, (1.69)

K; = %Hfrf y Ul = KiQu(1 +6,) = E=FKN%[Q " — (1+6y)), (1.70)

con % = %ri = H;r; por lo que para E < 0, se tiene que §,; > ;' — 1. La soluciéne de (1.69) es

r=A(l —cosf), t+T = B(f —sinf); con A3 =GMB2 (1.71)

Notese que esta solucion corresponde a soluciones de polvo de la métrica FLRW con £ = 1y en
donde 7" es una constante de integraciéon determinada por las condiciones iniciales. Cuando 6 = 7
entonces r = r,,,, obteniendo

; 1+ 6y 1+ 6pi
A:Q ( +_Iln) yB: 1/2 +pz .
2 [0 — (27 = 1)] 2H; Q[0 — (271 — 1)/

(1.72)

Para un fondo plano (£2; = 1, corresponde a un modelo Einstein-de Sitter), se tiene que A =

%% B = 2?;;;’;2. Para t = t; y para d,; pequefo se tiene que cosf; ~ 1 — 26,; y 07 = 45;, por

94
lo tanto H;(t; +T) = %(1 + d,i) pero como H;t; = % (al tener un fondo plano) se tiene H;T = %cipi
y por tanto 7'/t; < 1 por lo que se puede tomar 7" = 0.
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Ahora, de la densidad promedio p, de un cascarén para un fondo en donde a o t?/3 y p =

1/(67Gt?), se puede obtener una expresion para §, en términos de (1.71)
—gi 2
9(0—sinf)* L 173)

pplt) = j:f?’ - 47TA3(3]L/[COSQ)3 — o) = %p T 2(1—cosf)3
Para tiempos pequefios se realiza una expansion en serie de Taylor de J, y se retienen hasta térmi-
nos de 62 obteniendo 3 e o
)= (B) y b= (1.74)
Sustituyendo H; = 3% en B se obtiene
(1.75)

2/3
bp = gépi <2) x a.

Utilizando la relacién con el corrimiento al rojo (t/t;)%/3 = (1 + z;)/(t + 2) y la definicién 6,0 =

%%5;01‘ = %5@'(1 + z;) se obtiene
5 4\ 23 5
tz=313) @ smos 1.76
T3 <3> (0 —sin6)2/3 (1.76)
Sustituyendo en (1.75) se obtiene una expresién para la evolucion lineal
(1.77)

30,(1+2) 33\
P T e AN M Ve 0 — sin 6)2/3.
LTS 5 11z 5\a) (—md)
En [19], tnicamente aparece una discusion sobre el colapso esférico para sobredensidades.
Para infradensidades (voids) [20] tiene el tratamiento correspondiente. Constituye en tomar las

soluciones para £ > 0 de la ecuacion (1.69) dadas por
r = A(cosh® — 1), t+T = B(sinhf — ); con A* = GMB>. (1.78)
que corresponden al caso de un modelo FLRW de polvo con k& = —1 y se les aplica un proceso
completamente andlogo al descrito para £/ < 0 obteniendo asi el contraste de densidad promedio
para voids en términos de ¢
9 (sinh 6 — )2
) = —1 1.7
vit) 2 (coshf —1)3 (179)

y para obtener la aproximacién en el régimen lineal, se realiza una expansién en serie de Taylor

(de la misma forma que para el caso anterior) y se obtiene una relacién entre 6 y z dada por
(1.80)

2/3
3\3 (sinh § — 0)2/3
Por tanto se obtiene una expresion del contraste de densidad para la regién lineal dada por
PVL 36vi(l+ z;) 3 (3\** 2/3
VL 5 A AW (sin ) (1.81)
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Estas expresiones en el régimen lineal dadas por las ecuaciones (1.77) y (1.81) son tnicamente
vélidas para valores de 6 pequefios.

Una limitacién importante a considerar sobre el colapso esférico es que, descrito como lo ha-
cen en y [20], es tnicamente vélido para universos con un fondo modelado por la solucién
de Einstein-de Sitter. Aunque existen extensiones al modelo de ACDM (en [21]], por ejemplo) su
tratamiento requiere de trabajo numérico ademads de que la solucién en la frontera de la inhomo-
geneidad no es continua, lo que dificulta contrastar los resultados numéricos con la evolucién no
lineal. Por lo tanto no es de mucha utilidad para el desarrollo del trabajo en cuestién.

1.4 Modelos cosmolégicos inhomogéneos

Hasta este momento se han discutido métodos lineales y un acercamiento no lineal para describir
la formacién de estructura. El procedimiento lineal es la teoria de perturbaciones a primer orden
mientras que el primer acercamiento a una descripcién no lineal corresponde al colapso esférico.
El tratamiento estdndar de un universo FLRW y teoria de perturbaciones a primer e incluso a se-
gundo orden es insuficiente para diversos problemas. Como mencionan en [22] Bolejko et. al., uti-
lizar perturbaciones difiere con la realidad ya que ¢/c? es una medida del ”contraste de curvatura”
el cual, junto con el contraste de densidad dp/p deben ser pequefios y al presente estan fuera del
radio de convergencia de la serie de aproximaciones. Mencionan también que suelen aparecer
dificultades al utilizar el método, por ejemplo: modelos irrotacionales y silenciosos suelen ser
linealmente inestables, modelos Robertson-Walker cerrados son linealmente inestables, perturba-
ciones de segundo orden pueden volverse més fuertes a las de primero en modelos inflacionarios
de slow-roll, entre otros. Como una alternativa se propone trabajar con modelos cosmolégicos
inhomogeneos, que tienen como ventaja, ser soluciones exactas a las ecuaciones de Einstein y por
tanto, representan una evolucién completamente no lineal.

Los datos observacionales permiten trabajar con modelos inhomogéneos, entre los cuales, se
tienen principalmente dos soluciones ttiles: la solucion Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB) y las solu-
ciones de Szekeres. Son de utilidad para describir diversos problemas como:

e Formacion de una galaxia con agujero negro central [23].
e Formacion y evolucién de cimulos galacticos y voids [24) 25].

e Resolucion del problema de horizontes sin la necesidad de modelos inflacionarios

28].

En el caso particular de este trabajo la evolucién no lineal de estructuras es de interés. Se
realizard en esta seccién una breve descripcion de soluciones inhomogéneas, en [29] y [22] realizan
descripciones exahustivas de modelos inhomogéneos y sus aplicaciones.

1.4.1 Soluciones Petrov D y universos silenciosos

La clasificacién de Petrov se basa en ordenar los espacio-tiempos en distintas categorias (I, D, II,
N, III, O) dependiendo de los valores propios de una matriz obtenida a partir del tensor de Weyl
o de direcciones nulas indepentientes. Un tratamiento detallado de la clasificaciéon de Petrov se
puede encontrar en [30].
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El tensor de Weyl se puede descomponer en términos de 5 coeficientes W, W1, Uy, W3y ¥y de
la siguiente forma

Cabed = YoUabUea + V1 (Ut Wea + WapUcd) + Vo (Vs Ued + UapVea + WapWea)+ (1.82)
+Us (Vo Wea + WapVea) + WaVap Vea. (1.83)
en donde Uy, = —l,mp + e, Vap = kgmy — kpymg y Wap = maimy — mpTig — kalp + kplg es la

base de bivectores (una 2-forma, es decir, un tensor (0, 2) antisimétrico) auto-duales construidos
a partir de la tétrada nula compleja (m, y ™, son complejos conjugados mientras que /, y k, son
vectores nulos reales). Los términos ¥ tienen distintas interpretaciones fisicas: ¥4 representa una
onda transversal en la direccion k,, ¥3 representa un término de onda longitudinal, ¥ representa
un término de “Coulomb” (estos son espacio-tiempos andlogos a la descripcién newtoniana) y los
términos ¥g y ¥ representan componentes de onda transversal y longitudinal en la direccién [,.

Se define el tensor complejo Q4 a partir de las partes eléctrica y magnética (definidas en el
siguiente capitulo de este trabajo, dadas por una 4-velocidad u,) por

- Qab = Eab + 2‘I{alr (184)

Este tensor cumple las relaciones Q% = 0, Quy = Qpa ¥ Qupub = 0 por lo que se puede ver como
una matriz 3 x 3. La ecuacién de valores propios para el tensor de Weyl es dada en términos de

bivectores propios o vectores propios por
1
3 e X =AXgy = QuX" = \X,. (1.85)

Dependiendo de los valores propios obtenidos en la ecuacion anterior y sus multiplicidades se
define el tipo de Petrov que la solucién tiene. En el caso de un espacio-tiempo tipo D, se tienen
dos valores propios distintos, uno teniendo multiplicidad 2 y se tiene la condicién matricial

@+ ,MD(Q - 1) =0, (1.86)

en donde los valores propios, al tener multiplicidades 1y 2 y estos ser Ay = A3 = %)\1 = %)\, tienen
un patrén (—2,1,1). Los espacio-tiempos Petrov D cumplen que ¥y = ¥; = U3 = ¥y =0y
Uy = —\1/2. A partir de los valores propios, se pueden definir dos invariantes I y J

1 1
I=S(AT+23+23) y J =5 Mdes. (1.87)

Para todos los tipos de Petrov excepto el tipo I, estos invariantes cumplen I 3 = 27J2%. Para espacio-
tiempos Petrov D, en términos de ¥y, estan dados por

0 0 W,
I=3U5y J=[0 Uy O0]. (1.88)
Ty, 0 0

Los espacio-tiempos Petrov D tienen dos direcciones nulas principales dobles &, y l,.

Ademads de ser Petrov D, la métrica utilizada en el desarrollo de este trabajo cumple con ser
un “universo silencioso”. Este fue otro intento (menos exitoso) de clasificar cierto tipo de espacio-
tiempos. En este tipo de soluciones la informacién no se propaga por ondas de sonido o gravi-
tacionales, por lo tanto la evolucién a lo largo de lineas de mundo es puramente local y descrita
por ecuaciones diferenciales ordinarias. Estas soluciones tienen como fuente un fluido de polvo
irrotacional cuyas parte magnética del tensor de Weyl es H,;, = 0. Entre este tipo de soluciones se
encuentran las de LTBLemaitre-Tolman-Bondi (LTB) y Szekeres.
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1.4.2 Soluciones de LTB y Szekeres

Los modelos cosmolégicos inhomogéneos son aquellas soluciones a las ecuaciones de Einstein
que contienen por lo menos una subclase no vacia y no estdtica de una soluciéon FLRW como
limite. Resulta obvio pedir esto ya que los modelos FLRW representan una primera aproximacion
realista a la descripcién del universo Las soluciones inhomogéneas mas utilizadas son las de LTB
y Szekeres que pueden describir la evolucién del universo después de la época de recombinacién
porque tienen como fuente al polvo (fluido perfecto con presién 0) y en las épocas anteriores los
efecto de la presion juegan un papel relevante. Estos modelos no son adecuados para incluir
energia oscura a menos que sea con constante cosmolégica y sirven como reemplazo para teoria
de perturbaciones lineales, tienen como ventaja el ser soluciones exactas, entonces pueden ser
extrapoladas arbitrariamente al futuro sin necesidad de constrefiirlas en ciertos régimenes.
Solucién de Szekeres: Estd dada por el elemento de linea

ds? = dt? — e2tzyr) qp? — 2880m) (da? 4 dy?). (1.89)

Ciertas propiedades que cumplen estos modelos son tener una fuente de fluido perfecto (en par-
ticular, polvo) cuyas lineas de flujo son geodésicas irrotacionales, las hipersuperficies ortogonales
a estas lineas son conformemente planas, el tensor de Ricci de esas hipersuperficies tiene dos va-
lores propios iguales y el tensor de shear tiene dos valores propios iguales. Ademds, la presion
depende solo del tiempo al utilizar coordenadas comoviles. El modelo es ttil para épocas en las
que la gravedad juega un papel dominante y los procesos hidrodinamicos a grandes escalas han
terminado.

El elemento de linea esta escrito en coordenadas comoviles (u® = J) y dependiendo del valor
de 0, se tienen dos tipos de familias de esta solucién: 0,8 = 0y 9,5 # 0. La segunda familia es
la interesante para aplicaciones cosmolégicas. Aqui las funciones de la métrica cumplen

6’8 — @(t, T-)ey(rvmvy)7 (1.90)
e = h(r)®(t,r)0.8 = h(r)(0,® + PO, v), (1.91)
e = A(r) (2% + 9?) + 2By (r)x + 2Bo(r)y + C(r), (1.92)
en donde ¢ cumple la ecuaciénlﬂ
2M 1
(0p®)? = —k(r) + q)(r) + §A®2, (1.93)

h, k, M, A, By, By y C son funciones arbitrarias que cumplen la ecuacién para otra funcién arbi-
traria g(r)

1

g(r) = A(AC — B} — B}) = =

y la funcién de “tiempo de bang’ (bang time function) t g(r) se obtiene de la ecuacién (1.93)

+k (1.94)

P AP’
/ =t—tp(r). (1.95)
0 \/—k+2M/ + 170"
8Unicamente en esta seccion se utiliza una signatura (4, —, —, —) en la métrica siguiendo y [22].

Esta ecuacion es la equivalente a la ecuacién de Friedmann.
197 as variables primadas en esta ecuacion no representan derivadas.
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La densidad de energia esta dada por

8rG  (2Me¥),,
& P e2P(ef)

. (1.96)
"

En general, los modelos de Szekeres no tienen simetria alguna pero obtienen un grupo de
simetrias de tres dimensiones con 6rbitas dos dimensionales cuando A, By, By y C son todas
constantes. El signo de g(r) define la geometria de las superficies de ¢ y r constantes pero si las
funciones anteriores no son constantes, un mismo espacio con ¢ = cte. puede tener una mezcla de
geometrias. Ademads el signo de £ influye el signo de g y por tanto determina la evolucién cuando
no hay constante cosmolégica. El modelo cuasi-esférico (¢ > 0), imaginado como un modelo de
esferas no concéntrica es el tinico que se ha estudiado con detalle y se ha usado en el estudio
del universo temprano, formacién de estructura y observaciones de supernovas y CMB.

Solucién LTB: Es un caso especial del modelo de Lemaitre que describe a un fluido inhomogé-
neo esféricamente simétrico con presioén anisotrépica y se presenta en términos del elemento de
linea

ds? = At a2 — BEDAr?2 — R2(t,7)(d6? + sin 02dp?). (1.97)

El modelo LTB se toma cuando la fuente es polvo (con o sin constante cosmolégica), entonces
0, P = 0lo que implica que 0,4 = 0y se puede escalar gg de tal forma que el elemento de linea

se transforma en )
Mdﬁ — R?(t,7)(d6? + sin 62dp?) (1.98)
1+2E(r) ’ '

en donde R(¢,r) cumple la ecuacié

ds? = dt* —

oM 1
(O,R)? = 2F + =t §AR2. (1.99)

Para este modelo, la densidad de masa est4d dada por

G 20,M
A "7 RoR

(1.100)

Al considerar A = 0 se puede resolver la ecuacion (1.99) de manera explicita y para £ < 0
(evolucion eliptica), £ = 0 (evolucién parabdlica) y & > 0 (evolucién hiperbdlica). Como todas
las funciones son covariantes ante cambios arbitrarios de la coordenada radial 7 = g(r) entonces
E(r), M(r) otp(r) (el tiempo de bang) pueden ser elegidas a conveniencia. El limite de FLRW se

E|3/2 . . . .2
recupera cuando se toma tg = cte.y % = ctd'®| En ciertas aplicaciones (como en la formacién

de una galaxia con un agujero negro central) es conveniente utilizar M como la coordenada radial,
7= M(r) )

El modelo tiene como condiciones de origen en r = r. si R(t,7.) = 0 para cada tiempo. Al ser
un modelo inhomogéneo podria ocurrir que un cascarén de radio constante r chocara con su ve-
cino, a este fenomeno se le llama shell crossing y son lugares geométricos extremales de R, es decir,

"Una visualizacén y discusion de esta representacién se encuentra en

12Se obtiene de las ecuaciones de Einstein para un tensor de energia-momento de polvo. Es una primer integral.

"*Para tener una expresién en las coordenadas usuales se toma M = Mor®, E = —2kr® y R(t,7) = ra(t); asi, la
ecuacion para R(t, r) se convierte en la ecuaciéon de Friedmann.
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lugares donde 9, R = 0 pero no son maximos o minimos regulares. Estos cruces crean singulari-
dades de densidad divergente y cambios de signo; las condiciones para evitar este fendmeno se
encuentran en el apéndice.

Aplicaciones de este modelo son formacién de agujeros negros, cimulos y supercimuos galac-
ticos, voids c6smicos, interpretaciones de observaciones de supernova, CMB, entre otros.
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El formalismo 1 + 3

En relatividad general, existen dos formulaciones que parten al espacio-tiempo en hipersuperfi-
cies 3-dimensionales espaciales y tiempo: el formalismo 3+1 y el formalismo 1+3. Aun siendo
formalismos similares, tienen diferencias sutiles que cambian el manejo e interpretaciéon de las
ecuaciones. El formalismo 3+1 consiste en foliar al espacio-tiempo al introducir una familia de
hipersuperficies espaciales 3-dimensionales a través de los conjuntos de nivel de un campo es-
calar. La identificacién entre dos de las hipersuperficies puede ser arbitraria. En el formalismo
1+3 se enhebra al espacio-tiempo usando una familia de curvas integrales temporales que otorgan
una relacion temporal global entre puntos [32].

En cosmologia, se suele utilizar el movimiento preferencial de los contenidos del universo: la
4-velocidad preferencial (los observadores comoviles) que genera la congruencia de geodésicas
que enhebra al espacio-tiempo en el formalismo 1+3. En este capitulo se presenta el desarrollo
del formalismo 143 y del sistema de ecuaciones necesario para resolver el problema. Detalles
especificos del formalismo 1+3 pueden ser consultados en [1] y para una formulacién matemdtica
formal en [32].

2.1 Ecuaciones de Einstein en el formalismo 1+3

2.1.1 Coordenadas coméviles, tensor de proyecciéon y cantidades cinematicas

Las coordenadas coméviles 2 = (¢, y") se definen localmente escogiendo una superficie S que in-
tersecta a cada linea de mundo fundamental una sola vez y se etiqueta cada punto de interseccién
por yi coni = 1,2, 3. Luego, se mantiene esta etiqueta de las coordenadas a tiempos posteriores y
anteriores y se define una coordenada ¢ con una funcién creciente a lo largo de cada linea de flujo.

El movimiento preferencial a lo largo de las lineas de flujo que generan a las coordenadas
comoviles implican la existencia de una 4-velocidad preferencial definida por las coordenadas
locales x# = x#(7), con 7 el tiempo propio a lo largo de las lineas de mundo, por

B dzt

ut = e uu, = —1. (2.1)
Es til normalizar las coordenadas coméviles tal que

d dy’
ut =8 = Sy

=1y =0 (2.2)

en donde s es el tiempo propio normalizado.
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Ya que se tiene definida una 4-velocidad asociada a los observadores coméviles se define un
tensor de proyeccion de tensores en el espacio-tiempo a las hipersuperficies espaciales ortogonales
a u®; este tensor de proyecciéon ademds acttia como métrica espacial de estas hipersuperficies

hap = Gab + uaUp. (2.3)

Trivialmente, de la definicion, se observa que el tensor cumple las relaciones h*h = h 2, h o = 3
y hu® = 0. Para cualesquiera V, y tensores S, se puede obtener su parte proyectada simétrica
sin traza (PSTF, por Proyected Symmetric Tracefree part) con

& 1 C
Viy = hdV, Stay = [hhyf — ghash™| Sea. (2.4)

Con ayuda de la 4-velocidad y del tensor de proyeccién, podemos definir la derivada temporal
a lo largo de las lineas de flujo y la derivada proyectada a las hipersuperficies ortogonales. La
derivada temporal para un tensor (k,) arbitrario S***%, , estd dada por

ay...ag _ c ay...ag
S by = W VeS by by (2.5)
con la que se obtiene el vector aceleraciéon
0 = uPVyut = 0%, = 0. (2.6)

La derivada proyectada (que es la derivada covariante de las hiperfuperficies ortogonales a u®) se
define por

~ Qa1...a a e dy...d
VeSSt =hIh bR Ry p ST (2.7)
Con esta definicion se obtiene que la derivada covariante de u, es
Vit = Vpup — UgUp. (2.8)

Para una superficie S en donde t = cte. se define el vector de posicion relativa para las coor-
denadas coméviles z#(t, y*) como

oxrt .
gH = <a > Sy, (2.9)
Y t=cte.

el cudl, en general, no es ortogonal a las lineas de flujo por lo que lo que se proyecta para tener un
vector de posicién relativo ortogonal a u®

Bl = e%l, e"ug =0y BB, = ol (2.10)

en donde e® es un vector unitario ortogonal a u® y 6/ la distancia relativa. A partir de este vector,
se define un vector velocidad relativa dado por

v* =0l = b2V (hLB%) = B, (2.11)

Este vector cumple que su derivada de Lie a lo largo de u® se anula, £,v* = 0y por tanto la
velocidad relativa entre particulas es dada por una transformacion lineal a partir de la posiciéon
relativa, v* = V93 ) en donde Vi, = Vyug.
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Teniendo estas consideraciones, se contintia definiendo las cantidades cinemaéticas al partir el
tensor V,;, en sus partes simétrica y alternante irreducibles:

_ 1
Vab = Vbua = ‘/(ab) + ‘/[ab} = @ab + Wabh = Tap + gehab + Wab, (212)

en donde O, = V(bua) es el tensor de expansion, wg, = ﬁ[bua] el tensor de vorticidad, 045 = O (4
el tensor de shear y © = ©°, el escalar de expansioén. Un resultado importante de estas cantidades
es la relacion de Hubble generalizada

% = O ee’ = %@ + oapetel, (2.13)
que muestra que la razén de cambio entre la distancia de galaxias vecinas es proporcional a la
distancia entre ellas y con razén de cambio proporcional a esta distancia. En general, estas can-
tidades cinemaéticas no tienen por que ser cero por lo que todos los puntos menos dos cambian
con el flujo. Sin embargo, el voliimen cambiard proporcionalmente a © por lo que es conveniente
definir una escala de longitud dada por

H="'=-0, (2.14)

por lo que el cambio del voltimen a lo largo del flujo seré caracterizado por V' 3, donde [
corresponde al factor de escala en la métrica FLRW vy el parametro de Hubble corresponde a H,
mientras que Hj es el valor presente de la constante de Hubble. De todas las consideraciones
anteriores (en particular las ecuaciones (2.11) y (2.12)) llegamos a que la derivada covariante de la
4-velocidad estda completamente determinada por las cantidades cinematicas

1
Vitla = Wap + b + gghab — UgUp. (2.15)

Dichas cantidades son, en principio, medibles directamente de la observacién de galaxias cer-
canas a partrir de la ecuacion (2.13) y la ecuacion siguiente

é(a) = wabeb + Jabeb - Ucdecedem (2.16)

ecuacion que describe la razén de cambio direccional. Por ejemplo, condiderando puramente
expansion © (81/0l = ©/3y €y = 0), si se considera una esfera de galaxias de radio 6/ a un
tiempo ¢, entonces a un tiempo t + 6t, la distancia entre ellas habrd incrementado en un fac-
tor de di = O41dt/3 y dichas galaxias forman una esfera mds grande. En el caso de shear puro
(SZ /0l = ogpeteb Y €a) = oape? — oogeee,), como el tensor de shear es simétrico y sin traza, se
puede escoger un marco tal que o,, = diag(0,01,02,03). En este caso, si existe expansiéon en
una direccién, en las otras dos direcciones hay contraccion por lo que una esfera de galaxias a
un tiempo ¢ se transforma en un elipsoide expandido en una direccién y contraido en 2 con un
cambio de dl = o;0;0ldt para la j-ésima direccién en un tiempo ¢ + 6t y se obtiene distorsién
sin cambio de volimen. Finalmente, en el caso de pura vorticidad 01/51 = 0 Y €a) = Wape?)
existe rotacion pura de galaxias a lo largo de un eje conservando distancias sin distorsién ni ex-
pansién. En un flujo general, se espera tener una combinacién de los tres efectos. Las cantidades
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cinemadticas asociadas a la derivada covariante de u,, pueden ser utilizadas para caracterizar dis-
tintos modelos cosmolégicos, por ejemplo, el universo estatico de Einstein tiene todas las canti-
dades cinematicas igual a cero y un FLRW tiene tinicamente © # 0. Otro ejemplo puede ser
(https://journals.aps.org/prd/abstract/10.1103/PhysRevD.12.1544) y cita a la fuente donde obtu-
viste esta informacién sobre las observables.

Finalmente, teniendo en cuenta las siguientes secciones, se define para un vector v* curl v, =

nabcﬁbvc y para un tensor 7, curl T,, = ncd(aﬁch)d, en donde g5 = Napeqti®.

2.1.2 Identidades de Ricci, Materia y ecuaciones de Einstein

Recordando la definicioén del tensor de Riemann aplicado a la 4-velocidad preferencial
(VeVa = VqVe)ua = Rapeatt’, (2.17)

se pueden definir identidades cinematicas (si se incluye materia, ciertas de estas identidades se
vuelven dindmicas). Contrayendo la ecuacién anterior con u“ se obtiene

(Vaua) — Vaitg + (Vau®) (Veua) = Rapequlu’. (2.18)

Sustituyendo la ecuacién (2.15) en los términos de V,u, se obtiene la ecuaciéon de propagacién de
vorticidad

2 1
wleh = —§®w€ + 0wy — icurl u, (2.19)

en donde we = 27w y la ecuacién de propagacion de la expansion (de la contraccién de a, de
2.15), también conocida como la ecuacién de Raychaudhuri,

. 1 _
o+ 592 +2(0% — w?) — Vi 4 1%iq = — Rpculu’, (2.20)

en donde 02 = %a“baab y w? = %w“bwab. De las identidades de Ricci se pueden obtener también

ecuaciones de constriccién para la vorticidad y el shear
Vow® = wy, (2.21)
— 2_
Vbaab —curl w, — gva@ + 2nabcwbuc = R<a>bub. (2.22)
Dos cantidades necesarias en el formalismo 1+3 provienen de la descomposiciéon del ten-

sor de Weyl en su parte eléctrica E,;, y magnética H,, definidas por E,, = Coepaulu® y Hyp =
14caC% ue. Utilizando estas dos cantidades obtenemos la ecuacién de propagacion del shear

1 ) 2 = . . c
Eup — §R<ab) = —0(ab) — g@aab + v(aub> + U(qUby — W(aWb) — Tc(aTp) > (2.23)

y la ecuacion
H,, = curl oy, + V<awb> + 21l<awb>. (2.24)

Ambas ecuaciones representan la PSTF de la ecuacion (2.18) y de la PSTF de su contraccién con
cde
n .

32



Todas estas ecuaciones son puramente cinematicas, validas independientemente de la dinamica
utilizadas. Su contenido dindmico se obtiene una vez que se implementan las ecuaciones de Ein-
stein. Para incluir materia, se considera el tensor energia-momento para un fluido en general
medido por un observador que se mueve con 4-velocidad u*

Tap = pugup + 2q(qUp) + Phab + Tab, (2.25)

en donde p = Tuu’ es la densidad de energia, p = %T h? es la presion, g, = —T<a>bub es la
densidad de momento o el flujo de energia relativo a u® y m,, = T4 es el tensor de esfuerzos
anisotrépicos. Se aplica la conservacién de la energfa-momento V,7% = ( para obtener ecua-
ciones 3+1 de conservacién, la componente paralela a u* resulta ser la conservacion de la energia

p+(p+p)O + 104 + Vag® + 2itaq” = 0, (2.26)

mientras que las componentes proyectadas ortogonalmente a u® resultan ser la conservacién del
momento

. 4 — =b .
Qo) + 500 + (0 + Pita + Vap + V' Tap + 6 Tap + (0ap + Mupetw)q” = 0. (2.27)

Respectivamente, estas ecuaciones representan la razén de cambio en la energia a lo largo de
las lineas de flujo y la aceleracién causada por distintas formas de presion. La ecuacién de conser-
vacién del momento implica que la densidad de masa inercial es p + p por lo que energia interna
contribuye a la masa inercial efectiva ya sea cambiando p o p. Se debe tener en cuenta que la con-
servacion de la energia-momento no lleva a una definicién de la energia-momento total de una
region extendida, resultado de la imposibilidad de definir una energia gravitacional en espacio-
tiempos curvos. Para implementar la dindmica a las ecuaciones, se realiza una descomposicién
1+3 a las ecuaciones de Einstein (incluyendo constante cosmolégica) dadas por

Rgpu®u® = 47G(p + 3p) — A, (2.28)
Rayu®h®, = —87Gq., (2.29)
Raph®h% = [47G(p — p) + Alheq + 87Gmeq. (2.30)

En consecuencia, la ecuacién de Raychaudhuri toma la siguiente forma
-1
0+ 562 +2(0% —w?) = Vi + 47G(p+3p) — A =0 (2.31)
Tomando la proyeccién espacial de la ecuacién (2.18) se obtiene
ob 2 b b
V o4 — curl w, — gva@ — (Wap + oap)t” = R{a)bu’,
y sustituyendo (2.29) en esta ecuacion se obtienen las ecuaciones (0:)
2_ —
0= 87Cq(y) — 5VaO + V' ouy — curl wigy + 2napesic. (2.32)
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Finalmente, para las ecuaciones (ij) se considera la relacion de Gauss-Codazzi (dada en el
apéndice) y se considera el caso sin Vorticida Con la ecuacién (2.18) y la ecuaciéon de Ray-
chaudhuri, se obtiene (conocido R,;) una ecuacién de propagacién del shear

. — S 2 1
Rap = V{atyy =172 (130) 4y + t1(qtipy + 87CGmap + §(02 — ge + A +87Gp)hap, (2.33)
donde 3R, es el tensor de Ricci de las hipersuperficies 3-dimensionales ortogonales a u®. Al

contraer la ecuacion anterior se obtiene una ecuaciéon de Friedmann generalizada o la constriccién
hamiltoniana

1
SR =—-2(c% - §@2 + A+ 87Gp). (2.34)

Como ya fue mencionado anteriormente, se pueden introducir variables extra para la resolu-
cién de las ecuaciones. Se suelen utilizar la parte eléctrica y magnética del tensor de Weyl, E,;, y
H;, para caracterizar la naturaleza de la curvatura del espacio-tiempo. En el caso sin vorticidad,
E,, es una alternativa para 3R<ab>. Existe una forma de las identidades de Bianchi para el tensor
de Weyl muy parecida a las ecuaciones de Maxwell

v, Cbed — gl glelal égcmvb] R = Jabe, (2.35)

en donde J%¢ es el andlogo a la densidad de corriente en las ecuaciones de Maxwell. A partir de
aqui es posible obtener ecuaciones de constricciéon y evolucion para E,;, y Hyp, (se utiliza 87G = 1)

—b 1— 1—p 1 1 3
V By = nabcadedC - 3Habwb + gvap - iv Tha — gGQa + ga—abqb + §nabcwchv (236)
E(ab) =curl Hyp, + 2u°ncd(aHb)d —OFE, + 3UC<aEcb> — Wc(aEcb> — §§<aqb) — ﬂ(aqb>—
1 1 1 1 1 (2.37)
57'7<ab) - g@ﬁab - §Uc(a7rb>c - §WC<a7Tb)c - §(P +P)oab,
=b 1 1 1
\Y Hab = nabco-dedc + 3Eabwb + (p + p)wa - Qnabco-bdﬂ'dc - §7rabwb - QCUI'I Ga, (238)
Hygpy = — curl Boy — 20700 By’ — O Hap + 30 H) —
1 1 3 (2.39)
we(aH'y) + Seurl mab + Qac(aﬁb)cdqd — 5Wath):

Estas ecuaciones describen como la propagaciéon del campo gravitacional es gobernada por la dis-
tribuciéon de materia. El sistema completo del formalismo 1+3 consiste en ecuaciones covariantes,
relativas a una 4-velocidad escogida, tiene a (%, wq, ©, Gap, P, P, Taps Eap, Hep) como variables, que
en total son constituidos por 32 componentes independientes. Se dividen las ecuaciones en ecua-
ciones de evolucion (aquellas que tengan derivada temporal, dada por la ecuacién (2.5)) y ecua-
ciones de constricciéon que involucran derivadas espaciales ortogonales a u®. Se tienen ecuaciones
de evolucién para 23 de las variables mientras que 9 cantidades, @, p y 7y, (se puede sustituir la
ecuacion de E,;, por una para 7, gracias a la ecuacion (2.37)) necesitan ecuaciones de estado para
la materia.

“Para considerar vorticidad se tienen que utilizar tétradas o introducir variables extra como la parte eléctrica y
magnética del tensor de Weyl ya que no es posible definir un conjunto de hipersuperficies ortogonales al flujo.
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Las ecuaciones de evolucién son

p+(p+p)O+ ana = —20qy — O'abﬂ'aba (2.40)
-1 =a o
O + g@z +47G(p 4 3p) — Vg = =040 + 2waw® + a1°, (2.41)
4 _ _
(j<a> + g@qa + (:0 + p)ua + Vap + Vb7“-ab = _Uabqb + nabcwch - ’[Lbﬂ'ab, (242)
2 1
Gy + g@wa + 5curl g = Oapw?, (2.43)
2 _
O(aby + geo'ab + Eqp — 47Gmap — V(o) = —0c(a0p — WiaWp) + U(alip), (2.44)
. 1 _
Eu +OFE,, —curl Hy, + 4G [(,0 +p)oa + T (ab)y T Z@Trab + V<aqb>] = (2.45)
= _87rGu<aqb> + 2ucncd(aHb)d + 300<aEb>C_wcncd(aEb)d —AnG (UC (aTbye — wcncd(aﬂ-b)d)a
H(ab) + @Hab + curl Eab — 4nGeurl Tab = 3Uc<aHb>c — wcncd(aHb)d— (2 46)
2ucncd(aEb)d +47G (Uc(anb)cdqd - 3w<aQb>) : '
Y las ecuaciones de constriccion son
Ve = 1w, (2.47)
_ 2_
V0o — curl w, — 5 VaO + 871G, = ~2upeai, (2.48)
curl o4y + V (qwyy — Hap = —204wy), (2.49)

=b A7G —p =
V' Eg + 5 (V' 7ab = 2Vap + 20¢0) = Napeo 'y H — 3Hapw + 470G (0ap + 30ape®) ", (2.50)

ﬁbHab + 4nG [Curl o —2(p+ p)wa] = 3E 0’ — nabcadeCd — 4G (nabcabdﬂ'Cd + Wabwb), (2.51)

1
3R<ab) = FEu + 417Gy — g@(dab + wap) + 0'C<a0-b>c + wc<awb>c _ 20’c[a<,‘)b]c7 (2.52)
2
SR =167Gp — 5@2 + 0apo™ — waw?, (2.53)

en donde p, p, ¢4, Ty son cantidades totales (pueden incluir constante cosmolégica A).

2.2 Sistema de ecuaciones para la evolucién de fluidos no coméviles

En la seccién anterior, se desarrollo el formalismo 143 y se obtuvieron las ecuaciones tensoriales
que gobiernan la evolucién de algtn sistema dado. Para esto se utiliza un sistema de coordenadas
y una métrica dados: una métrica inhomogénea esféricamente simétricas en coordenadas esféri-
cas. Se desarrolla el sistema para poder incluir cualquier cantidad de fluidos, luego se implemen-
tara especificamente para dos fluidos sin vorticidad ni tensor magnético de Weyl (considerando
uno como fluido perfecto y otro fluido en un marco no-comévil respecto al anterior) y se reduce
de un sistema de cantidades tensoriales a un sistema de cantidades escalares. Todos los calculos
realizados en esta seccidn se realizaron utilizando SageManifolds 9.1 [33].

Comenzando por la métrica, se tiene una elemento de linea de una métrica inhomogénea es-
féricamente simétrica en coordenadas esféricas (t,r, 6, @)

ds® = —N(t,r)dt> + B(t,r)%dr? + Y (t,r)?(d6* + sin® (§)dy?). (2.54)
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Los simbolos de Christoffel de la derivada covariante asociada con esta métrica que son distintos
de cero son (se omite la dependencia en r y ¢ de los elementos métricos)

O N &JV Bo.B Yo Y
If, = N I}, = N Ol = 2o b = Nz I, = Tpysin® (6),
. NO.N . OB ., 0B . YO .
Iy = Bz I, = B L, = = g5 lew="p7 I'7,, = Tjysin® (6), (2.55)
oY O _ cos (6)
0 tt o _ 0 _ $ o
[y = v ll F =y = I'7,, I'o, = —cos (0)sin (6), I‘Q@ = S (0)

A partir de los simbolos de Christoffel es posible calcular el tensor de curvatura de Riemann y sus
contracciones, el tensor y escalar de Ricci

(B3N3 + B’NY?(0,)°B ~ B*Y*9,BON + N*Y0,BO,N — BN*Y?(9,)°N |

R=2

B3N3Y?2
B3N(0,Y)? +2B3NY (0;)?Y — BN3(9,Y)? — 2BN3Y (0,)*Y
NI +  (2.56)
2(B2NY 9B — B3Y9;N)d;Y +2(N3Yd,B — BN?Y ,)0,Y
B3N3Y?2 )

obteniendo las componentes del tensor de Einstein

B3N? +2B%Y9,Bo,Y + B3(0,Y)? + 2N?Y9,B0,Y — BN?(0,Y)? —2BN?Y (9,)*Y

t
Gr=- B3N2?Y? ’
(2.57)
2(BO,N&Y — BN;0,Y + NO;Bd,Y)
i r—
G = BNV , (2.58)
. 2(BO,NO,Y — BN90,Y + NO,B0,Y)
G, = BINY : (2.59)
o — B2N?® - 2B?Y9;NO;Y + B>N(0;Y)? + 2B2NY (8;)%Y — 2N?Y 9,N9,Y — N3(d,Y)?
T B2N3Y? ’
(2.60)
b B2NY (8:)*B — B*Y8;BO;N + N*Y 9, B0, N — BN*Y (9,)’N + B*N(9,)*Y
0 — 3N3
BNZY (2.61)
—~BN3(0,)?Y + (B?No,B — B39;N)d,Y + (N30,B — BN?0,N)d,Y
B3N3Y ’
G¥, = GY%. (2.62)

Antes de regresar al tensor de Einstein (al dar las ecuaciones de Einstein), es necesario definir
las componentes el tensor de energia-momento. Para eso, se toma la siguiente 4-velocidad funda-
mental

1
H g _— frg v g —
[N(t’ 570:0, 0] v we = g N(t,7),0,0,0] (2.63)
A partir de esta definicién, se definen las componentes del tensor de proyeccion A’
0000
0100
B S 4ty =
ht, = o, + v, 00 1 0 (2.64)
0 001
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Las componentes de la velocidad relativa y el flujo de calor se definen a partir de funciones es-
calares V'(t,r) y Q(t,r)

oH = [0, m,o,o}, vy = [O,V(t, 7“),0,0}, (2.65)
¢ = [o, g((t’i’;)yo,o} Y = [0, Q(t,r),0, o] (2.66)

Adicionalmente, se define el tensor base para tensores espaciales, simétricos y sin traza en espacio-
tiempos Petrov tipo D ¢/,

0 0 0O
0 -2 0 0

B R Spbn, —

el = ht, — 3nt'n, 0 0 1 ol (2.67)
0 0 01

endonde n, = \/g,,0;, = |0, B(t,7),0, O] es el vector espacial normal a las 6rbitas de SO(3). Con

esta definicién, se pueden definir los tensores de shear y de esfuerzos anisotrépicos en términos
de funciones escalares X(t, r) y II(¢, ) respectivamente

oh, =Xeh, y nt, =1let,. (2.68)

Finalmente, se define el tensor energia-momento 7}’ para un fluido general

—p 9 0 0
—N9 _of1 4 0 0
Tl = puuy + ¢"w, + uy + pht, + 1eh, = | 7 B PR o o |0 @
0 0 0 II+p

endonde p = p(t,7) y p = p(t,r). A partir de las ecuaciones y (2.14) se obtiene la aceleracion

Up

. . A(t,r) o, N
i, = [0, A(t, 7‘),0,0}, it = [0, W,o,o}, con A== (2.70)
y la expansiéon H
1 YO0;B + 2Bo;Y
= -0 = 2.71
H 36 3BNY ( )
De igual forma, a partir de (2.15) se obtiene el tensor de “shear” o/,
0 0 0 0
0 2YoB_BoY 0 0 Y,B — BO,Y
0 0 0 _ Y8:B—BY
3BNY
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Con las componentes del tensor de energia momento definidas, es posible calcular las ecua-
ciones de Einstein (se calcularon usando c =1 = G)

0— 8mB3N*Y?p — B’N? — 2B°Y9,BO,Y — B*(0,Y)*

BIN2Y? 2.73)
—2N?Y9,B0,Y + BN?(0,Y)? + 2BN?Y (0,)*Y
B3N2Y?2 ’
0 167 B2N311Y? — 87 B2N3Y?2p — B2N3 4 2B%Y 9, NO,Y
o B2N?Y? - (2.74)
—B2N(0,Y)? - 2B?NY (0,)?Y +2N?Y9,NO,Y + N3(0,Y)?
B2N3Y?2 ’
0 _ 87B3N3IY 4 87B3N3Yp+ B2NY (8,)>B — B*Y 0,BO;N
B B3N3Y *
N2Y9,BO.N — BN?Y (0,)2N + B3N (8,)?Y — BN3(0,)*Y 2.75)
B3N3Y * '
(B2NoyB — B30;N)d,Y + (N30,.B — BN?0,N)0,Y
B3N3Y ’
0 2(4rBN2QY + BO.NO,Y — BN9;0,Y + NO;BO,Y) (2.76)
B3NY ’ ‘
2(4rBN2QY + BO.NO,Y — BN9;0,Y + N9, BO,Y)
0=— BN : (2.77)

Las ecuaciones de Einstein son presentadas de la forma 0 = G, — 87T"% con las ecuaciones (¢, ),
(r,r), (0,6) = (p,9), (r,t) y (t,r) dadas anteriormente en ese mismo orden. A partir de E9 =
C’acbdubud se calculan las componentes del tensor eléctrico de Weyl Eh,

 B3N? + BANY*(0)*B — B*Y?9,BON + N*Y?0,BO,N

E; = —2E) = —2E¢ =

3B3N3Y?
—BN?Y?(9;)°N + B*N(9,Y)* — B’NY (8,)*Y — BN*(9,Y)* 2.78)
3B3N3Y?2
BN3Y (0,)%Y — (B2NY9,B — B}Y9,N)9,Y — (N*Y0,B — BN?>Y0,N)0,Y
3B3N3Y?2 ’

porlo que E';, = Wel,. Al tratarse de un espacio-tiempo esféricamente simétrico, es posible definir
una masa invariante para cada cascarén esférico de radio Y (¢,7): la masa de Misner-Sharp [35],
dada por

Y

Y

2 2
(8;\3;) _ (ag;) + 1)‘

Luego, se encuentra una expresién mucho mds compacta y en terminos de la masa M del
escalar W. Para eso, se realizan distintos procedimientos. Primero, de la ecuacion (2.75), se despeja
(0,)2N y se sustituye en W. Luego, de las ecuaciones (2.74) y (2.73) se despeja (9;)?Y y (9,)?Y
respectivamente y se sustituyen en la expresién de W obtenida en el primer paso. Finalmente, de
la ecuacién (2.79) se despeja (9,Y)? y se sustituye en W obteniendo

(2.79)

4 M
W = —4nxll — 3P + v (2.80)
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Teniendo estas ecuaciones, se usan las ecuaciones (2.40) - (2.53) (con w = 0y H,, = 0) obte-
niendo las ecuaciones de evolucién

1 0,0 0,A A A0.B 2490,Y
—4 24 Q2 2 et r— o r 2.81
0=47(3p+p) +6 +3® + N i B2+ 3 2y (2.81)

24Q O QOB  9,Q  2Q0,Y

0=6IIZ+ (p+p)O + jp + N B 5 Sy (2.82)
4 6110,Y O,
0= —2AIT — 2Q% + gQ@ +A(p+p) — — - tWQ — 20,11+ 0,p, (2.83)
2 Az 9y  0,A AD.B AdY
_ . 2 4 A tf T N T _ r
0= —Arll— X% +329+332+ N +332 5 3B2Y+W’ (2.84)
4 24Q 3001 QOB 0,Q QO,Y
0= 3”<H@ B? N B3 B By )+ (2.85)

ow

— 47X (Il — p — p) + 3SW + OW.

Para la ecuacion (2.83) se tomo &TB = B(30 —2%) de (2.71) y (2.72) para eliminar un término con
0¢B. De las ecuaciones (2.40) - (2.53) se utiliza tinicamente la ecuacién (2.53) ya que se tienen otras
expresiones que sirven como constricciones.

s 1., 1, 1

0=X% —9@ —6(R)+3p. (2.86)
Para esta constriccién, es necesario calcular el escalar de Ricci ® R de las hiperfuperficies espa-
ciales ortogonales a u*. Para esto se puede realizar, escencialmente, de dos formas: utilizando las
relaciones de Gauss-Codazzi o calculando dicho escalar directamente con %, como métrica y su
derivada covariante asociada. Lo mas sencillo en SageMath, y lo que se realiza en este trabajo, es
la segunda opcién. Se definié una subvariedad con métrica h,,, y se calcul6 3R con su derivada

covariante (dada por (2.7))

2 +48TB(9TY 20,Y)2  4(6,)%Y

3
= — — . 2.87
R Y2 B3Y B?Y? B%Y (287)
Definiendo x =0, Y y K =1 — é—i, se obtiene que el escalar de Ricci es
. 0.(KY) 3R
3 T
R=2—7— = K=—. 2.88

en donde K es la curvatura espacial. Para completar las ecuaciones de evolucién, se requieren
ecuaciones para las componentes de la métrica Y, B y para x. La ecuaciéon de B ya se habia
obtenido anteriormente para eliminar ciertos términos en (2.83). La ecuacion para Y se obtiene,

como B, de (2.71) y (2.72)

oy 1
! (2.89)

La ecuacién de x se obtiene de tomar la ecuacién (¢,r) de Einstein (la ecuacién (2.77)) y ex-
pandirla

20,NOY | 20,0,Y _20,B0,Y

e 2.9
0=—87Q - — 5y NY BNY (2.90)
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se utiliza la definicién de A (de (2.70)), la definicién de x y se sustituyen &TY y &TB de sus respec-

tivas ecuaciones para obtener

28tx 1

1 X
—8wQ—2A(§@+E)+ NV —1—2(56—22)? =0, (2.91)
y finalmente, se multiplica por Y, se divide entre 2 y se despeja at—]\?(,
1 1
@WX :47TQY+A(§@+E)Y+ (§® —2X)x. (2.92)

En resumen, definiendo f = % para cualquier cantidad f(t,r), y usando (2.14), se obtiene el

sistema de ecuaciones que aparece en [36]

Y =Y(H+Y), (2.93)
B = B(H —2Y), (2.94)
1
X = 5rQY + A(H + X)Y + (H = 2%)x, (2.95)
: 1 A2 9. A  Ad.B  2Ax
_ 2 _ 2 - o A _ T
H=-H"-2% 6/{(,0 +3p) + 7l 352 [P 3B (2.96)
: 1 A% 9,A  A9,B Ay
_ 2 . - H . s T T .
N =2 2HN 4 SRl =W = 25 = g+ o+ o (2.97)
1. 1 1
W SRl = — 3(H+ )W — 5m(p +p)¥ — 5/<;(H - D)-
Q0B 00 Q. AQ ’ 299
683 6B2 6B2Y ' 3B2
. AQ Qx 0.Q  QoB
p=—3(p+pH — 255 — 61N — 2005 — =+~ (2.99)
. 611
Q=-3HQ — 0,p— A(p+p — 20T) + 29,11 + X (2.100)

Y 9y
en donde se regresa de G = 1 = c a unidades del Sl y x = 87G//c*. El sistema se complementa con
las constricciones

H? = é/ﬁp - K+ ¥ (2.101)

1 1 M
W = 761%[) — 5/{1—1 + ﬁ, (2.102)
0.N = AN, (2.103)

en donde a M se le sustituye la ecuaciéon (2.93) resultando en
_ Yy 2 X
M= [Y (H+TP - 25+ 1], (2.104)

que corresponde a la masa de Misner-Sharp.

40



Resolucidn del sistema y resultados

Para el estudio de multiples fluidos en donde uno o més estdn fuera del marco comévil es nece-
sario considerar la transformacién que sufre el tensor energia-momento en el marco no comévil.
Considerando la 4-velocidad @* de un observador moviendose relativo al observador movien-
dose con 4-velocidad u* y teniendo velocidad relativa v respecto a 4%, la transformacién entre
velocidades es

u* =~u4+0v*), y=(1- U2)(_1/2), (3.1)

en donde u%v, = 0y v> = g,v®’. Definiendo

° 7~Tab = [il(acilb%l - %ilabilCd]Tcd

en donde hyp = hgp + V2w uguy + 2uup) + Va V) , se obtiene

p=p+7°[*(p+p) — 2020" + T’ (3.2)
- 1
p=p+ 37 [V (p+p) — 200" + T, (3.3)
o =Vqa — YTapv” — ¥ [(p + ) — 2q00" + mpe0"v] Vg —
37,2 2\ b b,c (3.4)
Y[ (p +p) = (140 g’ + mpev*v ug,
Tab = Tab + 2720 Te(q[up) + )] — 20°72qratin) — 27 qaUp) —
1
37 [+ p) + a0 | hap+
1
§74 [21}4(p +p) — 4% qovt + (3 — v2)7rcdvcvd] UgUp~+ (3.5)
2
574 [20%(p 4+ p) — (1 + 3v%)qev® + 2meqvv® | ugyup)+
1
377 (3 = v*)(p+p) — 4gev” + 2meqvv] vave.
En cosmologia es usual utilizar multiples fluidos como fuente en las ecuaciones.
T =Tt = 3 [ phuul + pihg? + 247 ;) + mpt] (3.6)
I I
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en donde las cantidades con asterisco son las cantidades intrinsecas, medidas en el respectivo
sistema de referencia propio /. Para cada fluido se utiliza una transformacién idéntica a la trans-
formacion dada anteriormente. Es de utilidad contrar con las ecuaciones de conservacion en el
marco comoévil con u® en términos de la velocidad relativa de cada fluido respecto a este marco,
considerando que se tienen las ecuaciones de evolucién y constricciones en ese sistema, por lo que
las transformaciones para cada fluido es la inversa a la transformacién dada anteriormente

ut = yr(uf +97), 0f = = (vf + vju?). (37)
Y tomando p; = T}‘buaub, pr = %behab, qf = —TIabub —pru®y 77?” = dehghfl — prh® se obtienen
las ecuaciones para las cantidades dindmicas medidas en el marco u“
pr = pi + [Vivi(pF + p7) + 29147 vra + 71 vrvn) (3.8)
1
pr =i+ 3 [V7v7(e] +p1) + 20107 V1 + T V10V (3.9)

af = i + (pf +pPvi + [(v — 1)a* + vivi(pf + ppvi+

*b a *b a *ab _*ab a (310)
+YI1qr VT — Y1qp Vnpd T U — T U UcU ],
w = mit [y (o7 + p)vge) — 2um v + vt~
1 (3.11)
—gﬁc“lmcwdh“b — 2’yqucv§u(“vll)) + 2’yw§aq}kb>].

En el caso de fluidos perfectos barotrépicos (como materia bariénica, materia oscura (CDM), ra-
diacién) las transformaciones son

* 1 *
pr =71 +wrod)pl, pr= [wr + 2731 +wn)]pj,

3
* * b
g8 =21+ w)pind, 7 =21+ wr)pjul?,

(3.12)

en donde wy esta dado por la ecuacion de estado p} = wrpj.

3.1 Ecuaciones para bariones y CDM

El problema estudiado en esta tesis es el de un fluido de polvo de CDM en el marco comovil y
un fluido de polvo de bariones en un marco propio que se desplaza a velocidad v* respecto de la
materia oscura y dadas las ecuaciones de transformacién anteriores y la posibilidad de expresar
estas cantidades en términos de funciones escalares, se tiene lo siguiente

o= poprt + 226l P=py= 2Lt
DM bo b 3/ B2 b» (313)

Q=Q,=~"pV, =1l = —p.

Debido a la relacién entre Q y V' (definidos en (2.66) y (2.65)), se pueden expresar p y Il en términos

de

S

~ 39%p;B%
Ademas de las ecuaciones anteriores, una consecuencia de utilizar fluidos de polvo se revela

en la componente métricas N y su derivada radial por A = 0 y N = 1. Finalmente, para obtener

P (3.14)
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las ecuaciones finales a evolucionar se definen las siguientes variables adimensionales (utilizando
las cantidades H, y l,, el pardmetro de Hubble inicial y I, el tamafio caracteristico de la sobreden-
sidad)

Y T by w
= — = — S = — —
l*7 é- l*a H*v Hf’
H Kp Kp KQ k11
j’c = — = — —= —= ':P —= .
" Y7 3H2 52 2T 3m2 3H2 (3.15)
M K A 1
M = &Y, K=~ A= ya=—".
mp X 0% a2 T 3E2 Y T

Se define entonces una nueva derivada temporal adimensionalizada con H, dada por ¥ = ¥/H,
para cualquier cantidad ¥. Agregando la constante cosmolégica A a las ecuaciones (2.93) - (2.100)
y sus constricciones (2.101) - (2.104) se tienen las ecuaciones de evolucién adimensionales dadas

por

o

Y =Y(3+89), (3.16)
B = B(H —28), (3.17)

.3
¥ =—QY+ (H —28)x, (3.18)

200

o 1

H = =3 =28 — - (peow + , +3p) + A, (3.19)
§ =82 —2HS + ng —W, (3.20)
;&CDM = —3(MCDM + P)j{, (3-21)

Qx  «adQ aQ0:B

i = =3y + P)H — 678 — 2055 — —5 + —3—, (3.22)
o P
0 = —3HQ — adep + 200:P + 60‘%’(, (3.23)
y las constricciones adimensionales
H% = picom + pp + A — K + 82, (3.24)
1 3 M
W= =5 (peom + po +A) = 5P+ 73, (3.25)
2 2 Y
con la masa adimensional
_ e 2 X’
M—2[H (H+8+a(1- } (3.26)

Para la integracion del sistema se escribié un codigo en python para resolverlo numéricamente
utilizando el método de lineas descrito en el apéndice.

3.2 Caso LTB: CDM y Bariones Comoviles.

El primer caso a estudiar es una configuracién esférica de un void compuesto por CDM y bariones
de polvo con un fondo ACDM plano. Las condiciones iniciales (a un z = 100 se obtienen en

15Se escoge este z ya que numéricamente se requiere que las constricciones se estabilizen con el paso del tiempo.
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parte a partir de las condiciones de fondo al dia de hoy (z = 0) a través de la ecuacién (1.27). Las
condiciones de fondo para z = 0 son
km

Hy=67.40——, Q =0.2642, Qpp = 0.0493,
0 sMpc CcpMO b0 (3‘ 27)

Qo =0y Qro=1—Qcpmo — Qo-
Las densidades fraccionales €2 se calculan utilizando las siguientes ecuaciones

_ QoH{

O = Qi Qcomo _ Qi o

Qeovi = — y Qi

— 2

en donde Qi = 1 — Qp; v Qo = Qo + Qepao. Obteniendo los valores de fondo iniciales para
z =100

km
H; = 38305.50———, Qcpys = 0.8427, Qp; = 0.1573
i SMpC’ CDM1 ) bi ) (329)

y Qp; = 2.1254 x 107°.
El tamafo caracteristico de la inhomogeneidad /. se toma tal que a@ = 1, esto resulta en un

tamafio fisico inicial de la inhomogeneidad de Y ~ 0.6 M pc. Para las condiciones iniciales del void
se toman perfiles iniciales de densidad y curvatura gaussianos dados por

o2
teovi = depmi (1 — 0.0167(0.03) ) ’
r )2 N2 (3.30)
Hbi = Qbi <1 — 0016_(m) ) y K,L = 0,057’26_(m) ,

en donde se utiliza el perfil de K; para calcular R a partir de la ecuacién (2.88) y finalmente
obtener un perfil de X. La malla radial (ver apéndice para el método de lineas) se toma desde
& = O hasta &, = 0.2 (que corresponde a un radio fisico de Y ~ 1.6Mpc). Imagenes de los perfiles

se ven en las figuras[3.1]a

Fioow 01572 4~ Pu
0.842 -
0.1570 1
0.840 4 0.1568
0.1566 1
(=% =%
0.838 1 0.1564 4
0.1562 1
0.836 - 0.1560 1
0.1558
0.834 - T T T T T T T T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 12 14 1§ 0o 02z 04 08 08 10 12 14 16
r {(Mpc) riMpc)
Figura 3.1: Perfil inicial de densidad de CDM. Figura 3.2: Perfil inicial de densidad de bariones.

A partir de los perfiles iniciales de densidad y curvatura se definieron las condiciones iniciales
de cada uno de las variables del sistema'®| Inicialmente se define Y; = ¢ por lo que x; = 1 en

1°En estas gréficas se utiliza r como radio en vez de Y ya que inicialmente Y; = { y por tanto Y = r.
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0.00 4

—0.01 4

—0.02 4

-0.03 1

—0.05 1

T T
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r{Mpc)

Figura 3.3: Perfil inicial de curvatura.

todos los puntos de la malla. El perfil inicial de expansién 3{; se obtiene a partir de la constriccién
hamiltoniana e inicialmente se considera 8; = 0 y con esto se cubren todas las condiciones iniciales.
Las condiciones de frontera vienen codificadas en el sistema de ecuaciones considerando al punto
inicial de la malla §, = 0 como FLRW y el punto final de la malla &, = 0.2 se deja libre para
evitar oscilaciones que reboten y se discipen en el fondo. Al integrar se obtuvo la evolucié
de ¢ y velocidad de expansion Y(H(€) — H(0.2)) mostradas en las figuras[3.4]y La figura
muestra como evoluciona la expansion, se tiene una parte positiva que representa expansién y
parte negativa que representa colapso correspondiendo a las partes del void (parte negativa) y de
la sobredensidad (parte positiva) de la figura

0.0008

0.0004

0.0002

Y(Hy — Ha)

0.0000

—0.0002

¥ (Mpc)

¥ (Mpc)

Figura 3.4: Evolucién del contraste de densidad 4 de Figura 3.5: Evolucion de Y(H(€) — 3((0.2)).
CDM.

En estas ultimas figuras se observa la evoluciéon temporal de los contrastes de densidad y,
aunque inicialmente sélo se tiene una inhomogeneidad de void (se observa en los perfiles ini-
ciales), se forma una sobredensidad debido al perfil de curvatura extrinseca X inicial. Se alcanza
a observar que la evoluciéon de la CDM vy los bariones es idéntica, lo cudl era de esperarse al
ser comoviles. Asi mismo, se alcanza a observar el crecimiento de ambas inhomogeneidades
desde Y ~ 0.6Mpc (para el void inicial) hasta alcanzar un valor total (void + sobredensidad) de
Y ~ 60Mpc. Finalmente, se observa claramente que las inhomogeneidades aumentan su ampli-
tud considerablemente a lo largo de la evolucién llegando a valores de 6 ~ —0.8 en el minimo
y 0 ~ 0.2 en el maximo (nétese tambien que el void se achata con el paso del tiempo). Las am-

7Se obtiene la evolucion para todas las variables pero las relevantes son las mencionadas aqui.
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plitudes observadas del contraste de densidad dan una pista de la necesidad de ir mas alla de la
descripcion perturbativa ya que son cercanas a || = 1.

Para calcular la funcion de crecimiento @, primero, se considera al void como la seccién del
perfil (negativa) de 6 que va desde el origen (Y = 0) hasta el punto de cruce con el cero, es decir
cuando 0 = 0y la sobredensidad emergente desde dicho cruce a cero hasta el punto en donde se
hace cero nuevamente. Con el void y la sobredensidad definidas, se toma el promedio radial de
cada una de las configuraciones y se define a los promedios como D = 6,,/Jy ya sea para CDM o
bariones. Se utiliza a la funcién métrica B evaluada en el fondo como el factor de escala a ya que
ese es su valor de convergencia al fondo FLRW plano. Se obtienen las figuras3.6]y

200
—— Funcion de crecimiento SD numerica

175 4 Funcion de crecimients fi) = Q%11
| 200
150 —— Funcion de crecimiento V numerica
175 4 175 4 Funcion de crecimiento fi() « Q%1
« 100 — 13501
075 1251
0,50 w 1004
D25 1 0751
. f
050 4
DUG T T T T T T T T
0.0 25 5.0 75 10.0 12.5 5.0 175 200 0.25
redshift {z) <
DUG T T T T T T T T
Figura 3.6: Funcién de crecimiento f para la sobredensidad 0o 25 50 75 10 RS 1D TS N0

Z .t . . z
emergente. Notese la aparicion de ciertos picos en la fun-

cién numérica que tienen un origen numeérico al realizar la
derivada logaritmica como se explica en la discusién de re-
sultados. Este fendmeno se observa y tiene el mismo origen
en figuras posteriores.

Figura 3.7: Funcién de crecimiento f para el void.

En ambas figuras se compara con la funcién f; dada por la ecuacion (1.67). Se observa claramente
en ambos casos (ya sea la sobredensidad o el void) la evolucién de f; para bariones y CDM es idén-
tica. En el caso de la sobredensidad se observa ademas un mejor ajuste con (1.67), especialmente
llegando a valores de z mas bajos mientras que en el caso del void, en los z bajos se despega mas.
Mientras que en z = 0 el crecimiento numérico de la sobredensidad tiene un valor muy cercano al
predicho por (1.67), de ~ 0.50, el crecimiento numérico del void tiene un valor de ~ 0.25.

En las figuras 3.8y 3.9] se graficé la diferencia porcentual entre la f calculada numéricamente
y la de @ para ilustrar que tanto difieren. En el caso de la configuracién de void, la menor
diferencia porcentual ocurre en z = 20, comenzando muy cercana a cero y va subiendo lentamente
hasta que alrededor de z = 5 comienza a subir més abruptamente, terminando en un valor mayor
a 40%. En el caso de la sobredensidad emergente, la diferencia porcentual entre las funciones de
crecimiento de perturbaciones lineales y numérica nunca llega a 10% y sus valores mas bajos se
encuentran aproximadamente entre z = 12.5y z = 2.5.

Finalmente, la figura [3.10 se muestra la constriccién hamiltoniana dada en la ecuacion (3.24)
para distintos z comenzando por z = 20. Esto proporciona una medida de cémo los datos sat-
isfacen dicha constriccién por cada paso de integracion. Se observa en la grafica que en general
estdn practicamente en cero, lo que significa que la constriccién hamiltoniana se cumple dentro
de un rango suficientemente pequefio. La excepcién siendo en la region < 0.4Mpc en donde se
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Figura 3.8: Diferencia porcentual entre f numéria y f(€Q)Figura 3.9: Diferencia porcentual entre f numéria y f(12)
para la sobredensidad emergente. para el void.
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z=11
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Figura 3.10: Constriccién hamiltoniana para distintos
z.

desvia del 0 con mayor magnitud pero no de forma significativa y sdlo para tiempos tempranos
(de z = 20).

3.3 CDM y Bariones con velocidad relativa entre ellos.

El segundo caso estudiado consiste en introducir un perfil de velocidad relativa entre ambas com-
ponentes de polvo y asi tener una componente no comovil. Se utilizaron las mismas condiciones
iniciales que en el caso LTB mads el siguiente perfil de velocidad

r—0.01 )2

V; = Vur?e (Gozs (3.31)

Ademas del perfil de velocidad, otro cambio de las condiciones iniciales es tomar un perfil de
densidad de bariones homogéneo 1y, = 72 (la homogeneidad es en su sistema de referencia,
en el sistema de referencia de la CDM el perfil de bariones no se ve del todo homogéneo debido a
la 2; las desviaciones son del orden de 10~%) , esto para evidenciar claramente el hecho de que la
velocidad relativa tiene un efecto sobre la evoluciéon de la densidad de bariones inicialmente ho-
mogénea llevandola a ser inhomogénea. Se presentan 3 distintos casos: cuando V. = 0.5, V. =1y
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Ve = 2.5 correspondientes a V4, = 71.1821km/s, Vipee = 142.3608km /sy Vipae = 355.9097km/s
respectivamente derivadas de consideraciones de velocidad relativa del orden de la velocidad pe-
culiar observada en galaxias respecto de la expansién homogénea [39]; esto genera perfiles como
el mostrado en la figura[3.11,

0.00020 -

0.00015 4

0.00010 -

0.00005 4

0.00000

T
0.0 0.2 04 0.6 0.3 14 12 14 1la
r (Mpc)

Figura 3.11: Perfil inicial de velocidad relativa con V.. = 0.5,
correspondiente a Vinae = 71.1821km/s.

Los resultados para todas las cantidades se muestran en el sistema propio de CDM. La evolu-
ciéon temporal de cada contraste de densidad es similar a la obtenida en el caso LTB. Pero al com-
parar los perfiles finales se observan diferencias entre los bariones y CDM. Los perfiles finales
dados en las figuras figuras[3.12 - [3.14 muestran como la velocidad relativa entre las componentes
de materia ejerce una influencia significativa en la evolucion.

024

Seom final
&y final

Geow final
G, final

0.0 A

-0.4

0 10 20 n 40 50 &0 70
¥ (Mpc) ¥ (Mpc)
Figura 3.12: Perfiles finales de § de bariones (amarillo) Figura 3.13: Perfiles finales de § de bariones (amarillo)
y CDM (azul) para V. = 0.5. y CDM (azul) para V. = 1.

En la figura [3.12 se muestra una evolucion muy similar entre la materia oscura y los bariones
(los perfiles estin muy pegados entre ellos) debido a que la velocidad es muy baja. Conforme se
considera una velocidad relativa més alta, se observa en la figura[3.13 que los perfiles ya se despe-
gan notoriamente en la regién entre Y ~ 10Mpcy Y ~ 50Mpc y finalmente para la velocidad mas
alta considerada en la figura [3.14 se despegan atin mas notoriamente. Adicionalmente, conforme
crece la velocidad relativa se observa un aplanamiento de la seccién de void asi como un ligero
incremento en la amplitud y en la seccién de la sobredensidad emergente se nota un aumento de
la amplitud considerable (de § ~ 0.2) y un estrechamiento del pico.
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Figura 3.14: Perfiles finales de § de bariones (amarillo)
y CDM (azul) para V. = 2.5.

Igualmente que en el caso LTB, se obtuvo la funcién de crecimiento para las configuraciones
de void y sobredensidad con sus respectivas diferencias porcentuales para cada velocidad. Dichas
gréficas se encuentran en las figuras(3.15 -|3.26.

200 200
— Funcion de crecimiento 50 {COM) numerica — Funcion de crecimiento V (COM) numerica
175 A = Funcion de crecimiento SD (bariones) numerica 175 4 = Funcion de crecimiento V (bariones) numerica
Funcion de crecimients SD f{0) « Q%1 Funcion de crecimiento V fiQl) « Q%1
150 4 150 A
125 A 125
w 100 4 w—

0.75 4

0.00 - T T T T

T T T 0.00 -7 T T T T T T T
00 25 50 75 o0 125 150 175 200 00 25 50 75 o0 125 150 175 200

z z
Figura 3.15: Funcién de crecimiento f para para la Figura 3.16: Funcién de crecimiento f para el void en
sobredensidad en el caso de V. = 0.5. el casode V. = 0.5.

De igual forma que en los perfiles de §, la introducciéon de un perfil de velocidad relativa
causa la separacion del comportamiento entre los bariones y la materia oscura. En el caso de una
velocidad relativa baja (en este caso con V., = 0.5 0 V4, = 71.1821km/s), la separacion en el
comportamiento no es tan pronunciada (como era de esperarse) en comparacion con velocidades
més altas. En el caso de la sobredensidad (figura [3.15) la funcién de crecimiento numérica de la
materia oscura evoluciona por encima de (1.67) mientras que los bariones evolucionan por debajo
ambas acercandose a la funcién lineal conforme = se acerca a cero.

En contraste, la funcion de crecimiento del void tanto de bariones como de CDM, evoluciona
por debajo de la funcién dada por perturbaciones lineales y, contrario a la sobredensidad, en
z = 20 empiezan mads cerca y se van alejando cada vez mds con z = 0 el punto més lejando. Los
bariones evolucionan por debajo de la materia oscura a todo tiempo pero se acercan en redshifts
bajos (z < 2.5). Lo descrito anteriormente se ve claramente en las figuras[3.17 y[3.18. En el caso de
la sobredensidad, ni la materia oscura ni los bariones difieren de (1.67) en més de 20% y se nota un
maximo (de 18.41%) en z = 14.28 para la f; de los bariones (informacién contenida en la tabla.
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Figura 3.17: Diferencia porcentual entre f numéria y Figura 3.18: Diferencia porcentual entre f numéria y
f(€2) para la sobredensidad en el caso de V.. = 0.5. f(€2) para el void en el caso de V. = 0.5.

La diferencia porcentual entre funciones de crecimiento del void crecen, con la de bariones siendo
siempre mayor a la de CDM y pegdndose conforme z decae y superando (ambas) una diferencia
porcentual de 40%.
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Figura 3.19: Funcién de crecimiento f para la sobre- Figura 3.20: Funcién de crecimiento f para el void en
densidad en el caso de V. = 1. elcasode V. = 1.

Cuando se considera una velocidad relativa media (V. = 1 0 Vj;0, = 142.3608km/s), la sepa-
racién en el comportamiento entre bariones y CDM es més pronunciada a comparacién del caso
de la velocidad baja. Para la sobredensidad (figura @, la funcién de crecimiento numérica de la
materia oscura también evoluciona por encima de (1.67), mientras que los bariones evolucionan
por debajo ambas acercandose a la funcién lineal conforme z se acerca a cero. Sin embargo, a
diferencia del caso anterior, existe una diferencia mayor observable entre estas funciones numéri-
cas y la funci6n analitica (1.67). En el caso del void la materia oscura evoluciona por encima de la
funcién de crecimiento dada por perturbaciones lineales en z > 15.

La diferencia porcentual de este caso se grafica en las figuras [3.21 y [3.22. Ahora los bariones
difieren de @ en mds de 20% entre z = 5y z = 20, nuevamente se nota un maximo (de
26.12%) en z = 12.62. En el caso del void la diferencia porcentual de los bariones crece siempre por
encima de un valor de 20% y siendo siempre mayor a la de CDM, pegandose conforme z decae y
superando (ambas) una diferencia porcentual de 40% e incluso, llegando a ~ 50%.

El dltimo caso estudiado es con una velocidad alta (V. = 2.5 0 Vi = 355.9097km/s) y es
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Figura 3.21: Diferencia porcentual entre f numéria y
f(€2) para la sobredensidad en el caso de V. = 1.
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Figura 3.23: Funcién de crecimiento f para la sobre-
densidad en el caso de V. = 2.5.
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Figura 3.22: Diferencia porcentual entre f numéria y
f(€2) para el void en el caso de V. = 1.
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Figura 3.24: Funcién de crecimiento f para el void en
elcasode V. = 1.

donde se nota el cambio mds pronunciado al caso de velocidad relativa 0. Se siguen las mismas
caracteristicas de evolucion en la f; que la descrita en los casos anteriores pero con un efecto mas
pronunciado. En el caso del void, la materia oscura en z 2 8 tiene su evolucién por encima de
(1.67) mientras que para z < 8 evoluciona por debajo, como en los casos anteriores.
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Figura 3.25: Diferencia porcentual entre f numéria y
f(€2) para la sobredensidad en el caso de V. = 2.5.
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Figura 3.26: Diferencia porcentual entre f numéria y
f(€2) para el void en el caso de V. = 2.5.

51



La diferencia porcentual en las figuras[3.25 y[3.26 ahora es notoriamente mayor en ambos casos,
con la de bariones acercindose a una diferencia de 40%. En el caso del void la diferencia porcentual
de los bariones sobrepasa el 40% en z ~ 15 e incluso, en z = 0 llega a sobrepasar una diferencia
de 60%, la evolucién entre bariones y CDM ya no se pega tanto en redshifts bajos, teniendo una
separaciéon de ~ 5% en z = 0.

Ve | Vinax [km/s] | Dif. porcentual a z = 10.11 [%] | Dif. porcentual méx. [%] | z de méxima
0.5 71.1821 17.12 18.41 14.28
1 142.3608 24.89 26.12 12.62
2.5 355.9097 34.88 35.59 11.07
Tabla 3.1: Diferencias porcentuales y los z a los que se encuentran para cada caso de velocidad relativa
considerado.
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Figura 3.27: Constriccién hamiltoniana para distintos Figura 3.28: Constriccién hamiltoniana para distintos
zenel casode V. = 0.5. zenelcasode V. = 1.
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Figura 3.29: Constriccién hamiltoniana para distintos
zenel casode V. = 2.5.

De igual forma que para el caso LTB, se presenta en las figuras|3.27 -|3.29 la constriccién hamil-
toniana de la ecuacion (3.24) para cada uno de los perfiles de velocidad relativa utilizados. Dichas
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figuras presentan un comportamiento analogo a la figura [3.10 para el caso LTB. La constriccién
hamiltoniana se cumple a una presicién mayor a 1 parte en 10°; en particular, esto sucede en los
redshifts bajos en donde ocurren las oscilaciones en las graficas de la funcién de crecimiento y de
la misma forma, que en el caso LTB, no representan una desviaciéon de la solucion fisica.
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Discusion y conclusiones

4.1 Recapitulacién

A lo largo de este trabajo se ha examinado la formacién de estructuras con un perfil de densidad
correspondiente a un void. Se comenzo por dar un breve repaso de las bases necesarias para di-
cho estudio: la relatividad general y la cosmologia estandar. Se describieron también dos formas
distintas para el estudio de formacién de estructuras. Primero, la teoria de perturbaciones lin-
eales, trata pequefas desviaciones de un fondo cosmolégico homogéneo e isotrépico dado por una
métrica FLRW dando ecuaciones lineales para la evolucién de inhomogeneidades y anisotropias
(en especifico, para el contraste de densidad ) y finalmente, escogiendo una norma adecuada, es
posible estudiar el crecimiento de dicho contraste de densidad con la funcién lineal de crecimiento
definida por la ecuacion (1.64).

El segundo modelo de descripciéon de la formacion de estructura descrito fue el del colapso
esférico, en donde se describe la evolucién de una inhomogeneidad (ya sea de sobre- o infraden-
sidad) esféricamente simétrica. El colapso esférico representa un primer acercamiento a una de-
scripcion no lineal de la formacién de estructuras, dada por los contrastes de densidad de las
ecuaciones (1.73) y (1.79).

Se introdujo un tercer método para estudiar formacién de estructura y el método a utilizar
en este trabajo: modelos cosmolégicos inhomogéneos. Se describen brevemente las soluciones de
LTB y Szekeres.

Para el desarrollo del estudio de inhomogeneidades con fluidos no comoviles, se realizé un
estudio detallado del formalismo 1+-3 de las ecuaciones de Einstein en el cuél se hace una foliacién
del espacio-tiempo con una familia de observadores dada (un campo de 4-velocidad u®) que a su
vez define hipersuperficies 3D espaciales ortogonales a los observadores. En este formalismo,
las ecuaciones - (2.40) a (2.53) - se escriben en términos de las cantidades cinematicas asociadas
a la 4-velocidad, las variables de la fuente y las partes eléctrica y magnética del tensor de Weyl
(4*, Wa; ©, Oaby Py Py Tab, Eaby Hab)-

El objetivo del presente estudio es comparar los ritmos de crecimiento de estructura dictados
por los distintos métodos descritos anteriormente. En especifico se estudiaron los casos de una
sola componente de materia (tipo polvo) y el caso de dos componentes no-comoviles.

Después de este estudio, se tom¢ la métrica inhémogenea dada por (2.54) y se obtuvieron las
ecuaciones del formalismo 1 + 3 para un fluido general e irrotacional dadas por las ecuaciones
(2.93) - (2.104). Luego, se consideraron las transformaciones de velocidad entre componentes de
multiples fluidos y se adaptan especificamente para dos fluidos de polvo. Estas dos componentes
de polvo representan la materia oscura y los bariones y se toma a la 4-velocidad fundamental, es
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decir, el marco comovil como el de la materia oscura y se obtuvieron las ecuaciones necesarias
para el estudio realizado. Estas ecuaciones se adimensionalizaron y se obtuvieron las ecuaciones
(3.16) - (3.26) que se resolvieron numéricamente.

La resolucién numérica se realizé al definir las condiciones a z = 100 para un fondo ACDM
plano y se consideraron el caso en el que la velocidad relativa entre bariones y CDM es cero (caso
LTB en donde ambas componentes se comportan como una sola) y el caso con velocidad relativa
distinta de cero. Para el caso LTB se definieron perfiles inhomogéneos gaussianos de densidad
de bariones y CDM y un perfil de curvatura y a partir de las constricciones se obtuvieron todas
las variables iniciales necesarias. En el caso con velocidad relativa distinta de cero, se agregé un
perfil de densidad gaussiano de velocidad relativa, se cambi6 el perfil inhomogéneo de bariones
por un perfil homogéneo y se consideraron 3 distintas velocidades maximas del perfil inicial de
velocidades; fuera de eso, las condiciones de fondo e iniciales fueron las mismas que en el caso
LTB.

Para el caso LTB se obtienen las figuras 3.4y 3.5/ que muestran la evolucién de los contrastes
de densidad de cada componente y la expansion. Ademas, se obtuvieron las figuras 3.6]- 3.9 que
muestran la funcién de crecimiento numérica comparada con la prescripcion perturbativa en un
modelo ACDM dada por la ecuacion (1.67) y las diferencias porcentuales que se tienen entre las
funciones de crecimiento para un rango de z € [0,20]. Para el caso de la velocidad relativa, se
obtienen las figuras [3.12 - [3.14 que muestran los perfiles finales de § para ambas componentes de
materia y como la velocidad relativa afecta la evolucién y por tanto el estado final. De igual forma,
se obtuvieron las comparaciones de las funciones de crecimiento y sus diferencias porcentuales en
el mismo rango de z dadas en las figuras [3.15 - [3.26. Finalmente, se describié para ambos casos
(LTB y velocidad relativa) la funcién de crecimiento numérica (tanto de bariones como de CDM,
que en el caso LTB evolucionan idéntico) y su diferencia porcentual con respecto a la dada por
(1.67). Se describi6 ademds como la velocidad relativa provoc6 una desviacion entre el compor-
tamiento de bariones y CDM, asi como el de ambas componentes con el de la ecuacion (1.67) y el
cumplimiento de la constriccién hamiltoniana de las soluciones a varios tiempos en mayor a una
parte en 10° lo que verifica la validez de los resultados numéricos y las interpretaciones fisicas de
ellos.

4.2 Discusion de Resultados

En el capitulo anterior se presentaron los resultados de la resolucién numérica de las ecuaciones
para polvo LTB y polvo no comovil en un fondo ACDM. Incluso en la situaciéon LTB (figuras
- se notan diferencias entre las prescripciones perturbativa y numérica de los ritmos de crec-
imiento, especialmente para la configuracién de void. Si bien se ha probado en trabajos anteriores
la equivalencia del comportamiento perturbativo con la evolucién de inhomogeneidades en LTB
(a orden lineal) [40], la diferencia observada es atribuible al régimen cuasilineal que alcanzan las
inhomogeneidades a tiempos recientes (ver por ejemplo, los valores que alcanza el contraste de
densidad en la figura [3.4). Esta interpretacion se confirma por la amplitud del contraste en la
sobredensidad, donde la diferencia con el ritmo de crecimiento perturbativo no es tan acentuada
como en el caso del void (Figs. [3.6]y B.7|respectivamente).

Con la introduccién de velocidades relativas se observa nuevamente una diferencia en los rit-
mos de crecimiento respecto del caso perturbativo, pero el efecto recibe otra interpretacion. La
existencia de velocidades relativas genera, en el marco de referencia de la materia oscura, una
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componente de bariones con presiéon y flujo de calor. La presencia de esta componente escapa de
las consideraciones del caso perturbativo y sus efectos son mds patentes conforme la velocidad
relativa maxima aumenta (figuras [3.15 - [3.26). Los resultados de este caso se encuentran resumi-
dos en la tabla donde se consideran los tres pardmetros de amplitud de la velocidad relativa
que modifican la velocidad méxima y el ritmo de crecimiento de los bariones en la configuracién
de sobredensidad emergente. Estos presentan un méximo de diferencia porcentual con respecto a
la prescripcion perturbativa. El redshift al que esta diferencia ocurre disminuye conforme la veloci-
dad méxima aumenta, lo cual también es de esperarse dado que mientras mayor sea la velocidad
relativa entre las componentes, mds tiempo se requiere para relajar el sistema y recuperar una
configuracién asintética de velocidad relativa cero. Finalmente, a un redshift de z = 10.11 se en-
cuentra una diferencia porcentual, cercana a la maxima en los tres casos, que igualmente aumenta
conforme la velocidad relativa maxima aumenta.

Vale la pena mencionar que los ejemplos mostrados en esta tesis se derivan de consieraciones
de velocidad relativa del orden de la velocidad peculiar observada en galaxias respecto de la ex-
pansién homogénea [39]. Si bien estos valores pueden ser exagerados, ilustran el punto de la
posible desviacion del ritmo de crecimiento debido a fluidos no-comoviles y el corrimiento al rojo
al cual serfan detectables. Ademds, considerando el cumplimiento adecuado de la constriccion
hamiltoniana en las figuras|3.10 y [3.273.29, cualquier pico repentino, desviacién u oscilacion que
se encuentre con respecto a la tendencia en las funciones de crecimiento y sus diferencias por-
centuales son debido a efectos numéricos.

En surveys de galaxias actuales y futuros se busca caracterizar el ritmo de crecimiento de
materia a través de la observable de distorsiones del espacio de redshift (RSD por Redshift Space
Distortions) [41]]. La distancia radial comovil para objetos en el espacio es determinada por su red-
shift observado z.s. Esta zup5 s afectada por el flujo de Hubble y las velocidades peculiares. Esto
afecta el espectro de potencias P, (k) medido en el espacio de redshift, donde la velocidad peculiar
provoca anisotropias; a esto es a lo que se le conoce como RSD. Estas anisotropias se pueden car-
acterizar por la escala en la que suceden: a grandes escalas los objetos tienden a caer en regiones
de alta densidad “achatando” el campo de densidad por lo que la amplitud de aglomeracién crece
a lo largo de la linea de vision (efecto Kaiser [41]); a escalas pequenas los objetos se virializan y
tienen movimiento aleatorio, el campo de densidad se “estira” y la amplitud de aglomeracién a
lo largo de la linea de vision disminuye (efecto Finger-of-God [42]). Se espera que el efecto de RSD
sea posible medirlo en surveys con SKA2 en un rango de presicion de 0.5% para un intervalo de
redshift de 0.4 < z < 1.3 [43]] y a escalas de 10 — 200h ! M pc [44].

La diferencia porcentual maxima entre prescripciones numérica y perturbativa en el caso de
el polvo de bariones podria presentarse en la época de reionizacién de hidrégeno (a z ~ 10).
Después de la dltima dispersiéon hubo una época oscura en la que el hidrégeno del universo era
neutro. Con la formacién de estrellas (a z = 10 — 20), la radiacién producida por estas reionizé el
hidrégeno (H;y), el cudl se espera que haya emitido en la linea de 21cm [45].

4.3 Perspectivas a futuro

Para concluir se presentan ciertos estudios futuros posibles a realizar con fluidos no comoviles.
Un primer trabajo siguiente consistiria en analizar el mismo fenémeno estudiado para perfiles de
sobredensidad. Igualmente, se podrian buscar otro tipo de condiciones iniciales y considerar el
uso de diferentes integradores.
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Respecto a las consideraciones fisicas, se puede complementar el cédigo con el trazo de rayos
de luz para caracterizar mejor el fendmeno. Ademds, se podria considerar posibles modifica-
ciones en los criterios de virializacion por el efecto estudiado. Posteriormente, se podria tomar
una métrica mds complicada, por ejemplo, la métrica de Szekeres y adaptar las ecuaciones y el
c6digo a dicha geometria.

58



Apéndice

A.1 Condiciones para evitar shell crossings

Se toma la forma de la métrica LTB con su funcién de densidad dados po

o F
R20, R’

2 1.2 (OrR)* 5 20102 1 win 029, 2 _
ds® = —dt* + 1+fdr + R*(d6* 4 sin0°dy?), 8mp =

Un extremal regular en R a lo largo de rebanadas de tiempo constante ocurre, sin causar shell
crossing siempre y cuando p no diverja, cuando

(A.1)

0,F =0, 0itg=0y 0.f=0. (A.2)

Para el caso eliptico f < 0 las condiciones de no shell crossing son

—nF (F' 3f
> < > = - = .
aTFfoa arthO y aTth (—f)3/2<F 2f>7 (AS)
para 0, R > 0y las condiciones conversas se cumplen para 9, R < 0.
Para los casos hiperbdlico (f > 0) y parabélico (f = 0) las condiciones son

OF >0, Otp <0y d.f >0,

el converso de estas condiciones se cumple para 9, R < 0.

A.2 Relaciones de Gauss-Codazzi

Los tensores de curvatura de las hipersuperficies espaciales con métrica h,;, ortogonales a la 4-
velocidad u® se pueden calcular con la derivada covariante proyectada dada en la ecuacion (2.7)
de la misma manera que para la variedad completa con la derivada covariante. Entonces, para
una 1-forma w, en la hipersuperficie ortogonal, el tensor de Riemann 3-dimensional se calcula de

GRdwq = (VoVi — VVa)we. (A.4)

En este trabajo se calcularon las componentes del tensor de Riemann definiendo una subva-
riedad en SageManiflods con métrica hg, y aplicando la ecuacién anterior. Una forma alternativa

8En consistencia con la notacién de [46].
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es a través de los tensores de curvatura de la variedad 4-dimensional completa: las relaciones de
Gauss-Codazzi. La primer relacién de Gauss-Codazzi se calcula a partir de la ecuacion (A.4) y
la definicién de la curvatura extrinseca de las hipersuperficies espaciales a partir del vector u®
ortogonal a ellas

abc

he W WS R, = O Ry + KooK — KK, con Ko = h,°Veup,. (A.5)
La segunda relacién de Gauss-Codazzi se obtiene a partir de considerar R,,u®h

Rapuhl =V,K*-V.K, con K = K2 (A.6)

A.3 El método de lineas

El método de lineas o de diferencias finitas consiste en tomar una derivada y discretizarla a lo largo
de una malla creada con la variable de derivacion utilizando su expansién en serie de Taylor. Una
explicacién a detalle y su implementacién en Python se puede encontrar en [47]. El método sirve
para transformar un sistema de ecuaciones diferenciales parciales en un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

Para explicar el método se considera el siguiente sistema de ecuaciones

z(r,t) = Opz(t,r) + fi(t,r), 2(r,t) = Opx(t,r) + falt,r). (A7)

Se toma la dimension r y se divide formando una malla de n puntos al definir r; = 9 4 jh con
h = (rg—ro)/n, j =0,...,n, rs define el punto final de la malla y ry el punto inicial. A partir
de calcular la serie de Taylor de 0, z(t,r) y 0,x(t,r), evaluarlas en el j-ésimo punto y escribirlas
en términos de el j-ésimo y (j + 1)-ésimo puntos o el j-ésimo y (j — 1)-ésimo puntos. Se calcula
Unicamente para 0,z(t,7), es idéntico para 0,z(t, ).

zj(t) — xj1(t)

h 23 =210 | o2y, (A8)

Oraj(t) = h

+O(h?), Opx;(t) =

en donde Zj (t) = ."L‘(t, T‘j) Tj+1 = ."L‘(t, Tjil)-

Las condiciones de frontera dependeran del problema a estudiar, en este caso (el estudiado en
este trabajo) se anularon las derivadas radiales en el origen (0,zo(t) = 0y 0,20(t) = 0) se dejaron
libres en r,, por lo que las ecuaciones a lo largo de la malla, se ven de la siguiente forma

e 7=0

j?o(t) = f1 (t,?‘o), 2':0(15) = fg(t,T()). (A9)

ii(t) = ’W F i), () = W + folt, ). (A.10)

Teniendo este sistema de ecuaciones y las condiciones iniciales adecuadas, es posible resolverlo
como un sistema de ecuaciones ordinarias para cada punto de la malla.
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A4 Cédigo para la resolucién de las ecuaciones

Se incluye la implementacién del método descrito en el apéndice anterior para el caso especifico
de las ecuaciones (3.16)-(3.26). El c6digo completo se puede encontrar en https://github.
com/klesto092/NonComovingSF.

1 def SistEcs3(y,t):
2 Th = y[::8]

3 Y = y[1::8]

4 Ch = y[2::8]

5 B =y[3::8]
6 sig = y[4::8]
7 rho = y[5::8]
8 =y[6::8]

9 rhob = y[7::8]

11 dydt = np.empty_like(y)

12 dThdt = dydt[::8]

13 dYdt = dydt[1::8]

14 dChdt = dydt[2::8]

15 dBdt = dydt[3::8]

16 dsigdt = dydt[4::8]

17 drhodt = dydt[5::8]

18 dQdt = dydt[6::8]

19 drhobdt = dydt[7::8]

20

21 p = 1./3.%(Q/B)«*x2./rhob

2 PP = —p

23 W = np.zeros(n+1)

24

25 for i in range(0,n+1):

26 if 1 == 0:

27 W[i] = 0.

28 else:

29 W[i] = —(rho[i]+rhob[i]+OmLin) /2.+1./2.%((sig[i]+Th[i]) **2.+axx2./Y[1i
Jxx2. % (1. —Ch[i]*%2./B[i]*%2.))—=3./2.%PP[i]

30

31 dThdt[0] = —1./2.%(rho[0]+rhob[0])+OmLin—Th[0]**2.

32 dYdt[0] = O.

33 dChdt[0] = Ch[0]*Th[0]

34 dBdt[0] = B[O]*Th[O0]

35 dsigdt[0] = 0.

36 drhodt[0] = —3.xrho[0]*Th[0]

37 dQdt[0] = 0.

38 drhobdt[0] = —3.xrhob[0]*Th[O0]

39

40 for i in range(l, n+1):

41 dThdt[i] = —1./2.%(rho[i]+rhob[i]+3.%xp[i])+OmLin—2.%sig[i]**2. —Th[i]*=*2.

") dYdt[i] = Y[i]*(Th[i]+sig[i])

43 dChdt[i] = —2.%Ch[i]*sig[i]+Ch[i]*Th[i]+(3./(2.%xa))*Q[i]*Y[i]

4 dBdt[i] = B[i]*(Th[i]—-2.xsig[i])

45 dsigdt[i] = sig[i]**2. —2.xsig[i]*Th[i]+3./2.xPP[i]-W[i]

46 drhodt[i] = —3.xrho[i]*Th[i]

47 dQdt[i] = —3.*Th[i]+xQ[i]—-3.xax(p[i]-p[i—1])/h+6.%xaxPP[i]+*Ch[i]/Y[i]

48 drhobdt[i] = —3.x(rhob[i]+p[i])*Th[i]—6.%PP[i]*sig[i]—2.xa*Q[i]*Ch[i]/(Y[i]*B][
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i1%%2.)—(a/B[i]*%2.) *(Q[i]-Q[i—1])/h+(a+Q[i]/B[i]%*3.) *(B[i]-B[i —1])/h
49 drhobdt[i] = —3.x(rhob[i])*Th[i] #solo para LTB
50 return dydt

62



Bibliografia

[1] George FR Ellis, Roy Maartens, and Malcolm AH MacCallum. Relativistic cosmology. Cam-
bridge University Press, 2012.

[2] Robert M Wald. General relativity, chicago, usa: Univ, 1984.

[3] Charles W. Misner, K.S. Thorne, and J.A. Wheeler. Gravitation. W. H. Freeman, San Francisco,
1973.

[4] S.W. Hawking and G.F.R. Ellis. The Large Scale Structure of Space-Time. Cambridge Mono-
& 8! p &
graphs on Mathematical Physics. Cambridge University Press, 2 2011.

[5] Israel Quiros, Tame Gonzalez, Ulises Nucamendi, Ricardo Garcia-Salcedo, Francisco Antonio
Horta-Rangel, and Joel Saavedra. On the phantom barrier crossing and the bounds on the
speed of sound in non-minimal derivative coupling theories. Class. Quant. Grav., 35(7):075005,
2018, 1707.03885.

[6] Steven Weinberg. Cosmology. 9 2008.

[7] Kelvin K.S. Wu, Ofer Lahav, and Martin J. Rees. The large-scale smoothness of the Universe.
Nature, 397:225-230, 1999, astro-ph/9804062.

[8] Jaswant Yadav, Somnath Bharadwaj, Biswajit Pandey, and T.R. Seshadri. Testing homogene-
ity on large scales in the Sloan Digital Sky Survey Data Release One. Mon. Not. Roy. Astron.
Soc., 364:601-606, 2005, astro-ph/0504315.

[9] Pierros Ntelis, Anne Ealet, Stephanie Escoffier, Jean-Christophe Hamilton, Adam James
Hawken, Jean-Marc Le Goff, James Rich, and Andre Tilquin. The scale of cosmic homo-
geneity as a standard ruler. JCAP, 12:014, 2018, 1810.09362.

[10] Pierros Ntelis. Probing Cosmology with the homogeneity scale of the Universe through large scale
structure surveys. Theses, Astroparticule and Cosmology Group, Physics Department, Paris
Diderot University, September 2017.

[11] Eleonora Di Valentino et al. Cosmology Intertwined I: Perspectives for the Next Decade. 8
2020, 2008.11283.

[12] Eleonora Di Valentino et al. Cosmology Intertwined II: The Hubble Constant Tension. 8 2020,
2008.11284.

[13] Eleonora Di Valentino et al. Cosmology Intertwined III: fog and Ss. 8 2020, 2008.11285.

63



[14] Eleonora Di Valentino et al. Cosmology Intertwined IV: The Age of the Universe and its
Curvature. 8 2020, 2008.11286.

[15] R. G. Hughes, M. S. Longair, and J. R. Shakeshaft. Evidence on the Isotropy of Faint
Radio Sources. Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, 135(2):131-137, 02 1967,
https:/ /academic.oup.com/mnras/article-pdf/135/2/131 /8078575 /mnras135-0131.pdf.

[16] Joshua Frieman, Michael Turner, and Dragan Huterer. Dark Energy and the Accelerating
Universe. Ann. Rev. Astron. Astrophys., 46:385-432, 2008, 0803.0982.

[17] Marco Bruni, Juan Carlos Hidalgo, Nikolai Meures, and David Wands. Non-Gaussian Initial
Conditions in ACDM: Newtonian, Relativistic, and Primordial Contributions. Astrophys. J.,
785:2,2014, 1307.1478.

[18] Marco Bruni, Peter K.S. Dunsby, and George ER. Ellis. Cosmological perturbations and the
physical meaning of gauge invariant variables. Astrophys. J., 395:34-53, 1992.

[19] Thanu Padmanabhan. Structure formation in the universe. Cambridge university press, 1993.

[20] Ravi K. Sheth and Rien van de Weygaert. A Hierarchy of voids: Much ado about nothing.
Mon. Not. Roy. Astron. Soc., 350:517, 2004, astro-ph/0311260.

[21] Vasiliy Demchenko, Yan-Chuan Cai, Catherine Heymans, and John A Peacock. Testing
the spherical evolution of cosmic voids. Mon. Not. Roy. Astron. Soc., 463(1):512-519, 2016,
1605.05286.

[22] Krzysztof Bolejko, Andrzej Krasinski, Charles Hellaby, and Marie-Noelle Celerier. Structures
in the Universe by Exact Methods. Cambridge Monographs on Mathematical Physics. Cam-
bridge University Press, 2009.

[23] Andrzej Krasinski and Charles Hellaby. Formation of a galaxy with a central black hole in
the Lemaitre-Tolman model. Phys. Rev. D, 69:043502, 2004, gr-qc/0309119.

[24] Andrzej Krasinski and Charles Hellaby. More examples of structure formation in the
Lemaitre-Tolman model. Phys. Rev. D, 69:023502, 2004, gr-qc/0303016.

[25] Krzysztof Bolejko, Andrzej Krasinski, and Charles Hellaby. Formation of voids in the uni-
verse within the Lemaitre-Tolman model. Mon. Not. Roy. Astron. Soc., 362:213-228, 2005,
gr-qc/0411126.

[26] Marie-Noelle Celerier and Jean Schneider. A Solution to the horizon problem: A Delayed big
bang singularity. Phys. Lett. A, 249:37-45, 1998, astro-ph/9809134.

[27] Marie-Noelle Celerier. Models of universe with a delayed big bang singularity. 3. Solving
the horizon problem for an off center observer. Astron. Astrophys., 362:840-844, 2000, gr-
qc/0009031.

[28] Marie-Noelle Celerier and Peter Szekeres. Time - like and null focusing singularities in spher-
ical symmetry: A Solution to the cosmological horizon problem and a challenge to the cosmic
censorship hypothesis. Phys. Rev. D, 65:123516, 2002, gr-qc/0203094.

64



[29] Andrzej Krasinski. Inhomogeneous cosmological models. Cambridge Univ. Press, Cambridge,
UK, 3 2011.

[30] Hans Stephani, D. Kramer, Malcolm A.H. MacCallum, Cornelius Hoenselaers, and Eduard
Herlt. Exact solutions of Einstein’s field equations. Cambridge Monographs on Mathematical
Physics. Cambridge Univ. Press, Cambridge, 2003.

[31] Roberto A. Sussman and I. Delgado Gaspar. Multiple nonspherical structures from the ex-
trema of Szekeres scalars. Phys. Rev. D, 92(8):083533, 2015, 1508.03127.

[32] Xavier Roy. On the 1+3 Formalism in General Relativity. 2014, 1405.6319.
[33] Sage manifolds: Differential geometry and tensor calculus with sagemath. SageManifolds.

[34] Henk van Elst and George F R Ellis. The Covariant approach to LRS perfect fluid space-time
geometries. Class. Quant. Grav., 13:1099-1128, 1996, gr-qc/9510044.

[35] Tomohiro Harada, Chul-Moon Yoo, and Kazunori Kohri. Threshold of primordial
black hole formation. Phys. Rev., D88(8):084051, 2013, 1309.4201. [Erratum: Phys.
Rev.D89,n0.2,029903(2014)].

[36] Ismael Delgado Gaspar, Juan Carlos Hidalgo, and Roberto A. Sussman. Non-comoving
baryons and cold dark matter in cosmic voids. Eur. Phys. . C, 79(2):106, 2019, 1811.03634.

[37] Roy Maartens, Tim Gebbie, and George F. R. Ellis. Covariant cosmic microwave background
anisotropies. 2. Nonlinear dynamics. Phys. Rev., D59:083506, 1999, astro-ph/9808163.

[38] N. Aghanim et al. Planck 2018 results. VI. Cosmological parameters. Astron. Astrophys.,
641:A6, 2020, 1807.06209.

[39] R.G. Carlberg. Velocity bias in clusters. Astrophys. J., 433:468, 1994, astro-ph/9404005.

[40] Roberto A. Sussman, Juan Carlos Hidalgo, Peter K.S. Dunsby, and Gabriel German. Spherical
dust fluctuations: The exact versus the perturbative approach. Phys. Rev. D, 91(6):063512,
2015, 1412.8404.

[41] N. Kaiser. Clustering in real space and in redshift space. Mon. Not. Roy. Astron. Soc., 227:1-27,
1987.

[42] AJ.S. Hamilton. Linear redshift distortions: A Review. In Ringberg Workshop on Large Scale
Structure, 8 1997, astro-ph/9708102.

[43] Filipe Batoni Abdalla et al. Cosmology from HI galaxy surveys with the SKA. PoS,
AASKA14:017, 2015.

[44] S.J. Hatton and S. Cole. Modeling the redshift-space distortion of galaxy clustering. Mon.
Not. Roy. Astron. Soc., 296:10-20, 1998, astro-ph/9707186.

[45] Aravind Natarajan and Naoki Yoshida. @~ The Dark Ages of the Universe and hy-
drogen reionization.  Progress of Theoretical and Experimental Physics, 2014(6), 06 2014,
https:/ /academic.oup.com/ptep/article-pdf/2014/6/06B112 /4448864 /ptu067.pdf. 06B112.

65



[46] C. Hellaby and K. Lake. Shell crossings and the Tolman model. Astrophys. J., 290:381, 1985.

[47] Integration (scipy.integrate)y]. Integration (scipy.integrate)-SciPy v1.5.2 Reference Guide.

66



	Portada
	Resumen
	Índice
	Introducción
	El formalismo 1 + 3
	Resolución del Sistema y Resultados
	Discusión y Conclusiones
	Apéndice
	Bibliografía

