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Introducción

La teoría de gráficas es una de las ramas de las matemáticas con una de las mayores canti-
dades de aplicaciones. En su historia, se tiene al problema de los puentes de Köningsberg
como la motivación más famosa de su descubrimiento. La ciudad de Köningsberg, hoy en
día Kaliningrado, es atravesada por el río Preguel; esto genera dos islotes dentro de la
ciudad misma en el afluente del río. Estas islas estaban conectadas al resto de la ciudad
y entre ellas mismas por un total de siente puentes. En el siglo XVII, los ciudadanos de
Köningsberg se preguntaban si era posible realizar un recorrido por las cuatro áreas de
tierra de la ciudad atravezando los siete puentes y regresar al punto de partida con la
condición de solamente pasar por cada puente una sola vez. (Ver figura 1)

Figura 1: La ciudad de Königsberg y las cuatro regiones de tierra generadas por el río
Preguel
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Este problema llegó a las manos del matemático suizo Leonhard Euler, quien en 1735
mostró que no era posible realizar dicho recorrido con tales condiciones [1] y también sentó
las bases para lo que después sería la teoría de gráficas. El modelo que Euler propuso
consistía en asociar a cada región de tierra un punto en el plano, y unía dos puntos con
un segmento continuo por cada puente entre las regiones correspondientes. (Ver figura 2)

Figura 2: Representación del problema de los puentes de Königsberg con una gráfica con
aristas múltiples.

Desde su concepción, la teoría de gráficas se ha trabajado de distintas maneras, tanto
en su forma teórica y pura sobre las propiedades de las gráficas, como en sus aplicaciones
en otras ramas de las matemáticas como la topología y el álgebra, y en otras disciplinas
como la química, la física y la economía. Su relevancia en áreas como la computación, las
ingenierías y la investigación de operaciones se debe a la modelación de problemas por
medio de gráficas y su fácil representación visual y computacional. Una de las ramas de
la teoría de gráficas que ha tenido mucho interés en los últimos años es la que concierne
a los conjuntos dominantes. Un conjunto dominante en una gráfica es un subconjunto de
vértices tal que todos los vértices de la gráfica cumplen con estar en dicho conjunto, o bien
existe un vértice de dicho conjunto al cual es adyacente. Desde su aparición, han surgido
muchas variantes del concepto de conjunto dominante, como lo son los conjuntos domi-
nantes conexos, conjuntos dominantes independientes, los conjuntos dominantes totales,
las funciones de Grundy, funciones de dominación romana, etcétera.

El objetivo de este trabajo de tesis consiste en la intersección de dos conceptos de
dominación de gráficas: el número dómatico y la dominación romana. El concepto de
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número domático fue introducido por E. J. Cockayne y S. T. Hedetniemi en [6], al colorear
los vértices de una gráfica de tal forma que dado cualquier color, el conjunto de vértices con
dicho color es un conjunto dominante. A la mayor cantidad de colores en una coloración
con esta propiedad se le conoce como el número domático de una gráfica. La palabra
domático es una traducción del inglés domatic, el cual surge como una combinación de las
palabras dominating y chromatic. Desde la introducción del concepto de número domático,
han aparecido variantes de éste en los últimos años, como son el número domático conexo,
donde los vértices con un mismo color inducen una gráfica conexa; o bien el número
domático independiente, donde los vértices con un mismo color no son adyacentes dos a
dos.

El segundo concepto de trabajo es el de la dominación romana. Éste fue propuesto
por I. Stewart [13] en su artículo Defend the Roman Empire! publicado en 1999. Stewart
menciona el siguiente problema que se le presentó al emperador Constatino en el siglo IV
A.C. Durante la época de su imperio, Constantino protegía a los pueblos conquistados de
alguna de las siguientes dos maneras (Ver figura 3):

(a) A un pueblo conquistado se le resguardaba con una legión específica, en cuyo caso, se
dice que el pueblo estaba asegurado.

(b) Un pueblo sin legiones asignadas tenía un camino accesible a otro poblado en el cual
habían dos legiones asegurándolo. De esta forma, Constantino podía enviar a una
legión del pueblo asegurado al otro sin que el primero dejara de ser seguro.

El problema que se le presentó a Constantino era encontrar la manera de proteger su
territorio con la menor cantidad de legiones posibles considerando las condiciones anterio-
res.

En este trabajo, repasamos algunos de los primeros resultados que se han dado sobre
el número de dominación romana de una gráfica, como su relación respecto al orden y al
grado máximo de la gráfica.

Este problema fue planteado como un problema en gráficas por E. J. Cockayne, en [7],
de la siguiente manera: a los pueblos los representamos como vértices de una gráfica, y dos
vértices son adyacentes si existe un camino accesible entre los pueblos correspondientes.
La asignación de las legiones romanas se puede ver como una función sobre los vértices
de la gráfica que asigna los valores 0, 1 y 2, donde a un vértice se le asigna el valor 0 si
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Figura 3: El Imperio Romano al siglo IV A. C.

no está asegurado y se le asigna el valor 1 o 2 si el pueblo tiene asignada 1 o 2 legiones,
respectivamente. Además, del punto (b), es necesario que en la gráfica un vértice con
imagen 0 sea adyacente a al menos un vértice con imagen 2. A una función de este estilo
se le conoce como una función de dominación romana. A la suma de las imágenes de
los vértices bajo una función de dominación romana se le conoce como el peso de dicha
función. Usando lo anterior, el problema de Constantino se reduce a encontrar una función
de dominación romana con peso mínimo.

El objetivo de esta tesis es estudiar un concepto que combina al número domático con
las funciones de dominación romana, a saber, el número domático romano de una gráfica.
Éste fue propuesto por S.M. Sheikholeslami y L. Volkmann [12] en su árticulo The Roman
domatic number of a graph publicado en 2010. Una familia de dominación romana sobre
una gráfica es una familia de funciones de dominación romana tal que para todo vértice de
la gráfica, la suma de las imágenes de dicho vértice bajo todas las funciones de la familia es
a lo más 2. El número domático romano de una gráfica es la mayor cantidad de funciones
que se pueden tener en una familia de dominación romana sobre la gráfica. Los primeros
resultados sobre el número domático romano se presentan en [12], y luego por H. Tan en
el artículo [14], donde se prueba que el problema de decidir si una gráfica tiene número
domático romano al menos tres es un problema NP -completo. En este trabajo de tesis se
estudian los primeros resultados sobre el número domático romano, como la relación de
los números de la gráfica y sus componentes conexas o bloques, y así también, se analizan
las distintas operaciones de gráficas y el número domático romano de éstas.
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El trabajo está conformado por cuatro capítulos. En el primero partimos de la defini-
ción de gráficas y establecemos los conceptos con los cuales se trabajará, como los caminos,
árboles, familias de gráficas (como las gráficas completas, las gráficas bipartitas, los aba-
nicos y las ruedas). Además, se enuncian y se demuestran diversos resultados de la teoría
de gráficas en general, que nos serán útiles en los capítulos posteriores. También presen-
tamos las definiciones de las operaciones binarias de gráficas como la suma y el producto
cartesiano, llegando a la composición y la corona de una gráfica y una familia de gráficas.

El segundo capítulo consiste en el desarrollo de dos de los conceptos de dominación
de gráficas antes mencionados: el número domático y la dominación romana. Se enuncian
y demuestran varios resultados referentes a estos dos conceptos, así como cotas para el
número domático y para el número de dominación romana.

En el capítulo tres presentamos al número domático romano de una gráfica, viendo al-
gunas propiedades que las familias de dominación romana. Se calcula el número domático
romano de los ciclos, los árboles y los cactus. Veremos la relación del número domático
romano de las componentes conexas de una gráfica y el de la gráfica original. También
daremos un resultado similar respecto a los bloques terminales de una gráfica. Introduci-
remos el concepto de una gráfica dR-crítica, así como una caracterización de las gráficas
en las cuales el número domático coincide con el número domático romano.

En el cuarto y último capítulo, mostramos el comportamiento del número domático
romano de la gráfica resultante de las distintas operaciones de gráficas ya mencionadas,
calculando éste exactamente en el caso de la suma de un vértice y la suma de una gráfica con
una gráfica completa, así como cotas inferiores al número domático romano del producto
cartesiano, la composición y la corona de una gráfica.
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Capítulo 1

Conceptos y resultados básicos

En este capítulo daremos la definición de una gráfica y primeros resultados de la teoría de
gráficas. También se dan las definiciones de subgráficas, caminos, componentes conexax,
bloques y algunas operaciones de gráficas.

1.1. Nociones básicas en gráficas

Una gráfica simple G es una pareja ordenada (V,A) tal que V es un conjunto no vacío y
los elementos del conjunto A son parejas no ordenadas de dos elementos distintos de V . A
los elementos de V les llamaremos vértices, y a los elementos de A les llamaremos aristas.
Para enfatizar que V es el conjunto de vértices de la gráfica G, denotamos a V como V (G).
Del mismo modo, al conjunto de aristas de G, lo denotamos como A(G). A cada arista
{u, v} de A simplemente la denotaremos por uv. Cabe mencionar que uv y vu denotan a
la misma arista dado que representan a la misma pareja no ordenada. A las gráficas con
una cantidad finita de vértices se les conoce como gráficas finitas. Respectivamente, a las
gráficas con una cantidad infinita de vértices se les conoce como gráficas infinitas. Para
cuestiones de este trabajo, consideraremos gráficas finitas solamente. Si G es una gráfica,
al número de vértices de G se le llama el orden de G, y al número de aristas de G se le
llama el tamaño de G.

Una de las características interesantes de las gráficas es que se pueden representar
geométricamente en el plano asociando puntos a cada uno de sus vértices y a una arista
uv se le denota como un segmento continuo entre los puntos correspondientes a u y v.
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b

c

de

Figura 1.1: Representación geométrica de una gráfica G del ejemplo 1.1

Ejemplo 1.1. En la figura 1.1, la gráfica G tiene como conjunto de vértices {a, b, c, d, e},
y tiene como conjunto de aristas a {ab, ad, ae, be, ce, cd}.

Si e es una arista de G, con e = uv, decimos que u y v son los extremos de la
arista e, y también que los vérticees u y v son adyacentes en G. Si e y f son dos aristas
distintas de G, decimos que e y f son aristas adyacentes si comparten un extremo. Si u
es un vértice de G y e es una arista de G, donde u es un vértice extremo de e, entonces u
y e son incidentes el uno con el otro. Dado un vértice v de G, definimos a la vecindad
de v como el conjunto de todos los vértices de G que son adyacentes a v y la denotamos
por NG(v). Al conjunto NG(v) ∪ {v} se le conoce como la vecindad cerrada de v, y la
denotamos por NG[v]. Nos referiremos a la vecindad (vecindad cerrada, respectivamente)
de un vértice v por N(v) (N [v] si es la vecindad cerrada, respectivamente) cuando sea
claro que nos referimos a la gráfica G.

Dado un vértice v de G, definimos el grado del vértice v en G como el número
de vértices en G que son adyacentes a v, y lo denotamos por δG(v). Cuando no exista
ambigüedad de la gráfica en la que se está referenciado, nos referiremos simplemente al
grado de un vértice v de G por δ(v). El grado de un vértice v coincide con el número
de elementos en NG(v), o bien, con el número de aristas de G que son incidentes con v.
Decimos que un vértice de G es aislado si tiene grado 0, y a un vértice de grado uno se le
conoce como un vértice final. Se definen al grado máximo de G y al grado mínimo
de G, denotados por ∆(G) y δ(G) respectivamente, como

∆(G) = máx{δG(v) : v ∈ G}

δ(G) = mı́n{δG(v) : v ∈ G}
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Ocurre que para todo vértice v de una gráfica G,

0 ≤ δ(G) ≤ δG(v) ≤ ∆(G)

.

Observación 1.1.1. En toda gráfica G de orden p, todo vértice es adyacente a lo más a
p− 1 vértices. De esto, podemos ver que ∆(G) ≤ p− 1.

Teorema 1.1.2 (El primer teorema de la teoría de gráficas). Si G es una gráfica de
tamaño q, entonces ∑

v ∈V (G)
δ(v) = 2q.

Demostración. Cuando se suman los grados de los vértices de G, cada arista de G es
contada dos veces, una vez por cada uno de sus vértices incidentes.

Un vértice v de una gráfica G se dice que es par si su grado es par. En caso contrario; es
decir, si el grado de v es impar, entonces v es un vértice impar. Una gráfica G es regular
si existe un número r ≥ 0 tal que todos los vértices de G tienen grado r. En este caso,
también decimos que G es r-regular. Una gráfica G es vacía si A(G) = ∅. Una gráfica es
completa si para cualesquiera dos vértices distintos, estos son adyacentes. A una gráfica
completa de orden p la denotamos por Kp.

Observación 1.1.3. Una gráfica completa G de orden p tiene tamaño p(p−1)
2 y es (p− 1)-

regular.

Demostración. Sea v un vértice de una gráfica completa G. Como G es una gráfica com-
pleta, entonces v es adyacente a todos los vértices G distintos a v. Así, v es adyacente a
p− 1 vértices; es decir, δ(v) = p− 1. Y esto para todo vértice de G. Por lo que G es una
gráfica (p− 1)-regular.

Por otro lado, ahora calcularemos el tamaño de G. Del teorema 1.1.2, tenemos que

∑
v ∈V (G)

δ(v) = 2q,
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siendo q el tamaño de G. Como G es (p− 1)-regular, se tiene que

∑
v ∈V (G)

δ(v) =
∑

v ∈V (G)
p− 1 = p(p− 1.)

Por lo tanto, tenemos que 2q = p(p− 1), y así, G tiene tamaño p(p−1)
2 .

Sean H y G dos gráficas. Se dice que H y G son iguales si V (H) = V (G) y A(H) =
A(G). H es una subgráfica de G si V (H) ⊆ V (G) y A(H) ⊆ A(G). Si H es una
subgráfica de G y V (H) 6= V (G) o A(H) 6= A(G), se dice que H es una subgráfica
propia de G. Si H es una subgráfica de G y ocurre que V (H) = V (G), entonces H es
una subgráfica generadora de G. Para un subconjunto S no vacío de vértices de G,
la subgráfica inducida de S en G, denotada por G〈S〉, es la gráfica que tiene por
conjunto de vértices a S y dos vértices de G〈S〉 son adyacentes en G〈S〉 si y solo si son
adyacentes en G. H es una subgráfica inducida de G si existe un subconjunto S de
V (G) tal que H = G〈S〉.

Observación 1.1.4. Toda gráfica G de orden p es subgráfica generadora de la gráfica Kp.

Observación 1.1.5. Para toda gráfica G se satisface que G〈V (G)〉 = G.

Demostración. Sea G una gráfica y V (G) el conjunto de vértices de G. Por la definición de
subgráfica inducida, el conjunto de vértices de G〈V (G)〉 es el conjunto V (G), por lo que
V (G〈V (G)〉) = V (G). Ahora, veamos que A

(
G〈V (G)〉

)
= A(G). Recordando la definición

de gráfica inducida, dos vértices de G〈V (G)〉 son adyacentes si y solo si son adyacentes en
G. Si e es una arista de G〈V (G)〉, entonces e es una arista de G. Ahora, supongamos que
e es una arista de G. De esta manera, existen dos vértices u y v de G tales que e = uv.
Como V (G) = V (G〈V (G)〉), se tiene que u y v son vértices de G〈V (G)〉, y como u y v son
adyacentes en G, entonces u y v son adyacentes en G〈V (G)〉; es decir, e es una arista de
G〈V (G)〉. De esta manera, A(G) = A (G〈V (G)〉), concluyendo así que G〈V (G)〉 = G.

Tomamos a u y v como vértices no adyacentes de una gráfica G. Denotamos por G−u
a la gráfica inducida por el conjunto V (G) \ {u}. De la misma manera, denotamos por
G+uv a la gráfica que tiene como conjunto de vértices a V (G) y como conjunto de aristas
al conjunto A(G)∪{uv}. Si u y v son vértices adyacentes de G, denotamos por G−uv a la
gráfica que tiene por conjunto de vértices a V (G) y por conjunto de aristas a A(G)\{uv}.
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Un conjunto S de vértices de G se dice que es independiente si cualesquiera dos
vértices de S no son adyacentes entre sí. Un conjunto X de aristas de G se dice que es un
apareamiento si cualesquiera dos aristas de X no son adyacentes.

Dada una gráfica G, definimos al complemento de G, denotada por G, como la
gráfica que tiene como conjunto de vértices al conjunto V (G), y donde uv es una arista de
G si y solo si u y v no son adyacentes en G.

Observación 1.1.6. Para toda gráfica G, uv 6∈ A(G) si y solo si uv ∈ A(G).

Lema 1.1.7. Si G es una gráfica de orden p y v ∈ V (G), entonces δG(v) + δG(v) = p− 1
y δ(G) + ∆(G) = p− 1.

Demostración. Sea v en V (G) y H una gráfica completa de orden p tal que G es sub-
gráfica generadora de H. Por un lado, sabemos que δH(v) = p − 1, pues H es completa.
Consideremos a los conjuntos NG(v) y NG(v). De la observación 1.1.6, se puede ver que
NG(v)∩NG(v) = ∅. Por otro lado, tenemos que NG(v)∪NG(v) ⊆ NH(v). Sea u en NH(v).
Nuevamente, de la observación 1.1.6, se tiene que u está en NG(v) o u está en NG(v).
Por tanto, u es elemento de NG(v) ∪ NG(v), y así, NG(v) ∪ NG(v) = NH(v), por lo cual,
|NG(v) ∪NG(v)| = |NH(v)|, concluyendo que δG(v) + δG(v) = p− 1.

En particular, si v es tal que δG(v) = ∆(G), entonces δG(v) = p− 1−∆(G). Además,
δG(v) = δ(Ḡ), pues de no ser así, existe un vértice u en V (Ḡ) tal que δḠ(u) < δḠ(v). De
esta manera, se tiene que (p− 1)− δG(u) < (p− 1)− δG(v), y así, δG(u) > δG(v), lo cual
contradice el hecho de que δG(v) = ∆(G). Por lo tanto, δ(G) + ∆(G) = p− 1.

Dos gráficas G y H son isomorfas si existe una función f : V (G) → V (H) biyectiva
tal que uv ∈ A(G) si y solo si f(u)f(v) ∈ A(H). De ocurrir lo anterior, defimos que f es
un isomorfismo de gráficas. Denotamos como G ∼= H, si G y H son isomorfas. Decimos
que una gráfica G es autocomplementaria si G ∼= G.

Una gráfica G es bipartita si existe una partición de V (G), digamos {U,W} tal que
U y W son conjuntos independientes. A dicha partición le llamaremos bipartición. En
general, decimos que una gráfica G es k-partita si existe una partición de V (G) en k

subconjuntos, digamos {V1, . . . , Vk} tal que, para cada i ∈ {1, . . . , k}, Vi es un conjunto
independiente. Decimos que una gráfica G es bipartita completa si G es bipartita, con
partición en conjuntos independientes {U, V } de V (G), donde cualquier vértice en U es
adyacente a cualquier vértice en V . Si una gráfica bipartita completa tiene partición de
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vértices {U,W}, con n vértices en U y m vértices en V , entonces denotamos a la gráfica
por Kn,m.

Observación 1.1.8. Para toda gráfica bipartita completa Km,n se cumple que su orden
n+m y su tamaño es nm.

Demostración. Sea Km,n una gráfica bipartita completa, y digamos que {U, V } es la bi-
partición de V (Kn,m), donde U tiene n vértices y V tiene m vértices, y todos los vértices
de U son adyacentes a todos los vértices de V .

Como {U, V } es una partición de V (Kn,m), entonces U y V son conjuntos ajenos, no
vacíos y, además, U ∪ V = V (Kn,m). De esta manera tenemos que |V (Km,n)| = |U ∪ V |;
es decir, |V (Km,n| = |U |+ |V |. Por lo tanto, el orden de Km,n es m+ n.

Calcularemos ahora el tamaño de Km,n. Denotemos por q al tamaño de Km,n. Del
teorema 1.1.2, tenemos que ∑

v∈V (Km,n)
δ(v) = 2q.

Como {U, V } es una partición de V (Km,n),

∑
v∈V (Km,n)

δ(v) =
∑
v∈U

δ(v) +
∑
v∈V

δ(v).

Observamos que si v es elemento de U , entonces N(v) = V , esto pues U es un conjunto
independiente y que v es adyacente a todos los vértices de V . De esto, δ(v) = |V |; es
decir, δ(v) = m. Análogamente, si v es un vértice de V , entonces N(v) = U , pues V es un
conjunto independiente y v es adyacente a todos los vértices de U . Por tanto, δ(v) = |U |,
y de esta forma, δ(v) = n. De esta manera, se sigue que

∑
v∈U

δ(v) +
∑
v∈U

δ(v) =
∑
v∈U

m+
∑
v∈V

n.

Como U tiene n elementos y V tienem elementos, entonces∑v∈U m = mn y∑v∈V n = mn.
De esta manera llegamos a que 2q = 2mn; es decir, q = mn, concluyendo así que Km,n

tiene tamaño mn.

Un camino en una gráfica G es una sucesión de vértices de G, digamos (v0, v1, ..., vk),
en la cual, para cada i ∈ {0, . . . , k−1} ocurre que vivi+1 ∈ A(G). Decimos que v0 es vértice
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inicial del camino y que vk es el vértice final del camino. Un uv-camino en G es un camino
que tiene a u como vértice inicial y a v como vértice final, respectivamente. A los vértices
v1, . . . , vk−1 se les conoce como vértices internos del camino. Un paseo es un camino
que no repite aristas; es decir, que para todo subconjunto {i, j} ⊆ {0, . . . , k − 1} tal que
i 6= j, se tiene que vivi+1 6= vjvj+1. Una trayectoria es un camino que no repite vértices;
es decir, que para cada subconjunto {i, j} ⊆ {0, . . . , k − 1}, si i 6= j, entonces vi 6= vj.
Un camino cerrado es un camino que empieza y termina en el mismo vértice (es decir,
v0 = vk). La longitud de un camino W , con W = (v0, v1, ..., vk), se define como el
número k, y se denota por long(W ). Un ciclo es un camino cerrado, digamos (v0, . . . , vk)
de longitud al menos tres en el cual para todo subconjunto {i, j} ⊆ {0, . . . , k− 1} tal que
i 6= j se tiene que vi 6= vj.

Sea C = (u0, u1, ..., uk) un camino en una gráfica G, y consideremos a dos vérti-
ces ui y uj, con {i, j} ⊆ {0, . . . , k} y i ≤ j. Denotamos por uiCuj a la subsucesión
(ui, ui+1, . . . , uj−1, uj) de C, y decimos que uiCuj es un subcamino de C. Si Q es otro
camino en G, digamos que Q = (v0, v1, ..., vr), y uk = v0, denotamos por C∪Q a la sucesión
(u0, u1, . . . , uk−1, uk, v1, . . . , vr). A C ∪Q se le conoce como la unión de los caminos C
y Q. Nótese que la longitud de C ∪ Q se define como la suma de las longitudes de C y
de Q. Si xy es una arista en G y x es el vértice final de C, entonces C ∪ xy denota a la
sucesión (u0, u1, ..., uk−1, x, y).

Denotaremos algunas familias de gráficas, como ya hicimos con las gráficas completas.
A las gráficas que son ciclos de longitud n se les denota por Cn, y se les conoce como
n-ciclos, donde V (Cn) = {v0, v1, . . . , vn−1} y A(Cn) = {v0v1, v1v2, . . . , vn−2vn−1, vn−1v0}. A
las gráficas que son trayectorias de orden n y de longitud n − 1 se les suele denotar por
Pn,

V (Pn) = {v0, . . . , vn−1}

A(Pm) = {v0v1, . . . , vn−2vn−1}

Para p ≥ 3, definimos al abanico de orden p, denotada por Fp, a la gráfica tal que
V (Fp) = {v0, v1, . . . , vp−1} y A(Fp) = {v1v2, v2v3, . . . , vp−2vp−1}∪{v0vi : i ∈ {1, . . . , p−1}}.
Para p ≥ 3, definimos a la rueda de orden p+ 1 ,denotada por Wp, como la gráfica tal
que V (Wp) = {v0, . . . , vp} y A(Wp) = {v1v2, . . . , vp−2vp−1, vp−1v1}∪{v0vi : i ∈ {1, . . . , n}}.

Teorema 1.1.9. Si una gráfica contiene un uv-camino, entonces dicho camino contiene
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Figura 1.2: Abanico de orden 7
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W6

Figura 1.3: Rueda de orden 7

una uv-trayectoria.

Demostración. Sean G una gráficam u y v vértices de G y P = (u = u0, u1, . . . , uk = v)
un uv-camino en G. Procederemos por inducción sobre el número de vértices que P repite,
al cual denotaremos por n.

Base de inducción. Cuando ocurre que n = 0, tenemos que P no repite vértices, y así
P es una trayectoria.

Hipótesis de inducción. Supongamos que n ≥ 0 y que para todo uv-camino que repita
a lo más n vértices, éste contiene una uv-trayectoria.

Paso inductivo. Supongamos que P repite n+ 1 vértices. Así, para algún par de subín-
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dices i y j en {0, . . . , k}, tales que i 6= j se tiene que ui = uj. Consideramos ahora a
P ′ como el uv-camino definido como

P = (u = u0, u1. . . . , ui−1, ui = uj, uj+1, . . . , uk = v).

Así, tenemos que P ′ es un uv-camino que repite a lo más n vértices. Por la hipótesis
de inducción, tenemos que P ′ contiene una uv-trayectoria, digamos T . Como P ′ es
un subcamino de P , se tiene que T es una uv-trayectoria en P , concluyendo así la
demostración.

Teorema 1.1.10. Si G es una gráfica con δ(G) ≥ 2, entonces existe en G un ciclo de
longitud al menos δ(G) + 1.

Demostración. Sea G una gráfica tal que δ(G) ≥ 2. Sea P una trayectoria en G de longitud
máxima, digamos P = (x0, . . . , xk). Afirmamos que todos los vecinos de x0 son vértices de
P ; es decir, NG(x0) ⊆ {x0, . . . , xk}. De no ser así, existiría w ∈ NG(x0) tal que para todo i
en {1, . . . , k} se tendría que w 6= xi. Con esto, considerando al camino wx0∪P , se tendría
una trayectoria en G que tiene una longitud mayor a la de P , lo cual no es posible dada
la elección de P . Sea j ∈ {1, . . . , k} el mayor subíndice tal que xj y x0 son adyacentes.
Observamos que j ≥ δ(G), y, así, que el camino cerrado (x0Pxj)∪ (xjx0) es un ciclo en G
de longitud al menos δ(G) + 1.

Dados dos vértices u y v de una gráfica G, definimos a la distancia de u a v como
el mínimo de las longitudes de las uv-trayectorias en G. Denotamos a la distancia de u a
v por dG(u, v), o simplemente por d(u, v) si no existe ambigüedad de la gráfica en la cual
trabajamos. Si no existen uv-trayectorias en G, definimos a la distancia entre éstos como
d(u, v) =∞. A una uv-trayectoria cuya longitud es igual a la distancia de u a v se le llama
geodésica (o bien, uv-geodésica).

En una gráfica G, diremos que una gráfica es conexa si para cualesquiera dos vértices
de G, digamos u y v, existe una uv-trayectoria. De no ser así, diremos que G es inconexa.

Lema 1.1.11. En una gráfica G, se define la relación sobre V (G) tal que dos vértices u y
v están relacionados si y solo si existe un uv-camino en G. Afirmamos que esta relación
es de equivalencia sobre V (G).
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Demostración. Sean G una gráfica y u, v y w vértices de G. Claramente, la sucesión (u) es
un uu-camino en G, por lo que u está conectado consigo mismo, haciendo que la relación
sea reflexiva.
Supongamos que los vértices u y v están conectados. Así existe una uv-camino P en G,
digamos que P = (u = uo, u1, . . . , uk = v). Consideremos al camino P ′ definido como
P ′ = (v = uk, uk−1, . . . , u0 = u). Tenemos que P ′ es una vu-camino, y así, la relación es
simétrica.
Por último, supongamos que u y v están relacionados y que v y w están relacionados en
V (G). Sea P una uv-camino y Q una vw-camino. De esta manera, el camino P ∪Q es un
uw-camino en G; y así, u y w están relacionados. Llegamos a que la relación es transitiva.
Por lo ya probado, es una relación de equivalencia sobre V (G).

Del lema 1.1.11, se tiene que para toda gráfica G, se puede inducir una partición
{V1, . . . , Vk} sobre V (G) donde cada Vi es una clase de equivalencia de la relación definida
en el lema 1.1.11. A las subgráficas inducidas G1, . . . , Gk definidas por Gi = G〈Vi〉 se les
conoce como compones conexas de G. Denotamos por k(G) al número de componentes
conexas de G.

Lema 1.1.12. Una gráfica G es conexa si y solo si k(G) = 1.

Demostración. Supongamos que G es una gráfica conexa. Así, cualesquiera dos vértices u
y v están conectados. De esto, la partición inducida de la relación estar conectados consiste
en el conjunto {V (G)}, lo cual implica que G solamente tiene una componente conexa.
Ahora supongamos que k(G) = 1. Sean u y v vértices de G. Como G solamente tiene una
componente conexa, u y v están en dicha componente; es decir, existe una uv-trayectoria
en G. Por lo tanto, G es una gráfica conexa.

Decimos que una gráfica es un árbol si dicha gráfica es conexa y acíclica; es decir, si
no tiene ciclos. Decimos que una gráfica es un bosque si sus componentes conexas son
árboles. A un vértice de grado 1 de un bosque se le conoce como hoja.

Lema 1.1.13. Todo árbol de orden n, con n ≥ 2, tiene al menos dos hojas.

Demostración. Sea T un árbol con al menos dos vértices. Supongamos que T no tiene
hojas. Vemos que para todo v en V (T ), δ(v) ≥ 2, pues T es conexo. En particular,
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δ(T ) ≥ 2. Por el teorema 1.1.10, se tiene que existe un ciclo de longitud al menos δ(T ) + 1
contradiciendo la condición de que T es acíclica.

Ahora supongamos que T tiene al menos una hoja, digamos u. Sea P una trayectoria
de longitud máxima en T que tiene a u como vértice inicial. Llamemos v al vértice final
de P .

Afirmación: v es una hoja en T .

Supongamos que v no es una hoja; es decir, δ(v) 6= 1. Como T es conexo, entonces
δ(v) 6= 0, por lo que δ(v) ≥ 2. Con esto, existe un vértice w en T tal que w es
adyacente a v. Si w es un vértice en P , entonces el camino wPv ∪ vw es un ciclo
en T , lo cual contradice la condición de que T no tiene ciclos. Si w no es un vértice
de P , entonces el camino P ∪ vw es una trayectoria en T de longitud mayor que
long(P ), lo cual es una contradicción a la elección de P . De esta manera, v es una
hoja de T .

Por lo tanto, existen en T al menos dos hojas.

Como siguiente paso mencionaremos algunas de las operaciones de gráficas que se
trabajarán más adelante.
Consideremos a dos gráficas ajenas por vértices, G y H. La unión de G y H, denotada
por G ∪H, es la gráfica donde

V (G ∪H) = V (G) ∪ V (H)

A(G ∪H) = A(G) ∪ A(H).

De la definición, se sigue inmediatamente el siguiente resultado.

Lema 1.1.14. Para un vértice v en V (G ∪H) se tiene que

δG∪H(v) =

δG(v) si v ∈ V (G)

δH(v) si v ∈ V (H)

Si G1, . . . , Gk son gráficas ajenas por vértices, entonces definimos la unión de las
gráficas G1, . . . , Gk como la gráfica denotada por ⋃k

i=1Gi donde
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V

(
k⋃

i=1
Gi

)
=

k⋃
i=1

V (Gi)

A

(
k⋃

i=1
Gi

)
=

k⋃
i=1

A(Gi).

Si G y H son ajenas por vértices, entonces la suma de G y H es la gráfica denotada
por G+H en la cual

V (G+H) = V (G) ∪ V (H)

A(G+H) = A(G) ∪ A(H) ∪ {uv : u ∈ V (G) y v ∈ V (H)}.

Lema 1.1.15. Sean p(G) el orden de G y p(H) el orden de H. Para un vértice v en
V (G+H) se tiene que

δG+H(v) =

δG(v) + p(H) si v ∈ V (G)

δH(v) + p(G) si v ∈ V (H).

Definimos al producto cartesiano de G y H como la gráfica, denotada por G�H,
en la cual V (G�H) = V (G)× V (H) y dos vértices (u, v) y (s, t) son adyacentes en G�H
si y solo si ocurre una de estas dos condiciones: us ∈ A(G) y v = t, ó bien, u = s y
vt ∈ A(H).

Lema 1.1.16. Para un vértice (u, v) en V (G�H) ocurre que

δG�H ((u, v)) = δG(u) + δH(v).
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(a) Gráfica G (b) Gráfica H (c) Gráfica G + H

Figura 1.4: Para las gráficas G (a) y H (b), la gráfica G+H (c) representa a la suma de
G y H.

Si G es una gráfica y k es un número natural, con k ≥ 2, entonces kG denota a la
gráfica definida como V (kG) = ⊔k

i=1 V (G) y dos vértices (u, i) y (v, j) son adyacentes en
kG si y solo si u y v son adyacentes en G y j = i. donde ⊔ denota a la unión disjunta de
conjuntos.

Teorema 1.1.17. Sean G y H dos gráficas, y supongamos que V (H) = {u1, . . . , up}. Para
cada i ∈ {1, . . . , p}, consideremos al conjunto Si = {(v, ui) : v ∈ V (G)}. Entonces G es
isomorfa a (G�H)〈Si〉.

Demostración. Sean G y H dos gráficas, con (V H) = {u1, . . . , up}. Sean i en {1, . . . , p} y
Si = {(v, ui) : v ∈ V (G)}.

Observamos que V
(
(G�H)〈Si〉

)
= Si por la definición de subgráfica generada. Defini-

mos a la función

f : V (G)→ Si

f(v) = (v, ui),

y afirmamos que f es un isomorfismo de gráficas.
Sean u y w dos vértices de G tales que f(u) = f(w). Por la definición de f , (u, ui) =

(w, ui). Por la definición de parejas ordenadas, se tiene que u = w. Por lo que f es una
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(a) Gráfica G (b) Gráfica H (c) Gráfica G�H

Figura 1.5: Las gráficas G (a) y H (b) junto con la gráfica G�H (c), el producto cartesiano
de ellas.

función inyectiva.
Si (u, ui) es un vértice de Si, se puede observar que f(u) = (u, ui) de la definición de

f . Por lo tanto, f es una función biyectiva.
Supongamos que u y w son dos vértices adyacentes en G. Esto ocurre si y solo si

(u, ui) y (w, ui) son vértices adyacentes en G�H por la definición de producto cartesiano,
y f(u) = (u, ui), f(w) = (w, ui). Por lo tanto, u y w sin adyacentes en G si y sólo si f(u)
y f(w) son adyacentes en (G�H)〈Si〉.

Concluimos así que G y (G�H)〈Si〉 son isomorfas.

Para las siguientes definiciones de operaciones, supondremos que G es una gráfica y H
es una familia de gráficas ajenas por vértices dos a dos, con H = {Gv : v ∈ V (G)}.

Definimos a la composición de G respecto a H , denotada por G[H], como la
gráfica tal que

V (G[H] ) =
⋃

v∈V (G)
V (Gv)

A (G[H] ) =
 ⋃

v∈V (G)
A(Gv)

∪{xy : x ∈ V (Gv), y ∈ V (Gu), vu ∈ A(G)}

Definiremos a la corona de G respecto a H como la gráfica, denotada por G ◦ H,
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tal que

V (G ◦ H) = V (G) ∪
 ⋃

v∈V (G)
V (Gv)


A (G ◦ H) = A(G)∪

 ⋃
v∈V (G)

A(Gv)
 ∪ {vu : v ∈ V (G), u ∈ V (Gv)}
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(a) Gráfica G (b) Familia de gráficas H

(c) Gráfica G ◦H

Figura 1.6: Las gráficas G y la familia de gráficas H junto con la gráfica G ◦H, la compo-
sición de G respecto a H.
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(a) Gráfica G (b) Familia de gráficas H

(c) Gráfica G ◦H

Figura 1.7: Las gráficas G y la familia de gráficas H junto con la gráfica G ◦H, la corona
de G respecto a H.
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Lema 1.1.18. Si G es una gráfica y H = {Gv : v ∈ V (G)} una familia de gráficas ajenas
por vértices, entonces para todo vértice x en V (G ◦ H) se cumple

δG◦H(x) =

δG(x) + |V (Gx)| si x ∈ V (G)

δGv(x) + 1 si x ∈ V (Gv) para algún v en V (G)

En una gráfica conexa G, decimos que un vértice v de G es un vértice de corte de
G si la gráfica G− v es inconexa. Decimos que un subconjunto S de vértices de G es un
conjunto de corte de G si G− S es inconexa, o bien, si G− S es isomorfa a la gráfica
trivial K1. De manera análoga, decimos que una arista e de G es un puente si G − e

es una gráfica inconexa. Decimos que un subconjunto de aristas de G, diremos X, es un
conjunto de corte de aristas de G si G−X es una gráfica inconexa.

Resultados inmediatos de estas definiciones son los siguientes:

Lema 1.1.19. Si G es una gráfica de orden p, con p ≥ 2, entonces para todo vértice v de
G, el conjunto V (G) \ {v} es un conjunto de corte.

Proposición 1.1.20. Para toda gráfica G no trivial, el conjunto A(G) es un conjunto de
corte de aristas.

Dadas las gráficas G y B, decimos que la gráfica B es un bloque de G si B es una
subgráfica conexa de G sin vértices de corte y maximal respecto a la contención con esta
propiedad; es decir, si existe otra subgráfica H en G tal que B es subgráfica de H, entonces
H tiene un vértice de corte o H = B. Decimos que B es un bloque terminal de G si B
tiene un único vértice de corte de G.

Lema 1.1.21. Si G es una gráfica conexa y v es un vértice de G tal que v no es un vértice
de corte, entonces existe un único bloque B de G tal que v es elemento de V (B).

Lema 1.1.22. Si G es una gráfica y v es un vértice de G tal que v no es de corte, entonces
existe un bloque B de G tal que NG[v] ⊆ V (B).

Demostración. Sea G una gráfica conexa y v un vértice de G tal que v no es un vértice de
corte de G. Por el lema 1.1.21, existe un único bloque B de G tal que v es vértice de B.
Sea u un vértice de G tal que u es adyacente a v. Si u es un vértice de corte de G, entonces
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u es elemento de V (B). Si u no es de corte, por el lema 1.1.21, existe un único bloque B′

de G tal que u es un vértice de B′. Dada la unicidad de dicho bloque, se tiene que B = B′.
Esto último ocurre para todo vértice u en NG(v). Por lo tanto, NG[v] ⊆ V (B).

Decimos que una gráfica es un cactus si todos sus bloques son ciclos o son isomorfos
a K2.

Figura 1.8: Ejemplo de un cactus.

1.2. Funciones sobre gráficas

En esta seción recordaremos nociones básicas de funciones, y daremos algunas caracteri-
zaciones para funciones que tienen como dominio al conjunto de vértices de una gráfica.

Lema 1.2.1. Dada una gráfica G, un conjunto C y una función f : V (G)→ C se cumplen
que

1. ⋃y∈C f
−1[{y}] = V (G).

2. f−1[{x}] ∩ f−1[{y}] = ∅ si x 6= y.
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Este resultado, aunque es básico de la teoría de conjuntos, nos será útil al momento de
caracterizar funciones a partir de la colección de imágenes inversas de los elementos del
codominio.

Dada una gráfica G, n un número natural y una función f : V (G)→ {0, , . . . , n}, para
cada i ∈ {0, . . . , n} denotaremos por V f

i al conjunto definido como V f
i = f−1[{i}]. Del lema

1.2.1, vemos que la colección {V f
0 , . . . , V

f
n } cumple que sus elementos son ajenos dos a dos

y que la unión de todos ellos es el conjunto V (G). Escribiremos simplemente Vi cuando no
exista ambigüedad de que nos referimos al conjunto inducido por la función f . Definimos
a la pseudo partición inducida por f como la colección ordenada (V f

0 , . . . , V
f

n ). Cabe
mencionar que no utilizamos la palabra partición dado que no tiene que ocurrir que cada
elemento de la familia {V f

0 , . . . , V
f

n } sea distinto del vacío.
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Capítulo 2

Número domático y dominación
romana en gráficas

El número domático romano de gráficas es un concepto que surgió de fusionar los
conceptos del número domático de gráficas y dominación romana. En este capítulo, re-
pasaremos las definiciones cada uno de ellos y algunos resultados que nos serán útiles
posteriomente.

2.1. Número Domático

Decimos que un conjunto S de vértices de una gráfica G es un conjunto dominante en
G si para todo vértice v de G se tiene que v ∈ S o bien v es adyacente a al menos un
vértice de S.

Dados dos subconjuntos V y U de V (G), decimos que U domina a V si V ⊆ N (U),
y denotamos este hecho por V ≺ U .

Se define al número de dominación de G, denotado por γ(G), como

γ(G) = mı́n {|S| : S es un conjunto dominante de G} .

Un conjunto S de vértices de G es un γ(G)-conjunto si S es un conjunto dominante y
tiene cardinalidad γ(G).

En seguida, presentamos algunos de los resultados ya conocidos sobre el número de
dominacón de gráficas.
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Lema 2.1.1. Para toda p ≥ 1, γ(Pp) ≤
⌈

p
3

⌉
.

Demostración. Para los casos p = 1, y p = 2, es claro que si V (Pp) = {v1, . . . , vp},
entonces el conjunto S = {v1} es un conjunto dominante de Pp. Para los siguientes casos,
procederemos por inducción fuerte sobre p, con p ≥ 3.

Base inductiva. Supongamos que p = 3. Consideremos a P3 una trayectoria de longitud
2, con V (P3) = {v1, v2, v3} y A(P3) = {v1v2, v2v3}. De esta manera, tenemos que el
conjunto {v2} es un conjunto dominante en P3; y por lo tanto se cumple γ(P3) ≤ d3

3e.

Supongamos que p = 4, y V (P4) = {v1, v2, v3, v4}. En este caso, el conjunto {v1, v3}
es un conjunto dominante de P4, por lo que γ(P4) ≤ 2 = d4

3e.

Hipótesis de inducción. Sea p ≥ 5 y supongamos cierto para toda m ∈ {3, . . . , p− 1}
que γ(Pm) ≤ dm

3 e.

Paso inductivo. Consideremos que Pp denota a la trayectoria de longitud p−1.Digamos
que V (Pp) = {v1, . . . , vp−2, vp−1, vp} y A(Pp) = {vivi+1 : i ∈ {1, . . . , p − 1}. De esta
manera, tenemos que la gráfica P ′ = Pp − {vp−2, vp−1, vp} es una trayectoria de
longitud p − 3; es decir, Pp − {vp−2, vp−1, vp} ∼= Pp−3, donde Pp−3 denota a una
trayectora de longitud p− 4.

Por la hipótesis de inducción, tenemos que γ(P ′) ≤
⌈

p−3
3

⌉
. Sea S un conjunto domi-

nante en P ′ de cardinalidad γ(P ′). Sabemos que el vértice vp−1 es adyacente a vp−2

y a vp. De esto, tenemos que el conjunto S ∪ {vp−1} es un conjunto dominante en
Pp. Por lo tanto, tenemos que

γ(Pp) ≤ |S ∪ {vp−1}|.

Como S es un conjunto de cardinalidad γ(Pp−3), y vp no es elemento de S, entonces

|S ∪ {vp−1}| = γ(P ′) + 1.

De esta manera,
γ(P ′) + 1 ≤

⌈
p− 3

3

⌉
+ 1.

Podemos observar que ⌈
p− 3

3

⌉
+ 1 =

⌈
p− 3

3 + 1
⌉
.
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Desarrollando, ⌈
(p− 3) + 3

3

⌉
=
⌈
p

3

⌉
.

Por lo tanto,
γ(Pp) ≤

⌈
p

3

⌉
.

Concluimos así que para toda p ≥ 1, γ(Pp) ≤
⌈

p
3

⌉
.

Lema 2.1.2. Para toda p ≥ 3, se cumple que γ(Cp) ≤
⌈

p
3

⌉
.

Demostración. Sea p ≥ 3 y consideremos al ciclo Cp, con V (Cp) = {v1, . . . , vp}, donde
A(Cp) = {vpv1} ∪ {vivi+1 : i ∈ {1, . . . , p− 1}}.
Si p = 3, entonces el conjunto {v1} es un conjunto dominante de C1, y del número de
dominación, γ(C3) ≤ 1; es decir, γ(C3) ≤

⌈
3
3

⌉
.

Ahora, supongamos que p ≥ 4 y consideremos a P como la subgráfica inducida Cp −
{v1, v2, v3}. Tenemos que P ∼= Pp−3. Consideramos a S un γ(P )-conjunto. De esta manera,
S domina a todos los vértices de Cp con la excepción de v1, v2 y v3. Así, el conjunto S∪{v2}
es un conjunto dominante de Cp; y de esto observamos que

γ(Cp) ≤ |S ∪ {v2}|.

Como v2 no es elemento de S, se sigue que

|S ∪ {v2}| = |S|+ 1.

Dado que S es un γ(P )-conjunto,

|S|+ 1 = γ(P ) + 1.

Por el lema 2.1.1 sabemos que

γ(P ) + 1 ≤
⌈
p− 3

3

⌉
+ 1.

Se sigue que ⌈
p− 3

3

⌉
+ 1 =

⌈
p− 3

3 + 1
⌉

=
⌈
p

3

⌉
.
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Por tanto, γ(Cp) ≤
⌈

p
3

⌉
.

Concluimos que para toda p ≥ 3, se cumple que γ(Cp) ≤
⌈

p
3

⌉
.

Dada una gráfica G, decimos que una partición P de V (G) es una partición domática
de G si cada elemento de P es un conjunto dominante de G. Se define al número
domático de G, denotador por d(G), como

d(G) = máx {|P| : P es una partición domática de V (G)} .

Decimos que una partición domática P es una d-partición si P tiene cardinalidad
d(G).

Figura 2.1: En la gráfica G, están representados por colores los elemetos de la partición
domática P

Ejemplo 2.1. Sea G definida como se ve en la figura 2.1, se consideran los conjuntos de
vértices V1 = {v1, v3, v5}, V2 = {v2, v4, v7}, V3 = {v6, v8}. Si P = {V1, v2, V3}, entonces P
es una partición domática de G.

30



Lema 2.1.3 ([6]). Dada una gráfica G de orden p, se cumple que

d(G) · γ(G) ≤ p.

Demostración. Sea D = {D1, . . . , Dd} una partición de V (G) en conjuntos dominantes de
G. Por un lado, tenemos que

d · γ(G) =
d∑

i=1
γ(G).

Como para toda i ∈ {1, . . . , d}, Di es un conjunto dominante de G, entonces γ(G) ≤ |Di|,

d∑
i=1

γ(G) ≤
d∑

i=1
|Di|.

Como D es una partición de V (G), sabemos que

d∑
i=i

|Di| = p.

Por lo tanto, para toda partición en conjuntos dominantes se cumple que d · γ(G) ≤ p. En
particular, si se tiene una partición domática, concluimos que d(G) · γ(G) ≤ p.

2.2. Dominación Romana

Dada una gráfica G, una función de dominación romana sobre G es una función
f : V (G)→ {0, 1, 2} tal que si v es un vértice de G con f(v) = 0 entonces v es adyacente
al menos a un vértice u, tal que f(u) = 2. Si f es una función de dominación romana en
G, se define el peso de f como el valor ∑v∈V (G) f(v), y se le denota por ω(f).

Ejemplo 2.2. Sean G la gráfica definida como se ve en la figura 2.2, y f : V (G)→ {0, 1, 2}
definida como

f(v1) = 2
f(v2) = 1

f(v3) = 0
f(v4) = 2

f(v5) = 0
f(v6) = 1

f(v7) = 0
f(v8) = 2.
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Figura 2.2: En la gráfica G, se representan a las imágenes de una función de dominación
romana con los colores de los vértices.

Vemos en este ejemplo que justamente, la función f es una función de dominación
romana, pues todos los vértices de imagen 0 bajo f son adyacentes a al menos un vértice
de imagen 2 bajo f .

En los siguientes resultados, trabajaremos funciones de dominación romana sobre una
gráfica. Para evitar alguna duda sobre la existencia de una función de este tipo sobre
cualquier gráfica, damos el siguiente resultado.

Lema 2.2.1. Dada una gráfica G, siempre existe al menos una función de dominación
romana.

Demostración. Si G es una gráfica, podemos considerar la función f : V (G) → {0, 1, 2}
tal que para todo v ∈ V (G), f(v) = 2, y así, f es una función de dominación romana.

Como observación de la definición de función de dominación romana sobre una gráfica,
damos el siguiente resultado, el cual nos será útil en pruebas posteriores.

Observación 2.2.2. Si f es una función de dominación romana sobre una gráfica G en
la cual existe un vértice v tal que f(v) = 0, entonces existe un vértice w en G tal que
f(w) = 2.
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Demostración. De la definición de función de dominación romana, si f(v) = 0 para algún
vértice v en G, se sigue que v es adyacente, al menos, a un vértice de valor 2 bajo f ; es
decir, existe u en V (G) tal que u es adyacente a v y f(u) = 2.

De la observación 2.2.2 y de la misma definición de función de dominación romana,
damos el siguiente resultado relacionando a dos de los elementos de la pseudo partición
inducida por una función de dominación romana. Recordando, si f es una función de
dominación romana sobre una gráfica G, entonces su pseudo partición inducida es la terna
(V f

0 , V
f

1 , V
f

2 ).

Lema 2.2.3. Si G es una gráfica y f : V (G) → {0, 1, 2} una función de dominación
romana sobre G, entonces se cumple que

V f
0 ≺ V f

2 .

Demostración. Sea G una gráfica y f : V (G) → {0, 1, 2} una función de dominación ro-
mana sobre G. Consideremos a P =

(
V f

0 , V
f

1 , V
f

2

)
la pseudo partición inducida por f .

Si V f
0 = ∅, entonces el enunciado se cumple por vacuidad. Supongamos ahora que

V f
0 6= ∅ y sea v un vértice en V f

0 . Tenemos que f(v) = 0, y de la definición de función de
dominación romana, existe un vértice u en V (G) tal que f(u) = 2 y uv en A(G). De esta
manera, u en V f

2 y uv en A(G). Por lo tanto, concluimos que V f
0 ≺ V f

2 .

Para fines prácticos, en las ilustraciones correspondientes a funciones de dominación
romana sobre alguna gráfica, asignaremos el color azul a los vértices de imagen 0 bajo la
función, rojo a los vértices de imagen 2 y verde a los vértices de imagen 1.

Definimos el número de dominación romana de G, denotado por γR(G), como

γR(G) = mı́n {ω(f) : f es una función de dominación romana sobre G} .

A una función de dominación romana de peso γR(G) se le conoce como una γR(G)-
función, o bien, una γR-función si no existe duda de que nos referimos a la gráfica G.

Dada una gráfica y una función de dominación romana sobre ésta, podemos caracterizar
a dicha función a partir de su pseudo partición inducida. Para ver esto, el siguiente lema
nos muestra las condiciones que hay que pedirle a una terna de subconjuntos de V (G)
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para asociarle una función de dominación romana que induzca a dicha terna como su
pseudopartición.

Lema 2.2.4. Si P = (V0, V1, V2) es una terna de subconjuntos de V (G) tales que

1. ⋃2
i=0 Vi = V (G),

2. Para todo subconjunto {i, j} de {0, 1, 2} tal que i 6= j se cumple que Vi ∩ Vj = ∅,

3. V0 ≺ V2,

entonces existe una función de dominación romana f sobre G tal que f tiene a P una
como pseudo partición inducida.

Demostración. Sean G una gráfica y P = (V0, V1, V2) una terna de subconjuntos tales que

1. ⋃2
i=0 Vi = V (G),

2. Para todo subconjunto {i, j} de {0, 1, 2} se cumple que Vi ∩ Vj = ∅,

3. V0 ≺ V2.

Definimos a la función f : V (G)→ {0, 1, 2} como

f(v) =


2 si v ∈ V2

1 si v ∈ V1

0 si v ∈ V0.

Veamos que f es una función de dominación romana sobre G. Sea v un vértice de G tal
que f(v) = 0. De la definición de f , tenemos que v ∈ V0. Como V0 ≺ V2, existe u ∈ V2 tal
que uv ∈ V (G). De la definición de f , se tiene que f(u) = 2. Por tanto, f es una función
de dominación romana. Por último, veamos que f tiene como pseudo partición inducida
por P . De la definición de f , tenemos que para cada i en {0, 1, 2}, Vi = f−1[{i}]. Además,
como ⋃2

i=0 Vi = V (G) y como para todo subconjunto {i, j} de {0, 1, 2} tal que i 6= j se
cumple que Vi ∩ Vj = ∅, concluimos que P es la pseudo partición inducida por f .

De los lemas 1.2.1 y 2.2.4 podemos dar una caracterización de una función de domi-
nación romana sobre una gráfica a partir de su pseudo-partición inducida, lo cual nos
resultará útil para analizar resultados posteriores.
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Lema 2.2.5. Dada una gráfica G y una función de dominación romana f sobre G, con
pseudo partición inducida (V0, V1, V2), se tiene que

ω(f) = |V1|+ 2|V2|.

Demostración. Sea G una gráfica y f una función de dominación romana sobre G, con
(V0, V1, V2) la pseudo partición inducida de f . De la definición del peso de f se tiene que

ω(f) =
∑

v∈V (G)
f(v).

Sabemos que V (G) = V0 ∪ V1 ∪ V2, donde V0, V1 y V2 son ajenos dos a dos; tenemos que

∑
v∈V (G)

f(v) =
∑

v∈V0

f(v) +
∑

v∈V1

f(v) +
∑

v∈V2

f(v).

Como para cada i en {0, 1, 2} y v en Vi se tiene que f(v) = i, entonces

∑
v∈V0

f(v) +
∑

v∈V1

f(v) +
∑

v∈V2

f(v) =
∑

v∈V0

0 +
∑

v∈V1

1 +
∑

v∈V2

2 = |V1|+ 2|V2|.

Por lo tanto, ω(f) = |V1|+ 2|V2|.

Lema 2.2.6. Dada una función de dominación romana f sobre una gráfica G, con pseudo
partición inducida (V0, V1, V2), el conjunto V1 ∪ V2 es un conjunto dominante de G.

Demostración. Sea G una gráfica y f una función de dominación romana sobre G, con
pseudo partición inducida (V0, V1, V2). Veamos que el conjunto V1 ∪ V2 es un conjunto
dominante de G. Sea v un vértice de G y supongamos que v ∈ V (G) \ V1 ∪ V2. De esto, se
sigue que v ∈ V0, y se tiene que f(v) = 0. Como f es una función de dominación romana,
existe al menos un vértice u de G tal que v es adyacente a u y f(u) = 2. De esto tenemos
que u ∈ V2 y en particular, u ∈ V1 ∪ V2. Concluimos que v es adyacente al menos a un
vértice de V1 ∪ V2. Por tanto, V1 ∪ V2 es un conjunto dominante de G.

El siguiente resultado se obtiene como una observación a la definición de una función
de dominación romana.
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Lema 2.2.7. Dada una gráfica G y f una función de dominación romana sobre G con
pseudo-partición inducida (V0, V1.V2), se cumple que

|V0| ≤ ∆(G) · |V2|.

Demostración. Sea f una función de dominación romana sobre G y v un vértice de G tal
que f(v) = 0. De la definición de función de dominacón romana, existe un vértice u de G
tal que u y v son adyacentes y f(u) = 2. De este modo, u es un vértice de V2 y v es un
vértice de N(V2). De esto se tiene que V0 ⊆ N(V2). De esta manera, observamos que

|V0| ≤ |N(V2)|.

Por definición de vecindad, tenemos que N(V2) = ⋃
v∈V2 N(v), y así

|N(V2)| = |
⋃

v∈V2

N(v)|.

Por principio de inclusión exclusión, vemos que

|
⋃

v∈V2

N(v)| ≤
∑

v∈V2

|N(v)|.

Además, sabemos que para todo vértice v ∈ V (G), δ(v) = |N(v)| y que δ(v) ≤ ∆(G). Por
lo tanto ∑

v∈V2

|N(v)| ≤ ∆(G)|V2|.

Llegando a que |V0| ≤ ∆(G)|V2|.

En el siguiente lema, damos el número de dominación romana para la familia de gráficas
completas.

Lema 2.2.8. Para toda p ≥ 1 se tiene que

γR(Kp) =

1 si p = 1

2 si p ≥ 2.

Demostración. Para p = 1, supongamos que V (K1) = {v}, y sea f : V (K1) → {0, 1, 2}
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una función. Tenemos tres casos para los valores que puede tomar v bajo f . Si f(v) = 0,
tenemos que f no es una función de dominación romana. Si f(v) ∈ {1, 2}, entonces f es
una función de dominación romana sobre K1. Más aún, tenemos que ω(f) = f(v). Por lo
que, γR(K1) = 1.
Supongamos ahora que p ≥ 2. Sea v un vértice de Kp y consideremos a la función f :
V (Kp)→ {0, 1, 2} definida como

f(x) =

2 si x = v

0 si x 6= v.

Notamos que por ser Kp completa y p ≥ 2, entonces f es una función de dominación
romana, y además, ω(f) = 2. Veamos ahora que f es una función de peso mínimo. Su-
pongamos que f no es una función de dominación romana de peso mínimo, y sea g una
γR-función. Tenemos que ω(g) < ω(f). De esto se sigue que ω(g) ∈ {0, 1}. Afirmamos que
ω(g) 6= 0, pues de no ser así, se cumple que para todo vértice v ∈ V (Kp), g(v) = 0, con-
tradiciéndo así que g es una función de dominación romana. Por tanto, ω(g) = 1; es decir,∑

v∈V (Kp) g(v) = 1. De esta manera, existe un único vértice v ∈ V (Kp) tal que g(v) = 1;
y para todo vértice w ∈ V (Kp) \ {v}, g(w) = 0. Como p ≥ 2, entonces existe un vértice
u de Kp tal que u 6= v. Pero g(u) = 0, y u no es adyacente a algún vértice de imagen 2
bajo g, lo cual es una contradicción. De esto, llegamos a que no es posible la existencia de
una función de dominación romana de peso menor al de f . Por tanto, f es una función de
dominación romana de peso mínimo, concluyendo que γR(Kp) = 2.

Lema 2.2.9 ([7]). En toda gráfica G se cumple que

γ(G) ≤ γR(G) ≤ 2γ(G).

Demostración. Primero mostraremos que γ(G) ≤ γR(G). Sea f una γR(G)-función y con-
sideremos a su pseudo partición inducida (V0, V1, V2). Por lo probado en el lema 2.2.6,
tenemos que V1 ∪ V2 es un conjunto dominante de G. De acuerdo a la definición del nú-
mero de dominación de G,

γ(G) ≤ |V1 ∪ V2|.
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Como V1 y V2 son conjuntos ajenos, tenemos que

|V1 ∪ V2| = |V1|+ |V2|.

Como V2 es un conjunto finito, vemos que

|V1|+ |V2| ≤ |V1|+ 2|V2|.

Del lema 2.2.5,
|V1|+ 2|V2| = ω(f).

Por último, como f es una γR-función,

ω(f) = γR(G).

Concluimos que γ(G) ≤ γR(G).
Ahora veamos que γR(G) ≤ 2γ(G). Si S es un γ-conjunto, la terna P = (V (G)−S, ∅, S)

cumple las condiciones del lema 2.2.4. Por esto, la función g : V (G)→ {0, 1, 2} es la función
tal que tiene como pseudo partidición inducida a P . Se sigue que

γR(G) ≤ ω(g).

Luego, del lema 2.2.5, se tiene que

ω(g) = |∅|+ 2|S|.

Como S es un γ(G)-conjunto, vemos que |S| = γ(G). De esta manera, llegamos a que

γR(G) ≤ 2γ(G).

Ahora daremos una cota inferior para el número de dominación romana de una gráfica
G, cuando ésta cumple que ∆(G) ≥ 1. Esta cota nos será de utilidad al momento de
calcular el número de dominación romana de ciertas familias de gráficas.

Lema 2.2.10 ([5]). Si G es una gráfica de orden p y grado máximo ∆(G), con ∆(G) ≥ 1,
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entonces ⌈
2p

∆(G) + 1

⌉
≤ γR(G).

Demostración. Sean G una gráfica de orden p, de grado máximo ∆(G) ≥ 1, y f una
γR-función con pseudo partición inducida (V0, V1, V2). Denotemos a ∆ = ∆(G).

Veremos que (∆ + 1)γR(G) ≥ 2p. Del lema 2.2.5, tenemos que γR(G) = |V1|+ 2|V2|, y
por lo tanto

(∆ + 1)γR(G) = (∆ + 1)(|V1|+ 2|V2|).

Observamos que

(∆ + 1)(|V1|+ 2|V2|) = (∆ + 1)|V1|+ (∆ + 1)2|V2|

= (∆ + 1)|V1|+ 2∆|V2|+ 2|V2|.

Del lema 2.2.7 sabemos que |V0| ≤ ∆|V2|, entonces

(∆ + 1)|V1|+ 2∆|V2|+ 2|V2| ≥ (∆ + 1)|V1|+ 2|V0|+ 2|V2|.

Por tanto,
(∆ + 1)γR(G) ≥ (∆ + 1)|V1|+ 2|V0|+ 2|V2|

Como ∆ ≥ 1, entonces ∆ + 1 ≥ 2,

(∆ + 1)|V1|+ 2|V0|+ 2|V2| ≥ 2|V1|+ 2|V0|+ 2|V2|.

Como los conjuntos V0, V1 y V2 son ajenos dos a dos y la unión de ellos es V (G),
tenemos que |V0|+ |V1|+ |V2| = p, luego,

2|V1|+ 2|V0|+ 2|V2| = 2p.

Por lo tanto, llegamos a que (∆ + 1)γR(G) ≥ 2p. Obtenemos que γR(G) ≥ 2p
∆(G)+1 . Como

γR(G) es un número entero, concluimos que γR(G) ≥ d 2p
∆(G)+1e.

Lema 2.2.11 ([7]). Para toda p ≥ 3, se tiene que γR(Cp) =
⌈

2p
3

⌉
.
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Demostración. Por el algoritmo de Euclides, existen k ≥ 1 y r ∈ {0, 1, 2} tales que p =
3k + r. Del lema 2.2.10, tenemos que para toda p ≥ 3,

⌈
2p

∆(Cp)+1

⌉
≤ γR(Cp), es decir, se

tiene que
⌈

2(3k+r)
3

⌉
≤ γR(Cp), y de esto,

2k +
⌈2r

3

⌉
≤ γR(G).

Por otro lado, del lema 2.1.2 sabemos que γ(Cp) ≤
⌈

p
3

⌉
; y del lema 2.2.9 vemos que

γR(Cp) ≤ 2γ(Cp). De esta manera, vemos que

γR(Cp) ≤ 2
⌈
p

3

⌉
.

Como p = 3k + r, entonces

⌈
p

3

⌉
=
⌈

3k + r

3

⌉
= k +

⌈
r

3

⌉
.

De esto último, se sigue que
γR(G) ≤ 2k + 2

⌈
r

3

⌉
.

Por lo tanto,
2k +

⌈2r
3

⌉
≤ γR(G) ≤ 2k + 2

⌈
r

3

⌉
.

Observemos los siguientes casos:

Caso 1 r ∈ {0, 2}
En este caso, observamos que d2r

3 e = 2d r
3e, y por lo tanto, γR(Cp) = 2p

3 .

Caso 2 r = 1
En este caso podemos ver que d2

3e = 1 y que 2d1
3e = 2. Por lo tanto, tenemos

que γR(Cp) ∈ {2k + 1, 2k + 2}. Afirmamos que γR(Cp) = 2k + 1. Sea V (Cp) =
{v1, v2 . . . , v3k, v3k+1}. Definimos a la función f : V (Cp)→ {0, 1, 2} como

f(vj) =


2 si j ∈ {1, . . . , 3k} y j ≡ 2 (mód 3)

0 si j ∈ {1, . . . , 3k} y j 6≡ 2 (mód 3)

1 si j = 3n+ 1
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Veamos que f es una función de dominación romana sobre Cp. Sea v en V (Cp) tal
que f(v) = 0. De la definición de f tenemos que v = vj para alguna j en {1, . . . , 3k}
y j 6≡ 2. Supongamos j ≡ 1 (mód 3). Si j = 1, entonces j + 1 ≡ 2 (mód 3) y
de la definición de f , f(v2) = 2 y v1v2 ∈ A(Cp). Si j 6= 1, entonces j − 1 ≡ 2 y
así, f(vj−1) = 2 y vj−1vj ∈ A(Cp). Ahora, supongamos que j ≡ 0 (mód 3). Si j ≡ 0
(mód 3), entonces j−1 ≡ 2 (mód 3) y de esta manera, f(vj−1) = 2 y vj−1vj ∈ A(Cp).
Por lo tanto, f es una función de dominación romana sobre Cp. Ahora, observamos
que ω(f) = 2k+1. y de la definición de número romano, tenemos que γR(Cp) ≤ 2k+1.
Como ya habíamos probado, 2k + 1 ≤ γR(Cp). Por lo tanto, γR(Cp) = 2k + 1.

De los casos anteriores concluimos que γR(G) =
⌈

2p
3

⌉
.

Como un resultado de este lema, damos el siguiente corolario, el cual calcula el número
de dominación romana de los ciclos a partir de su longitud (mód 3).

Lema 2.2.12 ([5]). Para cada k ≥ 1, se cumple que

1. γR(C3k) = 2k,

2. γR(C3k+1) = 2k + 1,

3. γR(C3k+2) = 2k + 2.

Demostración. A partir del lema 2.2.11, tenemos que para C3k

γR(C3k) =
⌈

2(3k)
3

⌉
= 2k.

Tenemos que, para C3k+1,

γR(C3k+1) =
⌈

2(3k + 1)
3

⌉
=
⌈

2(3k) + 2
3

⌉
=
⌈
2k + 2

3

⌉
= 2k + 1.

Por último, para C3k+2, se tiene que

γR(C3k+2) =
⌈

2(3k + 2)
3

⌉
=
⌈

6k + 4
3

⌉
= 2k + 2.
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Nota 2.2.13. En el artículo [12], S. M. Sheikholeslami y L.Volkman presentan una mejora
a la cota del lema 2.2.10, donde se dice que si G es una gráfica de orden p, ∆(G) ≥ 1 y
además si existe r ∈ {2, . . . ,∆(G)} tal que p ≡ r (mód ∆(G) + 1), entonces

⌈
2p

∆(G) + 1

⌉
+ 1 ≤ γR(G). (2.1)

Encontramos una inconsistencia en dicho resultado, que desarrollaremos de la siguiente
manera:

Analizaremos este resultado para la familia de gráficas Cp. De esto, se tiene que
∆(Cp) = 2, y así,

γR(Cp) ≥
⌈2p

3

⌉
.

Ahora, vemos que para p = 5, p 6≡ 0 (mód 3) y p 6≡ 1 (mód 3), es decir, p ≡ 2 (mód 3).

Según la desigualdad 2.1, se cumple que

γR(C5) ≥
⌈10

3

⌉
+ 1 = 4 + 1 = 5. (2.2)

Sabemos que 5 = 3(1) + 2, y por lo visto en el lema 2.2.12, se tiene que

γR(C5) = 2(1) + 2 = 4,

lo cual es una contradicción a 2.2.

De hecho, este caso se cumple para toda las gráficas Cp en las cuales p ≡ 2 (mód 3).
Este hecho trae consecuencias en pruebas de [12] que discutiremos más adelante.

A partir del orden y del grado máximo de una gráfica, podemos dar una cota superior
de su número de dominación romana.

Lema 2.2.14 ([7]). Si G es una gráfica de orden p, entonces

γR(G) ≤ p−∆(G) + 1.

Demostración. Sea v en V (G) tal que δ(v) = ∆(G)., y definimos la función f : V (G) →
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{0, 1, 2} como

f(x) =


0 si x ∈ N(v)

1 si x ∈ V (G) \N [v]

2 si x ∈ {v}

Afirmamos que f es una función de dominación romana. Sea w en V (G) tal que f(w) =
0; es decir, w ∈ N(v). Por la definición de f , tenemos que f(v) = 2. Como w es adyacente
a v, se tiene que f es una función de dominación romana.
Calculando el peso de f , tenemos del lema 2.2.5 que

ω(f) = |V (G)−N [v]|+ 2|{v}|.

Por definición, tenemos que N [v] = N(v) ∪ {v}, y de esta manera, |N [v]| = ∆(G) + 1. Se
sigue que

|V (G)−N [v]|+ 2|{v}| = p− (∆(G) + 1) + 2.

Por lo tanto, vemos que
ω(f) = p−∆(G) + 1.

De este modo, concluimos que γR(G) ≤ p−∆(G) + 1.

Lema 2.2.15. Si G es una gráfica y H1, . . . , Hk son las componentes conexas de G, en-
tonces se tiene que

γR(G) =
k∑

i=1
γR(Hi).

Demostración. Sean G una gráfica y H1, . . . , Hk las componentes conexas de G.
Para cada i en {1, . . . , k}, consideremos fi como una γR(Hi)-función. A partir de esto,
definimos a f : V (G) → {0, 1, 2} como la función tal que f(v) = fi(v) si v es vértice de
V (Hi). Veamos que f está bien definida. Sea v un vértice en V (G). Como la familia P =
{V (H1), . . . , V (Hk)} es una partición de V (G), entonces existe una única i en {1, . . . , k}
tal que v ∈ V (Hi). Como fi es una función sobre Hi, el valor fi(v) está bien definido.
Como f(v) = fi(v), tenemos que el valor f(v) también está bien definido, por lo que, f es
una función bien definida.
Veamos ahora que f es una función de dominación romana en G. Sea v en V (G) tal
que f(v) = 0. Como P es una partición de V (G), entonces existe un único índice i en
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{1, . . . , k} tal que v ∈ V (Hi), y por cómo f está definida, tenemos que f(v) = fi(v), es
decir, fi(v) = 0. Puesto que fi es una función de dominación romana en Hi, tenemos que
existe w en V (Hi) tal que fi(w) = 2 y w es adyacente a v en Hi. Dado que Hi es una
subgráfica de G, tenemos que w es adyacente a v en G y que f(w) = fi(w), es decir,
f(w) = 2. De esta manera, f es una función de dominación romana en G.

De esto último, por la definición de γR(G), llegamos a que

γR(G) ≤ ω(f).

Por otro lado, tenemos que
ω(f) =

∑
v∈V (G)

f(v).

Como P es una partición te V (G), se tiene que

∑
v∈V (G)

f(v) =
k∑

i=1

 ∑
v∈V (Hi)

f(v)
 .

Por la definición de f , tenemos que

k∑
i=1

 ∑
v∈V (Hi)

f(v)
 =

k∑
i=1

 ∑
v∈V (Hi)

fi(v)
 .

Por la definición del peso, vemos que

k∑
i=1

 ∑
v∈V (Hi)

fi(v)
 =

k∑
i=1

ω(fi).

Como cada fi es una γR(Hi)-función, entonces

k∑
i=1

ω(fi) =
k∑

i=1
γR(Hi).

Tenemos que ω(f) ≤ ∑k
i=1 γR(Hi). Concluyendo que

γR(G) ≤
k∑

i=1
γR(Hi).
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Probemos ahora que ∑k
i=1 γR(Hi) ≤ γR(G). Sea f una función de dominación romana

en G, y para cada i en {1, . . . , k}, definimos a gi : V (Hi) → {0, 1, 2} como gi(v) = f(v).
Veamos que para toda i en {1, . . . , k}, gi es una función de dominación romana en Hi.
Sean i en {1, . . . , k} y v en V (Hi) tal que gi(v) = 0. Por la elección de gi, tenemos que
f(v) = 0. Como f es una función de dominación romana en G, tenemos que existe w en
V (G) tal que f(w) = 2 y w es adyacente a v. Como Hi es una componente conexa de G
y v ∈ V (Hi), entonces w ∈ V (Hi). Así, tenemos que gi(w) = f(w), es decir, gi(w) = 2 y
w es adyacente a v. Concluyendo que gi es una función de dominación romana en Hi.

Por la definición del número de dominación romana, tenemos que para cada índice i
en {1, . . . , k},

γR(Hi) ≤ ω(gi).

Se sigue que
k∑

i=1
γR(Hi) ≤

k∑
i=1

ω(gi)

Por definición, tenemos que

k∑
i=1

ω(gi) =
k∑

i=1

 ∑
v∈V (Hi)

gi(v)
 .

Por la elección de gi, vemos que

k∑
i=1

 ∑
v∈V (Hi)

gi(v)
 =

k∑
i=1

 ∑
v∈V (Hi)

f(v)
 .

Como {V (H1), V (H2), . . . , V (Hk)} es una partición de V (G), entonces

k∑
i=1

 ∑
v∈V (Hi)

f(v)
 =

∑
v∈V (G)

f(v).

De la defininición del peso de f , tenemos que

∑
v∈V (G)

f(v) = ω(f).
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Llegamos a que ∑k
i=1 γR(Hi) ≤ ω(f); en particular, si f es una γR(G)-función, tenemos

que ∑k
i=1(Hi) ≤ γR(G). Concluimos que

k∑
i=1

γR(Hi) = γR(G).
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Capítulo 3

El número domático romano de una
gráfica

En este capítulo presentamos el concepto de número domático romano de una gráfica.
Éste surge como una variante del concepto de número domático utilizando funciones de
dominación romana. Este concepto fue presentado por L. Volkman y S. Sheikholeslami en
[12] en 2010, y posteriormente trabajado por H. Tan y su equipo en [14] en el año de 2016.

A partir de este punto, los resultados no referenciados son resultados propios que
surgieron en el desarrollo de este trabajo.

3.1. Número domático romano

Dada una gráfica G, una familia de dominación romana sobre G es un conjunto no
vacío de distintas funciones de dominación romana sobre G, digamos F = {f1, f2, . . . , fd},
tales que para todo vértice v de G se tiene que ∑d

i=1 f(v) ≤ 2.

Ejemplo 3.1. Considere una gráfica como en la fugura 3.1, y una familia de dominación
romana sobre G, F = {f1, f2, f3} donde:

f1(v1) = 2
f1(v2) = 0
f1(v3) = 1
f1(v4) = 0

f1(v5) = 0
f1(v6) = 0
f2(v1) = 0
f2(v2) = 2

f2(v3) = 0
f2(v4) = 0
f2(v5) = 0
f2(v6) = 1

f3(v1) = 0
f3(v2) = 0
f3(v3) = 1
f3(v4) = 2
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Figura 3.1: Gráfica G

f3(v5) = 0
f3(v6) = 1

∑3
i=0 fi(v1) = 2∑3
i=0 fi(v2) = 2

∑3
i=0 fi(v3) = 2∑3
i=0 fi(v4) = 2

∑3
i=0 fi(v5) ≤ 2∑3
i=0 fi(v6) = 2

Para simplificar algunos ejemplos posteriores, dada una familia de dominación romana,
digamos F sobre una gráfica G, v ∈ V (G) y f ∈ F , si f(v) = 2, a v le asignamos el color
rojo; si f(v) = 1, le asignamos el color verde y si f(v) = 0, entonces a v le asignamos el
color azul.

(a) V (G) bajo f1 (b) V (G) bajo f2 (c) V (G) bajo f3

Figura 3.2: La gráfica G del ejemplo 3.1 con las funciones de la familia F .

Observación 3.1.1. Notemos que en el ejemplo anterior, dado un vértice v de G, a v se
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le puede asignar a lo más una vez el color rojo ó, a lo más, dos vecer el color verde. Ésto
es debido a la definición de familia de dominación romana.

Dados una gráfica G, un vértice v de G y una familia de dominación romana F sobre
G, definimos a los conjuntos F0(v), F1(v) y F2(v) como Fi(v) = {f ∈ F : f(v) = i} para
i ∈ {0, 1, 2}.

Observación 3.1.2. Si G es una gráfica, v un vértice de G y F una familia de dominación
romana sobre G, entonces |F| = |F0(v)|+ |F1(v)|+ |F2(v)|.

Lema 3.1.3. Si G es una gráfica, F una familia de dominación romana sobre G y v un
vértice de G, entonces |F0(v)| ≤ δG(v).

Demostración. Sean G una gráfica, F una familia de dominación romana sobre G, v un
vértice de G. Si F0(v) = ∅, el resultado se sigue directamente. Supongamos que F0(v) 6= ∅
y sea f en F0(v).

Como f es una función de dominación romana sobre G, existe un vértice uf ∈ V (G)
tal que f(uf ) = 2 y uf es adyacente a v. Para cada función f en F0(v), elegimos un
vértice uf y consideremos al conjunto C = {uf : f ∈ F0(v)}. Afirmamos que la asignación
H : F0(v)→ C definida comoH(f) = uf es inyectiva. Sea {f, g} ⊆ C tal queH(f) = H(g)
y f 6= g. Por definición de H, uf = ug, y como f y g son funciones de dominación romana,
f(uf ) = 2 y g(uf ) = 2. Luego, f(uf ) + g(uf ) = 4, lo cual es una contradicción al hecho de
que F es una familia de dominación romana sobre G. Como H es inyectiva. |F0(v)| ≤ |C|,
y como C ⊆ NG(v), se tiene que |F0(v)| ≤ δG(v).

Directamente de la definición de familia de dominación romana, se pueden dar dos
resultados inmediatos.

Lema 3.1.4. Si F es una familia de dominación romana sobre una gráfica G y existe una
función f en F tal que para todo vértice v se tiene que f(v) = 1, entonces |F| = 1.

Demostración. Sea G una gráfica y F una familia de dominación romana sobre G. Su-
pongamos que existe una función f ∈ F tal que para todo vértice v de G se tiene que
f(v) = 1.

Demostraremos el lema por contradicción; es decir, supongamos que existe una función
g ∈ F tal que f 6= g. Existe un vértice v en G tal que f(v) 6= g(v). Por hipótesis, tenemos
que f(v) = 1, por lo que g(v) ∈ {0, 2}. Si g(v) = 2, entonces f(v) + g(v) = 3, lo cual
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contradice el hecho de que F es una familia de dominación romana.
Si g(v) = 0, entonces existe un vértice u ∈ V (G) adyacente a v tal que g(u) = 2. De misma
manera, tenemos por hipótesis que f(u) = 1, y luego, f(u) + g(u) = 3, lo que contradice
que F es una familia dominación romana sobre G. Por lo tanto, |F| = 1.

Lema 3.1.5. Si F = {f1, . . . , fd} es una familia de dominación romana sobre una gráfica
G y v en V (G), entonces existe a lo más una función fj en F tal que fj(v) = 2.

Demostración. Sean G una gráfica y F = {f1, . . . , fd} una familia de dominación romana
sobre G. Sea v en V (G), y supongamos que existe fj en F tal que fj(v) = 2.
Como F es una familia de dominación romana, para toda fk en F con k 6= j se cumple que
fk(v) = 0. De no ocurrir esto; es decir, si existe fk en F con fk(v) 6= 0 y k 6= j, entonces
fk(v) + fj(v) ≥ 3, lo cual es una contradicción.

Lema 3.1.6. Si G es una gráfica y F es una familia de dominación romana con al menos
dos elementos, entonces para cada f en F existe al menos un vértice v en V (G) tal que
f(v) = 2.

Demostración. Sea G una gráfica, F una familia de dominación romana sobre G tal que
2 ≤ |F|. Supongamos que el enunciado es falso; es decir, existe f ∈ F tal que para todo
vértice v en V (G), se tiene que f(v) 6= 2.

Sea v un vértice de G. Observemos que f(v) ∈ {0, 1}. Si f(v) = 0, entonces como
f es una función de dominación romana sobre G, existe un vértice u en V (G) tal que
uv ∈ A(G) y f(u) = 2, pero esto es una contradicción a nuestra primera suposición. Por
lo tanto, se tiene que f(v) = 1, y esto ocurre para todo vértice v ∈ V (G).

Del lema 3.1.4, como f es la función constante uno, se tiene que |F| = 1, contradiciendo
nuestra condición inicial de que F tiene al menos dos elementos. Por lo tanto, para toda
función f en F existe un vértice v en V (G) tal que f(v) = 2.

A partir del lema 2.2.1 podemos ver que para toda gráfica G siempre existe al menos
una familia de dominación romana sobre G. Ahora veamos que para toda familia de
dominación romana F , la cardinalidad de F está acotada superiormente.

Lema 3.1.7. Si G es una gráfica de orden p y F es una familia de dominación romana
en G, entonces |F| ≤ p.
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Demostración. Sea F = {f1, . . . , fd} una familia de dominación romana. Si |F| = 1,
entonces ocurre que |F| ≤ p. Supongamos que |F| ≥ 2, por el lema 3.1.6, para cada
función fi en F existe un vértice vi tal que fi(vi) = 2. De esto vemos que para cada i en
{1, . . . , d}, V fi

2 6= ∅. Para cada función fk consideramos a un vértice fijo vk en V fk
2 . Luego,

definimos a la función

H : F → V (G)

H(fk) = vk,

Dado que para cada fi, el vértice vi es fijo, entonces la función H está bien definida.
Veamos que H es una función inyectiva. Supongamos que existen funciones fk y fj F tales
que H(fk) = H(fj). De la definición de H, vemos que vk = vj. Por lo tanto, fk(vj) = 2
y fj(vj) = 2. Si kneqj, entonces fk(vj) + fj(vj) = 4, lo cual es una contradicción. Por lo
tanto, H es inyectiva. De esta manera, tenemos que |F| ≤ |V (G)|.

Como se prueba en el lema 3.1.7, dada una gráfica, la cardinalidad de toda familia de
dominación romana sobre dicha gráfica se ve acotada superiormente por el orden de la
gráfica. Esto nos dice que el máximo de estas cardinalidades dada una gráfica fija existe.
Se define al número domático romano de G, denotado por dR(G) como

dR(G) = máx{|F| : F es una familia de dominación romana sobre G}.

Se dice que una familia de funciones de dominación romana sobre una gráfica G, diga-
mos F , es una dR(G)-familia, si F tiene cardinalidad dR(G). Nos referiremos simplemente
a una familia de dominación romana como una dR-familia si no existe ambigüedad sobre la
gráfica en la cual se está trabajando. Inmediatamente del lema 3.1.7, tenemos el siguiente
corolario, con una prueba alterna a la mostrada en el artículo [12].

Corolario 3.1.8. Para toda gráfica G de orden p, se tiene que 1 ≤ dR(G) ≤ p.

Demostración. Del lema 2.2.1, podemos afirmar la existencia de una función de domi-
nación romana sobre G, digamos f . Así, tenemos que el conjunto {f} es una familia de
dominación romana, pues para todo vértice v de G se cumple que f(v) ≤ 2. Concluimos
que 1 ≤ dR(G).
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Por otro lado, si F es una dR(G)-familia, entonces del lema 3.1.7 ocurre que |F| ≤ p.
De esta forma, dR(G) ≤ p.

A partir del corolario 3.1.8, calculamos el número domático romano de la gráfica mos-
trada en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2. Sean G una gráfica completa de orden 3 tal que V (G) = {v1, v2, v3}, y
G = {g1, g2, g3} una familia de funciones de dominación romana sobre G, donde:

g1(v1) = 2
g1(v2) = 0
g1(v3) = 0

g2(v1) = 0
g2(v2) = 2
g2(v3) = 0

g3(v1) = 0
g3(v2) = 0
g3(v3) = 2.

Podemos ver que G es una familia de dominación romana sobre G. Por la definición
del número domático romano, 3 ≤ dR(G). Por otro lado, del lema 3.1.8, tenemos que
dR(G) ≤ 3. Por lo tanto, dR(G) = 3 y G es una dR(G)-familia.

(a) V (G) bajo g1 (b) V (G) bajo g2 (c) V (G) bajo g3

Figura 3.3: Los vértices de la gráfica G bajo g1, g2 y g3.

El número domático romano es una propiedad que es invariante bajo isomorfismos, lo
cual se prueba en el siguiente lema.

Lema 3.1.9. Si G y H son isomorfas, entonces dR(G) = dR(H).

Demostración. Sean G y H dos gráficas isomorfas, y φ : V (G) → V (H) un isomorfismo
de G a H. Consideremos a F = {f1, . . . , fd} una dR(G)-familia. Para cada i en {1, . . . , d},
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definimos a la función

gi : V (H)→ {0, 1, 2}

gi(v) = fi

(
φ−1(v)

)
.

Veamos que gi es una función de dominación romana. Sea v un vértice de H tal que
gi(v) = 0. Por definición, tenemos que gi(v) = fi (φ−1(v)); es decir, fi (φ−1(v)) = 0. Sea
v′ = φ−1(v). Luego, fi (v′) = 0. Como fi es una función de dominación romana en G, existe
un vértice u′ en G tal que fi(u′) = 2 y u′ es adyacente a v′. De esta manera, tenemos que
u′ 6= v′, y como φ es una función biyectiva, se cumple que φ(u′) 6= φ(v′). Sea u = φ(u′).
Como φ es un isomorfismo de gráficas y u′ es adyacente a v′ en G, entonces u es adyacente
a v en H. Además, fi (φ−1(u)) = fi(u′). Por lo tanto, gi(u) = 2 y u es adyacente a v, por
lo que que gi es una función de dominación romana.

Ahora consideramos a la familia G = {g1, . . . , gd}. Veamos que G es una familia de
dominación romana en H. Sea v un vértice de H. Por definición, tenemos que

d∑
i=1

gi(v) =
d∑

i=1
fi

(
φ−1(v)

)
.

Como F es una familia de dominación romana en G y φ−1(v) ∈ V (G), se cumple que

d∑
i=1

fi

(
φ−1(v)

)
≤ 2.

Por lo tanto,
d∑

i=1
gi(v) ≤ 2.

Por último, veamos que G tiene d elementos. Sea {i, j} un subsconjunto de {1, . . . , d}, con
i 6= j. Como fi 6= fj, existe un vértice v′ ∈ V (G) tal que fi(v′) 6= fj(v′). Sea v = φ(v′). De
esta manera, tenemos que fi (φ−1(v)) = fi(v′) y que fj (φ−1(v)) = fj(v′). Se cumple que
gi(v) 6= gj(v); es decir, gi 6= gj, concluyendo que G tiene d elementos.

Por lo tanto, tenemos que G es una familia de dominación romana sobre H con d

elementos; y así, dR(G) ≤ dR(H).
Considerando ahora a la función φ−1 : V (H) → V (G), se tiene de manera análoga que
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dR(H) ≤ dR(G). Concluyendo que dR(G) = dR(H).

Lema 3.1.10. Si G es una gráfica y H es una subgráfica generadora de G, entonces toda
familia de dominación romana sobre H es una familia de dominación romana sobre G.

Demostración. Sean G una gráfica, H una subgráfica generadora de G y F una familia
de dominación romana sobre H, digamos F = {f1, . . . , fd}. Como H es una subgráfica
generadora de G, entonces V (H) = V (G). Para cada i en {1, . . . , d} definimos a las
funciones gi : V (G) → {0, 1, 2} como gi(v) = fi(v). Veamos que gi es una función de
dominación romana en G. Sea v un vértice de G tal que gi(v) = 0. Por definición de gi,
tenemos que fi(v) = 0. Como V (H) = V (G), entonces v es un vértice de H y dado que
fi es una función de dominación romana sobre H, entonces existe u en V (H) tal que u es
adyacente a v en H y fi(u) = 2. Tenemos que u es adyacente a v en G y de la definición
de gi, gi(u) = 2. De este modo, vemos que gi es una función de dominación romana para
todo i en {1, . . . , d}.

Consideramos ahora a la familia de funciones F ′ = {g1, . . . , gd}. Veamos que F ′ es una
familia de dominación romana en G. Sea v en V (G); de la definición de gi, tenemos que

d∑
i=1

gi(v) =
d∑

i=1
fi(v).

Como F es una familia de dominación romana sobre H, tenemos que

d∑
i=1

fi(v) ≤ 2.

Llegamos a que
d∑

i=1
gi(v) ≤ 2.

Por tanto, G es una familia de dominación romana en G.

Corolario 3.1.11. Si G es una gráfica y H es una subgráfica generadora de G, entonces

dR(H) ≤ dR(G).

Demostración. Sea G una gráfica, H una subgráfica generadora de G y F una familia de
dominación romana sobre H. Del lema 3.1.10, tenemos que F es una familia de dominación
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romana sobre G. De la definición de número domático romano, se sigue que |F| ≤ dR(G).
En particular, si F es una dR(H)-familia, se concluye que dR(H) ≤ dR(G).

Continuando, damos una prueba alterna a la mostrada en el artículo [12] del resultado
siguiente.

Lema 3.1.12 ([12]). En una gráfica G ocurre que dR(G) = 1 si y sólo si A(G) = ∅.

Demostración. Partamos de suponer que G es una gráfica vacía; es decir, A(G) = ∅. y
llegaremos a que dR(G) = 1. Procediendo por contradicción, supongamos que existe una
familia de dominación romana en G, digamos F , tal que |F| ≥ 2. Sean f y g dos funciones
distintas de F y sea v un vértice arbitrario de G. Tenemos que como f y g son funciones
de dominación romana, entonces {f(v), g(v)} ⊆ {0, 1, 2}. Como G es una gráfica vacía,
entonces f(v) 6= 0 y g(v) 6= 0. Además, como F es una familia de dominación romana,
tenemos que f(v) + g(v) ≤ 2. De esta manera, para todo vértice v de G se tiene que
f(v) = 1 y g(v) = 1, lo cual concluye que f = g, contradiciendo nuestra suposición de
que f 6= g. Por tanto, dR(G) ≤ 1. Por el corolario 3.1.8, concluimos que dR(G) = 1,
demostrando la condición necesaria del enunciado.

Por otro lado, probemos por contraposición la condición suficente del lema. Supon-
gamos que A(G) 6= ∅, y veamos que dR(G) ≥ 2. Sea uv en A(G) y consideramos a las
funciones

f :V (G)→ {0, 1, 2}

f(x) =


2 si x = u

0 si x = v

1 si x ∈ V (G) \ {u, v},

g :V (G)→ {0, 1, 2}

g(x) =


2 si x = v

0 si x = u

1 si x ∈ V (G) \ {u, v}
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Notemos que de la definición, f y g son funciones de dominación romana sobre G.
Además, f 6= g pues f(u) = 2 y g(u) = 0. Por último, para todo w en V (G), f(w)+g(w) =
2. De esta manera llegamos a que {f, g} es una familia de dominación romana con dos
elementos, y por tanto, 2 ≤ dR(G), concluyendo la prueba.

Lema 3.1.13. Si G es una gráfica con al menos un vértice aislado, entonces dR(G) ≤ 2.

Demostración. Sean G una gráfica, v un vértice aislado de G y F = {f1, . . . , fd} una
familia de dominación romana sobre G.
Como v es un vértice aislado de G, entonces δ(v) = 0, es decir, no existen vértices adya-
centes a v en G. De esto, para toda fi en F se tiene que fi(v) 6= 0.
Si existe una función fi ∈ F tal que fi(v) = 2, entonces afirmamos que |F| = 1, pues de
no ser así, existe fj ∈ F tal que fi 6= fj.
Como F es una familia de dominación romana y fi(v) = 2, entonces fj(v) = 0, lo cual no
es posible. Por lo tanto, |F| = 1.

Supongamos ahora que para toda i en {1, . . . , d} se tiene que fi(v) = 1. Afirmamos
que en este caso |F| ≤ 2. De no ser así, existen al menos tres funciones distintas fi, fj, fk

en F . De esta manera, tenemos que

f1(v) + fj(v) + fk(v) = 3.

Por otro lado, como F es una familia de dominación romana, se cumple que

d∑
i=1

fi(v) ≤ 2,

lo cual es una contradicción. Por tanto, |F| ≤ 2. De ambos casos, llegamos a que para
toda familia de dominación romana F se tiene que |F| ≤ 2. En particular, si F es una
dR-familia, concluimos que dR(G) ≤ 2.

Siguiendo la línea de resultados del lema anterior, daremos una cota superior para el
número domático romano de las gráficas en las cuales existe al menos un vértice de grado
1.

Lema 3.1.14. Si G es una gráfica en la cual existe al menos un vértice de grado 1,
entonces dR(G) ∈ {2, 3}.
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Demostración. Sean G una gráfica y v un vértice de G tal que δ(v) = 1. Supongamos que
existe una familia de dominación romana F ′ para la cual 4 ≤ |F ′|. Consideremos F ⊆ F ′

con 4 elementos, digamos F = {f1, f2, f3, f4}.
Demostraremos que existe un subconjunto {i, j} de {1, 2, 3, 4} tal que i 6= j, fi(v) = 0

y fj(v) = 0. Para ello consideremos las siguientes afirmaciones:

Afirmación 1. Existe k en {1, . . . , 4} tal que fk(v) = 0.
Supongamos lo contrario; es decir, para todo índice j en {1, . . . , 4} ocurre que fj(v) 6=
0. De esto, se tiene que para todo j aen {1, , . . . 4}, fj(v) ≥ 1. Y con esto,∑4

i=1 fi(v) ≥
4, lo cual no es posible pues F ′ es una familia de dominación romana sobre G.

Afirmación 2. Existe un índice i en {1, . . . , 4} \ {k} tal que fi(v) = 0.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que k = 1. Supongamos que esta afirmación
es falsa. De esta manera, para todo índice j en {2, 3, 4} ocurre que fj(v) 6= 0. Si
j ∈ {2, 3, 4}, se tiene que fj(v) ≥ 1; y de este modo, f2(v) + f3(v) + f4(v) ≥ 3, lo
cual contradice el hecho de que F ′ es una familia de dominación romana.

De las afirmaciones anteriores, existe un subconjunto {i, k} de {1, . . . , 4} tal que i 6= k,
fi(v) = 0 y fk(v) = 0. Como fi y fk son funciones de dominación romana, se tiene que
existen ui y uk vértices de G tal que {uiv, ukv} ⊆ A(G), fi(ui) = 2 y fk(uk) = 2. Por otro
lado, como δ(v) = 1, entonces ui = uk. De esto, fi(ui) = 2 y fk(ui) = 2 con i 6= k, lo cual
es una contradicción al hecho de que F ′ es una familia de dominación romana.

Concluimos que dR(G) ≤ 3. Por último, como δ(v) = 1, se tiene que A(G) 6= ∅, y del
lema 3.1.12, 2 ≤ dR(G). Por tanto, dR(G) ∈ {2, 3}.

De manera análoga al lema 2.1.3, existe una relación entre el número de dominación
de una gráfica con el número domático romano de la misma.

Teorema 3.1.15 ([12]). Si G es una gráfica de orden p, entonces se cumple que

γR(G) · dR(G) ≤ 2p.

Además, si γR(G) · dR(G) = 2p , entonces para toda dR-familia {f1, . . . , fd}, se tiene que
para cada índice i en {1, . . . , d}, fi es una γR(G)-función y para todo vértice v de G,∑d

i=1 fi(v) = 2.
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Demostración. Sea F = {f1, . . . , fd} una familia de dominación romana de G y v un
vértice de G.

Observamos que

d · γR(G) =
d∑

i=1
γR(G) .

Por definición del número de dominación romano de una gráfica, se tiene que para todo
i ∈ {1, . . . , d}, γR(G) ≤ ω(fi), y ω(fi) = ∑

v∈V (G) fi(v). De esto

d∑
i=1

γR(G) ≤
d∑

i=1

 ∑
v∈V (G)

fi(v)
 .

Como V (G) es un conjunto finito, entonces

d∑
i=1

 ∑
v∈V (G)

fi(v)
 =

∑
v∈V (G)

(
d∑

i=1
fi(v)

)
.

Como F es una familia de dominación romana, tenemos que

∑
v∈V (G)

(
d∑

i=1
fi(v)

)
≤

∑
v∈V (G)

2.

Llegamos a que d · γR(G) ≤ 2p. En particular, si F es una dR(G)-familia, concluimos
que dR(G) · γR(G) ≤ 2p

Ahora, procederemos a probar la segunda parte del teorema. Supongamos que dR(G) ·
γR(G) = 2p. Así, todas las desigualdades de la primera parte de esta prueba se vuelven
igualdades. En particular, tenemos que

d∑
i=1

γR(G) =
d∑

i=1

 ∑
v∈V (G)

fi(v)
 . (3.1)

También,

∑
v∈V (G)

(
d∑

i=1
fi(v)

)
=

∑
v∈V (G)

2 . (3.2)

Dado que F es una familia de dominación romana, para todo vértice v de G, se tiene
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que
d∑

i=1
fi(v) ≤ 2.

A partir de esto y de la igualdad 3.2, podemos concluir que para todo vértice v en
V (G),

d∑
i=1

fi(v) = 2 .

Además, como fi es una función de dominación romana para todo índice i en {1, . . . , d},

γR(G) ≤
∑

v∈V (G)
fi(v).

De esto y de la igualdad 3.1,

γR(G) =
∑

v∈V (G)
fi(v) .

Concluyendo que para cada i ∈ {1, . . . , d}, fi es una γR(G)-función y para todo vértice
v de G se cumple que ∑d

i=1 fi(v) = 2.

Ejemplo 3.3. En el ejemplo 3.2, vimos que para una gráfica completa de orden 3; es
decir, para K3, se cumple que dR(K3) = 3. Por otro lado, del lema 2.2.8, γR(K3) = 2. Por
tanto, K3 es un ejemplo de una gráfica donde ocurre la igualdad del teorema 3.1.15. Esto
es un hecho que ocurre para las gráficas de la familia Kp, y que podremos probar más
adelante.

Similarmente al resultado del lema 2.2.9, vemos la relación que existe entre el número
domático de una gráfica y el número domático romano de esta.

Lema 3.1.16 ([12]). En toda gráfica G de orden p se cumple que d(G) ≤ dR(G).

Demostración. Sea P = {D1, . . . , Dd} una partición domática de G, con d = d(G). De
esta manera, para cada índice i en {1, . . . , d} definimos a la función fi : V (G)→ {0, 1, 2}
tal que para todo v en V (G) se tiene que

fi(v) =

2 si v ∈ Di

0 si v ∈ V (G) \Di
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y consideramos a la familia F = {f1, . . . , fd}. Veamos que fi es una función de dominación
romana. Sea v un vértice de G tal que fi(v) = 0. Por la definición de fi, v ∈ V (G) \Di.
Como Di es un conjunto dominante, tenemos que existe w en Di tal que w es adyacente
a v. De la definición de fi, tenemos que fi(w) = 2. Concluyendo así que fi es una función
de dominación romana.

Ahora, veamos que F es una familia de dominación romana. Sea v un vértice de V (G).
Como P es una partición de V (G), existe un único índice j en {1, . . . , d} tal que v ∈ Dj.
De esta manera se sigue que fj(v) = 2; y que para todo índice k en {1, . . . , d} \ {j},
fk(v) = 0. Por tanto, tenemos que

d∑
i=1

fi(v) = fj(v) = 2.

Por último, veamos que |F| = d. Sea {i, j} un subconjunto de {1, . . . , d} tal que i 6= j,
y demostraremos que fi 6= fj. Supongamos que esto no ocurre, es decir, que para todo
vértice v en V (G) fi(v) = fj(v). En particular, para todo vértice v en Di se tiene que
fi(v) = fj(v). Esto último implica que Di = Dj, lo cual es una contradicción. Por tanto,
fi 6= fj. De esta manera, concluimos que |F| ≤ dR(G); es decir, d(G) ≤ dR(G).

Ya se vio en el lema 2.2.9 que relación cumplen estos dos números dada cualquier
gráfica. Daremos una caracterización para aquellas gráficas para las cuales su número
domático coincide con su número domático romano.

Proposición 3.1.17. Sea G una gráfica tal que dR(G) ≥ 2. Se cumple que d(G) = dR(G)
si y sólo si existe una dR-familia F sobre G tal que para todo vértice v en V (G) existe f
en F tal que f(v) = 2.

Demostración. Sea G una gráfica tal que dR(G) ≥ 2. Supongamos primero que G es tal
que d(G) = dR(G), y probemos la existencia de dicha familia F .

Sea P = {D1, . . . , Dd} una partición domática de V (G) de cardinalidad máxima. Para
cada i en {1, . . . , d}, definimos a la función fi : V (G)→ {0, 1, 2} como
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fi(v) =

2 si v ∈ Di

0 si v ∈ V (G) \Di

y veamos que cada una de estas es una función de dominación romana sobre G. Sean
i un índice en {1, . . . , d} y u un vértice de G tal que fi(u) = 0. Por contrucción de fi,
ocurre que u es elemento de V (G) \Di. Como Di es un conjunto dominante de G, existe
v ∈ Di tal que v es adyacente a u. De esta manera, se tiene que fi(v) = 2.

Continuando, consideramos a la familia F = {f1, . . . , fd}, y afirmamos que F es una
famila de dominación romana sobre G. Sea v un vértice de G.. Dado que P es una partición
de V (G), existe un único índice i en {1, . . . , d} tal que v es elemento de Di.

Observamos que
d∑

k=1
fk(v) =

∑
j 6=i

fj(v) + fi(v).

De la construcción de las funciones, se tiene que fi(v) = 2 y fj(v) = 0 si j 6= i. Por
tanto,

d∑
k=1

fk(v) = 2.

Por último, veamos que |F| = d. Sea {i, j, }un subconjunto de {1, . . . , d} tal que i 6= j.
Tenemos que Di 6= Dj pues éstos son ajenos. Existe u ∈ Di tal que u ∈ V (G) \Dj. Con
esto, fi(u) = 2 y fj(u) = 0, concluyendo que fi 6= fj. Por lo tanto, |F| = d(G), por lo que
F es una dR(G)-familia.

Para observar que F es la familia deseada, consideramos a v un vértice de G. Dado
que P es una partición de V (G), existe i en {1, . . . , d} tal que v es elemento de Di. Así,
fi(v) = 2. Por tanto, para todo vértice v de G existe una función f de F tal que f(v) = 2.

Ahora probaremos la condición necesaria de la prueba. Supongamos que existe una
dR-familia F tal que para todo vértice v de G existe una función f en F tal que f(v) = 2.

Consideramos a la familia P = {D1, . . . , Dd} donde para cada i en {1, . . . , d},Di = V fi
2 .

Afirmamos que esta familia P es una partición domática de V (G).
Veamos que todo elemento de P cumple ser no vacío suponiendo que existe alguno que

sí lo es, digamos Di. Por construcción, se tiene que V fi
2 = ∅. De esta manera, se tiene que

para todo vértice x de G ocurre que fi(x) 6= 2. Sea v un vértice de G. Por hipótesis, existe
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j en {1, . . . , d} tal que fj(v) = 2. Luego, como F es una familia de dominación romana,
fi(v) + fj(v) ≤ 2, por lo cual, fi(v) = 0. Como fi es una función de dominación romana,
existe un vértice u en V (G) tal que fi(u) = 2 y u es adyacente a v. Por tanto, u es un
elemento de V fi

2 , lo cual es una contradicción a nuestra suposición. Lo que nos arroja que
todos los elementos de P son no vacíos.

Como siguiente paso veamos que los elementos de P son ajenos entre sí. Sea {i, j} un
subconjunto de {1, . . . , d} tal que i 6= j y supongamos que Di∩Dj 6= ∅, y sea u en Di∩Dj.
De la construcción de P , se tiene que u ∈ V fi

2 y u ∈ V fj

2 ; es decir, fi(v) = 2 y fj(v) = 2.
Por otro lado, dado que F es una familia de dominación romana, se cumple que

d∑
k=1

fk(v) ≤ 2.

Pero esto es una contradicción pues fi(v) + fj(v) ≤ ∑d
k=1 fk(v). Por tanto, Di y Dj son

ajenos.
Ahora probaremos que ⋃d

i=1Di = V (G). Dado que cada Di es un subconjunto de V (G),
entonces ⋃d

i=1Di ⊆ V (G). De esto solamente basta probar la otra contención. Sea x un
elemento de V (G). Por hipótesis, existe una función fi en F tal que fi(x) = 2. Tenemos
que x está en V fi

2 ; es decir, x es elemento de Di. Por lo tanto, x ∈ ⋃d
i=1Di. Concluyendo

así que ⋃d
i=1Di = V (G).

Demostraremos que cada elemento de la partición P es un conjunto dominante de
V (G). De la definicicón de P observamos que, dada una función de dominación romana
fi en F , V fi

2 = Di y que V fi
0 = V (G) \Di. Por el lema 2.2.3, sabemos que V fi

0 ≺ V fi
2 . Por

lo que para todo vértice de v en V (G) ocurre que v está en Di, o bien, si v es elemento
de V (G) \Di, entonces existe un vértice u en Di tal que u es adyacente a v. Concluyendo
que cada conjunto Di es un conjunto dominante de V (G). Por lo tanto, P es una partición
domática de V (G).

Para terminar esta prueba, vemos que por construcción |P| = |F| y como F es una
dR(G)-familia, |P| = dR(G). Por la definición de número domático, dR(G) ≤ d(G). Por el
lema 3.1.16, llegamos a que d(G) = dR(G).

En el lema 3.1.14, vimos que si G es una gráfica con al menos un vértice de grado
1, entonces su número domático romano es a lo más 2. En el siguiente resultado, se
caracterizan a las gráficas en las cuáles sólo existen vértices de grado 1 y 0.
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Lema 3.1.18 ([12]). En toda gráfica G de orden p se tiene que γR(G) = p y dR(G) = 2
si y sólo si ∆(G) = 1.

Demostración. Sea G una gráfica de orden p. Primero, supongamos que γR(G) = p y
dR(G) = 2. Del lema 2.2.14, tenemos que γR(G) ≤ p − ∆(G) + 1; es decir, ∆(G) ≤ 1.
Por otro lado, del lema 3.1.12, como dR(G) = 2, A(G) 6= ∅, y de esta forma, ∆(G) ≥ 1.
Llegamos a que ∆(G) = 1.

Ahora mostraremos la condición necesaria del teorema. Supongamos que ∆(G) = 1.
Todo vértice v de G cumple que δ(v) = 1 ó δ(v) = 0. Consideremos al conjunto R =
{v ∈ V (G) : δ(v) = 0}, y sea r = |R|. De la definición de R, notemos que para todo v en
V (G) \R, δ(v) = 1. Sea q el tamaño de G. Del teorema 1.1.2, tenemos que

2q =
∑

v∈V (G)
δ(v);

y por otro lado, observamos que

∑
v∈V (G)

δ(v) =
∑
v∈R

δ(v) +
∑

v∈V (G)\R
δ(v) .

De la definición de R, se sigue que

∑
v∈R

δ(v) +
∑

v∈V (G)\R
δ(v) =

∑
v∈R

0 +
∑

v∈V (G)\R
1 .

Como V (G) es un conjunto finito, tenemos que

∑
v∈V (G)\R

1 = |V (G) \R| = p− r .

Llegamos a que 2q = p−r; es decir, existen p−r
2 aristas en G. Además, como ∆(G) = 1,

no existen aristas adyacentes entre sí, de lo cual podemos afirmar que

G ∼= rK1 ∪
p− r

2 K2.

Por el lema 2.2.15, tenemos que

γR(G) = r · γR(K1) + p− r
2 · γR(K2) .
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Del lema 2.2.8, vemos que

r · γR(K1) + p− r
2 · γR(K2) = r(1) + p− r

2 (2) .

Tenemos que
γR(G) = r + (p− r) = p.

Llegamos a que γR(G) = p. Ahora, como ∆(G) = 1, entonces A(G) 6= ∅, y del lema 3.1.12,
dR(G) ≥ 2. Del teorema 3.1.15, tenemos que γR(G) · dR(G) ≤ 2p, y como γR(g) = p,
γR(G) 6= 0. Por lo tanto, dR(G) ≤ 2; concluyendo así que dR(G) = 2.

En el ejemplo 3.2, probamos que dR(K3) = 3. En el siguiente resultado, se prueba esto
ocurre para todos los elementos de la familia de gráficas completas Kp.

Lema 3.1.19 ([12]). Si G es una gráfica de orden p, entonces dR(G) = p si y sólo si
G ∼= Kp.

Demostración. Probemos la condición recíproca de este enunciado. Sea G una gráfica
completa de orden p y consideremos a su conjunto de vértices como V (G) = {v1, . . . , vp}.
Consideramos al conjunto F = {f1, . . . , fp} como las funciones tales que para cada j en
{1, . . . , p} se tiene que fj : V (G)→ {0, 1, 2} con

fj(vi) =

0 si i 6= j

2 si i = j.

Veamos que para cada índice j en {1, . . . , p}, fj es una función de dominación romana.
Sea vi en V (G) con fj(vi) = 0; es decir, i 6= j. Por definición de fj, tenemos que fj(vj) = 2
y como G es completa, vi es adyacente a vj. Así, fj es una función de dominación romana.
Más aún, si fi y fj son tales que i 6= j, tenemos que fi(vi) = 2, y fj(vi) = 0, por lo que
tenemos que fi 6= fj. De esta manera, |F| = p.

Por último, por la definición de F , para cada vi en V (G) se tiene que

p∑
j=1

fj(vi) = fi(vi) = 2.

Tenemos que el conjunto F es una familia de dominación romana con p elementos. Por lo

64



tanto, p ≤ dR(G). Por el lema 3.1.7, llegamos a que dR(G) = p.
Ahora probaremos la condición necesaria del enunciado. Suponemos que dR(G) = p y
demostraremos que G es completa. Analizamos los siguientes casos.

Caso 1 p = 1.
En este caso es inmediato que G es completa.

Caso 2 p = 2.
En este caso, G tiene dos vértices. Por otro lado, como dR(G) = 2, por el lema
3.1.12, entonces A(G) 6= ∅, es decir, existe al menos una arista en G. Como G tiene
exactamente dos vértices, se sigue que G ∼= K2.

Caso 3 p ≥ 3.

En este caso afirmamos que γR(G) · dR(G) = 2p, para ello primero mostraremos que
γR(G) = 2. Sea f una γR(G)-función. Si existe al menos un vértice v de G tal que
f(v) = 0, entonces existe otro vértice w tal que f(w) = 2, y si G no tiene vértices
de valor cero bajo f , entonces para todo vértice v de G se tiene que f(v) ∈ {1, 2}, y
como p ≥ 3, esto nos lleva a concluir que ω(f) ≥ 2, por lo que γR(G) ≥ 2.
Por otro lado, del teorema 3.1.15, tenemos que γR(G)·dR(G) ≤ 2p, y como dR(G) = p,
entonces γR(G) ≤ 2, concluyendo que γR(G) = 2.

Inmediatamente se sigue que γR(G) · dR(G) = 2p. Del teorema 3.1.15 tenemos
que, para toda i en {1, . . . , p}, fi es una γR-función, y que para todo v en V (G),∑p

i=1 fi(v) = 2.

Afirmación 1: Para todo índice i en {1, . . . , p} y para todo v en V (G), fi(v) 6= 1.

Supongamos que esto no ocurre, es decir, que existe un vértice v de G y un índice
i en {1, . . . , p} tal que fi(v) = 1. Como fi es una γR-función y γR(G) = 2, entonces
para todo u en V (G), fi(u) 6= 2; es decir, fi(u) = 1 o fi(u) = 1.

Por otro lado, ∑x∈V (G) fi(x) = 2, existe un vértice u de G tal que fi(u) = 1 y u 6= v.
Como |V (G)| ≥ 3, existe al menos un vértice w en V (G) tal que fi(w) = 0, lo cual no
es posible pues no existen vértices de imagen 2 bajo fi, mostrando así la afirmación
1.

Afirmación 2: Para todo v en V (G) existe fi ∈ F tal que fi(v) = 2.
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Si v es un vértice en de G, entonces ∑p
i=1 fi(v) = 2, y por la afirmación 1, existe

fi ∈ F tal que fi(v) = 2, concluyendo así la afirmación 2.

Probaremos que G es completa mostrando que para todo vértice v en V (G), δ(v) =
p− 1. Sea v en V (G), por la afirmación 2, existe una única función fi en F tal que
fi(v) = 2, y dado que F es una familia de dominación romana, se tiene que para
toda fk de F \ {fi}, fk(v) = 0, por lo que |F0(v)| = p − 1. Del lema 3.1.3, se sigue
que |F0(v)| ≤ δ(v), concluyendo que δ(v) = p− 1, por lo que G es completa.

Teorema 3.1.20 ([12]). Si G es una gráfica no trivial de orden p, entonces

γR(G) + dR(G) ≤ p+ 2.

Además, γR(G)+dR(G) = p+2 si y sólo si ∆(G) = 1 o bien si G es una gráfica completa.

Demostración. Sea G una gráfica de orden p, con 2 ≤ p. Empecemos por probrar que
γR(G) + dR(G) ≤ p+ 2. Supongamos primero que dR(G) = 1. Por el lema 3.1.12, tenemos
que G es una gráfica vacía. Al considerar la función

f : V (G)→ {0, 1, 2}

f(v) = 1,

se tiene que ésta es una función de dominación romana de peso p. Tenemos que γR(G) ≤ p;
es decir, γR(G) + dR(G) ≤ p+ 1; y en particular, γR(G) + dR(G) ≤ p+ 2.

Ahora supongamos que 2 ≤ dR(G). Nuevamente, por el lema 3.1.12, tenemos ahora
que A(G) 6= ∅. Una función de dominación romana f sobre G tiene al menos un vértice
de valor 2, o bien, al menos dos vértices de valor 1. Se cumple que para toda función de
dominación romana f se tiene que 2 ≤ ω(f). En particular, ocurre que 2 ≤ γR(G). Del
lema 3.1.7, dado que dR(G) ≤ p, y del teorema 3.1.15, tenemos que γR(G) · dR(G) ≤ 2p;
es decir,

γR(G) ≤ 2p
dR(G) .
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Llegamos a que
γR(G) + dR(G) ≤ dR(G) + 2p

dR(G) .

Por un lado, consideremos a la función g : (0,∞)→ R tal que para todo x en (0,∞),

g(x) = x+ 2p
x
.

Vemos que la derivada de g es la función

g′(x) = 1− 2p
x2 .

Dado que dR(G) ∈ [2, p], consideraremos la función g sólo en dicho intervalo. Del crite-
rio de la derivada, tenemos que g es decreciente sobre el intervalo [2,

√
2p], y es creciente

sobre el intervalo [
√

2p, p].

Si dR(G) ∈ [2,
√

2p], entonces g(dR(G)) ≤ g(2); es decir,

dR(G) + 2p
dR(G) ≤ 2 + 2p

2 = 2 + p.

Ahora, si dR(G) ∈ [
√

2p, p], entonces g(dR(G)) ≤ g(p); es decir,

dR(G) + 2p
dR(G) ≤ p+ 2p

p
= p+ 2.

Por lo tanto, llegamos a que γR(G) + dR(G) ≤ p+ 2.

Ahora veamos que γR(G) + dR(G) = p + 2 si y sólo si G es una gráfica completa o si
∆(G) = 1.

Partamos de la condición necesaria del enunciado. Si G es completa, se sigue que
γR(G) = 2, y del lema 3.1.19, dR(G) = p. De esta manera, γR(G) + dR(G) = 2 + p.
Si ∆(G) = 1, del lema 3.1.18, se sigue que dR(G) = 2 y γR(G) = p. Así, tenemos que
γR(G) + dR(G) = p+ 2.

Probemos la parte suficiente del enunciado. Supongamos que γR(G) + dR(G) = p+ 2.
Como vimos en la primera parte de esta prueba, tenemos que

γR(G) + dR(G) ≤ dR(G) + 2p
dR(G) ≤ p+ 2
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. Luego,
γR(G) + dR(G) = dR(G) + 2p

dR(G) .

Por lo tanto, γR(G) = 2p
dR(G) ; es decir, γR(G) · dR(G) = 2p. Del teorema 3.1.20, tenemos

que G es una gráfica completa o bien ∆(G) = 1.
En esto últmo, vemos que la cota sólo se alcanza cuando ∆(G) = 1, o bien, cuando G

es una gráfica completa de orden p, p ≥ 2.

Teorema 3.1.21 ([12]). Para toda gráfica G se tiene que

dR(G) ≤ δ(G) + 2.

Además, la cota es justa.

Demostración. Si dR(G) ≤ 2, entonces vemos que dR(G) ≤ δ(G) + 2.
Ahora supongamos que dR(G) ≥ 3. Sean F = {f1, . . . , fd} una dR(G)-familia y v en V (G)
tal que δ(v) = δ(G).

Afirmamos que ∑u∈N [v] fi(u) = 1 se cumple para a lo más dos funciones de F . Si para
algún i en {1, . . . , d} se tiene que ∑u∈N [v] fi(u) = 1, entonces exsite un vértice u en N [v]
tal que se fi(u) = 1 y que para todo w en N [v]−{u} se tiene que fi(w) = 0. Esto nos lleva
a que u = v, pues de no ser así, v tiene valor cero bajo fi y no existe un vértice adyacente
a v de valor dos, contradiciendo que fi es una función de dominación romana. De esta
manera, si tenemos un índice i en {1, . . . , d} tal que ∑u∈N [v] fi(u) = 1, entonces fi(v) = 1.
Por otro lado, como F es una familia de dominación romana, entonces ∑d

i=1 fi(v) ≤ 2. Por
lo tanto, existe a lo más un índice j en {1, . . . , d}, con j 6= i, tal que ∑u∈N [v] fj(v) = 1,
mostrando la afirmación.

Tenemos entonces que para todo i en {1, . . . , d}, salvo a los más dos índices, se tiene
que

2 ≤
∑

u∈N [v]
fi(u).

Podemos afirmar que se cumple

2d− 2 ≤
d∑

i=1

 ∑
u∈N [v]

fi(u)

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Como N [v] es un conjunto finito, tenemos que

d∑
i=1

 ∑
u∈N [v]

fi(v)
 =

∑
u∈N [v]

(
d∑

i=1
fi(v)

)
.

Como F es una familia de dominación romana, entonces

∑
u∈N [v]

(
d∑

i=1
fi(u)

)
≤

∑
u∈N [v]

2 = 2(δ(G) + 1).

Tenemos que 2d− 2 ≤ 2(δ(G) + 1); es decir, d ≤ δ(G) + 2.
En particular, si F es una dR(G)-familia, concluimos que dR(G) ≤ δ(G) + 2.

Ahora veamos que la cota dada por el teorema es justa; es decir, existe una gráfica G
tal que dR(G) = δ(G)+2. Sea k un entero positivo. Para cada i en {1, . . . , k}, consideremos
a Gi una gráfica completa de orden k+ 3, con V (Gi) = {vi

1, v
i
2, . . . , v

i
k+3}. Luego, sea v un

vértice distinto a todos los ya mencionados, y construimos a G como la gráfica tal que

V (G) =
k⋃

i=1
V (Gi) ∪ {v};

A(G) =
k⋃

i=1
A(Gi) ∪

{
vvi

1 : i ∈ {1, . . . , k + 3}
}
.

Afirmamos que dR(G) = δ(G) + 2. Primero demostraremos que δ(G) = k, y aún más,
δG(v) = δ(G). Sea u en V (G), por definición de G, u ∈ ⋃k

i=1 V (Gi) o u = v. Veamos los
siguientes casos:

Caso 1 u ∈ ⋃k
i=1 V (Gi).

En este caso, para algún i en {1, . . . , k}, u ∈ V (Gi). Por construcción Gi
∼= Kk+3,

es decir, u es adyacente a todos los demás vértices de Gi. Si u = vi
1, entonces

δG(u) = δGi
(u) + 1 pues uv ∈ A(Gi), y así, δG(u) = k + 3. Si u 6= vi

1, entonces
δG(u) = δGi

(u), concluyendo que δG(u) = k + 2.

Caso 2 u = v.
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Por definición de G, δG(u) = |NG(v)|. Por la construcción de G,

|NG(v)| = |
{
vvi

1 : i ∈ {1, . . . , k}
}
|.

Por tanto, δG(u) = k.

Llegamos a que δ(G) = k y que v es un vértice de grado mínimo de G; además, es el único
vértice de grado mínimo.

Ahora, daremos una familia de dominación romana sobre G con k+ 2 elementos. Para
cada i en {1, . . . , k} consideraremos a las siguientes funciones fi : V (G) → {0, 1, 2} como
sigue:

fi(x) =


2 si x = vi

1

2 si x ∈
{
vj

i+1 ∈ V (G) : j ∈ {1, . . . , k} \ {i}
}

0 en otro caso.

Consideraremos a las siguientes dos funciones fk+1 : V (G)→ {0, 1, 2} y fk+2 : V (G)→
{0, 1, 2} definidas como

fk+1(x) =


1 si x = v

2 si x ∈ {vj
k+2 ∈ V (G) : j ∈ {1, . . . , k}}

0 en otro caso.

fk+2(x) =


1 si x = v

2 si x ∈ {vj
k+3 ∈ V (G) : j ∈ {1, . . . , k}}

0 en otro caso.

Veamos que para cada i en {1, . . . , k + 2}, fi es una función de dominación romana.
Sea u un vértice de G tal que fi(u) = 0, donde i en {1, . . . , k}. Tenemos dos posibles casos
para u:
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Caso 1 u = v.
En este caso, por definición de G, uvi

1 ∈ A(G) y fi(vi
1) = 2.

Caso 2 u 6= v.
Por definición de G, u ∈ V (Gj), para algún índice j de {1, . . . , k}. Si j = i, como
fi(u) = 0, entonces u 6= vi

1 y como Gj es completa, uvi
1 ∈ A(G) y fi(vi

1) = 2. Si
j 6= i, como fi(u) = 0, entonces u 6= vj

i+1. Como Gj es completa, uvj
i+1 ∈ A(G) y

fi(vj
i+1) = 2.

Veamos ahora el caso en el que i = k + 1. Como fk+1(u) = 0, se sigue que u 6= v,
por lo que u ∈ V (Gj), para algún j en {1, . . . , k}. Nuevamente, u 6= vj

k+2, y como Gj es
completa, uvj

k+1 ∈ A(G), donde fk+1(vj
k+2) = 2.

De manera análoga, si i = k+2, y fk+2(u) = 0, entonces uvj
k+3 ∈ A(G) y fk+2(vj

k+3) = 2
para algún j en {1, . . . , k}.

Por lo tanto, para toda i en {1, . . . , k+2}, la función fi es de dominación romana. Ahora
veamos que la familia F definida como F = {f1, . . . , fk+2} es una familia de dominación
romana sobre G.

Consideremos u en V (G) y mostraremos que ∑k+2
i=1 fi(u) ≤ 2. Por construcción de G,

tenemos que u ∈ ⋃k
i=1 V (Gi) ∪ {v}. Analizamos los siguientes casos:

Caso 1 u = v.
En este caso, para toda i en {1, . . . , k}, ocurre que fi(v) = 0, fk+1(v) = 1 y fk+2(v) =
1. Por tanto,

k+2∑
i=1

fi(v) = 2.

Caso 2 u 6= v.
Como u ∈ V (G) \ {v}, existe n en {1, . . . , k} tal que u ∈ V (Gn); es decir, u = vn

r

para alguna r ∈ {1, . . . , k + 3}.

Sabemos que

k+2∑
i=1

fi(vn
r ) =

k∑
i=1

fi(vn
r ) + fk+1(vn

r ) + fk+2(vn
r ).

Analizaremos la suma anterior por casos:
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Caso 1 r = k + 3.
Se tiene que fk+2(vn

k+3) = 2, fk+1(vn
k+3) = 0 y por la definición de fi, con i en

{1, . . . , k}, fi(vn
k+3) = 0, de donde se obtiene que ∑k+2

i=1 fi(vn
r ) = 2.

Caso 2 r = k + 2.
Por la definición de las funciones se tiene que para toda i en {i, . . . , k}, fi(vn

k+2) =
0; y por otro lado, fk+1(vn

k+2) = 2 y fk+2(vn
k+2) = 0. Por tanto, ∑k+2

i=1 fi(vn
r ) = 2.

Caso 3 r = 1.
Por la definición de las funciones, se tiene que fk+1(vn

1 ) = 0, fk+2(vn
1 ) = 0.De la

misma manera, para todo i en {1, . . . , k} \ {n}, fi(vn
1 ) = 0 y fn(vn

1 ) = 2, y así

k+2∑
i=1

fi(vn
1 ) = 2.

Caso 4 r ∈ {2, . . . , k + 1}.
De la definición de fk+1 y de fk+2, se tiene que fk+1(vn

r ) = 0 y fk+2(vn
r ) = 0.

De la definición de fi, cuando i ∈ {1, . . . , k}, si i = r − 1 y n 6= i tenemos que
fi(vn

r ) = 2, y fi(vn
r ) = 0 en cualquier otra situación. Luego,

k+2∑
i=1

fi(vn
r ) ≤ 2.

Concluimos que F es una familia de dominación romana de G, y |F| = k + 2, por tanto,
k + 2 ≤ dR(G). Luego, como δ(G) = k, de la primera parte de la prueba se tiene que
dR(G) ≤ k + 2. Por lo tanto dR(G) = δ(G) + 2.

Ejemplo 3.4. Para ilustrar la construcción del teorema 3.1.21, veamos un ejemplo cuando
k = 2; es decir, construiremos una gráfica G tal que δ(G) = 4 y dR(G) = 6. (Ver 3.4.)

Siguiendo la construcción mostrada en la prueba anterior, para cada índice i en {1, . . . , 4},
consideraremos a Gi como una gráfica completa de orden 7, donde V (Gi) = {vi

1, v
i
2, . . . , v

i
7}

y v un vértice distinto a todos los anteriores. Sea G tal que

V (G) =
( 4⋃

i=1
V (Gi)

)
∪ {v}

A(G) =
( 4⋃

I=1
A(Gi)

)
∪ {vv1

1, vv
2
1, vv

3
1, vv

4
1}.
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Figura 3.4: La gráfica G, siguiendo la construcción del teorema 3.1.21 para k = 2

Y según la prueba del lema 3.1.21, coloreamos a G con las funciones f1, . . . , f6 como
se muestra en las siguientes figuras. (Ver figuras 3.5, 3.6, 3.7, 3.8, 3.9, 3.10.)

Considerando a la familia F = {f1, f2, f3, f4, f5, f6}, tenemos que 6 ≤ dR(G). Por el
lema 3.1.21, también se ve que dR(G) ≤ 6. Por lo tanto, dR(G) = 6; es decir, dR(G) =
δ(G) + 2.
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Figura 3.5: Los vértices de G bajo la función f1.

Figura 3.6: Los vértices de G bajo la función f2.
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Figura 3.7: Los vértices de G bajo la función f3.

Figura 3.8: Los vértices de G bajo la función f4.
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Figura 3.9: Los vértices de G bajo la función f5.

Figura 3.10: Los vértices de G bajo la función f6.
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Tal como en el lema 2.2.15, es posible dar una caracterización del número domático
romano de una gráfica a partir del número domático romano de sus componentes conexas.
Los siguientes resultados nos permiten dar esta relación.

Lema 3.1.22. Si G es una gráfica y H1, . . . , Hk son las componentes conexas de G, en-
tonces

mı́n
{
dR(Hi) : i ∈ {1, . . . , k}

}
≤ dR(G).

Demostración. Sean G una gráfica y H1, . . . , Hk las componentes conexas de G. Sin pér-
dida de generalidad, supongamos que dR(Hi) ≤ dR(Hj) si i ≤ j.

Para cada i en {1, . . . , k}, consideremos a

Fi = {f i
1, f

i
2, . . . , f

i
ti
}

una dR(Hi)-familia, donde ti = dR(Hi). Observamos que, por la elección de índices, t1 =
mı́n{dR(Hi) : i ∈ {1, . . . , k}}.
Ahora, para j ∈ {1, . . . , t1}, consideramos a la función gj : V (G)→ {0, 1, 2} tal que

gj(v) = f i
j(v) si v ∈ V (Hi).

Consideramos a la familia de funciones F = {g1, . . . , gt1} y afirmamos que F es una familia
de dominación romana de G. Veamos que gj es una función de dominación romana en G
para cada j en {1, . . . , t1}. Sea v en V (G) tal que gj(v) = 0, para alguna j en {1, . . . , t1}.
Como v ∈ V (G), entonces existe un único índice i de {1, . . . , k} tal que v ∈ V (Hi). Por
definición de gj, tenemos que gj(v) = f i

j(v), y de esta manera, f i
j(v) = 0. Como f i

j es una
función de dominación romana sobre Hi, entonces existe u en V (Hi) tal que u es adyacente
a v y f i

j(u) = 2. Nuevamente, de la definición de gj, tenemos que gj(u). Por lo tanto, v es
adyacente a u en G y gj(u) = 2. Llegamos a que gj es una función de dominación romana
en G.

Probaremos que F tiene t1 elementos. Sea {i, j} un subconjunto de {1, . . . , t1} tal que
i 6= j, y veamos que gi 6= gj. Como F1 es una familia de dominación romana, tenemos que
f 1

i 6= f 1
j . Existe un vértice v en V (H1) tal que f 1

i (v) 6= f 1
j (v). De la definición de gi y gj,

se sigue que gi(v) = f 1
i (v), y también, gj(v) = f 1

j (v). Por lo tanto, gi(v) 6= gj(v), y de esta
manera, gi 6= gj. F tiene afectivamente t1 elementos.
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Por último, sea v un vértice de G y veamos que se cumple que

t1∑
j=1

gj(v) ≤ 2.

Como v está en V (G), entonces existe un único índice i en {1, . . . , k} tal que v ∈ V (Hi).
De la definición de gj, se tiene que

t1∑
j=1

gj(v) =
t1∑

j=1
f i

j(v).

Como t1 ≤ ti, entonces
t1∑

j=1
f i

j(v) ≤
ti∑

j=1
f i

j(v).

Como Fi es una familia de dominación romana sobre Hi, se sigue que

ti∑
j=1

f i
j(v) ≤ 2;

llegando a que
t1∑

j=1
gj(v) ≤ 2.

Por tanto, tenemos que F es una función de dominación romana sobre G. Por definición,
tenemos que |F| ≤ dR(G). Por lo tanto, dR(H1) ≤ dR(G). De la elección de H1, concluimos
que

mı́n{dR(Hi) : i ∈ {1, . . . , k}} ≤ dR(G).

Ejemplo 3.5. En la gráfica de la figura 3.11, se muestra que la desigualdad del lema
3.1.22 es estricta.

Vemos que la familia F = {f1, f2} donde f1 y f2 están dadas como en la figura 3.12.
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Figura 3.11: La gráfica G.

(a) V (G) bajo f1. (b) V (G) bajo f2.

Figura 3.12: Las funciones de la familia F .

Por el teorema 3.1.23 se tiene que dR(G) ≤ 2 pues G tiene vértices aislados. Por otro
lado, como |F| = 2, entonces dR(G) ≥ 2. Por lo tanto, dR(G) = 2. Así también podemos
ver que

mı́n{dR(H) : H es componente conexa de G} = 1.

Probando que la desigualdad del lema 3.1.22 es estricta en este caso.

En el ejemplo 3.5, vemos que la desigualdad del lema 3.1.22 es estricta, lo cual se debe
a la existencia de vértices de grado 0. En el siguiente lema, probaremos que la cota del
lema 3.1.22 es justa cuando no hay vértices aislados.

Lema 3.1.23. Si G es una gráfica sin vértices aislados y H1, . . . , Hk son las componentes
conexas de G, entonces

dR(G) = mı́n {dR(Hi) : i ∈ {1, . . . , k}} .

79



Demostración. Sean G una gráfica, H1, . . . , Hk las componentes conexas de G, F =
{f1, . . . , ft} una dR(G)-familia, y H una componente conexa de G tal que el número
domático romano de H sea mínimo respecto al número domático romano de las compo-
nentes conexas de G; es decir, dR(H) = mı́n {dR(Hi) : i ∈ {1, . . . , k}}.
Para cada i en {1, . . . , t}, consideramos la función

gi : V (H)→ {0, 1, 2}

gi(x) = fi(x).

Demostraremos que gi es una función de dominación romana sobre H. Como G no tiene
vértices aislados, entonces H no tiene vértices aislados. Sea v un vértice de H tal que
gi(v) = 0. Por definición de gi, tenemos que gi(v) = fi(v). Como fi es una función de
dominación romana de G, existe u en V (G) tal que u es adyacente a v y fi(u) = 2. Como
H es una componente conexa de G y u es adyacente a v, entonces u ∈ V (H). Por la
definición de gi, gi(u) = 2. Por tanto, gi es una función de dominación romana de H.

Sea G = {g1, . . . , gt}, y veamos ahora que para todo vértice v de H, ∑t
i=1 gi(v) ≤ 2.

Como para cada i en {1, . . . , t} se tiene que gi(v) = fi(v), entonces

t∑
i=1

gi(v) =
t∑

i=1
fi(v).

Como F es una familia de dominación romana en G, se tiene que

t∑
i=1

fi(v) ≤ 2.

Por lo tanto, se sigue que
t∑

i=1
gi(v) ≤ 2.

Analizaremos los siguientes casos:

Caso 1 Para todo subconjunto {i, j} de {1, . . . , t} tal que i 6= j sucede que gi 6= gj.

En este caso, |G| = |F|. Por lo tanto, dR(G) ≤ dR(H).

Caso 2 Existe un subconjunto {i, j} de {1, . . . , t} tal que i 6= j y gi = gj.
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Como gi = gj, entonces para todo vértice v de H, gi(v) = gj(v). Si gi(v) = 2 para
algún vértice v en V (H), entonces gj(v) = 2. De la definición de G, gi(v) = fi(v) y
gj(v) = fj(v), por lo que, fi(v) + fj(v) = 4, lo cual es una contradicción al hecho de
que F es una familia de dominación romana. Por lo cual, no existen vértices en H
con imagen 2 bajo gi, concluyendo que gi(v) = 1 para todo vértice v d4 H. Además,
como gi = gj, también ocurre que gj(v) = 1 para todo vértice v en V (H).

Afirmamos que |F| = 2. Supongamos lo contrario, por el lema 3.1.12, como A(G) 6=
∅, entonces |F| 6= 1, por lo que, |F| ≥ 3. De esta manera, existe al menos una función
fl en F\{fi, fj}. Si existe x en V (H) tal que fl(x) = 2, entonces fl(x)+fi(x)+fj(x) =
4, lo cual no es posible pues F es una familia de dominación romana sobre G. Para
todo vértice x en V (H) se tiene que fl(x) = 1, concluyendo que fl(x)+fi(x)+fj(x) =
3, contradiciendo nuevamente que F es una familia de dominación romana sobre
G. Por lo tanto, |F| = 2. Por el lema 3.1.12, como H no es vacía, dR(H) ≥ 2.
Concluyendo que |F| ≤ dR(H), y como F es una dR(G)-familia, entonces dR(G) ≤
dR(H).

De ambos casos y de la elección de H llegamos a que

dR(G) ≤ mı́n{dR(Hi) : i ∈ {1, . . . , k}}.

Por el lema 3.1.22,
dR(G) = mı́n{dR(Hi) : i ∈ {1, . . . , k}}

De manera similar al resultado anterior, podemos dar una relación entre los números
domáticos romanos de una gráfica conexa y sus bloques.

Lema 3.1.24. Si G es una gráfica conexa y B1, . . . , Bk son los bloques de G, entonces

mı́n
{
dR(Bi) : i ∈ {1, . . . , k}

}
≤ dR(G).

Demostración. Sea G una gráfica conexa y B1, . . . , Bk los bloques de G. Procederemos
por inducción sobre k.
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Base Inductiva Para k = 1.
En este caso se cumple la igualdad, pues G es un sólo bloque.

Hipótesis de Inducción Sean k ≥ 2 y supongamos cierto que para toda gráfica G′ con
l bloques, digamos B′1, . . . , B′l, donde l < k, se cumple que

mı́n {dR(B′i) : i ∈ {1, . . . , l}} ≤ dR(G′).

Paso Inductivo Supongamos que G tiene exactamente k bloques, digamos B1, . . . , Bk.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que Bk es un bloque terminal de G. Sea
B = ⋃k−1

i=1 Bi.
Dado que Bk es un bloque terminal, observamos que |V (B)∩V (Bk)| = 1, y tomamos
a v en V (B)∩V (Bk). Sean F1 = {f1, . . . , ft1} una dR(B)-familia y F2 = {g1, . . . , gt2}
una dR(Bk)-familia. Supongamos que para todo i en {2, . . . , t1} se cumple que fi(v) ≤
fi−1(v); así mismo para todo j en {2, . . . , t2}, gj(v) ≤ gj−1(v). Aún más, supongamos
también que g1(v) ≤ f1(v), y consideremos t = mı́n{t1, t2}.

Para cada i ∈ {1, . . . , t} consideramos la función hi : V (G)→ {0, 1, 2} tal que

hi(u) =

fi(u) si u ∈ V (B)

gi(u) si u ∈ V (Bk) \ {v}
.

Afirmamos que para toda i en {1 . . . , t}, hi es una función de dominación romana
sobre G. Sea u un vértice de G tal que hi(u) = 0. Si u ∈ V (B), entonces tenemos
que hi(u) = fi(u). Como fi es una función de dominación romana sobre B, sabemos
que existe un vértice w de B adyacente a u tal que fi(w) = 2. De la definición de hi

sabemos que hi(w) = fi(w). Por lo tanto,existe un vértice w de G adyacente a u tal
que hi(w) = 2.
Si u ∈ V (Bk) \ {v}, entonces hi(u) = gi(u). Como gi es una función de dominación
romana sobre Bk, tenemos que existe un vértice w de Bk tal que gi(w) = 2. Veamos
el caso en que w = v. Sabemos que para todo índice i de {1, . . . , t}, gi(v) ≤ 2, y que
gi−1(v) ≥ gi(v). Por lo tanto, gi = g1. Además, tenemos que f1(v) ≥ g1(v). Por lo
tanto, g1(v) = f1(v), y en particular, f1(v) = 2; es decir, h1(v) = 2.

Si w 6= v, entonces hi(w) = gi(w). Por tanto, u es adyacente a un vértice w tal que
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hi(w) = 2. Concluyendo así que hi es una función de dominación romana sobre G.

Sean H = {h1, . . . , ht}. Probemos que H es una familia de dominación romana en
G. Consideremos a u un vértice de G y analizamos los siguientes casos.

Caso 1 u ∈ V (B).
De la definición de hi tenemos que

t∑
i=1

hi(u) =
t∑

i=1
fi(u).

Como t ≤ t1,
t∑

i=1
fi(u) ≤

t1∑
i=1

fi(u).

Como F1 es una familia de dominación romana sobre B,

t1∑
i=1

fi(u) ≤ 2.

Por tanto,
t∑

i=1
hi(u) ≤ 2.

Caso 2 u ∈ V (Bk) \ {v}.
De la definición de hi tenemos que

t∑
i=1

hi(u) =
t∑

i=1
gi(u).

Como t ≤ t2,
t∑

i=1
gi(u) ≤

t2∑
i=1

gi(u).

Como F2 es una familia de dominación romana sobre Bk,

t2∑
i=1

gi(u) ≤ 2.
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Por lo tanto,
t∑

i=1
hi(u) ≤ 2.

.

Concluyendo así que H es una familia de dominación romana sobre G. Veamos que
|H| = t. Dado que F tiene t elementos, entonces para todo subconjunto {i, j} de
{1, . . . , t} tal que i 6= j se tiene que existe un vértice u de B tal que fi(u) 6= fj(u). De
la definición de hi y hj se tiene que hi(u) = fi(u) y hj(u) = fj(u). De esta manera,
hi(u) 6= hj(u).

Por lo tanto, H es una familia de dominación romana sobre G con t elementos, por lo
tanto t ≤ dR(G).

Sin embargo, sabemos que t = mı́n{dR(B), dR(Bk)}, además por la hipótesis de induc-
ción, dR(B) = mı́n {dR(Bi) : i ∈ {1, . . . , k − 1}}, por lo que,

t = mı́n {mı́n {dR(Bi) : i ∈ {1, . . . , k − 1}} , dR(Bk)} .

Por lo que
t = mı́n {dR(Bi) : i ∈ {1, . . . , k}} .

Concluyendo que
mı́n {dR(Bi) : i ∈ {1, . . . , k}} ≤ dR(G).

Ejemplo 3.6. Veamos que en la gráfica de la figura 3.13 la desigualdad del Lema 3.1.24
es estricta.

Sea F = {f1, f2, f3} la familia de funciones donde f1, f2 y f3 están dadas como en la
figura 3.14.

Con la familia F vemos que 3 ≤ dR(G), mientras que si B = G〈{u, v}〉, entonces B es
un bloque de G. Con esto,

2 = dR(B) = mı́n{dR(H) : H es un bloque de G}.
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Figura 3.13: La gráfica G.

(a) V (G) bajo f1. (b) V (G) bajo f2.

(c) V (G) bajo f3.

Figura 3.14: Las funciones de la familia F .
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Ahora daremos una cota superior al número domático romano de una gráfica conexa
G, cuando ésta tiene al menos un vértice de corte.

Lema 3.1.25. Sea G una gráfica conexa con al menos un vértice de corte, tal que todos sus
bloques terminales tienen al menos tres vértices. Si B1, . . . , Bk son los bloques terminales
de G, entonces

dR(G) ≤ mı́n {|V (Bi)| : i ∈ {1, . . . , k}} .

Demostración. Sean G una gráfica conexa con al menos un vértice de corte y B1, . . . , Bk

los bloques terminales de G donde para todo índice i en {1, . . . , k} se tiene que Bi tiene
orden al menos 3, y

p = mı́n{|V (Bi)| : i ∈ {1, . . . , k}}.

Supongamos que Bm es tal que |V (Bm)| = p donde m ∈ {1, . . . , k} y tomemos a x un
vértice de Bm tal que x no es vértice de corte de G.

Por un lado, del lema 3.1.21 sabemos que dR(G) ≤ δ(G) + 2. En particular, como
δ(G) ≤ δG(x), se tiene dR(G) ≤ δG(x)+2. Por otro lado, como x no es un vértice de corte,
del lema 1.1.22 se sabe que NG(x) ⊆ V (Bm). De esta manera, δG(x) ≤ |V (Bm)| − 1; es
decir, δG(x) ≤ p− 1, por lo que, dR(G) ≤ p+ 1.

Afirmamos que dR(G) ≤ p, Supongamos que F = {f1, . . . , fp+1} una familia de domi-
nación romana sobre G con p+ 1 elementos.

Afirmación: Para todo vértice v en V (Bm) tal que v no es de corte y todo índice i en
{1, . . . , p+ 1} se tiene que fi(v) 6= 2.

Supongamos que esto no sucede; es decir, que para algún vértice v de Bm y para algún
índice i en {1, . . . , p + 1}, se tiene que fi(v) = 2. De esto, se sigue que para todo j en
{1, . . . , p+ 1} \ {i}, fj(v) = 0. Luego,

|F0(v)| = p.

Por otro lado, del lema 1.1.22, se tiene que NG(v) ⊆ V (Bi). Llegamos a que δG(v) ≤
p− 1. Del lema 3.1.3 como sabemos que |F0(v)| ≤ δG(v), teniendo que p ≤ δG(v), lo cual
contradice la condición anterior. Concluyendo así que la afirmación es verdadera.

Sea w el vértice de corte de Bm y y un vértice de Bm tal que y no es de corte, de la
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observación 3.1.2, sabemos que

|F| = |F0(y)|+ |F1(y)|+ |F2(y)|.

Por lo tanto, de la afirmación, p+ 1 = |F0(y)|+ |F1(y)|.
Por otro lado, por el lema 3.1.5, sabemos que para todo vértice y de G, y tiene imagen

1 a lo más en dos funciones de F , es decir, |F1(y)| ≤ 2. Y con esto,

|F0(y)|+ |F1(y)| ≤ |F0(y)|+ 2.

De esta forma, tenemos que p + 1 ≤ |F0(y)| + 2, o bien, que p − 1 ≤ |F0(y)|. Como
3 ≤ p, llegamos a que 2 ≤ |F0(y)|. Esto nos dice que existe al menos un subconjunto
{i.j} de {1, . . . , p + 1} tal que i 6= j y {fi, fj} ⊆ F0(y). Como fi y fj son funciones de
dominación romana, existen dos vértices ui y uj de G tales que {ui, uj} ⊆ NG(y), fi(ui) = 2
y fj(uj) = 2. Como vimos anteriormente, para los vértices de Bm que no son de corte,
estos no tienen imagen dos bajo ninguna función de F . Esto nos dice que los vértices ui

y uj son ambos vértices de corte de Bm; y dada la unicidad de w, tenemos que ui = w y
uj = w. Por tanto, tenemos que fi(w) + fj(w) = 4, lo cual es una contradicción pues la
familia F es una familia de dominación romana; lo cual nos lleva a que no puede existir
dicha familia F con p+ 1 elementos.

Concluimos que dR(G) ≤ p; es decir,

dR(G) ≤ mı́n {|V (Bi)| : i ∈ {1, . . . , k}} .

Nota 3.1.26. Habíamos mencionado en la nota 2.2.13 que el resultado presentado en [12]
no es verdadero en el caso de la gráfica C5 y así también para Cp con p ≡ 2 (mód 3).

En dicho trabajo, se prueba que para toda gráfica G regular ocurre que

dR(G) ≤ δ(G) + 1

e incluso, la cota se mejora a dR(G) ≤ δ(G) cuando el orden de G, digamos p, cumple que
p ≡ 0 o p ≡ 1 (mód δ(G) + 1).
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Con lo mostrado en la nota 2.2.13, vemos que este resultado queda como un problema
abierto, así como los resultados consecuentes de este.

3.2. El número domático romano de familias de grá-
ficas

En esta sección calculamos el número domático romano de ciertas familias de gráficas,
como los ciclos, árboles, abanicos y ruedas.

Teorema 3.2.1 ([12]). Si Cp es un ciclo de orden p, con p ≥ 3, entonces se tiene que

dR(Cp) =

2 si p ≡ 1 (mód 3) ó p ≡ 2 (mód 3)

3 si p ≡ 0 (mód 3).

Demostración. Sea Cp un ciclo de orden p, con p ≥ 3. Analizamos los siguientes casos.

Caso 1 p ≡ 0 (mód 3).

Consideremos las funciones f0, f1, f2 tales que para cada j en {0, 1, 2}, fj : V (G)→
{0, 1, 2} y para cada índice i en {1, . . . , p} se tiene que

fj(vi) =

 2 si i ≡ j (mód 3)

0 en otro caso

Afirmamos que f0, f1 y f3 son funciones de dominación romana. Sean j un índice
en {0, 1, 2} y vi en V (Cp) tal que fj(vi) = 0. Tenemos que i no es congruente con
j módulo 3. Observamos que i + 1 ≡ j (mód 3) o bien i + 2 ≡ j (mód 3). Si
i + 1 ≡ j (mód 3), entonces fj(vi+1) = 2, y además, vivi+1 ∈ A(Cp). Si i + 2 ≡ j

(mód 3), entonces i − 1 ≡ j (mód 3). Vemos que fj(vi−1) = 2, y además, sabemos
que vi−1vi ∈ A(Cp). Para toda j en {0, 1, 2} se cumple que fj es una función de
dominación romana.

Ahora probemos que F = {f0, f1, f2} es una familia de dominación romana. Sea v
un vértice de Cp y veamos que ∑2

j=0 fj(v) ≤ 2. Como v ∈ V (Cp), entonces existe
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un único índice i en {1, . . . , p} tal que v = vi. De este modo, tenemos que existe un
único j en {0, 1, 2} tal que i ≡ j (mód 3). Vemos que

2∑
j=0

fj(v) = fj(vi) = 2.

Por lo tanto, F es una familia de dominación romana, y 3 ≤ dR(Cp).

Por otro lado, como p ≡ 0 (mód 3), entonces p = 3k, para algún entero positivo k.
Del lema 2.2.12, tenemos que γR(Cp) = 2k. Del teorema 3.1.15, vemos que

γR(Cp) · dR(Cp) ≤ 2p = 2 · 3k.

Llegamos a que dR(Cp) ≤ 3, y por lo tanto, dR(Cp) = 3.

Caso 2 p ≡ 1 (mód 3).

Tenemos que para algún k en N, p = 3k + 1. Del lema 2.2.12, vemos que γR(Cp) =
2k + 1; y del teorema 3.1.15, observamos que

dR(Cp)(2k + 1) ≤ 2(3k + 1).

Se tiene que
dR(Cp) ≤ 2(3k + 1)

2k + 1 .

Observamos que para toda n en N se cumple que

3n+ 1
2n+ 1 <

3
2 .

Luego,
2(3k + 1)

2k + 1 < 2 · 3
2 = 3;

es decir, dR(Cp) ≤ 2. Del lema 3.1.19, como A(Cp) 6= ∅, tenemos que 2 ≤ dR(Cp).
Concluimos que dR(Cp) = 2.

Caso 3 p ≡ 2 (mód 3).

En este caso, existe k en N tal que p = 3k + 2. De manera análoga al caso anterior,
del lema 2.2.12 tenemos que γR(Cp) = 2k + 2, y del teorema 3.1.15, se sigue que
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dR(Cp)(2k + 2) ≤ 2(3k + 2); es decir,

dR(Cp) ≤ 2(3k + 2)
2k + 2 .

Observamos que para todo n en N se tiene que

3n+ 2
2n+ 2 <

3
2 .

Se sigue que
dR(Cp) < 2 · 3

2 = 3.

De esta manera, dR(Cp) ≤ 2. Del lema 3.1.19, como A(Cp) 6= ∅, entonces 2 ≤ dR(Cp),
concluyendo que dR(Cp) = 2.

Ejemplo 3.7. Para ilustrar la prueba del Teorema 3.2.1, vemos cómo actúan las funciones
f0, f1 y f2 sobre C6 en la figura 3.15.

(a) V (C6) bajo f0 (b) V (C6) bajo f1. (c) V (C6) bajo f2.

Figura 3.15: Las funciones f0, f1 y f2 sobre C6.

Daremos cotas y valores específicos del número domático romano de dos familias de
gráficas: los árboles y los cactus.

Teorema 3.2.2 ([12]). Para cualquier árbol T de orden p, con p ≥ 2, se tiene que dR(T ) =
2.
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Demostración. Sea T un árbol de orden p, con p ≥ 2. Sabemos que A(T ) 6= ∅, y por el
lema 3.1.12, se sigue que dR(T ) ≥ 2.

Sea P = (v0, v1, . . . , vn) una trayectoria en T de longitud máxima. Observamos que si
u es un vértice adyacente a v1 y u 6= v2, entonces u es una hoja de T puesto que P es una
trayectria de longitud máxima. Sean u0, . . . , uk las hojas adyacentes a v1, y supongamos
que v0 = u0. Sea F = {f1, . . . , fd} una dR(T )-familia. Analizamos los siguientes casos.

Caso 1 Supongamos que existen i en {1. . . . , d} y j en {0, . . . , k} tales que fi(uj) = 2.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que f1(v0) = 2. Por el lema 3.1.5, tenemos
que esto ocurre para a lo más una función; es decir, para todo índice i ∈ {2, . . . , d}
se tiene que fi(v0) = 0. Dado que para cada i en {2, . . . , d}, fi es una función de
dominación romana, pasa que fi(v1) = 2. Como F es una familia de dominación
romana, debe suceder que d = 2.

Caso 2 Supongamos ahora que para todo i en {1, . . . , d} y para todo j en {0, . . . , k}
ocurre que fi(uj) ≤ 1. Esto nos lleva a ver otros dos subcasos.

Veamos el caso en el que existen i en {1, . . . , d} y j en {0, . . . , k} tales que fi(uj) =
0. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que f1(v0) = 0. Como f1 es una
función de dominación romana y v0 es una hoja, tenemos que f1(v1) = 2. De
hecho, f1(uj) = 0 para toda j en {0, . . . , k}. Para toda i en {2, . . . , d} se tiene
que fi(v1) = 0. De acuerdo al caso en el que estamos, como para todo i en
{1, . . . , d} y para todo j en {0, . . . , k} ocurre que fi(uj) 6= 2. Como F es una
familia de dominación romana, concluimos que d ≤ 2.

Ahora veamos el caso en el que para todo i en {1, . . . , d} y para todo j en {0, . . . , k}
se tiene que fi(uj) 6= 0. Notemos que en particular, fi(v0) = 1 para toda i

en {1, . . . , d}. Como F es una familia de dominación romana, concluimos que
d = 2.

Concluyendo de todos los casos que dR(T ) = 2.

Teorema 3.2.3 ([12]). Si G es un cactus, entonces dR(G) ≤ 3.

Demostración. Sean G un cactus y d = dR(G). Si δ(G) ≤ 1, entonces del teorema 3.1.21
se tiene que

dR(G) ≤ δ(G) + 2.
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Concluyendo así que dR(G) ≤ 3. Supongamos ahora que δ(G) = 2. Con esto, vemos que
todos los bloques terminales de G son ciclos. Sea Ct un bloque terminal de G. Como
δ(G) = 2, entonces Ct es un ciclo, digamos que Ct = (v1, . . . , vt, v1). Como Ct es un bloque
terminal, entonces Ct tiene exactamente un vértice de corte de G. Sean v1 dicho vértice
y F = {f1, . . . , fd} una familia de dominación romana sobre G. Analizamos los siguientes
casos.

Caso 1 Para alguna i en {2, . . . , t} y j en {1, . . . , d} ocurre que fj(vi) = 2.

Supongamos que f1(vi) = 2. Por la observación 3.1.2, tenemos que

|F| = |F0(vi)|+ |F1(vi)|+ |F2(vi)|.

Del lema 3.1.3, sabemos que |F0(vi)| ≤ δG(vi). Como δG(vi) = 2, |F2(vi)| = 1 y
|F1(vi)| = 0, entonces |F| ≤ 3.

Caso 2 Para todo i en {2, . . . , t} y j en {1, . . . , d} ocurre que fj(vi) ≤ 1.

Primero supongamos que t ≥ 4, y consideremos a v3. Notemos que |F1(v3)| ≤ 2 y
|F2(v3)| = 0 por el caso en el que estamos. Supongamos que fj(v3) = 0 para alguna
j en {1, . . . , d}. Como fj es una función de dominación romana, entonces existe un
vértice u adyacente a v3 tal que fj(u) = 2. Como v3 sólo es adyacente a v2 y a
v4. tenemos una contradicción a la hipótesis del caso en el que estamos. Por tanto,
|F0| = 0. Concluimos que |F| ≤ 3.

Si t = 3, entonces del lema 3.1.25, dR(G) ≤ 3.

Por lo visto en todos los casos, llegamos a que para toda familia de dominación romana
F con d elementos se cumple que d ≤ 3; concluyendo que dR(G) ≤ 3.

En 2016, H. Tan, H. Liang, R. Wang y J. Zhou calcularon el número domático romano
de las gráficas bipartitas completas.

Teorema 3.2.4 ([14]). Para cualesquiera números enteros m ≥ 1 y n ≥ 1 se cumple que

dR(Km,n) = máx {2,mı́n{m,n}} .
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Demostración. Sean m y n dos números enteros tales que m ≥ 1 y n ≥ 1. Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que m ≤ n.

Si m = 1, entonces Km,n es un árbol de orden al menos dos, y por el teorema 3.2.2,
sabemos que dR(Km,n) = 2, cumpliéndose así el resultado.
Supongamos ahora quem ≥ 2; es decir,m = máx {2,mı́n{m,n}}. Digamos que V (Km,n) =
U1 ∪ U2, donde U1 y U2 forman una bipartición de V (Km,n) tal que todo vértice de U1

es adyacente a todo vértice de U2. Consideremos también que U1 = {v1,1, v1,2, . . . , v1,m} y
U2 = {v2,1, v2,2, . . . , v2,n}.
Probaremos primero que dR(Km,n) ≤ m. Sea F = {f1, . . . , fd} una dR(Km,n)-familia.
Analizamos ahora los siguientes casos.

Caso 1 Para toda fi en F existe xi en U2 tal que fi(xi) = 0.

Como fi es una función de dominación romana y fi(xi) = 0, entonces existe yi en U1

tal que fi(yi) = 2. Observamos que si {i, j} es un subconjunto de {1, . . . , d} tal que
i 6= j, entonces yi 6= yj, pues F es una familia de dominación romana. Por lo tanto,
|F| ≤ |U1|.

Caso 2 Existe fi ∈ F tal que para toda x ∈ U2, fi(x) ≥ 1.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que i = 1. Como F es una familia de
dominación romana, para toda j en {2, . . . , d} y toda x ∈ U2, fl(x) ≤ 1, en particular,
fj(x) 6= 2. Como fj es una función de dominación romana, para toda j en {2, . . . , d}
y y ∈ U1, fj(y) 6= 0.

De esta manera, para toda y en U1 y j en {1, . . . , d} ocurre que fj(y) ≥ 1. Por lo
tanto, |F \ {f1}| ≤ 2, concluyendo que d ≤ 3.

Supongamos que d = 3. Consideremos a x0 en U2. Como ya se había mencionado,
para toda j en {2, 3}, fj(x0) ≤ 1, y como f1(x0) ≥ 1, entonces para alguna j en
{2, 3}, fj(x0) = 0. Supongamos sin pérdida de generalidad que j = 2. Como f2

es una función de dominación romana, existe y0 ∈ U1 tal que f2(y0) = 2 y y0 es
adyacente a x0. Pero sabemos también que f3(y0) ≥ 1, lo cual es una contradicción
pues F es una familia de dominación romana. Por lo tanto, d ≤ 2.

De ambos casos, concluimos que d ≤ máx{2,m}.

93



Ahora probaremos que máx{2,mı́n{m,n}} ≤ dR(Km,n). Para cada índice i de {1, . . . ,m}
definimos la función

fi : V (Km,n)→ {0, 1, 2}

fi(x) =

2 si x ∈ {v1,i, v2,i}

0 si x ∈ (U1 ∪ U2) \ {v1,i, v2,i}

Afirmamos que fi es una función de dominación romana. Sean i en {1, . . . ,m} y v un vértice
en V (Km,n) tal que fi(v) = 0. De la definición de fi sabemos que v ∈ V (Km,n)\{v1,i, v2,i}.
Si v está en U1, entonces v es adyacente a v2,i, y nuevamente, de la definición de fi, tenemos
que fi(v2,i) = 2. Si v es elemento de U2, entonces v es adyacente a v1,i y fi(v1,i) = 2. Por
tanto, fi es una función de dominación romana sobre Km,n.
Consideramos a la familia F = {f1, . . . , fm}, y afirmamos que F es una función de do-
minación romana sobre Km,n. Sea k un índice en {1, . . . , n} y consideremos a los vértices
vj,k, con j en {1, 2}. Analizamos los siguientes casos.

Caso 1 Para k ≤ m.
De la definición de fi, sabemos que

m∑
i=1

fi(vj,k) = fi(vj,i),

donde para toda j ∈ {1, 2} se tiene que fi(vj,i) = 2.

Caso 2 Para k > m.
De aquí, vemos que j = 2; es decir, vj,k es un vértice en U2. De la definición de F ,

m∑
i=1

fi(v2,k) = 0.

De ambos casos, concluimos que F es una familia de dominación romana sobre Km,n, y
por tanto, m ≤ dR(Km,n). Se concluye que

dR(Km,n) = máx{2,mı́n{m,n}}.
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Corolario 3.2.5. Si G es una gráfica bipartita, con bipartición {U, V }, entonces

dR(G) ≤ máx{2,mı́n{|U |, |V |}}.

Demostración. Sea G una gráfica bipartita, con bipartición {U, V } de V (G). Consideremos
a K|U |,|V | una gráfica bipartita completa con bipartición {U, V }. Sabemos que G es una
subgráfica de K|U |,|V |. Del lema 3.1.11, se tiene que

dR(G) ≤ dR(K|U |,|V |).

Luego, del teorema 3.2.4, sabemos que

dR(K|U |,|V |) = máx{2,mı́n{|U |, |V |}}.

Concluyendo que dR(G) ≤ máx{2,mı́n{|U |, |V |}}.

Decimos que una gráfica G es dR-crítica si dR(G) ≥ 2 y para toda arista e de G se
cumple que dR(G− e) < dR(G).

Ejemplo 3.8. Para k ≥ 1, el ciclo C3k es una gráfica dR-crítica, pues del teorema 3.2.1
tenemos que dR(C3k) = 3, mientras que si e es una arista de C3k, entonces C3k − e es
una trayectoria de longitud 3k − 1, y por tanto, un árbol de orden al menos tres. De esta
manera, del teorema 3.2.2 sabemos que dR(C3k − e) = 2.

A partir de la definición, podemos dar el siguiente resultado.

Proposición 3.2.6. Si G es una gráfica conexa, entonces existe una subgráfica de G,
digamos H, tal que dR(H) = dR(G) y H es dR-crítica.

Demostración. Procederemos por inducción sobre el tamaño q de la gráfica G.

Base de Inducción. Si q = 1, entoncesG tiene una única arista. Por un lado, dR(G) ≥ 2
por el lema 3.1.12. Por otro lado, dR(G− e) = 1 pues G− e es vacía, y de esta
manera, G es dR-crítica y es subgráfica de sí misma.

Hipótesis de Inducción. Supongamos cierto que para toda gráficaG′ conexa de tamaño
k, con k ≤ q, existe una subgráfica H ′ de G′ tal que H ′ es dR-crítica y dR(H ′) =
dR(G′).
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Paso Inductivo. Sea G una gráfica conexa de tamaño q+ 1. Si G es dR-crítica, entonces
G es la subgráfica buscada. Supongamos que G no es dR-crítica. Existe una arista
e de G de tal modo que dR(G) = dR(G − e). Digamos que e = uv, para algunos
vértices {u, v} ⊆ V (G). Veamos los siguientes casos:

Caso 1 G− e es conexa.

Por la hipótesis de inducción, como G − e es de tamaño q, existe H una sub-
gráfica dR-crítica de G tal que dR(H) = dR(G).

Caso 2 G− e es no es conexa.

Observamos que al quitar la arista e de G, la gráfica resultante tiene exacta-
mente dos componentes conexas. Sean H1 y H2 las componentes conexas de
G− e.

Caso 2.1 G− e tiene al menos un vértice aislado.
Supongamos que para algún índice i en {1, 2}, ocurre Hi

∼= K1. Digamos
que H1 ∼= K1, y también que v es elemento de V (H1). Del lema 3.1.22,
sabemos que

mı́n{dR(H1), dR(H2)} ≤ dR(G− e).

Aún más, como H1 ∼= K1, se tiene que

dR(H1) = mı́n{dR(H1), dR(H2)}.

También, como G − e tiene un vértice aislado, del lema 3.1.13 se ve que
dR(G − e) ≤ 2. Por lo tanto, 1 ≤ dR(G) ≤ 2. Si dR(G) = 1, entonces,
por el teorema 3.1.12, G es una gráfica vacía, lo cual es una contradicción
pues G tiene al menos dos aristas. Por tanto, ocurre que dR(G) = 2. Sea
H = G〈u, v〉. Sabemos que H ′ es una gráfica isomorfa a K2, pues consiste
de los vértices u y v y de la arista e. Es más, dR(H ′) = 2, por lo que H ′ es
una subgráfica dR-crítica de G y dR(H ′) = dR(G).

Caso 2.2 G− e no tiene vértices aislados.
Del lema 3.1.23, sabemos

dR(G− e) = mı́n{dR(H1), dR(H2)}.
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Digamos que dR(H1) = mı́n{dR(H1), dR(H2)}. Se sigue que dR(G) = dR(H1).
Como G − e no tiene vértices aislados, entonces H1 y H2 tienen al menos
una arista cada una de las aristas de G, y en particular, |A (H1) | ≤ q. Por
la hipótesis de inducción, se tiene que existe H una subgráfica dR-crítica de
H1 tal que dR(H) = dR(H1). Por lo tanto, H es una subgráfica dR-crítica
de G tal que dR(H) = dR(G).

Podemos extender la proposición 3.2.6 para todo tipo de gráficas, sin la necesidad de
que éstas sean conexas.

Proposición 3.2.7. Si G es una gráfica con dR(G) ≥ 2, entonces existe una subgráfica H
de G tal que dR(H) = dR(G) y H es dR-crítica.

Demostración. Sea G una gráfica. Procederemos analizando los siguientes casos:

Caso 1 G es conexa.

Del lema 3.2.6 se tiene la existencia de dicha subgráfica H.

Caso 2 G no es conexa.

Nuevamente, procedemos por casos.

G no tiene vértices aislados.
Del lema 3.1.23,

dR(G) = mı́n {dR(Hi) : i ∈ {1, . . . , k}}

donde H1, . . . , Hk son las componentes conexas de G. Digamos que H1 cumple
que su número domático romano es de valor mínimo de entre las componentes
conexas de G. Como H1 es conexa, del lema 3.2.6 se tiene que existe una
subgráfica de H1, digamos H, tal que dR(H) = dR(H1) y H es dR-crítica. H es
la subgráfica de G buscada.

G tiene al menos un vértice aislado.
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Por el lema 3.1.13, tenemos que dR(G) ≤ 2, y como dR(G) ≥ 2, entonces
dR(G) = 2. Por el lema 3.1.12, G tiene al menos una arista, digamos e. Sean u,
v vértices de G tales que uv = e. Sea H = G〈u, v〉. Observamos que H es una
subgráfica de G que es isomorfa a K2, y así, dR(H) = 2. Por lo tanto, H es la
subgráfica buscada.

Concluimos así que para toda gráfica G existe una subgráfica H tal que H es dR-crítica y
dR(H) = dR(G).
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Capítulo 4

Número Domático Romano y las
Operaciones de Gráficas

En este capítulo, veremos la relación entre el número domático romano de gráficas bajo
las operaciones de gráficas persentadas en el capítulo 1.

Se comienza con tres resultados presentados en [14], que conciernen a la relación del
número domático romano de una gráfica al sumarle un vértice.

Teorema 4.0.1 ([14]). Para toda gráfica G ocurre que

dR(G+K1) = dR(G) + 1.

Demostración. Sean G una gráfica de orden p y K1, con V (K1) = {v0}. Consideremos a
H la gráfica definida como H = G+K1.

Si A(G) = ∅, entonces H ∼= K1,p. De esta manera, tenemos que H es un árbol. Por un
lado, como A(G) = ∅, del teorema 3.1.12 se tiene que dR(G) = 1. Por otro lado, como H
es un árbol no trivial, del teorema 3.2.2, se cumple que dR(H) = 2, y así, se cumple el
resultado.

Partamos ahora suponiendo que A(G) 6= ∅. Nuevamente, por el teorema 3.1.12, 2 ≤
dR(G). Probemos primero que dR(H) ≤ dR(G) + 1. De la definición de H tenemos que
V (H) = V (G) ∪ {v0}. Sea F = {f1, . . . , fd} una dR(H)-familia. Para cada índice i en
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{1, . . . , d} definamos a la función

f ′i : V (G)→ {0, 1, 2}

f ′i(v) = fi(v).

Consideremos al conjunto I = {i ∈ {1, . . . , d} : fi(v0) < 2}. Del lema 3.1.5, tenemos que
v0 tiene valor 2 para a lo más una función de F , por lo cual I 6= ∅. Sea F ′ = {f ′i : i ∈ I}.
Afirmamos ahora que para toda f ′i en F ′, f ′i es una función de dominación romana en G.
Sea f ′i en F ′ y v un vértice de G tal que f ′i(v) = 0. Por la definición de f ′i se tiene que
f ′i(v) = fi(v). Como fi es una función de dominación romana en H, existe u un vértice de
H tal que fi(u) = 2 y u es adyacente a v en H. Como f ′i ∈ F ′, se tiene que fi(v0) 6= 2.
Con esto, podemos asegurar que u 6= v0. Tenemos que u ∈ V (H) \ {v0}; es decir, u es un
vértice de G. Nuevamente, de la definición de f ′i se sigue que f ′i(u) = fi(u). Por tanto,
obtenemos que f ′i(u) = 2 y u es adyacente a v en G.

Ahora veamos que F ′ es una familia de dominación romana. Sea v un vértice de G.
Observamos que ∑

i∈I
f ′i(v) =

∑
i∈I

fi(v).

Como I ⊆ {1, . . . , d}, se tiene que

∑
i∈I

fi(v) ≤
d∑

i=1
fi(v).

Como F es una familia de dominación romana sobre H, tenemos que

d∑
i=1

fi(v) ≤ 2.

Afirmamos que |F ′| = |I|. Sea {i, j} un subconjunto de I tal que i 6= j. Analizamos
los siguientes casos.

Caso 1 fi(v0) = fj(v0).

En este caso, como fi 6= fj, existe un vértice u de H tal que fi(u) 6= fj(u). Por el
caso en el que estamos, u 6= v0. Por lo tanto, u ∈ V (G), concluyendo que f ′i 6= f ′j.

Caso 2 fi(v0) 6= fj(v0).

100



Como {i, j} ⊆ I, entonces podemos suponer que fi(v0) = 0 y fj(v0) = 1. Como fi

es una función de dominación romana sobre H, existe un vértice u en V (H) tal que
fi(u) = 2 y u es adyacente a v0. De esta manera, u 6= v0; es decir, u ∈ V (G). Del
mismo modo, fj(u) = 0 pues F es una familia de dominación romana sobre H. Por
lo tanto, tenemos que f ′i(u) 6= f ′j(u), llegando a que f ′i 6= f ′j.

Hasta ahora, tenemos que F ′ es una familia de dominación romana sobre G tal que
|F ′| = |I|. Una vez más, por el lema 3.1.5 tenemos que existe a lo más una función f en F
tal que f(v0) = 2, por lo que podemos afirmar que d− 1 ≤ |I|. Por lo tanto, d ≤ |I|+ 1.

Por un lado, como d = dR(H), entonces dR(H) ≤ |I| + 1. Por otro lado, como F ′ es
una familia de dominación romana sobre G, se sigue que |I| ≤ dR(G). Concluyendo que
dR(H) ≤ dR(G) + 1.

Probemos ahora que dR(G) + 1 ≤ dR(H). Sea F = {f1, . . . , fd} una dR(G)-familia.
Para cada índice i en {1, . . . , d} definimos a la función

f ′i : V (H)→ {0, 1, 2}

f ′i(v) =

fi(v) si v ∈ V (G)

0 si v = v0,

y también definimos a la función

f ′d+1 : V (H)→ {0, 1, 2}

f ′d+1(v) =

0 si v ∈ V (G)

2 si v = v0.

Afirmamos que para cada i en {1, . . . , d+ 1}, la función f ′i es una función de dominación
romana sobre H. Sea i en {1, . . . , d+1} y v un vértice de H tal que f ′i(v) = 0. Analizamos
los siguientes casos.

Caso 1 i ∈ {1, . . . , d}.

Si v ∈ V (G), entonces tenemos que f ′i(v) = fi(v). Como fi es una función de
dominación romana sobre G, existe un vértice u adyacente a v en G tal que fi(u) = 2.
Como u ∈ V (G), tenemos que f ′i(u) = fi(v). Por tanto, v es adyacente a u en H y
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f ′i(u) = 2.
Supongamos ahora que v = v0. De lema 3.1.6, como 2 ≤ dR(G), tenemos que para
fi existe un vértice u en G tal que fi(u) = 2. De la definición de f ′i vemos que
f ′i(u) = fi(u). De la definición de H, se tiene que u es adyacente a v0 en H. Por lo
tanto, v es adyacente a u en H y f ′i(u) = 2.

Caso 2 i = d+ 1.
De la definición de f ′d+1, como f ′d+1(v) = 0, entonces v ∈ V (G). Por lo tanto,
f ′d+1(v0) = 2 y v0 es adyacente a v en H.

Consideramos ahora a la familia F ′ = {f ′1, . . . , f ′d, f ′d+1}. Probaremos que F ′ es una familia
de dominación romana sobre H. Sea v un vértice de H. Si v ∈ V (G), entonces

d+1∑
i=1

f ′i(v) =
d∑

i=1
fi(v).

Como F es una familia de dominación romana sobre G, se tiene que ∑d
i=1 fi(v) ≤ 2.

Si v = v0, entonces
d∑

i=1
f ′i(v) = f ′d+1(v)

donde f ′d+1(v0) = 2. Para todo vértice v de H se cumple que ∑d+1
i=1 f

′
i(v) ≤ 2. Por último,

probemos que |F ′| = d + 1. Sea {i, j} un subconjunto de {1, . . . , d + 1} tal que i 6= j.
Veamos los siguientes casos.

Caso 1 {i, j} ⊂ {1, . . . , d}.

Sabemos que fi 6= fj pues |F| = d. Por lo tanto, f ′i 6= f ′j.

Caso 2 i = d+ 1.

Sabemos que f ′d+1(v0) = 2 y que f ′j(v0) = 0. Por lo tanto, f ′i 6= f ′j.

Llegamos a que F ′ es una familia de dominación romana sobre H, y por lo tanto, dR(G) +
1 ≤ dR(H). De lo anterior, se cumple que

dR(H) = dR(G) + 1.
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A partir de este teorema, podemos calcular el número domático romano de algunas
familias de gráficas específicas.

Corolario 4.0.2 ([14]). Para toda p ≥ 3 se cumple que

dR(Fp) = 3.

Demostración. Sea Fp el abanico de orden p, con p ≥ 3. De la definición de Fp, observamos
que, para algún vértice v0 en V (Fp),

Fp
∼= (Fp − v0) + v0.

Por un lado, sabemos que Fp− v0 es una trayectoria, y por ende, un árbol. Del lema 3.2.2,
se tiene que

dR(Fp − v0) = 2.

Del teorema 4.0.1, tenemos que

dR((Fp − v0) + v0) = dR(Fp − v0) + 1.

Concluimos que dR(Fp) = 3.

Corolario 4.0.3 ([14]). Para toda p ≥ 4 se tiene que

dR(Wp) =

4 si p ≡ 0 (mód 3)

3 en otro caso.

Demostración. Sea Wp la rueda de orden p + 1, con p ≥ 4. De la definición de Wp obser-
vamos que, para algún vértice v0 de Wp,

Wp
∼= (Wp − v0) + v0.

Por un lado, vemos que Wp − v0 es un ciclo. Del teorema 3.2.1, tenemos que

dR(Wp − v0) =

3 si p ≡ 0 (mód 3)

2 en otro caso.
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Por otro lado, del teorema 4.0.1 se sigue que

dR ((Wp − v0) + v0) = dR(W0 − v0) + 1.

Por lo tanto,

dR(Wp) =

4 si p ≡ 0 (mód 3)

3 en otro caso.

Como corolario del teorema 4.0.1, podemos extender este resultado para el caso cuando
a una gráfica dada se le suma una gráfica completa.

Corolario 4.0.4. Si G es una gráfica y p ≥ 1, entonces

dR(G+Kp) = dR(G) + p.

Demostración. Sea G una gráfica y p ≥ 1. Procederemos por inducción sobre p.

Base de Inducción El caso p = 1 se sigue directamente del lema 3.1.20; es decir,dR(G+
K1) = dR(G) + 1.

Hipótesis de Inducción Supongamos cierto que si G′ es una gráfica y p ≥ 2, entonces

dR(G′ +Kp) = dR(G′) + p.

Paso de Inducción. SeaG una gráfica. Mostraremos que dR(G+Kp+1) = dR(G)+(p+1).
Consideremos a la gráfica G+Kp+1 y a sea v un vértice en V (Kp+1). De esta manera,
tenemos que

G+Kp+1 ∼=
(
G+ (Kp+1 − v)

)
+ v.

Por el lema 4.0.1, se sigue que

dR

(
(G+ (Kp+1 − v)) + v

)
= dR

(
G+ (Kp+1 − v)

)
+ 1.
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Por el lema 3.1.9, dado que G+ (Kp+1 − v) ∼= G+Kp, entonces

dR

(
G+ (Kp+1 − v)

)
= dR(G+Kp).

De la hipótesis de inducción, tenemos que

dR(G+Kp) = dR(G) + p.

Por lo tanto,

dR(G+Kp+1) = dR

(
G+ (Kp+1 − v)

)
+ 1 = dR(G) + (p+ 1).

Concluimos así que para toda gráfica G y p ≥ 1 se cumple que

dR(G+Kp) = dR(G) + p.

Continuando con la operación suma de gráficas, vemos el caso general cuando tenemos
dos gráficas ajenas por vértices.

Lema 4.0.5. Si G y H son dos gráficas tales que mı́n {dR(G), dR(H)} ≥ 2, entonces

dR(G) + dR(H) ≤ dR(G+H).

Demostración. Sean G y H dos gráficas, F = {f1, . . . , fd} una dR(G)-familia y F ′ =
{f ′1, . . . , f ′t} una dR(H)-familia. Para cada índice i en {1, . . . , d} consideramos la función

gi : V (G+H)→ {0,1,2}

gi(v) =

fi(v) si v ∈ V (G)

0 si v ∈ V (H)
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Para cada índice i en {d+ 1, d+ 2, . . . , d+ t} definimos la función

gi : V (G+H)→ {0,1,2}

gi(v) =

0 si v ∈ V (G)

f ′i−d(v) si v ∈ V (H)

Veamos que para toda i en {1, . . . , d+t} la función gi es una función de dominación romana
sobre G+H. Sea v un vértice de G+H tal que gi(v) = 0. Analizamos los siguientes casos
sobre i:

Caso 1 i ∈ {1, . . . , d}.
Si v ∈ V (G), entonces gi(v) = fi(v). Como fi es una función de dominación romana
sobre G, entonces existe un vértice u adyacente a v en G tal que fi(u) = 2. Como
u ∈ V (G), entonces gi(u) = fi(u). De esta manera, v es adyacente a u en G + H y
gi(u) = 2.
Supongamos que v es un vértice de H. Como F es una dR(G)-familia y 2 ≤ dR(G),
por el lema 3.1.6, para fi existe un vértice u en G tal que fi(u) = 2. Como v ∈ V (H)
y u ∈ V (G), entonces u y v son adyacentes en G + H. También, como u ∈ V (G),
entonces gi(u) = fi(u); es decir, gi(u) = 2.

Caso 2 i ∈ {d+ 1, . . . , d+ t}.
Supongamos que v ∈ V (G). Como F ′ es una dR(H)-familia y 2 ≤ dR(H), entonces
por el lema 3.1.5, para f ′i−d existe un vértice u en H tal que f ′i−d(u) = 2. Por
definición, como u ∈ V (H) y v ∈ V (G), entonces u y v son adyacentes en G + H.
De igual forma, como u ∈ V (H) se tiene que gi(u) = f ′i−d(u), es decir, gi(u) = 2.
Si v ∈ V (H), entonces gi(v) = f ′i−d(v), y como f ′i−d es una función de dominación
romana sobre H, existe un vértice u adyacente a v en H tal que f ′i−d(u) = 2. Por
definición, tenemos que gi(u) = f ′i−d(u), es decir, u es adyacente a v en G + H y
gi(u) = 2.

Por lo visto en estos casos, concluimos que para toda i en {1, . . . , d+ t}, gi es una función
de dominación romana sobre G+H.

Ahora consideramos la colección G = {g1, . . . , gd+t}. Afirmamos que G es una familia
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de dominación romana sobre G+H. Sea v un vértice de G+H. Observamos que

d+t∑
i=1

gi(v) =
d∑

i=1
gi(v) +

d+t∑
i=d+1

gi(v). (4.1)

Tenemos los dos siguientes casos:

Caso 1 v ∈ V (G).

Por definición de gi y de la ecuación 4.1 se sigue que

d+t∑
i=1

gi(v) =
d∑

i=1
fi(v) +

d+t∑
i=d+1

0.

Como F es una familia de dominación romana sobre G, se tiene que

d∑
i=1

fi(v) ≤ 2.

De esta manera,
d+t∑
i=1

gi(v) ≤ 2.

Caso 2 v ∈ V (H).

Por definición de gi, vemos que

d+t∑
i=1

gi(v) =
d∑

i=1
0 +

d+t∑
i=d+1

f ′i−d(v).

Observamos que
d+t∑

i=d+1
f ′i−d(v) =

t∑
j=1

f ′(v).

Como F ′ es una familia de dominación romana sobre H,

t∑
j=1

f ′(v) ≤ 2.
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Por lo tanto,
d+t∑
i=1

gi(v) ≤ 2.

De los casos anteriores llegamos a que G es una familia de dominación romana sobre G+H.
Por último, veamos que G tiene d+ t elementos. Sea {i, j} un subconjunto de {1, . . . , d+ t}
tal que i 6= j. Tenemos ahora estos tres casos:

Caso 1 {i, j} ⊆ {1, . . . , d}.

Como F es una familia de dominación romana sobre G, entonces fi 6= fj, es decir,
exite un vértice v en G tal que fi(v) 6= fj(v). Por definición de gi y gj, tenemos
gi(v) = f ′i−d(v) y gj(v) = f ′j−d(v), y por lo tanto, gi 6= gj.

Caso 2 {i, j} ⊆ {d+ 1, . . . , d+ t}.

Por un lado, como i 6= j, entonces i − d 6= j − d. Por otro lado, dado que F ′ es
una familia de dominación romana sobre H, entonces f ′i−d 6= f ′j−d, es decir, existe
un vértice v en H tal que f ′i−d(v) 6= f ′j−d(v). Por definición de gi y gj, tenemos que
gi(v) = f ′i−d(v) y gj(v) = f ′j−d(v). Por tanto, gi(v) 6= gj(v).

Caso 3 i ∈ {1, . . . , d} y j ∈ {d+ 1, . . . , d+ t}.

Como 2 ≤ dR(G), del lema 3.1.6 tenemos que existe un vértice v tal que fi(v) = 2.
Por definición de gi, tenemos que gi(v) = fi(v) y que gj(v) = 0. Por lo tanto, gi 6= gj.

De esta manera, concluimos que la familia G tiene efectivamente d + t elementos. Por lo
tanto, se cumple que d+ t ≤ dR(G+H), es decir,

dR(G) + dR(H) ≤ dR(G+H).

Analizamos el comportamiento del número domático romano de una gráfica que es el
producto cartesiano de otras dos y los número domáticos romanos de las componentes.

Proposición 4.0.6. Si G y H son dos gráficas, entonces

máx {dR(G), dR(H)} ≤ dR(G�H).

108



Demostración. Sean G y H dos gráficas, y supongamos sin pérdida de generalidad que
dR(G) = máx {dR(G), dR(H)}, y F = {f1, . . . , fd} una dR(G)-familia.
Para cada índice i en {1, . . . , d} definimos la función

Fi : V (G�H)→ {0, 1, 2}

Fi(v, u) = fi(v)

Afirmamos que Fi es una función de dominación romana sobre G�H. Supongamos que
existe un vértice (v, u) en V (G�H) tal que Fi(v, u) = 0. De la definición de Fi, tenemos
que Fi(v, u) = fi(v), y por lo tanto, fi(v) = 0. Como fi es una función de dominación
romana sobre G, existe un vértice w en G tal que w es adyacente a v en G y fi(w) = 2.
De la definición de G�H, obtenemos que el vértice (w, u) es adyacente al vértice (v, u)
en G�H. Nuevamente, de la definición de Fi, vemos que Fi(w, u) = fi(w). Por lo tanto,
Fi(w, u) = 2 y (w, u) es adyacente a (v, u) en G�H, concluyendo que Fi es una función
de dominación romana en G�H.
Consideramos a la familia G = {F1, . . . , Fd}. Primero, veamos que G tiene d elementos.
Sea {i, j} un suconjunto de {1, . . . , d} tal que i 6= j. Sabemos que F es una familia de
dominación romana sobre G, por lo que fi 6= fj. De esta manera, existe un vértice v
de G tal que fi(v) 6= fj(v). Sea u un vértice de H. De la definición de Fi se sigue que
Fi(v, u) = fi(v) y que Fj(v, u) = fj(v). Por tanto, llegamos a que Fi(v, u) 6= Fj(v, u); es
decir, Fi 6= Fj.

Por último, probemos que G es una familia de dominación romana sobre G�H. Consi-
deremos un vértice de G�H, digamos (v, u). Por definición, tenemos que Fi(v, u) = fi(v).
De esta manera, vemos que

d∑
i=1

Fi(v, u) =
d∑

i=1
fi(v).

Por otro lado, como F es una familia de dominación romana sobre G, observamos que

d∑
i=1

fi(v) ≤ 2.

De esto último, concluimos que
d∑

i=1
Fi(v, u) ≤ 2.
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Así, G es una familia de dominación romana en G�H con |F| elementos. Por lo tanto,
dR(G) ≤ dR(G�H).

Nota 4.0.7. Para el caso en que G y H son gráficas completas se cumple la igualdad de
la proposición 4.0.6, mostrando así que dicha cota es justa.

Para continuar con esta sección, daremos resultados respecto a la composición de una
gráfica con una familia de funciones y a la corona de una gráfica con una familia de
funciones. Para esto, supondremos que G es una gráfica y H = {Gv : v ∈ V (G)} es una
familia de gráficas ajenas por vértices entre sí, y que cada elemento de la familia no
comparte vértices con G.

Lema 4.0.8. Si G es una gráfica y H una familia de gráficas, entonces

mı́n{dR(Gv) : v ∈ V (G)} ≤ dR (G[H]) .

Demostración. Sean G una gráfica y H = {Gu : u ∈ V (G)} una familia de gráficas. Abor-
daremos esta prueba analizando los siguientes casos:

Caso 1 Existe v un vértice de G tal que Gv
∼= K1.

De esta manera, ocurre que 1 = mı́n{dR(Gu) : u ∈ V (G)}. De este modo tenemos
que 1 ≤ dR(G[H]).

Caso 2 Para todo vértice v en V (G), Gv no es isomorfa a K1.
SeanH = ⋃

v∈V (G) Gv, y sea u un vértice en V (G) tal que dR(Gu) = mı́n{dR(Gv) : v ∈
V (G)}. Veamos los siguientes subcasos:

Subcaso 2.1 Gu tiene al menos un vértice aislado.
En este caso se tiene que dR(Gu) ≤ 2. Si dR(Gu) = 1, se sigue directamente que

mı́n{dR(Gv) : v ∈ V (G)} ≤ dR (G[H]) .

Si dR(Gu) = 2, entonces A (Gu) 6= ∅, y en particular, A(G[H]) 6= ∅, por lo que
2 ≤ dR(G[H]), concluyendo que la desigualdad se cumple.
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Subcaso 2.2 Gu no tiene vértices aislados.
Supongamos primero que Gu es inconexa, y sea U ′ la componente conexa de
Gu cuyo número domático romano es mínimo. Del lema 3.1.22, tenemos que
dR(U ′) = dR(Gu) y de la elección de u, tenemos que U ′ es una componente
conexa de H y con el número domático romano mínimo; es decir, dR(U ′) ≤
dR(H). De la construcción de H se tiene que H es una subgráfica generadora de
G[H]. Por el lema 3.1.11, dR(H) ≤ dR(G[H]). Por lo tanto, dR(U ′) ≤ dR(G[H]),
cumpliéndose así la desigualdad deseada.
Por último, supongamos que Gu es conexa. Esto hace que Gu sea una compo-
nente conexa de H, y por el lema 3.1.22 tenemos dR(Gu) ≤ dR(H). Como H
es una subgráfica generadora de G[H] se tiene que dR(H) ≤ dR(G[H]); y por lo
tanto, dR(Gu) ≤ dR(G[H]).

Por tanto, concluimos que dR(Gu) ≤ dR(G[H]).

Llegamos que en todos los casos ocurre que mı́n{dR(Gv) : v ∈ V (G)} ≤ dR(G[H]).

Ahora, daremos una cota para la corona de una gráfica respecto a una familia de
gráficas.

Lema 4.0.9. Si G es una gráfica y H = {Gv : v ∈ V (G)} es una familia de gráficas,
entonces

mı́n{dR(Gv) : v ∈ V (G)}+ 1 ≤ dR (G ◦ H) .

Demostración. SeanG una gráfica yH = {Gv : v ∈ V (G)} una familia de gráficas. Primero
supongamos que existe un vértice u de G tal que Gu es una gráfica vacía. Por un lado, como
Gu es vacía, del lema 3.1.12, se tiene que dR(Gu) = 1. Y así, dR(Gu) = mı́n{dR(Gv) : v ∈
V (G)}. Por otro lado, vemos que A (G ◦ H) 6= ∅, y por el mismo argumento anterior, el
lema 3.1.12 nos dice que dR (G ◦ H) ≥ 2. De esta manera, tenemos que dR(Gv) + 1 ≤
dR (G ◦ H).

Ahora, supongamos que para todo vértice u en V (G) se tiene que A(Gu) 6= ∅. Del
lema 3.1.12 tenemos que 2 ≤ dR(Gu). Para cada vértice u en V (G), consideramos a Fu =
{fu

1 , . . . , f
u
dR(Gu)} una dR(Gu)-familia. Sea v en V (G) tal que dR(Gv) = mı́n{dR(Gu : u ∈

V (G)}, y asumamos que d = dR(Gv).
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Para cada índice i de {1, . . . , d} definiremos a la función fi : V (G ◦ H)→ {0, 1, 2} tal
que

fi(x) =

f
u
i (x) si x ∈ V (Gu)

0 si x ∈ V (G),

y definimos a la función

fd+1 : V (V ◦ H)→ {0, 1, 2}

fd+1(x) =

2 si x ∈ V (G)

0 si x ∈ V (G ◦ H) \ V (G).

Afirmamos que para todo índice i en {1, . . . , d + 1}, fi es una función de dominación
romana sobreG◦H. Sean i en {1, . . . , d+1} y x en V (G◦H) tal que fi(x) = 0. Procederemos
analizando los siguientes casos:

Caso 1 i ∈ {1, . . . , d}.
De este paso, analizaremos los dos subcasos siguientes:

Subcaso 1.1 Existe un vertice u en V (G) tal que x es vértice de Gu.
Por la definición de fi, se tiene que fi(x) = fu

i (x); es decir, fu
i (x) = 0. Como fu

i

es una función de dominación romana sobre Gv, existe un vértice y en V (Gv)
tal que fu

i (y) = 2 y y es adyacente a x en Gu. Se tiene que fi(y) = fu
i (y) y que

y es adyacente a x en G ◦ H. Por lo tanto, fi(y) = 2 y xy ∈ A(G ◦ H).

Subcaso 1.2 x ∈ V (G).
Del lema 3.1.6, como Fx es una dR(Gx)-familia y 2 ≤ dR(Gx), entonces para
la función fx

i existe un vértice y en V (Gx) tal que fx
i (y) = 2. De la definición

de fi, se sigue que fi(y) = fx
i (y); es decir, fi(y) = 2. Por definición de G ◦ H,

yx ∈ A (G ◦ H). Por tanto, fi es una función de dominación romana.

Caso 2 i = d+ 1.
De la definición de fd+1, como fd+1(x) = 0, se tiene que x ∈ ⋃v∈V (G) V (Gv); es decir,
existe v ∈ V (G) tal que x ∈ V (Gv). De la definición de G ◦ H, xv ∈ A (G ◦ H), y
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como v ∈ V (G), fd+1(v) = 2. Concluyendo así que fd+1 es una función de dominación
romana sobre G ◦ H.

Probaremos que la familia F = {f1, . . . , fd, fd+1} es una familia de dominación romana
sobre G ◦ H. Sea x un vértice de G ◦ H, y notemos que

d+1∑
i=1

fi(x) =
d∑

i=1
fi(x) + fd+1(x).

Analizamos los siguientes casos:

Caso 1 x ∈ V (G).
Por construcción se tiene que para todo índice i en {1, . . . , d}, fi(x) = 0, y fd+1(x) =
2, por lo que

d+1∑
i=1

fi(x) = 2.

Caso 2 Existe u en V (G) tal que x ∈ V (Gu).
De la definición de las funciones fi, se tiene que para todo índice i en {1, . . . , d},
fi(x) = fu

i (x), y que fd+1(x) = 0. Por lo tanto,

d+1∑
i=1

fi(x) =
d∑

i=1
fu

i (x).

Como d ≤ dR(Gu), entonces

d∑
i=1

fu
i (x) ≤

dR(Gu)∑
i=1

fu
i (x).

Dado que la familia Fu es una familia de dominación romana sobre Gu, se tiene que

dR(Gu)∑
i=1

fu
i (x) ≤ 2.

Concluyendo que ∑d
i=1 fi(x) ≤ 2.

Falta por ver que |F| = d+ 1. Se sigue de la definición de la familia F que para todo
índice i de {1, . . . , d} ocurre que fi 6= fd+1. Sea {i, j} un subconjunto de {1, . . . , d} tal que
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i 6= j, y u un vértice de G. Consideremos las funciones fu
i y fu

j . Como fu
i 6= fu

j , entonces
existe x en V (Gu) tal que fu

i (x) 6= fu
j (x). Por lo tanto, fi(u) 6= fj(u), y por tanto, fi 6= fj.

Para finalizar, llegamos a que la familia F es una familia de dominación romana sobre
G ◦ H; y por ende, |F| ≤ dR(G ◦ H); es decir,

mı́n {dR(Gv) : v ∈ V (G)}+ 1 ≤ dR(G ◦ H).

Para continuar con esta sección, veremos el caso especial de la corona de una gráfica
cuando los componentes de la familiaH son todos gráficas completas no triviales del mismo
orden.

Lema 4.0.10. Si G es una gráfica y H = {Gv : v ∈ V (G)} es una familia de gráficas tal
que para todo v ∈ V (G), Gv

∼= Kp, con p ≥ 2, entonces

dR(G ◦ H) = p+ 1.

Demostración. Sea G una gráfica y H = {Gv : v ∈ V (G)} tal que para todo vértice v de
G, Gv

∼= Kp, con p ≥ 2.
Por un lado, del lema 4.0.9, tenemos que

mı́n{dR(Gv) : v ∈ V (G)}+ 1 ≤ dR(G ◦ H).

Como Gv
∼= Kp, del lema 3.2.4, se tiene que para todo vértice v de G, dR(Gv) = p, y

por tanto, p+ 1 ≤ dR(G ◦ H).
Por otro lado, del lema 3.1.21,

dR(G ◦ H) ≤ δ(G ◦ H) + 2.

Ahora calcularemos δ(G ◦ H). Sea x en V (G ◦ H). Del lema 1.1.18, sabemos que para
todo vértice x de G,

δG◦H(x) =

δG(x) + |V (Gx)| si x ∈ V (G)

δGv(x) + 1 si x ∈ V (Gv) para algún v ∈ V (G).
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Como para todo v en V (G) se cumple que Gv
∼= Kp, entonces

δG◦H(x) =

δG(x) + p si x ∈ V (G)

p si x ∈ V (Gv) para algún v ∈ V (G).

De esto, podemos concluir que δ(G◦H) = p. Tenemos que dR(G◦H) ≤ p+ 2, llegando
que dR(G ◦H) ∈ {p+ 1, p+ 2}. Afirmamos ahora que dR(G ◦H) = p+ 1. Supongamos que
justamente esto no ocurre; es decir, consideremos a una familia de dominación romana
F = {f1, . . . , fp+2}. Sean v un vértice de G y x en V (Gv).

Por un lado, del lema 2.2.2 tenemos que |{i : fi(x) = 0}| ≤ δG◦H(x); es decir,

|{i : fi(x) = 0}| ≤ p.

Por otro lado, supongamos que ocurre que para alguna i en {1, . . . , p + 2}, fi(x) = 2,
entonces para todo j en {1, . . . , p + 2} \ {i}, fj(x) = 0, y luego, |{i : fi(x) = 0}| = p + 1,
lo cual contradice nuestra condición anterior. Esto nos dice que para todos los índices i en
{1, . . . , p+ 2}, fi(x) 6= 2.

Del hecho de que |{i : fi(x) = 0}| ≤ p y |F| ≥ 4, existe {i, j} un subconjunto de
{1, . . . , p+ 2} tal que i 6= j y fi(x) = 0 y fj(x) = 0.

Como fi y fj son funciones de dominación romana, existen dos vértices ui y uj en
NG◦H(x) tales que fi(ui) = 2 y fj(uj) = 2. Como ya se vio anteriormente, para todo
vértice y en V (Gv) y toda función f de F , f(y) 6= 2. Como {v} = NG◦H(x) \ V (Gv),
se tiene que ui = v y uj = v, y por lo tanto, fi(v) + fj(v) = 4, lo cual contradice la
condición de que F es una familia de dominación romana. Concluyendo de esta forma que
dR(G ◦ H) ≤ p+ 1; es decir dR(G ◦ H) = p+ 1.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis desarrollamos algunos resultados iniciales sobre el número do-
mático romano de gráficas. Dicho concepto fue introducido por S. M. Sheikholeslami y
L. Volkmann en [12] y retomado por el equipo conformado por H. Tan, H. Lyang, R.
Wuang y J. Zhou en [14]. En los artículos mencionados se presentan cotas para el número
domático romano relacionadas con diversos parámetros, como el orden, el grado mínimo,
entre otros. Además, calculan el número domático romano de algunas familias de gráficas
conocidas, como son las gráficas completas, ciclos y árboles. En este trabajo se retomaron
dichos resultados analizando detenidamente las demostraciones. Incluso nos percatamos
que algunos de los resultados mostrados no son necesariamiente verdaderos, como el caso
mencionado en la nota 2.2.13.

Además de lo anterior, presentamos resultados derivados directamente de la definición
de una familia de dominación romana. Entre dichos resultados, podemos mencionar el lema
3.1.6 el cual fue utilizado frecuentemente en este trabajo. En los capítulos tres y cuatro se
dan los resultados más relevantes del trabajo. Mostramos que el número domático romano
se preserva bajo isomorfismos y que el número domático romano preserva una relación
entre una gráfica y sus subgráficas generadoras. Se caracterizan a las gráficas en las que el
número domático romano es exactamente el orden de la gráfica y también se caracterizan
a las gráficas en las cuales el número domático romano es igual a uno, que es en el caso
de las gráficas vacías. En [12] se muestra que el número domático de una gráfica siempre
es menor o igual al número domático romano de ésta, y en este trabajo presentamos una
caractelización de las gráficas en las que dicha cota es justa.

Presentamos a una familia de gráficas nueva, las gráficas dR-críticas, cuya inspiración
para definirlas fue la idea de dada una gráfica, en qué momento el número domático
romano de ésta cambia si se quitan aristas de ésta. También mostramos una relación
entre el número domático romano de una gráfica y el número domático romano de sus
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componentes conexas. De la misma manera, exhibimos una relación similar entre el número
domático romano de una gráfica y el de sus bloques.

En el capítulo cuatro se estudió el número domático romano de algunas gráficas resul-
tantes de operaciones de gráficas, como son la suma, el producto cartesiano, la composición
de gráficas y la corona. Para todas estas operaciones se mostraron diversas cotas para sus
números domáticos romanos.

Quedan algunos problemas abiertos a la investigación que nos percatamos durante
la elaboración de esta tesis, como el problema de si es posible encontrar una familia de
dominación romana en la cual ninguno de los vértices de la gráfica tenga imagen 1, cuando
la gráfica tiene al menos una arista. También queda la pregunta sobre la relación entre el
número domático romano de una gráfica y el número domático romano de su gráfica de
líneas.
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