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Resumen

Los objetivos generales de este trabajo fueron, primero, desarrollar con detalle el modelo
numérico de Método de Elemento Finito con Funciones Optimas (FEM-OF por sus siglas en
inglés) aplicado a la ecuacién diferencial de Elasticidad Lineal formulada en términos de los
desplazamientos y, segundo, desarrollar un modelo computacional para aplicar FEM-OF a un
del Problema de Valores en la Frontera y con Saltos Prescritos (BVPJ por sus siglas en inglés)

que corresponde a dicha ecuacion.

FEM-OF se basa en una teoria algebraica para la soluciéon de ecuaciones diferenciales parciales
en el espacio de funciones discontinuas definidas por tramos, propuesta por 1. Herrera. Se dice
que los espacios de funciones son éptimos, ya que las funciones 6ptimas de base satisfacen
al operador diferencial homogéneo y las funciones 6ptimas de peso satisfacen al operador

diferencial adjunto homogéneo.

Se implantaron programas en Matlab (prototipos) que resuelven ecuaciones de Elasticidad
Lineal en 2D y 3D con condiciones de frontera Dirichlet. Para aproximar las funciones 6ptimas

se utilizaron polinomios ciibicos de Hermite.

Si bien para dicho operador diferencial simétrico, el orden de convergencia de FEM-OF es el
mismo que el Método de Elemento Finito (FEM por sus siglas en inglés) Estdndar se observé
que la solucién numérica con FEM-OF tiene una mayor precisién. También se observé que
FEM-OF reduce el nimero de grados de libertad y genera matrices mejor estructuradas que

FEM Estandar.

La utilizacién de los polinomios ciibicos de Hermite permitié obtener directamente como
solucion tanto los desplazamientos como sus derivadas, esto es, las deformaciones, ambas con

el mismo orden de convergencia.

Como trabajo futuro se propone aplicar FEM-OF a ecuaciones de Elastodinamica acopladas

con ecuaciones de flujo en medios porosos con condiciones de frontera mixtas.



Abstract

The general goals of this work were, first to develop, in detail the numerical model of Finite
Element Method with Optimal Functions (FEM-OF) applied to the differential equation of
linear elasticity formulated in terms of displacements and, second, to develop, a computational
model to apply FEM-OF in Boundary Value Problems with Prescribed Jumps (BVPJ) for

this equation.

FEM-OF is based on an algebraic theory for the solution of partial differential equations in
the space of discontinuous piecewise defined functions, proposed by I. Herrera. The spaces
of functions are optimal since optimal base functions satisfy the homogeneous differential

operator and optimal trial functions satisfy the homogeneous adjoint differential operator.

Matlab programs (prototypes) were implemented that solve Linear Elasticity equations in
2D and 3D with Dirichlet boundary conditions. Cubic Hermite polynomials were used to

approximate the optimal functions.

For the symmetric differential operator, the order of convergence of FEM-OF is the same
as the standard Finite Element Method, it was observed that the numerical solution with
FEM-OF has a higher precision. It was also observed that FEM-OF reduces the number of

degrees of freedom and generates better structured matrices than standard FEM.

The use of cubic Hermite polynomials allowed us to obtain directly as a solution both the
displacements and their derivatives, that is, the deformations, both of them with the same

order of convergence.

As future work, it is proposed to apply FEM-OF to elastodynamics equations coupled with

flow equations in porous media with mixed boundary conditions.
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Capitulo 1

Introduccion

En las ultimas décadas, los modelos matematicos, numéricos y computacionales se han
convertido en una herramienta cada vez mas relevante para la investigaciéon en Ciencias
de la Tierra. Permiten comprender y hacer predicciones sobre cémo funciona y evoluciona

nuestro planeta a través del tiempo y el espacio.

En general estos modelos consisten en una ecuacion o sistema de ecuaciones diferenciales
parciales (PDE por sus siglas en inglés), las cuales describen sistemas macroscopicos del tipo
continuo. El empleo de estos modelos hace posible la soluciéon de problemas cada vez mas

complejos debido al tamafio de los datos que se pueden llegar a manejar [16].

El Método de Elemento Finito Estandar (FEM por sus siglas en inglés) es un método numérico
para resolver problemas de ingenieria y fisica que impliquen ecuaciones diferenciales parciales
con solucién continua. FEM es un método general y poderoso en su aplicacién a problemas
del mundo real que involucran una fisica compleja, geometria y/o condiciones de frontera. En
FEM, un dominio dado se ve como una coleccién de elementos, y sobre cada elemento, la
ecuaciéon gobernante del problema se aproxima por cualquiera de los métodos variacionales

tradicionales [I1].

1.1. Generalidades del Método de Elemento Finito con

Funciones Optimas

Una teoria general de Métodos de Elementos Finitos (FEM) se deberfa formular utilizando
funciones de base y de peso discontinuas definidas por tramos, de modo que éstas puedan ser
discontinuas a través de las fronteras interiores que separan los elementos de la particiéon de

un dominio.



En la formulaciéon de un problema de contorno en un espacio de funciones discontinuas
definidas por tramos, los problemas bien planteados consisten en problemas de valores
en la frontera con saltos prescritos ( por sus siglas en inglés BVPJ) acompaiiados de
condiciones de frontera y, ademas de condiciones de saltos prescritos a través de las fronteras

interiores de los subdominios que induce la particién de un dominio.

Los desarrollos teéricos obtenidos exponen una estrategia general unificadora para la
formulaciéon tanto de métodos de discretizacién como de métodos de descomposiciéon de
dominio consistente en obtener informacién acerca de la solucién buscada en la frontera interior
que separa las subregiones. Uno de los principales resultados es la generalizaciéon de las formulas
de Green, adecuadas para trabajar en dichos espacios de funciones discontinuas definidas por

tramos, son las llamadas Férmulas de Green-Herrera[I][2][3].

Las Férmulas de Green-Herrera permiten expresar un problema con valores en la frontera
con saltos prescritos (BVPJ) de dos maneras: una formulacién débil en términos de
los datos del problema y otra formulacién débil en términos de la informacién

complementaria.

Los métodos denominados directos o de Steklov-Poincaré se plantean a partir de la formulacién
débil en términos de los datos del problema; mientras que los métodos denominados indirectos
o métodos de Trefftz-Herrera, a partir de la formulacién débil en términos de la informacion

complementaria. [4][5][23][31]

Una de las principales diferencias entre métodos directos e indirectos, es que en los primeros, se
desarrollan soluciones locales de la ecuacién diferencial en cada elemento finito de la particién
con el objetivo de construir funciones de base especializadas, llamadas: funciones éptimas

de base.

Mientras que en los métodos indirectos se desarrollan soluciones de la ecuacion diferencial
adjunta para construir funciones de peso especializadas, llamadas: funciones éptimas de

peso.

En trabajos previos para la construccion de las funciones 6ptimas de base se han utilizado

métodos de colocacién. [20]



La metodologia de Elemento Finito con Funciones Optimas (FEM-OF) utiliza ambos espacios
de funciones éptimas ademas de utilizar para la construccion de las funciones éptimas, FEM

Estandar.[6][19]

FEM-OF se puede ver como una clase especial de Método de Galerkin Discontinuo, puesto

que se formula es un espacio de funciones discontinuas. [12][13]

1.2. Justificacion

Este trabajo se desarrolla dentro de las lineas de investigacién sobre Modelacién Matemaética,
Numérica y Computacional de Sistemas Continuos, a cargo del Dr. Ismael Herrera Revilla,
especificamente en la linea de investigacién sobre métodos de discretizacion no estandares para

la solucién de Ecuaciones Diferenciales Parciales.

Como antecedente inmediato de este trabajo se tiene el desarrollo detallado de FEM-OF para

el Operador General de Segundo Orden con condiciones de frontera tipo Dirichlet. [6][19)]

En este trabajo se amplia el anterior. Aqui se desarra detalladamente FEM-OF para el Operador
Diferencial de Elasticidad Lineal con condiciones de frontera Dirichlet y también se desarrolla
con detalle la aplicacion de FEM-OF al Operador de Helmholtz con condiciones de frontera

Neumann.

FEM-OF constituye una nueva forma de aplicar la metodologia de elementos finitos, la cual ha
mostrado tener ventajas sobre el método FEM Estandar, principalmente en que los problemas
de valores en la frontera con saltos prescritos tienen la misma dificultad que los problemas
de valores en la frontera sin saltos (con solucién continua) cuando se resuelven con FEM-OF,
asi como en que se reducen el nimero de grados de libertad, se obtienen matrices mejor

estructuradas y una mayor precision en la solucion.

1.3. Objetivos de la Tesis

1.3.1. Objetivos Generales

Los objetivos generales de este trabajo son, primero, desarrollar con detalle el modelo

numérico de Método de Elemento Finito con Funciones Optimas (FEM-OF por sus siglas en
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inglés) aplicado a la ecuacién diferencial de Elasticidad Lineal formulada en términos de los
desplazamientos y, segundo, desarrollar un modelo computacional para aplicar FEM-OF a un
del Problema de Valores en la Frontera y con Saltos Prescritos (BVPJ por sus siglas en inglés)

que corresponde a dicha ecuacién.

1.3.2. Objetivos Especificos y Metodologia

Lo anterior implica ciertos objetivos especificos para la aplicacion de FEM-OF en el Operador

Diferencial de Elasticidad Lineal. Se deberan plantear con detalle los siguientes elementos:

= KEspacio de funciones discontinuas definidas por tramos

= Férmulas de Green-Herrera P— B —J =Q* — C* — K*

» Principios variacionales (dimensién infinita)

» Las funcionales bilineales (Pu,w), (Bu,w), (Ju,w), (Q*u,w), (C*u,w), (K*u,w)
» Descomposicién dual del operador J =S;+ Ry y K* = Sj + R},

= Espacios Nulos Np, Ng, Ngr,, Ng, Nc, Ng,

= Espacio de funciones 6ptimas de base 6; = Np(\Np(\Ng,

= Espacio de funciones 6ptimas de peso 6; = NoNNc(Nry

= Los problemas de contorno locales u,, (solucién particular)

= Problema bésico BVPJ para el Operador de Elasticidad

= Discretizacién: Método de Elemento Finito con Funciones Optimas (dimensién finita, P

y Q* solucién exacta)
» Implantacién computacional (dimensién finita, P y @* solucién aproximada)

= Prototipo de un programa en Matlab que resuelva problemas de elasto-estatica en 2D y

3D
= Condiciones de Frontera Tipo Dirichlet
= Condiciones de Frontera Tipo Neumann

= Pruebas de Convergencia



1.4. Composicién de la Tesis

El capitulo 2 muestra una recopilaciéon de los antecedentes y consideraciones matematicas
para el estudio de Problemas de Valores en la Frontera y con Saltos Prescritos (BVPJ), se
introducen las formulas de Green-Herrera, asi como las funcionales bilineales. En el capitulo 3
se presentan los espacios nulos, la descomposiciéon dual de operadores K y J, los problemas de
contorno localizados y las condiciones necesarias para definir los espacios de funciones 6ptimas

de base y de peso.

En el capitulo 4 se caracteriza el Problema béasico necesario para el Método de Elemento Finito

con Funciones Optimas (FEM-OF), la formulacién y discretizacién asociada.

A partir del capitulo 5 se comienza una revisién detallada del Operador de Elasticidad Lineal,
caso isotropico y ortotrépico, asi como algunas otras simetrias. En el capitulo 6 se muestran
las funcionales bilineales, espacios nulos, forma cuadratica, términos de frontera y espacios de
funciones 6ptimas definidas en los capitulos 2-4 para el Operador de Elasticidad Lineal y para

el Operador de Helmholtz.

La implementacién en la construccion de las funciones éptimas se realiza en el capitulo 7,
utilizando aproximaciones polinomiales, Lineal (Polinomios de Lagrange 1° grado), Polinomios
Hermite cibicos, ambos para FEM Estandar y Polinomios Hermite ctibicos para FEM-OF.

También se describen aspectos de las condiciones de frontera tipo Dirichlet y Neumann.

La descripcion del programa computacional se encuentra en el capitulo 8. En el capitulo 9 se
realiza un analisis sobre el desempefio y pruebas de convergencia comparativa entre el método
de Elemento Finito Estdndar y el de Funciones Optimas, donde se compara la eficiencia de los

métodos.

Por tltimo, el capitulo 10 se detallan las conclusiones obtenidas en el desarrollo de este trabajo

asi como la propuesta de trabajo a futuro.



Capitulo 2

Antecedentes

2.1. Consideraciones Matematicas

Sea el operador diferencial lineal £, tal que puede ser escrito como ecuacién diferencial en

forma general

Lu=f (2.1)
definido en el dominio €2, sujeto a ciertas condiciones en la frontera Of).

Entiéndase por operador lineal si cumple:

L(u+v)=L(u)+ L(v)
L(au) = al(u)

donde u,v € V espacio vectorial de funciones.|[25]

Sean u,w € V, funciones del espacio vectorial. Por lo que hay una forma bilineal vectorialmente

valuada D adecuada al operador diferencial £ tal que:
(Lu)w —u(L*w) =V« D(u, w) (2.2)

donde L* es el adjunto del operador diferencial.

Considérese un dominio 2 C R™ tal que sea abierto, acotado y conexo en un espacio Euclidiano
de dimensién n. Sea 9N la frontera del dominio §2 una frontera de Lipschitz, llamada frontera

exterior, figura 2.1.



(a) Dominio 2 y su frontera exterior 02 (b) Subdominio 2; y su frontera 9€;

Figura 2.1: Dominio en un espacio Euclidiano

La particién o descomposicién del dominio €2 en N subregiones, II = {Qz}f\i 1 donde €2; son los

subdominios. La particién IT satisface las siguientes condiciones: [27]
1. QiﬂQjZQparai;éj

2. Q=UL, %

Designando a ¥ como la unién de las fronteras interiores que separan las subregiones €2; del
dominio €, tal que ¥;; = ;) para ¢ # j. Sea n un vector normal unitario con sentido hacia
fuera o hacia el exterior de la frontera exterior 0€). También denota a un vector normal de

sentido arbitrario en la frontera interior %, figuras 2.2 y 2.3.

"'-'_,.,.1 '-—_‘_—-“""h..__.
il B
-\

[ ]

o S

W ’f.%\

N L

S—— . ,g-l-"'""-!

s

(a) Frontera Interior ¥ (b) Frontera comin ¥;; a €; y £,

Figura 2.2: Fronteras interiores

Sea D, (12) el espacio lineal de funciones en el dominio 2 el cual cumple con ciertas propiedades
de diferenciabilidad en el interior de ) y de ciertos valores en la frontera 02 impuestas por el

operador diferencial.

Sea BQ(Q) el espacio lineal de funciones en el dominio 2, el espacio vectorial de funciones

discontinuas definidas por tramos, definido como la suma directa de los subespacios en las
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subregiones, producidas por las restricciones de D, (2) en cada €;.

Da(R) = &7, Do () (2.3)

Figura 2.3: Vector normal a frontera exterior d€) y a frontera interior 3

Se seleccionan los espacios de Sobolev de orden entero no negativo, para definir a los
espacios D,(€2). Debido a que una de sus propiedades méas utilizadas consiste en que son

espacios completos, normados e integrables. [17][18]

Definicién 1. Espacios de Sobolev H™(S)
Sea Q C R™ un subconjunto abierto.Un espacio de Sobolev de orden m, denotado por H™(S),
estd definido como el espacio que consta de funciones L*(Q), asi como sus derivadas parciales

débiles hasta incluir aquellas de orden m, que también pertenecen a L?():
H™(Q) =u: 0y € L*(Q) Vo tal que |a| <m (2.4)
donde 0, es un operador de derivacion de orden c.

Puesto que la ecuacién diferencial a utilizar es de segundo orden (operador de Helmholtz y
Operador de Elasticidad Lineal), se requiere especificamente que M=2, es decir, H?(f2). Nétese
que las derivadas se entenderan en el sentido distribucional, apropiado para manejar funciones
discontinuas definidas por tramos. Se introducen los espacios de Sobolev discontinuos definidos

por tramos como:

H™(Q) = @ H™ () (2.5)

Como v € D,(2) es discontinua en la frontera interior X, los espacios lineales de funciones

discontinuas definidas por tramos se caracterizan como funciones con saltos finitos, tanto en el



valor de la funcién como en el valor de las derivadas normales a través de X. De aqui que una

funcién v tiene una representacién vectorial como una sucesién de funciones {vg }5_;.

Sean dos espacios vectoriales D1(2) y Dy(2) donde: Dy(2) C ]/'{\2((2) y Da(Q) C E\Q(Q)
corresponden a los espacios de funciones de base y de funciones de peso, respectivamente.
Las funciones de base construyen la soluciéon de la ecuacién diferencial, mientras que las
funciones de peso ponderan o pesan a la ecuacion diferencial. Se pide que los espacios de
funciones Dy () y Dy(9) tengan definidas sus trazas en las fronteras X U 9, esto siempre se

cumple en los espacios H™().

Considérese dos trazas de v = {vg }i_, € D,(Q) en la frontera ¥;; comin a los subdominios €;
y €2;. El sentido del vector normal n en la frontera interior ¥ define su lado positivo; mientras

que el sentido contrario su lado negativo, figura 2.4. Entonces:

vy =Trt(v) v =Tr (v) (2.6)

Figura 2.4: Traza de la funcién v, lado positivo y negativo de la frontera comin X;;

Sea el promedio de la funcién v € l/?\a(Q) a través de la frontera interior ¥, definido por:
. 1
v = §(v+ +v_) (2.7)

donde [J es el operador promedio.

Sea el salto de la funcién v € D\G(Q) a través de la frontera interior 3, definido por:

o] = 5 (s —v) (2.8)

donde [O] es el operador salto.



La discontinuidad de una funcién en la frontera interior 3 se puede expresar especificando los

valores de su promedio y de su salto en X

V=0 =v_ =0 (2.11)

[v] =0 (2.12)

Teorema 1. Los valores del promedio v y del salto orientado [v] +n, no dependen del sentido

del vector normal n en la frontera interior 3.

Demostracién: Si se cambia el sentido de n en X, entonces este es n = —n, y el valor original

de vy ahora es el nuevo valor de v_ y viceversa, esto es v5 = v_ y v_ = v4. En consecuencia:

W]+n=(vy —v)en= (0= —vy)+(-n) = (vy —v=)-n

. o .
En cuanto al promedio v se tiene que:

Se ha considerado de esta manera, debido a que las trazas de las funciones y de sus derivadas
normales en las fronteras de los subdominios 0€2; siempre estan definidas. De esta forma, se
garantiza la existencia y unicidad de la solucién para los problemas de valores en la frontera
con saltos prescritos en Y y con coeficientes discontinuos, en donde la soluciéon también puede

ser discontinua.

Tanto los saltos prescritos como las discontinuidades en el operador diferencial dentro del
dominio 2, determinaran la particion II de manera que sélo se encuentren sobre la frontera

interior Y.
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2.2. Formulas de Green-Herrera

Primero se desarrollara la formula de Green para funciones continuas y después se generalizara
para funciones discontinuas por tramos, lo cual dara como resultado la férmula de Green-Herrera.

[22][28]

2.2.1. Férmulas de Green

Considérese el caso especial en que u € D1(2) y v € D3(Q2) son funciones continuas tanto
en el valor de su funcién con en el valor de sus derivadas normales en X, es decir pertenece a

u € Dl(Q) yve DQ(Q)
La identidad obtenida en (2.2) estd dada por
w(Llu) —u(L'w) =V +D(u,w) Vel (2.13)

Si la ecuacién (2.13) se integra en cada subdominio €;

N N
;/Q {w(Lu) —u(C m}m:é/ﬂiv.p(u,w) i o1

Aplicando el teorema de la divergencia de Gauss, al lado derecho de la ecuacion [35]

N N N
;/mw(ﬁu)dm— Z;/Q w(Lrw)dz = ;/m D(u,w)-n dx (2.15)

Debido a la consideracién de la continuidad de la funcién y sus derivadas normales a través de

¥ la ecuacion (2.15) se transforma en:

/ w(Lu)dz — / u(L*w)dz = D(u,w) *n dx (2.16)
Q Q o0

Se introducen las funcionales bilineales reales definidas en Dy (€2) x Dy(2)

Plu,w) =wlu VY € Q (2.17)
Q" (u,w) =ul'w Vz e (2.18)
donde Q*(u,w) es la funcional transpuesta de la funcional bilineal Q(w,u).
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Sean B(u,w) y C*(u,w) funciones bilineales tales que producen la descomposicion:
B(u,w) — C*(u,w) = D(u,w)+n Vx € 0N (2.19)

La funcional bilineal B(u,w) involucra informacién conocida en la frontera exterior OS2
(condiciones de frontera), mientras que la funcional bilineal C*(u,w) se relaciona con la

informacién desconocida (incégnitas sobre la frontera) en 9.

Reordenando las ecuaciones (2.17) a (2.19) y sustituyendo en (2.16), se obtienen las

Formulas de Green

/QP(u,w)dg—/BQB(u,w)dg:/QQ*(u,w)dg— 896*(u,w)d§ (2.20)

Las funcionales bilineales definidas anteriormente también se pueden reescribir como:

(Pu,w) :/S)P(u,w)dg:/gwgudg (2.21)
(Qu,w) :/QQ*(U, w)a@:/gugwdg (2.22)
(Bu,w) = B(u, w)dz (2.23)

o0
(C*u,w) = C*(u,w)dz (2.24)

o0N

Con lo anterior (2.20) se puede escribir como
(Pu,w) — (Bu,w) = (Q*u,w) — (C*u, w) (2.25)

De forma operacional,
P-B=Q"—C* (2.26)
2.2.2. Foérmulas de Green-Herrera

Considérese el caso general en que u € D1(Q2) y v € D2(Q2) son funciones discontinuas
tanto en funcién como en derivadas normales en X, esto es, funciones discontinuas definidas

por tramos.
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Si se integra (2.13) en cada subdominio 2; y se considera la suma de todos los subdominios:

N N

Aplicando el teorema de la divergencia de Gauss, al lado derecho de la ecuacién

N N
;/ﬂiw(.ﬁu) dx—;/mu(z Z D) nie 2.25)

Como las funciones u y w asi como sus derivadas normales son discontinuas a través de la

frontera interior X, resulta que:

Z/ (Lu) dx — Z/ ) da = D(u,w)+n dz — / [D(u,w)]*n dz  (2.29)

o0 P

donde al resultado:
N
Z/ VD(u,w)dzx = / D(u,w)+n dz — / [D(u,w)] *n dz
Q; o9 )

se le denominard Teorema Generalizado de la Divergencia.[9)

Teorema 2. Sea Q un dominio de un espacio Euclideano M-dimensional. Donde
w1, ) = (U1 (21, )y ooy U (T1, ... T)) €S una funcion vectorial, que es continua por

tramos asi como sus primeras derivadas en ). Entonces,

Veudzx = / uendr — / [u] « ndz (2.30)
Q o0 b

Demostracion: Usando el teorema generalizado de Green;

/ Vudzr = Z/ gzz L
- ; { /8 , winide = /E [ui] mdﬂf} (2.31)
[ wendz— /Z [u] - ndz

8Q
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También sean B(u,w), C*(u,w), J(u,w) y K*(u,w) funcionales bilineales reales tales que

producen las siguientes descomposiciones:
B(u,w) — C*(u,w) = D(u,w)+n Vz € 0N (2.32)

J(u,w) — K*(u,w) = — [D(u,w)*n] VreX (2.33)

En la ecuacion (2.27) se puede aplicar algebra de saltos y de la descomposiciéon demostrar el

siguiente lema.

Teorema 3.

[D(u, w)] = D(t, [w]) + D([u] , w) (2.34)

Demostracién: Aplicando algebra de saltos al operador [D(u,w)] puede reescribirse en

términos de sus trazas:
[D(u, w)] = DF (u*, w*) =D~ (v, w") (2.35)

Recordando que se habia definido la traza positiva y negativa, en términos de promedio y salto

CcOomao:

D () — D (™ w) = Dl + 5 [u] ) — Dl — 5 [u] w)

14



Por linealidad en cada argumento(bilinealidad),

(D, w)] = Dl w*) + 5 D[], w) — Dl w™) + 5], w)
= Do+ 5 [u) + 5D([u] b+ 5 [w])
~ D~ ) + 5 D[] i~ 5 ) 05)
= D(i, ) + 5D [w]) + 3], &) + yD((u]), [w])
~ D) + 5D, w]) + 5 D((u] i) — DG [w])
= D w]) + D[] ) 0

Con lo anterior, se obtiene una forma adecuada para reescribir la ecuacién (2.29) tal que:

g;/ﬂiw(ﬁu) dx—g/ﬂiu(ﬁ*w) dx

(2.37)
~ | D(ww)-ndz~ [ D [w]) - ndz ~ [ D((u], &) -ndz
a0 b by
La ecuacién (2.37) da un panorama general para describir a las funcionales J y K*
K*(u,w) = D(t, [w]) +n  Vz €X (2.38)
J(u,w)=D([u] ,w)+n Vzex (2.39)

Cabe destacar que la funcional B(u,w) estéd relacionada con los valores conocidos en la frontera
exterior 02, también llamadas, condiciones de frontera, mientras que la funcional C(u,w)
involucra a los valores no prescritos o desconocidos de la soluciéon en 9€2. Cuando hablamos
de la frontera interior ¥ las funcionales involucradas son K*(u,w) que se relaciona con los
promedios de % (también con los promedios de la derivada normal de u) y J(u,w) con los

saltos de ([u]) (también con los saltos en la derivada normal de un) en X.

Reordenando los términos (2.32) a (2.33) y (2.38) a (2.39) en la ecuacién (2.37), se obtienen

las Formulas de Green-Herrera:

f:l/ﬂip(u,w)dx—ég B(u,w)dg—/zj(u,w)dg
(2.40)

= f:l/ﬁz Q" (u,w)dz — /852 Cx(u, w)dz — /EIC*(u,w)dg
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Las funcionales bilineales definidas anteriormente también se pueden reescribir como:

N N
(Pu,w) = ;/ﬂz P(u,w) dz = ;/ﬂz w(Lu) dz (2.41)

N N
(Q u,w) = ;/Qz Q" (u,w) dzx = ;/Qz u(L*w) dx (2.42)

(Bu,w) = B(u,w)dz (2.43)
o
(C*u,w) = C*(u,w)dz (2.44)
o0
(Ju, w) / J(u, w)dz = / D([u] , ) » ndx (2.45)
“u, w) / K* (u, w)dx = / D(t, [w]) « ndzx (2.46)

Con lo anterior (2.38) se puede escribir como

(Pu,w) — (Bu,w) — (Ju,w) = (Q%u, w) — (C*u, w) — (K*u, w) (2.47)

De forma operacional,

P-B-J=Q" —-C*—K"* (2.48)

Las Férmulas de Green-Herrera son una generalizacién de las Formulas de Green.

2.3. Problema con Valores en la Frontera y con Saltos

Prescritos
Definicion 2. Problema con Valores en la Frontera y con Saltos Prescritos.
Sea un dominio 2 y una particion I1 = {Q1,...,Qn} de éste. El problema de Valores en la

Frontera con Saltos Prescritos(BVPJ) consiste en buscar una funcion u € l/)\l(Q) tal que

satisfagan las siguientes condiciones:
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s La ecuacion diferencial en cada subdominio §;:

Pu=f (2.49)

= Las condiciones de frontera en la frontera exterior 0$):

Bu=g (2.50)
= Las condiciones de saltos prescritos en la frontera interior 3

Ju=j (2.51)

El conjunto de funcionales (f,g,j) € l/)\g(Q) X B\;(Q) X l/)\g(ﬂ) se les denomina datos del

problema.

Una forma alternativa de definir el problema anterior (BVPJ) es considerando la triada

(uq, upn, us) € ﬁ{(Q) X 13\1‘(9) X ﬁi‘(Q) y definiendo las funcionales como

f = Pug
g = Buag (2.52)
7 = Juy

Si se supone que el Problema de Valores en la Frontera con Saltos Prescritos (BVPJ) es un
problema bien planteado, entonces la funcion ug, ugqg y uy necesariamente provienen de una

unica funcién ug que corresponderia a la solucién del problema.

Definiciéon 3. Condiciones compatibles.
Las condiciones de frontera g € D35 y las condiciones de saltos prescritos j € D35 son condiciones

compatibles cuando existe una funcion ug € l/)\l(Q) tal que:

g = Bugn = Bug en 00
(2.53)
7= Juy = Jug en 2
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Una condicion necesaria para que el Problema de Valores en la Frontera con Saltos Prescritos
tenga solucion unica es que las condiciones de frontera y las condiciones de saltos prescritos

sean compatibles.

Definicién 4. Solucion del Problema de Valores en la Frontera con Saltos Prescritos (BVPJ)

Se dice que una funcion u € 51(9) es la solucion del BVPJ cuando satisface las ecuaciones:

Pu=f
Bu=g (2.54)
Ju=1j

La formulacién débil del BVPJ, también llamada formulaciéon variacional del BVPJ,

es la ecuacion

(P-B—-Jju=f—-g—j (2.55)

Las férmulas de Green-Herrera nos proporcionan dos formulaciones débiles. La primera
corresponde a la ecuacion (2.55), referida como la formulacién variacional en términos
de los datos del problema(informacién conocida), mientras que la segunda formulacién

variacional en términos de la informacién complementaria es:

Q" -C"—Ku=f-g—j (2.56)
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Capitulo 3

Espacio de Funciones C)ptimas

Sea el Problema de Valores en la Frontera con Saltos Prescritos(BVPJ) bien planteado y con
solucién tinica como se muestra en su forma variacional en términos de los datos del problema,
(2.57).

(P-B-Jju=f—-g—Jj

con su triada de datos
f = Puq mno homogeneidad de la ecuacion diferencial

g = Bugq condiciones de frontera

Jj = Juy condiciones de saltos prescritos

3.1. Espacios Nulos

Definicion 5. Espacio Nulo o Kernel de un Operador
Se define el espacio nulo o kernel de un operador lineal T como el conjunto de todos los vectores

que T mapea al vector 0:

Np = {u € Do(Q) | Tu = 0} (3.1)

Primero se pretende obtener suficiente informacion de la solucién solamente en X J 02 para
posteriormente formular problemas bien planteados en cada subdominio €2;, no es necesaria
toda la informacion, sélo la informacién suficiente para plantear adecuadamente problemas

locales e independientes en cada subdominio €2;.

El objetivo anterior permite plantear los espacios nulos para los operadores P, B, J y @, C, K.
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= Puesto que no se busca informacién en el interior de los subdominios €2; se introducen

los espacios nulos de Py B,:
Np = {ue]_/)\l(Q) | Pu=Lu=0 en cada Ql} (3.2)
Ng = {w €Dy(Q) | Qu=Lw=0 en cada QZ} (3.3)

= En general, no se busca informacién de la solucién en la frontera 02 porque se disponen
de condiciones de frontera en la totalidad de ella, esto introduce el espacio nulo de los

operadores B y C, tal que:

Np {u €eDi(Q)|Bu=0 en 8(2} (3.4)

Ne = {w €Dy(Q) | Cw=0 en BQ} (3.5)

= Como consecuencia del punto anterior, en general sélo se busca suficiente informaciéon
de la solucién X.. En la siguiente seccién se definirdn los espacios nulos relativos a los

operadores J y K.

Esto induce a la descomposicién del operador K en dos partes. Una parte referente a la
informacién buscada de la solucién en la frontera interior ¥ (aquella informacién suficiente
para plantear adecuadamente los problemas locales, generalmente es el promedio de la solucién
en X)) y otra parte referente a la informacién redundante o no buscada de la solucién en la

frontera interior X.

Por otro lado, la descomposicién del operador J involucra a una parte que se relaciona con
las condiciones de continuidad de la solucién en ¥ (en general esto implica el salto de las
derivadas normales de la funcién, si el salto es cero entonces es continua) mientras que la otra
parte se refiere a las condiciones de continuidad redundantes. Lo anterior también induce una

descomposicién del dato asociado con las condiciones de saltos prescritos en 3. [6]

Para establecer la relacién entre las funciones 6ptimas de base y las funciones éptimas de peso,
se debe efectuar una descomposicién de las funciones bilineales K y J con las que se define la

informacién buscada y las condiciones de continuidad respectivamente.
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3.2. Descomposiciéon dual de operadores

Las funciones éptimas de peso capturan informacién suficiente de la solucién en ¥ para proponer
problemas locales bien planteados e independientes en cada subdominio €2;. La informacién
buscada de la solucién en la frontera interior ¥ induce directamente la descomposicion del
operador K en {Sk, Rk} tal que Sju contenga la informacién buscada (en general promedios
de la funcién en la frontera ¥) mientras que Rj-u la informacién redundante (en general

promedios de las derivadas normales en la frontera ).

Se introduce el nulo de R:
Ng, = {w € Dy(Q) | Rkw =0 en Z} (3.6)

Por otro lado, para que las funciones éptimas de base contengan la informacién buscada de
la solucién en 3, deben satisfacer las condiciones de continuidad de Steklov-Poincaré.
Esto induce la descomposicién del operador J en la pareja {Sy, Rs}, tal que Sju se relaciona
con dichas condiciones de continuidad (salto de las derivadas normales en la frontera ¥, un
valor cero en el salto implica continuidad) mientras que R ju son las condiciones de continuidad
redundantes. Dicha descomposiciéon también repercute en el dato Juy;, que son las condiciones

de saltos prescritos en X.

Se introduce el nulo de Rj:

Ngr E{uel/)\l(QHRJu:O en E} (3.7)

J

Definiciéon 6. Descomposicién dual
Sea la descomposicion dual, formada por las dos parejas de descomposiciones de los operadores
en X

Sk +Rxk =K (3.8)

S;+Ryj=J (3.9)
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también se induce la siguiente descomposicion en los datos del problema en X

JsStIrR=J
Jjs = Sjux (3.10)
JrR = Rjux

de modo que los operadores Sk y S; se toman de tal forma que Sju sea precisamente
la informacion buscada en la frontera en ¥ y Sjyw las condiciones de continuidad de

Steklov-Poincaré en la frontera interior 3.

Se introducen las siguientes funcionales bilineales reales definidas en l/?\l(Q) X l/)\g(Q)

(St w) = /Z St (u, w)da (3.11)
(Riou, w) = /E Ri(u, w)dz (3.12)
(Syu,w) E/ESJ(u,w)dg (3.13)
(Ryu,w) :/ERJ(u,w)dg (3.14)

Definicion 7. Informacion buscada
Sea un BVPJ con solucion dnica ug € l/)\l(Q) Sean las funcionales bilineales Sk y Ry tales

que Sk + Rix = K. Sea la funcién de base u € l/)\l(Q) tal que:
Sku = Skgus en X (3.15)

Esto implica que u contiene la informacion buscada de la solucion en 3.

3.3. Problemas de Contorno Localizados

Una suposicién bésica del Método de Elemento Finito con Funciones Optimas (FEM-OF) es
que a partir del BVPJ se pueden definir problemas de contorno localizados, es decir, problemas
de contorno locales, independientes y bien planteados, en cada uno de los subdominios de la

particién.
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El Problema de Contorno localizado que define las condiciones de continuidad que deben
satisfacer las funciones Optimas de base para que contengan la informacién buscada de la

solucién en ¥ es:

“Dada una funcién us € Ng C D\l(Q), se puede encontrar una funcion u € D\l(Q) tal que se
cumple la ecuacion

Sku = Siug

y ademds

(P—B-Ry)i=0" (3.16)

El Problema Dual de Contorno Localizado que define la condiciones que deben satisfacer

las funciones 6ptimas de peso para capturar la informacién buscada es:
“Dada una funcion w € No C Da(R2), se puede encontrar una funcion w € Do(Q) tal que:
STw = Shw

y ademds

(@-C—-Rg)w=0" (3.17)

3.4. Funciones ()ptimas de Base

Sea el espacio de funciones 6ptimas de base (/); C D1(92), el cual se define como la interseccién

entre los espacios nulos Np, Np y Ng;,:
Op = Np(\Ng(Nr, € D1(Q) (3.18)
donde los espacios nulos de los operadores P, By R; se definen como:

Np = {u € D1(Q) | Pu=0 en cada QZ}
NBE{UEZ/)\l(Q) | Bu=0 en 89} (3.19)

NRJE{UEE(Q)‘RJUZO en E}
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Lo anterior implica que junto con la condicién de que Sy u contenga la informacién buscada el

siguiente problema de contorno local:

(P—B—Rju,w)=0 VYu €Op (3.20)

3.5. Funciones Optimas de Peso

Sea el espacio de funciones 6ptimas de peso 6; C 13\2(9), el cual se define como la intersecciéon

entre los espacios nulos Ng, No y Npgy:
Or = No[\Nc(\Nry € D2() (3.21)

donde los espacios nulos de los operadores @), C' v Rk se definen como:

Ng = {w € Dy(Q) | Qw=0 en cada Ql}
Ne={weDy(Q)|Cw=0 en o0} (3.22)

Np, E{MEB\Q(Q)|RKU):0 en E}

Lo anterior implica que junto con la condicién de que Sju sean las condiciones de

Steklov-Poincaré el siguiente problema de contorno local:

(Q" = C* — Ri)u,w) =0 Yue Or (3.23)

3.6. Funcion Local Auxiliar

La funcién local auxiliar u, no es una funcién éptima de base, pero tiene un papel muy
importante en FEM-OF'. Puede ser considerada como una solucién particular localizada,

construida de manera independiente en cada uno de los subdominios de la particién.

Si bien up se puede construir de modo que satisfaga condiciones de continuidad (o de salto)
de su funcién en ¥, simultaneamente no se puede construir de modo que también satisfaga

condiciones de continuidad (o de salto) en su derivada normal en 3.
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La solucién del BVPJ se puede escribir como u = v 4+ up, donde v € 5; ; esto es:
(P~ B - Jyu,w)y=(f—g—jw), Vw € Dy(Q) (3.24)

Haciendo la sustitucién

(P=B—=J)(v+up)w)=(f—g—jw

(P =B —=J)v,w)+ (P = B=Jup,w) = (f —g—j,w)
de manera que:
(P=—B—-Jww)y={(f—g—j,w)y—((P—B—Jup,w), Yw Eﬁg(Q) (3.25)

Como consecuencia, el problema de contorno localizado para calcular la funciéon auxiliar

up € D1(Q) que se asocia:
(P—B—Ry)up,w)y=(f —g—jrw), Yw €Dy(Q) (3.26)

la funciéon up se construye de modo que no contenga la informacién buscada por lo que

Siup = 0.

Definicion 8. La funcion auxiliar up € l/)\l(Q) satisface el siguiente problema de contorno
localizado:

(P=B-Rj)up=f—-9g—Jjr (3.27)

Siup =0 (3.28)

25



Capitulo 4

Método de Elemento Finito con

Funciones Optimas

Los espacios de funciones 6ptimas de base Op C l/)\l(Q) = ]/'{\2(9) y de funciones éptimas
de peso Or C DAQ(Q) = ﬁE(Q), son de dimensién infinita, ya que estan incluidas todas las
funciones que satisfacen a la forma cuadratica asociada al operador diferencial sin importar
sus trazas en X. Se necesita proyectarlos en espacios de dimensién finita, Op C 55 C l/?\l(Q)
y Or C Or C Dy(f) para realizar la discretizacién del problema. Lo anterior significa

transformar el problema diferencial a un sistema de ecuaciones algebraico.

Los espacios de funciones 6ptimas pero de dimensioén finita Op y Or, estan formados por las

funciones cuyas trazas en la frontera interior ¥ son polinomios por tramos de grado Gy.

Si se desea trabajar en estos espacios de dimension finita se requiere satisfacer las condiciones
impuestas por los espacios nulos Np y Ng, los cuales involucran la solucién analitica (exacta)
de las ecuaciones diferenciales Lu = 0 y L*w = 0 respectivamente. Por lo anterior, a las
funciones que pertenecen a estos espacios se les llamard funciones dptimas exactas. La

solucion analitica no siempre es posible por lo cual se utilizaran métodos aproximados.

Se introducen otros dos espacios de funciones también de dimensioén finita Op C D\l(ﬂ) y
6; C l/)\z(Q), que aproximan los espacios de funciones éptimas Op y Op. Estos espacios de
funciones 5; y 5;, que ya no son en estricto sentido funciones 6ptimas, estan formados por
polinomios por tramos de grado Gy, en la frontera interior ¥ y por polinomios por tramos de

grado G en cada subdominio §2; de la particién II. En este trabajo se considera Gg = Gyx.

En los espacios anteriores Op y O se satisface de forma aproximada (con métodos numéricos)
las condiciones impuestas por los espacios nulos Np y Ng, calculando una solucién aproximada

de las ecuaciones diferenciales Lu = 0 y L*w = 0 respectivamente, con ayuda de métodos de
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elemento finito, se les llamara funciones optimas aproxrimadas.

En este trabajo se resuelven problemas de contorno locales con Método de Elemento Finito

(FEM-OF a nivel de problemas globales y FEM Estandar a nivel de problemas localizados).

En trabajos anteriores se han utilizado métodos numéricos de colocacién (método
Trefftz-Herrera que podria ser interpretado como FEM-OF a nivel global y colocacion a

nivel de problemas localizados).[30]

4.1. Problema Basico

El problema basico se plantea en los espacios ﬁ y @.Como ya se mencioné anteriormente
el BVPJ general (P — B — J)u = f — g — j sujeto a condiciones de frontera no homogéneas
g = Bugq en 0f) y a condiciones de saltos prescritos no homogéneos j = Juy en X se puede
transformar a un problema equivalente pero con condiciones de frontera homogéneas en 0S) y

de saltos prescritos homogéneas en .

La solucion del BVPJ general u; € 1/7\1(9) se puede escribir como una descomposicion de

funciones tal que us = u. + ux, + uy + up, donde:
1. u. € Op es una funcién 6ptima de base que contiene la informacién buscada.

2. uy € Np satisface las condiciones de saltos prescrito no homogéneas Jus = j en X, es
decir, una funcién discontinua, no contiene la informaciéon buscada. Es una contruccién

ad hoc.

3. uy € D1(Q) y satisface las condiciones de frontera no homogéneas Buy = g en 0f2, es una
funcién continua tanto en el valor de su funcién como en el de sus derivadas normales,

no contiene la informacion buscada. Es una contrucciéon ad hoc.

4. u, € Np es una solucién particular y no contiene la informacién buscada.

A este nuevo problema cuya solucién es u. tendrd condiciones homogéneas se le llamara

problema bdsico o BVPJ Bdsico y se define a continuacién.
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Definiciéon 9. Problema bdsico o BVPJ bdsico
Es un BVPJ con condiciones de frontera homogéneas Bu. = 0 en 02 y con condiciones de

salto prescrito homogéneas Ju., = 0 en X tal que:
(P—B—J)uc=f— Pus — Pug— (P —B— J)up (4.1)
con las stquientes funciones construidas ad hoc:

Buy =0 Sipup =0 Juy =j
(4.2)
Buy=g Skusg=0 Juyg =0

donde Jus = j y Bus = ¢, uc € 6;, uyn,up € Np, uy € ]_/7\1(9), stendo la solucion ug =
Ue + Uy + uy + up, con ug € 51(9)

La funcion up € Np que se asocia al BVPJ bdsico queda definida por el problema de contorno

localizado:

(P—B—RJ)Up:f—P’U,Z—Pua

S;(U,p =0

4.1.1. Procedimiento

Se realizara la equivalencia entre el problema general y el problema bésico aplicando las
condiciones anteriores:

(P_B_J)Us:f_g_j

Sustituyendo us = u. + ux + uy + up

(P=B—J)(uc+us+up+up)=f—g—3j
(P-B—-—Juc+(P—-B—-—J)ugs+(P—B—-J)jusg+(P—B—-Jup=f—g—17j

(P-B—-Juc,=f—-g—j—(P—-B—J)uy—(P—B—J)ug— (P—B—J)up
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Como Buy =0, Juy = j, Buy = g, Juyg = 0 por construccion ad hoc, lo anterior se puede

simplificar como:
(P—B—J)uc=f—Pus, — Pug— (P—B—J)up (4.4)
Aplicando la transformacién de condiciones de frontera en 92
Bu, = B(us — uy, —ug —up) = Bus — Buy — Bug — Bup=g—0—9g—0=0
Y a las condiciones de salto prescrito en X:
Jue = J(us —uy —uyg —up) = Jus — Jugy — Jug —Jup=73—35—-0—-0=0
Los datos del problema bésico ya transformado:

Pu. = f — Pux, — Puy
Ju. =0
Este problema ya consta de condiciones de frontera homogéneas en 0f) y condiciones de salto

prescrito homogéneas en X, por lo cual u. € N es continua tanto en el valor de su funcién

como en el valor de sus derivadas normales.

4.2. Formulacion FEM-OF

A partir de esta seccion ya se considera el problema discretizado, lo que implica estar trabajando
en D1(Q), espacios que estan formados por las funciones cuyas trazas en la frontera interior ¥

son polinomios por tramos de grado Gy.

Considérese el BVPJ basico definido en (4.1)-(4.3) con solucién tnica u € 51(9) Sea vs € Op
la informacién buscada de la solucién en ¥, el objetivo de este método es encontrar una funcién

v € Op=Np(NNgNNg, C Di1(9) tal que:
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(P — B - J)o,w) = (f — Pug — Pug,w) — (P — B—J)up,w)), Vw € Or  (4.6)

donde Or = NoN Ne N\ Ngy, C D2(Q2) entonces Siv &~ Sjv, Sjv ~ Sjvs y la solucién del

BVPJ general en el interior de cada subdominio €2; es u =~ 4 =7 + uy + ug + up.

4.3. Discretizacion

Para la discretizacién se requiere la utilizacién de las bases generadoras del espacio de funciones

6ptimas de base y del espacio de funciones 6ptimas de peso.

Sea una base {vl, v, .. 0N } del espacio de funciones éptimas de base Op de dimension N, es

decir, finita, entonces el espacio generado por esta base es:

Op = Gen {ﬁ,ﬁ,...,ﬁ} (4.7)

Y ademés considérese una base {wl, w2, ..., w™N } del espacio de funciones éptimas de peso O
) ) )

de dimensién N, es decir, finita, entonces el espacio generado por esta base es:

Or = Gen {E, w2, ,wiN} (4.8)

Sea la funcién v € Op una forma de representar a la informacién buscada v € Og como una

combinacién lineal generada por los elementos de la base de Op, tal que:

N
iD= Cgof (4.9)
B=1
Los coeficientes {C4, Cy, ..., Cn} definidos en (4.9) satisfacen el sistema de ecuaciones:

N
> Co (P~ B = J)of, we)
5=t (4.10)

= (f — Puy — Pug,w®) — (P — B — J)up,w®), «a=1,2..N
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Escrito de forma matricial:

S

C=B (4.11)

donde los elementos del vector de incognitas C' = [Cg] de tamano N son los coeficientes Cg
que ponderan la combinacion lineal, los elementos de la matriz de coeficientes A = [A,3] de
tamafo N x N son:

Aag = ((P = B = J)oP,w?) (4.12)

y los elementos del vector de términos independientes B = [B,] de tamano N son:
B, = (f — Puy, — Pug,w®) — ((P — B — J)up, w®) (4.13)

Hasta el momento los espacios con los que se ha trabajando son los siguientes:
= KEspacios Op y Or de dimension infinita, traza en X exacta e interior subdominio exacto.

= KEspacios Op y Or de dimension finita, traza polinomial en ¥ pero interior en subdominio

exacto.

» Espacios Og y Op de dimension finita, traza polinomial en ¥ aproximado e interior en

subdominios aproximado con polinomios

4.4. Forma Cuadratica y Términos de Frontera
Dado el operador diferencial Lu, se calcula su forma cuadratica A (u, w):

(Lu)w =V + F(u,w) + A (u, w) (4.14)
donde F(u,w) son términos de frontera.

Dependiendo las condiciones de frontera que se apliquen al problema los términos de frontera
F(u,w) dejan de ser relevantes para el problema ya que no hay contribucién de parte de ellos,
por lo que:

P(u,w) = (Lu)w = A (u, w) (4.15)

31



Considérese el problema general
(P—-B—-Ju=f—g—j (4.16)

Si se restringe a que u sea una funcién continua en 3, es decir Ju, = 0 y con condiciones de

frontera homogéneas, Bu. = 0 entonces se tiene que:

(P — B — J)u, = Pu, — Bu; — Ju, = Pu, (4.17)
Y la funcional bilineal asociada esta dada por:

(Au,w) = - A(u, w)dx (4.18)

Como P(u,w) = A (u,w) cuando F esto implica que la ecuacién (4.16) se simplifique como:

(P-B-J)=A (4.19)

Para las aplicaciones numéricas se reemplaza el espacio de funciones éptimas exactas Op y
Or, por los espacios proyectados de dimension finita de funciones 6ptimas aproximadas Op y

Or, respectivamente.
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Capitulo 5

Operador Diferencial de

Elasticidad Lineal

5.1. Antecedentes

Diversos materiales responden de manera diferente a un esfuerzo aplicado. Para un esfuerzo
dado, un material mas rigido responde con deformaciones menores que aquellas que ocurririan
en un material menos rigido. La relacién entre esfuerzos y deformaciones esta dada por las

ecuaciones constitutivas del material.

El tipo de materiales més simple es el eldstico lineal, tal que existe una relacién lineal entre

los tensores de esfuerzos y los de deformaciones.

Al suponer que un material es elastico, también suponemos que los desplazamientos a partir de
un estado sin deformarse son pequenios. Esta suposicion se conoce como teoria de deformaciones

infinitesimales. [45][46][47]

El Operador Diferencial de Elasticidad Lineal se desarrolla con detalle en [9].

5.2. Teoria de Elasticidad

Si se conoce el comportamiento de las deformaciones y esfuerzos, asi como su relacién en
un medio continuo, se puede establecer la ecuacién diferencial que une estos conceptos. Esta

ecuacion es conocida como la ecuacion de Navier.

La segunda ley de Newton para un medio continuo estd dada por:

(5.1)



donde oy; es el tensor de esfuerzos y u; el campo de desplazamientos.

Los esfuerzos y las deformaciones para materiales eldsticos estan relacionados por una ecuaciéon

constitutiva llamada ley de Hooke:

oij = Cijrigri (5.2)
donde Cjjy; es el tensor de médulos eldsticos y ey el tensor de deformaciones. [10]

La figura 5.1 muestra como el tensor de esfuerzos es aplicado a un sélido, ya que si se esta

trabajando en una base ortogonal puede ser representado como una matriz simétrica de

3 x 3:[23]

(5.3)

Ozx Ozy Ozz

Figura 5.1: Tensor de esfuerzos aplicado a un sélido eldstico

Donde el tensor de deformaciones tiene la siguiente forma, siempre y cuando las deformaciones

sean infinitesimales, conocido como tensor de Green-Cauchy:
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Exx Ezy Exz
E= |eyz Eyy Eyz (54)

€z Ezy €2z

Las deformaciones se pueden expresar en términos de los desplazamientos:

€ij = % (gg; + gzz> (5.5)
% % (8% + aux) % <8u1 + Buz)
T
e= % (auy + 6“:1;) %Lyy % (% 4 %) (5.6)
% (BUZ + Buz) % (6uz + 3uy) %
z

Para entender como los médulos elasticos afectan la ecuacién de movimiento, se sustituye la

ecuacion (5.2) en (5.1):

O(Cijriekt) Oy
En términos de los desplazamientos se puede escribir como:
8 1 8UZ 8u]~ - 82u1~
e {(kal)2 (837] + a%)} + fi = PW (5.8)

Los médulos eldsticos Cjjx; forman un tensor de cuarto orden que en tres dimensiones tiene
3% = 81 componentes independientes. Sin embargo el niimero de componentes independientes

es reducido al considerar diversas simetrias.

Dado que el tensor de esfuerzos es simétrico debido al balance de momento angular y que el

tensor de las deformaciones es simétrico se tiene que:
Cijl = Cjin (5.9)

Cijkt = Cijik (5.10)
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el nimero de componenentes independientes se reduce a 36; a la combinacién de ambas

simetrias se le conoce como Objetividad.[9]

Al aplicar una fuerza a un material eldstico se produce una deformacion, la cual almacena
energia potencial dentro del material, esto es conocido como proceso Isentrépico, esta energia

de deformacion es simétrica en las componentes ij y kl de manera que:
Cijit = Chiij (5.11)

Finalmente, el tensor de moédulos elasticos de cuarto orden se puede simplificar con las

consideraciones de las ecuaciones (5.9) a (5.11) tal que:
Cijkt = Criij = Cjirg = Cijik (5.12)
por lo que el niimero de componentes independientes se reduce a 21.

La ecuacion (5.8) se puede escribir de manera general en su notacién vectorial como:

v

En este trabajo sélo se analizara el caso estatico dado por:

v (

0%u
: Vu) +f= pa—tg (5.13)

i@

e}

: Vu) =—f (5.14)

5.3. Notacién de Voigt

La notacién de Voigt es el mapeo estdndar para los indices del tensor,

ijkl =11 22 33 23,32 13,31 12,21

U N
o =1 2 3 4 5 6

El tensor de rigidez o de médulos eldsticos de cuarto orden Cjji; se puede reescribir como
un tensor de segundo orden, es decir, como una matriz C,g, cuyos valores cumplen con la

iguien ndicién = ir una matriz simétrica.
siguiente condicion C,g = Cgq, es decir, es una matriz simétrica. |23
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Cii Ci2 Ciz3 Ciu Cis Cis
Cia Co Caz3 Coy (o5 Cop
C C C C C C

Cop = 13 Coz C33 C3y C35 Csp (5.15)
Ciy Coy C3q4 Cyy Cus Cue
Ci5 Cos (O35 Cy5 Cs5 Cse

Cig Co C36 Cus Css Ces

Se puede observar que hay 21 elementos independientes en la matriz C,g, este es el maximo
numero de constantes elasticas independientes que cualquier medio elastico lineal homogéneo

puede tener.

Existen restricciones adicionales impuestas por consideraciones de simetria, estas reducen el
numero de elementos independientes mucho méas. A continuacion se describen dos de estas

simetrias.

5.4. Caso Isotrépico

En gran escala, los materiales pueden tener aproximadamente las mismas propiedades fisicas
independientemente de la direccién, a dicha condicién se le conoce como isotropia. Para un
material isétropo Cjjx; tiene méas simetrias, llegando a que sélo hay dos médulos elasticos
independientes, los cuales pueden ser definidos de varias maneras. Un par de ellos son las

constantes de Lamé \ y pu, las cuales se definen como:
Oi5 = )\Ekkfsz‘j + 2,u€ij (5.16)

Sustituyendo la ecuacion (5.16) en (5.2) se obtiene el tensor de deformaciones [29]

o\ QUi Oy
o = Aaxk dij +p <8xj + 8@) (5.17)

Por convencion los indices pueden ser cambiados de i-j a k-i, para poder tener compatibilidad

con la ecuacion (5.1)

Oki = )\%51«& + (
oxy,

1
ox; + oxy, (5.18)
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La ecuacién (5.16) se puede sustituir en la correspondiente a la ecuacién de Newton (5.1), de

manera que se obtiene la ecuacién de Navier:

82Uj 82uk 82ui 82ui
A = 1
Aoy <8xi0xk T omo ) T e (5.19)
al agrupar los términos,
82ui 82uk 82ui
Oki + fi = p—=5- 2
Haemoey ~ M) G T = g (5.20)

La ecuacién de Navier se puede expresar en forma vectorial, haciendo uso de las definiciones

de gradiente, divergencia y rotacional en su forma indicial

9%u

pVPut A+ p)V(Veu) + f = pos (5.21)
Siendo el caso estatico el de estudio:
uV2u+ A+ p)V(Veu)+f=0 (5.22)

La estructura de la matriz de rigidez elasticas definida por la notacién de Voigt para un

material elastico lineal isétropo tiene la siguiente forma:

2042 A A 00 0 |
A 2utbA A 0 0 0
| A 24N 0 0 0 523
0 0 0 4 0 0
0 0 0 0 u 0
0 0 0 00 p |

5.5. Caso Ortotropico

Dada una regién en forma de ortoedro con caras paralelas a los ejes coordenados, situado

en el interior de un sélido elastico tensionado, las componentes 0., 0,y ¥ 0., dan cuenta de
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cambios de longitud en las tres direcciones pero que no distorsionan los angulos del ortoedro,
mientras que las componentes 0y, 0y, y 0., estan relacionadas con la distorsiéon angular que

convertiria el ortoedro en un paralelepipedo.

El caso ortotrépico (ortorémbico) tiene dos ejes de simetria ortogonales entre si, de manera
que se mantenga un angulo de 90° en cada deformacién, es decir, la interaccion esta dada
entre pares de planos. La matriz C,g asociada a este tipo de simetria consta de 9 elementos

independientes:

(5.24)

Q

o

w

&

w

&

w

o
o o o o
o o o o o

0 0 0 0 0 Ces

Caso Isotropia Transversal

También llamada anisotropia polar, con un eje tnico de simetria, tiene 5 elementos

independientes, tal que:

Cu Ci1—2C Ci3 0 0 O
C11 — 2066 Ci1 Ciz 0 0 0
Cop = Ci3 Ci3 Csz 0 0 0 (5.25)
0 0 0 Cyu O 0
0 0 0 0 Cu O
0 0 0 0 0 Ces

5.6. Esfuerzos Principales e Invariantes

En cada punto de un cuerpo sometido a un esfuerzo hay al menos tres planos, llamados
planos principales, con vectores normales n llamados direcciones principales, donde el vector de
esfuerzo correspondiente es perpendicular al plano, es decir, paralelo o en la misma direccién

que el vector normal n y donde no hay esfuerzo de corte normales. Los tres esfuerzos normales
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a estos planos principales se denominan esfuerzos principales. [23]

Las componentes o;; del tensor de esfuerzo dependen de la orientacién del sistema de
coordenadas en el punto en cuestion. Un conjunto de tales invariantes son los esfuerzos

principales del tensor de esfuerzo, que son los valores propios el tensor de esfuerzo. [23]

La ecuacion caracteristica
|0ij — A0ij| = = X3+ 1N — A+ I3 =0 (5.26)

tiene tres raices reales \; debido a la simetria del tensor de esfuerzo.

Los esfuerzos principales en funcién de los valores propios \; estan dados por o1 =
maz (A1, A2, A3), 03 = min(A, A2, A3) v 02 = I} — 01 — 03. Los esfuerzos principales son
unicos para un tensor de esfuerzo dado. Por lo tanto, a partir de la ecuacién caracteristica,

los coeficientes Iy, Is e I3, llamados invariantes de esfuerzo primero, segundo y tercero

respectivamente, siempre tiene el mismo valor independientemente del sistema de coordenadas.

5.7. Tensor Desviatorio

El tensor de esfuerzo o puede ser expresado como la suma de otros dos tensores
o=s+m (5.27)

donde m = 1/3111 es un tensor de esfuerzo hidrostatico medio o tensor de esfuerzo volumétrico
o tensor de esfuerzo normal promedio, que tiende a cambiar el volumen del cuerpo estresado y s
es un componente desviador llamado tensor de esfuerzo desviatorio que tiende a distorsionarlo.
Como es un tensor de segundo orden, el tensor de esfuerzo desviatorio también tiene un
conjunto de invariantes, que se pueden obtener utilizando el mismo procedimiento utilizado

para calcular las invariantes del tensor de esfuerzo.

Una cantidad llamada esfuerzo equivalente o esfuerzo de von Mises, también conocido como

criterio de falla de von Mises, se usa cominmente en mecanica de sélidos y se define como:[23]

1

Com = \/2[(01 —02)%2 4 (09 — 03)? + (03 — 01)?] (5.28)
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Capitulo 6

Formulacién FEM-OF para
Elasticidad Lineal

En este capitulo se hard el estudio detallado del Operador Diferencial de Elasticidad Lineal y
del Operador de Helmholtz con base en la teorfa de los capitulos 2-4, para el caso estatico. Lo

primero que se realizara es aplicar la ecuacién (2.2):
(Lu)w —u(L*w) =V« D(u,w)
para dichos operadores.

A partir de esto se determinan las funcionales bilineales asociadas. Los detalles de los célculos

se detallan en el apéndice B.

A continuacién se presenta un andlisis FEM-OF para el Operador de Elasticidad Lineal, casos
isotropico y ortotropico y para el Operador de Helmholtz. Se presentan funcionales bilineales,
espacios nulos, sus espacios de funciones 6ptimas, forma cuadratica y términos de frontera

asociados.

6.1. Caso Isotrépico

Sea el operador diferencial en €2 tal que
Lu=pViu+ A+ p)V(V-u) (6.1)
El operador diferencial autoadjunto para el caso isotropico del Operador de Elasticidad:

L'w = pViw + (A + p)V(V - w) (6.2)
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y la funcional D tal que sea posible cumplir con (2.3)
D(u, w) = p{(Ve)w — (Vw)u}t + (A + ) {(V-w)w — (V- w)u} (6.3)

6.1.1. Funcionales Bilineales

De las definiciones obtenidas en el capitulo 2, se pueden obtener las funcionales bilineales

asociadas al Operador Diferencial de Elasticidad. Se muestran a continuacién:

Funcional Bilineal P(u,w)

Plu,w) =w-Lu = (;N2y+ (A+M)V(V-u)) cw (6.4)

Funcional Bilineal Q*(u,w)
Q" (u,w) =u+L'w = (MVQQJr O\"‘M)V(V'M)) ‘u (6.5)

Funcional Bilineal D(u,w) - n

D(u,w) - n ={p(Vu)w — p(Vw)u

(6.6)
+ A+ p)(Vew)w— (A4 p)(Vew)u}-n
de aqui se genera una descomposicion en las siguientes funcionales:
D(u,w) +n = B(u,w) — C*(u, w) (6.7)

Las funcionales bilineales B(u,w) y C*(u,w) se definen de manera puntual en 9 y estan
relacionadas con las condiciones de frontera del problema. Las funcionales se definen en la
seccién de condiciones de frontera asociadas.

Funcionales Bilineales *(u,w) y J(u, w)

Las funcionales bilineales *(u, w) y J (u,w) se definen de manera puntual en . Considerando

las definiciones dadas para el salto y promedio del operador se tiene que
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K*(u,w) = D(u, [w]) *n

= (uVulw] —p[Vula (6.8)

O+ )V alw] — A+ ) [Vewlden

y para la funcional bilineal

= (~u[Vu] &+ 1V [u] (6.9)

— A+ p) [VeuJw+ A+ p)(Vew) [y n

De las ecuaciones (6.8)-(6.9) es posible visualizar su descomposiciéon dual.

Funcionales Bilineales S¢(u,w) y Ri*(u, w)

Las funcionales bilineales Sx-(u, w) y Ri-(u,w) en general estan asociadas con el promedio de

la funcién u y con el promedio de las derivadas normales de u, respectivamente:
Si(ww) = = (p[Val i+ (A +p) [Vew]d) -0 (6.10)

Ry (u, w) = (uv'u+ (At 1)V vz ] ) ‘n (6.11)

Funcionales Bilineales S7(u,w) y R7(u,w)

Las funcionales bilineales S7(u,w) y R7(u, w) en general estdn asociadas con el salto de las
derivadas normales de u (condiciones de continuidad de Steklov-Poincaré) y con el salto de la
funcién u, respectivamente:

Sy(ww) =~ (uVul b+ (A4 ) [V +u] ) -0 (6.12)

I3

Ra(u,w) = (W.w [u] + (A + u)(V:w) [u]) . (6.13)
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6.1.2. Espacios Nulos

Los espacios nulos asociados a cada funcional se definen de la siguiente manera:

Espacio Nulo Np
Np = {QE l/)\l(Q) | Pu=Lu=0 en cada Ql}
Np = Lu=pViu+N+p)V(Veu)=0 (6.14)
Espacio Nulo Ng
Ng = {m € .ﬁQ(Q) | Qw=L'w=0 en cada QZ}
Nog = Lw=upVw+\N+pV(Vew)=0 (6.15)
Espacio Nulo Ng,
Ng, = {QE D2(Q) | Rkw =0 en Z}
N, = [w=0 enX (6.16)
Espacio Nulo Ng,

NRJE{QG.D\l(Q)|RJQ:O en E}

Nr, = [u=0 enX (6.17)

6.1.3. Condicion de Frontera Tipo Dirichlet

De la ecuacién (6.7) para Condiciones de Frontera tipo Dirichlet se tiene que las funcionales:
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Funcional Bilineal B(u,w)

B(u,w) +n = —u{u(Vw) + A+ p)(V-w)}-n (6.18)
Funcional Bilineal C*(u,w)
C*(u,w) +n = —w {u(Vu) + (A + 1) (V+w)} - (6.19)
Y sus respectivos espacios nulos son:
Espacio Nulo Np
NBE{EEE(QHBE:O en@Q}
Ng = u=0 endQ (6.20)
Espacio Nulo N¢
NCE{QED\Q(QHC@:O enaQ}
Ne = w=0 endfd (6.21)

6.1.4. Condiciéon de Frontera Tipo Neumann

De la ecuacién (6.7) para Condiciones de Frontera tipo Neumann se tiene que las funcionales:

Funcional Bilineal B(u,w)

B(u,w)+n=w{u(Vu) + A+ p)(V-u)}-n (6.22)
Funcional Bilineal C*(u, w)
C*(u,w)+n=u{p(Vw) + A+ p)(V-w)}-n (6.23)
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Y sus respectivos espacios nulos son:

Espacio Nulo Np

NBE{QEZ/)\l(QHBg:O en@Q}

Ng = {w(Vu)+A+p)(V-uw)} =0 en o

Espacio Nulo N¢

NCE{MEE\Q(Q)|CMZO en@Q}

Ne = {u(Vw)+A+p)(V-w)} =0 en 00

6.1.5. Forma Cuadratica y Términos de Frontera

Dado el operador diferencial Lu, se calcula su forma cuadrética A (u, w):
(Lu)w =V + F(u,w) + A (u, w)

donde F(u,w) son términos de frontera.

Para el Operador de Elasticidad Lineal isotrépico y estatico la forma cuadratica es:

A, w) = —pVu: Vw — (A + p)(V - u) (V- w)

y sus respectivos términos de frontera son.

Ve F(u,w) = pVe(wVu) + (A+p)Ve (wV - u)

(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

La ecuacién (6.27) se divide en dos términos, de manera que para el primer término: [26][32]

Our  Oui  Oui Owi  Owi Owr Quy Owr  Oui Qwy

8:21 812 8I3 311 8:132 8:123 811 8:21 81’2 612

. — |Qua Quz Oug| . |Owz Owz OJwsz| — |Ouzdwz Juz dwa
Vﬂ : vw 8:)31 312 81‘3 ’ 8901 8:)32 amg 8£E1 8:)31 8$2 8902
Ouz  Ouz Oug Owz  Ouz OJws Oug Qwz  Ous Qws

o1 Oxo oxs 0z 0o Oxs o0x1 Ox1 Oxo Oxo
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Ouo Ows
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OJuz Ows
Oxs Oxs
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Y para el segundo término:

8w1 8w2 8’(03 8u1 8”2 8U3
0= (G0 + 5+ a0) (g *+ o+ o)
. 811]1 8U1 8w1 8u2 8w1 811,3
" 001051 001 0z, a1 Oy (6.30
8w2 8U1 6w2 8UQ (3’[1)2 8’U,3
Owy Dwy ~ Owy Oy Omg Oy
8w3 8u1 ng 8UQ 8’(1)3 8U3
Owy Oy Owy Dwy Oy Oy

Las ecuaciones (6.27)-(6.28) se pueden escribir de manera general o en su forma indicial. La

ecuacién (6.27) queda expresada como:

ow; 6Uj Ou; Ow;
_ 31
A ()\+'u) <6xi6xj>+u<8xj8xj) (63 )

Para el caso de los términos de frontera dados en la ecuacién (6.28) escritos en su forma

indicial:

V-F 0 (,uwigui>+ 0 ((A%—u)wi%) (6.32)

- ailtj .%'j (9%'1 81‘j

Los términos de frontera se deben anular para que se cumplan las condiciones de la ecuacion

(4.15) pero esto varfa segtn las condiciones de frontera utilizadas (espacios nulos Np y N¢).

6.1.6. Espacios de Funciones Optimas

Las funciones 6ptimas de base y peso definidas para este operador son:

Funciones Optimas de Base

Op(Q) = Np(\Np(Ng, C Di(Q) (6.33)

Funciones Optimas de Peso

O7(9) = Ng(\Ne(Nr, € Da(Q) (6.34)
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6.1.7. Identidad de Green-Herrera

Se enuncia la siguiente identidad que resultara 1til en la transformaciéon de integrales en 3 a

integrales en cada €;

= EE:/ wludzx — / (wVu) «ndx — / (&) [Vu] — [u] V.w> «ndz

- >
_ ; /Q (692 + A+ @) V(Y - w)) - wdz

— [ w (V) + O (V) e — [ (Va4 iV
o0 »

— A+ ) [Veud+ (A + u)m [u] + ndz (6.35)

E
- Z:/Q wttwde — [ u{u(Vu) + () (V- w)} - nds
- [(u¥ul) - n[Vuld
¥
+ A+ pVeulw] — A+ p) [Vew]i-nde
= ((Q" - C* — K*)u,w)
6.2. Caso Ortotropico

Analizar el caso ortotrépico (ortorémbico) esté relacionado con analizar el caso general, como

se verd a continuacién para el tensor de rigidez.

Sea el operador diferencial en ) tal que

Lu=V- (C : Vu) (6.36)

El operador diferencial autoadjunto para el caso ortotrépico del Operador de Elasticidad es:

L'w=V- <C’ : Vw> (6.37)

y la funcional D tal que sea posible cumplir con (2.3)

e}

D(uw,w) =u- (C : Vw) —w- ( : Vu) (6.38)
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6.2.1. Funcionales Bilineales

De las definiciones obtenidas en el capitulo 2, se pueden obtener las funcionales bilineales

asociadas al Operador Diferencial de Elasticidad Lineal. Se muestran a continuacién:

Funcional Bilineal P(u,w)

Plu,w) =w-Lu= V- (C : Vu> cw (6.39)

Funcional Bilineal Q*(u,w)

Q" (u,w) =

=
E
(S
[
<
N
Q

: Vw) ‘u (6.40)
Funcional Bilineal D(u,w) - n

D(U,w)°n={u'(C:Vw)—w-<C:Vu>}-n (6.41)

de aqui se genera una descomposicién en las siguientes funcionales:
D(u,w) +n = B(u,w) — C*(u, w) (6.42)
Las cuales se definen en el apartado correspondiente para diferentes condiciones de frontera.

Funcionales Bilineales C*(u,w) y J(u,w)

De las ecuaciones (6.44)-(6.45) es posible visualizar su descomposiciéon dual.
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Funcionales Bilineales S¢(u,w) y Ri*(u, w)
(6.45)

Sic(u, w) =+ [C : Vw] n
(e v) (6.46)

Ric(w, w) = — [w] (C:Vu) on

Funcionales Bilineales S7(u,w) y R7(u, w)
(6.47)

(6.48)

6.2.2. Espacios Nulos
Los espacios nulos asociados a cada funcional se definen de la siguiente manera:

Espacio Nulo Np
(6.49)

NP:{UGE(QHV'(C:Vu) =0 en cada QZ}

Espacio Nulo Ng
(6.50)

C: Vw> =0 en cada Qz}

Espacio Nulo Ng,
(6.51)

Ni ={we Dy(Q) [[w] =0 en %}
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Espacio Nulo Ng,

Np, ={ueDi(Q)| ] =0 en X} (6.52)

6.2.3. Condicién de Frontera Tipo Dirichlet

De la ecuacién (6.43) para Condiciones de Frontera tipo Dirichlet se tiene que:

B(u,w) = u- (C:V’w) n
— (6.53)
C*(w,w) =w- (C : VU) ‘n
Y sus respectivos espacios nulos son:
Np = {QE Di(Q)]u=0 en 89}
(6.54)

Nc = {weﬁg(ﬁ)\yzo en 8(2}

6.2.4. Condicién de Frontera Tipo Neumann

Las funcionales bilineales asociadas al Operador de Elasticidad con estas condiciones son:

B(u,w) = —w - (C : VU> n

n
(6.55)
C'(u,w) = —u- (C:Vw> ‘n
Sus respectivos espacios nulos son:
Np = {UEE(QH (C:Vu) n=0 en OQ}
- (6.56)

NC:{wEZ/)\g(Q)\ (C:Vw)-n:O en GQ}
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6.2.5. Forma Cuadratica y Términos de Frontera

La funcién cuadratica asociada al Operador de Elasticidad Lineal caso ortotrépico esta dado
por:

Ay, w) = Vw (C : Vu) (6.57)

que escrita en notacién indicial es:

ow; Ouy,
Alw,w) = 5= Clijpa 5 (6.58)
y sus respectivos términos de frontera son:
VeF(u,w)=—-V- (wC : Vu> (6.59)
en notacién indicial:
0 Ouy,
\% '£(E7 w) - _aix] (wzcz]pqaxq> (660)

Los términos de frontera se deben anular para que se cumplan las condiciones de la ecuacion
(4.15) pero esto varia segtn las condiciones de frontera utilizadas.
Condiciones de Frontera Tipo Dirichlet

Los términos de frontera se anulan cuando w = 0 en la frontera 92 entonces la ecuacién (6.57)

_ vu) =2 (o, %) Z

Condiciones de Frontera Tipo Neumann

Lo términos de frontera se anulan cuando Vu = 0 en la frontera 92, por lo cual:

V. Flu,w) = -V~ <wC : Vu> __92 <wic,-qu8“ ) =0 (6.62)
= Oz, Zq
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6.2.6. Identidad de Green-Herrera

Se enuncia la siguiente identidad que resultara 1til en la transformaciéon de integrales en 3 a

integrales en cada €;

(P—B—J)u,w)

e oo
/E{@'[C;Vu}[u].<csz }.ndx 6.63

= (Q" = " = K*)u,w)

6.3. Operador Diferencial de Helmholtz
Sea el operador de Helmholtz dado por:

Lu=(V?+k)u (6.64)
el operador diferencial puede ser escrito como V2 = V - Vu.

El operador diferencial adjunto para el operador de 2° orden, en particular el operador de

Helmholtz:

Lrw = (v2 + k:2) w (6.65)

53



y la funcional D tal que sea posible cumplir con (2.3)
D(u,w) = uVw — wVu

6.3.1. Funcionales Bilineales

Funcional Bilineal P(u,w)

P(u,w):wzﬁu:w(v2+k2)u

Funcional Bilineal Q*(u,w)

Q*(u,w) = ulw =u (v2 + k:2) w

Funcional Bilineal D(u,w) - n

D(u,w) +n = (uVw —wVu) +n

de aqui se genera una descomposicién en las siguientes funcionales:

D(u,w)*n = Blu,w) — C*(u, w)

(6.66)

(6.67)

(6.68)

(6.69)

(6.70)

Las cuales se definiran en la siguiente seccién para cada una de las condiciones de frontera

trabajadas.

Funcionales Bilineales *(u,w) y J(u,w)

i
Se
g
£,

|
B
<.

—
S

o
Se
'
£,

|
=
<,

—
R

(6.71)

(6.72)



De las ecuaciones (6.71)-(6.72) es posible visualizar sus descomposiciones S y R.

Funcionales Bilineales Si(u,w) y Ri*(u, w)

Sk (u,w) = (z'L [Vw]) ‘n

Ric(u.w) = - ([u]Va) -

Funcionales Bilineales S7(u,w) y R7(u,w)

S7(u,w) = (fv [Vu]) ‘n

Ry(u,w) = — <[u] V.w) ‘n

6.3.2. Espacios Nulos

Los espacios nulos asociados a cada funcional se definen de la siguiente manera.

Espacio Nulo Np

Np = {u = 51(9) \ (V2+k2)u:0 en cada QZ}

Espacio Nulo Ng

Ng = {w € _52(9) ] (V2 + k:2) w=0 en cada Ql}

Espacio Nulo Ng,

Ni ={we Dy(Q) [[w] =0 en 2}

Espacio Nulo Ng,

Nrg, :{uel/)\l(ﬂ) | [ul =0 en 2}
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6.3.3. Condiciéon de Frontera Tipo Dirichlet

De la ecuacién (6.70) para Condiciones de Frontera tipo Dirichlet se tiene que:

B(u,w)+n = (uVw)+n (6.81)
C*(u,w)+n=—(wVu)+n (6.82)

Y sus respectivos espacios nulos son:

Np = {u €D u=0 en 89}
R (6.83)
Ne = {w € D) w=0 en 89}

6.3.4. Condicién de Frontera Tipo Neumann

Las funcionales bilineales asociadas al operador de Helmholtz con estas condiciones son las

que se muestran a continuacion:

B(u,w)+n = (wVu)-n (6.84)
C*(u,w)+*n = (uVw)+n (6.85)

Y sus respectivos espacios nulos son:

NB:{uel_/)\l(QN Vu=0 en 89}

. (6.86)
N¢ = {w € Dy(2)| Vw =0 en 89}
6.3.5. Forma Cuadratica
La funcién cuadratica asociada al operador de Helmholtz esta dada por:
A(u,w) = =Vu+Vw (6.87)

56



y sus respectivos términos de frontera son:
Ve F(u,w) ==V« (wVu) (6.88)

Condiciones de Frontera Tipo Dirichlet

Los términos de frontera se anulan cuando w = 0 en la frontera 92 entonces la ecuacién (6.57)
se escribe como:

Ve F(u,w) = -V« (2Vu) =0 (6.89)

Condiciones de Frontera Tipo Neumann

Lo términos de frontera se anulan cuando Vu = 0 en la frontera 052, por lo cual:
VeF(u,w)=-Ve+(w¥a) =0 (6.90)

6.3.6. Identidad de Green-Herrera

(P—B—J)u,w)

Ef}/gZinudx—AQ(qu)-nd:c—/z(&)[Vu]—[u]v. )-ndm

= g/ﬂl w (V2 + k2> udzx — /E)Q (wVu) «ndx — /Z <ﬂ) [Vu] — [u] V.w> - ndx (6.91)

= i/ﬂl uwl*wdz + - (uVw) » ndz — / (ﬂ[Vu] - [w]V.w> «ndz

2
(@ =C" = K¥)u,w)
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Capitulo 7

Implantacion Computacional de

Funciones Optimas

En este capitulo se harda una revision de las funciones de peso y de base utilizadas en la

programacién computacional, las cuales son: [7][8][42] [43]

» FEM Lineal (Lagrange 1° grado)
» FEM Hermite ctbicas

s FEM- OF Hermite ctibicas

7.1. FEM Lineal

Como funcién de peso se considera el polinomio interpolador de Lagrange de grado 1, tal que

las funciones por tramos "piecewise” estan dadas por:

LT — Ti41

Ly=—"""— 7.1

0 Tj — Ti+1 ( )

Ly = T (7.2)
Ti+1 — Ty

donde h = x;41 — x; es la distancia de separacién entre los nodos [§]

Figura 7.1: Discretizacién en nodos
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on ()

Tj+1 N IN 41
r

Figura 7.2: Polinomios Lagrange en cada elemento finito

Esto es en una dimension, para mas dimensiones en la construccién de las funciones de base y

de peso se emplea el producto cartesiano, ya que la particién es cartesiana.

En el caso de 2 dimensiones se realiza el producto cartesiano de las ecuaciones (7.1) y (7.2) tal

que resulta la siguiente combinacién de funciones:

Lo(x)Lo(y) Lo(x)L1(y) 73
Ly (x)Lo(y) Ly(x)L1(y)
Para 3 dimensiones el producto cartesiano es el siguiente:
Lo(x)Lo(y)Lo(2) Ly(x)Lo(y)Lo(2)
Lo(z)L1(y) Lo(2) Li(x)L1(y)Lo(2)
(7.4)
Lo(z)Lo(y)L1(2) Li(x)L1(y)L1(2)
Lo(z)L1(y)L1(2) Ly(z)Lo(y)L1(2)
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7.2. FEM Hermite Cubicas

Para las funciones de peso ctbicas, se consideran a los polinomios de Hermite ciibicos, definidos

en un intervalo como la figura 7.3, tal que:

f(2;) = ax} + ba? +cx; +d
(7.5)
f'(xi) = 3ax? + 2bx; + ¢

Que son conocidos como “splines” cubicos, los cuales deben cumplir con las siguientes

condiciones:

| m | o o
fa)= |1 o o |o
flziz)= 10 |1 |0 |0
Fla)= |0 o |1 |o
fle) =10 0o |0 |1

Tabla 7.1: Funciones Hermite ctbicas en [z;, z;41]

Polinomios Hermite cubicos

Figura 7.3: Splines polinomios de Hermite cibicos
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En el caso de FEM Estandar o Convencional la base generadora de las funciones de peso en

todo el dominio, continuas, se construye de la siguiente manera:

H,(x) en nodo X,

Figura 7.4: Base Polinomios de Hermite ciibicos

Para tener una base completa en 2 dimensiones se consideran los productos cartesianos de los

“splines”

H%(x)H%(y) Funcién

08

Figura 7.5: Producto cartesiano H(z)H°(y)
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H'(x)H%(y) Derivada Parcial en X

Figura 7.6: Producto cartesiano H'(x)H°(y)

H(x)H(y) Derivada Parcial en Y

Figura 7.7: Producto cartesiano H®(x)H!(y)
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H1(x)H1(y) Producto de Derivadas

Figura 7.8: Producto cartesiano H'(x)H!(y)

Para el caso de 3 dimensiones ya no es posible mostrar en una grafica el producto cartesiano para
construir la base generadora, pero se utiliza la siguiente estructura de arbol para determinar

las ecuaciones a programar.

Estructura de arbol

Hold | Hw
0

Holy) Hi ) Ho ly) Hrly)
o ot 0 El

x k . ‘,." s P ‘__‘ 2 ? S
Hg (z) Hi(z) Hg (z) Hi (2) Ho (2) Hi(z) Ho (2) Hi(z)
000 001 010 011 100 101 110 111

Figura 7.9: Estructura de arbol para grados de libertad
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7.3. FEM-OF Hermite Cubicas

Para el caso de Elemento Finito con funciones éptimas, las funciones formadas por el producto
solamente de funciones H' no son incégnitas del problema. Sin embargo, se utilizan para
lograr que las funciones 6ptimas de base y de peso cumplan con el operador diferencial adjunto

respectivamente.

7.3.1. Construccién de las Funciones Optimas Escalares

Unidimensional 1D

La construccion de las funciones éptimas se puede escribir como:
WOu(2) = HY () + coaHL (2) + c1oHi () (7.6)

con a = 0, 1. Se realiza para cada intervalo, la figura 7.10 muestra la base de polinomios, que

cumple con la ecuacién (7.6) para cada valor de «:

WOy (z) = Hg(:n) + cooHé (x) + clon (x) WO (z) = H?(:):) + cmH(:)l (z) + anf (x)

HO(x) . Hlx)
X, @ — ® ——e ® X,
X' 1 xl Xl—l
7 HgHx) Ho}(x)
Combinacion L Xi1 X; X Xiq
Lineal
x\ 1 x. X‘ XI,I
Hix) N/ Hi) N

Figura 7.10: Base de Polinomios FEM-OF Hermite ctbicas

Para las funciones 6ptimas de base, considérese el operador diferencial homogéneo Lu = 0.
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Las constantes cyn y c1o se calculan de modo que satisfaga la siguiente condicién:
L(WOu(x)) =0 (7.7)

Lo anterior permite plantear un sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas, en el caso
unidimensional. El sistema de ecuaciones, lo genera la forma cuadratica aosciada al operador

diferencial de manera que:

A(WOq(), Hy(2)) = 0
(7.8)
A(WOq(), H} (2)) = 0

Al sustituir (7.6) en la ecuacién (7.8) se obtiene para cada valor de «:

0

A <Hg(x) + coaHo () + craH (z), Hy (x)> (7.9)

A(HY (@) + conH () + craH} (2), HY (2)) = 0

utilizando propiedades de linealidad en la forma cuadratica,

coo A (Hy (@), Hy (2)) + croA (Hi (), Hy(2) ) = —A{H)(), Hy (@)

conA (H (), HY (2)) + cr0A (Hi (2), Hi (2)) = —A(HY(x), H} (z))

En la forma matricial,

= (7.11)

Para las funciones éptimas de peso considérese el operador diferencial adjunto homogéneo

L*w = 0 y su forma cuadrética asociada como se describié en el proceso anterior.
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Bidimensional 2D
Las funciones éptimas en dos dimensiones tendrian una combinacién lineal dada por:

WO (x,y) = H)(x)H}(y)
- COgiBHS(x)H(%(y) + ClOaﬂHl( )H(% (y) (7.12)

"‘ComﬁHo( x)Hi(y) + 1Q5H1( z)H{ (y)

Con v6 € {(0,0),(0,1),(1,0)} lo cual representa a cada una de las funciones éptimas de la
base generadora en un extremo y con af8 € {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} lo cual representa cada
extremo del elemento. En total la base generadora en un elemento contiene 12 funciones
optimas. Entonces aqui se tendria un sistema de 4 incégnitas con 4 ecuaciones para cada

pareja de 4.

A<W0a3(x Y), > =
A(WO)] (:L‘ Y), =
(wos; $w) =0 (7.13)
.A<W0a6(x Y), > =
A<W0aﬁ(a? Y), > =
Tridimensional 3D
Las funciones 6ptimas en tres dimensiones tendrian una combinacién lineal dada por:
1 €
WO, (w.y, 2) = Hi(x) Hy(y) HS(2)
1 6
+ oot HO (@) HO (9) H3 (2) + oo, Ho () Ho () Hi (2)
de de
T COlOCaﬂwHS(x)Hll(y)H (2) + COllca,B'yHé (z)H{ (x)H{(2) (7.14)
de de
+ ClOO%Blel(x)Hol(y)H&(z) + ClofamHll ($)H§($)H11(2)
é é
€Yoy B () HY (9) HG (2) + Y0, Hi (2) HY (2) HY (2)

Con de¢ € {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0)} lo cual representa a
cada una de las funciones 6ptimas de la base generadora en un extremo y con afy €
{(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)} lo cual representa cada

extremo del elemento. En total la base generadora en un elemento contiene 56 funciones
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6ptimas. De esta forma se tendria un sistema de 8 incégnitas con 8 ecuaciones para cada tercia

de deC.

Oe€
WOoéﬁC’y(x7y7 ) Ho(x

de
Woaﬂcry(xﬂy7 ) Ho(l'

de
Woaﬂcfy(x y? ) HO(

035 (x,y, 2), Hy (x)

3

(7.15)
b5 (@,y,2), Hi ()

0% (w,y, 2), Hi (x)

N

e
WOLS (w,y,2), Hi ()

e
WOLs (w,y,2), Hi (z)

PN N N N N N N

/\/\/\/g\/\/\/\/\
Q

\/\/\/\/\/\/\/\/
||

7.3.2. Construccién de las Funciones Optimas Vectoriales

En general, para la construccion de las funciones éptimas vectoriales se pone énfasis en una

sola de las componentes como a continuacién se indica.

Poniendo énfasis en la primera componente se tiene:

€ de
HA@HEWH(2)| | Thoo oo Theo Crgfan, HE (@) H] (1) HL(2)
17(56C _ 65
WO (x,y,2) = 0 + |50 Shco koo Copfoasy HH (@) H (y) HL(2)
66
0 S0 X0 Lo Copirapy Hi () H} (y) H (2)
Poniendo énfasis en la segunda componente se tiene:
0 Z'}*O 2]1*0 Zl%: 0Cljal:gaﬁ'yHl(x)Hjl(y)Hl}:(z)
266( _ € 65
WO, (2., 2) = | H(«)Hi(y) HS (=) | + | Sico X0 Sheo Cofiasy Hi (1) H} (4) HE(2)
o€
0 Zz OZ] Ozk =0 z]kia,@'yHl(x)Hjl(y)Hl%(z)

67



Poniendo énfasis en la tercera componente se tiene:

)
0 S0 Xm0 Sheo Cioap, Hi (@) H (y) HE (2)

376 C J— 6
Woaﬁfy (.T, Y Z) - 0 + Z}:O Z]l'zo lec:O Czjlj:ia,BWHzl(x)Hjl (y)HI%(Z)

HA (@) H5()HS(2) | | S0 Xm0 Sheo O, HE @) H () HE(2)

Para cada componente (1,2,3)

Con de¢ € {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0)} lo cual representa a
cada una de las funciones éptimas de la base generadora en un extremo y con afy €
{(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)} lo cual representa cada
extremo del elemento. En total la base generadora en un elemento contiene 168 funciones
optimas. De esta forma se tendria un sistema de 24 incégnitas con 24 ecuaciones para cada

tercia de deC.

7.3.3. Construccion de la Funcién Local Auxiliar Escalar
Unidimensional 1D

La combinacién lineal asociada a la funcién auxiliar up estd dada por
up(z) = coH} (z) + c1 Hi (2) (7.16)
S6lo hay una funcién up por elemento finito.

En este caso la construccién de up implica cumplir la siguiente consideracién en el operador

diferencial:

L(up(z)) = f (7.17)

Se realiza un procedimiento similar al formulado para las funciones 6ptimas, para determinar

el sistema de ecuaciones.

A(up(x), Hy(x)) = (£, Hy(x))

(7.18)
Aup (), Hi(x)) = (£, H} (@)

Donde A es la forma cuadrética asociada al operador diferencial L.
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Al sustituir (7.14) en la ecuacion (7.16) se obtiene:

A(coHj (@) + erH{(x), Hy () ) = (£, Hy(x))

A(coHg (@) + e Y (2), HY(2)) = (f, Hi(2))

utilizando propiedades de linealidad en la forma cuadratica

coA {Hy (), H (2)) + cr A(H} (2), H} (2)) = (f, Hy(x))
coA (Hy(z), Hi(2)) + e A (Hy (@), H} () = (£, H] (x))

En forma matricial,

Bidimensional 2D

La funcién up en dos dimensiones esta dada por la combinacién lineal:

up(z,y) = cooHy (x)Hy (y) + croH{ (x) Hg (y)

+corHg () Hi (y) + en Hy (2) Hi (y)

Tridimensional 3D

La funcién up en el caso tridimensional estd compuesta por la combinacién lineal:

up(z,y,2) = coooHg (z) Hy (y) Hy (2) + coor Hy (z) Hy (x) Hi (2)
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7.3.4. Construccion Funcion Local Auxiliar Vectorial

La funcién auxiliar up vectorial en el caso tridimensional estd compuesta por la combinacion

lineal:

Ym0 Yo Zkeo Oy Hi (2) H (y) Hj,
up(z,y,2) = | 310 Yo Skeo Ol H (z) HY (y) HE (2) (7.24)
E}:O Z;l':o lec:l) ijkHz‘l(ﬂf)HJl (Z/)Hi};

7.3.5. Condiciones de Frontera Dirichlet

En los elementos finitos adyacentes a la frontera exterior, las funciones 6ptimas de base deben
cumplir con el espacio nulo N y las de peso con el espacio nulo N¢. Lo anterior significa para

el caso de condiciones de frontera Dirichlet que valgan cero en la frontera exterior.

La base de polinomios FEM-OF Hermite Cubicos para la condicion de frontera tipo Dirichlet
correspondiente al elemento finito adyacente a la frontera exterior derecha esta dada por la

ecuacion:

WO()(x) = Hg(ac) + C()()Hé (ac) + CloHll (.%') (7.25)

y su representacién grafica se muestra en la figura 7.11.
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Combinacion
Lineal

Figura 7.11: Elemento Finito adyacente a la frontera exterior derecha

Mientras que la base de polinomios FEM-OF Hermite Cibicos para la condiciéon de frontera
tipo Dirichlet correspondiente al elemento finito adyacente a la frontera exterior izquierda esta
dada por:

WO, (x) = HY(z) + co Hy (%) + c11 Hi (2) (7.26)

su representacion grafica se muestra en la figura 7.12.

X, - 4 —e * ®* X
Xia X; Xia

Combinacion

B Lineal
X, Xi.
F./ 1’

Figura 7.12: Elemento Finito adyacente a la frontera exterior izquierda
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7.3.6. Condiciones de Frontera Neumann para Operador Diferencial de

Helmholtz

En los elementos finitos adyacentes a la frontera exterior las funciones éptimas de base deben

cumplir con el espacio nulo Np y las de peso con el espacio nulo N¢. Lo anterior significa que

para el caso de condiciones de frontera Neumann en el operador de Helmholtz, que la derivada

normal valga cero en la frontera exterior.

La base de polinomios FEM-OF Hermite ctibicas para condiciones de frontera Neumann

correspondiente al elemento finito adyacente a la frontera exterior derecha estd dada por la

ecuacion:

WOu(z) = HY(z) + cooH} ()

WO (z) = HY(z) + cor H} ()

y su representacion grafica se muestra en la figura 7.13.

- 4 \\
Fy ot #
/// H(x) 7 H%x)
.-—‘// __..-"/' \\‘»._
x” _. — ‘_----l.-.. .-h"'“-——_._ XI'D
X1 X
Combinacion
Lineal \
Xi >(i—l
H,(x) A

Figura 7.13: Elemento Finito adyacente a la frontera derecha
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La base correspondiente al elemento finito adyacente a la frontera exterior izquierda esta dada

por la ecuacién:

WOo(z) = H(z) + c10H{ (z)
(7.28)

WOl(:L’) = H?(JZ) + cqul(a:)

La figura 7.14 muestra su respectiva representacion.

P g,
" // ™
HUD{X} . Hlu{x} \\\
F ™ \\
e \\‘
.-f/’ ‘ ‘\"‘“*-».
X, —@= — —® ® X
Xi xi—l

o Combinacion
X ' Lineal

Figura 7.14: Elemento finito adyacente a la frontera exterior izquierda

7.3.7. Condiciones de Frontera Neumann para Operador Diferencial de

Elasticidad

El siguiente analisis se basa en las funcionales bilineales B y C para el Operador de Elasticidad

Lineal, caso ortotropico y su objetivo es determinar los espacios nulos Ng y N¢

Considérense las funcionales bilineales definidas en el capitulo 6 para el caso ortrotépico en su
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forma indicial, siendo:

ou
B(u,w) = (chiquaxf;) n;
(7.29)

ow
C*(u, w) = <uCz p) n;
J~1Ipq axq

Se mostrara un analisis detallado de la construccién de las funciones 6ptimas de base solo para
el caso de dos dimensiones. Esta situacién ya es representativa para el caso general porque en

la construccién de las funciones 6ptimas solo se relacionan dos de sus componentes.

Las condiciones de frontera de tipo Neumann homogéneas deben cumplir[23]:

c-n=0 Vz €099

La definicién del tensor de esfuerzos o es:
a=C:e = o0ij=) Cijuen
= r

donde se ha descrito en términos del tensor de deformaciones g, que a su vez puede ser descrito

en términos de los desplazamientos:

ox 2\ Oz oy

1(Ouy y Oug Ouy
2 oz oy Jy

La notacién de Voigt para la reduccién del tensor de cuarto orden Cjjx; en uno de segundo

orden (matriz) Cyg es:

iy =11 22 33 23,32 13,31 12,21

O S
« =1 2 3 4 5 6

De las ecuaciones anteriores se pueden determinar las componentes de g en términos del
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desplazamiento u.

o1 =C1111611 + C1112€12 + C1121 €21 + C1 129622
—— ~—~ —~— ——

11 16 16 12

cero cero (730)
Ouy Ouy
=Cn ox +Ceg oy

022 = C9911611 + C9219 €12 + 09991 €21 + C2999¢22
—— —~— —— ——

21 26 26 22

cero cero (731)
ou ou
= O 2 4 0y, S
2175 + C22 dy

o12 = C1211 €11 + C1212¢612 + C1221621 + C1292 €22
—— —— —— ~——

61 66 66 62
—— ——
B 1 (Ou, Ouy 1 (Ouy Ouy (7.32)
= Cug (T + ) + 03 (5 + 5 )
B Oug ~ Ouy
Cls ( Ay 856)

021 = C9111 €11 + Co119¢€12 + C21921621 + C9129 €22
~— ~— ~— ~—

61 66 66 62
~—— N——
B 1 (Ou, Ouy Ouy  Ouy (7.33)
—%J@+w>%6Qﬂaﬁ
Oug  Ouy
Cee ( Ay 8:6)

La forma explicita de g en términos de los desplazamientos:

011 7 + C2 Buy 066 Jy _|_0668uy

o =
= 8 0
C@G 6““” + C66 ) 021 8”“3 + CQ uy

(7.34)

Asumiendo que el dominio es el cuadrado unitario [0,1] x [0, 1] este tendria descrita una

frontera exterior en cuatro tramos. Se ejemplificara la frontera x = 1 cuyo vector normal es
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S
I
=)

Figura 7.15: Dominio cuadrado unitario

La condicion de frontera a cumplir sera:

Buy

B P
o |Cn%e 1 015 T Ce 22 e+ Cos gt | |1 Cr 2% + Cp5
o-i= =

Ce6% auz + Co6 auy Co1% 6“1 + C2 auy 0 Ce6% a“”” + Co6 auy

I
<

(7.35)

La funcién éptima u(x,y) tiene dos componentes, la primera componente u, y la segunda

componente .

Se propone la siguiente funcién para la componente ;.

uz = H(x)H'(y) (7.36)
+ CloHy () Hg (y) + CyHy () Hi (y) + Clo Hi () Ho (y) + CTy H () Hi(y)

De la funcién u, se calculan sus derivadas normal y tangencial, valuando en la frontera.

Derivada normal componente u,

Se obtiene a partir de derivar u, con respecto a x, es decir:

Oy
Ox

= (H°(x)) H'(y)
+ Co (HY (2)) Hy (y) + C5 (HY (x)) H] (y) (7.37)

+ O3 (HY (2)) HY (y) + Cfy (HY () Hi (y)
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Evaluando en la frontera

Ouy
Ox

r=1
= (0)H(y) + C§y(0)Hy (y) + Cg1(0)Hi (y) + Cio(1) Hy (y) + CH (1) Hi (y)
= ClyH; (y) + CH H{(y)

Ouy
Ox

L= CloHy (y) + CT Hi (y) (7.38)

=

Derivada tangencial componente u,

Se obtiene a partir de derivar u, con respecto a y, es decir:

Oouy

5 = H@)(H ()

+ O HY (2) (HE () + C2 HE () (HL (y) (7.39)

+ CRHY (2)(H{ (y)) + O HY () (H{ ()

Evaluando en la frontera

Ouy
y

=1

= (1)(H ()" + C3o(0)(H (y)) + C3.(0)(Hi (y))

+ CHy(0)(HY () + CF,(0)(HY ()

= (H(y))
ou, /
2N = (H° 4
ool = EH W) (7.40)
Se propone la siguiente funcién para la componente .
w, = HO@)F(y) + CloHo () Hy(y) + CY HY @) H} (y) + H} (2)G(y)  (7.41)

donde F(y)y G(y) son funciones por determinar. La funcién F(y) se relaciona con la derivada
tangencial en la componente u, y a su vez la funcién G(y) se relaciona con la derivada normal

en la componente u,.
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La funcién F(y) debe cumplir con:

duy _ Cu O,
8y - 012 ox
Mientras que la funcién G(y) con:
Ouy _ Ouq
or Oy

(7.42)

(7.43)

Las derivadas tangencial y normal de la componente u, se calculan de la siguiente manera.

Derivada tangencial componente u,

Para determinar la funciéon F(y) se deriva u, con respecto de y tal que:

Ouy
oy

Evaluando en la frontera

= H(2)(F(y))' + CioHy () (Hy (y)) + C8 Hy (@) (Hi(y)) + Hi(2)(G(y))  (7.44)

Ouy
8y =1
= ((F()) + C(0)(Hs (1) + CO) (H1 (1)) + (0)(G(y))'
= (F(y))
Ouy ,
7y =(F A4
Sl = W) (7.45)
Derivada tangencial componente u,
Para determinar la funcién G(y) se deriva u, con respecto de x tal que:
Ay 0(ryY y 7l rl
By = H (@) Fy) + Coo(Ho (2)) Ho(y)
(7.46)

+ CY (H () Hi(y) + (H{ (2)) G(y)

Evaluando en la frontera

Ouy
ox

r=1

= (0)F(y) + coo(0)Hy (y) + co1(0)H{ (y) + (1)G(y)

=G(y)
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Oy
ox

=G (7.47)

xr=

Funcién F(y)

La funcién F(y) se obtiene de sustituir las ecuaciones (7.35) y (7.42) en la ecuacién (7.39)

Ouy _ O Oug
8y - C12 8.T
C X X
(Fy) =~ (ClHi (v) + Ch I (v)) (7.48)

e integrando ambos lados con respecto a y se obtiene:

Cn

F) =g (¢t [ #way+ o [ Hlwy) + e (7.49)

Para evaluar la constante se debe buscar la continuidad en la frontera entre elementos.

Funcién G(y)

La funcién G(y) se obtiene de sustituir las ecuaciones (7.37) y (7.44) en la ecuacién (7.40)

Ouy  Oug
or oy
G(y) = —(H(y)) (7.50)

Las constantes C* y C¥ se calculan de modo que se cumple el operador diferencial homogéneo.

Para las funciones 6ptimas de peso se emplea el operador diferencial adjunto homogéneo.
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Capitulo 8

Descripcién del Programa

Computacional

En este capitulo se describe la estructura general del programa computacional a partir de las
consideraciones contenidas en los capitulos anteriores. Para implantar los programas se utilizé

MATLAB version 2019 licencia académica proporcionada por la UNAM.

Las caracteristicas del lenguaje de programaciéon de MATLAB permiten un réapido desarrollo
de prototipos. Sin embargo, al ser un lenguaje interpretado impone limitaciones en la velocidad

de ejecucion. [14][34]
Se desarrollaron programas para:

= Operador de Elasticidad Lineal

¢ FEM Estandar con funciones de peso Polinomios de Lagrange lineales

e FEM Estandar con funciones de peso Polinomios de Hermite ciibicos

e FEM-OF con funciones de peso Polinomios de Hermite cibicos con Condiciones de
Frontera Dirichlet Homogéneas

= Operador de Helmholtz

e FEM Estandar con funciones de peso Polinomios de Lagrange lineales
e FEM Estandar con funciones de peso Polinomios de Hermite ctibicos

e FEM-OF con funciones de peso Polinomios de Hermite ciibicos con Condiciones de

Frontera Dirichlet

e FEM-OF con funciones de peso Polinomios de Hermite cibicos con Condiciones de

Frontera Neumann
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8.1. Modbdulos

El programa consta de 5 médulos que se ejecutan de manera secuencial.

1. Médulo de Geometria

En este médulo se genera una colecciéon de puntos representada mediante una tabla que

contiene la siguiente informacién de cada punto:

= Identificador

» Indices cartesianos

= Coordenada

= Pertenencia a la frontera
= Tipo de frontera

= Grados de libertad

= Solucién numérica

= Solucién exacto

= Error

2. Modulo de Elemento Finito

En este médulo se genera una coleccion de elementos finitos representada mediante una

tabla que contiene la siguiente informacién de cada elemento:

Identificador

Indices cartesianos

Extremos

= Coeficiente de Polinomios de Hermite

Grados de libertad

Coeficientes de Funciones Optimas de Base
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Coeficientes de Funciones Optimas de Peso

s Coeficientes de Funcién Auxiliar up

Matriz Local

Vector Local

3. Médulo de Construccion de Matriz y Vector Globales

Para la construccion de la matriz y vector globales se consideraron almacenamientos de
tipo:

= Matrices Densas

» Matrices CRS (Compressed Row Storage)

» Matrices Banda (Sparse Matrix)

4. Modulo Resolvedor
Para resolver el sistema de ecuaciones conformado por la matriz y vector globales se

implementaron

s Factorizacién LU

» Método de Gradiente Conjugado (CGM)

Se comprobaron los resultados con la funcién de inversién de matriz de Matlab.

5. Médulo Convergencia y Graficacién
Se calcula la convergencia h para la funcién y su derivada.

Se grafican resultados de funcién y derivada.

A continuacién se muestra un esquema de la estructura general de la implementacién

computacional.
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Principal (168)

Geometria (54)
 ———

Td2ind (%)
Es frontera (10)
Tipo frontera (10)
Grados_libertad (38)

| i Tentwa (9)

Valor_pto (18)

‘ Condicién fronters_homo
» génea (3)

Sol_Analitica (7)

Sol_Analitical (12)

Sol_Analitica2 (12)

Figura 8.1: Estructura general de implementaciéon computacional

>
Sol_Analiticad (12)
Elemento Finito
(160)
TenZtwo (%)
Ind2id (7)
polHemite (25)
palUP (37)
palOptimosBase (33)
polOptimosPeso (49)
‘ 1QG_OD_Elastici dadA djunto
> @)
N intQGauss (24)
tablaCuadraturaG aussiana
i @22
, 10G_OD _Elasticidad (9)
,  OD Elasticidad(34)
= WV (27)
5 WLV (13)
>
v (17
. WH3V (17)
>
W03V (13)
»: UP3V (10)
" coefMU (3)
codf Y OUNG (2)
¥ codPOISSON (2)
,  cofLAMBDA(3)
, 1QG_Producto FW (8)
Producto_FW (9}
= Cof F(6)
>
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WL (37)

WH3 (42)

Coef_F1(20)
Coef_F2 (1)
Cod F3(11)

L1(2)
DL1(3)
1202

DL2(3)

H3 (3)
DH3 (3)



Matriz y Vector

Global
>

matricesGLOBALES (36)

matricesGLOBALESCRS

(63)
Crearlil (3)

Writelil (28)

matricesGLOBALESBANDA
o 62

Resolvedar
invertidMatrizDensa (9)
cemMatrizDensa (41)
» LUFacMatrizDensa (49)
LUSolMatrizDensa (35)
cgmMatrizCRS (39)
L, Mumaersvec(17)
1 UFacMatrizBanda (66)

LUSolMatrizBanda (66)

Actualizacién
Geometria

geom etriaV alores (18)

Error

Convergencia (26)

Gréfica
GraficalD (24)
GraficaD (24)
Grafica3D (70)

Ayudas
Ayuda (26)
GraficaHOHO (113)
Spline (32)

I primirG eom efria (25)

Figura 8.2: Continuacion estructura implementacién numérica
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Capitulo 9

Casos de Validacién y Analisis de

Resultados

Este capitulo se centrard en mostrar los resultados numéricos obtenidos para diferentes

operadores diferenciales con sus respectivas condiciones de frontera asi como su analisis.

Con el objeto de comparar FEM-OF con otros métodos también se implementaron los
métodos numéricos de FEM Estandar con polinomios cibicos de Hermite y FEM Estandar

con polinomios lineales.

Se trabajo con el error medido con norma infinita, definida como:
lerror|, = maa |k — (9.1)

donde wuy, es la solucién aproximada y wuy es la solucién exacta en ciertos puntos de control x;

(puntos definidos por la tabla de geometria).[44]

El orden de convergencia h del error O(h"™) es el exponente m, el cual dada una tabla de

datos de error contra h (el tamano de la particién II), se calcula ajustando la siguiente recta:

—loga(error) = m loga(h) + b (9.2)
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9.1. Operador Diferencial de Elasticidad Lineal Caso

Isotrépico

En este apartado se analiza el Operador de Elasticidad Lineal para el caso isotrépico.

(1V2ut A+ V(Y ) = ~f (9:3)

Se consideran condiciones de frontera tipo Dirichlet homogéneas (Bu=0) y solucién continua
(Ju=0).
u=0 en 0N (9.4)

Los parametros para definir los coeficientes de Lamé, A y u, seran el médulo de Young F y
el coeficiente de Poisson v. [Problema planteado en la tesis doctoral del Dr. Ivan Contreras

Trejo] [21]

N
E = 68.95210° —
m

(9.5)
v =0.26
Estos valores corresponden a una clase de hierro. Su valor numérico es:

Ev N
A= = 29.6412x10° —; 9.6
1+ )(1— 20) e (9:6)

N

= =27.3611210° —; 9.7
F=50 1) e (97)

Noétese que estos valores son solo un referente para la implementacién, en cualquier caso el

material puede ser cambiado y estudiado su comportamiento.

Para dos dimensiones la soluciéon propuesta es:

u(z,y) = (sin(rx)sin(my), sin(rx)sin(mry)) (9.8)
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Para tres dimensiones la solucién propuesta es:

u(z,y, z) =(sin(rx)sin(ry)sin(nz),
sin(mz)sin(mry)sin(rz),

sin(mx)sin(my)sin(nz))

Particularmente para tres dimensiones la funcién f, tiene la siguiente forma:

f(a:,y,z) = (flaf27f3)

Siendo cada uno de los coeficientes f;,

f1 = —(p + N (sin(rx)sin(my)sin(rz)
+ cos(mx)cos(my)sin(nz)
+ cos(mz)sin(my)cos(nz))

— 3un? (sin(mx)sin(my)sin(rz))

fo = —(u+ N7 ((cos(mz)cos(my)sin(nz)
— sin(nx)sin(my)sin(mrz)
+ sin(mz)cos(my)cos(mz))

— 3un?(sin(mx)sin(ry)sin(nz))

f3 = —(u + N7 ((cos(mz)sin(ry)cos(rz)
+ sin(mx)cos(my)cos(mz)
— sin(mx)sin(my)sin(rz))

— 3ur?(sin(mx)sin(ry)sin(rz))

(9.9)

(9.10)

(9.11)

(9.12)

(9.13)

Los resultados que se muestran a continuacién consideran 3 Puntos de Cuadratura Gaussiana

en la Integracién Numérica.
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9.1.1. Dos Dimensiones

La siguiente tabla muestra los resultados obtenidos para los distintos métodos utilizados

variando el tamano de la particidon, en particular se trabajé con 2" para la cantidad de

elementos.
FEM Lineal | FEM Hermite ciibicas | FEM-OF Hermite ciibicas

Elementos | Error Error Error

2 2.16E-01 7.41E-03 3.72E-03
4 4.93E-02 8.47E-04 4.22FE-04
8 1.20E-02 6.24E-05 3.11E-05
16 3.00E-03 4.07E-06 2.03E-06
32 7.46E-04 2.57E-07 1.29E-07
64 1.86E-04 1.61E-08 9.09E-09

Tabla 9.1: Error en la funcién para Elasticidad Lineal caso Isotrépico en 2D

Para obtener el ajuste de recta con minimos cuadrados se utilizan logaritmos.

FEM Lineal | FEM Hermite ctbicas | FEM-OF Hermite ctibicas
Log(Elementos) | -Log(Error) | -Log(Error) -Log(Error)
1 2.21E+00 7.08 E+00 8.07E+-00
2 4.34E+00 1.02E+01 1.12E+01
3 6.38E+00 1.40E+01 1.50E+01
4 8.38E+-00 1.79E+01 1.89E+01
5 1.04E+01 2.19E+01 2.29E+01
6 1.24E+01 2.59E+01 2.67E+01

Tabla 9.2: Logaritmo del error para Elasticidad Lineal caso Isotrépico en 2D

Al graficar los valores obtenidos en la tabla 9.2 se obtiene la siguiente gréfica:
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Convergencia del Error Elasticidad Isotrdpica
2D Matriz Banda-LU

25 |
| —a— FEM Lineal

= m=2.03
s
w15 | —e— FEM Hermite
4 m=3.80
il

10 |

—e— FEM-OF Hermite

m=3.78

._.
ra
w
S
tn
@

Log(Elementos)

Figura 9.1: Orden de convergencia del error para Elasticidad Lineal Caso Isotrépico en 2D

Tanto en grafica como en tablas se observa una mayor precisién por parte de FEM-OF Hermite
cubicas con respecto a FEM Estandar para Lineal y Hermite ciibicas. En términos de precisién
el método FEM Estdndar Hermite ctibicas en promedio tiene 96 % mds error relativo al error

en FEM-OF Hermite cibicas.
Se muestra un histograma de la frecuencia de los errores para FEM-OF Hermite cibicas del
Operador de Elasticidad Isotrépico en una prueba de 32 elementos por dimension.

Hist rama
300 T T °g T T

250

200

Fraquencia
s
19}
o

100

(o] 5 10 15
Error =<107%8

Figura 9.2: Histograma de los errores para Elasticidad Lineal caso Isotrépico en 2D

También se obtiene una grafica de la solucién aproximada para 32 elementos por dimensién.
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Componente 1 Componente 2

1.2 1.2

Figura 9.3: Resultados obtenidos para Elasticidad Lineal caso Isotrépico 32 elementos para
cada componente en 2D

9.1.2. Tres Dimensiones

Se muestran los resultados para el Operador de Elasticidad Lineal caso Isotrépico en 3

dimensiones.
FEM Lineal | FEM Hermite ctibicas | FEM-OF Hermite ctibicas
Elementos | Error Error Error
2 4.78E-01 1.10E-02 7.50E-03
4 1.03E-01 1.26E-03 9.38E-04
8 2.47E-02 9.38E-05 7.01E-05
16 6.10E-03 6.11E-06

Tabla 9.3: Error en la funcién para Elasticidad Lineal caso Isotrépico en 3D
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Convergencia del error Elasticidad Isotropica
3D Matriz Banda-LU

(=]
(=]

s
=]

[
o

=
™y

—e&— FEM-OF Hermite

s m=3.37
2
% 10 —&— FEM Hermite
(=] et
- g m=3.62
E FEM Lineal
m=2.07

1 2 3 4 5

Log(Elementos)

Figura 9.4: Orden de convergencia del error para Elasticidad Lineal Caso Isotrépico en 3D

En términos de precisién el método FEM Estdndar Hermite cibicas en promedio tiene 38 %

mas error relativo al error en FEM-OF Hermite cibicas.

También se obtiene una grafica de la solucién aproximada para 16 elementos por dimensién.

Componente 1 Componente 2 Componente 3

Figura 9.5: Resultados obtenidos para Elasticidad Lineal caso Isotropico 16 elementos para
cada componente en 3D

También es posible obtener la convergencia de las derivadas de la solucién.
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FEM-OF Hermite cibicas

Elementos | Error

2 1.15E-01
4 1.05E-02
8 7.35E-04

Tabla 9.4: Error en la derivada en X para Elasticidad Lineal caso Isotrépico en 3D

Convergencia del error Elasticidad Isotrépica
3D Derivada en X

12

10

8 —®— FEM-OF Hermite
m=3.84

-Log(Error)
o

1 2 3

Log(Elementos)

Figura 9.6: Orden de convergencia del error en la derivada para Elasticidad Lineal Caso
Isotrépico en 3D

Se obtienen los mismos resultados para las componentes en Y y Z. Una vez obtenida la derivada

de los desplazamientos, se puede obtener las deformaciones que al multiplicarlas por el tensor

o,
22
2 1 2
1 i
0 y 0
4 El
1
2 08 ’ 2
06
04 05
3 02 3
00

Figura 9.7: Esfuerzos. Caso Isotropico 8 elementos para cada componente en 3D

de rigidez se obtienen los esfuerzos.
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9.1.3. Esfuerzos Principales

Figura 9.8: Esfuerzos Principales. Caso Isotrépico 8 elementos para cada componente en 3D

9.1.4. Tensor Desviatorio

xxxxx

xxxxx

Figura 9.9: Tensor Desviatorio. Caso Isotrépico 8 elementos para cada componente en 3D
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9.1.5. Esfuerzo de von Mises

Figura 9.10: Esfuerzo de von Mises. Caso Isotropico 8 elementos para cada componente en 3D

9.1.6. Condicionamiento de la matriz

Para determinar una mejor estructura de las matrices obtenidas en FEM-OF se muestra una

comparaciéon del condicionamiento de las matrices para distintas cantidades de elementos.

FEM Hermite ctubicas | FEM-OF Hermite ctibicas
Elementos | Condicionamiento Condicionamiento
2 1.38E08 7.14E05
4 9.65E09 1.71E07
8 6.10E09 3.10E08

Tabla 9.5: Condicionamiento de las matrices para Elasticidad Lineal caso Isotrépico en 3D
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9.2. Operador Diferencial de Elasticidad Lineal Caso

Ortotrépico

En este apartado se analiza el Operador de elasticidad Lineal para el caso ortotrépico.

v. (C : Vu) = (9.14)

Los datos del problema para la matriz en Notacién de Voigt son los siguientes:[23]

34 14 08 0
14 34 08 0

08 0.8 30 0
(9.15)

o o o O
o o o o o

con unidades de presién expresados en Pascales (Pa).
Con condiciones de frontera Dirichlet Homogéneas y solucién (9.9).

Los resultados obtenidos para el Operador de Elasticidad Lineal caso Ortotrépico en 3D para

FEM-OF son los siguientes:

FEM-OF Hermite cubicas

Elementos | Error

2 7.65E-03
4 9.41E-04
8 7.04E-05

Tabla 9.6: Error en la funcion para Elasticidad Lineal caso Ortotrépico en 3D
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Convergencia del Error Elasticidad Ortotrépica
3D Matriz Inversa-Densa
16
14
12

20 FEM-OF
m=3.74

-Log(Error)
0

1 2 2

Log(Elementos)

Figura 9.11: Orden de convergencia del error en la funcién para Elasticidad Lineal Caso
Ortotrépico en 3D

También se obtiene una grafica de la solucién aproximada para 8 elementos por dimension.

Componente 1 Componente 2 Componente 3

Figura 9.12: Resultados obtenidos para Elasticidad Lineal caso Ortotréopico 8 elementos para
cada componente en 3D

También es posible obtener la convergencia de las derivadas de la solucién.

FEM-OF Hermite cibicas

Elementos | Error

2 1.15E-01
4 1.05E-02
8 7.35E-04

Tabla 9.7: Error en la derivada en X para Elasticidad Lineal caso Ortotrépico en 3D
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Convergencia del Error en Derivada Elasticidad Ortotrépica
3D Matriz Inversa-Densa

12

10

—e— FEM-OF
m=3.65

-Log(Error)
o

1 2 3
Log(Elementos)

Figura 9.13: Orden de convergencia del error en la derivada para Elasticidad Lineal Caso
Ortotrépico en 3D

Se obtienen los mismos resultados para las componentes en Y y Z. Una vez obtenida la derivada
de los desplazamientos, se puede obtener las deformaciones que al multiplicarlas por el tensor

de rigidez se obtienen los esfuerzos.

Figura 9.14: Esfuerzos. Caso Ortotropico 8 elementos para cada componente en 3D
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9.2.1. Esfuerzos Principales

Figura 9.15: Esfuerzos Principales. Caso Ortotrépico 8 elementos para cada componente en 3D

9.2.2. Tensor Desviatorio

Figura 9.16: Tensor Desviatorio. Caso Ortotrépico 8 elementos para cada componente en 3D
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9.2.3. Esfuerzo de von Mises

[

Figura 9.17: Esfuerzo de von Mises. Caso Ortotrépico 8 elementos para cada componente en
3D

9.3. Operador Diferencial de Helmholtz

Los siguientes resultados se obtuvieron para el operador de Hemlholtz definido como:
(V2+ K*u=f (9.16)

Los resultados de este operador muestran una revision de las condiciones de frontera Dirichlet
y Neumann tanto homogéneas como no homogéneas y comparaciones entre los métodos de

FEM Estandar y FEM-OF para polinomios Hermite ctibicas.

9.3.1. Condicién de Frontera Tipo Dirichlet Homogénea

Se muestran los resultados con una solucién analitica:

dim
u= H sin(mx;) (9.17)

=1

variando la dimensién.
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Unidimensional 1D

La siguiente tabla muestra los resultados obtenidos para los distintos métodos utilizados

variando el tamano de la particion, en particular se trabajé con 2" para la cantidad de

elementos.
FEM Hermite cibicas | FEM-OF Hermite cibicas

Elementos | Error Error

2 3.80E-03 5.09E-05
4 4.21E-04 7.17E-07
8 3.11E-05 1.09E-08
16 2.03E-06 1.70E-10
32 1.29E-07 3.48E-12
64 8.06E-08 5.45E-12
128 5.18E-08 2.57E-11
256 2.90E-08

512 8.47E-08

Tabla 9.8: Error en la funciéon para Helmholtz Condiciones de Frontera Dirichlet Homogéneas
en 1D

Al graficar los valores obtenidos en el ajuste de recta se obtiene la siguiente gréfica:

Convergencia del error Operador Helmholtz
1D Matriz Densa-Inversa
Condiciones de Frontera Dirichlet Homogéneas

—&— FEM Hermite
m=3.85

»— FEM-OF Hermite
m=5.97

Log(Error)

1 2 3 4 5 & 7

m
=)

LoglElementos)

Figura 9.18: Orden de convergencia del error para Helmholtz Condiciones de Frontera
Dirichlet Homogéneas en 1D

En términos de precision el FEM Estdandar Hermite ctbicas en promedio tiene un orden
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de convergencia de 3.85 mientras que FEM-OF Hermite cibicas tiene 5.97, este fenémeno

se denomina superconvergencia, se encuentra documentado en la Tesis Doctoral del Dr.

Ernesto Rubio Acosta, y s6lo se da en una dimension. [19]

Bidimensional 2D

Se muestran los resultados para el operador de Helmholtz con condiciones de frontera tipo

Dirichlet Homogéneas en 2D.

Tabla 9.9: Error en la funcién Helmholtz Condiciones de Frontera Dirichlet Homogéneas en 2D

LoglErrar)

Figura 9.19: Orden de convergencia del error para Helmholtz Condiciones de Frontera

%)
[

FEM Hermite ctibicas | FEM-OF Hermite cibicas

Elementos | Error Error

2 7.80E-03 4.00E-03

4 8.50E-04 4.80E-04

8 6.26E-05 3.61E-05

16 4.05E-06 2.37E-06

32 2.57E-07 1.50E-07

64 1.61E-08 9.405E-09

128 1.04E-08 6.17 E-10

Convergencia del error Operador Helmholtz
2D Matriz Densa -Inversa
Condiciones de frontera Dirichlet Homogéneas

LoglElementas)

—8— FEM
Hermite
m=3.85
FEM-OF
Hermite
m=3.82

Dirichlet Homogéneas en 2D
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En términos de precision el FEM Estandar Hermite ctibicas en promedio tiene 77 % més error

relativo al error en FEM-OF Hermite cubicas

A continuacién se muestran las graficas que se obtuvieron con respecto a la solucién con

FEM-OF para 64 elementos por dimension.

Funcién Error

x10°

10~

XS
S
SRS
o
S oo
LIS NI
SR,
A SESSS N

50

A
LTRSS

P IRTRI AR I n

Derivada en X Derivadaen Y

Figura 9.20: Resultados obtenidos para Helmholtz con Condiciones de Frontera Dirichlet
Homogéneas 64 elementos en 2D

Tridimensional 3D

Se muestran los mismos resultados para el operador de Helmholtz con condiciones de frontera

tipo Dirichlet Homogéneas en 3D.
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FEM Hermite ctubicas | FEM-OF Hermite cibicas
Elementos | Error Error
2 1.15E-02 8.00E-03
4 1.30E-03 9.51E-04
8 9.37E-05 7.14E-05
16 6.11E-06 4.68E-06

Tabla 9.10: Error para Helmholtz Condiciones de Frontera Dirichlet Homogéneas en 3D

Convergencia del error Operador Helmholtz 3D
Matriz Banda-LU
Condiciones de Frontera Dirichlet Homogéneas

—a—FEM Hermice
m=3.64

[

—g— FEM-OF
Her mite
m=3.60

LogiError)

1 2 3 4

LoglElementos)

Figura 9.21: Orden de convergencia del error para Helmholtz Condiciones de Frontera
Dirichlet Homogéneas en 3D

En términos de precision el FEM Estandar Hermite ctibicas en promedio tiene 36 % més error

relativo al error en FEM-OF Hermite ctbicas.

9.3.2. Condicién de Frontera Tipo Dirichlet No Homogénea
Este tipo de condicién se tiene cuando se cumple que:

Lu=f
(9.18)
U = UpQ Vx € 00
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Para condiciones de frontera no homogéneas la soluciéon analitica es:

dim

u= H exp(x;) (9.19)
i=1

Se implementaron dos métodos de FEM-OF para Condiciones de Frontera Tipo Dirichlet No
Homogéneas. En el primero, FEM-OF considera la condicién de frontera a través de la forma
cuadratica y en FEM-OF uy se considera la condicién de frontera restando al problema una

funcién construida ad hoc que la satisface.

Unidimensional 1D

Se muestran los resultados para el operador de Helmholtz con condiciones de frontera tipo

Dirichlet No Homogéneas en 1D.

FEM Hermite ctbicas | FEM-OF Hermite ctbicas | FEM-OF Hermite cibicas uy

Elementos | Error Error Error

2 9.91E-05 5.96E-08 5.96E-08
4 9.16E-06 9.25E-10 9.25E-10
8 6.95E-07 1.43E-11 1.42E-11
16 4.92E-08 2.34E-13 2.03E-12
32 3.28E-09 7.35E-14 4.90E-11
64 2.14E-10 3.21E-13 5.15E-10
128 1.38E-11 7.94E-13 5.10E-09
256 8.57E-13

512 2.21E-11

Tabla 9.11: Error en la funcién para Helmholtz Condiciones de Frontera Dirichlet No
Homogéneas en 1D
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Convergencia del error Operador Helmholtz
1D Matriz Densa-Inversa
Condiciones de Frontera Dirichlet No Homogéneas

FEM Hermite
m=3.85

FEM-OF
Hermite
m=5.99

Log|Error]

FEM-OF
S Hermite

15 - ) Udelta
m=5.02

1 2 3 4 6

Log(Elementos)

Figura 9.22: Orden de convergencia del error para Helmholtz Condiciones de Frontera
Dirichlet No Homogéneas en 1D

En términos de precisiéon el FEM Estandar Hermite ctibicas en promedio tiene un orden de

convergencia de 3.85 mientras que FEM-OF Hermite ciibicas tiene 5.99.

Bidimensional 2D

Se muestran los mismos resultados para el operador de Helmholtz con condiciones de frontera

tipo Dirichlet No Homogéneas en 2D.

FEM Hermite ctibicas | FEM-OF Hermite ciibicas | FEM-OF Hermite ciibicas ug

Elementos | Error Error Error

2 5.811E-05 5.37E-05 5.37E-05
4 3.94E-06 5.12E-06 5.12E-06
8 2.50E-07 3.33E-07 3.33E-07
16 1.55E-08 2.13E-08 2.13E-08
32 1.62E-09 1.32E-09 1.35E-09
64 1.49E-10 8.22E-11 8.22E-11

Tabla 9.12: Error en la funcién para Helmholtz Condiciones de Frontera Dirichlet No
Homogéneas en 2D
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Convergencia del error FEM
Operador 2° Orden 2D Matriz Densa -Inversa
Condiciones de Frontera Dirichlet No Homogéneas

—&—FEM Hermite

/ m=3.73
30

25 FEM-OF
Hermite
m=3.89

3

Log(Error)

FEM-OF

5

= Hermite Udelta
m=3.89

n
m

1 2 3 4

Log(Elementos)

Figura 9.23: Orden de convergencia del error para Helmholtz Condiciones de Frontera
Dirichlet No Homogéneas en 2D

Se muestran las graficas que se obtuvieron con respecto a la solucién con FEM-OF para 64

elementos por dimensién.

Funcion

Derivada en X Derivadaen Y

Figura 9.24: Resultados obtenidos para Helmholtz con Condiciones de Frontera Dirichlet No
Homogéneas 64 elementos en 2D
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En términos de precisiéon el FEM Estandar Hermite ctibicas en promedio tiene 31 % més error

relativo al error en FEM-OF Hermite ctibicas.
Tridimensional 3D

Se muestran los mismos resultados para el operador de Helmholtz con condiciones de frontera

tipo Dirichlet No Homogéneas en 3D.

FEM Hermite cibicas | FEM-OF Hermite ctibicas
Elementos | Error Error
2 1.53E-05 1.53E-05
4 3.94E-06 3.75E-06
8 1.47E-07 2.03E-07
16 8.88E-09 1.22E-08

Tabla 9.13: Error en la funcién para Helmholtz Condiciones de Frontera Dirichlet No
Homogéneas en 3D

Convergencia del error Operador de Helmholtz
3D Matriz Banda-LU
Condiciones de Frontera Dirichlet No Homogéneas

FEM Hermite
m=4.11

Log(Errar)

—e—FEM-OF Hermite
m=3.93
10

Log|Elementos)

Figura 9.25: Orden de convergencia del error para Helmholtz Condiciones de Frontera
Dirichlet Homogéneas en 3D
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9.3.3. Condicién de Frontera Tipo Neumann Homogénea

Este tipo de condicién se tiene cuando se cumple que:

Lu=f
(9.20)
Vuen=20 Yz € 002
Para condiciones de frontera homogéneas la solucién analitica es:
dim
u = H cos(x;) (9.21)
i=1

Unidimensional 1D

Se muestran los resultados para el operador de Helmholtz con condiciones de frontera tipo

Neumann Homogéneas en 1D.

FEM Hermite ctibicas | FEM-OF Hermite ctibicas

Elementos | Error Error

2 3.80E-03 3.80E-03
4 4.21E-04 3.22E-04
8 3.11E-05 2.15E-05
16 2.03E-06 1.37E-06
32 1.29E-07 8.59E-08
64 8.06E-09 5.37E-09
128 4.96E-10 3.28E-13
256 5.56E-10 5.38E-10
512 3.02E-09 3.07E-09
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Log(Error)

[0
=

_. Lo

Convergencia del error Operador Helmhaoltz
1D Matriz Densa -Inversa
Condiciones de Frontera Neumann Homogéneas

w

4 5 &

Log(Elementos)

FEM Hermite
m=3.85

—a—FEM-0OF
Hermite
m=3.93

Figura 9.26: Orden de convergencia del error para Helmholtz Condiciones de Frontera
Dirichlet Homogéneas en 1D

En términos de precisiéon el FEM Estandar Hermite ciibicas en promedio tiene 40 % més error

relativo al error en FEM-OF Hermite ctibicas.

Bidimensional 2D

Se muestran los resultados para el operador de Helmholtz con condiciones de frontera tipo

Dirichlet No Homogéneas en 2D.

FEM Hermite ctubicas | FEM-OF Hermite ciibicas

Elementos | Error Error

2 7.80E-03 7.80E-03

4 8.50E-04 8.19E-04

8 6.26E-05 5.95E-05

16 4.05E-06 4.05E-06

32 2.57E-07 2.44E-07

64 1.61E-08 1.53E-08

128 1.04E-09
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Convergencia del error Operador de Helmholtz
Laplace 2D Matriz Densa -Inversa
Condiciones de Frontera Neumann Homogéneas

—e—FEM Hermite
m=3.85

=0 T »— FEM-OF Hermie
m=3.76

-Log(Error)

1 2 3 4 5 6

Log(Elementos)

Figura 9.27: Orden de convergencia del error para Helmholtz Condiciones de Frontera
Neumann Homogéneas en 2D

En términos de precisiéon el FEM Estandar Hermite ciibicas en promedio tiene 4 % maés error

relativo al error en FEM-OF Hermite cubicas.

Se muestran las graficas que se obtuvieron con respecto a la solucién con FEM-OF para 64

elementos por dimensién.

Funcién Error

Derivada en X Derivadaen’Y

Figura 9.28: Resultados obtenidos para Helmholtz con Condiciones de Frontera Neumann
Homogéneas 64 elementos en 2D
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9.3.4. Condicién de Frontera Tipo Neumann No Homogénea

Este tipo de condicién se tiene cuando se cumple que:

Lu=f
(9.22)
Vu-n = ugn Va € 0f)
Para condiciones de frontera no homogéneas la soluciéon analitica es:
dim
(9.23)

u= ] eape)
=1

Unidimensional 1D

Se muestran los mismos resultados para el operador de Helmholtz con condiciones de frontera

tipo Neumann No Homogéneas en 1D.

FEM Hermite cibicas | FEM-OF Hermite ciibicas

Elementos | Error Error

2 1.73E-04 1.23E-04
4 1.25E-05 3.22E-06
8 8.46E-07 5.77E-07
16 5.52E-08 3.72E-08
32 3.51E-09 2.36E-09
64 3.95E-10 1.50E-10
128 2.36E-09 8.89E-12
256 2.25E-08 1.58E-10
512 1.39E-07 5.80E-10

Tabla 9.16: Error en la funcién para Helmholtz Condiciones de Frontera Neumann No

Homogéneas en 1D
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Convergenciadel error Operador de Helmholtz
1D Matriz Densa -Inversa
Condicionesde Frontera Neumann No Homogéneas

=T B =1

—e— FEM Hermite

[T R

5 m=3.80
= e ““95..“___‘_%
— 25 — T
o = | T— FEM-OF
& 20 = Hermite
] * il —2 03
a = m=3193
545 =~
=
10
5

0 1 2 3 4 5 G 7

=]
[r=]
[
5]

Logl(Elementos)

Figura 9.29: Orden de convergencia del error para Helmholtz Condiciones de Frontera
Neumann No Homogéneas en 1D

En términos de precisiéon el FEM Estandar Hermite ciibicas en promedio tiene 65 % més error

relativo al error en FEM-OF Hermite ctibicas.

Bidimensional 2D

Se muestran los mismos resultados para el operador de Helmholtz con condiciones de frontera

tipo Neumann No Homogéneas en 2D.

FEM Hermite ctubicas | FEM-OF Hermite cibicas

Elementos | Error Error

2 1.60E-03 1.60E-03

4 9.95E-05 9.98E-05

8 6.18E-06 6.54E-06

16 3.84E-07 4.19E-07

32 2.39E-08 2.67E-08

64 1.46E-08

128 3.10E-09

Homogéneas en 2D
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Convergencia del error Operador Helmholtz
2D Matriz Densa -lnversa
Condiciones de Frontera Neumann No Homogéneas

—a— FEM Hermite
25 m=4.01

- FEM-OF Hermite
m=3.26

1 -, 3 4

n
o
ul

Log(Elementos)

Figura 9.30: Orden de convergencia del error para Helmholtz Condiciones de Frontera
Dirichlet Homogéneas en 2D

En términos de precision el FEM Estandar Hermite ctibicas en promedio tiene 8 % més error

relativo al error en FEM-OF Hermite ctibicas.

Se muestran las graficas que se obtuvieron con respecto a la solucién con FEM-OF para 64

elementos por dimensién.

Funcién Error

x10°

e

Derivadaen X

Figura 9.31: Resultados obtenidos para Helmholtz con Condiciones de Frontera Neumann No
Homogéneas 64 elementos en 2D
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Capitulo 10

Conclusiones

Los objetivos generales de esta Tesis fueron desarrollar con detalle el modelo numérico del
Método de Elemento Finito con Funciones Optimas (FEM-OF por sus siglas en inglés) aplicado
a la ecuacion diferencial de Elasticidad Lineal formulada en términos de los desplazamientos
y desarrollar un modelo computacional para aplicar FEM-OF a un Problema de Valores en
la Frontera y con Saltos Prescritos (BVPJ por sus siglas en inglés) que corresponde a dicha

ecuacion. Se desarrollaron programas para:
= Operador de Elasticidad Lineal

e FEM-OF con funciones de peso Polinomios de Hermite ciibicos con Condiciones de

Frontera Dirichlet Homogéneas
= Operador de Helmholtz

e FEM-OF con funciones de peso Polinomios de Hermite ciibicos con Condiciones de

Frontera Dirichlet

e FEM-OF con funciones de peso Polinomios de Hermite cibicos con Condiciones de

Frontera Neumann

Lo anterior implicé ciertos objetivos especificos para la aplicacion de FEM-OF en el Operador

Diferencial de Elasticidad Lineal, los cuales se plantearon a detalle:

= Espacio de funciones vectoriales discontinuas definidas por tramos

= Formulas de Green-Herrera P— B —J =Q* — C* — K*

» Principios variacionales (dimensién infinita)

» Las funcionales bilineales (Pu,w), (Bu,w), (Ju,w), (Q*u,w), (C*u,w), (K*u,w)

» Descomposicién dual de operador J =S5+ Ry y K* = S} + Rj,
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» Espacios Nulos Np, N, Ng,, Ng, Nc, Ng,

= Espacio de funciones 6ptimas de base 6; = Np(\ N\ Ng,
= Espacio de funciones 6ptimas de peso 6; = NoNNc(Nry
» Los problemas de contorno locales u, (solucién particular)

= Problema bésico BVPJ para el Operador de Elasticidad

» Discretizacién: Método de Elemento Finito con Funciones Optimas (dimensién finita, P

y Q* solucién exacta)

» Implantacién Computacional (dimensién finita, P y @* solucién aproximada)

El desarrollo de los objetivos especificos esta contenido en los distintos capitulos de esta Tesis.

10.1. Conclusiones

Con respecto al Método de Elemento Finito con Funciones Optimas (FEM-OF) se concluye lo

siguiente:

= FEM-OF hace uso de un espacio de funciones discontinuas definidas por tramos en la

discretizacion, lo cual marca la diferencia contra el método FEM Estandar.

= FEM-OF interpretado como Método de Descomposicion de Dominio, es capaz de obtener
la solucién en las trazas de la particion del dominio para generar problemas locales bien

planteados.

= FEM-OF interpretado como Método de Discretizacion, es capaz de obtener la solucion

en todo el dominio.

= FEM-OF se puede aplicar a una diversidad de ecuaciones diferenciales o sistemas de

ellas.

= FEM-OF presenta una mayor precision en los resultados numéricos con respecto al

método FEM Estandar.

= FEM-OF presenta una reduccién en los grados de libertad con respecto a FEM Estandar.
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= FEM-OF presenta matrices mejor estructuradas con respecto a FEM Estandar.

= Como consecuencia de la formulaciéon del denominado problema bésico para FEM-OF en
el tratamiento de condiciones de frontera no homogéneas tanto Dirichlet como Neumann,

no se necesita realizar la integral de linea que si se requiere con FEM Estandar.

Con respecto al Operador Diferencial de Elasticidad Lineal se concluye lo siguiente:
= Se desarroll6 con detalle FEM-OF para el Operador Diferencial de Elasticidad Lineal.

= La utilizaciéon de polinomios ctibicos de Hermite permitié obtener directamente como
solucién, tanto los desplazamientos como sus derivadas; esto es, las deformaciones con lo

cual se calculan de forma inmediata los esfuerzos.

» Tanto la funcién (desplazamientos) como sus derivadas (deformaciones) tienen el mismo

orden de convergencia.
= Se implanté un programa computacional para condiciones de frontera Dirichlet.

= Se realiz6 el andlisis tedrico para la construccion de las funciones éptimas considerando

condiciones de frontera Neumann para el Operador de Elasticidad.

Con respecto al Operador Diferencial de Helmholtz se concluye lo siguiente:

= Ya se contaba por trabajos previos con el desarrollo detallado de la aplicacién de FEM-OF
para el operador diferencial de 2° orden con condiciones de frontera Dirichlet. En este
trabajo se ampli6 el desarrollo para condiciones de frontera Neumann en el caso especifico

del operador de Helmholtz.

» Para el caso del operador diferencial de Helmholtz no se presenté el fenémeno de

superconvergencia con condiciones de frontera Neumann.

= Para el operador diferencial de Helmholtz se presentaron dos formas de establecer las
Condiciones de Frontera Dirichlet No Homogéneas. La primera considera las condiciones
de frontera a través de la forma cuadratica y la segunda las considera a través de

introducir en la solucién una funciéon ad hoc que cumpla las condiciones de frontera.
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Con respecto al uso de MATLAB como herramienta para desarrollar el programa prototipo,
se puede concluir lo siguiente: las caracteristicas del lenguaje de programacién en MATLAB
permiten un rapido desarrollo de prototipos; sin embargo, al ser un lenguaje interpretado

impone limitaciones en el tiempo de procesamiento para el manejo de muchos grados de

libertad.

10.2. Trabajo Futuro

= Implementacion de métodos tipo semi-discretizacién o tipo discretizacion completa para

el Operador de Elasticidad Lineal Dinamica.

= Aplicacién de FEM-OF a problemas de Poroelasticidad Lineal dindmica con flujo

Monofésico. [24]
= Paralelizacién con Metodologia DVS.

= Considerar otras triangulaciones diferentes a paralelepipedos, por ejemplo, tetraedros.
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Apéndice A

Funcionales Bilineales

A.1. Conceptos Preliminares

Sea el operador diferencial lineal £, tal que puede ser escrito como ecuaciéon diferencial en

forma general

Lu=f (A.1)

definido en el dominio €, con ciertas condiciones en la frontera 0€). Sea w € V funcién de peso,
con V espacio vectorial de dimensién finita. Por lo que hay una forma bilineal vectorialmente

valuada tal que

(Lu)w — u(L*w) =V - D(u, w) (A.2)

donde L* es el adjunto del operador diferencial y D una funcién bilineal adecuada llamada

concomitante.

A continuacién se muestra la funcién bilineal para diferentes operadores diferenciales.

A.1.1. Operador de Laplace

La ecuacién de Laplace dada por V2u = 0, el operador diferencial puede ser escrito como
V - Vu.

Aplicando la propiedad vectorial

V- (AB)=A-VB+(V-A)B
B(V-A)=V-(AB)— (A-V)B
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el cual es una analogia con el caso diferencial, siendo A = Vu y B = w, tal que:

w(V-Vu) =V - (wVu) — Vu - Vw

V-
V- (wVu) — [V - (uVw) —uV - V|
V.

(wVu —uVw) +uV - Vw
Con lo anterior se tiene al operador autoadjunto de £ actuando sobre w
Lw = V3w

y la forma bilineal

D(u,w) = wVu —uVw

A.1.2. Operador Diferencial Eliptico General

Esta dado por:

V.- (aVu)+ V- (bu)+ cu =Lu
—_— —— ~~

término 1 término 2 término 3

donde a es una matriz simétrica definida positiva.

Para la ecuacién 1.5 se aplica la funcion de peso w y se trabaja por partes utilizando la misma

propiedad vectorial mostrada anteriormente, de manera que el primer término corresponde a:

—wV - (aVu) = — {V “(w(aVu)) — (aVu) - Vw]

= —V - (w(aVu)) + (aVu) - Vuw

= V- (w(@Vu)) + (Vu) - (¢" Vw)

= =V (w(@Vu)) + (Vu) - (aVw)

= -V (w(aVu)) + V - (u(aVw)) — uV - (aVw)
)

Aqui la forma bilineal estd dada por

Dy (u, w) = w(aVu) — u(aVw)
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y el operador autoadjunto de £ actuando sobre w

w=-V-(aVw)

El segundo término de la ecuacién 1.5

wV - (bu) =V - (wVbu) — (bu) - Vw
=V (wVu) —u(b- Vw)

la forma bilineal

Da(u, w) = w(bVu)

y el operador adjunto de £

sw=—b-Vw

El tercer término de la ecuacion 1.5 al ser "pesado'por la funcién w:

w(cu) = u(cw)

(A.8)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

Por analogia con lo anterior, el término bilineal corresponde a D3(u,w) = 0 y el operador

autoadjunto

Liw = cw

(A.13)

Si se juntan las ecuaciones (A.8), (A.10) y (A.13) se tiene la ecuacién diferencial completa

—w {V “(aVu) + V- (bu) + cu} =V {ugw —w(aVu) — bu}

+u {V “(aVw) + V- (bw) + cw}

Donde la correspondiente forma bilineal es

D(u,w) = uaw — w(aVu) — bu

cuyo operador no es autoadjunto debido a la primera derivada y tiene la forma:

L*w =V - (aVw)+ V- bw + cw
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A.1.3. Operador Diferencial de Flujo

Hasta este punto se han estudiado operadores diferenciales definidos en coordenadas espaciales,

a continuacién se mostraran operadores donde se considera la coordenada temporal.

Esta dado por
Lu = kVu — 68:; (A.17)

el cual es el mismo operador de Laplace multiplicado por un factor k y la dependencia temporal,

por lo que
_Ou _ B _ [O(wu) 8(w)}
w(kV - Vu) wa =k[V - (wVu) — Vu - Vw] [ o U T
B O(wu) ow
=kV - (wVu) — kVu-Vw — 51 + Ly

(A.18)

= k[V - (wVu — uVw) + uV - V] — {a(éutu) B ua((;;)}
O(wu)

ow
2 —_—
En —I—u(kV w + 815)

Para la ecuacién de flujo, la forma bilineal se descompondra en una parte espacial y otra

=V [k(wVu —uVw)| —

temporal de manera que D = D, (u,w) + D¢(u,w) donde

Dy (u,w) = k(wVu — uVw)

Dy(u,w) = —wu

Y su respectivo operador adjunto es

L*w = kVZw + 881: (A.19)
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A.1.4. Operador Diferencial de Onda

El operador de onda, estd conformado por el operador de Laplace y una derivada temporal de

segundo orden, tal que

2
AV — gtg
al pesar la funcién, se obtiene:
2
w(c®Vu — gt;‘)
2
= wV - Vu — w% 2
=2V (wVu) — Vu - V] —wgtg
=2V - (wVu) - Vu - V] - w;;gz
=V (wVi) = Vu- Fu - [gt <w?§) N g:fégﬂ (A.20)
=2 [V (wVu —uVw) +uV - Vw] — L?t (wg;‘) _ ‘?:%’Lﬂ
=V (V) - o (w5 ) - Vu v - U
=2V (wVu — uVw) +uV - V] — gt (wfgg +88t (uf;f) _“%2;0
=V [@(qu — qu)] + % (u%: _ wg;‘) Luletv . v — ?;t@;]

Al operador diferencial de onda se le asocia una forma bilineal que se divide en parte espacial

y parte temporal

Dy (u,w) = (wVu — uVw)

ow ou
D = U —W—
(u,w) =u 5 Vo
Cuyo operador autoadjunto viene dado por
0w

L = V0 — (A.21)

o2
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Apéndice B

Operador de Elasticidad. Calculos

y Consideraciones

B.1. Caso Isotrépico

Sea el operador diferencial en €2 tal que
Lu= pViu+ A+ p)V(V - u) (B.1)

Si w € Q, funcién continua en el dominio. Al "pesar” el operador diferencial por la funcién w,

se obtiene:
Lu-w=pViut+ A+ p)V(V-u) - w (B.2)
——
1) 2)

A continuacién se detallan las operaciones para su mejor comprension. Se trabajard por partes

1)y 2).

Como

Aplicando al término 1) de la ecuacién (B.2) se tiene:

1(V2ug ) wy + (Vg )wy + p(V:u,)w, (B.3)
1.1 1.2 1.3

En cada término se realizara la integracion por partes udv = d(uv) — vdu obteniendo 3 nuevas
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ecuaciones

V - (wgyVug) — Vuy - Vw,
V - (wyVuy) — Vu, - Vwy, (B.4)
V- (w;Vu,) — Vu, - Vw,

De la ecuacion (B.4) se tienen los términos para FEM. El cual implica la férmula cuadratica
y la aplicacion del Teorema de la Divergencia. De forma mas general para cada término se

realizarda una nueva integracion por partes

V- (pw;Vu; + pu;Vw;) — V2w, coni=ux,9,2 (B.5)

Al sumar todo para cada ¢ = z,y, z en la ecuacién (B.5) se obtiene:

V- (pweVuy — pug Vwy + paw, Vuy,
— iy Vwy + pw,Vu, — pu,Vw,) (B.6)

—I—V2uzwx + V2uywy + V2uzwz

La ecuacién (B.6) corresponde tanto a la forma bilineal D(u,w) como a L*w - u.

D(u,w) =V - (pwyVuy — pugVw, + pw, Vi,

(B.7)
— puyVwy + pw,Vu, — pu,Vw,)
y
Lfw - u = Viuzw, + V2uywy + VZu,w, (B.8)
Lo ideal es escribirlo de forma vectorial
V- (pwVu — puVw) + pV2w - u (B.9)

La ecuacién (B.7) corresponde al operador bilineal D y la ecuacién (B.8) al autoadjunto del
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operador L.

Observacién B.1 Partiendo de la notacién indicial, el gradiente de un campo vectorial T se

define como:

Observacién B.2 La doble contracciéon para tensores, valida para tensores de orden 2 o

superior se puede definir como:

Upy Ugy Ugz Wgy Wy Wxz
Vu:Vw = luy, gy Uy | @ Wy Wy Wy
Uzy Uzy Uzz Wey Wzy Wyy

UggWry UpyWry UzzWrz
UyaWyz  UyyWyy  UyzWyz

UzgWzr UzyWzy UzzWzz

Hasta este punto sélo se ha trabajado con la parte 1) de la ecuacién (B.2), a continuacién se

hara el mismo tratamiento a la parte 2).

Al realizar la primer integracién por partes en 2) de la ecuacién (B.2), se obtiene

Ot 1) 5V whwa (A ) g (V) + () (T (BAD)
2.1 N 2.3

Se realizard para i = x,y, z de manera que al integrar por partes 2.1 en la ecuacién (B.10).

Si v =V - u entonces,
ov 0 ow;

;Wi = &(ywi) -0

~ ol
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Al aplicar lo anterior a 2.1, 2.2 y 2.3

Bwi
0i

0
(A+/ﬁ)a(v'uwi) -V-u

(B.11)
El segundo término de (B.11) se vuelve a integrar por partes considerando

Oouy n % n ou,
Ox oy 0z

V-u=

De manera que para 2.1 y utilizando lo anterior queda

Ouy N % n Guz)(?wz
Ox oy 0z~ Ox

(A =+ p)(

Oug Owy % ow, Ou, Owy (B.12)

Or O + Jdy O 0z Ox
—_——— ) N —

2.1.1 2.1.2 2.1.3

= A+

Si en la ecuacién (B.12) para 2.1.1, 2.1.2 y 2.1.3 se vuelve a realizar la integraciéon por partes

se tendria lo siguiente

U; Wy Wy 2wz
(nt ) S 01 =(>\+u)<a< ) - ) (B.13)

9i \“"oxr ) T zoi "

Realizando los procedimientos anteriores en la ecuacién (B.11) se llega a un conjunto de 21

términos

2 (0 ) 2 (w20) 2 (i, 2 2 (,,00)
ox = 92 U Ox oy \ Y oy 0z \ © 0z
0%w, 0wy 0wy

+8m8w Ua axay“y * 9192 °

Anélogamente para los 14 términos restantes. Lo que lleva a escribirlo de manera vectorial
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juntando los indices repetidos

VAX+)(V-ww} = V-A{A+p)(V-wu} + A+ p)V(V-w) - u

Para finalizar esta seccion,

(L'w)-u= (pVuw+ A+ p)V(V ) u

D(u, w) = p(Vw)w — p(Vw)u + (A + 1) (V- w)w — (A + p)(V - w)u

= p{(Vw)w — (Vw)u} + A+ p){(V-w)w — (V- w)u}

B.2. Caso Ortotrépico

Para el caso con simetria ortotrépica se considera el tensor de rigidez. [33][41]

Sea el operador diferencial £ tal que:

o en su forma indicial:

Se busca cumplir con la identidad

Para ello se realizaran los calculos con la forma indicial, para simplificar el desarrollo.
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(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)



aw,-

ou
: (wiciquaxz> -

ou
, (wicz’qu a;;) -

8wi 8up
~“ijpg
Ox;j Oz

0
ox

ow;

(“pciqu O
q j

La forma cuadratica y los términos de frontera deben cumplir:

weLu=V+F(u,w)+ Au,w)

0

8’LL1'
= Oz (upcpqijaxj - wPCMU&q) ‘H‘paixq

0

ow;
Jpq 87333

8wi
(Ciqu 83:]>

Para el Operador de Elasticidad Lineal, estdn dados en su forma indicial por:

0 ouy
V'E - 87:1'/‘] (wzcszqaajq>
3wi 8up
A= 873:] ijqqu
Donde la funcional D es:
Dl w) = - (€ V) — - (C: Vu)

y produce la descomposicién

B—C*=D(u,w)n

dependiendo de las condiciones de frontera.

Las funcionales bilineales son:
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:Vw]-n

C:

:Vw} — [w] (Vu>}n

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)



Ri(w, w) = —[w] - (C : Vu) n (B.27)

{ﬂ}- C:vu| -1 - (g ;.vw) } m (Bas)

Sy (u,w) =w- [C : Vu} n (B.29)

Ro(ww) =~ [u) - (C: Vu) - (5.30)
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Apéndice C

Operador Diferencial de Helmholtz

Operador de Laplace

Sea el operador de Laplace dado por

Vu=f en
u=g en I (C.1)
j=0 enX

el operador diferencial puede ser escrito como V - Vu.

Se pretende determinar todas las funcionales bilineales siguiendo el capitulo 2 de este trabajo.

Se pesa el operador con una funcién w e integra sobre todo el dominio, tal que

/Qw(V -Vu)dz = /QV (wVu) — /Q Vu - Vwdz
= /QV (wVu)dz — /Q V- (uVw) —uV - Vw] dz (C.2)

= / V- (wVu—uVw)dzx + / u(V - Vw)dz
Q Q
Con lo anterior se tiene al operador autoadjunto de £ actuando sobre w
L*w = Viw (C.3)

v la forma bilineal

D(u,w) = wVu —uVw (C.4)

Aplicando al dltimo término de (C.2), el teorema generalizado de la divergencia y separando
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en las frontera de los subdominios, se tiene que

Z/ (V- Vu) Z/ (WY — uVw) npdaH—Z/ (V- V) (C.5)

Como ya se ha mencionado, de la ecuacién (C.5), se pueden determinar las descomposiciones

que dan paso a las funcionales bilineales B(u, w), C*(u, w), J(u,w) y K*(u,w), esto es

Z/ w(V - Vu) dz = Z/ (wVu —uVw) - np d@—i—Z/ u(V - Vw) dz (C.6)
o /o o Joo o Jo
P—Ox B—Cx J—Kx

Si la ecuacién (C.5) se escribe en términos de salto y promedio para las bilineales J (u, w) y

K*(u,w), entonces se tendria

Z/ w(V - Vu) dgz/ (wVu) - ngg d@—l—/ (uVw) - npq dz
o Ja o9 o9

— /Z (u’) [Vu] — [u] W) “ny dz — /E ([w]ﬂ— U [Vw]) -ny dz (C.7)

+/ u(V - Vw) dx
Q;

Algunos signos fueron modificados por la direccién del vector normal

De esta manera se tiene la identidad
Pu, w) = B(u, w) + C*(w, w) + T (u, w) + K*(u, w) + Q" (u, w) (C.8)

En el orden que aparecen en la ecuacién (C.7)
Aqui, J(u,w) y K*(u, w) se parten en dos, las componentes S y R, tales que [?] S7(u,w) y
Ry (u,w)
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Los operadores nulos asociados a cada funcional

Np = VZu=0
Ng« = Viw =0

Ng=u=0 en 0f

(C.9)
Njy=[u] enX
Nos=w=0 en 0N
Ngy = [w] en X
Operador General de Segundo Orden
Sea la ecuaciéon diferencial eliptica general tal que:
Lu= -V -(aVu) +V-(bu)+cu=f (C.10)

donde @ es una matriz simétrica definida positiva.

El problema asociado es:
(P~ B~ J)u,w)

= é/ﬂl wﬁudg—/ u(a,, - Vw)dz — <— /E[u]an-Vw.—{—lmud:E—i— /E[Qn . Vu]fudz)

o0N

E L] L]

= Z/ {Vu'g-Vw—ub- Vw—l—cuw}dg—l—/ {[u]an-Vw—i- [w]a,, - Vu—&[bnw]}dx
i=17%% B z

- / {ua,, - Vw + wa,, - Vu} dx
onN
E L]

= Z/ wl*wdz — / (a,, - Vu — byu) wdz — </ ula,, - Vw + byw]dz — / la, - Vu[w]dac)
= o0 b

b
= (@'~ C" ~ K" u,w)
(C.11)
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Apéndice D

Métodos Numeéricos

En la generalidad de las situaciones de la vida real, la ecuacién diferencial que modela el
problema resulta demasiado complicada para resolverla con exactitud, por lo que se recurre a

procedimientos para aproximar la solucién. [15][36][37][38][39][40]

D.1. Meétodos para la Solucion de Grandes Sistemas de

Ecuaciones Lineales

Los modelos matematicos de muchos sistemas en Ciencia e Ingenieria y en particular una gran
cantidad de sistemas continuos geofisicos requieren el procesamiento de sistemas algebraicos
de gran escala. Se muestra como proceder para transformar un problema de ecuaciones

diferenciales parciales en un sistema algebraico de ecuaciones lineales.
Au=f (D.1)
El caso méas general para resolver este sistema de ecuaciones es invirtiendo la matriz A.

D.1.1. Factorizaciéon LU

Una matriz invertible A de nan = (a;;) admite una factorizacion triangular si puede
expresarse como el producto de la matriz triangular inferior L = (l;;), cuyos elementos

diagonales son todos iguales a uno y en la matriz triangular superior U = (u;):
A=LU (D.2)

Solucion de un Sistema Lineal

Si A ha sido factorizada en la forma triangular A = LU, entonces el sistema Ax = b puede ser

resuelto de una manera més sencilla, empleando un proceso de dos pasos. Primero se propone
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y = Ux y se resuelve para y en Ly = b. Como L es triangular, para determinar y solucionar el

sistema s6lo se necesitardan O(n?) operaciones.

LU = LW @) [ (n=3) =2 (n=1)  pr(n=3) pr(n=2) pr(n=1) ar2)pr1) 4
= (MW M) M=) g () pp (=2 g =) @M 4 (D.3)

=A

D.1.2. Método de Gradiente Conjugado

El método del gradiente conjugado de Hastenes y Stiefel (HS) fue desarrollado originalmente
como un método directo para resolver un sistema lineal n x n definido positivo. Como método
directo, por lo general es inferior a la eliminacion gaussiana con pivoteo, pues ambos métodos
requieren n pasos para determinar una solucién y los pasos del método del gradiente conjugado

tienen un costo mayor en calculos que los de la eliminacién gaussiana.

Se elige x como solucién aproximada a Ax* = b y sea r = b — Ax el vector residual asociado a

x tal que:
- <”;f, Af)x> - <1<)1,)£Z> (D-4)
(o9, — Azt
=T, A (D:5)
con
a®) = k=D 4 4R (D.6)

El objetivo es que converja rapidamente a x*. Sea g una funcién de las componentes de x,

g(x1, o, ...y Tp) = (x, Az) — 2(x, b) (D.7)

de manera que el gradiente de g es

Vyg(x) =2(Ax —b) = —2r (D.8)

donde r es el vector residual para x.
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D.2. Estructura Matrices

D.2.1. Matrices Bandadas

Una matriz banda es aquella en la que los valores que no son cero son colocados de manera

ordenada en la diagonal principal formando bandas, por arriba o abajo de la misma diagonal.

D.2.2. Matrices CRS

CRS son las siglas de Compressed Row Storage, el cual es un formato de almacenamiento de
la matriz. Coloca los valores distintos de cero que componen a la matriz en filas ubicadas de

manera contigua en la memoria.
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