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Resumen

Se estudia la dinamica de particulas prueba bajo la acciéon de un campo magnético constante y un
espectro fijo de ondas viajeras electrostaticas en una geometria bidimensional plana. Este problema
modela el transporte débil debido a ondas de deriva de un plasma magnetizado. Inicialmente se
consideran las trayectorias de centro guia y posteriormente se incluyen efectos de radio de Larmor
finitos(RLF) sobre distribuciones térmicas de particulas. Finalmente se investiga el efecto de incluir
flujos con cizalla en la direccion de propagacion de las ondas. Se trabaja con perfiles de velocidad
lineal, Gaussiano y de escalon. Estos sistemas son Hamiltonianos y se reformulan como mapeos
simplécticos.

Se encuentra que cuando la amplitud de las ondas aumenta se producen trayectorias cadticas
y un transporte difusivo. Cuando la amplitud tiende a infinito (el caso cuasilineal) el coeficiente
de difusion es proporcional al cuadrado de la amplitud , sin embargo para valores intermedios se
presenta, ademas, un término con dependencia oscilatoria en la amplitud. Al incluir los efectos de
RLF el transporte disminuye pero sigue siendo difusivo. Al considerar distribuciones térmicas de
particulas el escalamiento del transporte en el tiempo sigue siendo difusivo pero se presenta con
distribuciones de probabilidad de posiciones que dejan de ser gaussianas al incrementarse el radio
de Larmor tipico de la distribucion. Estas adquieren colas que decaen mas lentamente. Se obtienen
expresiones analiticas para estas cantidades que coinciden con simulaciones ntmericas y con lo
reportado en la referencia [1], en donde se estudia este mismo problema en el limite cuasilineal.

Para los casos con flujo se encuentra mediante simulaciones numéricas que el transporte en la
direccion perpendicular a los flujos practicamente no es afectado y las variaciones se observan solo
en el término oscilatorio. En la direcciéon paralela el transporte cambia de la siguiente forma: para
el perfil lineal se vuelve superdifusivo, para el de escalén es balistico y para el gaussiano permanece
difusivo pero con un término en el coeficiente de difusion inversamente proporcional a la amplitud
de las ondas. El comportamiento del perfil lineal también habia sido observado en la referencia
[1]. En este trabajo se presenta un procedimiento con el cual es posible obtener analiticamente los
coeficientes de transporte para los tres perfiles de flujo.

Finalmente se presenta una explicaciéon sobre la apariciéon del término oscilatorio en el coeficiente
de difusion en términos de la magnitud de los eigenvalores del mapeo y la observacion de desvia-
ciones localizadas en la distribucion de desplazamientos después de dos iteraciones respecto de lo
esperado para el limite cuasilineal. Esta explicacion es parcial y necesita ser extendida.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Fusién nuclear por confinamiento magnético

1.1.1. Plasma

Intuitivamente y de acuerdo a [2] un plasma es un gas en el hay particulas cargadas y estas tienen
suficiente importancia como para convertir al gas en un buen conductor. Estas particulas cargadas
empiezan a aparecer en un gas en equilibrio térmico en forma de iones al irse incrementando su
temperatura.

En [3] se definen a un plasma con las siguientes propiedades.

Ap < L, (1.1)
Np s> 1, (1.2)
wr > 1. (1.3)

Donde Ap es la longitud de Debye que define la distancia de apantallamiento de cualquier des-
equilibrio local de carga eléctrica en el plasma. L es una medida de la extension espacial del plasma.
Que esta distancia sea pequena implica que el plasma es quasineutral, es decir, que el desequilibrio
entre particulas cargadas positiva y negativamente es muy pequeiio, tipicamente menor a 107°.

Np se refiere al niimero de particulas cargadas en una esfera con radio igual a la longitud de Debye.
Que este niimero sea muy grande asegura que el apantallamiento de cargas sea estadisticamente
valido, pero ademas implica que la dinamica del plasma no depende solo de las propiedades locales
sino que partes remotas del plasma pueden seguir afectandose de forma electromagnética.

Finalmente en 1.3, w se refiere a la frecuencia de plasma. Esta es la frecuencia de las oscilaciones
de las particulas cargadas que ocurrirfan si se presenta un desbalance abrupto de cargas. Por otro
lado 7 es el tiempo medio entre colisiones de particulas cargadas contra particulas neutras. Esta
desigualdad implica que el plasma no se comporta como un gas neutro.

1.1.2. Fusién nuclear

La energia interna de los nucleos de los dtomos esta dada por las interacciones fuertes y elec-
tromagnéticas de los protones y neutrones que lo componen. La primera es atractiva y de corto
alcance mientras que la segunda es repulsiva y de largo alcance. En la figura 1.1 se muestra esque-
méaticamente la forma del potencial entre dos protones. Para distancias largas la fuerza que sienten,
dada por el negativo de la pendiente de la grafica, es repulsiva. Conforme la distancia de separa-
cion se vuelve del orden de femtémetros la fuerza nuclear atractiva supera a la electromagnética
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y comienza a atraer entre si a los protones formando un atomo de helio. Este proceso se llama
fusion nuclear. En la imagen se ilustra que este proceso de fusion libera energia al mostrar que la
energia potencial es negativa para las distancias entre protones méas pequenas. La fusion nuclear
de nucleos pequenos libera energia mientras el nimero atémico del producto sea menor que el del
Hierro. Esto se ilustra en la figura 1.2 en donde se grafica la energia de amarre por nucleén para
los is6topos mas comunes de los atomos. Esta cantidad representa la energia por nucleén que se
debe impartir a un d4tomo para separar todos sus protones y neutrones entre si, alternativamente
es la energia por nucleén que se liberaria si se tuvieran estas mismas particulas y se fusionaran
entre si.

El comportamiento de las reacciones nucleares esta gobernado por la mecénica cuantica. En ella
solo se puede describir de manera probabilistica la aparicién de cierta reaccion. Esta probabilidad
queda descrita por la secciéon eficaz que muestra esta probabilidad como funcién de la velocidad
relativa. Se calculan esta cantidad para diferentes tipos de nucleos atomicos y se encuentra que la
reaccion que tiene mas probabilidad de suceder a velocidades lo méas bajas posibles es la siguiente|3]

H?> 4+ H?® - He* +n+ 17.6MeV, (1.4)

y esta probabilidad empieza ser apreciable para energias del orden de la barrera de Coulomb entre
las especies que es 10°eV es decir a temperaturas del orden de 10°K. Estas energias estan muy
por encima de la energia de ionizacion de los atomos que son del orden de decenas de eV'. De
forma que si se pretende que estas reacciones ocurran en un gas, éste serfa un plasma. Ademas las
temperaturas son tan altas que no hay contenedor material que pueda resistir contacto directo con
él.

CE L
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Figura 1.1: Grafica esquematica de la energia Figura 1.2: Energfa de enlace por nucleén
potencial entre 2 protones. para los is6topos mas comunes

1.1.3. Confinamiento Magnético

Uno de los enfoques para producir el niimero necesario de reacciones de fusion es el de confinar
al plasma mediante campos magnéticos. El tiempo de confinamiento, la densidad del plasma y las
temperaturas deben ser las adecuadas para producir la densidad de energia deseada. Para ver que
el campo magnético es un buen candidato para confinar al plasma estudiemos el movimiento de
particulas cargadas en campos electromagnéticos. La fuerza que sienten las particulas con carga
en un campo electromagnético es la de Lorentz que es

—

F:q@x§+5» (1.5)

1.1. FUSION NUCLEAR POR CONFINAMIENTO MAGNETICO
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donde ¢ es su carga eléctrica, v su velocidad y B y E son los campos eléctricos y magnéticos. Si E
es igual a 0y B es constante entonces la particula se mueve a velocidad constante en la direccion
del campo magnético si es que esta componente de velocidad no es 0. En el plano perpendicular
al campo magnético realiza un movimiento circular uniforme de radio igual a

muv

a| B
Este valor es conocido como radio de Larmor. El sentido en el que giran es tal que el campo
magnético producido por estas cargas girando es opuesto al campo magnético externo. De esta
forma se puede ver que un campo magnético uniforme acota el movimiento de las particulas en su
direcciéon perpendicular pero no asi en su direccion paralela. Para prevenir la fuga en esta direccion
hay un par de enfoques, el mas exitoso hasta ahora es la de cerrar las lineas de campo magnéticos
en si mismas de forma que las lineas magnéticas sean anillos magnéticos y en conjunto el campo
magnético tenga una forma toroidal. Sin embargo esto produce que el campo magnético deje de
ser uniforme y aparecen nuevos tipos de movimientos que se enuncian a continuacién. Si la escala
espacial del gradiente de B es mucho menor que p entonces el movimiento perpendicular al campo
magnético en campos electromagnéticos estaticos pero variables en el espacio se puede aproximar
por [4]

p (1.6)

Ex§+WL§xVB+2m|§x(8~V)B
B2 q B3 q B2
Que se conoce como velocidad de deriva. El primer termino se conoce como deriva E x B , el

segundo deriva de VB y el tercero deriva de curvatura. Las cantidades W | son la energfa cinética

Ug = . (1.7)

paralela y perpendicular al campo magnético, %mv 1,- b es el vector unitario en la direcciéon de

B. De forma que se intercambi6 la perdida de particulas en la direcciéon del campo magnético
por perdidas en direccion perpendicular, sin embargo estas producen fugas de particulas mas
lentamente. En la figura 1.3 se muestra la geometria toroidal de las lineas de campo magnético asi
como la direccion tipica de los gradientes de la magnitud del campo magnético de su curvatura,
con estas se puede ver que las derivas por el campo magnético, que dependen del signo de la carga
eléctrica, harian que las cargas positivas se movieran hacia abajo y las negativas hacia arriba,
esta separacion de cargas a su vez crearia un campo eléctrico vertical que finalmente produciria
una deriva E x B y expulsaria a las cargas hacia el extremo exterior del toro. Para prevenir este
efecto se agrega lo que se conoce como componente poloidal del campo magnético que es un campo
magnético de estructura similar a la que se produciria si hubiera una corriente eléctrica en la misma
direccion de las lineas magnéticas toroidales. Esta estructura de campo magnético se muestra en
la figura 1.4, la suma de estas dos componentes produce que las lineas de campo magnético se
enrollen en la direcciéon poloidal conforme avanzan en la direccion toroidal. Qué tanto se enrollan
en cada direccion determina si la linea de campo magnético se encuentra consigo misma, pero en
general esto no pasa y mas bien una misma linea de campo cubre toda una superficie, conocida
como superficie magnética. Lo ideal para el confinamiento es que estas superficies magnéticas estén
anidadas y la linea toroidal en torno a la que se anidan se conoce como eje magnético. Ahora resta
ver como esta estructura de campo mitiga el efecto de derivas que tiene un campo magnético
solamente toroidal. Como aproximacién cero, las particulas cargadas siguen el campo magnético,
es decir también se enrollan en la direccién poloidal conforme avanzan en la toroidal. Por esto
las derivas de curvaturas y gradiente de B alejan a las particulas de la superficie magnética. Sin
embargo la mitad del tiempo la alejan hacia superficies magnéticas mas cercanas al eje magnético y
en la otra mitad a superficies mas lejanas, de forma que en promedio esta desviacion de la superficie
magnética original se cancela en buena medida. La cancelacién no es perfecta pero si retrasa en
otro orden de magnitud la fuga de las particulas.

1.1. FUSION NUCLEAR POR CONFINAMIENTO MAGNETICO
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Superficies
magnéticas

Eje magnético

AL 6916

Figura 1.4: Estructura de campo magnéti-

Figura 1.3: Campo magnética completamen- , )
co con componentes toroidales y poloidales.

te toroidal y las derivas que produce. Imagen
modificada de [5] Imagen de (6]

Los prototipos de reactores de fusiéon nuclear con campos magnéticos de esta forma son llamados
Tokamaks si el campo magnético presenta simetria axial, es decir que el eje magnético este sobre
un plano y las superficies magnéticas se vean iguales conforme se avanza en la direcciéon toroidal.

Finalmente consideramos un efecto importante que sucede en el movimiento de las particulas
cargadas en la direccion paralela al campo magnético. Este ocurre cuando la magnitud del campo
magnético incremente en la direccion de la misma linea de campo y es conocido como espejo
magnético. La situacion se ilustra en la figura 1.5

@ B
X

U \>
_ _ —e 3
‘s /"/:E

Figura 1.5: Forma del campo magnético cuando se presenta el efecto de espejo magnético. La
intensidad del campo magnético aumenta y la particula siente una fuerza que lo frena al acercarse
a zonas de campo mas intenso. Imagen de [3]

Como la divergencia del campo magnético es cero, si la intensidad del campo aumenta entonces las
lineas de campo se deben juntar y esto produce una componente de campo magnética perpendicular
a la direccion original. Esta componente produce una fuerza que frena a la particula al acercarse a
zonas de campo magnético mas intenso y si su velocidad paralela no es lo suficientemente grande
entonces puede invertir el sentido del movimiento de la particula. Calcular este efecto es sencillo si
se toma como cierto que el momento magnético p es una constante de movimiento. Este es igual a

La condiciéon para que una particula que cuando se encuentra en el campo magnético débil B,
tiene energia paralela y perpendicular W), y W, respectivamente, alcance a llegar a una region
de campo magnético mayor B,,., es que

Wiy + Wiy =Wi,. (1.9)

1.1. FUSION NUCLEAR POR CONFINAMIENTO MAGNETICO
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Pero por la conservacion del momento angular W ;= Wi, g’"{”. Por lo que
WJ_O UJ_O 2 Bmzn
_ = =sen“f = , 1.10
VVHO + WJ_Q Vo Bmaw ( )

donde 6 es el angulo que hace el vector velocidad respecto del campo magnético en B,,;,. de forma
que todas las particulas con un édngulo mayor no logran llegar al lugar donde la intensidad del
campo magnético es B, v son reflejadas antes, mientras que las que tienen un édngulo menor
logran llegar y siguen avanzando. Alternativamente podemos dejar expresada esta relacion en
términos de la tan 6

( Y )2 2 Binax
— ) =tan‘f=1- . (1.11)
vy Bmzn

Para entender el transporte en un plasma, ademas de considerar las trayectorias de las parti-
culas cargadas bajo la influencia de un campo magnético estatico, es necesario considerar cémo
las particulas afectan su movimiento entre si y como estd dinamica puede cambiar los campos
electromagnéticos impuestos externamente. En las secciones siguientes se presentan estos temas
de forma cualitativa. Sin embargo, cabe notar que las colisiones entre particulas atin no han sido
incluidas en el modelo que se investigara en los capitulos posteriores.

1.2. Transporte colisional.

El plasma esta compuesto de un gran ntumero de particulas. Las propiedades que se observan
a nivel macroscopico son promedios de sus comportamientos individuales . La dindmica de las
particulas en conjunto puede ser definida por la funcion de distribucion, f,(7, v, t) que representa
la cantidad de particulas de la especie a que se encuentran en la posicion , con velocidad v al
tiempo t. El tipo de especie puede ser de iones o electrones. Si el nimero de particulas se considera
fijo entonces esta funcion cumple la siguiente ecuacion de conservacion |7|

Ofa fa
o o =0. (1.12)

+17-Vfa+&(ﬁ+ﬁx§)~
mg

Donde los campos eléctricos y magnéticos son los macroscopicos promediados sobre varias longi-
tudes de Debye. Sin embargo en escalas de longitud menores a las de Debye, los campos electro-
magnéticos fluctiian grandemente por la presencia cercana de otras particulas. Para tomar esto en
cuenta se agrega al lado derecho de la ecuacion 1.12 un operador de colisiones

Ofa
Co = ot

(1.13)

collisions

Este operador debe cumplir varias condiciones: conservacion de particulas, conservacion de mo-
mento, conservacion de energia, llevar la distribucion al equilibrio termodinamico local y no afectar
la densidad. Ademas este operador es a su vez la suma de los operadores de colision de la especie a
contra si misma y el resto de las especies. Tomando los primeros momentos de la ecuacion 1.12 se
obtienen las ecuaciones de fluidos. El operador de colisiones, cuando sblo se consideran colisiones
binarias es |7]

d*v’. (1.14)

Conlfor o) = _Mi/% [fa(v) OhW) () 0Lv)

8redm, Ovy, my  Ov) m, Oy

1.2. TRANSPORTE COLISIONAL.
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Donde Uy = %, u=v—vyA= b’\—l_’ con b, el parametro de impacto que representa el
acercamiento minimo entre dos particulas.mﬁste operador supone que la variaciéon de la velocidad
por la interacciéon coulombiana en cada colision es pequena, esto produce trayectorias suaves como
la mostrada en la figura 1.6 donde se contraponen con trayectorias abruptas obtenidas por colisiones

entre particulas neutras.

O

Figura 1.6: Izquierda:Tipo de trayectorias que sigue una particula cargada debido a colisiones
coulombianas en un plasma. Derecha: Trayectorias debido a colisiones entre particulas neutras en
un gas. Imagen de [7]

Este operador de colisiones puede ser simplificado en muchas situaciones, entre las que se en-
cuentran: Cuando una de las especies tiene una distribuciéon maxwelliana, cuando las velocidades
de las dos especies son muy diferentes, particulas relativistas, cuando las distribuciones distan muy
poco de ser maxwellianas.

La ecuacion 1.12 puede ser resuelta de forma asintotica bajo varias suposiciones aplicables para
los plasmas magnetizados de fusion nuclear. Derivaciones de estas ecuaciones para Tokamaks se
encuentran muy detalladas en el libro de la referencia [7| y resumido en las notas de la referencia
[8]. La primera suposicion que se considera es que se tienen distribuciones que son perturbaciones
de una gaussiana. Otra suposicion es que 0 = £ < 1, donde L es la dimensiones macroscopicas
en las que se estudia el transporte. Una tercera suposiciéon es que la parcial respecto al tiempo
es pequena del orden: % ~ 6%v;/L con v; la velocidad térmica de la distribucion, con lo que se
ignoran las oscilaciones de plasma. Las siguiente suposiciéon son sobre el camino libre medio de
las particulas, A, que representa la distancia promedio que recorre una particula entre colisiones.
Asumiendo % < 1 se trabaja en la teorfa clasica de transporte y este s6lo depende de las colisiones
y el campo magnético local mientras que si A es arbitraria entonces se trabaja con la teodrica
neoclasica en la que la geometria del campo magnético juega un papel importante. Finalmente la
ultima suposicion que se hace es sobre la magnitud de los campos eléctricos presentes y pueden
ser % ~ ;6 % ~ dv; la primera se usa en la teoria clésica y la segunda en la neoclasica.

A continuacion se daran los argumentos cualitativos de las caminatas aleatorias presentes en
las dos teorias de transporte para determinar cualitativamente la dependencia del coeficiente de
difusion en la direccion perpendicular al campo magnético. Este material se presenta de manera

mas detallada en [7]

1.2.1. Transporte clasico

La teoria clasica fue desarrollada independientemente por varios autores, el trabajo mas conocido
es el de [9]. Para que un plasma sea considerado magnetizado se debe cumplir que

Vei < $2e, vy L (. (1.15)

1.2. TRANSPORTE COLISIONAL.
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Donde v,; es la frecuencia de colisiones de la especie e debido a la especie i , 2 = % es la giro-

frecuencia en el campo magnético y los subindices 7 y e son de los electrones. Estas desigualdades
garantizan que el movimiento en escalas de tiempo cortas sea determinado por el campo magné-
tico en vez de las colisiones. En el caso de las colisiones coulombianas la frecuencia de colisiones
representa el inverso del tiempo promedio que debe transcurrir para que la velocidad se deflecte un
angulo de 7. Entonces notando que la posicion por el giro de las particulas en el campo magnético

s 7= b x % se tiene que en este mismo tiempo la colisiéon haria que la particula se moviera a otra
orbita circular vecina que distaria de la primera una cantidad del orden de el radio de Larmor.
Entonces en el tiempo ll/ las particulas se desplazarian aleatoriamente distancias del orden de p el
coeficiente de difusion iria como

D, ~vp?. (1.16)

Pues en una camianta aleatoria que da pasos de longitud Az en intervalos de tiempo At el coefi-
ciente de difusion es D ~ (Az)?/At.

Si se consideran so6lo colisiones entre iones y electrones entonces sus difusiones escalarian de la
misma forma porque los giroradios se relacionan mediante p; = (m;/ me)l/ 2p. vy sus frecuencias de
colisiones mediante vy, = (me/m;)ve;

En la direccion paralela al campo magnético las colisiones reducen la movilidad y simplemente
el tamano del paso entre cada tiempo de colision es A por lo que el coeficiente de difusion es

Dy~ X\ (1.17)

1.2.2. Transporte Neoclasico

En este caso la geometria del campo magnético juega un papel importante. Las cantidades que
muestran su forma general son el factor de seguridad ¢ = % donde 7 es el radio medio de la
superficie magnética, R la distancia del eje magnético al centro del toro. By es el campo magnético
toroidal y By el campo magnético poloidal. Esta cantidad describe aproximadamente que tanto se
enrollan las lineas magnéticas en el toro, entre menor sea se tendria una linea de campo magnético
que completa mas vuelvas poloidales por cada vuelta toroidal. La otra cantidad importante es la
variable € = & que es conocida como la razon de aspecto inversa. Todas estas variables se ilustran
en la figura 1.4. Para superficies magnéticas axisimétricas (Tokamaks) el transporte se divide en 3
regimenes. Divididos por la cantidad conocida como colisionalidad que representa la razén entre la
frecuencia de colisiones, v y la frecuencia de giro poloidal sobre la superficie magnética (frecuencia
de transito), v;/qR. También se puede ver como la razon entre la longitud que recorre una particula
en el campo magnético al dar una vuelta poloidal, L, entre el camino libre medio, A.

El régimen de alta colisionalidad se cumple cuando

L v

—~— 1 1.18
5 Ut/qR>>, (1.18)

y es llamado régimen de Pfirsch-Schliiter
El régimen de colisionalidad baja se divide en 2 cuando ¢ < 1. El régimen de Plateau que se
define en

82 « w/ﬁ <1, (1.19)
y el de Banana
orJaF < 2, (1.20)

1.2. TRANSPORTE COLISIONAL.
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Régimen de Pfirsch-Schliiter

Como la frecuencia de colision excede la de transito entonces el movimiento en la direccién
paralela al campo magnético es difusivo
(%

Dy ~ v\ ~ L. 1.21
|~ VAT~ (1.21)

Entonces el tiempo que tarda en dar una vuelta poloidal es

At ~ (qu)? ~v (ﬁ)Z. (1.22)

l Ut

El transporte a través de las superficies magnéticas esta dado por la velocidad de deriva (ec. 1.7)
de curvatura y de gradiente de B. Estas velocidades son de orden vy ~ £v;. Cuando estd en la
mitad superior de la superficie magnética la deriva es hacia superficies magnéticas mas cercanas
al eje magnético y hacia mas alejadas cuando esta en la mitad inferior de su superficie. Esto es lo
que produce la caminata aleatoria. Entonces en lo que tarda en dar una vuelta, la velocidad de
deriva produce un paso de

At
Ar ~ vgAt ~ pv;% : (1.23)
y entonces el coeficiente de difusion escala como
Ar)?
D) ~ (At> ~ ¢vp?. (1.24)

Que es mayor que el coeficiente de transporte clasico por el factor ¢2.

Régimen de Banana

Este régimen recibe su nombre porque las trayectorias que lo causan tienen una forma similar
a la fruta tal como se muestra en la figura 1.7. Para describirlas hay que notar que la intensidad
del campo magnético decrece con la distancia al centro del toro como B o 1/R. Entonces en una
superficie magnética ocurre el efecto de espejo magnético entre la parte més cercana al centro del
toro y la mas alejada. La razon entre las intensidades de los campos magnéticos en estos puntos
es de Bpin/Bmar = 1 — 2¢ y entonces de la ecuacion 1.11 tenemos que las particula atrapadas
en estos espejos magnéticos son las que se encuentran en |vj|/v; < y/e. Para calcular el radio de
estas Orbitas consideremos lo siguiente. como € es pequeno entonces la velocidad de las particulas
atrapadas es mayoritariamente perpendicular a la linea de campo entonces v, ~ v; y entonces
v| ~ v/ev;. Ademas la distancia tipica en la que se extienden son del orden de la necesaria para dar
una vuelta poloidal, es decir gR de forma que el periodo de estas orbitas es del orden de Rgq/+/ev,
y lo que produce el ancho de las orbitas son las velocidades de deriva de orden (p/R)v; por lo que
el ancho de las islas es de orden g

ory ~ e (1.25)
Tipicamente este valor es mucho mas grande que p, lo que produce un paso largo en la caminata
aleatoria.

Debido a que las particulas que dominan en este tipo de transporte se encuentran en un rango
de velocidades muy acotado entonces el cambio en la direccién de la velocidad no necesita ser del
orden de una vuelta completa para descorrelacionar estas orbitas de banana sino simplemente del
mismo orden del rango donde estan estas trayectorias en el espacio de velocidades, que es /€. Esto

1.2. TRANSPORTE COLISIONAL.
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reduce el tiempo de colisiones necesarias lo que es lo mismo que incremente la frecuencia efectiva
de las colisiones. El operador de colisiones dispersa la direccion velocidades difusivamente por lo
que la frecuencia efectiva es

v
et = T (1.26)
Entonces el coeficiente de difusion es
2
Dy ~ vgp(dry)? ~ %VpQ. (1.27)

Que es mayor que el de Pfirsch-Schliiter por un factor 1/¢2.

Figura 1.7: Orbita de banana. Imagen tomada de |7]

Régimen de Plateau

Este régimen solo se puede diferenciar de los otros cuando la razén de aspecto es muy grande.
Aqui se tiene que la gran mayoria de las 6rbitas que no estan atrapadas son précticamente no
colisionales por lo que no contribuyen mucho al transporte, mientras que por otro lado las érbitas
de bananas son constantemente interrumpidas por las colisiones lo que causa que los grandes anchos
de las 6rbitas de banana no se realizen y por lo tanto estas trayectorias no contribuyen mucho al
transporte.

Sin embargo en este régimen hay particulas circulantes en un rango de velocidades paralelas lo
suficientemente pequenas como para que su frecuencia de colisiones efectivas , v.f, sea alta com-
parada con su frecuencia de transito poloidal, wy,. De forma que se puedan producir caminatas
aleatorias del tipo del régimen de Pfirsch-Schliiter. Pero como son particulas circulantes su velo-
cidad paralela también debe ser lo suficientemente alta como para sobrepasar la fuerza de espejo
magnético. Por la necesidad de que se cumplan estas dos condiciones, este régimen solo ocurre
cuando la razén de aspecto inversa es muy pequena.

Por lo anterior este conjunto de particulas cumple que

Vef ™~ Wip, (1.28)
donde

—2
Y|
~ 1.2
Vef v (Ut> ) ( 9)

1.2. TRANSPORTE COLISIONAL.
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' Yl
~—. 1.30
wtp qR ( )
De forma que la ec. 1.28 se vuelve
U 3 v
3/2 )~ 1 1.31
€KL <Ut) v/qR < I ( )

donde la primera desigualdad se usa por el requisito de que este conjunto de particulas sea circulante

i.e U||/U > \/E

La proporcion de estas particulas es
Nyres U”
—_—

el (1.32)
y son llamadas particulas resonantes. El tamano de su paso aleatorio es
v
Ar ~ =2 (1.33)
Ve f

De forma que este conjunto de particulas produce un coeficiente de difusiéon que escala como

Nres 2 Y ’ Vi 2 24 2
D, ~ —v(Ar)” ~ (—) <~ quip” ~ QCypT. (1.34)
n vy v

Donde @y, es la frecuencia de transito poloidal tipica de la distribucién térmica y no del subcon-
junto que produe el transporte. Se observa que el coeficiente de difusion es independiente de la
frecuencia de colisiones v y de ahi proviene el nombre del régimen.

Finalmente cabe notar que la frecuencia de colisiones es una cantidad que depende de la tem-
peratura y la densidad del plasma por lo que en diferentes superficies magnéticas se encuentran
diferentes regimenes de colisionalidad.Y que en el caso asimétrico aparecen nuevos regimenes de
colosionalidad .

1.3. Transporte turbulento

Como se dijo en la seccion pasada, para calcular el transporte colisional se supuso que la derivada
parcial en el tiempo era pequena y se ignoraba. Esto implica que no se consideran oscilaciones en
el plasma. Sin embargo en muchas situaciones estas oscilaciones juegan un papel crucial. Aqui
se entiende oscilaciones como perturbaciones respecto de la posicion de equilibrio que pueden
aparecer en una configuracion del plasma. Estas oscilaciones del plasma pueden ser inestables
y crecer conforme pasa el tiempo, lo que puede hacer que el plasma afecte la forma impuesta
externamente del campo magnético y se pierda el confinamiento. Cuando estas inestabilidades son
macroscopicas pueden ser estudiadas con la teoria de fluidos del plasma en donde se encuentra que
se pueden prevenir si los parametros del plasma se restringen a ciertos rangos. Ejemplos de esto es
que el factor de seguridad debe cumplir que ¢ > 1 y que la relacion entre la presion del plasma y
la presion magnética 3 que es proporcional ~ T//B? debe ser pequena.

Las inestabilidades también se presentan en escalas pequenas con una longitud de onda orden
del radio de Larmor de los iones. Estas son conocidas como microinestabilidades y generan los me-
canismos que provocan el transporte turbulento del plasma. El crecimiento de las ondas después
de un tiempo se satura. Este es un problema no lineal complicado de resolver. Las inestabilidades
suelen ocurrir como procesos de relajacion y disipacion de energia en cuyo caso se llaman disipati-
vas, pero también las hay sin perdida de energia y son llamadas reactivas. La formaciéon de muchas

1.3. TRANSPORTE TURBULENTO
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de estas microinestabilidades son descritas en la referencia [10]. De ellas la mas comun es la de las
ondas de deriva, en la que se extrae energia de los gradientes de presiéon y temperatura.

Las microinestabilidades pueden ser electrostaticas o electromagnéticas, en el primer caso es el
campo eléctrico es el responsable del transporte y en el segundo el magnético. El transporte se
produce por una variacion cadtica de los campos. La escala temporal de estas variaciones suelen
ser mayores a la frecuencia de giro de los electrones. Por esto, en el caso de las electrostaticas, el
efecto del campo eléctrico se manifiesta a través de la velocidad de deriva que causa:

. ExB
Entonces la difusiéon se hace con velocidades tipicas %
Ax)? E
D, ~ (Az) ~ vpAx ~ EAx. (1.36)

Suponiendo que el paso aleatorio es del orden la la longitud de onda de las microinestabilidades
entonces EAx ~ ¢ con ¢ el potencial eléctrico tipico de las ondas. Este potencial eléctrico es del
orden del valor maximo de saturacion de las ondas y es proporcional a la temperatura es decir,
q¢ ~ kT. Por lo que el coeficiente de transporte turbulento escala como

D, ~ (1.37)

Con ky, la constante de Boltzmann. Este es conocido como el coeficiente de difusion de Bohm. Esta
cantidad disminuye mas lentamente con el campo magnético B~! que el transporte colisional B~2.

1.4. Introduccién al modelo de particula prueba.

El transporte turbulento es complicado de describir analiticamente. Por otro lado, los estudios
numericos son muy demandantes computacionalmente y los resultados obtenidos no son faciles
de interpretar. En vista de esto resulta tutil estudiar modelos reducidos en donde se incluyan los
fenomenos fisicos esenciales.

El presente trabajo se enfoca en un modelo de turbulencia débil en déonde se supone que existe
un espectro fijo de fluctuaciones electrostaticas y las particulas se mueven en reacciéon a él.

El caso méas simple para este espectro que reproduce un comportamiento cadtico fue estudiado
en la referencia [11]|. Consiste solo de dos ondas sinusoidales de la forma

Qﬁ(l‘, Y, t) :gbOl COS(lex) COs [kly(y - V;)lt)] + (1 38)

Poz co8( Koy x) €08 [kay (y — Vial)] '

que producen dindmicas cadticas en partes del espacio cuando se satisface que
= Las velocidades de fase son distintas.

» Las derivas E' x B son muy parecidas

= La deriva E X B es mas grande que la velocidad de fase.

1.4. INTRODUCCION AL MODELO DE PARTICULA PRUEBA.
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Si se elige un espectro mas amplio de ondas el transporte se vuelve mas complicado de describir. Sin

embargo si se asume que todas las ondas tienen la misma amplitud y niimero de onda, entonces la

ecuaciones de movimiento se pueden reducir a un mapeo simpléctico Hamiltoniano. Este espectro

es el que se utiliza y su mapeo fue estudiado en la referencia [12] en un contexto diferente.
Siguiendo la referencia [1]| se extiende el modelo de dos formas:

» Se consideran los efectos de radio de Larmor finitos .
= Se asume que existe un flujo de fondo

Lo primero se hace con el fin de estudiar el transporte de distribuciones térmicas de particulas.
Lo segundo se hace para estudiar las observaciones experimentales que indican que los flujos con
cizalla reducen el transporte en la direcciéon perpendicular a ellos. El objetivo de esta tesis es
estudiar estos modelos.

El trabajo esta organizada de la siguiente forma.

= En el capitulo dos se define el modelo y la geometria para el transporte turbulento que se
usa asi como sus dos extensiones. También se enuncian los mapeos que rigen la evolucion
temporal de las particulas y se describe de manera cualitativa sus espacios fase.

= En el capitulo tres se estudia el transporte turbulento sin considerar el flujo.

e En la seccion 3.1 Se encuentra que el mapeo sin giropromediar produce un transporte
difusivo con un coeficiente de difusion que, para amplitudes de onda muy grandes, escala
con la amplitud al cuadrado. También se explica que se pueden encontrar correcciones
al coeficiente de difusiéon para amplitudes menores y se enuncia cual es la primera
correccion.

e FEn la seccion 3.2 se obtiene que cuando se toma una distribucion térmica y se considera el
giropromedio entonces el transporte sigue siendo difusivo pero el coeficiente de difusion
del ensamble disminuye exponencialmente con la temperatura. Ademas la distribucion
de posiciones de las particulas deja de ser gaussiana al ir incrementando la temperatura
y adquiere colas que decaen més lento.

Los resultados obtenidos se corroboran con simulaciones numéricas y concuerdan con lo
encontrado en la referencia 1] cuando la amplitud de las ondas en muy grande. Sin embargo
el desarrollo se hace considerando la primera correcciéon al coeficiente de difusiéon por lo que
lo encontrado es valido en un rango mayor de amplitudes

= En el capitulo cuatro se estudia el efecto de incluir un flujo de fondo. Se estudian tres per-
files de flujo: lineal, gaussiano y de escaléon. Con simulaciones numéricas se encuentra que
el transporte en la direcciéon perpendicular a ellos practicamente no cambia para valores de
amplitud mayores a uno. Sin embargo en la direcciéon paralela el transporte cambia significa-
tivamente: se vuelve superdifusivo para el perfil lineal, balistico para el de escalon y para el
gaussiano se mantiene el transporte difusivo pero aumenta significativamente para valores de
amplitud pequenos. Se propone de manera original un procedimiento con el que se obtienen
analiticamente los coeficientes de transporte en la direccion paralela y lo obtenido concuerda
con las simulaciones.

= En el capitulo cinco se intenta encontrar una explicacion ilustrativa al origen de las correc-
ciones del coeficiente de difusion.

1.4. INTRODUCCION AL MODELO DE PARTICULA PRUEBA.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 14

= En el capitulo seis se presentan las conclusiones.

= Finalmente en los anexos se presentan las deducciones de los mapeos y la aplicacion de un
procedimiento presentado en la referencia 13| para obtener la primera correccion al coefi-
ciente de difusion.

1.4. INTRODUCCION AL MODELO DE PARTICULA PRUEBA.



Capitulo 2

Modelo de particula prueba

2.1. Mapeos.

2.1.1. Mapeo sin flujo

Con el siguiente modelo se estudia el transporte turbulento de un ensamble de particulas cargadas
magnetizadas|11].

= Se considera un campo magnético uniforme en la direcciéon 2

—

B = Byz. (2.1)
Este campo esta asociado a la componente toroidal de un plasma toroidal.

= Se asume que el transporte es producido principalmente por la deriva del centro de guia
debida al campo eléctrico:
dr  ExB

@&~ B (22)

Donde 7 = (z,y) y « y y estan asociadas a las direcciones radiales y poloidales en un plasma
toroidal respectivamente.

= Se supone que el campo eléctrico esta dado por el potencial eléctrico dependiente del tiempo
mediante

E = —Vo(z,y,t). (2.3)

= Y se asume que el potencial eléctrico, que representa las fluctuaciones electrostaticas por
microinestabilidades, esta dado de la siguiente forma

B - ~J 0 npar
p=A Z cos(z + 0,) cos(y + 0,, + nt) Qn—{ 5 impar

2

(2.4)
n=—oo

Esta expresion describe un conjunto infinito de ondas que se propagan en la direcciéon vy,

todas con el mismo ntimero de onda y con velocidades de fase uniformemente espaciadas.

Este modelo ignora la interaccion entre los diferentes modos de la onda y la retroalimentacion
al potencial debida a la dinamica de las particulas. Es decir no es un sistema autoconsistente, sin
embargo modelos de este estilo son ttiles para obtener interpretaciones fisicas simples de procesos
complicados.
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De las ecuaciones descritas se puede obtener que se esta estudiando un sistema Hamiltoniano
donde el potencial eléctrico ¢ normalizado por el campo magnético juega el papel del Hamiltoniano
y las variables conjugadas del espacio fase son = y y. Esto pues las ecuaciones de movimiento son

dv __9(¢/B) dy 0(¢/B)

= _ ) A 2.5
dt oy 7 dt Ox (25)
La evolucion temporal de las particulas se puede reducir al siguiente mapeo:
2" = 2" — 2w Asen(z™),
+ + ( 7) (26)

" =2 + 2rAsen(zT).

Donde z+ = = £ y. Y cada iteracion del mapeo representa un avance de 27 en el tiempo. Los
pasos para llegar a esta expresion se describen detalladamente en los anexos en la secciéon 6.1.

2.1.2. Mapeo sin flujo giropromediando

El modelo anterior es valido cuando el radio de Larmor es muy pequeno comparado con las
escalas espaciales relevantes del problema. Sin embargo al tratar con particulas con energias altas
o variaciones del campo eléctrico muy grandes en distancias pequenas, esta condiciéon deja de
cumplirse. En estos casos se deben considerar efectos de radio de Larmor finitos, esto se puede
hacer promediando las ecuaciones de movimiento sobre una giro-orbita. Este promedio se puede
definir de la siguiente forma [14]:

1 2m
(&g = ﬁ/o &(z + pcosB,y + sen)do. (2.7)

Donde p es el radio de Larmor y (x,y) son las coordenadas del centro de guia.  es la giro-fase.
Aplicando este promedio a las ecuaciones de movimiento, y en particular al potencial, se obtiene
que el nuevo mapeo es:
gt =gt — 21 AJy(V2p) sen(a™),

2™t = 2" 4 21 Ay (V2p) sen (2" Hh).

Donde Jj es la funciéon de Bessel de primer tipo de orden 0. La deduccion de esta expresion se
muestra en los anexos en la secciéon 6.2

(2.8)

2.1.3. Mapeo con flujo

Al modelo hasta ahora descrito se le puede incluir un flujo macroscépico en la direcciéon y pro-
ducido también por una deriva E x B. Esto se hace mediante la inclusién de un potencial ¢q(z)
que solo dependa de x. De modo que el potencial en este caso es:

¢ = ¢o(x)+7A Z [cos(z — y)o(t — (2m)7m) + cos(x + y)o(t — (2m + 1)m)]. (2.9)

Con él, la evolucion temporal de una particula se puede dejar expresada como el mapeo a 2 pasos
siguiente:

2.1. MAPEOS.
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72 = o 4 Q")
n+35 n nt3 n
x_ ? =a" +21Asen(z, ?) — 7Q(2"),
L ) (2.10)
2 =22 r Qe 2),
n+s 1
gt = ZL‘++2 —2rAsen(2z™™) + 1Q(z"12).
Donde Q(z) = %ﬂg’”) es el perfil de velocidades en la direccion y producidas por el flujo. Cada uno

de los mapeos representa un avance en el tiempo de 7. De nuevo la deducciéon para este mapeo se
puede encontrar en los anexos en la seccién 6.3

2.1.4. Mapeo con flujo giropromediando.

Finalmente, si se desea incluir el flujo poloidal y las correcciones de radio de Larmor finito se
puede hacer combinando los mapeos anteriores de la siguiente forma.

J]i+§ = :L’Z'_ + WQ@(ZL‘”),
1 ol
2 =g g 21 AJy(V2p) sen(x++2) — Qy(x™),
1 ) (2.11)
" =2 2 — Qe (2" 2),
n+s 1
gt = x++2 — 2w AJo(V2p) sen(z™ ) + 7 (2" 2).
Donde €y es el perfil de velocidades giropromediado
1 2m
Qy(z, p) = 2—/ Q(x + pcos)do. (2.12)
T Jo

Y de nuevo el mapeo se debe hacer a 2 pasos.

2.1. MAPEOS.
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2.2. Caracteristicas del Espacios fase.

2.2.1. Mapeo sin flujo

El espacio fase del mapeo sin flujo dado por la ecuacion (2.6) se muestra en la figura 2.1 para
diferentes valores de A. Estos se construyeron graficando las iteraciones del mapeo para diferentes
condiciones iniciales.Cada color corresponde a una trayectoria diferente.

En la figura 2.1 a) se observa que espacio fase tiene una periodicidad de 27 en ambos ejes. En
este caso A = 0.01 es muy cercana a 0 y se observa que la mayoria de las trayectorias son acotadas
y orbitan en torno a puntos fijos elipticos localizados en

(z,y) = (mm,nm), (2.13)

con n y m numeros enteros. Estas curvas son llamadas curvas invariantes pues bajo la aplicacion
del mapeo las particulas que comienzan en ellas permanecen en ellas.
Ademaés existen puntos fijos hiperbolicos localizados en

(z,y) = (m+ )7, (n+ 5)7). (2.14)

En torno a ellos existe una pequena regiéon donde las trayectorias no son acotadas y ademaés
presentan un comportamiento estocéstico. Esta region es conocida como red estocastica[l5].

En la figura 2.1 b) al aumentar A de 0.01 a 0.2 se observa que la region ocupada por la red
estocastica aumenta . De acuerdo a [16] el crecimiento es exponencial para valores pequenios de A
y tiene un ancho del orden de exp (22).

El tamano de la regiéon ocupada por las orbitas acotadas disminuye, ademés la diferencia entre
sus anchos en la direccion z y la direccion y aumenta, las trayectorias que orbitan en torno a un
punto fijo eliptico con m + n par se elongan en la direccién = y si m + n es impar las trayectorias
se elongan en la direcciéon y.

En la figura 2.1 c) se vuelven mas notorios los efectos descritos. Al llegar a A = 0.4 en la figura
2.1 d) se observa que los puntos fijos que antes eran elipticos se vuelven hiperbélicos y pasan a
formar parte de la red estocéstica. Esto da lugar a orbitas acotadas que estan divididas en dos
partes inconexas. Cada una de estas partes se forma alrededor de puntos fijos elipticos de periodo
2.En este caso se dice que ocurre una bifurcaciéon. Asi como los puntos fijos se obtienen de la
condicién 't = 27, los puntos fijos de periodo 2 cumplen que 2’5" = 2%. A diferencia de los
primeros, los de periodo 2 no se encuentran en posiciones fijas independientes de A y cuantos de
ellos hay aumenta conforme se incrementa A.

En la figura 2.1 ) con A = 0.5 se observa que la region estocéstica se esparce sobre una mayor
parte del espacio fase y para A = 1 en la figura 2.1 f) parece ser que todo el espacio fase es ocupado
por la red estocastica. Sin embargo a escalas mas pequenas que la mostrada siguen existiendo
regiones con curvas invariantes que a su vez pueden estar separadas en més partes inconexas cada
una en torno a puntos fijos de periodos mas altos.

2.2.2. Mapeo sin flujo giropromediando

El efecto de giropromediar el mapeo sin flujo fue el de producir una amplitud de las oscilaciones

efectivas dada por
A — Jo(V2p)A. (2.15)

Con Jj la funcion de Bessel del primer tipo de orden 0. Esta funcién se muestra en la figura 2.2
como funciéon de su argumento, en nuestro caso z = v/2p. En ella notamos que Jo(0) = 1, como

2.2. CARACTERISTICAS DEL ESPACIOS FASE.
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A=0.5 A=1.

Figura 2.1: Espacio fase del mapeo sin flujo para diferentes valores de A.

2.2. CARACTERISTICAS DEL ESPACIOS FASE.



CAPITULO 2. MODELO DE PARTICULA PRUEBA 20

deberia de ser pues para p = 0 no hay correcciones por radio de Larmor finito. Ademas se observa
que Jo(z) se hace 0 en una infinidad de valores. Para estos valores de radio de larmor, el modelo
predice que las particulas no sentiran efecto alguno por las ondas electricas. También notamos
que la amplitud efectiva se hace negativa para otro conjunto de valores. Valores negativos de A
producen practicamente el mismo espacio fase que si A fuera positivo y de la misma magnitud,la
tnica diferencia es una traslacion de la siguiente forma

(z,y) = (z+m,y+7). (2.16)

Finalmente, se muestran en lineas punteadas negras el comportamiento de la amplitud méaxima
de las oscilaciones para z > 1. Estas decaen inversamente proporcional a y/z. Mientras tanto, las
oscilaciones se presentan con un periodo asintotico de 2. La expansion asintotica de Jy(z) vélida

para z > 1 es [17]
2 T
Jo(x) =4/ —cos (9[: — Z) : (2.17)

De esto concluimos que el giropromedio siempre disminuye la amplitud de las ondas efectivas y
por lo tanto también reduce el nivel de caos. En la figura 2.3 se muestra como disminuye la regiéon
estocastica al considerar efectos de radio finito mediante el giropromedio para un valor de A = 0.55
y p=0.9.

2.2.3. Mapeo con flujo

La aparicion de flujo poloidal produce nuevas caracteristicas en la estructura del espacio fase
para valores pequenos de A. Los perfiles de velocidades §2(x) que se usaron en esta seccion son los
mostrados en la figura 2.4, son 2. El primero consiste en un perfil monétono lineal en un rango
acotado de la forma

2d . M
Lx stz < 5
Q €Tr) = M . 2’ 218
() 0 siz|> % (2.18)
esto se traduce en una recta con pendiente m = QMd en un intervalo de ancho M centrado en el

origen. El segundo perfil de velocidades es no monoétono y gaussiano de la forma:

N

Qo(z) = de~(#)", (2.19)

que tiene amplitud d y ancho M. El ancho se eligi6 de forma que fuera de él, el flujo fuera
lo suficientemente pequeno para no cambiar la estructura del mapeo sin flujo. En nuestro caso
M = 4\/50, donde o es la desviacion estandar definida para la distribucién normal.

En la figura 2.5 se muestra el espacio fase con perfil de velocidades gaussianos para los pardmetros
(p,A,d, M) = (0,0.1,0.2,6). En ella se muestra la aparicion de barreras de transporte. Que son
producidas por las curvas invariantes verticales cerca del origen. Estas causan que las particulas
que se encuentran en la red estocastica y que en ausencia del flujo tienen trayectorias sin cota
en todas direcciones no puedan pasar del lado izquierdo al lado derecho de la zona con flujo. La
persistencia de las barreras de transporte para mapeos con flujo no monétonos especificos han sido
estudiadas en las referencias [18] y [19], donde se encontré que la region en el espacio de parametros
en que ocurren tiene una estructura fractal.

En la figura 2.6 se grafica el espacio fase con perfil de velocidades gaussiano para los valores
(p,A,d, M) =(0,0.1,2,6). En esta se ilustra que si el valor de las velocidades del perfil se aumenta
lo suficiente, el espacio fase se vuelve estocastico en la region del flujo, esto a pesar de que el valor
de A sea pequeno y el mapeo sin flujo produzca mayoritariamente curvas invariantes.

2.2. CARACTERISTICAS DEL ESPACIOS FASE.
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Jo(x)

Jpm—— e

0 10 20 30 40

Figura 2.2: Grafica de Jy(z) la funcion de Bessel de primer tipo de orden 0

A=0.55, p=0. A=0.55, p=0.9

k) 2 12"
Figura 2.3: Reduccion de la region estocéstica al aumentar el radio de Larmor de p = 0.0(izquierda)
a p = 0.9(derecha) para una amplitud de las ondas igual a A = 0.55 .

2.2. CARACTERISTICAS DEL ESPACIOS FASE.
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En la figura 2.7 se muestra el espacio fase con perfil de velocidades gausiano para los valores
(p,A,d, M) =(0,0.1,6,0.1). En este caso el perfil de velocidades es grande pero esta restringido a
una region muy pequena. El efecto es la produccion de regiones estocasticas en escalas de longitud
mayores que la del flujo.

En la figura 2.8 se muestra el espacio fase con perfil de velocidades lineal para los valores
(p,A,d, M) = (0,0.1,6,0.1). Se puede observar que para este flujo y valor pequeno de A apa-
recen también barreras de transporte y regiones estocésticas inducidas por flujo.

En la figura 2.9 se muestra el espacio fase con perfil de velocidades gaussiano para los valores
(p,A,d, M) =(0,1,1.6). Esta grafica ilustra que siempre que A > 1 el espacio fase sera estocastico
independientemente del flujo.

2.2. CARACTERISTICAS DEL ESPACIOS FASE.
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p=0,A=01,d=0.2,M=6

Perfiles de Velocidad
Q(x)

M/2 M/2

Figura 2.4: Perfiles de velocidad gaussianos y li- Figura 2.5: Formacién de barreras de transporte
neales de ancho M y amplitud d debidas a un pérfil de velocidad gaussiano y valor
de A pequeno

p=0A=0.1,d=6,M=0.1

p=0,A=0.1,d=2.,M=6
y

L

Figura 2.7: Un perfil de velocidades gaussiano al-
tamente localizado produce una region estocésti-
ca mucho més grande que su ancho.

Figura 2.6: Produccion de regiones estocésticas
debido al flujo para valor de A pequeno

p=0A=0.1,d=1.5,M=16
p=0A=1.,d=1.,M=6

Figura 2.8: El pgrﬁl de velocidades lineal también Figura 2.9: Para Valores de amplitud efectiva
provoca la apariciéon de barreras de transporte y

. . grandes o velocidades de flujo grandes el espacio
de regiones estocasticas para valores de A peque- .
- fase se vuelve estocastico.
nos
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Capitulo 3

Transporte para particulas en ausencia de
flujo

3.1. Mapeo sin flujo.

La entropia de Kolmogorov-Sinai, h, para el mapeo sin flujo y para A > 1 se define, de acuerdo

a la referencia [12], como
h = 2log(mA). (3.1)

Esta cantidad caracteriza al movimiento de las particulas como estocéstico ya que es una medida de
la divergencia exponencial de trayectorias inicialmente muy cercanas. Con ella podemos obtener
un estimado del ntmero de iteraciones, n,.,q necesarias para que una poblacion de particulas
que inician su movimiento en una regiéon pequena del espacio fase AxAy evolucionen y llenen
aleatoriamente el espacio fase considerando una periodicidad de 27. Esto se hace mediante la
siguiente ecuacion,

log (2~
Nyrand = glAw) . (32)

Por ejemplo, si las particulas comenzaran separadas una distancia no mayor a Az = 107y A = 10
entonces N,q,q = 3.6. Entonces después del orden de 4 iteraciones las posiciones de las particulas
modulo 27 llenaran aleatoriamente el espacio fase. Esta propiedad es conocida como ergodicidad.
Esta evolucion aleatoria de trayectorias cercanas hace que todo el espacio fase se esté mezclando
continuamente lo que reduce la correlacion de las trayectorias con su pasos anteriores y hace que
la evolucion del sistema sea descrita mejor de manera estadistica. Entonces podemos hablar de la
funcion de distribucion de probabilidad P(x,n) de las particulas. Si suponemos que las trayectorias
de las particulas carecen de correlacion, entonces podemos expresar la evolucion temporal de la
siguiente forma

P(x,n+1) = /P(a: — Az, n)Wi(z — Az, n, Az)d(Az). (3.3)

donde Wy(z,n,Ax) es la probabilidad de que un conjunto de particulas que que se encontraban
en x durante la iteraciéon n sufran un incremento en x igual a Az en esa iteracion. Expandiendo
el integrando a segundo orden en Ax y reacomodando se llega a una ecuaciéon de Fokker-Planck.
Ver por ejemplo [13].

oP 0 1 0

o = —%(BP) + 5@(DP), (3.4)
donde

B(x) :/Ath(w,n, Ax)d(Az) ; D(x) :/(Ax)2 Wi(x,n, Az)d(Azx). (3.5)



CAPITULO 3. TRANSPORTE PARA PARTICULAS EN AUSENCIA DE FLUJO 25

Son los coeficientes de friccion y difusion respectivamente. Estos estan relacionados mediante la
igualdad de Landau

p_1dD

2 dx

Sin embargo después del orden de n,.,q iteraciones cualquier distribucion inicial de las particulas se
vuelve aleatoria en el espacio fase con la modularidad considerada. Esto implica que para n >> n,.4nq
D no depende de la posicion y por lo tanto la ecuacion que describe la funciéon de distribucion de
las particulas es

(3.6)

oP 0*P

on  0x2
Donde se absorbi6 el factor de 2 dentro de la definicién del coeficiente de Difusion. La ergodicidad
del mapeo y la suposicion de no correlacion entre iteraciones consecutivas implica que en vez de
usar la ecuacion (3.5) para D podemos simplemente hacer un promedio de los desplazamientos
cuadraticos sobre el espacio fase de la forma

(3.7)

R Y PR ~ {(A2)*) @)
D=y /0 /0 (A dndy = "=, (3.8)

La ec. )(3.7) es una ecuacion de difusion estandar. Si ponemos como condicion inicial P(x,0) =
d(z) la evolucion temporal es gaussiana y de la forma
P(e,n) = < e (39
r,n) = ——=e¢e 4Dn. .
4w Dn
El ancho de la gaussiana, dado por su desviacion estandar o, crece con el tiempo de la siguiente
forma o? = 2Dt. Este comportamiento es distintivo de los procesos difusivos. La ecuacion (3.9)
presenta un comportamiento autosimilar por ser de la forma

P(x,n):\/;_ng (\/Z_) (3.10)

Lo que significa que si se usan las variables escaladas

51 :I/V 2D7’L,

P(&) = P(z,n)V2Dn, (3:11)

entonces todas las Distribuciones de probabilidad que dependen de x, n y D colapsan en la misma
distribucién
P&) = —=c% (312)
= e 2. .
! Vo

Ahora calculemos el coeficiente de difusion para el mapeo sin flujo usando la ecuacion )(3.8), el
mapeo de la ec. (2.6), asi como la transformacion inversa x = (x4 + x_)/2. Se tiene que

Az = 2" — 2" = T A(sen(2™) — sen(z™)). (3.13)

Como se supone que el espacio fase esta distribuido aleatoriamente antes y después de la iteracion

y que 371“ no esta correlacionado con z" se tiene que

((Az)?) = 7 A*((sen(a’t™) — sen(x’i))2> =717 A% ((sen®(zT™)) + (sen®(z"))) = 72 A% (3.14)

3.1. MAPEO SIN FLUJO.
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Donde se us6 que el promedio de sen?(z) sobre periodos completos es % Entonces el coeficiente de
difusion para el mapeo sin flujo es

w2 A?

2

Este valor obtenido con la suposicién de no correlacion entre iteraciones sucesivas del mapeo es
conocido como coeficiente de difusion cuasilineal. Cabe notar que este valor se obtiene definiendo
a la unidad de tiempo como el tiempo entre iteraciones que es igual a 2. Los resultados obtenidos
se hicieron para la direccion z, los resultados en la direcciéon y son idénticos para el mapeo sin
flujo.

Los resultados hasta ahora obtenidos se corroboraron con una simulaciéon numérica. Para esto se
iniciaron 2000 particulas en un cuadrado centrado en el origen de ancho § = 1x107°. Se iteraron sus
posiciones con el mapeo sin flujo 100 veces para garantizar que 3.2 se cumpliera. Después se itero
5000 veces méas y se calculo la varianza de las posiciones de las particulas cada 200 iteraciones,S(t).
Esto se hizo para 300 valores de A distribuidos exponencialmente(In(A) uniformemente distribuido)
en el rango [10',10°]. De la ec. (3.8) y la ergodicidad se tiene que el coeficiente de difusion y la
desviacion estandar de un ensamble de particulas se relacionan mediante.

D= (3.15)

5(t)

D= .
2n

(3.16)
Para comprobar que se cumple esta proporcionalidad lineal entre la varianza del ensamble de
particulas y el tiempo se hizo un ajuste lineal con parametro v a la ecuacion

S(t) = B(A)n", (3.17)

es decir a
In(S) =In(B(A)) +yInn. (3.18)

Se obtuvo un valor de v para cada A en ambas direcciones. En la figura 3.1 se muestra el histograma
para ,. Los valores obtenidos se encuentran entre

v, = 1.001 £ 0.017,

3.19
~, = 1.002 + 0.018. (3.19)

Donde la incertidumbre se consider6 como la desviacion estandar de la distribucion.Entonces el
comportamiento si es lineal en los rangos estudiados con un 2% de incertidumbre. En vez de
utilizar la ec. 3.18 para obtener D, se hizo un ajuste lineal al In de la ec.3.16. En la figura 3.2 se
muestran los valores de D, (A) obtenidos y su ajuste lineal. Los valores de los ajustes fueron

In(D,) = (2.000 & 0.002) In(A) + (1.60 % 0.02),

In(D,) = (2.000 % 0.002) In(A) + (1.60 £ 0.02). (3.20)

Es decir
D, = (4.9330 = .09) A(>0000.002)

D, = (4.9332 + 0.08) A(2:000£0.002), (3.21)

y notando que 72/2 = 4.935 vemos que la ecuacion (3.15) se cumple dentro de la incertidumbre
obtenida.

Finalmente en la figura 3.4 se comprueba la autosimilaridad de las funciones de distribucion de
probabilidad como funcién del tiempo bajo el reescalamiento 3.11. Esto se hace para los valores de

3.1. MAPEO SIN FLUJO.
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Linealidad enire varianza en x y ntiimero de iteraciones Difusion en x vs amplitud

® D)
In(D;) = 200In (A} + 1.60
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Figura 3.1: Histograma para los valores de y Figura 3.2: Coeficiente de difusién en x, D,,
para comprobar la linealidad de la varianza como funcién de A en escala logaritmica. El

con el nimero de iteraciones . ajuste lineal es In D = 2.00A + 1.60
FDP Sin flujo
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Figura 3.4: funciones de distribucion en las
iteraciones n = [100, 500, 1000], para los va-

iteraciones z - [100,500, 1000}, para los va- lores de amplitud A = [10, 30] en la variable
lores de amplitud A = [10, 30]

Figura 3.3: funciones de distribucién en las

T

reescalada & = Tbn
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amplitud A = [10,30] y n = [10, 500, 1000]. La diferencia principal de las FDP se presenta cerca
del origen. Como referencia también se ponen estas mismas funciones en la figura 3.3.

Los resultados obtenidos se cumplen bien en el rango simulado A € [10%,10°] sin embargo para
valores mas pequenos esta descripcion debe ser mejorada. En la figura 3.5 se muestran 600 valores
uniformemente distribuidos para el coeficiente de difusiéon en x como funcién de A en el rango
[0,30]. Estos valores se obtuvieron con el mismo nimero de particulas que antes y de la misma
forma. El coeficiente de difusion presenta oscilaciones respecto a A. Las oscilaciones del coeficiente
de difusion respecto a paramétros del mapeo fueron observadas por primera vez en la referencia
[20] para el mapeo estandar. Este comportamiento puede ser descrito si se considera la correlacion
entre iteraciones sucesivas del mapeo. Estas correcciones fueron obtenidas por primera vez en [21]
para el mapeo estandar. En la seccion 6.5 se describe el procedimiento necesario para obtener que

para nuestro mapeo
T2 A? 1
Dy = = (1+2Jo(21A) + O(A™)). (3.22)

Donde Jy(z,0) es la funcion de Bessel de primer tipo de orden 0. Como se vio en la seccion 2.2.2,
esta funcion decae como 1/v/A para A > 1

Difusion en x vs amplitud

5000 |-
@® D.simulado
——— D, =71 A*(1/2 + Jo(27 A))
4000 |- . ;
: v
3000 y
8 j 3
Q
2000 |- . A "
1000 -
O C 1 1 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30
A

Figura 3.5: Coeficiente de difusién como funcion de A € [1,30]. Se observan oscilaciones entorno
al valor quasilineal.

3.1. MAPEO SIN FLUJO.
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3.2. Distribucién térmica para mapeo sin flujo giroprome-
diando

Si se consideran ensambles de particulas con radio de Larmor constante, p, los resultados de la
seccion pasada se aplican directamente a este mapeo con la identificacion A — JO(\/ﬁp)A. Sin
embargo, si los radios de Larmor estdn dados por una distribuciéon térmica entonces la evolucion
temporal de cada particula se obtendra con un mapeo con parametro de amplitud diferente y
el comportamiento estadistico del ensamble sera diferente al caso anterior. Este problema fue
estudiado en [1] para el caso cuasilineal. Aqui reproduciremos su trabajo considerando la correlacion
de las iteraciones del mapeo.

Comencemos considerando una distribucién térmica de radios de Larmor dada por

20 (2 \?

fin(p) = —5€ <"th> . (3.23)
Ptn,

Esto se obtiene de que la velocidad del ensamble térmico tienen una distribucion maxwelliana y

p o |vi|. Aqui py, = QI;Tg)bT el radio de Larmor térmico del ensamble. Este es una medida del

radio de Larmor tipico del ensamble. De acuerdo a las secciones pasadas las particula con radio
de Larmor p evolucionan con un mapeo con amplitud efectiva AJO(\/ZO) por lo que de acuerdo a
(3.22) tendran un coeficiente de difusion dado por

_ mALR(V))
_ 2A )

D, (14 2J5(2mAJo(V2p))). (3.24)

Esta funcion se grafica para A = 10 en la figura 3.6.
Ademas, se difunden en el espacio y el tiempo con la funciéon de distribuciéon de probabilidad

1 __a?
xr,t) = ———=e *Prn. 3.25
Como la evolucion de las particulas es independiente del de las otras, la distribucién del ensamble

térmico seré un promedio pesado por la distribuciéon térmica de radios de Larmor de las gaussianas
descritas.

Plen) = [ fulp)site.00dp (3.26)

Como ambos integrandos estan normalizados, también lo esta P. Podemos observar que esta dis-
tribucion sigue presentando un comportamiento difusivo al obtener la varianza de la distribucion,

() = () = [ :o e { | satorste t)dp} = [ fulo) { / :O 2f(x, t)d:v} ap

0 (3.27)
= n/ fin(p)(2D,n)dp = 2(D)n.
0
Esta proporcionalidad directa con el tiempo, o en nuestro caso, con el niimero de iteracion es la
propiedad distintiva del comportamiento difusivo. El coeficiente de difusiéon promedio depende de
pin Yy Ay esigual a

(D) = /Ooo p2_éze<p;)2w(l + 2Jo (2 ATy (V2p)))dp. (3.28)

3.2. DISTRIBUCION TERMICA PARA MAPEO SIN FLUJO GIROPROMEDIANDO
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El primer término es el coeficiente de difusion promedio cuasilineal, (D)., y tiene expresion ana-
litica pero el segundo no. Podemos reescribirlo como

2A2 o, N 004p 7(L>2 )
(D) = =5 | Dolo) + | e Vi) T (V200 Jo(2m A (V20))dp | (3.29)
0 Pin
donde [ es la funciéon modificada de Bessel de primera especie de orden cero. En la figura 3.7 se
grafica UID)ZP con Dy = 72A%/2 para A = 1.
La funcién de densidad de probabilidad es

o 2,0 _(L>2 1 __a?
P(x;n, A, pin :/ ——e \rn) ————=e “Prdp. 3.30
( w=| = ooy (3.30)

En el caso cuasilineal con

Pin
Dy = 72A2J3(V2p) /2 = (D) Jo(vV2p) ——a— (3.31)
Ly(p3,)
la distribucién de probabilidad tiene un escalamiento autosimilar con la variable £ = me por
ser de la forma
1 x
P,(x;n, A, = g , . 3.32
1 Pih) NeD (\/2<D>n Pth) (3.32)

De modo que podemos escribir

P&, pwm) = i /00 —V]()(p?h)ﬁ exp <€_2Lp?h) _ p_2) dp. (3.33)
Worn) = or o Genivag o P\ 2 AR

Sin embargo cuando se considera el coeficiente de difusion completo, la autosimilaridad deja de ser
exacta. A continuacién se comparan los resultados teéricos con simulaciones numéricas.

En la figura 3.6 se muestra la dependencia del coeficiente de difusiéon con D, en la direccion x
como funciéon del radio de Larmor p para A = 10. La simulacion se realizé con 4000 particulas y
5000 iteraciones ajustando que se iniciaban en un cuadrado de ancho dz = 1 x 1078 en torno a
un punto hiperbolico. El coeficiente de difusion se obtuvo del ajuste lineal de la relacion entre la
varianza y el namero de iteracion que se calculaba cada 200 iteraciones. Los resultados obtenidos
coinciden con lo predicho en la ecuacion (3.24).

En la figura 3.7 se muestra el coeficiente de difusion promedio dado por la ecuacion (3.29) y las
respectivas simulaciones. Los coeficientes de difusion se obtuvieron igual que antes solo que en vez
de usar radios de Larmor iguales, se elegian aleatoriamente de la distribucion térmica (3.23). Para
lograr esto se usa el método de la transformada inversa [22], con el cual se obtiene que si u es
una variable aleatoria uniforme en [0, 1] entonces se obtienen radios de Larmor aleatorios p,,q con
distribuciéon térmica de ancho py, mediante la transformacion

Prnd = Pth\/ | log (1 —u)|.

De nuevo se aprecia la coincidencia con la predicciéon teorica.

En la figura 3.8 se muestran las funciones de distribucién de probabilidad para diferentes pa-
rametros.Estas se obtuvieron de un ensamble de 10° particulas. En cada gréifica se muestran las
funciones de probabilidad con A = [10,100] y en las iteraciones n = [500, 1000] como funcion de
la variable reescalada £ = x/4/(D)q4n asi como su prediccion tedrica dada por la ec. (3.30). Las
graficas de arriba hacia abajo tienen p;, = [0.1,1,10] y las graficas de la izquierda son en escala

3.2. DISTRIBUCION TERMICA PARA MAPEO SIN FLUJO GIROPROMEDIANDO
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natural mientras que en las de la derecha el eje vertical esta en escala logaritmica. Se observa
que en cada grafica las 4 funciones de probabilidad con diferentes valores de A y n colapsan en
una misma que coincide con la curva tedrica cuasilineal salvo en la regiéon muy cercana al origen.
Esta diferencia muy probablemente se deba a un mal ajuste computacional de los histogramas. En
general no se observan diferencias en la forma de las distribuciones debido a las correcciones del
coeficiente de difusion.

Ademas se observa de las graficas en escala logaritmica que para radio de Larmor térmico py,
muy pequeno la distribucién es normal

P pin — 0) = @6_7'

Mientras que para py;, > 1 se obtiene una distribucién con colas exponenciales.

m —m
P(gvpth > 1) ~ 56 |f"

con m funcion de py,. Esto pues en esta escala se aprecia la forma de pardbola y recta respectiva-
mente.

Difusion en x con amplitud A=10 vs radio de Larmor

600 -,
® D.,simulado
500 L ——— Dap = (T A3 (V20))(1/2 + Jo (2w AJo (V2p)))
— Dya = (n*A*J3(V2p) /2

400

200

100

Figura 3.6: Simulaciones para el coeficiente de difusion como funciéon del radio de Larmor p para
A = 10 (puntos azules).Coeficiente de difusion cuasilineal(linea verde). Coeficiente de difusion con
correlacion (linea naranja).
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1.0

0.4

0.2

Difusion en x con amplitud A=10 vs radio de Larmor

@ (D.,)/Dgsimulado

—— (Dapat)/Do = e~ P Io(p3,)
— Dacpteo/DO

Pth

Figura 3.7: Simulacion del coeficiente de difusion promedio del ensamble térmico de particulas
(azul).Coeficiente de difusion cuasilineal (linea naranja). Coeficiente de difusion correlacion (linea

verde).
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FDP con py, = 0.1

——— A=10, n=500

A=100, n=500
A=100, n=1000
P(&; pun) Tedrica
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P(& ptn)

P(&; prn)

—— A=10, n=500
—— A=10,n=1000
— A=100, n=500
—— A=100, n=1000

P(& pu) Tebrica

FDP con py, =1

1000 -

FDP con pyp, = 0.1

——— A=10, n=500

A=10, n=1000
A=100, n=500
A=100, n=1000
P(€; pun) Tebrica

=
5
<
"
9
10 05
00 |

P(& pun)

—— A=10,n=500
—— A=10, n=1000
—— A=100, n=500
—— A=100, n=1000
P(&: pin) Tedrica

FDP con py, =1

08

—— A=10,n=500
——— A=10, n=1000

r | — A=100, n=500
——— A=100, n=1000
——— P(& prn) Tedrica

P(& pun)

Mmoot

FDP con py, = 10

——— A=10,n=500
——— A=10,n=1000
——— A=100, n=500
——— A=100, n=1000
——— P(& pun) Teorica

Mmoot

Figura 3.8: Funciones de distribuciéon de probabilidad simuladas y tedricas como funcién de la

variable autosimilar reescalada £ = z/+/(D)yn para valores de A = [10,100], n = [500, 1000]. De
arriba a abajo py, = [0.1,1,10]. La columna izquierda es en escala natural y en la derecha el eje

vertical tiene escala logaritmica.
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Capitulo 4

Transporte para particulas con flujo

4.1. Flujo lineal

Si se considera un flujo lineal no acotado de la forma
Q(x) = mx x € [—00,00], (4.1)

el mapeo sin giropromediar, dado por la ec. (4.24), es

1
n+s
2 _ .n n
Ty ©=x+mmr,
1 1
n+s n+s
z_ 2 =a" +2rAsen(z, ?)— mma",
.1 : (4.2)
n+sy =
2" =2 — a2,

n+s 1
et = % —2rAsen(z") + mma" 2.

Ademas, se observa que al aplicar el giropromedio al flujo (ec. 2.12) éste permanece invariante
para cualquier p. Por lo que el mapeo de la ec.(4.2) es igual al giropromediado si se hace la
identificacion a la amplitud equivalente A — AJy(v/2p).

Se procede a estudiar numéricamente las propiedades estadisticas del mapeo de la misma forma
que en el capitulo anterior. Para esto se inician 4000 particulas distribuidas aleatoriamente en un
cuadrado de longitud 6z = 107> centrado en el origen. Se itera el mapeo 5000 veces y se calcula
la varianza, o2 del ensamble cada 200 pasos. Esto se hizo para 600 valores de A uniformemente
distribuidos en el intervalo [1,30] y con m = 1. Finalmente se hizo un ajuste potencial entre o
como funciéon del ntmero de iteraciones, n, de la siguiente forma

o ocn?, (4.3)
Y se obtuvieron los valores de v en ambas direcciones para cada valor de A. Se observo lo siguiente:

= En la direccion de x el comportamiento sigue siendo difusivo como lo muestra la figura 4.1
en donde se grafica un histograma de ,. Estos valores presentan una media y una desviacion

estandar de
v, = 1.00 + 0.01. (4.4)

Lo que muestra la proporcionalidad lineal entre la varianza y el tiempo que es la caracteristica
distintiva del comportamiento difusivo. La constante de proporcionalidad de esta relacion se
define como dos veces el coeficiente de difusién 2D,,.
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A pesar de que el flujo solo es en la direccion y la difusion en = se ve afectada. Como se
muestra en la grafica de la figura 4.2, desaparecen las oscilaciones que se observan en la
figura3.2 para el caso cuando no hay flujo. Estas oscilaciones se producen por la correlacion
de iteraciones sucesivas del mapeo. El hecho de que los valores de difusiéon se acerquen mas
al valor cuasilineal implica una disminuciéon de esta correlacion.

Difusion en x vs amplitud. Flujo lineal.
Proporcionalidad entre varianza en x y numero de iteraciones

® D, simulads
D, 1/2+ Jof2rA))

4000 -

3000

2000 [~

1000

Figura 4.2: Coeficiente de difusion en z, D,,
como funciéon de A.En naranaja se muestra
el coeficiente de difusion en ausencia de flujo
y en verde el valor cuasilineal.

Figura 4.1: Histograma para los valores de v
para comprobar la linealidad de la varianza
con el nimero de iteraciones .

= En la direcciéon y el comportamiento cambia drasticamente. En la figura 4.3 se muestra el
histograma de valores de 7, obtenidos para cada valor de amplitud A. El valor promedio

obtenido es
vy = 3.01 £0.01. (4.5)

Esto indica un comportamiento no difusivo superbalistico. Este comportamiento se puede
explicar cualitativamente de la siguiente forma: Si solo existiera el flujo en la direccion y
y las particulas tuvieran coordenadas en x fijas y distribuidas simétricamente entonces la
trayectoria de las particulas serfa balistica (a velocidad constante) y entonces la desviacion
estandar seria proporcional al tiempo, es decir su varianza incrementaria con el tiempo al
cuadrado o2 o< n?. Sin embargo la parte cadtica del mapeo sin flujo produce que las particulas
se dispersen en el eje x difusivamente, esto a su vez causa que en promedio se tengan particulas
més alejadas del origen y por lo tanto que se encuentren en zonas con valor de flujo cada vez
mas alto. Por eso concluimos que la varianza debe comportarse superbalisticamente.

Para calcular cuantitativamente el comportamiento a primer orden de la varianza podemos
simplificar nuestro mapeo considerando solo la evoluciéon difusiva en el eje x y el flujo en el
eje y. Es decir, se ignora el efecto del mapeo sin flujo en el eje y. En la siguiente seccion se
calcula la evolucién temporal de la varianza producida por este mapeo.

4.2. Mapeo simplificado.
El mapeo simplificado es

Tp =Tp-1 1 Xn,

Yn =Yn—1 + 2TMT,.

4.2. MAPEO SIMPLIFICADO.
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Proporcionalidad entre varianza en y y nimero de iteraciones

80 =

40

20

2,96 298 3.00 a0z 304
Ty

Figura 4.3: Histograma para los valores de v, para obtener la proporcionalidad de la varianza con
una potencia del nimero de iteraciones .

Donde x,, es una variable aleatoria con distribucién normal centrada en 0 y desviaciéon estandar
igual a 0. Es decir su funciéon de distribuciéon de probabilidad, f,, es

1 2
an = 6_2%2' (47)
2ro

La desviacion estandar se ajusta més adelante de forma que el comportamiento difusivo en x sea
el obtenido en el mapeo real.
Suponiendo zy = yy = 0 tendriamos para la enésima iteracion

Tp = Z X
i=1
Yp =2TM z”: x; = 2m™m 2": ZZ: X; = 2mm z”: UXnt1—i-
i=1 i=1

i=1 j=1

(4.8)

Al ser y,, suma de variables aleatorias normales con igual desviacion estdndar entonces la funcion
de distribucion de probabilidades de ¥, es también normal.

Jyn e (4.9)

= — ¢
V2rmoy,

Para encontrar la desviacion estandar obtenemos el promedio del cuadrado de y,

n 2 n n
<y72z> = dr*m? Z IXnt1—i = 47°m” Z iinﬂ-i + 87°m? Z 1 Xnt1—iXnt1—j
i=1 i=1 (i) 0]
(4.10)
El segundo término es igual a 0 por ser momentos impares de la distribuciéon normal. El primer
término es igual a

4.2. MAPEO SIMPLIFICADO.
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(Sotton) = [T o [T () v
i=1 X1=00 n=—00 i=1

_Z/ / (s ) frar - frnds - -d

X1=00 n=—00

:ZZ (nl)/ Xn+l 7,an+1 i Xn41—1i ZZ : (411)
i=1 Xn+1—i=00

Finalmente

2 2 2 2\~ 2 2 2 o(M)(n+1)(2n+1)
=47"m°o 1" =41"m°o , 4.12
(v) 2 : (4.12)
y paran >> 1
472 m?

(yo) =0, = 3 on’. (4.13)
El ntimero de iteraciones es directamente proporcional al tiempo por lo que la varianza de y escala

con el tiempo al cubo. Esto indica el comportamiento superdifusivo .
De igual forma x,, sigue una distribucién normal y siguiendo un procedimiento anélogo al hecho

para vy, se obtiene que su varianza es igual a

ol =a’n. (4.14)

D, = ‘;i _ “; (4.15)
Entonces 5 o
o) = Mﬂ‘g. (4.16)
En nuestro caso el coeficiente de difusion en z, D, = ”22’42 Por lo que la varianza en y es

4 42,2
o2 = wn? (4.17)
En este caso la constante de proporcionalidad ya no es un coeficiente de difusiéon sino simplemente
un coeficiente de transporte 7},
At A?m?
3

Si se hubiera considerado el comportamiento difusivo en la direccién y simplemente se hubiera

agregado el termino correspondiente de la difusion a la varianza. Entonces en realidad

Tyl = (418)

o2 =2D,n+ T,n®. (4.19)

Pero claramente el segundo termino es el que domina para n grande. En la siguiente seccion se
trata un perfil de flujo para el que es necesario no ignorar este término.

Para comprobar que el coeficiente de transporte obtenido es correcto se hizo una nueva simulaciéon
con el mismo procedimiento que antes, esta vez para 120 valores uniformemente distribuidos de
A en [0,30] para valores de pendiente del flujo m = [1,2,3,4,5]. Los resultados de la simulacion
indican que se tiene un buen ajuste tal como se muestra en la figura 4.4.

4.2. MAPEO SIMPLIFICADO.
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Difusion en y vs amplitud. Flujo lineal.

3x10°
@® 7, simulado para m = [1,2,3,4, 5]
Ty = 4t A*m? /3 para m = [1,2,3,4, 5]
2x10° |
=
&~
1x10 ® |
O C 1 1 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30
A

Figura 4.4: Coeficiente de transporte T,; como funcién de la amplitud A para los valores de
pendiente de flujo m = [1,2,3,4,5]. En azul se muestran los puntos simulados y en negro las
curvas teoricas respectivas.

4.2. MAPEO SIMPLIFICADO.
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4.2.1. Autosimilaridad

Se encontro que la funcién de distribucion de probabilidad en la direccion y es Gaussiana y esta

dada por

1 T
Py(y7 n, A, m) = \/ﬁe 2Ty n? (420)

De donde se observa que se presenta una autosimilaridad bajo la variable reescalada

Y
= : 4.21
ST 2
en este caso todas las distribuciones de probabilidad de esta variable colapsan en la distribuciéon
normal. De manera analoga al procedimiento de la secciéon 3.2 se puede considerar el caso de
una poblacion de particulas térmicas con radios de Larmor variables y obtener la distribuciéon de
. o . oy .
probabilidad en términos de la variable reescalada £ = N con (T7) el coeficiente de transporte

promedio de la distribucion. El resultado es idéntico al encontrado previamente en la ec. (3.33) .

/I 2 2 T 2 2
Pu(& pin) 27r/ . pth =L exp (5—M - p_) dp. (4.22)

ho(V2p) -\ 2 R (VZ) P

4.2. MAPEO SIMPLIFICADO.
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4.3. Flujo Gaussiano

Ahora se considerara el caso con un flujo gaussiano de la siguiente forma
Q(z) = me /%%, (4.23)

Este flujo tiene un ancho proporcional a oq y tiene un valor maximo en el érigen igual m. Este perfil
de velocidades decae rapidamente a 0 fuera de su ancho tipico ,oq, por lo que es un flujo localizado
o zonal. Ademaés, a diferencia del flujo anterior, éste siempre apunta en una sola direcciéon. Para
este flujo solo se considerara el mapeo sin giropromediar pues solo asi se ha logrado hacer un
tratamiento analitico.

El mapeo es:

1
2y = o+ mmexpl— (") /203,
1 s
172 = a" 4 2mAsen(a’, ?) — mmexpl - (a")* /23],

(4.24)

1 1 2
2 =22 exp|— (x"+5) /203)],

2 = x++2 —2rAsen(2™ ™) + mm exp[— (x"+§) /203).

El flujo ocurre en la direccion y. Su efecto en la direccion z es el de afectar la correlacion entre
iteraciones sucesivas que producen la parte oscilatoria del coeficiente de difusiéon como funciéon de
A. Sin embargo, como este flujo es localizado, una vez que la distribuciéon se difunde lo suficiente
en x, las particulas se encuentran mayormente en zonas donde el flujo es imperceptible y por lo
tanto el efecto neto del flujo en esta direccion se vuelve pequeno. En la figura 4.5 se muestra el
coeficiente de difusién en x, como funcién de la amplitud, A. En ésta se observa que el efecto
del flujo es pequeno pues se obtiene el mismo comportamiento con las oscilaciones que cuando no
hay flujo. Sin embargo, hay un efecto muy evidente en los cinco picos que se observan en A < 10.
Estos comportamientos para valores muy especificos de A, se producen cuando existen trayectorias
periddicas con comportamiento balistico en torno a puntos fijos estables de algin periodo, éstos
son llamados modos aceleradores. Estos puntos no seréan analizados en el analisis subsiguiente.

Aplicando el razonamiento del parrafo anterior uno podria esperar que para el nimero de itera-
ciones n — oo el flujo deje de tener importancia por la dispersion de las particulas en la direccién
x y por consiguiente el coeficiente de difusion en y (que se define en éste limite) se mantenga sin
cambio, sin embargo como se vera a continuacion, no resulta ser el caso.

Un efecto cualitativo que muestra que el flujo mantiene su importancia en la distribuciéon conforme
avanza el tiempo es la estimacion de la posicion promedio de la distribucion, que se muestra a
continuacion.

Como el flujo siempre es positivo la posicion de las particulas avanza. El flujo tiene un ancho oq y

una velocidad de orden m en esta zona. Por otro lado la funciéon de distribucién en x presenta una
2

distribucion ﬁe‘gﬁ?, con comportamiento difusivo dado por ¢ = 2Dn. Entonces la proporcion

de particulas que sienten el efecto del flujo es del orden del drea bajo la curva de la distribuciéon

de probabilidad en el ancho o que es del orden 0N ~ N \/‘;%U. y estan sometidas a un flujo con

magnitud del orden de m. El resto de las particulas tiene posicion media 0 por lo que la media
ON o0

. ) ) y _ N _ oo
de todas las particulas cambia en una iteracion como (y) = my ~ m—Z& =m 5= que es

proporcional a 1/4/n. Finalmente el valor de la media al tiempo n se puede encontrar como la
suma de éstos cambios que se puede aproximar por una integral en n. Asi (y) ~ m\z%\/ﬁ Que
crece sin cota conforme aumenta el nimero de iteraciones.

4.3. FLUJO GAUSSIANO
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Cabe notar que para que una simulacién numeéricas reproduzca este comportamiento esperado es
necesario que haya suficientes particulas como para siempre haya una fraccion apreciable de éstas
que sientan el efecto del flujo, o que se use un numero de iteraciones lo suficientemente grandes
como para que la presencia de particulas en estas regiones tengan una contribucién estadistica
suficiente.

A continuacién se muestra un andlisis cuantitativo para obtener la dindmica en la direccion y.
Igual que antes se propondra un mapeo simplificado que reproduce el comportamiento del mapeo
real.

Difusion en z vs amplitud. Flujo Gaussianom = 10,0 = 5

5000 - | " H
——— D, simulado
——— D, =7w2A%(1/2 + Jy(2n A))
4000
3000
]
Q
2000
1000 |-
0 WM 1 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30
A

Figura 4.5: Coeficiente de difusiéon en x, D, como funciéon de la amplitud A para flujo Gaussiano
con parametros m = 10y og =5

4.4. Mapeo simplificado

A diferencia del flujo pasado, no se espera un comportamiento superbalistico en la direccién y
por lo que es necesario mantener el efecto del comportamiento difusivo por el mapeo sin flujo. Para
esto se definieron los pasos aleatorios \; de manera totalmente analoga a las y;. De forma que el
nuevo mapeo simplificado es

Ty =Tp-1+ Xn,

4.25
Yn =Yn_1 + An + 2mmexp [—22 /203)]. (4.25)
Donde las funciones de densidad de probabilidad de A, y x, son
1 1
frn = e 2 fy, = e 207, (4.26)

2mo V2ro

4.4. MAPEO SIMPLIFICADO
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Donde
0? =2D, =~ w2 A*(1 + 2Jy(2mA)). (4.27)

Supondremos que xg = yo = 0, de forma que
= Z Xis
i=1
= Z i + 2mm Z exp [—2?/203].
i=1 i=1

En x se obtiene el mismo comportamiento difusivo que con el flujo pasado. Concentrémonos en la
segunda ecuacion que, usando la primera ecuacion, se puede reescribir como

n n % 2
Yp = Z Ai + 2mm Z exp | — (Z Xj) /203 . (4.29)
i=1 i=1 j=1

Calculemos primero la posiciéon media de las particulas.

(Yn) = Z(AJ + 27rmz < exp | — (Z Xj) /208, > (4.30)

i=1 i=1

(4.28)

Doénde recordamos que el promedio se hace con las distribuciones de probabilidad de las variables
A ¥ x; de las que dependa la funcién a promediar. Entonces

1o
<)\z> = 9o / )\iefﬁd)\i = O, (431)

. 2 . 2
? 1 00 oo v 2 2
<exp — <ZXJ) /20'?1 > :T/ / exp |— (ij> /20‘?2 672%712"-67;701)(1'”

(4.32)
Estas ultimas integrales ser realizaron en Mathematica [23| para i = 1,2,3,4 y todas coinciden

con la formula ,
7 oo
exp |— x; | /208 > = (4.33)
(oo |- (5) ) -

Por lo que se supone que este patron se conserva para toda i. Asi

(4.34)

yn - QWmZ \/m

Y paran > 1

\/_ﬂ'mUQ
VD,

200 0521 47rm<m

mm(~2%8 4 272, [%0 ) o VsTmon

2 [ 2= 2
0 io?+ o} o Vo
(4.35)

que tiene la misma dependencia en los pardmetros que la relacion obtenida cualitativamente. En
la figura 4.6 se muestran simulaciones numéricas de la evolucion promedio (y,), para un ensamble

\/ﬁ_

4.4. MAPEO SIMPLIFICADO
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(Yn) VS M.
A=10,00=T,m=5
—— A=10,00=10,m =5
4000 A=10,00 =12,m =5
A=10,00=T,m=38
A= 10,0’52 = 10,m =8
A=10,00=12,m =8
3000 A=10,00=7T,m=11
 A=10,00=10,m =11
- A=10,0q =12,m =11
= TMO omegaV/ 81/ Dy
2000 / > g e L —
,»’/// —
1000 77
7
O _ 1 1 1 1 1
0 2500 5000 7500 10000

n

Figura 4.6: Posicion promedio, (y,), para un ensamble de 10* particulas como funciéon del niimero
de iteracion n en un rango de n € [0,10%] para flujo gaussiano para los siguientes valores de los
parametros. A = [10], m = [5,8,11], oq = [7,10,12]. En negro se muestra la prediccion analitica
dada por la ec. (4.35)

4.4. MAPEO SIMPLIFICADO
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de 10* particulas como funciéon del ntimero de iteracion n en el rango n € [0,10%]. Los parametros
usados fueron los siguientes A = [10], m = [5, 8, 11], oq = [7, 10, 12]. En todas se ve un buen ajuste.
Ahora enfoquémonos en la obtencion de la varianza del ensamble.

var(y) = (Yn) — (yn)*. (4.36)

Esto pues la posiciéon promedio no es 0. El segundo término ya se encontr6 en 4.35 y es igual a

2,2 2
_ 8mmroyg,

(yn)® = 5™ (4.37)

Ahora calculemos el primero

2

= ( (So0) Ve (S0) (S tcatos) oawmi( (S sty ).

(4.38)
El término de en medio es 0 pues los términos entre paréntesis dependen de variables independientes
entre si. De forma que el promedio del producto es el producto de los promedios. Ademés el
promedio también entra en la primer sumatoria. Es decir:

< (Zil )\z) <Zi1 exp [—x?/Zaé]> > = (i(&)) < (Zil exp [—x?/2gé]) > —0. (4.39)

El primer término da el comportamiento difusivo en el caso sin flujo. Tomando en cuenta que \;
es independiente de \; se cancelan los promedios cruzados. Ademas cada una tiene una funcion de
distribuciéon con una varianza o?.

< (i )\i> 2 > = i()\?) =no® = 2nD,. (4.40)

i=1
El término complicado es el tercero. Desarrollémoslo. Recordando que z; = 23:1 Xi

2

< iiexp (jﬁ;xj>2/2ag >:

=1 {(a,B)|B<a}

(4.41)
El primer término es igual al usado en la obtencion de el promedio de ¥, solo que sin el factor de 2,
es decir es igual bajo la identificacién o — 0 /v/2. Por lo tanto haciendo el mismo procedimiento

de antes
n

: ’ 2 - (oXe) _ \/ZFTTLO’Q

=1

Este término es proporcional a y/n, por lo que representa un aporte subdifusivo que se puede
despreciar.

4.4. MAPEO SIMPLIFICADO
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El segundo término se tuvo que explorar en detalle. El tipo de integrales que representa cada
término se ilustra para el caso a = 3, f = 2:

/// —(xa+Hxe+xs)?—(x1+x2)? )/209 X e ~(xF+x3+x3)/20?) dx1dxadxs. (4.43)
270)3

Estas integrales se hicieron para todas las parejas con a < 7 y se encontr6 que son de la forma

o

. (4.44)
\/ + C, 3040 + C? 40t
Donde las C' son enteros que se dan en la siguiente tabla:
B — gl —
« 1 2 3 4 5 6 o 1 2 3 4 5 6
$ 213 b 2|1
T 314 5 9 312 2
Cag = 415 6 7 Cap = 413 4 3 (4.45)
56 7 8 9 514 6 6 4
6|7 8 9 10 11 6/5 8 9 8 5
718 9 10 11 12 13 716 10 12 12 10 6
De estas se dedujo que las integrales son de la forma:
2
i . (4.46)
Vb + (a+ B)ago® + (a — §)Bo
Entonces
n « 2 B 2
> {ow |- (Su) sort| exn |- (Xone) sost| ) -
{(a.B)|B<a} =1 k=1 (4.47)

n

90
{(a,ﬁ)%al} \/0-?2 + (o + 6)0’52202 + (a — B)po*

Esta suma se puede aproximar por una integral al dejar ser a o y [ variables continuas. La region de
integracion serfa la delimitada por la recta identidad, el eje a y la recta o« = n. Antes notamos que
el primer término dentro del radical es una constante, el segundo es proporcional a n y el tercero
a n? de forma que si solo estamos interesados en el comportamiento n >> 1 podemos despreciar los
primeros términos. Entonces

n n 2

>, 76 ~ Y
(oi<a) VO + (a4 B)ofo® + (o — §)Bo () e 02V (@ - 5)5
/ / dad@ (4.48)
a=0 J =0 a —
_ _ UQ _ WUQ
_E Y 7TdOZ = ?n = 2Dxn
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Entonces juntando todos los términos de aporte difusivo, es decir los encontrados en las ecuaciones
(4.37), (4.40), (4.48) tenemos que

3,22 2,2 2
dm°mog 8w mrog,

2 — —
var(y;) =(2D, + D D, n
s (4.49)
— (2Dz + —Dx Q(w — 2)> n.
De forma que el coeficiente de difusion es
272m?203
D,=D,+ TQ(TF —2) (4.50)

con D, = ”22‘42 (1+2Jp(27mA)).

En la figura 4.5 se muestran los valores del coeficiente de difusién en y como funciéon de la amplitud
simulados con 4000 particulas por 5000 iteraciones en un rango de A € [1,25], con los valores de
flujo (m,0q) = (6,5),(7,8), (10, 10), (10, 15), (15, 15). Estos se comparan con la expresion analitica

recién obtenida y se observa que los comportamientos coinciden.

D, vs A. Flujo Gaussiano

5000 u
c . m = 60’9 =5
° A ® m=T700=38
4000 | V ® m=100q=10
. ® m=100g=15 .
® m=1boq=15 ‘
v \ —— D, = D, +27%(x — 2)m?d*/D, |
Iy % - o
3000 1 A o ndd Ay
5 ® o ‘ P" \"/ v v
Q A . \! .O \ ‘ \ \%
q A 4 JA ; N A AJ\‘ \!g
. ) 4 A MY
2000 - R BEESR A A AN |
q ° A B YR
’ o\
A % /i A % ',t \
® 95 ™ ..o' .,l s
/
1000 | SRy &Y. N ‘\‘ \/
® < /2 .‘ "‘ A
AV
0 5 10 15 20 25
A

Figura 4.7: Coeficiente de difusiéon en y como funciéon de la amplitud para un perfil gaussiano.Los
puntos de color son valores simulados nimericamente con 4000 particulas durante 5000 iteraciones
para los valores de amplitud de flujo m y ancho o, mostrados. En negro se grafican las predicciones

analiticas dadas por la ecuacion 4.50 con el flujo D, dado por ”22‘42 (14 2Jy(21A))

4.4. MAPEO SIMPLIFICADO
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4.5. Flujo de escalén

Finalmente consideremos el siguiente flujo

+m six >0,
z) = { —m siz <0. (4.51)
Como el flujo no tiende a 0 cuando |x| — oo se espera que la dispersion de las particulas sea
superdifusiva. El efecto del flujo sobre la direcciéon x es del mismo tipo que en el caso lineal, el de
reducir la amplitud de las oscilaciones. Ademas, en este caso tampoco se observaron picos en el
coeficiente de difusion en x como los encontrados para el flujo gaussiano.
Concentrémonos solamente en obtener la varianza en la direccion y. Para esto se propone el
siguiente mapeo simplificado

Ty = Tp-1+ Xn = ZX“
= . (4.52)
Yn = Yno1 +27Qxs) = 27> Qzy).

i=1
donde se considera que se comienza en el origen. Se ignora la parte difusiva en la direcciéon y

producida por el mapeo sin flujo porque el flujo no decae a 0 cuando |x| — oo. En este flujo es
més conveniente definir los y; de la siguiente forma

Q(x):{ +o py =

e (4.53)

DO [ =D | =

Es decir una variable aleatoria discreta con un 50 % de probabilidad de avanzar o en x y el otro
50 % de retroceder la misma cantidad. Con o2 = 2D,, x,, tiende a su distribucién gaussiana cuando
n > 1.

Para encontrar la distribuciéon de probabilidad de yy primero hagamos n = 2N y definamos 2k
como el namero de iteraciones en los que una trayectoria se encuentra del lado positivo del eje x,
es decir 2N — 2K es el nimero de veces que esta del lado negativo y por lo tanto

yon = 2mm(—2N + 4k). (4.54)

La probabilidad de que z; > 0 se cumpla 2k veces en 2N iteraciones esta dada por la siguiente
expresion

P(Qk’, QTL) = U2LU2N—2K (455)
2n) 1

con us, = (n 527+ La deduccion de esta expresion se puede encontrar en muchos libros de proba-
bilidad bajo el nombre de ley de arcoseno (por ejemplo [24]). Cuando n > 1 se pueden expandir
los factorial con la formula de Stirling y obtener
1
P(2k,2n) = ————. (4.56)
T k(n —k)

En vez de 2k podemos cambiar a una nueva variable a = % que sea la fraccién del nimero de
iteraciones que esta del lado positivo. Entonces

Yn = 2rmn(2c — 1), (4.57)

4.5. FLUJO DE ESCALON
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con

Entonces
(y2) = 4m°n’m*(1 — 4(a) + 4(a?)),

con (o) = fol aP(a)da =3 ; (o) = fol a?P(a)da = 3.

Por lo que

(y2) = 2m*m*n?.

(4.58)

(4.59)

(4.60)

Lo que describe un comportamiento superdifusivo balistico con coeficiente de transporte Tj. =
272m?2. Observamos que este coeficiente de transporte es independiente de A. En la figura 4.8 se
muestran simulaciones para A = [1,2,...,30] y m = [1, 2, 3,4, 5] del coeficiente de transporte. Estas
se hicieron con 4000 particulas por 5000 iteraciones. Los datos se ajustan bien a lo encontrado. Si
se quisiera considerar la difusion por el mapeo sin flujo se deberia agregar a la expresion para la
varianza el factor 2D,n que, si A es muy grande, pudiera ser un termino dominante por una buena

cantidad de iteraciones iniciales.

Difusion en y vs ampilitud. Flujo escalén.

600 - @® I,.simulado para m =[1,2,3,4,5]
Tye = 2n%m? para m = [1,2,3,4, 5]
500_. . - ° ° . = ° => - - = & - ° . o r ° ° - [
400
S
E( PR S S S —— — . LI S S —
300
200 1
100 . i X —

30

Figura 4.8: Coeficiente de transporte para el caso de flujo de paso. Simulaciones de 4000 particulas
por 5000 iteraciones se muestran en azul para los valores de m = [1,2, 3,4, 5]. En negro se muestra

la prediccién analitica.

4.5. FLUJO DE ESCALON



Capitulo 5

Oscilaciones del coeficiente de difusion

En esta seccion se intenta explicar de un modo més ilustrativo las caracteristicas del mapeo sin
flujo que producen las oscilaciones del coeficiente de difusion, D, como funciéon de la amplitud A.
o _1
Las oscilaciones a orden A™2 son de la forma:

D 2
=1+2Jy(27A) =~ 1+
D ol ) TV A

cos (%(A - é)) . (5.1)

Donde D, es el coeficiente de difusion cuasilineal y la aproximacion es valida para A > %. El valor
maximo y minimo de estas oscilaciones se encuentra en A = m + % yA=m+ g conm=20,1,2...
El coeficiente de difusion cuasilineal se obtiene bajo la suposicion de la ergodicidad de las trayec-
torias bajo el modulo 27 y la independencia estadistica entre 2 iteraciones consecutivas del mapeo.
Entonces las correcciones a este valor provienen justamente de las correlaciones de las trayectorias
en iteraciones sucesivas. La forma directa de identificar las trayectorias con altas correlaciones es
estudiar el histograma en una de las coordenadas en funcién del ntimero de iteraciones y observar
diferencias en su forma respecto de lo esperado si hubiera independencia estadistica entre las itera-
ciones. Se observa que para todos los valores de A la funcién de distribuciéon converge rapidamente
a una distribuciéon normal y las oscilaciones simplemente producen una variaciéon en el ancho de la
distribucion. Si embargo si lo que se estudia es la variacion de la funcién de distribucion, es decir
un histograma de la variable 2/}t — x'y para n > 1 el nimero de iteracién y m un entero pequeno,
entonces es posible obtener informaciéon. Si m = 1 se esta considerando el desplazamiento por una
sola iteracion que es de la forma

Alz, =27 — 2 = 2w Asen(z"), (5.2)

y como n es lo suficientemente grande entonces ™ es una variable uniforme de valor %, de modo
que al hacer el cambio de variable en la distribucion de probabilidad al de sen(z™ ) se puede obtener
que la funcién de distribucion es

1 1

T\ 4T2A? — Ala:i'

P(Al'zy) = (5.3)

Esta ecuacion se obtiene de la igualdad P(Alz,)d(Alz,) = (1/27)d(z™). Esta funcion de dis-
tribucion también se puede obtener numéricamente si se toman valores aleatorios uniformemente
distribuidos de ™ en [0, 27], se calculan los lados derecho de 5.2 y se hace un histograma. Este
calculo se hizo para 10® valores de ™ y se muestra en la figura 5.1 a). La forma de esta fun-
cién de distribucion no presenta una dependencia oscilatoria para diferentes valores de A donde
la amplitud de las oscilaciones del coeficiente de difusion son diferentes. Solamente se ensancha
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conforme aumenta A. Sin embargo si ahora consideramos los desplazamientos después de 2 ite-
raciones entonces se manifiesta una dependencia oscilatoria en las funciones de distribucion. Sin
embargo, primero consideremos el resultado si no hubiera correlaciéon entre iteraciones sucesivas.
Para el caso cuasilineal:

A’zy =2 — 2l = 2w A (sen(x]_) + sen(zf_)) . (5.4)

Donde z7_ y 2} son variables aleatorias uniformes independientes entre si. Hacer el cambio de
variable a A%z% de la funciéon de probabilidad de este desplazamiento es mas complicado, sin
embargo se puede calcular numéricamente de la misma forma que antes. El histograma para 10®
parejas de valores se muestra en la figura 5.1 b). Al ser el caso cuasilineal la forma de esta grafica
tampoco presenta la dependencia oscilatoria.

a) b)

Histograma de Alz, Histograma de A%z cuasilineal
15x10 © [

6
10x10 ° -

50x10 ° |-

-40 -20 0 20 40 60 -30 0 30 60
Ay Az,
Figura 5.1: Histograma de desplazamientos para 10® particulas en el caso cuasilineal para A = 6
después de una y dos iteraciones; a) y b) respectivamente

Ahora, el desplazamiento real obtenido de nuestro mapeo es
o — 2l = 2w A (sen(a™) + sen (27 + 2w Asen(a’l — 2w Asen(z”))). (5.5)

Los histogramas para 10% condiciones iniciales aleatorias de esta cantidad para los valores de A
que abarcan el ciclo de las oscilaciones del coeficiente de difusion entre [5.375,6.250] se muestran
en la figura 5.2 en azul. Centrando nuestra atencion en estas curvas se pueden observar diferencias
respecto a la distribucién esperada para el caso sin correlacion. Estas variaciones de la distribuciéon
son periddicas con el mismo periodo de las oscilaciones del coeficiente de difusiéon. Ademas, para
un gran namero de valores de A, por ejemplo en las figuras 5.2 a) b) f) g) y h) , las diferencias
aparentes respecto del caso sin correlacion estan localizadas. Esto hace pensar que las oscilaciones
son causadas por un pequeno subconjunto del espacio fase que presenta una alta correlacion. El
candidato para este subconjunto es en el que la matriz jacobiana, M, del mapeo tiene eigenvalores
pequenos. Esto debido a que este eigenvalor representa el factor de escala méaximo en el que aumenta
la separacion de puntos muy cercanos, de forma que si éste es muy grande los puntos se dispersan
mucho y entonces la posiciéon final depende muy poco de la inicial.

8m$+1 9z t1

RV T 1 —2m A cos(a™) (5.6)
o\ et et ) T\ 21 Acos(2n) 1 — 4n?A? cos(z — 2m Asin(z"))cos(z™) ) '
ox™ ox™
Sus eigenvalores estan dados por
tr(M) £ \/tr(M)? — 4
() £ /i) .
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a) b)

Histogramas de A%z, con A=5.375 Histogramas de A2z, con A=5.5
3+ 1 H4x10°
310 ° | [Nl < Amaz/10& |z = n7/2] > 0.2 : A Al < Anaz/10& o = n7/2] > 0.2
10
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15¢10 ©
5
80
2410 ° F 8
5
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10x10 © q6xt0°
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e 5010 °
o Ho ot
50 25 0 25 50
2
Az
c) d)
Histogramas de A2z, con A=5.625 Histogramas de A2z, con A=5.75
5x10 ° |-
— —pr : e
L Al < Amae/10& [0 —nm/2| > 02 | 75<10 b A < Anar/10& |2 = nm/2] > 0.2
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1x10 ° 1xt0 ° = 1x10
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Histogramas de A2z, con A=5.875 Histogramas de A2z, con A=6.0
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Histogramas de A2z, con A=6.125 Histogramas de A2z, con A=6.25
I -+ 8x10 °
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Figura 5.2: Histogramas del desplazamineto A2z para diferentes valores de A. En azul se muestra
el de 10® particulas uniformemente distribuidas. En negro solo el subconjunto de las anteriores que
iniciaron en puntos con eigenvalor menor a A,.,/10. En verde se muestra el del subconjunto de
las anteriores que ademas distan de un semientero de ™ méas que 0.2
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Histograma de A con A =6
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Variaciones del coeficiente de difusion Do
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Figura 5.3: a) Histograma de eigenvalores mayores. b)
difusion D, respecto del valor cuasilineal para diferentes

6.00 6.25 6.50
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Variaciones relativas del coeficiente de

sunconjuntos del espacio fase.

Puntos del espacio fase

S

Puntos del espacio fase

A nw

e e — 5 >

@ A<

Figura 5.4: Puntos aleatorios en diferentes subconjuntos del espacio fase. a) Todo el espacio fase.
b) Puntos donde |A| < 100. c)Puntos donde |A| < 100. y ademas distan de los semienteros de 7

més de 0.2
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En la figura 5.3 a) se muestra el histograma de los eigenvalores mayores (i.e A = max(\y)) para
todo el espacio fase. El valor maximo posible para esta variable es muy cercano a Apmq, = 4m2A2.
En el rango estudiado A, € [1140,1542]. Se eligen el conjunto de puntos que se van a estudiar
como aquellos con A < 100 < A,4./10. Definir A pequenio cuando sea menor al 10 % del valor
méximo es una decision arbitraria. Estos puntos se encuentran en la regiéon mostrada en la figura
5.4 b). Y los histogramas de sus desplazamientos después de 2 iteraciones se muestra de negro en la
figura 5.2. Estos histogramas estdn compuestos de 5 picos. 3 estén fijos en el origen y los otros 2 en
los desplazamientos maximos. Su amplitud varia inversamente proporcional; cuando los extremos
aumentan el central disminuye y al revés también. Los picos més interesantes son los intermedios,
estos cambian de posicion conforme se varia A. Su posicion y forma coincide muy parecidamente
a las desviaciones de la distribucion total del caso cuasilineal(azul). Al inspeccionar la posicion de
estos puntos en el espacio fase se observan dos regiones distintivas: una regiéon ancha cercana a
r_ =7/2y 3w/2y un conjunto de lineas alejadas de estos valores. Se calcularon los histogramas
de estas dos regiones que se eligieron arbitrariamente con una separaciéon vertical de 0.2 respecto
a los semienteros de 7. Se encontrd que la primera region produce los picos en los desplazamientos
maximos mientras que la segunda produce los picos que coinciden con la distribucion total. De
esta forma se identifican puntos que contribuyen distintivamente a estas desviaciones de la funcion
de distribucién cuasilineal. Cabe notar que estos picos también presentan una relacion inversa con
el pico centrado en el origen.

Lo siguiente es calcular la desviacion del coeficiente de difusion respecto del valor cuasilineal
producida por este conjunto de puntos. Para esto consideramos que la difusion esta producida por
un conjunto de mq puntos con difusiéon cuasilineal y nuestro conjunto de tamano ns y coeficiente
de difusion D,,,., ambos con desplazamientos simétricos respecto al origen de forma que

1 ZN<Aan)2 an (AnZEid)2 + an (An$1>2+ 1 o N9 AD
D, = === = : : = =D, ~ Deorr = Da(1 T .
2 N 2N NPT N l(+NDCl)
(5.8)
Con AD = D,y — Dy. En la grafica 5.3 b) se gréfica "—]\?%—[l) para los subconjuntos estudiados:

Todo el espacio fase(en azul y en cuyo caso se obtiene el valor real), los puntos con A < 100 (negro)
y los subconjuntos de este tltimo que tienen z_ cercanas(lila) o alejadas (verde) de 7/2 y 3% 7/2.

Los resultados no son los esperados. Los coeficientes de difusion si son oscilatorios y de periodo
igual al real pero sus méximos y minimos estan desfasados. Los puntos que producen los picos
intermedios (verde) alcanzan su maximo y minimo en los enteros y semienteros, mientras que el real
se desfasa 1/8 hacia la derecha. Ademés contribuyen notablemente méas al aumento del coeficiente
de difusiéon que a su disminucién Este es un comportamiento compartido con el coeficiente de
difusion para iteraciones infinitas como se vera mas adelante, sin embargo no lo es para el coeficiente
obtenido para 2 iteraciones. Por otro lado los puntos cercanos a los semienteros de 7 contribuyen
solo al aumento del coeficiente de difusion. Esto nos hace concluir que hay otros puntos del espacio
fase que contribuyen a la oscilacion del coeficiente de difusiéon y que méas bien hacen que éste
disminuya, sin embargo con lo que hemos hecho se deduce que estas regiones tendran valores de A
aun mayores.

Un descubrimiento importante sobre las trayectorias encontradas, que se encontré que contribu-
yen a la oscilacion del coeficiente de difusion es el siguiente. Para ciertos valores de A, todas las
trayectorias terminan muy cerca del origen. Esto indica que en esos valores se encuentran muy cer-
ca de los puntos fijos de periodo dos o bien de modos aceleradores con ntimero de periodo pequeno.
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Estos puntos son los que cumplen las siguientes dos condiciones:

n+2 n __
T =l =2mmy,

n+2

(5.9)

— " =2mm_.

Con m4 enteros. En el caso de puntos fijos, estos valores son iguales a 0 y para los modos acele-
radores son diferentes de 0.

Esto sugiere la posibilidad de que la correlacion del coeficiente de difusién para 2 iteraciones este
determinado por el comportamiento en las vecindades en torno a este tipo de puntos y no tanto
a su eigenvalor local. Esta idea se terminara de explorar en otro lugar. Por ahora simplemente
mostramos en la grafica 5.6 la ubicaciéon de los puntos que son modos aceleradores de periodo 2
en el espacio fase. Para A = 6 se encontraron 412955 valores de m4 enteros entre [—12,12]. En la
seccion 6.4 se muestra la expresion para obtenerlos y se resuelve numéricamente con ayuda de la
paqueteria IntervalRootFinding de Julia. [25]

Finalmente mostramos el valor del coeficiente de difusion real si solo se consideran las primeras
2 iteraciones Dy y damos una expresion para el coeficiente que considera la correlacion de n
iteraciones D,

Dn_<(A’;::i)2> <(Z"1A1 _nz_mz_l (Al >(A1 +) (5.10)

Donde el promedio se realiza sobre el espacio fase en las posiciones iniciales(z%,2°). En esta
igualdad estamos suponiendo que ya se alcanzé una distribuciéon uniforme de todas las variables.
Esto implica que la correlaciéon entre una iteracion del mapeo y otra a un tiempo posterior no
dependa de la iteracion en la que se encontraba sino solo en la distancia entre estas iteraciones es
decir ((Alzi)(Alzl)) = ((Az*)(AZ"TU™7)) considerando esto con k = 0 la expresion anterior
se simplifica a

<(A ;4—) > +i (nn l) ((Al )(Al )) (5.11)

=1

D, =

Entonces definiendo Cj, = ((A'z%)(Azh))

Co' C() 1 CO 2 C(O .
D1:7,D :74- Cl,Dg 7+ Cl+ Cg,"'Dm:7+ZCi. (512)

Este ultimo valor solo es finito si la suma de los C; lo es. Para nuestro mapeo en las variables

(l’-ﬁ-u I_)
Alzf = —21Asen(z?) — Cp = 2n° A% (sen’(2?)) = 7> A% (5.13)

Y también del mismo mapeo

k
Alzf = —2rAsen (J:(l + QWAZSGH(ii)) . (5.14)

=1

Por lo que

Cr = (A'2)(A'Zh)) = 47r2A2<sen2(x(1) oS (27rAZsen(:ri)) > (5.15)

=1
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Donde se us6 la identidad de suma de angulos y se supuso que el segundo termino es 0 por la
simetria del mapeo. Entonces

Ci = 47T2A2<sen2(x9) cos (2rAsen(zf — 27 A sen(x(l)))> =212 Jo(21A). (5.16)

El promedio tiene una expresion analitica que se calculé en Mathematica [23|. Se obtuvo que

Dy = w2 A%(1 + Jy(27A)). (5.17)

Dy = A*(1+ 2Jy(2nA)) + Y C; (5.18)
i=2
Esta aproximacion fue la obtenida con el método de Fourier en los anexos, sin embargo con estos
calculos no se puede asegurar que el resto de los C; sean de un orden menor en A. Se vuelve muy
complicado obtener el resto de los C;. La desviacion de los valores de D,, respecto del coeficiente
cuasilineal se grafican en la figura 5.5

Variacion de los coeficientes de difusion

, 1€ [1,20]

2J0(2r A)
02 |
01
Sl Q?) 0.0
01 F
02 F
54 56 58 60 62

A

Figura 5.5: Variacion de los coeficientes de difusion respecto del valor cuasilineal para un nimero
de iteraciones cada vez mayor en el rango A € [5.375,6.375]
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Figura 5.6: Modos aceleradores de periodo dos para una amplitud de A=6. Son 412955 puntos con
valores de my € [—12,12].




Capitulo 6

Conclusiones

Se estudio el transporte turbulento producido por un espectro constante e infinito de ondas de
deriva dado por.

o

n par
n impar

p=A Z cos(z + 0,,) cos(y + 0, +nt) ; 6, = { (6.1)

n=—oo

ME

= Se comprobé que cuando la amplitud de las ondas es mayor que 1 se produce un compor-
tamiento difusivo. Se calcul6 el coeficiente de difusion en el caso cuasilineal y se obtuvo la
correccion sucesiva. Estos resultados son iguales a lo encontrado en la referencia [26] y fueron
validados por simulacién numérica.

» Siguiendo la referencia [1] se realizo un giropromedio en las ecuaciones de movimiento de
las particulas y se comprob6 que éste disminuia el coeficiente de difusiéon. Suponiendo una
distribuciéon térmica de radios de Larmor se obtuvo que el coeficiente de difusiéon promedio
del ensamble disminuia exponencialmente conforme se aumentaba el radio de Larmor tér-
mico de la distribucion,py,. La funcién de distribucion de probabilidad del ensamble dejaba
de ser gaussiana al incrementar py, y adquiria colas que decrecian més lentamente. Ademés
se seguia presentando la autosimilaridad tipica de los procesos difusivos con el tiempo, la
distancia y el coeficiente de difusiéon promedio. La diferencia de este trabajo respecto de la
ref. [1] fue considerar la primera correccion del coeficiente de difusion sin giropromediar. Con
ella se obtuvieron dependencias mas exactas de los coeficientes de difusiéon del mapeo giro-
promediado y del ensamble térmico como funciéon de A, cuando A tiene valores intermedios.
Estos resultados también fueron validados por simulaciones numéricas.

= Se estudi6 el efecto en el transporte de un flujo poloidal producido por un potencial que
solo dependia de la direccién z. Se propuso un mapeo aleatorio para sustituir la evolucion
temporal exacta de las particulas y con ello fue posible hacer predicciones analiticas que
concordaron con las simulaciones nimericas. Se consideraron 3 casos particulares de perfiles
de flujo, para los cuales se encontré que el transporte en la direccion perpendicular al flujo
no se veia mayormente afectado; El coeficiente cuasilineal se conserva y las variaciones solo
se observaron en la primera correcciéon. Sobre el transporte en la direcciéon y se encontro
que: (tomando o2 como la desviacién estandar del ensamble y n el ntimero de iteracion del
mapeo. )

e Flujo lineal sin cota.

El transporte es superdifusivo y superbalistico con 02 o n?.
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e Flujo zonal gaussiano

El transporte permanece difusivo pero el coeficiente de difusion se ve modificado por un
término inversamente proporcional al coeficiente de difusion en la direccién x

e Flujo escalon
2 2

El transporte es superdifusivo y balistico con o o« n*.
En la referencia [1| se observo numericamente este escalamiento superdifusivo del flujo li-
neal. Con el método propuesto en este trabajo fue posible calcular ademas, el coeficiente de
transporte para los 3 perfiles de flujo.

» Finalmente se intent6 explicar cualitativamente la razén para la primera correccion del coefi-
ciente de difusion. Se encontré que en la funcién de distribucion de probabilidad de despla-
zamientos después de dos iteraciones se observan 2 picos definidos que distan del comporta-
miento esperado para el caso cuasilineal. Con estos picos se podria identificar las trayectorias
que contribuyen maés a la correcciéon del coeficiente de difusiéon. Se propuso que estas parti-
culas son las que tienen eigenvalores maximos pequenos y se observé una coincidencia con la
ubicacion de estos picos, sin embargo no fueron suficientes para producir completamente la
correccion al coeficiente de difusion.

Algunas extensiones futuras a este trabajo son

= Calcular la siguiente correccién al coeficiente de difusion en el mapeo sin flujo buscando las
trayectorias relevantes en el espacio de Fourier con el mismos procedimiento con el que se
obtuvo la primera correccion.

= Buscar una explicaciéon consistente para las correcciones al coeficiente de difusion en t térmi-
nos de correlaciones entre vecindades de puntos peridédicos de orden 2. Ademés de estudiar
si existen mas diferencias de la distribuciéon de probabilidad de desplazamientos respecto del
caso cuasilineal.

» Estudiar el caso de flujo lineal acotado, es decir el caso en el que el flujo tiende a valores
contantes fuera de una vecindad del origen y cerca del origen varia linealmente. Con base
en los flujos estudiados se puede esperar que el comportamiento para tiempos grandes es
balistico y para tiempos pequenos cortos superbalistico, pero seria interesante observar la
transicion de o2 de un régimen a otro.




Anexos

6.1. Deduccion del mapeo sin flujo.

6.1.1. Reescritura del potencial eléctrico

El potencial eléctrico es:

B = , ) 0 npar
p=A ; cos(z + 0,) cos(y + 6, +nt) ; 6, = { = impar (6.2)
Usando la identidad para el producto de cosenos: cosacosb = £ (cos(a + b) + cos(a — b))
A o0
¢ = 3 Z cos(x +y + nt + 26,,) + cos(z — y — nt). (6.3)

Usando la identidad: cos(a+b) = cosa cosb—senasenb para separar x+y y x — y respectivamente

A & A &

¢ = 5 Z_: cos(x + y) cos(nt + 26,,) — 5 Z_: sen(x + y) sen(nt + 26,,)
23 cosa—y)eostnt) + 5 3 sen(a — y) sen(n)
— cos(x — y) cos(n — sen(x — y) sen(nt).
2 n=-—oo ’ 2 n=—o00 i
Seno es una funcién impar, por lo que sen(nt) = —sen(—nt) por lo que las sumatorias con estos
términos son 0. Entonces
6= 23 costay)costnt +20,)+ 2 3 cosla— y)cos(nt) (65
—2:_ cos(x + y) cos(n n 7 2 cos(x — y) cos(nt). .
0 n par ..
Notando que: 26, = : y que: cos(f + 2km) = cos(f) con k un entero, es facil
7 n impar
comprobar
6= 23" costay)costnlt =) + 2 3 coslo— y)cos(nt) (6.6
=— cos(x cos(n(t —m — cos(x — y) cos(nt). .
2 n=-—oo / 2 n=-—oo ’
Finalmente, como cos(x + y) sale de la sumatoria por no depender de n y usando la igualdad,
Z cos(nt) = 27 Z d(t — 2mm), (6.7)
se llega a
$la,y,t) =mA D [cos(az — y)d(t — (2m)7) + cos(x + y)6(t — (2m + 1)7)]. (6.8)

m=—0Q
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6.1.2. Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de movimiento a considerar son las debidas a la deriva Ex B

df ExB
i TR (6.9)
Con B=B:yE = —Vo(z,y,t) = —%i — —y Se tiene que
S T oy z
d 1 1 1
T o | %o __L1o, +—%y. (6.10)
dt B2 6’3 (;J B Bo B ox

Como B es una constante, se puede redefinir un potencial normalizado ¢, = % para eliminarlo de
las ecuaciones y obtener

de  0¢n dy Oy

dt Oy’ dt Ox’

En lo sucesivo se omite el subindice n. Trabajando con las variables .+ = x £ y las ecuaciones
de movimiento son

(6.11)

dry dr dy 0¢ 0¢
B N T A . A 12
dt dt * dt oz Oy’ (6.12)

de—  dv dy 0 99

Sustituyendo la ec. (6.8) en estas ecuaciones se obtiene
dm—+ = —21A Z sen(z_)d(t — 2mm), (6.14)
dz_

= 27TAm_Z_OO sen(z4)0(t — (2m + 1)m). (6.15)

Para el modelo del potencial se ha elegido que las ondas tengas un vector de onda, k y una
frecuencia angular, w,, igual a 1, sin embargo las ecuaciones de movimiento son las mismas bajo

el cambio de variables: z,y — k’x ky,t — wot, A — og

6.1.3. Integracion de las ecuaciones de movimiento

En la figura 6.1 se muestra un esbozo del potencial eléctrico como funcién del tiempo. Este tiene
un periodo de 27 y solo es diferente de 0 en los multiplos de 7. Los instantes de tiempo marcados
son infinitésimos de tiempo antes y después de las deltas de Dirac, por ejemplo t; = 2mm — € La
integracion se debe hacer por partes en los intervalos marcados. Un mapéo ligeramente diferente
resultara dependiendo de en qué parte de un periodo del potencial se inicie. En este caso se inicia
inmediatamente antes de un multiplo par de «t

Integracion de t1 a 2.

6.1. DEDUCCION DEL MAPEO SIN FLUJO.
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Pd(x,y;t)
n(2m) m(2m+1) n(2m+2)

C (X
B

Figura 6.1: Esbozo del potencial eléctrico como funciéon del tiempo

r_(t2) —x_(t1) = /t2 d;lv—t_dt = /tt2 21 A i sen(z,)o(t — (2m + 1)m)dt = 0,

t1 1 Moo

2 2 0

xy (t2) — (1) :/ %dt = —/ 2 A Z sen(z_)d(t — 2mm)dt = —2msen(z_(t(1)).
t1 t1 m=—o00

(6.16)

En la segunda integral se us6 que x_ es constante en este intervalo y que f_+: f(x)d(z) = f(0). Las

ecuaciones se pueden reescribir como:

r_(t2) = x_(t1),
xy(t2) = x_(t1) — 2w Asen(z_(t(2)) (6.17)
Integracion de t2 a 3.
zr_(t3) = x_(t2), (6.18)

4 (t3) = x_(2).

Esto debido al que el potencial es 0 en este intervalo.

Integracion de t3 a t4.

t4 t4 o0
xy(t4) — x (t3) :/ %dt = —/ 2 A Z sen(z_)d(t — 2mm)dt = 0,
t3 3

m=—0o0

x_(t4) — x_(t3) :/ (ix;dt = /t 21 A Z sen(xy)d(t — (2m + 1)m)dt = 2w sen(x 4 (¢(3)).

w3 dt 3 S ——
(6.19)
Esto se hizo de modo analogo a (6.16). También se puede reescribir como
T (t4) = x4 (13),
L) = 2, (13) 620

x_(t4) = x_(t4) + 2w sen(z4(¢(4)).

6.1. DEDUCCION DEL MAPEO SIN FLUJO.
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Integracion de t4 a 5.

r_(t5) = x_(t4), (6.21)
x4 (t5) = x_(t5). '
Pues el potencial es 0 en este intervalo.

Combinando (6.17), (6.18), (6.20) y (6.21) para eliminar los tiempos intermedios, se obtiene:

x4 (th) = x4 (t1) — 2w Asen(x_(t(1)),
z_(t5) = x_(t1) + 2w Asen (x4 (¢(5)).

Esta relacion se mantiene para cada periodo del potencial por lo que podemos renombrar genéri-

camente x4 (t5) = 2t y 24 (t1) = 2% por lo que

(6.22)

g =27 — 2r Asen(a”),

6.23
" =2 + 2rAsen(zt). (6.23)

6.2. Deduccion del mapeo sin flujo giropromediando.

Las ecuaciones de movimiento estan dadas por la ec. (6.11), por lo que las ecuaciones de movi-
miento giro promediadas seran

@__<@> __9{(¢)e
dt o/, Oy’

dy <%> _ 9(P)e
dt  \Ox 9_ ox

Por lo que solo basta obtener (¢)g. De la expresion (6.8) para el potencial podemos obtener que

(6.24)

(p)g = <7rA Z [cos(z — y)o(t — (2m) ) + cos(x + y)o(t — (2m + 1)7r)]>

m=—o00 0
% (6.25)
=7A Z [{cos(z —y)),0(t — (2m)m) + (cos(z + y)),0(t — (2m + 1)7)] .
Entonces basta obtener (cos(z £ y))g
1 2w
(cos(z +y)), = Py / cos(xz £y + p(cos O + sen h))db. (6.26)
T Jo
Usando cos(a 4 b) = cosa cosb F sen asen b para separar cos(x %+ y)
2m
(cos(z £y)), = cos(z + y)2i / cos(p(cos @ £ sen 6))db
T Jo (6.27)

1 2
+ sen(z + y)% / sen(p(cosf £ send))dd.
0

De la identidad trigonométrica sena + senb = 2sen (“—H’) cos (“T_b) y que cosf = sen(f + 7) se

2
obtiene
cosf £ senf = +v/2sen(h + - (6.28)

6.2. DEDUCCION DEL MAPEO SIN FLUJO GIROPROMEDIANDO.
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Sustituyendo esto en la ec. (6.27)

1 2m
{cos(z + y)>0 =cos(zr £ y)— / cos((v/2p) sen(f + 7))do
21 J,
e (6.29)
+ sen(x + y)z— / sen((v/2p) sen(f + ))do.
T Jo
Donde se us6 la imparidad y paridad de seno y coseno. Haciendo el cambio de variable 6+ = 4 1
1 2n+ 7
{cos(z £ y)>6 = cos(x + y)2— / cos(V2psen(6F))do*
™ us
i (6.30)

2+ %
+ sen(z + y)i / sen(v/2psen(0%))do*.

2
+7

Pero como seno (el de adentro del argumento) es periddica con periodo 27 las integrales son
equivalentes a una de [0, 27|, estos nos permite dejar el superindice + para obtener:

(cos(z £y)), = cos(z + y)% / ' cos(v/2psen(d))dd
0 (6.31)

2
+ sen(x + y)2i / sen(v/2psen(6))ds.
T Jo

La segunda integral es cero pues

2 ™
/ sen(v2psen())dd = / sen(v/2psen())dd = 0. (6.32)
0 -7
La primera igualdad es debido a la periodicidad 27 de la funcién seno del argumento, la segunda por
la imparidad del seno de afuera. Finalmente identificacamos la primera integral al hacer v/2p —
con la representacion de la funcion de Bessel del primer tipo de orden cero:

Jo(x) = %/0 ﬂcos(a: sen 6)db. (6.33)
Sustituyendo en la ecuacion (6.31)
(cos(z £y)), =Jo(V2p) cos(z £ y). (6.34)
Que sustituyendo en la ec. (6.25)
(0o = mIo(V2p)A Y [cos(z — y)d(t — (2m)m) + cos(x + y)d(t — (2m + 1)m)]. (6.35)

m=—0oQ

Entonces el potencial eléctrico es el mismo que en el caso sin giropromediar bajo la identificacion
A — Jo(v/2p)A con p igual a constante para cada particula, por lo que se puede hacer el resto de
los pasos descritos en la seccion 6.1 y obtener de la ec. (6.23)

gt =2t — omJo(V2p) Asen(z™),

6.36
2™t = 2" 4 2rJy(V2p) Asen (2. (6:36)

6.3. DEDUCCION DEL MAPEO CON FLUJO.
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B+,
n(2m) m(2m+1) (2m+2)

C [ ]
BN 26t

Figura 6.2: Esbozo del potencial eléctrico con flujo incluido como funciéon del tiempo

6.3. Deduccion del mapeo con flujo.

Cuando se agrega un flujo en la direccién y mediante un potencial ¢q(x). El nuevo potencial se
convierte en

¢ =go(z) +7A Y [cos(x —y)d(t — (2m)m) + cos(x + y)d(t — (2m + 1)) . (6.37)

m=—00

La integracion de las ecuaciones de movimiento no cambia para los intervalos infinitesimales
alrededor de las funciones delta de Dirac, pues se supone ¢y (z) suave tal que lim,_, f_te f(z)dt = 0.
En los intervalos de tiempo entre la aparicion de las delta de Dirac solo el potencial asociado al
flujo es diferente de 0. En ellos, de la ec. (6.11), las ecuaciones de movimiento en las variables x y

Yy son:
dr 0 dy _ deo(x)

. = 6.38
dt Todt dx (6.38)
Integrandolas por ejemplo en el intervalo [t2,¢3] se obtiene:
x(t3) — x(t2) = 0,
t3 t3
d d t3 d t3 6.39
J(13) — y(82) :/ do() . _ do(x(13)) / i — 00z (t3)) (6.39)
o dx dx 9 dx
En la segunda ecuacion % sale de la integral porque x es constante en este intervalo. En las
variables x4 las ecuaciones 6.39 se convierte en
v (13) = 2. (12) + Q(E-(2)) 610
v (t3) = o (t2) — Qe (2 '
Donde se nombré Q(z) = %. Esta relacion es igual en todos los intervalos de este tipo. El

mapeo se escribe mas compactamente si en vez de comenzar antes de un multiplo de 7t se inicia
después. En la figura 6.2 se comienza al tiempo ¢2 y se termina en ¢6. Los mapeos en cada uno de
los intervalos son los siguientes:

6.3. DEDUCCION DEL MAPEO CON FLUJO.
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w4 (t3) = w (2) + mQ(L2Ee=(2)
v (13) = x_(12) — Q22 (2)y
z4.(t4) = 24 (13),
w_(t4) = x_(t4) 4+ 2r Asen(z o (t(4)),
2, (t5) = 2 (t4) 4+ eQ(xtEe=(D) (6.41)
_(t5) = x_(t4) — (w%
(t6) = z_(t5),

x4 (t6) = x_(t5) — 2mAsen(x_(t(6)).

En este caso solo se pueden eliminar simplemente las posiciones en los tiempos t3 y t5, obteniéndose

2y (t4) = x4 (12) + mQ (el te=(2) “ (2)y,

x_(t4) = x_(t2) + 27 A sen(x+( (4)) — WQ(M), o)
T_(16) = x_(t4) — wQ(Exlidie_(1) too (1)) '
x4 (t6) = xy (t4) — 2w Asen(z_(t(6)) +WQ(M)_

n 1 .
Llamando genéricamente a x4 (t2) =z, x4 (t4) = Ty 14 (t6) = 2! y dejando al argumento

de ) en términos de z = % se obtiene que el mapeo con flujo es:

1
r, * =g +7Qa"),

1 a1
22 =g 4 onA sen(a:++2) — ("),
ol ) (6.43)
" =22 — Q2" 2),
1 1
gt = .7:: — 2 Asen(x™h) 4 Q2" 2).
Que es un mapeo a 2 pasos.
6.4. Modos aceleradores de periodo 2
La expresion obtenida en esta seccion se utiliza para calcularlos numéricamente.
La condicién de punto acelerador de periodo j es xiﬂ = z'} + 2mmy con my diferente de cero .
El mapeo es
n+1 n : n
" = 2" + esin(a’}), 644
n+1 — " — ESlIl( n—i—l) ( : )
Ly +
con € = 2w A. Dos iteraciones consecutivas del mapeo toman la siguiente forma.
"t = 2" + esin(ah),
o =g — esin(a” + esin(al)).
n+2 n+1 : n+1
T =x_"" +esin(x ,
(") (6.46)

2 = 2" — esin(2™ ™ + esin(a”)).
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Eliminando los términos 27} de las iteraciones pasadas.

2"t = 2" + esin(a7}) + esin(z? — esin(z” + esin(z?))),
g =2 — esin(z” + esin(2)) — esin(2” + esin(27) + esin(z] — esin(2” + esin(z7)))).
(6.47)
Usando la condicién de punto acelerador de periodo 2, 272 = x + 2mmy, se obtiene que

esin(z”) + esin(z} — esin(z” + esin(a))) = 2mm_, (6.48)

—esin(a” 4 esin(a))) — esin(a” + esin(z?)) + esin(z] — esin(z” + esin(a’)))) = 2rmy. (6.49)

Sustituyendo la primera en la segunda y sustituyendo la ecuacién resultante en la primera se
obtiene

esin(z” + esin(a7)) = —esin(a”) — 2mm.., (6.50)
esin(z} + esin(z")) = —esin(z]) + 2mm_. (6.51)
De donde se sigue
esin(z?) = —a” — arcsin (sin(xﬁ) + %) + 2mny, (6.52)
esin(z") = —z'} — arcsin (sin(mﬁ) + %) +27mn_. (6.53)

con n4 enteros. Si my = 0, los puntos fijos de periodo 2 satisfacen la condicion
esin(z) = —2a" + 2mny, (6.54)

esin(z") = =227 4+ 27n_. (6.55)

6.4. MODOS ACELERADORES DE PERIODO 2
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6.5. Coeficiente de difusiéon con correlacidon entre iteraciones

El método descrito en esta seccion fue propuesto por primera vez en [21] y [27]| para el mapeo
estandar. Posteriormente fue aplicado para el mapeo sin flujo en [26]. En esta seccion seguiremos
un procedimiento similar al usado para el mapeo estandar en [13|, basado en [28|.

Anteriormente, para obtener el coeficiente de difusion cuasilineal se calculo en la ec. (3.8) el pro-
medio de los desplazamientos cuadraticas después una sola iteracion. Si ahora se quiere considerar
la correlacion de las trayectorias en iteraciones sucesivas, se puede obtener el coeficiente de difusion
promediando los desplazamientos cuadraticos después de n iteraciones. Por simplicidad haremos
los célculos en las variables (z,z_).

A:L'n 2 " on
D, = { +;73( bt (6.56)

donde Az” = a7 — xﬂ)r. Para obtener esta cantidad se necesita calcular la probabilidad de densidad
condicionada

n n 0 0
Wz, 2™ nlzy,x”,0) (6.57)
que representa la probabilidad de terminar en las posicion (xn, 2" ) después de n iteraciones si se
comenzé en las posiciones (29, 2°).

Esta probabilidad se puede obtener recursivamente como
Wy, x_,njz5,2%,0) = /dxﬁrdzn’_W(:er,a:_,m:rﬂr,x'_,n — )W (2, 2" n—1]z%,2°,0) (6.58)

y podemos obtener la primera distribucién de probabilidad del integrando con el mapeo sin flujo
de la ec. (2.6). Se tiene que

W(zy,z_,nle!,, 2" n—1) =6 (vy — o, +2rAsen(a’)) 6 (v — ' — 2w Asen(z;))  (6.59)

Por otra parte, podemos calcular D como

1
D, = 5 / W,z nla%, 2%, 0) (27 — 29)*da"t dz™ (6.60)

y como estamos interesados en el limite n — oo, podemos considerar que z'} es proporcional a /n
: 0
y despreciar 27 de modo que

1
D, = 2—/W(aﬁ,xf,mxi,xfi,0)(:1:1)2dx?rd3:’1 (6.61)
n

Resolver esta ecuacion exactamente usando iterativamente las ecuaciones (6.58) y (6.59) se vuelve
muy complicado, en vez de esto se usa el siguiente procedimiento: Primero se expande W de la
siguiente forma:

W(zy,z_,nlz5,2°,0) = <Z an (22 m)eim‘r> /dqang(x(i, q)e'

m

(6.62)
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donde se expandi6é x; en una integral de Fourier y x_ en una sumatoria de Fourier. a,, también

depende de 29 .Después, sustituyendo la ec. (6.62) en la (6.61) se obtiene.

1 . .
=5 = /derxi/(dqe’qx*) /dmZan(m,q)e’mx‘

(6.63)

La tercera integral es igual a 27a, (0, ¢). A continuacion podemos integrar la integral respecto de ¢
por partes dos veces para obtener un factor —1/ xi que se cancele con el xi de la primera integral,

obteniendo

n //dqu+ ) qu+

La integral en xy es 2m(q), pues an(O, q) solo depende de z9%. Entonces

4 9a, (0, g)

D, =—
2n 0q? =0
Ahora resta encontrar a,(m,n). De 6.62 obtenemos
=1z // drdr_e=me-—MTOVW (2, x_ ,nlz?, 2 ,0)

para n = 0 usando una distribucion inicial en (29, 22).

W =6(zy —a5)d(z_ —a°)
1

ag(m,n) = 2t

—iqx9 —ima®
(—iga§ —ima? )

para n > 0 usamos las ecs. (6.66) y (6.58)

1

a (m q) 4 2 /d$+d$_6(_imw_iqr+) . e

. -/d:tﬁrda:'_cs (x4 — 2/, + 2w Asen(z’)) 6 (z- — 2’ — 27 Asen(zy)) - -

B / dg' Z (M, q/)(a(imlzl— Fig'a!, )
m/

Usamos las funciones ¢ para integrar respecto a x_ y z/,

1 / / / /
o) =5 Y [ e’ do s )

-exp [—im(z + 2rAsenz) + im's’ —iqry +i¢ (v4 + 2rAsena’ )]

Reacomodando y definiendo € = 27 A se tiene

1
an(mv Q) :m Z / dq'dx’,dauran_l(m’, q/) cee

--exp [(zi(m' — m) + sena’_(ig'e)) + (z+i(¢ — q) — senz (ime))]

Usando la identidad

zzsenG Z Jl |Z| 2il0

l=—o0

(6.64)

(6.65)

(6.66)

(6.67)

(6.68)

(6.69)

(6.70)

(6.71)
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donde z = é es el signo de z y J; es la funcién de primer tipo de Bessel de orden [. Podemos
expandir la ec. (6.70) para obtener

1
an(m.q) =7 D / dq'dx’_dz J,(|g'el) Jo([melyan 1 (', ) - -
cowexp [2i(m' —m 4+ q'r) + 24i(d — g — )]

Se usaron los r y s como indices mudos para las expansiones. Las integrales en 2’ y x, dan las
funciones 270(q¢' — ¢ — ms) y 2nd(m’ — m + ¢'r) por lo que

enlm,) = 3 llmel) [ dg g (del)enr(o ) - s

- 0(q —q—ms)d(m' —m+q'r)

Entonces, integrando en ¢’, usando la segunda § para evaluar la sumatoria en m’ y notando que
las cantidades primadas eran para la iteracion n — 1 y las no primadas para la n se tiene que

an(ma Q) = Z Js(|mn€|)Jr(|qn—1€|)an—1(mn—1a qn—l) (674)
con R
My =Myp—1 + qp—17 (6 75)
n =qn—1 — mns '
Iterando la recursiéon encontrada n veces se tiene que
an(m,q) = Z T Jsn -+ Iny Jsya0(mo, qo) (6.76)

T T1,8n° 81

Cada conjunto de n parejas de enteros {(ry, s,) - (r1,s1)} define un camino en el espacio (m, q).
Este camino es el dado por el conjunto ordenado de parejas {(m,, qn) - -+ (m1,q1)} y (mo, qo) obte-
nidas con la ec. (6.75) en cada iteracion. Nosotros estamos interesados en caminos que concluyan
con m, = 0y g, — 0 para poder aplicar la ec. (6.65) (hay que recordar que m es una variable
discreta y p es continua). Sin embargo no todos los caminos que terminan en (0,0) contribuyen
equitativamente a a,, de hecho el peso de cada camino esta dado por J,, Js ---J.,Js, que tienen
como argumento a 27mm;A y 2wq; A. Una propiedad de las funciones de Bessel es que para A > 1
decaen inversamente proporcional a v/A. De modo que, en este rango de valores de A, los caminos
que més contribuyen a a,, son los que se encuentran cerca del origen. Ademas, muy cerca del origen,
las funciones de Bessel son méas pequenas entre mayor es su orden. De modo que, los caminos que
més contribuye son los que se quedan cerca del origen con (7, s,) = (0,0) Vn.conm =0y ¢ — 0
y dan,usando también la ec. (6.67), una contribucion

a(q,0) = Jg (eq)e ™ (6.77)

donde el exponente n de las J es en realidad n = 1 porque m = 0. Expandiendo a segundo orden
y usando la ec. (6.65) obtenemos

182 2.2

Y | (6.78)

q=0
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que es igual a

62

D= 1= 2 A? (6.79)

Este es el resultado cuasilineal, que es dos veces mas grande en las variables (x,y) que en las

(x4, z_) porque la transformacion no esta normalizada. i.e. como 1 = x £y entonces el jacobiano
es —2.

Para encontrar la siguiente correcciéon al coeficiente de difusion buscamos caminos que se alejen

ligera y momentaneamente del origen. Busquemos caminos que salen del origen en la iteracion

numero « y regresan en la siguiente iteracion o + 1. Se debe cumplir que

(Ma-1,qa—1) = (0,0)
(Mat0s dato) = (Tay —Tasa) (6.80)
(Mat1,dor1) = (Ta = SaTaTat1, —TaSa = Sat1) = (0,0)

donde se asume que el signo de 0 es +1, es decir Mmy_1 = May1 = o1 = +1. Este sistema de

ecuaciones tiene solucion para cualquier (74, Sq), que es (Fai1,Sat1) = (SalaTas —TaSa). Por lo
tanto esta salida y regreso al origen aporta un factor

Sso([7a€]) Jra (1a€]) Joois (0) Jro iy (ISac]) (6.81)

Para que esta cantidad pueda ser diferente de cero debe ocurrir que s,,; = 0, en cuyo caso
Jo(0) = 1. Esto implica que s, = 0 de modo que, el factor es

Jo(lrael) Jr, (19€]) Jr. 1, (lgel) (6.82)

ahora se cumple que r,41 = 7,. Los caminos mas importantes ocurren para el menor |r,|, en este
caso los caminos con r, = 1. Puesto que r, = 0 ya se considerd para el resultado cuasilineal. Asi
pues la contribucion de estos caminos es

2

Jo(lel)Jr (Igel) (6.83)
Donde se us6 que J_; = (—1)*J;. Ahora resta considerar cuantos caminos de este tipo existen.
Hay uno para r = 1 y otro para r = —1, ademés este trayecto fuera del origen se puede comenzar

en casi cualquier iteraciéon. De modo que si consideramos n iteraciones habra n — 2 iteraciones
para salir del origen. De forma que hay 2(n — 2) caminos que aportan esta contribucién. como
estamos interesados en n — oo el segundo dos se puede omitir. Asi, la contribucién a a,, por estas

trayectorias es
2n
an(Qa O) = 4_7T2

Expandiendo a segundo orden en ¢ y usando la ec. (6.65)

Jo(€)Jg % (qe) Ji (qe)e™" " (6.84)

D1:—2—nJ0(6)8—2|:(1—(n—2)@—|—-~)(ﬁ—k-")(l—iqur—I—-")

2n 0q? 4 4 =0
€2 (6.85)
=Jo(€) 5
=12 A%(2Jy(2m A))
De modo que el coeficiente de difusion con correlacion en las variables (z4,x_) es
D =712 A% (1 +2Jo(27A)) (6.86)

Esta primera correccion es del orden A~2. Si se hubieran considerado ro > 1 se hubieran aparecido
Jr (g€) que no contribuyen al coeficiente de difusion. Mientras que de haber elegido caminos que
tomaban més de dos iteraciones en salir y regresar al origen, las correcciones serfan de orden A~!
o menor. Ya estuvo.
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