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Notación

La notación utilizada en este trabajo se lista a continuación.

H — Hamiltoniano de un sistema.
L — Lagrangiano de un sistema.
q — Coordenadas generalizadas.
p — Momentos generalizados.
R — Conjunto de los reales.
x — Estados de un sistema dinámico.
ẋ — Vector velocidad en el espacio de estados.
g — Matriz de incidencia de entradas al sistema.
u — Entradas de control en un sistema dinámico.
n — Dimensión de los estados x.
m — Dimensión de las entradas u.
y — Salidas de un sistema Hamiltoniano.
x∗ — Trayectoria deseada admisible del espacio de estados.
u∗ — Entrada necesaria para mantener el sistema en x∗.
x̃ —
J — Matriz de interconexión del sistema Hamiltoniano.
R — Matriz de disipación del sistema Hamiltoniano.
t — La variable tiempo.
f — Sistema general determinístico.
x0 — Condiciones iniciales de un sistema dinámico.
In — Matriz identidad.
L,L1, L2 — Valor de inductancia.
R,R1, R2 — Valor de resistencia.
ωr — Velocidad angular mecánica del rotor.
rm — Fricción viscosa en el rotor.
Jm — Inercia en el rotor.
Φ — Constante contra-electromotriz del PMSM.
np — Número de pares de polos del PMSM.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Motivación

El Control Basado en Pasividad (PBC, por sus siglas en inglés), es una metodología
de diseño de controladores reconocida en la literatura, con la cual se han obtenido es-
quemas de control con alto desempeño para sistemas dinámicos no lineales. El moldeo
de energía y la inyección de amortiguamiento, dos de los pasos fundamentales en el
marco de trabajo del PBC en el desarrollo de controladores, nos permiten la construc-
ción de controles cuya interpretación física es más sencilla de entender.
Dentro de la metodología de PBC, podemos encontrar diferentes técnicas para el desa-
rrollo de técnicas de control, como el llamado Control Basado en Pasividad Estándar, el
cuál se enfoca en el desarrollo de esquemas de control para los sistemas descritos por las
ecuaciones de Euler-Lagrange (EL). Entre otras técnicas podemos encontrar el Control
por Interconexión que se centra en la conexión interna entre plantas y controles vistos
desde el punto de vista de dispositivos que transforman energía. Dichas conexiones se
deben conectar de una manera que preserven potencia, para poder alcanzar el objetivo.
Dentro de las técnicas que también podemos encontrar en el PBC se encuentran el
control por Moldeo de Potencia y la técnica de Control por Interconexión y Asignación
de Amortiguamiento (IDA-PBC).
En la búsqueda de poder caracterizar una clase de sistemas que se puedan estabilizar
bajo el moldeo de energía del PBC, se requiere de la incorporación de una estructura
explícita a la dinámica de los sistemas. Los sistemas Hamiltonianos controlados por
puerto (PCH, por sus siglas en inglés) exponen de forma transparente los términos de
disipación así como su dependencia con la función de energía y nos abre una posibilidad
en este ámbito. Una ventaja de los sistemas PCH sobre los sistemas Lagrangianos es la
estructura canónica simétrica además de que el modelado basado en puertos tiene una
interpretación física de la energía. La función de energía de los sistemas PCH, llamado
Hamiltoniano, puede ser usado para mostrar la disipación y propiedades de estabilidad
del sistema. Aunado al hecho de que los PCH engloban una gran variedad y cantidad
de clases de sistemas físicos no lineales. Así mismo, la técnica de IDA-PBC, la cual se
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1.2 Antecedentes

enfoca en la estructura del sistema en lazo cerrado, han hecho de los sistemas PCH,
una clase de sistemas con muchas posibilidades para desarrollar esquemas de control y
cuya interpretación física está expuesta ante el entendimiento real del sistema físico.
Dentro del marco de trabajo del PBC de sistemas PCH se han logrado obtener resul-
tados muy fructíferos, logrando resolver un gran cantidad de problemas. El problema
de control de regulación de sistemas lineales y no lineales ha sido resuelto tanto para
sistemas actuados como para sistemas no actuados, abarcado diferentes clases de siste-
mas como lo son: los sistemas eléctricos, sistemas mecánicos, sistemas magnéticos, solo
por mencionar unos. Sin embargo, a pesar de que existen resultados de sistemas no
lineales enfocados en aplicaciones en específico, el problema de control de seguimiento
de trayectoria aun sigue siendo un tema abierto en la teoría de control, específicamente
en el caso de sistemas subactuados.

1.2. Antecedentes

En el marco de sistemas Hamiltonianos controlados por Puerto se han diseñado e
implementado una gran variedad de herramientas para la resolución de los problemas
de, estabilización y regulación de puntos de operación (por ejemplo en [1],[19], [18], [4],
solo mencionando algunos). Sin embargo, para el problema de control de seguimiento de
señales variantes en el tiempo no ha sido fácil el diseño de leyes de control para sistemas
PCH y más aún que estas leyes tengan interpretación importante de la energía para
el sistema en lazo cerrado. El problema de control para seguimiento de trayectorias ha
sido un tema de mucho interés por lo que hay algunos resultados desatacados dentro
de la literatura. Sin embargo, dicho problema no ha sido resuelto completamente con
la metodología de PBC y para los sistemas PCH. Algunos resultados importantes que
es posible encontrar son:

Transformación Canónica de Coordenadas: Estudiado en [6] y [7] debido al
interés por los sistemas PCH como una generalización de los Sistemas Hamiltonia-
nos debido a la gran variedad de sistemas físicos que estos representan, además de
que la estructura permite visualizar las interconexiones y las funciones de energía
directamente en el sistema. Los resultados hasta la fecha de publicación del estu-
dio, respecto al problema de seguimiento de trayectoria sólo se habían enfocado a
sistemas Hamiltonianos convencionales como en [5] y [29]. Uno de los principales
problemas que se enfrentaban con el control de seguimiento de trayectoria es que
se debía modificar la función de energía para que esta fuera variante en el tiempo.
La estabilización de un sistema no lineal variante en el tiempo no es sencillo de
manera general, sin embargo en [7] se decidieron por desarrollar la dinámica del
error en forma de un sistema Hamiltonano controlado por puerto ya que este se
puede estabilizar fácilmente con el método desarrollado en PBC en [8]. El cambio
de coordenadas generalizadas permitió construir la dinámica del error de sistema
con la estructura de un sistema PCH. La adversidad con la que se ha enfrentado

2
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este resultado es que la transformación es posible a través de la resolución de
ecuaciones diferenciales parciales (PDE) y puede ser sólo aplicado a una clase
especial de sistemas PCH.

Dinámica del error locales lineales: En [11] se propone una metodología sis-
temática para alcanzar la estabilización de la dinámica del error local de una
planta no lineal. A través de la técnica IDA-PBC que preserva la estructura de
los sistemas PCH se estabiliza la dinámica del error a través de una transformada
generalizada de entrada y estado tal que el sistema final es identificable con la
dinámica del error. Desafortunadamente, una desventaja de este método, es que
se deben evitar singularidades en el desarrollo ya que se pueden llegar a incon-
gruencias al linealizar el error en cero con la técnica IDA-PBC, además de que
por medio de la linealización se limita el área de trabajo del controlador y su
rendimiento al no considera las no linealidades del sistema.

Timed IDA-PBC: En [33] se describe una versión en el tiempo de la metodolo-
gía para diseño de control IDA-PBC, llamada timed IDA-PBC, la cual aprovecha
los resultados obtenidos para el problema de estabilización a través de la técnica
IDA-PBC y realiza algunas modificaciones en lazo cerrado del Hamiltoniano para
adaptarlo al problema de seguimiento de trayectorias. Destacando que la metodo-
logía de IDA-PBC es aplicable para sistemas variantes en el tiempo, se realiza el
moldeo de energía para el propósito de seguimiento de trayectoria y debido a que
la energía en lazo cerrado depende de la trayectoria deseada se debe resolver una
PCE de matching. Sin embargo una de las ventajas de esta técnica es que la PDE
de matching que se debe resolver es muy parecida a la PDE de matching de la
técnica IDA-PBC, difiriendo principalmente en las condiciones iniciales de estas
ecuaciones diferenciales. A pesar de las ventajas de esta técnica al no modificar
la estructura de los sistemas PCH, puede convertirse en un problema sin solución
al tener que resolver un conjunto de PDE complejas.

Sistemas Hamiltonianos controlados por puerto contrayentes: En [34]
caracterizan una clase de sistemas Hamiltonianos controlados por puerto con-
trayentes, donde a través de las propiedades contrayentes de los sistemas y la
herramienta IDA-PBC proponen un control de seguimiento de trayectoria. Una
de las propiedades principales de los sistemas contrayentes es que todas sus tra-
yectorias convergen, lo que simplifica el control para el seguimiento de trayectoria
ya que solo se enfoca en obtener la trayectoria deseada que se requiere seguir
dentro de las trayectorias del sistema, de esta manera el problema de seguimiento
de trayectoria puede ser tratado de manera similar al problema de regulación y
en este resultado a través de la técnica conocida como IDA-PBC.

3
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Seguimiento de trayectorias a través de superficies deslizantes y análisis
de contracción: En [24] se propone una técnica para el problema de seguimiento
de trayectoria basados en el análisis de contracción para sistemas PCH comple-
tamente actuados. La Teoría de convergencia se centra en la convergencia entre
trayectorias, por lo que se puede adaptar fácilmente al problema de seguimiento
de trayectorias. Esta técnica empieza con la construcción de la dinámica del error
a través del método de backstepping, lo que permite identificar la subvariedad
deslizante que posee con un estado estable deseable. Posteriormente, se desarrolla
un control para la estabilización de dicha superficie deslizante de tal forma que
la dinámica del error en lazo cerrado tenga una estructura Hamiltoniana. En el
análisis de convergencia, el espacio de estados se extiende incorporando un siste-
ma virtual donde se admiten las trayectorias de la dinámica del error y las del
origen como soluciones. El uso del análisis de contracción parcial como en [32],
implica que la contracción del sistema virtual se traduzca en la convergencia de
los estados a los estados deseados.

Dinámica del error: La obtención de la dinámica del error es un proceso por
medio del cual, se intenta convertir el problema de seguimiento de trayectoria a
un problema de regulación de un punto de equilibrio, sin embargo en el caso de
sistemas no lineales este proceso no es fácil, ya que las no linealidades modifican la
estructura del sistema PCH y no permiten el uso de metodologías usadas para la
regulación de un punto de equilibrio. En [2] consiguen estabilizar el error a través
de la linealización parcial por cambio de coordenadas. Sin embargo, se muestra
que se debe usar alguna técnica de linealización para poder resolver el problema
de seguimiento de trayectoria.

En los trabajos realizados con sistemas bilineales como en [3] proponen una marco
teórico basado en pasividad para garantizar el seguimiento de trayectorias admisibles de
manera global, a través de diseño de controladores PI los cuales son usados y aceptados
en la práctica e industria, debido a su robustez y sencillez. Inspirados en el manejo
de los sistemas como se realiza en [3], se puede vislumbrar un área de estudio para
los sistemas PCH para el seguimiento de señales variantes en el tiempo de sistemas
subactuados. A través de la identificación de propiedades y clases de sistemas PCH se
puede proponer una metodología sistemática que resuelva el problema de seguimiento
de trayectoria de dichos sistemas.
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1.3 Formulación del Problema

1.3. Formulación del Problema

En este trabajo de tesis se considera el problema de diseño de controladores para
seguimiento de trayectorias para sistemas PCH. Considerando el escenario descrito en
la sección anterior, se reconoce la necesidad de identificar clases de sistemas no lineales
para las cuales sea posible proponer una solución a este problema. En este sentido, el
objetivo de este estudio es abarcar un conjunto de sistemas dinámicos que incluya a un
número de casos particulares lo más grande posible.

La clase estudiada en este trabajo de tesis corresponde a sistemas PCH cuya es-
tructura, en términos de su matriz de interconexión, considera que las interconexiones
internas entre variables de estados están moduladas por componentes del vector de
estados mismos. Más aún, se considera que el producto de la matriz de interconexión
del sistema por el gradiente de la función Hamiltoniana es tal que se puede expresar
como el producto de una matriz anti-simétrica dependiente del estado multiplicada por
una función lineal del vector de estados.

Adicionalmente, se supone que la matriz anti-simétrica se puede expresar como la
sumatoria de matrices constantes anti-simétricas multiplicadas por cada componente
del vector de estados. Finalmente, se plantea la posibilidad de que el sistema sea sub-
actuado.

Bajo estas condiciones, el problema que se aborda en este trabajo de tesis se puede
formular como: Resolver el problema de control de seguimiento de trayectorias para la
clase de sistemas PCH subactuados descrita arriba, basados en la obtención de la diná-
mica del error. Proponer una metodología sistemática y estructurada por pasos para el
diseño de controladores para esta clase de sistemas PCH y aplicarla al Motor Síncrono
de Imanes Permanentes (PMSM, por sus siglas en inglés), una aplicación de gran re-
levancia en el área de máquinas eléctricas.

1.4. Contribuciones

La principal contribución de este trabajo es mostrar el proceso a través del cual se
logró identificar una clase de sistemas PCH, lo que permitió el desarrollo de diseño de
controladores de seguimiento de trayectorias para una clase de sistemas subactuados.
La clase de sistemas Hamiltonianos identificada permitió que la obtención de la diná-
mica del error exhibiera una estructura lineal respecto al error de seguimiento.
Para la dinámica del error obtenida fue posible determinar diferentes alternativas para
demostrar convergencia del error de seguimiento a cero, lo que a su vez permitió re-
conocer diferentes tipos de sistemas dinámicos para los cuales el resultado obtenido es
válido.
Se aplicó el procedimiento descrito al caso particular de máquinas eléctricas dado por el
PMSM, lo que permitió identificar algunas consideraciones que facilitaban o complica-
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1.5 Estructura de la Tesis

ban el análisis de estabilidad del sistema. Para el caso del PMSM se añadió el problema
de rechazo a perturbaciones constantes, aplicando el resultado propuesto por [17], lo
que permitió obtener un resultado trascendente en el área de máquinas eléctricas, ya
que el control diseñado no sólo cumple con la función de seguimiento de trayectorias,
sino que también rechaza perturbaciones constantes tanto acopladas como desacopla-
das.

1.5. Estructura de la Tesis

La tesis se encuentra organizada de la siguiente manera:

El Capítulo 2 esta compuesto por la información preliminar necesaria para el
desarrollo del controlador, lo que incluye los sistemas PCH y la clase particular
a la cual se le desarrollo el controlador de seguimiento de trayectorias.

En el Capítulo 3 se presentan los resultados obtenidos y el procedimiento desarro-
llado para la obtención del control para seguimiento de trayectoria para la clase
de sistemas PCH en estudio.

En el Capitulo 4 se discute el caso particular del PMSM validando el resultado
por medio de simulaciones. En este caso se considera el problema de rechazo a
perturbaciones constantes, acopladas y desacopladas.

Finalmente, en el Capítulo 5 se redactan las conclusiones a partir del trabajo
realizado, aunado al trabajo futuro que se puede desarrollar siguiendo con esta
línea de investigación y que se deprende de esta Tesis.
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Capítulo 2

Preliminares

2.1. Sistemas Hamiltonianos

La representación Hamiltoniana de los sistemas se desprende de la mecánica analíti-
ca. En contraposición a la mecánica clásica, donde la base se encontraba en cantidades
vectoriales y la interacción de cada partícula con el entorno, la mecánica analítica se
enfoca en el sistema como un ente completo basándose en cantidades escalares de ener-
gía total del sistema.
La teoría de los sistemas PCH interconecta diferentes áreas del análisis de sistemas di-
námicos como el modelado y análisis de sistemas físicos, mecánica geométrica, así como
el área de sistemas y teoría control, lo que nos permite contar con una herramienta muy
completa para el desarrollo de esquemas de control.
Desde la perspectiva de modelado, sus orígenes se encuentran en la teoría de modelado
basado en puertos de los años 50s descrita por Henry Paynter [21]. El modelado basado
en puertos [15] tiene como principal objetivo proveer un marco de trabajo unificado
para el modelado de sistemas que pertenecen a diferentes sistemas físcos, como puede
ser sistemas eléctricos, mecánicos, hidráulicos, térmicos, por mencionar algunos. Este
propósito se logra describiendo cada sistema en términos de energía para identificar los
componentes físicos que forman al sistema a través de su característica física principal;
elementos dinámicos que almacenan energía, disipadores estáticos de energía y conec-
tores de energía sin pérdidas. Los elementos que almacenan energía S y los elementos
que disipan energía R, se encuentran conectados, a través de las variables de flujo f
y esfuerzo e, a una estructura geométrica central que distribuye la energía y preserva
potencia, y de donde se encuentran los puertos externos p para conectar el sistema,
como se ilustra en la Figura 2.1.
Desde la perspectiva de una de las ramas de las matemáticas, los sistemas PCH se
formalizan de forma geométrica, usando el espacio de estados bajo un estructura que
preserva potencia que junto a una función de energía conocido como Hamiltoniano,
lleva a una teoría para el análisis dinámico de sistemas Hamiltonianos, que permite
mostrar las características internas del sistema de manera directa, como simetrías, in-
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2.1 Sistemas Hamiltonianos

terconexiones y cantidades conservativas. Dentro del área de los sistemas y teoría de
control se enfatiza en la dinámica de los sistemas como abiertos y su interacción con el
medio, a través de las entradas y salidas, y su posible interconexión con el control.

Figura 2.1: Estructura Geométrica de PCH

Las ecuaciones Hamiltonianas [30] se obtienen a través de la transformada de Le-
gendre, se derivan de las ecuaciones de Euler-Lagrange

d

dt
∇q̇L(q, q̇)−∇qL(q, q̇) = u (2.1)

donde L(q, q̇) es la función Lagrangiana del sistema.
Se define una nueva variable p = ∇q̇L, conocida como momento generalizado, recor-
dando que q son las coordenadas generalizadas.
Aplicando el cambio de coordenadas de (q, q̇) a (q, p), aprovechando la propiedad de
invarianza de las dinámicas Euler-Lagrange respecto a una transformación de coorde-
nadas arbitrario [12].
Definiendo una nueva función escalar

H(q, p) = pT q̇ − L(q, q̇) (2.2)

conocida como Hamiltoniano, la cual representa la energía total del sistema.

A este proceso se le conoce como la transformación de Legendre, a través del cuál
se remplaza un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo orden por un conjunto
de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden con una estructura simétrica.
El sistema Hamiltoniano tras el cambio de coordenadas con la transformación de Le-
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2.2 Estructura General de sistemas PCH

gendre, presenta la estructura dada por

q̇ = ∂H(q, p)
∂p

(2.3)

ṗ = −∂H(q, p)
∂q

+G(q)u (2.4)

donde G(q) es la matriz de incidencias de entrada y G(q)u se denota como las fuerzas
generalizadas que resultan en el conjunto de entradas de control donde u ∈ Rm

2.2. Estructura General de sistemas PCH

Una generalización de los sistemas Hamiltonianos con entradas y salidas con disi-
pación se define como un sistema Hamiltoniano controlado por puerto con disipación
(PCHD, por sus siglas en inglés)

Definición 2.1. (Sistema PCH [30]) Un sistema Hamiltoniano controlado por puerto

entrada-estado-salida en el espacio de estados X ⊂ Rn, con espacio de entradas U ⊂

Rm, espacio de salidas Y ⊂ Rm y Hamiltoniano H : X → R esta dado por:

ẋ = [J(x)− R]∇xH(x) + g(x)u (2.5)

y = gT (x)∇xH(x) (2.6)

donde las matrices de interconexión y disipación J(x),R(x) ∈ Rn×n, satisfacen J(x) =

JT (x) y R(x) = RT (x) ≥ 0 respectivamente, g(x) ∈ Rn×m es la matriz de incidencia

de entradas de rango completo por columnas y u son las entradas del sistema, mientras

que y es la salida pasiva del sistema. El gradiente de la función de energía respecto a

x es ∇xH(x) y se define ∇xH(x) =
[
∂H(x)
∂x1

, . . . , ∂H(x)
∂xn

]T
.

Los sistemas PCH cuentan con una función de energía, Hamiltoniano H, el cuál
posteriormente servirá como función candidata de Lyapunov para el análisis de esta-
bilidad. Así mismo las matrices J(x) y R(x) que describen el intercambio interno y
disipativo del sistema, facilitan la interpretación de los controles diseñados.

En caso de que m = n, es decir, el espacio de estados y el espacio de entradas sea
de la misma dimensión se trata de un sistema completamente actuado, lo que equivale
a que si g(x) es una matriz no singular, mientras que si m ≤ n se habla de un sistema
subactuado.
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2.2 Estructura General de sistemas PCH

Nota: Esta definición es la misma que la usada para sistemas mecánicos, solo que en
este caso los puertos de control aparecen en q.
Dado un sistema de la forma 2.5, donde x ∈ Rn, el vector x esta formado por x = [q p]T ,
por lo que entonces

q ∈ R
n
2 (2.7)

p ∈ R
n
2 (2.8)

2.2.1. Matriz de Interconexión

Dentro de la estructura de los sistemas PCH, una parte fundamental se encuentra
en la matriz de interconexión del sistema J(x). A través de esta matriz se describen los
flujos de energía a través de los elementos que almacenan energía dentro del sistema.
La matriz de interconexión es una matriz antisimétrica, lo que significa que J(x) =
−JT (x) dando como resultado interconexiones que preservan potencia. La estructura
geométrica de J(x) está determinada por una estructura de Poisson [23] [16].
En el formalismo Hamiltoniano, la derivada total con respecto al tiempo de cualquier
cantidad f(qi, pi, t) esta dado por

df

dt
= ∂f

∂qi
q̇i + ∂f

∂pi
ṗi + ∂f

∂t
(2.9)

y sustituyendo (2.3 - 2.4) se obtiene

df

dt
= ∂f

∂qi

∂H

∂pi
− ∂f

∂pi

∂H

∂pi
+ ∂f

∂t
(2.10)

Los corchetes de Poisson f, g de dos funciones f(q, p) y g(q, p) que dependen de las
coordenadas generalizadas y los momentos generalizados de los sistemas Hamiltonianos.
Se define como

{f, g} =
N∑
i=1

(
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

)
(2.11)

por lo que (2.10) se puede escribir como

df

dt
= {f,H}+ ∂f

∂t
(2.12)
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2.2 Estructura General de sistemas PCH

Si redefinimos (2.11) con xi, i = 1, 2, ..., 2N para xi = qi para i = 1, 2, ..., N y xi = pi
para j = N + 1, N + 2, ..., 2N el paréntesis de Poisson se escribe como

{f, g} = ∂f

∂xi
J ijc

∂g

∂xj

donde Jc es una matriz simpléctica dada por

Jc =
[

0 IN
−IN 0

]

donde IN es la matriz unitaria de dimensión N .
Así mismo a partir de la definición de la derivada total respecto al tiempo de cualquier
cantidad (2.12), las ecuaciones Hamiltonianas se pueden escribir como

ẋi = J ijc
∂H

∂xj
= {xi, H}; i = 1, 2, ..., N ; j = i+N. (2.13)

la cual es una forma de ver la separación entre la cinemática y dinámica. La cinemática
se encuentra internamente en la definición del corchete de Poisson en Jc que determina
la estructura del diagrama de fase mientras que la dinámica se encuentra representada
por la elección del Hamiltoniano H.

2.2.2. Matriz de Disipación

Los elementos que describen la disipación de energía o pérdida de energía se en-
cuentran en la matriz de disipación R(x), la cual es simétrica positiva semidefinida
R(x) = RT (x) ≥ 0 ya que su no negatividad es responsable de la disipación interna
de energía. La estructura geométrica de R(x) está determinada por métrica singular
de Riemannian [16], en otras palabras, de medida donde cada punto de la variedad
diferencial se le asigna una forma cuadrática definida positiva en su estado tangente y
este va variando de manera suave de un punto a otro punto de la variedad. Para esto
se define la métrica

ẋi = gi,j
∂H

∂xj
= (xi, H) i, j = 1, 2, ..., N (2.14)

donde gi,j es el elemento i, j de la matriz de incidencias y H(x)es una función de espacio
de fase, que le podemos dar la interpretación física de entropía. El paréntesis se define
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2.2 Estructura General de sistemas PCH

como

(f, g) = ∂f

∂xi
gij

∂g

∂xj
(2.15)

en funciones del espacio de fases f, g.
El paréntesis es lineal en cada uno de sus argumentos y se requiere que sea simétrico,
lo que significa que (f, g) = (g, f), que por consecuencia se ve reflejado en la estructura
gij = gji, conocida como matriz simétrica, la cual puede depende de x. Esta métrica
nos permite empezar de manera natural la construcción de estabilidad asintótica en
la fase de estados. Si se añade el requerimiento que gij debe tener valores propios
definidos positivos en todo el diagrama de fase, el conjunto máximo invariante de H es
asintóticamente estable. Si se considera una matriz no singular gij entonces al espacio
fásico tiene asociado un tensor Riemannian curvo, lo cual puede ayudar a la clasificación
de la disipación.

2.2.3. Hamiltoniano y su gradiente

La función de energía del los sistemas PCH, Hamiltoniano, se encuentra explícita-
mente en la estructura a través de su gradiente ∇xH(x). El Hamiltoniano describe la
distribución interna del sistema entre los elementos que la almacenan y es una función
escalar de variable vectorial por lo que H : Rn → R la cual se puede ser usada como
función candidata de Lyapunov. En el caso más básico de regulación se da cuando el
punto de equilibrio deseado x? es el estricto valor mínimo del Hamiltoniano, es decir
x? = argmin [H(x)].

2.2.4. Matriz de Incidencia de entradas

La matriz de entradas u se involucra directamente con la matriz de incidencias de
entradas g(x), la cual indica la manera en que la energía entra al sistema. Si la matriz
de incidencias es una matriz cuadrada y de rango completo n, nos indica que estamos
tratando de un sistema completamente actuado, sin embargo en caso de se una matriz
rectangular y de rango completo por columna m, entonces se trabaja con un sistema
subactuado.

2.2.5. Propiedades básicas de los sistemas PCH

Los sistemas PCH cuentan con una gran variedad de propiedades estructurales que
se pueden aprovechar para el análisis y control de los sistemas. Algunas de ellas son

Pasividad: La combinación de la estructura que preserva potencia de los sistemas
PCH relacionado con la propiedad de almacenamiento de energía Ḣ(x) = −eTs fs

12



2.2 Estructura General de sistemas PCH

y de disipación de energía eTRfR ≤ 0, indican que el incremento en la energía
almacenada H es menor o igual a la energía suministrada

Ḣ(x) = eTRfR + eTP fP ≤ eTP fP (2.16)

donde eS , fS , eR, fR, ep, fp son las variables de esfuerzo y flujo de los elementos
que almacenan energía, de los disipadores de energía y los puertos externos del
sistema respectivamente, como se muestra en la Figura 2.1.

Estructura: Los sistemas PCH son sistemas estructurales debido a la separación
de los elementos que almacenan energía, aquellos que disipan energía y los que
conectan la energía.

Función Casimir de sistemas PCH [31]: Enfocándonos a las propiedades conserva-
tivas de los sistemas PCH, podemos encontrar funciones C : X→ R independiente
del Hamiltoniano H que determina la solución de las ecuaciones diferenciales

∂TC

∂x
(x) [J(x)− R(x)] = 0 (2.17)

donde x ∈ Rn, y (2.17) implica que ∂TC
∂x = 0 para u = 0. Si posmultiplicamos por

∂C
∂x usando las propiedades de antisimetría de J(x) = −JT (x) y simetría positiva
semidefinida de R(x) = RT (x) ≥ 0, se obtiene el equivalente

∂TC(x)
∂x

J(x) = 0, ∂TC(x)
∂x

R(x) = 0 (2.18)

donde, es más fácil observar las cantidades conservativas y simetrías de los siste-
mas PCH. Así mismo, es menester mencionar que las funciones de Casimir tienen
un papel importante en la combinación no lineal para la obtención de funciones
candidatas de Lyapunov, junto con el Hamiltoniano.

Interconexión de sistemas PCH: Una característica importante de los sistemas
PCH es su interconexión, ya que los sistemas están constituidos por subsistemas
más sencillos y las características del sistema completo puede estudiarse a partir
de los subsistemas y las interconexiones que estos presentan. La interconexión, que
preserva potencia, de sistemas PCH definen un sistema PCH en conjunto, donde
su Hamiltoniano y estructura resistiva es la suma de los Hamiltonianos y la suma
de las estructura resistiva de los sistemas PCH interconectados, respectivamente.
Una interconexión particular que preserva potencia es la retroalimentación nega-
tiva de dos sistemas entrada-estado-salida. Dados, u1 = −y2 + e1, u2 = y1 + e2,
donde las nuevas entradas externas del sistemas son e1 y e2, como se ilustra en
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2.3 Pasividad en sistemas PCH

la Figura 2.2.

Figura 2.2: Retroalimentación Negativa

2.3. Pasividad en sistemas PCH

Una herramienta para el análisis de sistemas no-lineales y la cual se puede relacionar
con la estabilidad en el sentido de Lyapunov, es la pasividad y las propiedades de los
sistemas pasivos.

Definición 2.2. (Pasividad [30])

Un sistema dado por

ẋ = f(x, u) (2.19)

y = h(x, u) (2.20)

donde x ∈ X ⊂ Rn, u, y ∈ Rm, es pasivo si existe una función de almacenamiento de

energía H : X→ R con H(x) > 0 satisface la desigualdad diferencial de disipación

d

dt
H(x(t)) ≤ uT (t)y(t) (2.21)

a lo largo de todas las soluciones x que corresponden a las entradas u. El sistema es

conservativo, es decir sin pérdidas, si (2.21) es una igualdad.

14



2.3 Pasividad en sistemas PCH

Los sistemas pasivos son aquellos sistemas que no pueden almacenar más energía
que la que se les suministra y en caso de los sistemas conservativos la energía almace-
nada equivale a la energía suministrada.
La pasividad se puede relacionar directamente con la estabilidad en el sentido de Lya-
punov. Si la función de energía H(x) tiene un mínimo en el estado x?, entonces de la
desigualdad de pasividad (2.21) con u = 0, x? es un punto de equilibrio estable de la
dinámica del sistema no forzado, con una función de Lyapunov H(x).
Para sistemas PCH, la pasividad se puede obtener del balance de energías (2.16) y es
una consecuencia directa de las propiedades de la estructura de los sistemas PCH y
de la relación de disipación de energía. Asumiendo que el Hamiltoniano, es positivo
definido, la desigualdad (2.16), implica que todo sistema PCH es pasivo respecto a sus
variables de puerto fP , ep y función de energía H.
Otra de las características de los sistemas PCH es que si el sistema PCH es pasivo,
el sistema desplazado como se define en [9] preservan la propiedad de pasividad que
corresponde al estado x?

2.3.1. Interconexión de Sistemas Pasivos

Teorema 2.1. (Sistemas Pasivos Interconectados [27])

Suponga que

Σ1 : u1 → y1 (2.22)

Σ2 : u2 → y2 (2.23)

son pasivos. Entonces el sistema obtenido a partir de la interconexión de retroalimenta-

ción negativa mostrado en la Figura 2.2 es un sistema pasivo desde la entrada e hasta

la salida y.

Demostración. Si los sistemas Σ1 y Σ2 son pasivos, existen funciones H1(x1) y H2(x2)

tal que el cambio en la energía almacenada de un tiempo T es menor o igual al la energía

suministrada durante este tiempo. Definiendo x := (x1, x2) y H(x) = H1(x1) +H2(x2),

se obtiene que H(x) > 0.

Para la interconexión por retroalimentación negativa se cumple que

H(x(T )−H(x(0))) ≤
∫ T

0
(uT1 y1 + uT2 y2)dt
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por lo que sustituyendo u2 = y1 y u1 = e− y2 se obtiene

H(x(T )−H(x(0))) ≤
∫ T

0
eT y1dt

probando que la interconexión de retroalimentación negativa de dos sistemas pasivos

es pasiva.

Como ya se había explicado anteriormente, la interconexión que preserva potencia y
una de las cuales permite la obtención de un sistema PCH es través de la interconexión
de retroalimentación negativa subsistemas PCH. Este tipo de interconexión de sistemas
será de gran beneficio más adelante.

Corolario 2.1. (Interconexión con pre y post multiplicación)

Sea M una matriz que depende de los estados del sistema Σ1 y Σ2. Entonces el sistema

interconectado de Σ1 y Σ2 por medio de una retroalimentación negativa sigue siendo

pasivo, si cualquiera de los dos sistemas o ambos se encuentra pre-multiplicado por

M(x) y pos-multiplicado por MT (x) como se muestra en la Figura 2.3.

Figura 2.3: Retroalimentación Negativa con pre y post multiplicación de una Matriz M
dependiente del estado x

2.3.2. Retroalimentación Pasiva

Teorema 2.2. (Retroalimentación Pasiva [10]) Si el sistema (2.19-2.20) es:

1. Pasivo con una función de energía positiva definida y radialmente no acotada

2. Es de estado-cero observable
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2.3 Pasividad en sistemas PCH

el origen x = 0 puede ser estabilizado globalmente por una ley de control u = −φ(y),

donde φ es una función localmente Lipschitz tal que φ(0) = 0, yTφ(y) > 0 para toda

y 6= 0.

Demostración. Considere la función de energía H(x) como función candidata de Lya-

punov para el sistema en lazo cerrado ẋ = f(x,−φ(y)).

La derivada a lo largo de las trayectorias del sistema está dado por

Ḣ = ∂H

∂x
f(x,−φ(y)) ≤ −yTφ(y) ≤ 0

Por lo tanto, Ḣ < 0 es negativa definida y Ḣ = 0 si y solo si y = 0.

Por ser el sistema de estado-cero observable, y(t) ≡ 0→ u(t) ≡ 0→ x(t) ≡ 0 A partir

del principio de invarianza, el origen es global y asintóticamente estable.

Considerando que la energía del sistema esta dada por la función de energía y esta
tenga un mínimo en el origen, el origen de un sistema pasivo es estable, por lo que todo
lo que se necesita para estabilizar el origen es la inyección de amortiguamiento a través
de la función φ(y) para que la energía se disipe cuando x(t) no sea idénticamente cero.
Considerando ẋ = f(x) + g(x)u y que existe la función de energía positiva definida
radialmente no acotada H(x) entonces

∂H

∂x
f(x) ≤ 0, ∀x

Si se define la salida

y = h(x) =
[
∂H

∂x
g(x)

]

entonces el sistema con entrada u y salida y es pasivo. Si es de estado cero observable,
entonces podemos aplicar el teorema anterior. Note la salida definida es la salida pasiva
del sistema, por lo que para los sistemas PCH (2.5) con la retroalimentación propor-
cional negativa de la salida pasiva (2.6) podemos estabilizar asintóticamente el punto
de equilibrio si es de estado-cero observable.
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2.4. Clase Particular de sistemas PCH

En esta sección se presenta la clase de sistemas Hamiltonianos considerada en este
trabajo de tesis.
Considere el sistema PCH dado por

ẋ = [J(x)−R(x)]∇xH(x) + g(x)u+ τ (2.24)

donde, x ∈ Rn, la matriz de interconexión es J(x) = −J(x)T , la matriz de disipación
R(x) = R(x)T ≥ 0. El jacobiano de la función de energía está definido por ∇xH(x) =[
∂H(x)
∂x1

, . . . , ∂H(x)
∂xn

]T
. El vector de entradas es u ∈ Rm y el vector de perturbaciones es

τ .
Suponga que:

S1: La función de energía H(x) = 1
2x

TQx es cuadrática, por lo tanto, el gradiente
es ∇xH(x) = Qx, con Q = QT > 0.

S2: La matriz incidencia de entradas g(x) ∈ Rn×m donde n ≥ m, es constante y
de rango completo por columna.

S3: La matriz de interconexión se puede descomponer linealmente respecto a los
estados de la forma

J(x) = J0 + J1x1 + ...+ Jnxn = J0 +
n∑
i=1

Jixi (2.25)

S4: La matriz de disipaciónR(x) es constante y positiva semidefinidaR = RT ≥ 0
.

S5: El vector de perturbaciones τ es constante.

La propiedad S1, referente a la función de energía y más específico al gradiente de
la función de la energía, y la suposición S3, que proviene de las interconexiones de
los estados, crean una restricción en el tipo de sistemas con los que vamos a poder
trabajar. Sin embargo son las propiedades fundamentales que nos permitieron obtener
la dinámica del error y poder aplicar un control para el seguimiento de trayectorias.
Ambas restricciones se encuentran estrechamente relacionadas con la estructura del
sistema y la interconexión de los elementos que la componen.
La suposición S2 nos indica que se trabajará con sistemas subactuados, sin embargo no
trabajaremos con sistemas bilineales PCH ya que g(x) es constante y no depende de
los estados x. Así mismo, esto nos indica que las entradas de control y señales externas
entran de manera lineal al sistema.
Finalmente, la suposición S5 sobre las perturbaciones, que deben constantes, limita a
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la gran mayoría de perturbaciones reales, sin embargo el poder rechazar perturbaciones
no acopladas de los sistemas subactuados, sigue siendo un resultado relevante.

2.5. Interconexión

La interconexión de sistemas PCH dan como resultado otro sistema PCH, por lo que
si descomponemos el sistema PCH en subsistemas PCH podemos observar de manera
más clara que es lo que pasa con sus interconexiones.
Una de las restricciones más fuertes S3, es sobre la matriz de interconexión y queremos
ilustrar lo que implica la restricción mencionada.
Dado el sistema,

[
ẋ1
ẋ2

]
=
[
J(x)

] [x1
x2

]
(2.26)

donde x = [x1 x2]T ∈ R2, separamos el sistema en dos subsistemas. El estado del
primer sistema x1 y el del segundo subsistema es x2.
Considere el caso particular dado por

J(x) =
[

0 −x1
x1 0

]
. (2.27)

El sistema esta descrito por

ẋ1 = −x1x2

ẋ2 = −x1x1

Si se consideran los Hamiltonianos de cada subsistema de la formaH(x) = 1
2x

2, entonces

H(x1) = 1
2x

2
1 → Ḣ(x1) = −x1x1x2

H(x2) = 1
2x

2
2 → Ḣ(x2) = −x2x1x1
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Por lo que es posible identificar los mapas pasivos dados por

Σ1 : −x2 → y1 = x1x1

Σ2 : y1 → x2

A partir de estas expresiones es posible representar al sistema completo como la inter-
conexión mostrada en la Figura 2.4

Figura 2.4: Ejemplo de Interconexión de Sistemas PCH

A partir de este ejemplo, se concluye que la suposición S3 en realidad no impone
una restricción fuerte por que en realidad implica que las interconexiones internas
entre estados están moduladas por componentes del vector de estados. Esta situación
se presenta frecuentemente en sistemas prácticos.
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Capítulo 3

Control para Seguimiento de Trayectorias

En este capítulo se presenta el resultado principal de este trabajo de tesis. El diseño
de un esquema de control para seguimiento de trayectorias para la clase de sistemas
descrita en la Sección 2.4. Este resultado está planteado para el caso sin perturba-
ciones, aunque más adelante se ilustra que para el caso del PMSM es posible incluir la
existencia de estas variables.
Dado el sistema PCH particular sin perturbaciones de la forma

ẋ = [J(x)−R]Qx+ gu (3.1)

donde x ∈ Rn, u, y ∈ Rm, y la matriz de interconexión J(x) = JT (x) y la matriz
de disipación R = RT ≥ 0 cumplen con S3 y S4, respectivamente. El gradiente de la
función de energía es de forma ∇xH(x) = Qx como se supone en S1 y la matriz de
incidencias es constante y de rango completo por columna siguiendo S2. Se diseña un
control para seguimiento de trayectoria a través de la siguiente metodología.

3.1. Trayectorias Deseadas Admisibles de un Sistema

Todo sistema físico tiene limitaciones ya que un controlador no puede seguir arbi-
trariamente cualquier trayectoria de estado que se le imponga, por lo que se define las
trayectorias admisibles de un sistema PCH.

Definición 3.1. (Trayectorias Admisibles del sistema [26]) Las trayectorias admisibles

de un sistema PCH (2.5) son el conjunto de todas las trayectorias x?(t) : D ⊂ R→ Rn

para las cuales existe une entrada u?(t) : D ⊂ R → Rm tales que cumplen con la
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3.2 Dinámica del Error

igualdad para

ẋ?(t) = [J(x?(t))− R(x?(t))]∇H(x) |x=x?(t) +g(x?(t))u?(t) (3.2)

todo tiempo t ≥ 0.

Defina las trayectorias deseadas admisibles para el sistema (3.1) en x? como solu-
ciones de

ẋ? = [J(x?)−R]Qx? + gu? (3.3)

3.2. Dinámica del Error

Definición 3.2. (Dinámica del Error) La dinámica del error e(t) de un sistema es

un mecanismo usado para realizar el seguimiento de trayectoria x(t) del sistema dada

una trayectoria admisible dada x?(t) y se realiza a través del cambio de variable e(t) =

x(t)− x?(t).

En el caso de sistemas lineales, la dinámica en coordenadas del error se puede
obtener con relativa facilidad, sin embargo en los sistemas no lineales la obtención de
esta dinámica no siempre es tarea fácil.
A través de la obtención de la dinámica del error del sistema, se realiza el control para
seguimiento de trayectorias para convertir el problema de seguimiento a un problema
de regulación.
La característica principal de la clase de sistemas PCH considerada en este trabajo
radica en el hecho de que la dinámica del error asociada exhibe una estructura lineal
respecto al error e(t). Para mostrar esto se presenta la siguiente proposición.
Proposición 1. Considere el sistema (3.1) y las trayectorias deseadas admisibles (3.3).
La dinámica en coordenadas del error esta dada por

˙̃x = [J(x)−R+ Γ(x?)]Qx̃+ gũ (3.4)

donde x̃ = x−x?, ũ = u−u? y Γ(x?) es una matriz que depende de los estados deseados
x? dada por

Γ(x?) =
[
J1x? J2x? . . . Jnx?

]
Q−1 (3.5)

Demostración. Considerando las definiciones para x̃ y ũ se tiene que la dinámica del

22



3.2 Dinámica del Error

error esta dada por

ẋ− ẋ? =
[
J0 + J̄(x)−R

]
Qx+ gu−

[
J0 + J̄(x?)−R

]
Qx? − gu?

˙̃x = J0Qx̃−RQx̃+ gũ+ J̄(x)Qx− J̄(x?)Qx?

= J0Qx̃−RQx̃+ gũ+ J̄(x)Qx− J̄(x− x̃)Qx?

donde J̄(x) = J1x1 + J2x2 + ... + Jnxn. Usando la propiedad de S3, se cumple que

J̄(x− x̃) = J̄(x)− J̄(x̃) de donde

x̃ = [J0(x)−R]Qx̃+ gũ+ J̄(x)Qx− J̄(x)Qx? + J̄(x̃)Qx? (3.6)

=
[
J0(x) + J̄(x)−R

]
Qx̃+ gũ+ J̄(x̃)Qx? (3.7)

= [J(x)−R]Qx̃+ gũ+ J̄(x̃)Qx? (3.8)

donde, debido a la suposición S.3 podemos hacer la equivalencia

J̄(x̃)Qx? = Γ̄(x?)x̃ (3.9)

Desarrollando la primera parte de la ecuación 3.9

J̄(x̃)Qx? = J1x̃1Qx? + J2x̃2Qx? + ...+ Jnx̃nQx? (3.10)

= J1Qx?x̃1 + J2Qx?x̃2 + ...+ JnQx?x̃n (3.11)

=
[
J1Qx? J2Qx? ... JnQx?

]


x̃1

x̃2

...

x̃n


(3.12)

La matriz Γ̄ está formada por los vectores columna de JiQx?, i = 1...n por lo que

Γ̄(x?) =
[
J1Qx? J2Qx? . . . JnQx?

]
(3.13)
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3.2 Dinámica del Error

Para poder agrupar términos se considera Γ(x?) = Γ̄(x?)Q−1 y la dinámica del error

del sistema sin perturbaciones finalmente toma la forma

˙̃x = [J(x)−R+ Γ(x?)]Qx̃+ gũ (3.14)

3.2.1. Matriz Γ(x?)

Como se verá más adelante, un elemento que será fundamental para mostrar las
propiedades de estabilidad del esquema de control propuesto es la matriz Γ(x?). En
este sentido es importante reconocer algunos de sus propiedades.
Analizando la matriz Γ(x?) primero separamos la matriz en su parte simétrica y anti-
simétrica de la forma

Γ(x?) = Γskew(x?) + Γsym(x?)

Trabajando con la parte simétrica de Γ(x?) se tiene que

Γsym(x?) = 1
2
[
Γ(x?) + ΓT (x?)

]

donde

Γsym = 1
2Q
−1


qT1 J1Qx? − xT?QJ1q1 qT1 J2Qx? − xT?QJ1q2 . . . qT1 JnQx? − xT?QJ1qn
qT2 J1Qx? − xT?QJ2q1 qT2 J2Qx? − xT?QJ2q2 . . . qT2 JnQx? − xT?QJ2qn

...
...

. . .
...

qTn J1Qx? − xT?QJnq1 qTn J2Qx? − xT?QJnq2 . . . qTn JnQx? − xT?QJnqn

Q−1

Γsym = 1
2Q
−1
[
qTi JjQx? − xT?QJiqj

]
Q−1

Se puede observar que la diagonal principal de la parte simétrica de la matriz Γ se
compondría por 2qTi JiQx?.
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3.3 Control Propuesto

3.2.2. Salida Pasiva

Considerando (3.1), la salida pasiva del sistema y = gTQx. De la misma forma para
(3.3), la salida pasiva está dada por y? = gTQx?.
Definiendo ỹ = y − y?, la salida pasiva de (3.14) está dada por

ỹ = gTQx̃ (3.15)

3.3. Control Propuesto

El control propuesto para el seguimiento de trayectorias es a través de la retroali-
mentación proporcional negativa de la salida pasiva.
Proposición 2. Considere la dinámica del error dada por (3.4) si se define

ũ = −Kỹ (3.16)

el sistema en lazo cerrado con la retroalimentación de la salida pasiva toma la forma

˙̃x =
[
J(x)−R+ Γ(x?)− gKgT

]
︸ ︷︷ ︸

A(x,x?,K)

Qx̃ (3.17)

Bajo estas condiciones, si K es tal que Asym(x, x?,K) < 0 ∀ t ≥ 0 se garantiza que

ĺım
t→∞

(x(t)− x?(t)) = 0 (3.18)

con estabilidad interna.
Nota: Al momento no se han identificado las condiciones de cuando tal K existe, sin
embargo hay características que permiten encontrar tal K, por ejemplo cuando R es
positiva definida

Demostración. Considerando la función de energía H(x̃) como función candidata de

Lyapunov se tiene que

H(x̃) = 1
2 x̃

TQx̃ (3.19)
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3.4 Sistemas Perturbados

implica que su derivada a lo largo de las trayectorias del sistema (3.4) esta dada por

Ḣ(x̃) = 1
2 x̃

TQ ˙̃x+ 1
2

˙̃xTQx̃ (3.20)

= x̃TQ ˙̃x (3.21)

= x̃TQ
[
J(x)−R(x) + Γ(x?)− gKgT

]
Qx̃ (3.22)

De esta expresión es claro que para poder asegurar estabilidad asintótica es necesario

que la parte simétrica de A sea negativa definida para todo tiempo, es decir

Asym(x, x?,K) = −
[
R− Γsym(x?) + gKgT

]
< 0 (3.23)

de donde la condición se traduce en
[
R− Γsym(x?) + gKgT

]
> 0.

En caso de que solamente se cumpla que

[
R− Γsym(x?) + gKgT

]
≥ 0 (3.24)

es posible utilizar argumentos basados en el Lema de Barbalat para asegurar estabilidad

asintótica.

3.4. Sistemas Perturbados

Otra manera de abordar el problema anterior, es considerar a Γ(x?)Qx̃ como término
de perturbación. De (3.17) el sistema puede expresarse como

˙̃x =
[
J(x)−R− gKgT

]
︸ ︷︷ ︸

M(x,K)

Qx̃+ Γ(x?)Qx̃ (3.25)

o equivalentemente

˙̃x = M(x,K)Qx̃+ Γ(x?)Qx̃ (3.26)
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3.4 Sistemas Perturbados

Observando las propiedades de estabilidad del sistema nominal dado por

˙̃x = M(x,K)Qx̃ (3.27)

el sistema es asintóticamente estable si existe K tal que Msym(x,K) < 0. En caso de
que sólo podamos encontrar tal K que Msym(x,K) ≤ 0. entonces usando el lema de
invarianza de LaSalle podemos probar estabilidad asintótica.
Considerando que el sistema nominal es asintóticamente estable se analiza el término
de perturbación Γ(x?)Q. En este sentido, para que la perturbación sea desvaneciente
en el origen, se debe asegurar que la matriz Γ(x?) sea de rango completo por columna
y que x? sea acotada. Recordando (3.5), la matriz Γ(x?) está formada por los vectores
columna de JiQx?, entonces:

P1: Si xi no aparece en J(x), es decir, Ji(x) = 0 entonces no aparecerá el término
x̃i en Γ(x?)Qx̃, esto implica que una de las columnas de la matriz Γ(x?) será un
vector columna 0 y por lo tanto Γ(x?) no sea de rango completo por columna.

De lo contrario, si todas las xi aparecen en J(x), entonces ninguna columna de Γ será
0, y si aseguramos que todas las columnas sean linealmente independientes, entonces
Γ(x?) es de rango completo lo que implica que el único vector contenido en el kernel es
ker Γ = {x̃ = 0}.
Reescribiendo el sistema para separar las componentes de x =

[
x̄2 x̄2

]T
, donde x̄1 ∈

Rs, s ≤ n son las componentes de x que aparecen en la matriz de interconexión del
sistema J(x) y x̄2 ∈ Rn−s las componentes de x que no aparecen en J(x).

˙̃x = M(x,K)Qx̃+ Γ(x?)Q
[

¯̃x1
¯̃x2

]
(3.28)

= M(x,K)Qx̃+ Γ(x?)



q11 . . . q1s q1(s+1) . . . q1n
...

. . .
...

...
. . .

...
qs1 . . . qss qs(s+1) . . . qsn

q(s+1)1 . . . q(s+1)s q(s+1)(s+1) . . . q(s+1)n
...

. . .
...

...
. . .

...
qn1 . . . qns qn(s+1) . . . qnn





x̃1
...
x̃s
x̃s+1
...
x̃n


(3.29)
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3.4 Sistemas Perturbados

Simplificando ya que se considera que Q es simétrica positiva definida y separando
Γ(x?)

˙̃x = M(x,K)Qx̃+





γ11 . . . γ1s
...

. . .
...

γs1 . . . γss
γ(s+1)1 . . . γ(s+1)s

...
. . .

...
γn1 . . . γns


︸ ︷︷ ︸

Λ(x?)



γ1(s+1) . . . γ1n
...

. . .
...

γs(s+1) . . . γsn
γ(s+1)(s+1) . . . γ(s+1)n

...
. . .

...
γn(s+1) . . . γnn


︸ ︷︷ ︸

0n×(n−s)





q11x̃1
...

qssx̃s
q(s+1)(s+1)x̃s+1

...
qnnx̃n


(3.30)

= M(x,K)Qx̃+
[
Λ(x?) 0

] [¯̃x1
¯̃x2

]
(3.31)

para poder estabilizar asegurar que la perturbación es desvaneciente en el origen las ns
columnas de la sub-matriz Λ(x?) deben ser linealmente independientes.
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Capítulo 4

Caso de Estudio: Motor Síncrono de

Imanes Permanentes

El motor síncrono de imanes permanentes (PMSM por sus siglas en inglés) es una
aplicación de máquinas eléctricas que se ha ido ganando el interés de la industria
debido a su alto desempeño, reducción en costos de mantenimiento y uso en diversas
aplicaciones. Una de las mayores ventajas del uso del PMSM se debe a que al no tener
que excitar el rotor se eliminan perdidas eléctricas, permitiendo una alta eficiencia en
su desempeño. El desarrollo de PMSM se dio a partir de la introducción de nuevos
materiales magnéticos como son los imanes de tierras raras. En la literatura en general
existen tres modelos del PMSM, basados en el esquema de la Figura 4.1, que se han
estudiaron; el modelo variacional en [25], el modelo αβ en [28] y modelo el dq en [22],
[13], [26]. De estos modelos estudiados, en este trabajo se presenta el desarrollo con
el modelo en el marco dq, ya que este cumple con las características de la clase de
sistemas PCH dadas por S1, S2, S3, S4 y S5 que se describieron en el capitulo anterior.
La transformación dq0 fue presentada por R. H. Park en [20] a finales de los años 20,
siendo un gran avance en el análisis de máquinas eléctricas. La transformación dq0 de
máquinas eléctricas síncronas permite convertir las señales sinusoidales del marco abc
al señales constantes en el marco dq.

El PMSM en el marco dq está constituido por tres estados, los primeros dos estados
x1 y x2 son los flujos magnéticos en estas bobinas, mientras que el estado x3 es el
momento angular del rotor. Las entradas u1 y u2 son los voltajes de los devanados.
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4.1 Modelo en el marco dq

Figura 4.1: Esquema del PMSM

4.1. Modelo en el marco dq

El PMSM en coordenadas dq tiene una estructura de sistema PCH, de la siguiente
forma:

ẋ = [J(x)−R]∇H(x) + gu+ E (4.1)

donde:

J =

 0 0 npx2
0 0 −np(x1 + φ)

−npx2 np(x1 + φ) 0

 ;

R =

R1 0 0
0 R2 0
0 0 rm

 ;
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4.1 Modelo en el marco dq

g =

1 0
0 1
0 0

 ;

E =

 0
0
−τL

 ;

x =

x1
x2
x3

 =

L1id
L2iq
Jmw

 ;

y

u =
[
u1
u2

]
=
[
ud
uq

]

La función de energía está dada por

H(x) = 1
2

[
x2

1
L1

+ x2
2
L2

+ x2
3

Jm

]

=
[
x1 x2 x3

] 
1
L1

0 0
0 1

L2
0

0 0 1
Jm


x1
x2
x3


de donde se obtiene el gradiente de la función de energía y su Hessiano dados por

∇xH(x) =


x1
L1
x2
L2
x3
Jm


=


1
L1

0 0
0 1

L2
0

0 0 1
Jm


x1
x2
x3
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4.2 Trayectorias Deseadas Admisibles

y

∇2
xH(x) =


1
L1

0 0
0 1

L2
0

0 0 1
Jm


los diferentes coeficientes y variables están definidos como

Jm es el momento de inercia

L es la inductancia en el estator

R es la resistencia en el estator

φ es el flujo magnético

np es la cantidad de pares de polos

τL es el par de carga

ω es la velocidad del rotor

id es la corriente en el eje de directa

iq es la corriente en el eje de cuadratura

ud es el voltaje en el eje de directa

uq es el voltaje en el eje de cuadratura

4.2. Trayectorias Deseadas Admisibles

Las trayectorias deseadas deben cumplir con la dinámica del sistema y tienen que
ser admisibles, de lo contrario el sistema no será capaz de seguirlas. Las trayectorias
deseadas son solución del sistema x? ( desarrolladas en Apéndice A).

ẋ? = [J(x?)−R]Qx? + gu? + E (4.2)
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4.3 Dinámica del error

o equivalentemente

ẋ1? = −R1
L1
x1? + np

Jm
x2?x3? + u1? (4.3)

ẋ2? = −R2
L2
x2? −

np
Jm

x1?x3? −
npφ

Jm
x3? + u2? (4.4)

ẋ3? = − rm
Jm

x3? + npφ

L2
x2? + τL (4.5)

4.3. Dinámica del error

Sea el sistema PMSM de la forma (4.1) y las trayectorias deseadas (4.2). La dinámica
del error esta dada por

˙̃x = [J(x)−R+ Γ(x?)]Qx̃+ gũ+ E (4.6)

Para obtener estas expresiones, la única diferencia para este caso es que se considera
el par de carga como una perturbación externa, por lo que se debe añadir el cambio de
coordenadas dado por

x̃ = x− x?
ũ = u− u?
Ẽ = E− E?

Realizando la resta del sistema ẋ menos ẋ? se obtiene

ẋ− ẋ? = [J(x)−R]Qx+ gu+ E− [J(x?)−R]Qx? − gu? − Ẽ

˙̃x = J(x)Qx− J(x?)Qx? −RQx+RQx? + gu− gu? − E + E?

˙̃x = J(x)Qx− J(x?)Qx? −Rx̃+ gũ+ Ẽ

en donde considerando la perturbación conocida para el diseño de la ley de control se
tiene que E? = 0.
Entonces la dinámica del error del sistema es

˙̃x = J(x)Qx− J(x?)Qx? −RQx̃+ gũ+ E

Usando el cambio de variable x? = x− x̃

˙̃x = J(x)Qx− J(x− x̃)Qx? −RQx̃+ gũ+ E
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4.3 Dinámica del error

A través de la suposición S3 dada en (2.25) es posible separar la matriz J(x) de la
siguiente forma

J(x) =x1

0 0 0
0 0 −np
0 np 0

+ x2

 0 0 np
0 0 0
−np 0 0

+

0 0 0
0 0 −npφ
0 npφ 0


J(x) =x1J1 + x2J2 + J0

Entonces J(x− x̃) = J(x)− J(x̃) por lo que

˙̃x = [J(x)−R]Qx̃+ gũ+ E + J(x̃)Qx? (4.7)

Usando la propiedad S3 presentada en (2.25) podemos arreglar el termino J(x̃)Qx? =
[(x̃1)J1 + (x̃2)J2]Qx? de la siguiente manera

[(x̃1)J1 + (x̃2)J2]Qx? =

x̃1

0 0 0
0 0 −np
0 np 0

+ x̃2

 0 0 np
0 0 0
−np 0 0





1
L1

0 0
0 1

L2
0

0 0 1
Jm


x1?
x2?
x3?


=

x̃1

0 0 0
0 0 −np
0 np 0

+ x̃2

 0 0 np
0 0 0
−np 0 0




x1?
L1
x2?
L2
x3?
Jm


= x̃1

 0
−np x3?

Jm

np
x2?
L2

+ x̃2

 np
x3?
Jm

0
−np x1?

L1

+ x̃3

0
0
0

 =

 0 np
x3?
Jm

0
−np x3?

Jm
0 0

np
x2?
L2

−np x1?
L1

0


︸ ︷︷ ︸

Γ̄(x?)

x̃1
x̃2
x̃3


︸ ︷︷ ︸
x̃

Así, la dinámica del error queda definida de la siguiente manera

˙̃x = [J(x)−R]Qx̃+ Γ̄(x?)x̃+ gũ+ E

Si Γ(x?) = Γ̄(x?)Q−1, entonces se obtiene finalmente la expresión

˙̃x = [J(x)−R+ Γ(x?)]Qx̃+ gũ+ E
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4.4 Control de Seguimiento de Trayectoria

4.4. Control de Seguimiento de Trayectoria

Trabajando con el sistema sin perturbaciones

˙̃x = [J(x)−R+ Γ(x?)]Qx̃+ gũ (4.8)

donde J(x) = −JT (x) es la matriz de interconexión , R = RT > 0 es la matriz de
disipación y g la matriz de pesos de entrada de rango completo por columna es posible
utilizar la retroalimentación proporcional negativa de la salida pasiva, dada por

y =gT∇H(x̃) (4.9)
=gTQx̃ (4.10)

=
[
1 0 0
0 1 0

]
1
L1

0 0
0 1

L2
0

0 0 1
Jm


x̃1
x̃2
x̃3

 (4.11)

=
[
x̃1
L1
x̃2
L2

]
(4.12)

Bajo esta condición la ley de control se define como

ũ =−Ky (4.13)

=−
[
k1 0
0 k2

] [
x̃1
L1
x̃2
L2

]
(4.14)

=−
[
k1

x̃1
L1

k2
x̃2
L2

]
(4.15)

El sistema en lazo cerrado queda de la siguiente forma

˙̃x = [J(x)−R+ Γ(x?)]Qx̃+

−k1
x̃1
L

−k2
x̃2
L

0


Usando la función de energía como función candidata de Lyapunov

H(x̃) = 1
2 x̃

TQx̃
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4.4 Control de Seguimiento de Trayectoria

su derivada evaluada a lo largo de las trayectorias del sistema toma la forma

Ḣ(x̃) = x̃TQ ˙̃x
= x̃TQ [[J(x)−R+ Γ(x?)]Qx̃− gKy]

= −x̃TQ
[
R− Γ(x?) + gKgT

]
Qx̃

Ahora tenemos que asegurarnos que
[
R− Γ(x?) + gKgT

]
> 0 donde

[
R− Γ(x?) + gKgT

]
=

 R1 +K1 −npL2
x3?
Jm

0
npL1

x3?
Jm

R2 +K2 0
−npL1

x2?
L2

npL2
x1?
L1

rm


Una matriz cuadrada, se puede descomponer en su parte simétrica y su parte antisi-
métrica [14] de la siguiente forma

X = 1
2
[
X +XT

]
︸ ︷︷ ︸

Sym

+1
2
[
X −XT

]
︸ ︷︷ ︸

Skew

Trabajando con la parte simétrica de la matriz, y considerando que L1 = L2 se tiene
que

Xsym = 1
2

R1 +K1 0 −npx2?
0 R2 +K2 npx1?

−npx2? npx1? rm


Usando el complemento de Schur [35] para probar que es positiva definida, se tiene
identificados los elementos dados por

Xsym = 1
2



[
R1 +K1

]
︸ ︷︷ ︸

A

[
0 −npx2?

]
︸ ︷︷ ︸

BT[
0

−npx2?

]
︸ ︷︷ ︸

B

[
R2 +K2 npx1?
npx1? rm

]
︸ ︷︷ ︸

C


(4.16)

La positividad de la matriz es equivalente a obtener el término

Xsym/C = A−BTC−1B (4.17)
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4.4 Control de Seguimiento de Trayectoria

Para usar C en (4.17) primero se comprueba que sea positivo definido

C =
[
R2 +K2 npx1?
npx1? rm

]
(4.18)

El complemento de Schur de C/A2 esta dado de la siguiente forma

C/A2 = R2 +K2 −
[
npx1?r

−1
m npx1?

]
(4.19)

= R2 +K2 −
[
n2
px

2
1?r
−1
m

]
(4.20)

y garantizar la condición

R2 +K2 −
[
n2
px

2
1?r
−1
m

]
> 0 (4.21)

lo cual se logra con

K2(x1?) > n2
px

2
1?r
−1
m −R2 (4.22)

Obteniendo el término (4.17)

Xsym/C = 1
2

[[
R1 +K1

]
−
[
0 −npx2?

] [R2 +K2 npx1?
npx1? rm

] [
0

−npx2?

]]
(4.23)

= 1
2

[
R1 +K1 −

[
−npx2?npx1? −npx2?rm

] [ 0
−npx2?

]]
(4.24)

= 1
2
[
R1 +K1 − n2

px
2
2?rm

]
(4.25)

y garantizar la condición

1
2
[
R1 +K1 − n2

px
2
2?rm

]
> 0 (4.26)

la cual se logra en

K1(x2?) > n2
px

2
2?rm −R1 (4.27)
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4.5 Rechazo a Perturbaciones Constantes

El diseño de la ley de control finaliza entonces definiendo las ganancias

K1(x2?) >
n2
px

2
2?rm

ε1
−R1 (4.28)

K2(x1?) >
n2
px

2
1?r
−1
m

ε2
−R2 (4.29)

donde 0 < ε1 < n2
prm y 0 < ε2 <

n2
p

rm
.

De esta forma se imponen condiciones para K para poder asegurar estabilidad asin-
tótica.

Un dato interesante es que si las restricciones sobre las ganancias K1 y K2 son

K1(x2?) =1
4

n2
p

Jmθ2rm
x2

2? −R1 (4.30)

K2(x1?) =1
4

n2
p

Jmθ2rm
x2

1? −R2 (4.31)

entonces es posible definir

k3 ≥ 2(1− θ)rm
L2Jm

(4.32)

y garantizar que el punto de equilibrio es exponencialmente estable. Sin embargo,
las condiciones (4.30 - 4.31) imponen el conocimiento exacto de los parámetros.

4.5. Rechazo a Perturbaciones Constantes

Con el fin de complementar el resultado anterior y considerar la presencia de pares
de carga, en esta sección se aplica el resultado propuesto en [17] para tratar a esta
variable como una perturbación externa.
Considere el sistema:

˙̃x =
[
J(x)−R+ Γ(x?) + gKgT

]
Qx̃+ gv + E (4.33)

donde J(x) = −JT (x) es la matriz de interconexión, R = RT > 0 es la matriz de disi-
pación, Γ(x?) es la matriz resultado de la dinámica del error que depende de x?, gKgT
es la retroalimentación proporcional negativa de la salida pasiva, v son las entradas de
control y E son las perturbaciones constantes desconocidas que en este caso es el par
de carga como perturbaciones desacopladas.
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4.5 Rechazo a Perturbaciones Constantes

4.5.1. Perturbaciones Desacopladas

Dado que el par de carga corresponde al caso de perturbaciones desacopladas, el
sistema en lazo cerrado forzado por el control propuesto y el PMSM se escribe como

 ˙̃x1
˙̃x2
˙̃x3

 =

 R1 +K1 −npL2
x?

3
Jm

−npx2

npL1
x?

3
Jm

R2 +K2 np(x1 + φ)
−np L1

L2
x?2 + npx2 np

L2
L1
x?1 − np(x1 + φ) rm



x̃1
L1
x̃2
L2
x̃3
Jm

+

1 0
0 1
0 0

[v1
v2

]
+

 0
0
τL


(4.34)

donde τL es el par de carga que se considera desconocido pero constante.

4.5.1.1. Control

Aplicando el resultado presentado en [17], se buscan dos mapeos û, ψ : Rm ×
Rn−m ×Rn−m → Rm tal que el sistema expresado en las coordenadas z

z1 = ψ((x̃1, x̃2), x̃3, ζ) (4.35)
z2 = x̃3 (4.36)
z3 = ζ (4.37)

donde z1 ∈ R2, z2 ∈ R1, z3 ∈ R1 con el control integral

ζ̇ = Ki [∇iH(ψ((x̃1, x̃2), x̃3, ζ), x̃3)] (4.38)
u = û((x̃1, x̃2), x̃3, ζ) (4.39)

donde ∇iH(x) := (∂H(x)
∂xi

)T , en nuestro caso i = 3, u, û ∈ R2, y el sistema en lazo
cerrado quede de la siguiente forma

ż =


F (z1, z2)

 0
0
−ki

[
0 0 ki

]
0

∇U(z) (4.40)

donde z ∈ R4 y z1 = [z11 z12]T corresponde a la sección del sistema actuada que se
compone de dos estados y para facilitar los cálculos se trabaja de manera separada.
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4.5 Rechazo a Perturbaciones Constantes

En este caso

F (x̃, x?) =

 R1 +K1 −npL2
x?

3
Jm

−np(x̃2 + x?2)
npL1

x?
3

Jm
R2 +K2 np((x̃1 + x?1) + φ)

−np L1
L2
x?2 + np(x̃2 + x?2) np

L2
L1
x?1 − np((x̃1 + x?1) + φ) rm


que es equivalente a

˙̃x1 = R1 +K1
L1

x̃1 − npL2
x?3
Jm

x̃2
L2
− np (x̃2 + x?2) x̃3

Jm
+ v1

˙̃x2 = npL1
x?3
Jm

x̃1
L1

+ R2 +K2
L2

x̃2 + np (x̃1 + x?1 + φ) x̃3
Jm

+ v2

˙̃x3 =
(
−np

L1
L2
x?2 + np(x̃2 + x?2)

)
x̃1
L1

+
(
np
L2
L1
x?1 − np(x̃1 + x?1 + φ)

)
x̃2
L2

+ rm
x̃3
Jm

+ d2

por lo que

F (z, x?) =


R1 +K1 −npL2

x?
3

Jm
−npz12 − npx?2

npL1
x?

3
Jm

R2 +K2 npz11 + np(x?1 + φ)
−npx?2

(
L1
L2
− 1

)
+ npz12 npx

?
1

(
L2
L1
− 1

)
− np(z11 + φ) rm


donde

F11(z, x?) =
[
R1 +K1 −npL2

x?
3

Jm

npL1
x?

3
Jm

R2 +K2

]

F12(z, x?) =
[
−np(z12 + x?2)
np(z11 + x?1 + φ)

]
F21(z, x?) =

[
−npx?2

(
L1
L2
− 1

)
+ npz12 npx

?
1

(
L2
L1
− 1

)
− np(z11 + φ)

]
F22(z, x?) =

[
rm
]

La función de energía del sistema con control integral es

U(z) = H(z) + 1
2(z3 − d2)Tk−1

i (z3 − d2) (4.41)

donde

H(z) = 1
2

[
z2

11
L1

+ z2
12
L2

+ z2
2
Jm

]
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4.5 Rechazo a Perturbaciones Constantes

Por lo tanto, el gradiente de U(z) es de la siguiente forma

∇U(z) = ∂U(z)
∂z

=


z11
L1
z12
L2
z2
Jm

K−1
i (z3 − d2)


Los mapeos que debemos obtener son

ψ : R2 × R1 × R1 → R2 (4.42)
û : R2 × R1 × R1 → R2 (4.43)

forzando a que el sistema en lazo cerrado quede de la forma (4.40) así los mapeos
quedan de la siguiente forma:

ψ1 = x̃1 − a11(t)(x̃2 + x?2) + c21 + b1(t)ζ
ψ2 = x̃2 + a11(t)(x̃1 + x?1 + φ) + c12 + b2(t)ζ

de donde los controles son

v̂1 = 1
a2

11 + 1

[
x̃1a11

(
R2 +K2
L2

− R1 +K1
L1

)
+ x̃2a

2
11

(
R1 +K1
L1

− R2 +K2
L2

)]
+

1
a2

11 + 1

[
a11(x?1 + φ+ c12)

(
a11np

x?3
Jm

+ R2 +K2
L2

)
+ x̃3
Jm

Ki

(
∂ψ1
∂ζ
− ∂ψ2

∂ζ

)]
+

1
a2

11 + 1

[
(x?2a11 − c21)

(
a11

R1 +K1
L1

− np
x?3
Jm

)]

y

v̂2 = 1
a2

11 + 1

[(
x̃1a11 − x̃2a

2
11

)(R2 +K2
L2

− R1 +K1
L1

)]
+

1
a2

11 + 1

[
a11(x?1 + φ+ c12)

(
a11np

x?3
Jm

+ R2 +K2
L2

)
+ x̃3
Jm

Ki

(
∂ψ1
∂ζ
− ∂ψ2

∂ζ

)]
+

1
a2

11 + 1

[
(x?2a11 − c21)

(
a11

R1 +K1
L1

− np
x?3
Jm

)]
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4.6 Simulación numérica y análisis de resultados

4.6. Simulación numérica y análisis de resultados

A partir de los parámetros de la Tabla 4.1 y con los parámetros de diseño de la Tabla
4.2 se realizaron las simulaciones numéricas con las condiciones iniciales consideradas
en Tabla 4.3 mientras que las trayectorias de referencia se presentan en Tabla 4.4, con
un τL desconocido pero constante.

Parámetros Valor [Unidad]
R 0.225[Ω]
rm 0.00063[Ω]
L 3.8[mH]
Jm 0.012[kgm2]
np 3[1]
φ 0.17[Wb]

Tabla 4.1: Valores de Parámetros del PMSM

Parámetros Valor
K1(x?) n2

px
2
?2rm/ε+R

K2(x?) n2
px

2
?1/ε+R

Ki1 0,5
Ki2 1
a11 1

Tabla 4.2: Valores de Diseño del PMSM

Estado Inicial Valor
x̃10 0
x̃20 0
x̃30 0

Tabla 4.3: Condiciones Iniciales del PMSM

Trayectoria función
x1? 0.1 sin(t)
x3? 10π sin(t) + 2.66 sin(3t) + 53.33π

Tabla 4.4: Trayectorias de Referencia

En la Figura 4.2 se observa como los estados siguen a las funciones de referencia
y se puede observar el rechazo a perturbaciones cuando se inserta una perturbación
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4.6 Simulación numérica y análisis de resultados

constante de magnitud 2 en x3 en el tiempo 10[s]. Posteriormente, en la Figura 4.3
se observan los errores de seguimiento, viéndose afectados cuando las perturbaciones
entran al sistema. Finalmente en la Figura 4.4 se muestran las entradas de control, las
cuales se fuerzan más con la presencia de las perturbaciones.
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Figura 4.2: Comportamiento de los estados y trayectorias de referencia del PMSM
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Figura 4.3: Error de los estados y trayectorias de referencia del PMSM
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Figura 4.4: Entradas de Control del PMSM
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Capítulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

5.1. Conclusiones

A través del desarrollo de este trabajo se diseño una metodología para el diseño de
control para el seguimiento de trayectorias de una clase de sistemas PCH. Se mostró
paso por paso, desde la obtención de las dinámicas en coordenadas del error hasta las
pruebas de estabilidad para el caso de retroalimentación proporcional negativa de la
salida pasiva. Al identificar esta clase de sistemas PCH también se analizaron las res-
tricciones que afectan al sistema, es decir, lo que significan y las interconexiones que
estos presentan.
Por otro lado, el caso de estudio trabajado, el motor síncrono de imanes permanentes, el
cual cumple con las suposiciones que engloban la clase de sistemas PCH identificada y
a la que se le diseño el control para seguimiento de trayectoria, es un resultado de gran
relevancia en el área de máquinas eléctricas. Además de que se le añadió un control para
que rechazara perturbaciones constantes. El motor PMSM es un sistema subactuado,
por lo que en general, complica un poco el diseño de controles para el seguimiento de
trayectorias y aun más que rechacen perturbaciones no acopladas.
El PMSM es una aplicación muy importante en la industria, ya que las ventajas de este
motor como la reducción de costos de mantenimiento y alto desempeño, han provocado
que cada vez se requiera de mejores controles para esta aplicación. A pesar de que
en general, al industria no se enfoca en los controles basados en modelo, creemos que
es un resultado importante que en el área de máquinas eléctricas ya que se pudo se-
guir las trayectorias deseadas admisibles y rechazo las perturbaciones constantes tanto
acopladas y las no acopladas.

5.2. Trabajo Futuro

A lo largo del trabajo desarrollado, se pudieron identificar áreas de oportunidad
para trabajo futuro. Uno de las áreas más grandes es el probar otro tipo de controles,
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5.2 Trabajo Futuro

ya que en este trabajo solo nos enfocamos en el uso de un control proporcional, sin
embargo existen otros esquemas para el diseño de controles, como es el IDA-PBC y
comparar los desempeños que los diferentes controladores tienen. Así mismo, existe
otras oportunidades para el estudio de las clases de sistemas PCH y como se puede
extender la metodología usada en este trabajo. Por ejemplo, el caso donde la matriz de
disipación dependa de los estados, como afectaría esto en la obtención de la dinámica
del error, en la estructura de la matriz de interconexión y también en las funciones de
energía. Estas dos últimas, son las suposiciones donde se encuentran las restricciones
más grandes que determinan la clase de sistemas PCH con la que estamos trabajando.
En el caso del PMSM el primer caso que se debe analizar en un futuro es el control en
el caso de que la resistencia mecánica rm del PMSM sea nula y extender el resultado
para el caso donde R = 0.
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Apéndice A

Apéndice A

A.1. Trayectorias Deseadas Admisibles

Las Trayectorias Deseadas del sistema son de la siguiente forma:

ẋ?1 = npx?2
x?3

Jm
−R1

x?1

L1
+ ud? + d11? (A.1)

ẋ?2 = −np (x?1 + φ) x?3

Jm
−R2

x?2

L2
+ uq? + d12? (A.2)

ẋ?3 = −npx?2
x?1

L1
+ np (x?1 + φ) x?2

L2
− rm

x?3

Jm
− τL? (A.3)

Considerando que las perturbaciones deseadas sean igual a 0, es decir, τL? = 0, d11? = 0
y d12? = 0. De (A.3) se deben obtener las entradas de control deseadas u? y los estados
deseados x?

ud? = ẋ?1 − npx?2
x?3

Jm
+R1

x?1

L1
(A.4)

uq? = ẋ?2 + np (x?1+φ) x?3

Jm
+R2

x?2

L2
(A.5)

Dando la velocidad deseada y una corriente deseada (2 estados), debemos obtener el
tercer estado.

ẋ?3 = −npx?2
x?1

L1
+ np (x?1 + φ) x?2

L2
− rm

x?3

Jm
(A.6)

De aqui

ẋ?3 + rm
x?3

Jm
=
(
x?1

( 1
L2
− 1
L1

)
+ φ

)
npx?2
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A.1 Trayectorias Deseadas Admisibles

x?2 = 1
np

(
ẋ?3 + rm

x?3

Jm

)(
x?1

( 1
L2
− 1
L1

)
+ φ

)−1
(A.7)

Por lo que pone una restricción en la trayectoria deseada x?1 6= 0 ya que se encuentra
en el deniminador , a menos que pongamos la restricción de L1 = L2, donde entonces,
la trayectoria deseada x?2 queda definida de la siguiente forma:

x?2 = 1
np

(
ẋ?3 + rm

x?3

Jm

)x?1
��

��
�
��*0( 1

L2
− 1
L1

)
+ φ


−1

(A.8)

x?2 = 1
npφ

(
ẋ?3 + rm

x?3

Jm

)
(A.9)

Esta restricción nos obliga a ver màs aprofundidad sobre si es posible restringir de
esa manera a x?1 , de lo contrario tendremos que considerar la segunda restricción
mencionada L1 = L2 En caso de que rm = 0, podemos obtener de maera parcial la
trayectoria deseada x?3 dando solamente las trayectorias de x?1 y x?2 de la siguiente
manera:

ẋ?3 =
(
x?1

( 1
L2
− 1
L1

)
+ φ

)
npx?2

Debemos resolver la siquiente ED.

ẋ?3 = np

( 1
L2
− 1
L1

)
x?1x?2 + npφ

L2
x?2 (A.10)

En caso de que rm 6= 0

ẋ?3 = np

( 1
L2
− 1
L1

)
x?1x?2 + npφ

L2
x?2 −

rm
Jm

x?3 (A.11)
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