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Resumen

En esta tesis estudiamos estados cuanticos compuestos bipartitos a partir de la formulacién
geométrica/hamiltoniana de la mecdnica cuéntica planteada en [2].

Tratando estados bipartitos particulares que representan a sistemas en los que cada sub-
sistema posee la misma dimension, se encontré un conjunto de coordenadas candnicas a
partir de la descomposicion polar de la matriz de coeficientes, lo que permitié comprobar
que la subvariedad de estados maximamente enredados es una subvariedad lagrangiana del
espacio de estados cudnticos [6].

Se estudié una manera de foliar el espacio de estados cuanticos en érbitas de enredamien-
to constante, mediante lo cual fue posible notar que el grado de enredamiento se puede
caracterizar segun la degeneracion de la forma simpléctica al restringirla a las érbitas men-
cionadas [51], siendo el caso de méximo enredamiento también el de mayor degeneracién
de la forma simpléctica.

Finalmente, a partir de la representacion estelar de Majorana para estados de spin 1 obtuvi-
mos una relacion entre la medida geométrica de enredamiento y la entropia de enredamiento
de Shannon, ademés de incluir el célculo del tensor de Ricci y el escalar de Ricci sobre ca-
da érbita de enredamiento constante (considerando que dichas 6rbitas son subvariedades
riemannianas) para determinar si existe relacién entre estas cantidades y las medidas de
enredamiento mencionadas.






Introducciéon y motivacién

La idea de unificacién ha estado siempre presente en la historia de la fisica [23]. El he-
cho de encontrar un conjunto de leyes que describan al universo de una manera concisa
y consistente suena muy atractivo. No obstante, dada la naturaleza y la forma en la que
estudiamos y entendemos diversas ramas de la fisica y la ciencia en general, esta idea de
unificacion se vuelve cada vez mas complicada de llevar a cabo [57].

Actualmente la mecanica cuantica desempena un papel fundamental para el estudio del
universo a escalas microscopicas, y existen teorias cuanticas de campo que permiten descri-
bir algunas de las interacciones fundamentales entre particulas en términos cuanticos, tal
es el caso de la electrodindmica cudntica [19] y de la cromodindmica cuédntica [18] (que des-
cribe la interaccién fuerte). Por otro lado, aunque en las ultimas décadas ha habido grandes
esfuerzos por cuantizar la gravedad, no se ha encontrado una teoria definitiva que lo per-
mita, y por si fuera poco ambas teorfas se consideran incompatibles en muchos sentidos [36].

Una alternativa que ha surgido para llegar a unificar la relatividad general y la teoria
cuantica, o al menos para poder estudiarlas en los mismos términos, es la de geometrizar
la mecdnica cudntica antes de cuantizar la relatividad general [9, 2].

En general, las teorias clasicas pueden ser formuladas en un lenguaje geométrico; en el caso
de la mecdnica hamiltoniana la geometria simpléctica juega un papel primordial [53], mien-
tras que en la relatividad general el punto de partida es la geometria pseudoriemanniana
[12]. En contraste con esto, la forma estandar de estudiar la mecdnica cudntica es més bien
algebraica; se basa en el andlisis funcional y en la linealidad del espacio de Hilbert [50, 40].
No obstante, estudiando la mecanica cuantica desde una perspectiva geométrica podemos
identificar que en el espacio de estados cuanticos surgen estructuras geométricas de manera
completamente natural [2].

Esta tesis tiene como punto de partida la formulacion de la mecanica cuantica desde una
perspectiva geométrica, esto con la motivacion de que al estudiar la teoria cudntica desde
un enfoque mas cercano a las teorias clasicas puedan llegar a establecerse conexiones mas
claras entre dichas teorias. Es sabido que en cierto limite, a medida que los sistemas au-
mentan su tamano y su energia, la teoria cuantica reproduce los resultados de la mecanica
newtoniana [11], mientras que en cierto limite, a medida que los sistemas disminuyen sus
velocidades y el campo gravitatorio se vuelve més débil (limite de espacio-tiempo plano), la
relatividad general alcanza también el limite newtoniano [12]. Por esta razon, la mecénica
clasica y los sistemas hamiltonianos se vuelven importantes para establecer esta conexién
entre las teorias. Como se mencioné al principio de esta introduccién, el hecho de que se
tenga una descripcion concisa y consistente sobre los fenémenos es algo deseable en fisica;
los sistemas hamiltonianos poseen una dinamica bien definida y la descripcion hamiltoniana
de la mecanica clésica es consistente con el analisis newtoniano que determina la dindmica
basado en las fuerzas que actiian sobre los sistemas.



Como una motivacién mas especifica para la realizacién de esta tesis se estudian siste-
mas bipartitos enredados, esto con el fin de estudiar el enredamiento cuantico en términos
geométricos.

En los 1iltimos anos ha habido resultados que relacionan el enredamiento cuantico con can-
tidades geométricas en el espacio de estados del problema a tratar [8, 51, 6, 48].

Para acercarnos un poco mas a la fisica detras del problema del enredamiento cuantico
podemos mencionar la dualidad AdS/CFT [48] (Anti-de-Sitter/Conformal Field Theory).
A pesar de que no es un tema que se trate en esta tesis resulta sumamente interesante darse
cuenta de que la relacién entre geometria y enredamiento, que se puede apreciar median-
te esta dualidad o correspondencia, llega a hacernos pensar que el enredamiento tal vez
podria entenderse de una manera mas clara y a un nivel mas fundamental a partir de la
geometria. El resultado que destacamos es la denominada formula de Ryu-Takayanagi que
relaciona la entropia de enredamiento de un determinado estado con el area de un espacio
relacionado con el problema!. A partir de dicho resultado se hace una conexién entre el
enredamiento cuantico, cuyo calculo tiene una naturaleza principalmente algebraica, y por
otro lado el area, una cantidad puramente geométrica y por lo tanto relevante en gravi-
tacion. Esta férmula generaliza un resultado en el que se identifica al con el horizonte de
un agujero negro y a la entropia de enredamiento con la entropia de dicho agujero negro [5].

Teniendo en mente como motivaciéon la idea de unificacién entre la relatividad general y la
teoria cuantica y por otro lado, el hecho de que existen resultados que son indicadores de
que el enredamiento puede entenderse de manera mas clara relacionandolo con cantidades
geométricas, tenemos razones para pensar que estudiar la mecdnica cuantica desde una
formulacién geométrica para luego abordar el problema del enredamiento a partir de esta
formulacién puede traernos resultados con interpretaciones fisicas de interés.

El trabajo registrado en esta tesis consta de cinco partes. La parte I incluye los aspectos
bésicos sobre mecénica hamiltoniana con el objetivo de hacer la conexion de manera mas
natural con la mecanica cuantica y su formulaciéon geométrica, de la cual se habla en la
parte II.

En la parte II se presenta al espacio de Hilbert como variedad de Kahler, identificando
tres estructuras que surgen en dicho espacio de manera natural: la estructura métrica, la
estructura simpléctica y la estructura compleja. Esta construccion matemaética nos per-
mite trabajar con sistemas cuanticos de manera hamiltoniana, identificando una funcion
hamiltoniana y su campo hamiltoniano asociado, el cual dicta la evolucién del sistema.
Tomando en cuenta esto, se trata de manera clasica el problema cudntico de una particula
de spin 1/2 en un campo magnético. Posteriormente se introduce la forma simpléctica que

Los detalles de este resultado sobrepasan los objetivos de este trabajo de tesis, sin embargo en [48]
puede encontrarse la informaciéon de manera mas especifica.



se estard utilizando en el espacio proyectivo del espacio de Hilbert a partir del potencial
de Kahler. Con ello surge el tema de las coordenadas candnicas y la naturaleza instructiva
del teorema de Darboux para encontrar dichas coordenadas, las cuales, podemos notar que
son relativamente arbitrarias en el sentido de que su interpretacion fisica no necesariamente
tiene que reflejar momentos y coordenadas clasicos.

En la parte III se introduce el enredamiento cuantico en sistemas bipartitos, para lo cual
se definen los estados cuanticos factorizables y los estados cuanticos enredados como su
contraparte, haciendo énfasis en el fendmeno de la correlacion entre mediciones locales en
los subsistemas individuales que caracteriza a un estado enredado. Se introduce la descom-
posicion de Schmidt y la relacién del entrelazamiento de un estado cuantico con la pureza
de las matrices reducidas de cada subsistema. Por tltimo se estudia una manera de medir
el grado de enredamiento en sistemas bipartitos basada en la entropia de Shannon y con
ello, la idea de un estado maximamente enredado.

En la parte IV se introduce un sistema de coordenadas en el espacio proyectivo basado en
la descomposicién polar de la matriz de coeficientes del estado cuantico. A partir de ello,
vemos como es la forma simpléctica en términos de la descomposicién polar y encontramos
un conjunto de coordenadas candnicas para un sistema bipartito general. Posteriormente
trabajamos con un estado bipartito particular conformado por dos particulas de spin 1/2.
Ya a partir de las coordenadas candnicas encontradas utilizamos el formalismo geométrico
de la mecénica cuantica y vemos la evoluciéon de dicho estado al ser sometido a un campo
magnético uniforme en direccién Z. Se utiliza el método de Hamilton-Jacobi para encontrar
la evolucién del sistema y se interpretan las cantidades conservadas en términos fisicos.
Por 1ltimo, se estudia la evolucion para un estado inicial maximamente enredado. En esta
parte de la tesis se explica también una publicacién de Ingemar Bengtsson de 2007 [6] en
la que se describe una propiedad interesante que tiene el espacio de estados puros biparti-
tos maximamente enredados: es una subvariedad lagrangiana del espacio total de estados
bipartitos CP3.

En la parte V continuamos trabajando con estados bipartitos, estudiando su enredamiento
en términos de geometria simpléctica [51]. En esta iltima parte vemos que, aunque ain no
se tiene una interpretacion fisica clara sobre el significado de que la subvariedad de estados
maximamente enredados forme una subvariedad lagrangiana, el enredamiento puede clasi-
ficarse segun el grado de degeneracién de la forma simpléctica en las érbitas generadas por
la accién de operadores locales unitarios sobre los estados, lo que generaliza el resultado
obtenido por Bengtsson. Finalmente estudiamos estados cudnticos de spin 1 (matemadtica-
mente equivalentes a un producto tensorial simetrizado de dos estados de spin 1/2) a partir
de la representacion de spin de Majorana [37] y obtenemos una relacién entre la medida de
enredamiento basada en la entropia de Shannon y la medida geométrica de enredamiento.



Parte 1

Mecanica clasica y sistemas
hamiltonianos



La mecanica clésica posee una descripcién inherentemente geométrica. Los estados de un
sistema clasico se representan mediante puntos en el espacio fase M, el haz cotangente a
la variedad de configuracién Q, el cual es una variedad simpléctica [39]. Por otro lado, los
observables son funciones suaves f (con valores reales) sobre este espacio fase y hacer una
medicién del observable f en un punto p consiste en la evaluacién f(p).

A partir de la estructura simpléctica puede definirse un algebra de Lie cuyos elementos
estan dados por el conjunto de observables y cuyo producto es el denominado bracket de
Poisson [33].

En esta primera parte de la tesis se introducen los aspectos mas esenciales sobre sistemas
hamiltonianos, lo que nos permitira establecer la relaciéon con la forma en la que podemos
estudiar sistemas cuanticos como sistemas hamiltonianos.

1. Campos vectoriales hamiltonianos

En mecanica clasica, a cada observable f se le asocia un campo vectorial Xy, denominado
campo vectorial hamiltoniano de f:

Definicién 1. Sea f € C*(M), su campo vectorial hamiltoniano asociado Xy € X(M) se
define como aquel para el que se cumple [1, 53]

df (V) = Q(X,,Y) VY € X(T*M), (1.1)

donde ) es la estructura simpléctica [20] definida sobre M. Dicho de otra forma, Xy es tal
que cumple?

df = ix, Q= Q(X), ). (1.2)

La dindmica o evolucién de un sistema clésico se determina mediante el flujo generado por
el campo Xy asociado a un observable en particular, la funcién hamiltoniana.

2En algunas referencias, por cuestiones de notacién, se utiliza la forma df = Q(e, X).



Figura 1: Flujo asociado a un campo vectorial.

Definicién 2. Un sistema hamiltoniano es una terna (M,Q, H), donde (M,$2) es una
variedad simpléctica y H es una funcion denominada funcion hamiltoniana.

2. Coordenadas canonicas

El teorema de Darboux enuncia lo siguiente [39, 53]:

Teorema 1. Sea 2 una 2-forma simpléctica en una vecindad de un punto x que pertenece a
una variedad simpléctica M?™. Entonces en una vecindad de x es posible elegir un sistema

coordenado (q*,...,q",p1,-..,pn) tal que Q se vea de la forma®
Q=" dg' Adp:. (2.1)
i=1

Es decir, este teorema nos asegura que en una variedad simpléctica siempre es posible en-
contrar localmente coordenadas candnicas.

3. Ecuaciones de Hamilton

Proposicion 1. Consideramos un espacio fase de dimension 2n con coordenadas canonicas
(', ..., q", p1, ... ,pn) y forma simpléctica dada por (2.1). La curva en el espacio fase p(t) =

3En algunas referencias la convencién es escribir la forma simpléctica como > dpi A dg;.
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(q(t),p(t)) es una curva integral del campo vectorial hamiltoniano Xg si se cumplen las
ecuactones de Hamilton:
d¢¢ O0H dp; OH

= = ——. 1
dt  Op;’ dt g’ (3.1)

Demostracion Si los componentes del campo vectorial hamiltoniano estan dados por la

ecuacion (3.1), se tiene
—~ (0H 0 0H 9
Xy = — 3.2
" ; (api dq;  Ogi 3]%) ’ (3:2)

Ahora tenemos que demostrar que si el campo hamiltoniano esta dado por (3.2), se cumple
que 1x,$) =dH:

ixy(dg; Adpy) = dg;(Xy) Adp; — dg; A dp; (XH)>

J

3
)
I
1\
A/

OH OH
:E ——dp; + —d -)de. 3.3
: (3pj P aqj qj ( )

4. FEcuacion de Hamilton-Jacobi

4.1. La accion como funcion de las coordenadas

Definicién 3. Considerando un sistema mecanico que ocupa, en los instantes ty y to, las
posiciones definidas por los conjuntos de coordenadas ¢V y ¢ respectivamente, la accion
se define como [33]

to
S = / Liq. d, t)dt, (4.1)
t

1

donde L es la funcion lagrangiana del sistema.

Teorema 2. Un sistema mecdnico caracterizado por una funcion lagrangiana L(q, q,t)
tendrd una evolucion entre dos instantes ty y to tal que extremice la accion S asociada.

En esta secciéon mostraremos una relacién entre la acciéon S y la funciéon hamiltoniana H,
esto considerando a S como una funcién de las coordenadas ¢; iniciales y finales. Por como-
didad, iniciemos tomando en cuenta un sistema mecénico con un solo grado de libertad y



luego podemos generalizarlo. La variacion de la accién de una trayectoria a otra trayectoria

vecina estd dada por
oL 279L d (0L
_ = _ =z 4.2
° {&zéquL/tl L’J’q dt<3q>]5th (42)

Como la trayectoria real del sistema cumple con las ecuaciones de Lagrange, el término de
la integral es igual a cero. Para el primer término, decimos que el sistema parte del origen
de coordenadas, por lo que dq(t1) = 0 y denotamos d¢(ty) como dq, por lo tanto

oL
— 50 = 4.
0S 2 0q = piq, (4.3)

ya que por definicién, el momento candnico p estd dado por

oL

p= %3 (4.4)

De la ecuacién (4.3) obtenemos, ya generalizando para un ntimero arbitrario de grados de
libertad

oS
dq;

= D, (4‘5>

por lo tanto, considerando a .S como funcién solamente del parametro ¢ y de las coordenadas,
se tiene

as 908 83 (‘35

Por definicion de la accién S, sabemos que

as

&=L (4.7)

Comparando (4.6) y (4.7) se obtiene

- L ZPZQZ - p7 Q7 t)7 (48>

donde H es la funcién hamiltoniana.

Dado que el objetivo es describir la dinamica del sistema de la manera mas sencilla posible,
a partir de (4.8) notamos que existe una transformacién canénica que podemos realizar

6



de manera que la nueva funcién hamiltoniana sea igual a cero, lo que permitiria encontrar
nuevas variables cuya dindmica se describa trivialmente. Recordemos que al realizar una
transformacion candnica mediante una funcion generatriz F', la nueva funcién hamiltoniana
H’ se relaciona con la hamiltoniana original H como

OF

H =H+ —. 4.
+ 5 (4.9)

Comparando (4.8) con (4.9) nos vemos motivados a introducir la funcién generatriz de tipo
2 [33] (dependiente de las coordenadas originales ¢; y los nuevos momentos P; = «;) dada
por

F(Qly"'aQﬂaaly"'vanat) :S(qlw"aQTual)"'aanat)+A7 (41())

donde A es una constante arbitraria (que podemos incluir porque en la ecuacién (4.9) la
funcién F sélo entra mediante sus derivadas). Mediante dicha funcién generatriz, la nueva
hamiltoniana H’ serd igual a cero, por lo tanto las nuevas coordenadas ); y los nuevos
momentos P; seran constantes, es por ello que en la dependencia de F' podemos escribir «;
(que son constantes) en vez de P;. A partir de F' se obtiene que

_8F_8S QA_@F_(?S
_aQi_a%’, Z_api_aai

Di = 0, (4.11)

donde 3; son las nuevas coordenadas (constantes). La ecuacién de Hamilton-Jacobi resulta
de sustituir p; por su expresion en (4.11):

08 0S 08
E"_H(ql,...,qn,a—ql,...,a—q’n,t)—0. (412)

Dadas las expresiones en (4.11), para determinar las ecuaciones de movimiento del sistema
solamente hay que resolver la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi, y habiendo determinado S,
bastara con derivar respecto a cada «; e igualar a otra constante [3;.

4.2. Ejemplo: Oscilador arménico simple unidimensional

En este ejemplo tenemos un sistema con solamente un grado de libertad, cuya funcién
hamiltoniana estd dada por

H= 4= (4.13)



Como vemos, la funciéon hamiltoniana no depende explicitamente del tiempo, por lo tanto,
proponiendo una solucién mediante separacién de variables de tipo S(q,t) = W(q) + T'(t)
se encuentra que

S(g,t) = W(q) — Et, (4.14)

donde E' es nuestra primera constante « (en este caso es la inica ya que solamente hay un
grado de libertad). Sustituyendo en la ecuacién de Hamilton-Jacobi obtenemos

1 [(dw\?
— = ka®* = 2F 4.15
() + e =2E, (4.15)
cuya solucién esta dada por
1 E 2mE — mkq?
W = 54 2mE — mkq? — o arctan (wq k;;— 2Em d > + ¢, (4.16)

donde ¢; = cte. y w = y/k/m. De lo anterior obtenemos

1 E 2mE — mkq?
S = X 2mE — mkq? — ;arctan (wq k:;— 2Em d > +c — Et. (4.17)

Ahora hay que encontrar las ecuaciones de movimiento mediante (4.11), es decir

0S 1 vVmkq
= — = —t + —arctan , 4.18
P ) w <\/2mE—mkq2> (4.18)

y despejando g obtenemos la solucién conocida para ¢(t):

q(t) = \/%sin(wt + ¢) = Asin(wt + ¢), (4.19)

donde ¢ = cte.

Por ltimo, obtenemos la solucién para p(t) derivando S respecto a ¢ y sustituyendo ¢ =

q(t):

_95 _
=5 =

V2mE cos(wt + ¢), (4.20)

p(t)

que es el resultado esperado p(t) = mq(t).



5. Sistemas integrables

En mecénica clasica se define la operacién denominada bracket de Poisson:

Definicién 4. El bracket de Poisson entre dos funciones f,g € C*°(M) se define como

{f, 9} = QXp, Xy), (5.1)

donde Xy y X, son los campos vectoriales hamiltonianos asociados a los observables f y g
respectivamente y () es la forma simpléctica sobre el espacio fase.

El bracket de Poisson es una operacién bilineal, asociativa, que satisface la identidad de
Jacobi y la regla de Leibniz, es decir, cumple con ser una derivacion, por lo tanto se dice

que (C°(M), {e,0}) es un algebra de Poisson [53].

Pasemos ahora a estudiar los sistemas integrables, para lo cual un concepto esencial es el
de integrales de movimiento:

Definicién 5. Sea f una funcion C*(M), se dice que f es una integral de movimiento si
cumple con que {f, H} = 0.

Definicién 6. Un sistema hamiltoniano (M, 2, H) conn grados de libertad, se dice comple-

tamente integrable si posee n integrales de movimiento independientes* fi = H, fa, ..., fn,
las cuales se dice que estdan en involucion respecto al bracket de Poisson, es decir [55]

Hay varios ejemplos de sistemas integrables, tales como el oscilador armoénico simple y el
péndulo simple, y como veremos mas adelante, al estudiar un sistema integrable tenemos
acceso a muchas herramientas que nos permiten describir la dinamica de manera bastante
sencilla. Para comprender dichas herramientas comencemos comprendiendo el teorema de
Liouville.

5.1. Teorema de Arnold-Liouville para sistemas integrables

Teorema 3. Dadas n funciones independientes fi, ..., f, en involucion sobre una variedad
simpléctica de dimension 2n, considerando el conjunto de nivel de las funciones f;:

Miy=A{x: fi(x)=fi, i=1,...,n}, (5.3)

entonces:

“Dos funciones f1, f> son independientes si (dfi), y (df2), son linealmente independientes para todo
punto p en algtn abierto denso de M.



1. My es una subvariedad suave del espacio fase, la cual es invariante bajo el flujo
generado por la funcion hamiltoniana f1 = H.

2. St My es conexa y compacta, entonces es difeomorfa a un n—toro:

T" : {(¢1,...,pn) mod(2m)}. (5.4)

3. El flujo generado por la funcion hamiltoniana H determina un movimiento periodico

en My, es decir, que en las coordenadas angulares ¢ = {p1,...,pn} se tiene
do;
dgi = Wi, W; = wz(f]) (55)

4. Las ecuaciones de Hamilton pueden resolverse mediante cuadraturas.

La demostracion de este teorema se encuentra en [1], y a grandes rasgos, se basa en el hecho
de que M/ es una variedad compacta, lo que nos permite construir coordenadas periddicas
(angulares) sobre la misma.

5.2. Variables de angulo-accién

A partir del teorema de Liouville vimos que considerando la subvariedad My, la cual resulta
difeomorfa a un n-toro, podemos encontrar coordenadas angulares ¢; sobre dicho toro tales
que

a9 _

L=wlf), 90) =9(0) + ()t (56)
Tenemos entonces el sistema de coordenadas (f;, ..., fn, i, ..., ¢n), mediante el cual obte-
nemos un sistema de ecuaciones de la forma
do; dfi
2w, Lo, (5.7
por lo tanto
fi(t) = £i(0), ¢i(t) = ¢i(0) + wi(f;(0))t. (5.8)

Las coordenadas ¢; son denominadas variables de angulo, y como vemos, es suficiente en-
contrar dichas coordenadas angulares para determinar la dinamica del sistema mediante
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cuadraturas.

El sistema coordenado (f,¢) tiene el problema de que no es simpléctico, es decir, las
coordenadas f; no son las candnicas conjugadas de ¢;. Después de tener las variables de
accién hay que encontrar variables I; = I;(f;), denominadas variables de accion, tales que
la forma simpléctica sea

Q= dI; Ado;. (5.9)
Mediante este nuevo sistema coordenado tenemos el sistema de ecuaciones
dl; do;
9 = w;(I). 5.10
o0, o) (5.10)

Para encontrar las variables de angulo-accién comencemos con el caso mas simple en el
que se tiene un solo grado de libertad. El objetivo es hacer una transformacién canénica
(p,q) — (I, ¢). Buscamos entonces una funcién generatriz de tipo 2 S(I,q) que satisface

(5.11)

y como H = fi(I) = H(I), es una constante (digamos h) se tiene

H (%2‘1), q) = h(I). (5.12)

Ahora, consideramos que h(I) es invertible, y al tener un valor fijo de I, se tiene una curva
M1y, por lo tanto, para dicho valor fijo

dsS = pdq. (5.13)

I=cte.

Integrando dS sobre la curva M,y se obtiene la funcién generatriz S(7, ¢) en una vecindad
de un punto qo:

q
S:/ pdq. (5.14)
q0

No obstante, hay una restriccion que se debe cumplir. Dado que ¢ es una variable angular,
la condicion es

]{ do = 2m, (5.15)
My,

11



para ello, necesitamos que

_AS

I =— 5.16
=, (5.16)

donde AS = th pdq es el area encerrada por la curva H = h.

Generalicemos la idea para el caso de un sistema con n grados de libertad. En dicho caso
tendremos My siendo un n-toro, cuyo grupo fundamental estd dado por [43]

m(T)=mSHemS® - =Z0Za ..., (5.17)

un total de n veces. Consideremos entonces una serie de curvas vy, ..., 7, tales que sean
una base de curvas cerradas para formar el n-toro, es decir, el aumento en la coordenada
¢; en una curva 7; es igual a 27d;;. Se tiene entonces

Li(f) = % ]{ ijdqy‘ (5.18)

Ejemplo: Oscilador armoénico simple unidimensional

Tenemos la funcién hamiltoniana (4.13). Dado que la cantidad de Jacobi se conserva y es
ademas igual a la energia E del sistema, se tiene

p=/2mE — mkqg>. (5.19)

Por lo tanto, para encontrar la variable de accién I se tiene la integral

1 \/2E/k
2 —+/2E/k

No obstante, sabemos que la integral que aparece en el calculo es simplemente el area
encerrada por la curva M. Como sabemos, se tiene

V2mE — mkqg? dq. (5.20)

1

2 2
p 4 q

P _
2mE  2E/k

2m

E =

q2

que es la ecuacién de una elipse centrada en el origen con lados a® = 2mE y b* = 2E/k,
cuya area esta dada por

12



AS =x ( 2mE> (@) - 27%, (5.22)

donde w = y/k/m. De lo anterior obtenemos la variable de accién

AS FE
[=—=— 2
2w’ (5.23)
y la variable angular
. OH OF
Por otro lado, en la ecuacién (5.11) tenemos
os 0
- = d 5.25
y escribiendo p en términos de I obtenemos
p=/2mlw — mkq?, (5.26)

por lo que sustituyendo en (5.25) se tiene

0 vVmw Vkq
= —\/2mIw — mka?dg = dg = arctan | —————
¢ /8]\/ L \2mlw — kq¢? 1 (\/QE—kq2>

, | k
= arcsin ( ﬁq> = wt + ¢y, (5.27)

y despejando ¢ se obtiene

q(t) = \/?sin(wt + ¢o), (5.28)

justo el resultado esperado.

13



Parte 11

Mecanica cuantica y sistemas
hamiltonianos

14



En la parte I de esta tesis dimos una breve introduccion al enfoque de la mecanica clasica,
el cual es esencialmente geométrico. Por otro lado tenemos la descripcién cuantica, cuyo
enfoque se considera principalmente algebraico [2]. La manera estdandar en la que se estudia
mecéanica cuantica se basa en ver a los estados de un sistema cuantico como vectores en
el espacio de Hilbert [50], el cual es un espacio vectorial, por lo tanto la linealidad juega
un papel primordial al enunciar los postulados de la mecanica cuantica a partir de esta
perspectiva estandar. No obstante, al estudiar la mecénica cuantica de forma mas detalla-
da podemos ver que en realidad los estados viven en el espacio proyectivo del espacio de
Hilbert [30], que no es un espacio vectorial.

En esta segunda parte de la tesis veremos que estudiando el espacio de estados cuanticos
desde una perspectiva geométrica es posible tratar a los sistemas cudnticos como sistemas
hamiltonianos, esto debido a que existe una forma simpléctica definida en el espacio de
estados, lo que nos permite introducir un flujo hamiltoniano en dicho espacio de manera
que el estado cuantico evolucione de acuerdo con este flujo.

6. El espacio de Hilbert y su espacio proyectivo

El espacio de Hilbert H donde viven los estados cuanticos es un espacio vectorial complejo
cuyos elementos [1)) se denominan kets. A su vez, el conjunto de funciones lineales «

aler|gn) + colibe)) = cra(|n) + caa([tha)), (6.1)

donde ¢; € C y [1);) € H, es un conjunto vectorial denominado el espacio vectorial dual
a H y denotado como H*, cuyos elementos se denominan bras y se representan, segin la
notacion de Dirac como (1)].

Dado que el espacio de Hilbert tiene una estructura lineal, podriamos pensar que la topo-
logia de los estados cuanticos no es muy interesante, no obstante, hay que tomar en cuenta
que trabajamos con estados normalizados, ademés de que las cantidades que en realidad
reflejan el comportamiento fisico del sistema estdn dadas por modulos cuadrados, por lo
que la fase global del estado cuantico es irrelevante al calcular dichos médulos cuadrados y
tenemos entonces que centrarnos, no en el espacio de Hilbert completo, sino en su espacio
proyectivo P(H), que es el conjunto de rayos [¢] en el espacio de Hilbert definidos como

] = {wly), we T, (6.2)

donde C* = C — {0}.
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Para trabajar en el espacio proyectivo, consideramos primero una base en el espacio de
Hilbert en la cual representamos al estado cudntico de un sistema n dimensional mediante
sus componentes

Z=)=(z1,...,2,) € C" (6.3)

Para pasar al espacio proyectivo la relacién de equivalencia que debemos considerar es la
siguiente:

(21, vy 2n) ~w(zr, ...y 2,), weCH (6.4)

de modo que en un abierto U; en el que z; # 0, se puede trabajar con las coordenadas

(ﬁ,...,z—”):(tgi),...,t,f)) c Cpl (6.5)

Zi Z;

donde %) = “m y por lo tanto {9

n dimensional dado por P(H") = CP"! tiene dimensién n — 1.

=1, asi que el espacio proyectivo del espacio de Hilbert

Hay que aclarar que si tenemos cierto conjunto de coordenadas {z;} en el espacio de Hil-
bert, en muchas ocasiones es més facil trabajar con dichas coordenadas que cambiar a
las coordenadas {¢;} que hemos definido en el espacio proyectivo. Para ello, sabemos que
los elementos del espacio de Hilbert son vectores, los cuales podemos escalar (multiplicar
por A € R) o rotar (multiplicar por una fase ¢**, a € R), es decir, multiplicar por un
nimero complejo w = Ae’®. Como vemos en la ecuacién (6.4), en el espacio proyectivo dos
vectores que difieren entre si por un factor complejo no nulo pertenecen a la misma clase
de equivalencia, por ello lo que tenemos que hacer en el espacio de Hilbert para que éste
sea localmente isomorfo al espacio proyectivo es prohibir a los vectores [1)) € H que sean
escalados o rotados. Para evitar el escalamiento nos restringimos a vectores normalizados,
por lo tanto nos quedamos en una subvariedad del espacio de Hilbert dada por una esfera
S™ de radio 1. A partir de eso solamente hay que considerar la relacién de equivalencia
entre estados que difieren por una fase global. Digamos que tenemos un vector ya normali-
zado (un punto sobre la esfera mencionada), ahora hay todo un circulo grande sobre dicha
esfera que pasa por el punto inicial, el cual estd compuesto por otros puntos que difieren
del primero por una fase global. Todos estos puntos o vectores en el espacio de Hilbert de-
ben ser equivalentes. Habiendo hecho esto, el espacio resultante es efectivamente el espacio
proyectivo.
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7. Mecanica clasica y mecanica cuantica

En contraparte con la mecanica clasica, en mecanica cuantica los observables estan dados
por operadores hermiticos Q en el espacio de Hilbert, y el espacio de todos estos observa-
bles permite definir un algebra de Lie cuyo producto esta dado por el conmutador entre los
operadores correspondientes.

En mecéanica cuantica la medicién de un observable Q en un sistema que se encuentra en
un estado [¢), arrojard como resultado un valor propio del operador Q e inmediatamente
luego de realizar la medicién correspondiente, el estado colapsard al estado propio corres-
pondiente, sin embargo, dicho resultado puede predecirse solamente a nivel probabilistico.

Asi como cada campo hamiltoniano clasico genera un flujo en el espacio fase, cada obser-
vable cudntico define un flujo en el espacio de estados a partir del mapeo exponencial del
observable dado. En este caso, también hay un observable particular que define la evolucion
del sistema, el operador hamiltoniano.

A pesar de que los métodos utilizados para estudiar sistemas clasicos y sistemas cuanticos
son muy distintos, se sabe que la mecénica clasica corresponde a cierto limite de la mecéni-
ca cuantica. En esta seccién se decribe al espacio de Hilbert como variedad de Kéhler,
poniendo de manifiesto que la mecanica cuantica puede estudiarse como mecénica clasi-
ca/hamiltoniana.

8. Variedades de Kahler

Definicién 7. Una variedad de Kdhler [30] es aquella variedad diferencial que posee tres
estructuras: una métrica G, una forma simpléctica ) y una estructura compleja J, las
cuales cumplen con la relacion de compatibilidad

G(X,Y) = Q(X, JY), (8.1)

para todos los campos vectoriales X,Y .

8.1. El espacio de Hilbert como variedad de Kahler

El espacio de Hilbert es un espacio complejo; por otro lado, para trabajar con mecanica
clasica necesitamos un espacio real. El primer paso es entonces hacer un mapeo que nos
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permita trabajar en un espacio real. Para ello, consideremos un estado cudntico |¢) de
dimensién n compleja, y el mapeo correspondiente a un estado de dimension real 2n, es
decir

I
(0 1+ iy
wy=1:1|= : - U= Z (8.2)
Un

Sin embargo, no podemos simplemente ignorar el hecho de que el espacio de estados cuanti-
cos es un espacio complejo. Para poder trabajar en un espacio real debemos encontrar una
manera para multiplicar por 7. Es ahi donde entra el papel de la estructura compleja.
Primero veamos qué pasa con el estado |¢) si lo multiplicamos por i:

—Y1
—U1 + 'i.ﬁlfl
ily) = : - [ (8.3)
1
—Yp + 12y,
Tn
de donde podemos identificar el mapeo correspondiente
i) — JY, (8.4)
siendo
(0 I, 2
J_(]In 0), Jo= -1, (8.5)

la estructura compleja, y donde I,, representa la matriz identidad de dimensién n.
Ya que definimos la estructura compleja, se tiene entonces la correspondencia

(a+ b)) — (Ta+ J0)T,  abeR. (8.6)

Llegado este punto, el espacio de Hilbert es ya un espacio real (dotado de la estructura
compleja que hemos introducido). El siguiente paso para entender este espacio de manera
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geométrica es descomponer el producto interno hermitico en sus partes real e imaginaria
de la forma 2]

(D) = SG(®,T) + %Q(@, ). (8.7)

N | —

Proposicién 2. G(®, V) = 2Re ((,V)) es simétrica, definida positiva y no degenerada,
por lo que cumple con las propiedades para ser considerada una métrica.

Demostracién Por las propiedades del producto interno hermitico [50], se sabe que G es
definida positiva y no degenerada. Recordando cémo se define la parte real de un niimero
complejo podemos cerciorarnos de que G(®, V) es simétrica:

G(®,T) = 2Re (B, T)) = (D, T) + (B, T)*
— (D, 1) + (U, D) = (T, B)" + (U, ) = G(T, D). (8.8)

Proposicién 3. Q(®, V) = 2Im((P, V)) es antisimétrica y no degenerada, por lo que cum-
ple con las propiedades para ser considerada una forma simpléctica sobre el espacio de
Hilbert>.

Demostracion La no degeneracion de €2 se debe a la no degeneracion del producto in-
terno hermitico. Recordando la definiciéon de la parte imaginaria de un niimero complejo
demostramos que la antisimetria de Q(®, ¥):

Q(®, T) = 2Im(P, W) = —i((®, U) — (D, ¥)*)
= —i((D, V) — (U, D)) = i((V, D) — (D, V)) = —Q(T, D). (8.9)

[ |
Por otra parte, como (®, JU) = i(®, ¥), se tiene

(®, JU) — %G(@, JU) + 0D, )

1 1
= 5G(2, ) — SO, V), (8.10)

de donde podemos identificar que G(®, V) = Q(P, J¥), es decir, se cumple la relacion (8.1),
lo que nos indica que el espacio de Hilbert puede estudiarse como una variedad de Kahler

5Para espacios vectoriales, la forma simpléctica se define como una 2-forma antisimétrica y no degenerada
[53].
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(J,G, Q) ya que de manera natural surgen estas tres estructuras [4].

G es simétrica y definida positiva y {2 es antisimétrica y no degenerada. Esto se sigue
directamente del hecho de que G es la parte real del producto interno y €2 es la parte
imaginaria. Pues el mismo es bilineal y definido positivo.

En este contexto, la ecuacién de Schrodinger se expresa como

) =iH|y) — ¥=-JHY, (8.11)

donde H es la nueva representacion de H que resulta de ver al espacio de Hilbert como un
espacio real de dimension 2n.

lo que motiva a asociar a cada observable cuantico () un campo vectorial Yy

Definicién 8. El campo vectorial de Schrodinger Yi que se asocia a cada observable F se
define como

V(W) = —JEFU. (8.12)

Proposicién 4. El campo vectorial de Schrodinger Yy estd definido de tal forma que la
evolucion temporal del sistema corresponde al flujo definido por el campo vectorial asociado
al operador hamiltoniano lﬁ[, stendo el valor esperado de H la funcion que genera dicho
campo vectorial.

A

Demostracién El objetivo es demostrar que, definiendo la funcién F' = (F'), se cumple
que

dF =iy, 9, (8.13)

donde Y estd definida como (8.12). Es decir, queremos demostrar que la definicién (8.12)
cumple con la condicion para ser el campo vectorial hamiltoniano correspondiente al ob-
servable F'.

Primero, dada la hermiticidad de F' tenemos

F = (U, V) = ~G(V, FD). (8.14)

Sea n cualquier vector tangente a ¥ definido como

_dy

_ £ =0 +¢ 1
it v(t) + tn, (8.15)

n
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se tiene

d d .
dF(n)=n>F=£F(’y) =%<‘I’+tn,F(‘P+tn)>
t=0 t=0

. X 1 R 1.
=(n, FV) + (¥, Fn) = §G(n, FY) + §G(F\1f, n)

= G(F, 1) = Q(FV, Jy) = Q(—JF, )
et (8.16)
m

Mediante la demostracién anterior, concluimos que el campo vectorial hamiltoniano asocia-
do con F coincide con el campo vectorial de Schrodinger asociado con F. Esto significa que
la evolucién temporal de los sistemas cuanticos puede estudiarse a través de una formula-
ciéon hamiltoniana, esto encontrando la funciéon hamiltoniana H como el valor esperado del
operador hamiltoniano y resolviendo las ecuaciones de Hamilton correspondientes.

Por dltimo, aclaramos que, dado que el espacio en el que viven los estados cuanticos es
el espacio proyectivo del espacio de Hilbert P(#H) = CP™, en general se trabaja con las

estructuras métrica ¢ y simpléctica w que se definen en dicho espacio proyectivo. Asi,
siendo 7 el mapeo 7([¢)) = [¢/], se definen w y g de manera que cumplan con

T'w =, g =G, (8.17)

donde g se conoce como la métrica de Fubini-Study.

# Q, G s CPN

N

Figura 2: Estructuras métrica y simpléctica en el espacio proyectivo

8.2. Ejemplo: Particula de spin 1/2 en un campo magnético

Vamos a estudiar un sistema cudntico que consiste en una particula de spin 1/2 sobre la
cual actiia un campo magnético constante en direccién z, esto con el objetivo de encontrar
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la dindamica de este sistema usando la versién hamiltoniana de la mecanica cuantica que
introducimos en la seccién 8.1.

Primero escribimos el espinor Z que representa el estado de la particula en la base |[+), |—)

como
2! ! + iy
()-(2rm) .

Este estado, como vimos en (8.2), lo escribimos mediante este enfoque geométrico como un
estado con cuatro componentes reales:

(8.19)

N~ N =

e KR 8

Escribiendo el producto interno en el espacio de Hilbert en la forma (8.7) podemos deter-
minar las matrices que representan a G y a ).

Los vectores de la base estan dados por

O =

(%)

(8.20)

oo O
N
o =
~__
>
|
oo = O
7N
)
~_
&
|
[ R e W )
N\
O =
~__
&
|
== )

Calculando el producto interno entre las combinaciones de dichos vectores podemos deter-
minar la métrica GG y la forma simpléctica w, las cuales resultan ser

1 000 0O 0 10
S (R P CA | R
0 0 01 0 -1 00
Identificamos la 2-forma Q en R* como
Q = 2(dz’ Ady' + da® A dy?). (8.22)

El siguiente paso consiste en considerar el estado en espacio proyectivo CP! ~ S? don-
de en realidad viven los estados de spin 1/2. Para ello primero consideramos un estado
normalizado factorizable dado por
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z= (gl (5.23)

Obteniendo partes reales e imaginarias para encontrar la matriz Z real identificamos

| [siormenins o
| 2* | | sin(8/2)cos(n +
z= vt | cos(0/2) sinn ' (8.24)
y> sin(0/2) sin(n + ¢)

Al expresar las coordenadas (z%,4") en términos de «, 6 y ¢, obtenemos un encajamiento
oS3 — R* Calculando el pullback o*(2, tenemos

0
A 1
dzt — ?dx’ =-3 sin(#/2) cosndd — cos(0/2) sin ndn
x'L

dz? — % cos(0/2) cos(n + ¢)df — sin(6/2) sin(n + ¢)d¢ — sin(6/2) sin(n + ¢)dn
dy' — —% sin(#/2) sin ndf + cos(6/2) cosndn

dy* — % cos(8/2) sin(n + ¢)df + sin(6/2) cos(n + ¢)d¢ + sin(6/2) cos(n + ¢)dn.  (8.25)

Segun la forma simpléctica 2 que encontramos en (8.22), obtenemos

1
Qp=0"Q = 5 sin 0d6de¢, (8.26)

de donde podemos cerciorarnos de que el pullback no contiene términos de dn ni sus com-
ponentes dependen de 7, lo cual no es una coincidencia. Dado que 7 contiene informacion
de una fase global, el hecho de que el pullback no dependa de esta coordenada garantiza
que existe una 2-forma tinica w en CP! tal que 0*Q = ¢*w, donde ¢ : S — CP! ~ §?
es la proyeccién (0, ¢,n) — (© = 0,P = ¢). Se tiene por lo tanto la forma simpléctica w
definida en el espacio proyectivo como

w= é sin ©dOd . (8.27)

Vamos a elegir como variable ¢ (el equivalente a una variable de posicién en el enfoque de
mecanica cldsica) una variable arbitraria y posteriormente encontrar su momento candnico
asociado de forma que tengamos
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w = dg A dp. (8.28)

En este caso, podemos elegir que dicha posicion esté dada por la variable angular ®. Para
encontrar el momento p asociado consideramos que

1 1
w=g sin©doO A dP = —3 sin ©@dP A dO = dg A dp = dP A dp, (8.29)

entonces dp = —% sin ©dO, y por lo tanto

1
p=cos C) (8.30)

Hasta ahora solo hemos descrito el estado inicial y las variables candénicas. Ahora queremos
estudiar el sistema considerando que sobre él actiia un campo magnético constante en direc-
cion Z, con lo que tenemos B=B,: A partir de ello obtenemos un operador hamiltoniano
dado por

H=wS,=w—=—, (8.31)

esto ultimo considerando w = 1 por simplicidad.

La funcién hamiltoniana en el espacio proyectivo estd definida como el valor esperado del
operador hamiltoniano H(©,®) = ZTHZ, con lo que se tiene

ZT%Z _ (COS(®/2> o—i® Sm(@/g)) ((5) 0%) (eéo;(n(?({)Q/)QQ
] CO;@ - (8.32)

Por ultimo vamos a resolver las ecuaciones de Hamilton dado que H = p. El sistema de
ecuaciones es el siguiente:

p=0, ¢=1, (8.33)

lo que resulta en

qt) =t — d=t, p(t) =cte — O =cte. (8.34)
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Figura 3: Eje de orientacién de una particula de spin 1/2 sometida a un campo magnético
uniforme en direccion Z.

Podemos verificar que los resultados son consistentes con los conocidos al resolver la ecua-
cién de Schrédinger para un sistema de spin 1/2 en un campo magnético constante, ya

que el hecho de que O sea constante mientras que ® cambia linealmente, indica que hay
precesion alrededor del eje z.

9. Forma simpléctica en el espacio proyectivo

Definicién 9. Se define el potencial de Kahler f como una funcién con valores reales sobre
la variedad para la cual la forma simpléctica puede escribirse como [53]

w = 100f, (9.1)
donde 0 = %dz y 0= %di, siendo z; las coordenadas complejas sobre la variedad.

En esta seccién presentamos un potencial de Kahler apropiado para definir la forma simplécti-
ca w sobre el espacio proyectivo. Comenzamos definiendo la funcién [30]

fi=> 108, (9.2)
k=0

donde t,(f) = 2 son las coordenadas complejas en el espacio proyectivo del espacio de Hil-
bert. La funcién f; es continua para cada abierto U; del espacio proyectivo (con z; # 0).
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En la interseccion U; N Uy, es facil ver que se tienen las funciones de transicién

i B0 = SO - IR _Shm oy

— Gk 2k Zi Zi = Zi Z;

A partir de lo anterior, podemos cerciorarnos de que en la intersecciéon U; N U; se cumple
que

90 log f; = 0dlog f;. (9.4)

Para verlo solamente hay que usar propiedades de los logaritmos y las funciones de transicién
en el traslape U; N U; que hemos encontrado:

ddlog fi = 00 log(f]t(l f(l ) =90 |log f; + log tg-i) + log t%j)] = 90 log f;. (9.5)

Proponemos, para el abierto U;, la 2-forma dada por [30]

w = i09(log f;). (9.6)

Pasemos a hacer el calculo explicitamente para obtener w. Primero se tiene

n L (5) g7(d)
= t, dt
alog fj — E 2k "k

, (9.7)
k=0 fi

y calculando la segunda derivada parcial obtenemos

k=0

k=0

—~

9.8)

En particular, estaremos trabajando con la funcion definida en el abierto Us:

fi=14 tuln, (9.9)
m=1
donde, para simplificar la notacién, se considera t,, = ¢}, Dicho esto, para el abierto U

la forma simpléctica sobre el espacio proyectivo esta dada por

s [0 STt (ST b A df) — (Brdt) A (trdfy) | (9.10)

(1 + ZZ:1 tk:t_k:>2
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Esta 2-forma w estd en el espacio proyectivo P(H) = CP"!, si queremos regresar al espacio
complejo H ~ C™ debemos hacer el pullback correspondiente tomando en cuenta el mapeo

Z9 Zn
: ey Zp) = e =— .ty = — |, 9.11
¢z (=2 =) (0.11)
de donde obtenemos
2k de Zke
diy =-d| — ) = — — 5dx (9.12)
21 21 21
y
k Zk le Z]
dtk VAN dtl -_— — —2d21 - — —2d21
dzp N dZ,
_ L& - S dzk ANdz — —dzl ANdz + 5 dz; A dz;. (9.13)
Haciendo el pullback se obtiene
dZ ANdZ ZdZ)\(ZdZ
q=;|d4rdz (2d2)(2dZ)| (9.14)
47 (Z2?)
donde Z = {z,...,2,} es la lista de coordenadas en el espacio de Hilbert, y restringiéndo-
nos a estudiar estados normalizados en los que ZZ = 1, obtenemos
d(Z2)=0=d27Z + ZdZ, (9.15)
por lo que solamente conservamos
QO=idZAdZ. (9.16)

9.1. Compatibilidad Ashtekar-Schilling y Kobayashi-Nomizu

Como vimos en la seccion 8.1, al descomponer el producto interno entre dos vectores en
su parte real e imaginaria podemos definir de manera natural una estructura métrica y
una estructura simpléctica sobre el espacio de Hilbert [2]. Veamos si dicha construccién es
compatible con la basada en el potencial de Kahler (9.6) [30].

De (8.1) recordamos que el producto interno se descompone como (8.7):

1

(B,0) = SG(®,T) + %Q((I), o), (9.17)

N |
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donde G representa la estructura métrica y €2 representa la estructura simpléctica. De lo

anterior, obtenemos que

Im((®, T)) = %Q(QJ, 7).

A partir de la base candnica > - tenemos
0 0 0 (9
U= ¢0— + % + 1#2 + ¢3
0 8 8 8

¢ = ¢0—+¢1 +¢2 +¢3823

Calculando Im((®, ¥)) se tiene

(@, 9) — (@, 0)")

= 5 S (G~ )

Im((®, V) =

1 . 1
=5 zi:dzi A dz(@,0) = -dZ AdZ(@, ),

por lo tanto, utilizando (9.18) encontramos

Q= —idZANdZ =idZ NdZ,

que coincide® con (9.16).

10. Meétrica de Fubini-Study

(9.18)

(9.19)

(9.20)

(9.21)

La métrica de Fubini-Study es la estructura métrica definida en el espacio proyectivo del
espacio de Hilbert. Se tiene el producto interno entre dos rayos [¢] y [¢| dado por [9]

[{o]¥)]

(69 = — e

(10.1)

®En realidad en [30] se usa otra normalizacién con un factor —4 que no estamos contemplando. En esta

tesis utilizamos la normalizacién propuesta en [2].
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el cual es independiente de los estados |¢) y [¢) en los rayos [¢] y [¢b] respectivamente.
Consideramos estados normalizados precisamente porque estamos trabajando en el espacio
proyectivo.

La distancia de Fubini-Study se define como

Dies([6]. [¢]) = arccos({[g], [¢])), (10.2)

lo que mateméticamente se interpreta como el dngulo entre los dos rayos [24, 9].

11. Sistemas cuanticos compuestos

Dado que queremos introducir la descripcion matematica del fenémeno de enredamiento de
estados cudnticos, vamos a estudiar primero sistemas cuanticos compuestos (que son para
los que se define el enredamiento).

Definicién 10. Un sistema cudantico compuesto es aquel que se descompone en dos o mas
subsistemas, siendo cada subsistema un sistema cudntico por si mismo.

El espacio de Hilbert H asociado con un sistema compuesto por n subsistemas denominado
multipartita esta dado por el producto tensorial

H=H, @H, @ ®H, (11.1)

donde H; representa el espacio de Hilbert correspondiente al subsistema 1.

A lo largo de las siguientes secciones estaremos trabajando con estados de dos subsistemas
o estados bipartitos de la forma particular

T

v —ZEm) @ |u), my,u=1,..., N, 11.2
v) \/N| ) ® |p) p (11.2)

donde |m) y |u) son los elementos de la base de los subsistemas 1 y 2 respectivamente,
y N es un factor de normalizacién dado por la dimensién de los subespacios. Puesto que
suponemos que ambos subespacios tienen la misma dimensién, los coeficientes I';,,,, pueden
verse como componentes de una matriz cuadrada I'.
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11.1. Producto tensorial de operadores

El algebra matricial de operadores forma también un espacio de Hilbert denominado espacio
vectorial de Hilbert-Schmidt. El producto tensorial entre un operador A que actia sobre
H; (con base {|m)}NL,) y B que actiia sobre Hy (con base {|u)}22,), est4 definido a partir
de su accién sobre los elementos de base como [9]

(A® B)jm) @ |u) = Alm) ® Blu). (11.3)

Los elementos de matriz de un operador general Q, que puede ser un producto tensorial o
una combinacion lineal de éstos actuando sobre un estado bipartito estan dados por

~

Qumpr = ((m] ® (u))Q(In) & |v)). (11.4)

12. Estados cuanticos puros y mixtos

En el formalismo de la mecanica cuantica se hace referencia a la nocién de ensambles o con-
juntos representativos para introducir la naturaleza estadistica de los sistemas cuanticos.
Estos conjuntos representativos son colecciones de sistemas fisicos preparados de manera
idéntica; es decir, en la que cada sistema se encuentra en un estado determinado |¢), por
ejemplo, un haz de atomos que han sido filtrados a través de un aparato de Stern-Gerlach
[50], de manera que se dice que el haz ha sido polarizado y por tanto se trata de un estado
puro.

Por otra parte, estan los conjuntos representativos aleatorios, es decir, en los que no hay
un estado determinado para cada sistema de la coleccion. Un ejemplo de esto es un haz
de atomos no polarizado, es decir, un haz que no ha sido filtrado a través de un aparato
de Stern-Gerlach. En dicho caso se espera que los dtomos tengan orientaciones de spin
aleatorias.

La idea de aleatoriedad en los conjuntos representativos es distinta a la nocién indetermi-
nista que tenemos en un estado cuantico de una sola particula, el cual se expresa como
una superposicion cuantica de los estados de la base. Por ejemplo, un estado general de un
sistema de spin 1/2 estd dado por una combinacién lineal en la base de S, de los vectores

+) ¥ =)

[4) = al+) + 81-) = cos(I+) + #sin(§) =), a,fEC, (12.1)

por ello podriamos pensar que el comportamiendo aleatorio al que nos referimos ante-
riormente, ya estd contemplado en (12.1). No obstante, la ecuacién anterior simplemente
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caracteriza un estado cuyo valor promedio de orientacién del spin en varias mediciones
apunta hacia n, con angulo polar # y angulo azimutal ¢, por lo que en ningtin momento se
refiere a un conjunto representativo con orientaciones aleatorias. Un ensamble aleatorio de
este tipo se denomina mezcla de estados o estado mixto, y para describirlo se introduce la
nocion de matriz u operador de densidad.

12.1. Matriz de densidad

Para tratar con estados mixtos, se introducen los denominados pesos de probabilidad. Por
ejemplo, en el caso que menciondbamos sobre el haz de a&tomos de spin 1/2 con orientaciones
aleatorias, podemos decir que la mitad de dichos dtomos tiene la orientacién |+) y la otra
mitad tiene la orientacién |—). La matriz u operador de densidad toma en consideracién
estos pesos de probabilidad y se define como

p= wilu®) w0, (12:2

donde |1} son los estados puros que conforman la mezcla de estados y w; son sus respec-
tivos pesos probabilisticos y tienen valores reales no negativos. Por supuesto, al tratarse de
pesos probabilisticos una condicién de normalizacién que debe cumplirse es que

> wi=1 (12.3)

La matriz de densidad cumple con dos propiedades fundamentales. La primera de ellas es
que es hermitica, lo cual puede verse directamente de (12.2), ya que w; son valores reales:

pl=p. (12.4)

La segunda propiedad fundamental de la matriz de densidad es que tiene traza igual a 1.
Para demostrar esto consideremos una base ortonormal general |a)

Tr p="Tr (Zw,W > Zzw @D(l ¢(i)|a’>
= ZZU)Z (a'|1pD) Zw (1pD |y = (12.5)

Como sabemos, una parte esencial al estudiar sistemas cudnticos es calcular valores espe-
rados de observables. Veamos cémo, mediante la matriz de densidad, es posible encontrar
el valor esperado de un operador A, esto partiendo también de la base |a):
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(A) =303 3 w6y (| Ala”) o [)
=33 D wda W) @ |Ala”)
= 3 Yol el Ala”)

= Z(a”|plfl\a"> = Tr(pA). (12.6)

Por 1ltimo, destacamos que para los estados puros es evidente que

p =)W, (12.7)

es decir, p se reduce a un operador de proyeccién, y por lo tanto, en dicho caso se tiene

P =p. (12.8)

13. Representacion de Majorana para estados de spin

Mediante la representacion de Majorana podemos estudiar los estados de spin s que viven
en el espacio proyectivo del espacio de Hilbert P(#;) como un conjunto de 2s puntos (de-
nominados estrellas de Majorana) sobre la esfera unitaria, definiendo asi una constelacion
de Majorana para cada estado de spin s [37, 14, 24].

Dado un estado [¢) de spin s expresado en la base de los vectores propios de S, como
) = cmls,m), (13.1)

se define su polinomio asociado de Majorana como

s

Py = 3 (-1 ( fsm) G (132)

m=—s

donde ( es una variable auxiliar. Este polinomio es de grado 2s y sus 2s raices pueden
mapearse mediante su proyeccion estereografica desde el polo sur a 2s puntos en la esfe-
ra, es decir, la constelacién de Majorana del estado. Cabe mencionar que si ¢,, = 0 para
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m=s,s—1,...,s—k, entonces se tendra ( = oo como raiz k + 1 veces, asi que tendremos
k + 1 estrellas de Majorana en el polo sur de la esfera.

La asociacion entre estados y constelaciones resulta ser uno a uno, por lo que dada una
constelacion sobre la esfera podemos recuperar el estado que representa. Si tenemos un con-
junto de 2s puntos sobre la esfera (que pueden ser degenerados), considerando la proyeccién
estereografica inversa encontramos las raices (; y construimos el polinomio de Majorana
Pyy = (( = ¢1)... (¢ = (2s), con lo que podemos expandir los términos y encontrar los
coeficientes ¢, correspondientes.

Ya que asociamos a un estado |1) de spin s el conjunto de estrellas {n;}?*,, podemos de-
notar a dicho estado como [¢) = |ny,...,nys). Es importante mencionar que no existe un
orden especifico para las estrellas, y que la representacién de Majorana esta construida de
tal forma que al aplicar operadores de rotacién D(R) sobre un estado |¢), la constelacién
de Majorana del estado rotado serd una rotacién de la constelacién original [14].

Es bien sabido que matematicamente el espacio de estados de una particula de spin s es
equivalente al espacio de estados dados por el producto tensorial totalmente simetrizado
(bajo el intercambio de cualquier par de particulas) de 2s estados de spin 1/2, es decir, que
se cumple

|¢> = |n1,...,n25>
1 . . .
= A_w(’”‘”> O [Aigy) © - O |figy,)) (13.3)

donde el simbolo ® se refiere a que se esta calculando el producto tensorial simetrizado (la
suma de todas las permutaciones), A, es un factor de normalizacién y n,, es un estado de
spin 1/2 de la forma

flo,) = cos (%) [+) + sin (%) ei|—), (13.4)

donde (6, ¢) representan a las coordenadas esféricas asociadas a n. De esta manera, decimos
que las estrellas de Majorana del estado [¢) es el conjunto de vectores unitarios n,, que
aparecen en la ecuacién (13.3).
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Parte 111

Estados enredados
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Los sistemas cuéanticos poseen propiedades que no tienen contraparte clésica, tales como
la superposicién de estados cuanticos y el tunelaje. Por otra parte, existen otros efectos
de este tipo que se manifiestan solamente cuando se tiene un sistema cuantico compuesto
por varios subsistemas. En este caso la correlacion de dichos subsistemas posee un papel
importante, especialmente porque se encuentran sistemas que estan fuertemente correlacio-
nados o enredados, los cuales sugieren la existencia de una accién remota a distancia. En
1935, Albert Einstein, Boris Podolsky y Nathan Rosen formularon la paradoja de Einstein-
Podolsky-Rosen [17], en la que exponen este problema de accién a distancia. A partir de
ello, el estudio de los estados enredados se ha convertido en un area fundamental de la
mecanica cuantica.

En esta parte de la tesis se introducen los conceptos bésicos sobre enredamiento cuantico,
esto para trabajar posteriormente con sistemas bipartitos enredados.

14. Estados factorizables y estados enredados

Como mencionamos en la seccion 11, el espacio de Hilbert de un sistema multipartito esta
dado por el producto tensorial de los espacios de Hilbert asociados a cada subsistema.
Como ya hemos mencionado, nos vamos a concentrar en sistemas bipartita en los que el
espacio de Hilbert estda dado por un producto tensorial de la forma H; ® Ho.

14.1. Separabilidad en estados puros

Consideramos un estado bipartito en el que cada subsistema se encuentra inicialmente en
un estado puro [¢;), i = 1,2, por lo tanto se tiene

[Us) = |thm) ® ‘wu> (14.1)

Al hacer una medicién local de un observable A @ I, es decir, una mediciéon donde A actia
sobre el primer subsistema y el operador identidad I sobre el segundo subsistema, el valor
esperado es:

(AR TWs) = (] @ (]) (AST) (lm) @ [1))
= <¢m|A|¢m><¢u|H|wu> = <¢}m|AW)m>7 (14‘2>

mientras que mediante una medicién local de un observable I ® B, es decir, una medicion
local en el segundo subsistema, analogamente obtenemos
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(VeI @ B|Ws) = (4| Blthy). (14.3)

Entonces, para un estado de la forma (14.1), decimos que los valores esperados de medicio-
nes locales no estan correlacionados, dependen exclusivamente del estado del subsistema
en el que se hace la medicion [41].

Definicién 11. Los estados puros que pueden escribirse de la forma (14.1), es decir, como
producto tensorial de estados puros, se denominan separables o factorizables y se caracteri-
zan porque los resultados de las mediciones sobre los subsistemas no estan correlacionados.

Tomemos ahora un estado que estd dado por una superposicién de estados puros:

1

We) 7

([m) © [Yu) + [6n) @ [d0) - (14.4)

En dicho caso, al hacer una medicion local de un observable AT , se tiene

Il
~—~~ ~~
=l
[e]
N— S~— S~—
3
3
oY
3
El
=
g,
S
S
[e]
S~—
=

Amk(pl km = Tl“(fiﬂl), (14-5>

siendo p = |W.)(V,|, Tr; la traza parcial sobre el subsistema i y p; = Trap.

Definicién 12. Los elementos de matriz de la matriz de densidad reducida p; = Trop y
p2 = Trip estdn dados respectivamente por

No M

(pl)mn = Z(p)mu,nw (;02)W = Z(p)mu,mu- (14-6>

,LL:1 m=1

Dado que (14.5) es vélida para todo operador 121, basdndonos en (12.6) concluimos que py,
representa la matriz de densidad correspondiente al primer subsistema’, y similarmente,
p2 = Tryp representa al segundo subsistema®. Sin embargo, el estado del sistema completo
no esta dado por el producto tensorial de los estados dados por las matrices reducidas:

"Cuando trabajamos con estados enredados, no existe un estado definido para cada subsistema.
8Para, ver cémo son estos célculos operacionalmente a partir de una base, consultar Apéndice C
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pF# p1 @ pa, (14.7)

es decir, las matrices de densidad reducidas para hacer mediciones locales dependen del
sistema compuesto, no solamente del subsistema sobre el que se hace la medicién. Por
lo tanto, se dice que las mediciones realizadas en cada subsistema estan correlacionadas.
Cabe mencionar que esto no implica de ninguna manera que sea posible transmitir in-
formacién cudntica de manera superluminica, esto debido al denominado teorema de la
no-comunicacion [46].

Definicién 13. Si no ezisten estados locales |¢,) € Hi y |Yu) € Ha, tal que |¥) =

[Vm) @ [¢,), es decir, tal que el estado sea separable o factorizable, entonces |¥) es un
estado enredado.

14.2. Separabilidad en estados mixtos

De manera andloga a la definicién de separabilidad en estados puros se tiene

Definicién 14. Los estados miztos factorizables son aquellos para los que

p=p"@p?, (14.8)

donde p es la matriz de densidad del subsistema i, y dicha matriz toma la forma mds
general (12.2).

Una suma convexa de estados mixtos factorizables de la forma

es también un estado mixto factorizable.

Definicién 15. Si no existen estados locales pgl) Y pl(-Q) con pesos no negativos p; tal que p

pueda expresarse como una suma convexa de la forma p = ZZ pipgl) b3y pZ@), entonces p es
un estado mizto enredado.
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15. Criterios de separabilidad en estados puros

Dadas las definiciones de estados separables y enredados, podria parecer una tarea trivial
saber si un estado esta enredado o no, sin embargo, un estado puede parecer enredado en
cierta base y atn asi no serlo. Por ejemplo, consideremos el estado

b)) = (100) + 2[01) 4 |10) + 2|11)). (15.1)

=)

Veamos ahora si podemos expresar el estado de la forma

T) = (a]0) +b|1)) @ (c|0) + d|1)),  a,b,c,d€C, (15.2)

donde deben cumplirse las condiciones de normalizacién |a|* + 0] = 1y |c|* + |d|* = 1.
Para ello, comparando (15.1) con (15.2) llegamos al sistema de ecuaciones

1 2 1 2
ac=—, ad=—, bc=-—, bd=—, 15.3
V10 Vv 10 10 v 10 ( )

el cual tiene solucién dada por

) - (1000  (1220) w5

Concluimos que el estado (15.1) es factorizable. Otro ejemplo es el estado

_ [01) — [10)
- =75

el cual quisiéramos expresar de la forma (15.2). En dicho caso, el sistema de ecuaciones que
obtenemos al comparar (15.5) con (15.2) estd dado por

k% (15.5)

ac=0, ad=— bc:——2 bd =0, (15.6)

que es un sistema de ecuaciones sin solucién, por lo tanto se concluye que este estado es
enredado.

A partir de lo anterior surge la pregunta natural de si existe un criterio simple que nos
permita identificar si un estado es separable o enredado. Como hemos visto, la confusién
surge con los estados aparentemente enredados, ya que esta la opcién de que verdadera-
mente sean estados enredados o la segunda opcién de que sean estados factorizables pero
no estén expresados en una base que nos permita verlo claramente. Teniendo en mente este
problema surge la descomposicion de Schmidt.
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15.1. Descomposicion de Schmidt

Para estados puros, es posible encontrar una base que refleja las propiedades de enreda-
miento del estado, lo cual se hace a partir de la denominada descomposicion de Schmidt.

Dadas dos bases {|¢m)} v {|¢u)} en los espacios H; y Ho respectivamente, se tiene un
estado bipartito general expresado en dicha base como

T) = diulom) ® |6). (15.7)

donde los coeficientes d,,,, se definen como

Ay = (Pm| @ (Du] V). (15.8)

Si hacemos un cambio de base de la forma |@,,) = U|om), |6.) = V|¢,), donde U y V son
transformaciones unitarias, se tienen los coeficientes nuevos dados por

Qe = (@] @ (94]) ¥ = ((paltl" @ (0,V) [ 9)
= >~ (eultd! o) (6.V"100) (eal © (,19)

= Zumnvwdm = (udv)mu, (15.9)

esto definiendo los elementos de matriz w,, = (Om|UTPL) ¥ Vo = (60| V] én).

Para cualquier matriz compleja d podemos encontrar transformaciones unitarias v y v tal
que udv sea una matriz diagonal, cuyas entradas (reales y no negativas) se denominan
valores singulares de la matriz d y se representan como S;. Entonces, para el caso de
estados puros, siempre es posible encontrar la descomposicién de Schmidt, es decir, las bases
ortonormales {|¢? >jV:11} y {|o7 >jV:21} en los espacios de Hilbert H; y Hs respectivamente tales
que

min(N1,N2)
W=D VAl ®le), (15.10)
j=1

donde los valores \; = sz son conocidos como coeficientes de Schmidt y la suma sobre j
estd limitada hasta la dimension del subsistema mas pequeno.
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Los coeficientes de Schmidt son siempre unicos [41], por lo que la informacién de enreda-
miento de un estado puro estd contenida en ellos. El estado |¥) serd separable si solamente
tiene un coeficiente de Schmidt distinto de cero. Por otro lado, si al menos dos coeficientes
de Schmidt son distintos de cero, el estado |¥) serd enredado.

Proposicién 5. Los coeficientes de Schmidt de un estado bipartito | V) estin dados por los
valores propios de las matrices de densidad reducidas py y ps.

Demostracién Para demostrar lo anterior basta con tomar el estado |¥) expresado en su
base de Schmidt tal como en la ecuacién (15.10) y calcular su traza parcial. Hagdmoslo
para el caso de py:

pr = Tra )|
=T 3 VAN 651 @ 167651 = D Mol (el (15.11)

es decir, los valores propios de p; estdn dados por los coeficientes de Schmidt S?.

Para ps el procedimiento es completamente analogo, con lo que también podemos ver que
los valores propios distintos de cero de p; y po son iguales.

|
Asi, se tiene una manera para encontrar los coeficientes de Schmidt de cualquier estado puro
|W), vy ademads se sabe que la informacién sobre el entrelazamiento del estado esta directa-
mente relacionada con el grado de pureza de la matriz de densidad reducida (cualquiera de
las dos). La traza de p, (donde r puede referirse a cualquiera de los dos subsistemas) debe
ser igual a 1 para estados normalizados. Se concluye entonces que

» SiTrp2=1, p, espuray el estado completo es factorizable.

» Si Trp? <1, p, es mixtay el estado completo es enredado.

Algo importante a considerar es el hecho de que encontrar los coeficientes de Schmidt me-
diante trazas parciales funciona exclusivamente para estados puros bipartitos. El problema
de enredamiento para sistemas conformados por mas de dos subsistemas o para estados
mixtos es mucho mds complejo [28, 47] y aunque hay varios métodos, todos con ventajas
y desventajas, no hay un método global que permita estudiar el enredamiento de manera
estandar en estos sistemas, por lo que se considera un problema abierto.
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16. Grado de enredamiento

Ya que sabemos cémo identificar si un estado cudntico es o no enredado, surge la pregunta
natural acerca de qué tan enredado es dicho estado y como podemos medir ese enredamien-
to.

No hay una medida de enredamiento tnica [52, 54]. Aqui mencionaremos dos medidas que
describen el enredamiento para estados puros. La primera medida se basa en la entropia
de Shannon [9].

Definicién 16. Sea P una distribucion de probabilidad descrita por un vector p con N
componentes p; que cumplen con p; > 0y > .p; = 1, la entropia de Shannon asociada a
dicha distribucion se define como

N
S(P)=—k Zpi log pi, (16.1)
i=1
donde k es un numero positivo que usualmente se fija como k = 1.

La entropia de Shannon se interpreta como una medida de la incertidumbre acerca del
resultado que puede obtenerse de un experimento que sigue cierta distribucion de proba-
bilidad, o también como la cantidad de informacién que se requiere para especificar dicho
resultado. Si el resultado que se obtendra se conoce con total certeza (cuando solamente un
componente p; = 1 y todos los demds son cero), entonces la entropia de Shannon es igual
a cero, porque el resultado no nos arroja ninguna informacién, por otro lado, S(P) toma
el maximo valor klog N cuando todos los componentes p; son iguales a 1/N.

La medida de enredamiento basada en la entropia de Shannon consiste en tomar los va-
lores propios de la matriz de densidad reducida y considerarlos como los componentes de
una distribuciéon de probabilidad. Por lo tanto, cuando la matriz de densidad reducida es
proporcional a la identidad, el estado se considera méaximamente enredado.

Por otra parte se tiene la medida geométrica de enredamiento [56, 13, 3, 35, 29]:

Definicién 17. La medida geométrica de enredamiento se define como la distancia de
acuerdo con la métrica natural en el espacio de estados (Fubini-Study) entre el estado [1)]
que se quiere estudiar y el estado factorizable mds cercano. Siendo Ps el conjunto de todos
los estados separables se tiene

E([4)) = min Drs((6), 0], (162)

que evidentemente es iqual a cero para estados factorizables.
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Figura 4: Esquema sobre la medida geométrica de enredamiento
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Parte IV

Enredamiento y estados bipartitos
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En esta parte de la tesis vamos a abordar el problema de enredamiento en estados bipartitos.
Ya en la tercera parte dedicada a enredamiento mencionamos que hasta ahora solamente
se conoce una forma estandar de estudiar el enredamiento para estados puros bipartitos,
por lo que por ahora nos restringiremos a dicho caso. Para estudiar estos estados, vamos a
introducir un sistema de coordenadas basado en la descomposiciéon polar de la matriz de
coeficientes (Véase el apéndice A).

17. Matriz de densidad en términos de la descompo-
sicién polar

Consideremos un estado bipartito (11.2) que describe un sistema donde ambos subsistemas
tienen la misma dimensiéon

w) = \/—|m>®lu> 1 <mpu<N. (17.1)

Como mencionamos en la seccion 11, dado que los subsistemas tienen la misma dimen-
sién, los coeficientes I';; pueden verse como elementos de una matriz cuadrada de nimeros
complejos:

N (17.2)

Los estados de la forma (17.1) se describen en un espacio de Hilbert HY @ H | por lo tanto
estos estados viven en el espacio proyectivo CPY 2_1, cuya dimensién real es 2(N? — 1).

Para describir al sistema recurrimos a la matriz de densidad

P=|‘1’><‘1’|=% Z (Coalm) ® |12)) (T, 40| @ (v])
- Z Lonalm) @ |11)) (Tha(n] @ (v]) (17.3)

por lo tanto se tiene ppyumy = % Lmpl ',
Para encontrar el grado de enredamiento del sistema, tal como se describi6 en la seccién 16

encontraremos la traza parcial de la matriz de densidad para posteriormente tratar a sus
valores propios como una distribucion de probabilidad:
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. . 1 .
(p1)ij = (Trap)ij = (i, 0lplj, o) = N Z Ly lLh, (i, olm, p)(n, v]j, o)

m,u,nua

> Tl 0imbeubnidve = — ZFWPT = PFT) (17.4)

m,p,n,v,o
Por lo tanto se tiene

pr= S o0l = 5 STl (7.5

i7j Z‘?j?k

Partiendo desde un enfoque que considera una representacion matricial, la matriz de den-
sidad reducida esta dada por el producto de matrices

1
pL= NFFT. (17.6)

Expresando I' mediante su descomposicion polar como el producto de una matriz positiva
definida P y una matriz unitaria U, obtenemos

1 1 1 1
= —(PU)(PU)' = —PUU'P' = —PUU'P = — P2 17.
p = (PU)PU)T = = PUU ~PUU ¥ (17.7)

17.1. Espacio de estados maximamente enredados

El espacio de estados maximamente enredados posee una propiedad que lo hace muy intere-
sante. Para introducirla nos estaremos basando en la publicacién [6] de Ingemar Bengtsson.
Lo primero que haremos sera ver en qué espacio viven los estados maximamente enredados
y cual es su dimension.

Como se mencioné en la seccion 16, si queremos estudiar los estados maximamente enreda-
dos necesitamos que p; sea proporcional a la identidad [7], por lo tanto decimos, partiendo
de (17.7), que P =1, y por ello, la condicién para tener un estado bipartito méximamen-
te enredado es que I' sea una matriz unitaria, con lo que, ya considerando el factor de
normalizacién N, obtenemos

—~ T eUN). (17.8)

I
PlZN
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Esto puede verse incluso antes de escribir I' en términos de su descomposicion polar. Como
hemos mencionado, para tener un estado cuantico maximamente enredado, todos los valo-
res propios de p; deben ser iguales, es decir, I'TT = I, lo cual solamente se lograsi I' € U(N).

Ya hemos concluido que la matriz de coeficientes I" para un estados maximamente enredado
es unitaria. Por otra parte, el determinante de una matriz unitaria estd dado por una fase.
Dado que la fase global del sistema es irrelevante, y tomando en cuenta las propiedades
del determinante, siempre podemos multiplicar I' por una fase global de manera que el
determinante de U sea igual a 1, por lo que

T € SU(N)/Zy. (17.9)

donde Zy es el grupo ciclico [43], y aparece porque los estados que difieren por una n—ési-
ma raiz de la identidad (que es una fase) son equivalentes. A partir de (17.9), podemos
concluir que los espacios maximamente enredados viven en un espacio cuya dimensién es
dimSU(N) = N? — 1, justo la mitad de la dimensién del espacio total de estados. Esta
es la primera caracteristica del espacio de estados maximamente enredados que necesita-
mos para enunciar el resultado de Ingemar Bengtsson. El siguiente paso consiste en estudiar
la forma simpléctica y restringirla a dicha subvariedad de estados maximamente enredados.

18. Forma simpléctica en términos de la descomposi-
cién polar

Consideramos la forma simpléctica (9.16), y un estado de la forma (17.1), de forma que

- i g :
Q:deAdZ:N;dFij/\dFij:NZj:df‘ij/\dfji

_ N i
~ Tr(dl AdDY) = < Tr d(rdr)

]

=~ Trd [d(TTT) — (dT)I7]

=~ d T [(@an)r], (18.1)

donde Z = {z1,..., 2y} es la lista de coeficientes del estado.

A partir la descomposicién polar presentada en el apéndice A, escribimos I' = PU, donde P
es una matriz definida positiva y hermitica y U es una matriz unitaria, asi que obtenemos
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_ L o — -1
Q=< dTr [d(PU)UT'P] = =5 d Tr [(dPU + PAU)U P

=~ d Tt [dPP + PAUU'P], (18.2)

Dado que la traza es ciclica y que dP? = dPP + PdP, obtenemos

2

i dP _ 1
Q:—NdTr T+P%1U-U ! :NdTr[PQA], (18.3)

donde A = —; dU - UL

Por tltimo, de la seccién 17 sabemos que la matriz de densidad reducida (tomando su traza
parcial), estd dada por p; = P?/N. Sustituyendo esto en (18.3) obtenemos

1
Q= N d Tr [plNA] =d Tr [PlA] . (18.4)

18.1. Forma simpléctica sobre la subvariedad de estados maxi-
mamente enredados

Trabajemos especificamente con la subvariedad de estados maximamente enredados. En
dicho caso, la matriz de densidad reducida p; es de la forma (17.8), por lo cual dp; =0y
la forma simpléctica €2 se reduce a

Qe = d Tr A, (18.5)

donde el subindice me se refiere a que se trata de la restriccion de €2 sobre la subvariedad
de estados maximamente enredados.

El siguiente paso es identificar qué es A y donde vive para poder calcular su traza. Como
definimos previamente, A = —i dU - U™, entonces consideremos a U como un elemento de
SU (restringimos el valor del determinante a 1), y siendo h = (z!,...,zV°"1) € SU(N), y
{T\,...,Tn2_1} la base del élgebra su(N), obtenemos [25]

N2-1 N2-1
U =exp [Z 7Ty =exp[X] — dU= Z Yie*da, (18.6)
i=1 Jj=1
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donde

X—%l T,y = (SRldy) T (18.7)
= 2 x'T;, = adx s .

es decir, Y; es un elemento del dlgebra su(/N). Entonces, se tiene

N2-1

dU-U =) Vida/, (18.8)
j=1

que es un elemento del dlgebra su(N) cuyas entradas son 1-formas (por lo tanto también lo
es A). Como sabemos [25], dichos elementos tienen traza igual a cero (ya que el determinante
de los elementos del grupo es igual a 1). Por lo tanto TrA =0y

Qe = 0. (18.9)

Esta es la segunda caracteristica que cumple la subvariedad de estados maximamente en-
redados, y aunada a que la dimensién del espacio total de estados bipartitos es el doble de
la dimensién de la subvariedad de estados maximamente enredados, significa que el espacio
de estados maximamente enredados es una subvariedad lagrangiana L del espacio total
de estados cudnticos puros bipartitos, la cual puede verse fisicamente como un espacio de
configuracion.

Definicién 18. Sea (M, Q) una variedad simpléctica de dimension 2n. Una subvariedad Y
de M es una subvariedad lagrangiana si y solo si, considerando el mapeo i :Y — M,
se cumple que *Q =0 y dimY = $dimM [55].

19. Conjunto de coordenadas candnicas
El objetivo es encontrar un conjunto de coordenadas canénicas (p;,q‘) tal que la forma

simpléctica 2 se vea como (2.1). Para ello, considerando la descomposicién polar de T" a la
que ya hemos recurrido tenemos

I = PU. (19.1)
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Sabemos que P es una matriz hermitica y semidefinida positiva. Como los generadores de
SU(N) son matrices hermiticas® y sin traza, podemos expresar P como la combinacién
lineal

N2-1

P=a"T+ )Y 2'T, (19.2)
=1

donde T; son los generadores de SU(N) y consideramos aparte que P puede tener una
componente en la identidad. De hecho, P debe tener una componente distinta de cero en
la identidad, esto debido a que como vimos anteriormente, P? = p/N, v Trp; = 1; asf,
como la componente en la identidad es la tnica que contribuye a la traza, ésta tiene que
ser distinta de cero. Por otra parte, para la matriz U tenemos

U=e 2T (19.3)
es decir, es un elemento de SU(N).

Como vimos anteriormente, A = —i dU - U™! es una matriz de 1-formas, elemento de
su(N), por lo que podemos expresarla como combinacién lineal de los generadores T, con
coeficientes dados por 1-formas invariantes por la derecha (RI) A®:

A=) AT, (19.4)

El siguiente paso es escribir los coeficientes A* como

A" = g% da’, (19.5)

donde a? son las coordenadas de U.

Como vimos en la ecuacién (17.7), P? = pyN, por lo que podemos expresar

P2 1

P1

Y dadas las propiedades de los generadores de SU(n), p; también puede expresarse como
combinacion lineal de dichos generadores y la identidad. Para verlo, tenemos

9En realidad deberfamos considerar una base de matrices antihermiticas para SU(N), sin embargo,
dado que al exponenciar los generadores anadimos una %, la base de matrices hermiticas se convierte en
una base de matrices antihermiticas [50].

49



N(xol + 2'Ty)?

[(2°)%] + 2v2'T; + 2’2 T, T}

[ 4 1. N

(2°)21 + 22°2'T; + SOyl + ; a2 (i fiji + diji) Th
7N2—1

QJZOZL‘k + Z xixj (lfwk —+ d”k)
k=1

1
2

S

T, (19.7)

I, 1
W)+ qgreh|

=~

fijk son las constantes de estructura y d;;, coeficientes simétricos en todos los indices que
dependen de la representacién del dlgebra con la que se decida trabajar'®.

Entonces, se tiene

pr=p°I + p'T;, (19.8)

donde, como hemos visto, p° y p* pueden ser expresados en términos de a” y a’.

Sustituyendo (19.4) y (19.8) en (18.4) obtenemos

Q=d Tr[piA] = d T[(p°1 + p'T;)AT,]
. , 1
=d |p'A"Te(T;T,)| =d | p'A® | =—==0;aN
A T(riT)) =a |oa (50 )]
1 a 1 b
= id(pa/\ )= §d(pag“b) Ada’, (19.9)
donde, en la segunda linea se ignoré el coeficiente p° ya que como vimos en la seccién 18,
la traza de A es cero, asi que este término no contribuye a Q.

De (19.9) podemos identificar a los momentos candénicos de manera que la forma simpléctica
quede expresada en su forma canénica como

Q = dg® A dpe. (19.10)

10También a partir de este calculo se usa el convenio de suma de Einstein donde se considera que los
indices repetidos representan una suma.
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Dichos momentos candnicos estan entonces dados por

1 a
Py = =5Pag T cte., (19.11)

es decir, podemos obtener un conjunto de coordenadas candnicas sin necesidad de usar
todo el procedimiento que plantea el teorema de Darboux.

Al plantear un sistema cuantico especifico con un operador hamiltoniano actuando sobre
el mismo, mediante el enfoque geométrico de la mecanica cudntica que hemos estudiado en
la seccion (8.1) necesitamos encontrar la cantidad

H=2Z7'H2Z, (19.12)

siendo Z el estado cudntico en el espacio de Hilbert.

Luego de encontrar H, dado que el objetivo es resolver las ecuaciones de Hamilton
oH | OH
ori PP opi

it (19.13)

es necesario expresar H en términos de funciones de las coordenadas canénicas, por lo tanto
necesitamos obtener las coordenadas p; de P en términos del conjunto de coordenadas
canénicas que hemos encontrado. Para ello basta con multiplicar (19.11) por la matriz
inversa de g%

pi = —2pp(g7 "), (19.14)

de tal manera que obtenemos los coeficientes de P2, y a partir de seguir el proceso para
encontrar la raiz cuadrada de una matriz descrito en A podemos encontrar también los
coeficientes de P, es decir, a’, en términos de p, v ¢°.

20. Estado bipartito de dos particulas de spin 1/2

Consideramos un sistema formado por dos subsistemas de spin 1/2. En dicho caso, el estado
cuantico del sistema es de la forma

) = 1| +4) + | + =) + b3l —+) +ul = =), Y eC. (20.1)

La matriz I' correspondiente sera de dimensién 2 x 2. Como hemos visto, la elecciéon de
coordenadas con las que estaremos trabajando se basa en la descomposicién polar de T'.
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20.1. Coordenadas horizontales y verticales

En general decimos que el estado de un sistema formado por dos particulas de spin 1/2 de la
forma (20.1) vive en un espacio de Hilbert de dimensién 4 (dimensién 8 real), sin embargo,
para describir el comportamiento fisico del mismo sabemos que en realidad el estado vive
en el espacio proyectivo [34, 40, 50], para lo cual podemos restringirnos a dimensién 3 (con-
siderando la normalizacién del estado y la relacion de equivalencia de estados en el espacio
proyectivo en la que todos los estados que difieren por una fase global son equivalentes).
Dicho esto, se necesitan 6 coordenadas reales para describirlo. Tres de estas coordenadas
estan dadas por la matriz P y las otras tres por la matriz U. Diremos que las coordenadas
de U son las coordenadas horizontales, mientras que las coordenadas de P son las vertica-

les'!.

Particularmente, para un sistema bipartito se tiene U € SU(2), pero hay un aspecto im-
portante a considerar, y es el hecho de que en realidad el espacio horizontal no esta dado
estrictamente por SU(2), sino por el espacio cociente con la relacién de equivalencia en la
que las matrices que difieren por una n-ésima raiz de la identidad son equivalentes. Para
comprenderlo veamos que si tenemos una matriz A € SU(2) y la multiplicamos por una
fase que es una raiz de la identidad, el resultado serda el mismo que si tomamos —A y
la multiplicamos por el negativo de la misma fase mencionada que también es raiz de la
identidad. En este caso 2-dimensional, tenemos como raices de la identidad a 1 y —1, por
lo tanto A se identifica con —A. Entonces U € SU(2)/Z,.

Topolégicamente, SU(2) es una 3-esfera [43, 44, 49]. Para verlo, recordemos que una matriz
M € SU(2) tiene la forma

M:(_“b 2) a,beC, aa +bb=1, (20.2)

de donde vemos que escribiendo a = x1 + iy; y b = x + iys, la condicién aa + bb = 1 se
convierte en

i+ +ay+ys =1 (20.3)

No obstante, ahora que hemos aclarado que las matrices se identificaran con sus negativos,
podemos restringir esta 3-esfera a un solo hemisferio, ya que al pasar al otro hemisferio po-
demos identificar cada punto con su antipodal correspondiente. Este hemisferio, topolégi-
camente, lo podemos ver como SO(3), es decir, podemos aplanarlo desde el polo norte,
conservando su estructura topoldgica, y al aplanarlo obtendremos una bola 3-dimensional

1Viendo esto como una analogia con un haz fibrado y ya que como mencionamos anteriormente, el
espacio de estados maximamente enredados puede verse como un espacio de configuracién; sin embargo,
cabe mencionar que para decir formalmente que nuestra variedad se trata de un haz fibrado hay que
encontrar en la misma una estructura de grupo [20, 15, 22, 25, 26, 27].
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con los puntos antipodales identificados (ya que son los puntos del ecuador de S?) que
topoldgicamente es SO(3), similar a lo que pasa al aplanar S? y obtener un disco o bola
2-dimensional.

20.2. Estado general

Habiendo aclarado cuéles son las coordenadas que vamos a utilizar, empecemos a trabajar
con el estado (20.1). Como ya mencionamos, la matriz I" serd de dimensién 2 x 2, y haciendo
su descomposicion polar podemos expresar P y U como

o

P =wl+ xo, +yo, + 20, U=e 27 (20.4)

Dado que la traza de la matriz de densidad reducida es Trp; = 1, tenemos

Tr(P?) = Tr(pmN) = N = 2, (20.5)

por lo tanto podemos calcular P? y restringir su traza, con lo que obtenemos una condicién
sobre alguna de las cuatro coordenadas x,y, z, w, en este caso obtuvimos

w=+/1—122—12— 22, (20.6)

donde consideramos la raiz positiva porque los valores propios de P deben ser positivos. Ya
tenemos P en términos de tres coordenadas x,y, z y U en términos de otras tres coordena-
das «, 0, ¢, lo que representa un conjunto completo de coordenadas en el espacio proyectivo.

Trabajemos ahora directamente con la expresién para la forma simpléctica (18.3) sabiendo
que
p1 = pol + paCa, A = Aoy, (20.7)

donde, como ya vimos, A es una matriz de 1-formas que pertenece al dlgebra su(2), por
lo que podemos expresarla como combinacién lineal de las matrices de Pauli con coefi-
cientes dados por 1-formas invariantes por la derecha (RI) A% Sustituyendo esto en (18.4)
obtenemos

Q = dTr [p1A]
= dTr [(pol + paca)(Aos)] (20.8)
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y recordando que la traza de A es cero, podemos deshacernos del primer término pyl, asi
que se tiene

Q=d (paAbTr [O'aO'b]) =d (paAb) (26ap) = 2d (pa A?) . (20.9)

Sabiendo que A® son 1-formas que dependen de las coordenadas «, #, ¢ solamente, podemos
obtener una matriz tal que

A = g% da®, 2’ =a,0, ¢, (20.10)

de manera que la forma simpléctica sera

Q = 2d (pag%) A dab, 20.11
b

y podemos definir

Do = —2pag", + cte., ¢ =a,b, 6. (20.12)

Ahora el objetivo es encontrar explicitamente los momentos conjugados p,, ps ¥ Py Para
tener el conjunto de coordenadas candnicas completo.

Comencemos calculando ¢%. Para ello, encontremos primero la expresion explicita para
b )
&

A= —idU -U"'. Siendo U = e~*2™% encontramos las componentes de A:

1
A= E(sin 0(dfsina + d¢(cosa — 1) sinf) — dacos 9),
1

Ao = —§i6_i¢ [dO(—isinacosf + cosa — 1) —isinf(da + dp(—isina + (cosa — 1) cos 0)] ,
1 .
Aoy = —éie“z’ [—df(isinacosf 4+ cosa — 1) — isinf(da + do(isina + (cosa — 1) cos 6)],
1
Ny = 2 (2davcos§ — 2dfsinasin 6 + dg(1 — 2cos ) sin® 6 — dg cos® 6 + dg) . (20.13)

Resolviendo el sistema de ecuaciones A = Ao, encontramos los coeficientes A%, AY y AZ.
A partir de los mismos, podemos identificar g%, como

—3cs59 3 (—CoCsSa — CasSy + 54) : <c¢s2% Sog + sa593¢>
—%59% % ((ca — 1) cp — CoSaSs) —%se ((ca — 1) oSy + CpSa) | (20.14)
lg e ey
5
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donde hemos utilizado una notacién abreviada para las funciones trigonométricas. El si-
guiente paso es encontrar los coeficientes p, tomando en cuenta que

P1 = po]I + Pa0q- (2015)

Para ello, recordemos que P? = pyN = 2p;. Por lo tanto, p; = %2. Dado que ya tenemos P
en la ecuacién (20.4) podemos entonces calcular P?/2 y ver cudles son sus componentes p,
en la base de las matrices de Pauli y la identidad (aunque en realidad sélo nos interesan las
componentes que multiplican a las matrices de Pauli). Resolviendo el sistema de ecuaciones
encontramos

pe =aV1—r=2w, p,=yw, p,= 2w, (20.16)

donde r? = 2?2 + 9> + 22y w = V1 — 12,

A partir de lo anterior podemos encontrar los momentos conjugados mediante la expresién
(20.12), los cuales resultan

Pa = WTp - €y, (20.17)
Po = 2w sin (%) Tp - [cos (%) €p + sin (%) é¢] , (20.18)
Py = —2wsin (%) sin6zp - [sin (%) ép — cos (%) é¢] ) (20.19)

donde w =1 —12y ¥p = (2,y, z) (refiriéndose el subindice a que son las coordenadas de
la matriz P).

Hamiltoniano clasico para el sistema bipartito sometido a un campo magnético

Ya que hemos obtenido I" en la base |+ +), |+ —), | —+) y | — —), tenemos el estado para
el sistema bipartito dado por

(w+ 2 (COS(

%) — 4sin (—) cos(6 ) — i€ sin ( ) sin(0)(x — 1y)
1 sin (%) (cos )(y

s L +iz) —ie"sin(f)(w + 2)) + cos (2) (z — iy)
V2 sm (%) (cos(0)(y — iz) — ie' sm(@)( — z)) + cos (%g r + 1y)

( (20.20)
z) (cos () +isin (£) cos(f)) + e sin (2) sin(F)(y — iz)
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Considerando un campo magnético constante en direccion z, tenemos B = B, Z, de manera
que, suponiendo que ambas particulas son electrones (con la misma masa y carga), tenemos
un operador hamiltoniano dado por

H = LUSZ = W(SZJ + Sz,2)7 (2021)

donde S.; =% @1y S.» =1 ® %. Fijando por simplicidad la constante w = 1, se tiene

o O O

H= : (20.22)

o O O =
o O OO
o O O O

con lo que podemos calcular el correspondiente hamiltoniano clasico a partir de lo visto en
la seccién 8.1:

H = ZTHZ—UJ(Z—{—ZCOSO(—{—QZSIH (%) coS 9+2COS(2)Sin(%) sin 0(—y cos ¢ + x sin ¢)
+2sin? ( )sm@c s@(xcosgb—i—ysmgb))
:zw(1+cosa+281n ( )

5)) +2wsin ( ) sin 07 p - [sin (%) €p — COS (%) éqﬂ
= 2w (1—|—Cosa+281n (%

)
)) = Po = 2p: = po- (20.23)

Para poder expresar el hamiltoniano en términos de las variables canodnicas es necesario
encontrar los valores de x,y, z (las coordenadas de P) en términos de dichas variables
canodnicas. Para ello, recordemos que es posible obtener las coordenadas de la matriz de
densidad reducida (y por lo tanto de P?) a partir de la matriz inversa de g% tal como se
describe en la ecuacién (19.14).

En este caso, de la ecuacién (20.12) vemos que

1 _
pe=—=pp(g ")’

5 (20.24)

c*

El siguiente paso es encontrar z,y,z en términos de p;, es decir, invertir las relaciones
(20.16). No obstante, en este caso no es necesario hacer este procedimiento ya que en el
hamiltoniano que estamos estudiando tenemos directamente una expresion p,, la cual se
puede obtener directamente en términos de las coordenadas canénicas mediante (20.24).
Se tiene entonces

P, = (2pa cos f — py cot (%) sinf + p¢) (20.25)

l\DI»—

56



De lo anterior obtenemos H en términos de las variables candnicas como
H = 2p, cos — pgcot (£) sin b. (20.26)

Las ecuaciones de Hamilton que resultan estan dadas por

OH oH . OH .

— =& = 2cosb, — =0 = —cot(%)sind, — =¢=0,

apa 3299 (2) 5’p¢ ¢

0H ) 1. N oOH . o .

o Pa=3Po sinf csc” (%), 55 = be =P cosf cot (§) — 2pa sinb,

oH

= b = 0. 20.27
oy Pe (20.27)

20.3. Evolucion para estados maximamente enredados

El objetivo en esta seccién es continuar estudiando estados bipartitos compuestos por dos
particulas de spin 1/2 sometidos a un campo magnético uniforme en direccién Z, pero
ahora tomando como condicion inicial un estado maximamente enredado, es decir, estudiar
dichos sistemas en la subvariedad lagrangiana L de estados maximamente enredados. Para
ello, recordemos de la seccién 17 que para estados méaximamente enredados, la matriz de
densidad reducida resulta ser proporcional a la identidad, lo que implica que, utilizando
estas coordenadas basadas en la descomposicién polar de la matriz de coeficientes I, la
matriz P es igual a la identidad. A partir de esto, obtenemos

I =1U =e 277, (20.28)

por lo que el estado inicial estara dado por

_ 1| sin (2) sin(6)(— sin(¢) — ZCOS(¢))
Z = V2 sin (%) sin(6)(sin(¢) — i Cos( ) ' (20.29)

Cos (—) + 4 sin (9) cos(f

cos ( ) 18in (%) cos(f
(
)

Recordemos que el conjunto de coordenadas candnicas que hemos introducido esta dado por
a,0, ¢, Do, Do, Py, donde los momentos conjugados (20.17) se expresan en términos de «, 0, ¢
y de las coordenadas verticales x, y, 2 que resultan de escribir la matriz P como combinacion
lineal de las matrices de Pauli y la matriz identidad. Particularmente, para un estado Z
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de la forma (20.29) que corresponde a un estado maximamente enredado, las coordenadas
x,1, z son iguales a cero, ya que P no tiene coeficientes en las matrices de Pauli. Como
podemos ver en las ecuaciones (20.17), las expresiones para los momentos conjugados en el
caso de que (z,y,z) = £p = 0, se anulan, por lo tanto, la funcién hamiltoniana (20.26) que
resulta de someter al sistema a un campo magnético constante en direccion Z, en el caso
de un estado inicial maximamente enredado es igual a cero:

H| =2p,cosf —pycot (2)sinf| =0, (20.30)
L L

lo que puede comprobarse al hacer el producto Z tHZ.

Proposicion 6. La funcion hamiltoniana es constante sobre una subvariedad lagrangiana
L siy solo si el campo vectorial hamiltoniano Xy es tangente a L: Xg € T,L ¥V p € L

[55].

Demostracién Una subvariedad lagrangiana L (ver Definicién 18), es la méxima subva-
riedad de una variedad (M,€2) tal que todo vector tangente a ella es simplécticamente
ortogonal a todo vector tangente a ella:

w(X,Y)=0, VX,YeTL. (20.31)

Considerando la definicién anterior, si se tiene H } ; = cte., de la ecuacion dH = ix,,

sabemos que para todo Y € T'L, donde Y = fl—Z’ 1o+ Se cumple
d d

QY, Xp)=dH(Y) = —=H(v(t)) = —cte. =0, (20.32)
dt o dt

es decir, Xpg es simplécticamente ortogonal a todo vector tangente a L, y por lo tanto se
deduce que Xy € T'L, pues de otra forma tendria que haber una subvariedad de dimensién
mayor donde w se anulara.

Por otra parte, si partimos ahora de que Xy € T'L, se tendra que dH|, = 0, y por lo tanto
H | ; = cte.

|
Cabe mencionar que las dimensiones de las subvariedades son importantes para entender lo
que implica la proposicién anterior. Sea el espacio fase de dimensién 2n, primero en dicho
espacio fase nos restringimos a un conjunto de nivel o hipersuperficie de H = h = cte. (la
cual es de codimension 1). Posteriormente, dentro de esta hipersuperficie nos situamos en
la subvariedad lagrangiana de estados maximamente enredados, la cual tiene dimensiéon n.
Lo que se sabe de manera inmediata es que Xy serd tangente a la hipersuperficie de H
constante, sin embargo, el hecho de que al tomar un punto sobre L, Xy sea tangente a L,
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no es evidente. Eso es lo que se demostré en la proposicién anterior.

Figura 5: Subvariedad lagrangiana encajada en subvariedad de H = cte.

Para este caso la funcién hamiltoniana resulta ser constante sobre la subvariedad de es-
tados maximamente enredados, lo cual, segin vimos con la proposicién, significa que el
campo hamiltoniano Xy es tangente a L, lo que implica que un estado maximamente en-
redado, permanecerd siendo méximamente enredado mientras la funcién hamiltoniana no
tenga cambios. El hecho de que H = 0 sobre esta subvariedad no necesariamente significa
que no haya evolucion del estado, simplemente que dicha evolucion se da sobre la misma
subvariedad. Si vemos la evolucién temporal mediante las ecuaciones de Hamilton (20.27)
y nos restringimos a L obtenemos

Xu| = (2c0s0,—cot (£)sin,0,0,0,0)" (20.33)
L

de donde vemos que el campo vectorial solamente involucra movimiento a través de las
coordenadas de U (las coordenadas horizontales). A partir de lo anterior podemos encontrar
la dindmica «(f) para L al resolver las ecuaciones diferenciales:

2t 5
(ji_(; = _;Ln(;) —  «(f) = 2arcsin (%cl CSC(9)> : (20.34)

siendo ¢; una constante.

En conclusion, al tratar un estado bipartito inicial maximamente enredado, la evolucién
hamiltoniana que resulta de someter al sistema a un campo magnético constante en direc-
cion Z preserva el grado de enredamiento del mismo, es decir, la evolucién se da sobre la
subvariedad lagrangiana de estados maximamente enredados. Esto no debe sorprendernos,
ya que como sabemos, la acciéon del operador hamiltoniano con el que hemos trabajado
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provoca una precesion en el sistema (es decir, una rotacién), y bajo una rotacién del siste-
ma el grado de entrelazamiento permanece invariante [9], por lo tanto la dindmica resulta
darse en una subvariedad con enredamiento constante. Algo que resulta més interesante en
este célculo es que la subvariedad es la correspondiente a H = 0.

20.4. Ejemplo: Estado no factorizable

Para este ejemplo vamos a estudiar un sistema bipartito no factorizable de dos particulas
de spin 1/2. Empecemos considerando una particula de spin 1/2 en un estado de la forma

Yo
SN €

2

esto en la base |+ 2), el cual vive en CP! ~ S?, donde 6 y ¢ son los dngulos de coordenadas
esféricas estandar. A partir de esto, consideremos dos particulas, las cuales estan en un
estado inicial con dngulo ¢1(t = 0) = ¢o(t = 0) = 0, y 61(t = 0) = 02(t = 0) = by, con lo
que obtenemos el estado del sistema compuesto dado por el producto tensorial

oo (%)
CoS (25} coS o COS (9—0) sin (9—0)
U, (t=0)) = ® = 2l ® 2 = 2 20 20.36
I (—) (—) cos (s (8) |
sin? (%)
enla base |++), |+ ), |—+), | — —).

El estado (20.36) lo vamos a superponer con otro estado |Wy(t = 0)) que representa un
sistema compuesto de dos particulas de spin 1/2 pero ahora con la diferencia de que en
dicho estado ¢;(t = 0) = ¢a(t = 0) = 7. El estado inicial ya normalizado esta dado por

cos fp+1
2 cos? (%0) \/cos(200)+3
(e =0)) = ! LSRR S L BREn P
2\/sin4 (%0) + cos? (%0) 0 0
9 sin2 (070) 1—cos 6y

cos(260p)+3

El siguiente paso es encontrar como evoluciona el estado del sistema compuesto ante la ac-
cion del campo magnético constante sobre él para posteriormente encontrar su descompo-
sicién polar. Para ello, consideramos el operador hamiltoniano dado en la ecuacién (20.22).
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La evolucion temporal del sistema estda dada por el operador unitario de evolucion U apli-
cado al estado inicial. Para este caso particular, como el operador hamiltoniano no depende
explicitamente del tiempo, tenemos un operador U = eith , por lo tanto, la evolucién del
sistema estd dada por |W(t)) = U|¥(t = 0)):

e~ "(cos(0o)+1)
cos(260p)+3

0
(1)) = . . (20.38)
e’ (1—cos(6p))

1/ cos(200)+3

Ahora vamos a hacer la descomposiciéon polar del estado para introducir las nuevas coor-
denadas, para ello escribamos la matriz I' correspondiente a [1(t)), la cual es simplemente
V2[1(t)) vista como matriz cuadrada'? de dimensién 2 x 2:

v2e~ % (cos(fo)+1) 0

F(t) _ £/ cos(200)+3

0 V2e%(1—cos(p))

£/ cos(200)+3

(20.39)

Calculando la descomposicién polar de I'(t) = P(t)U(t) mediante su relacién con la des-
composicion en valores singulares obtenemos

2 cosz(%)
U(t) = et o P(t) = | Vet ’ (20.40)
- 0 eit ? o O 25in2(070) : '

\/cos2(6p)+1

Para calcular la evolucién de las coordenadas de P escribimos la matriz, tal como en la
ecuacién (19.3), como una combinacién lineal de la identidad y las matrices de Pauli:

P =wl+ 20, + yo, + z0.. (20.41)

Veamos que en la ecuacion anterior tenemos cuatro coordenadas en vez de las tres que
habiamos mencionado, sin embargo por la restricciéon en la traza de la matriz de densidad
(20.5), sabemos que sélo tres de éstas son independientes. No obstante, en este caso en el
que tenemos las componentes de I" dadas explicitamente no es necesario hacer ese procedi-
miento.

12Donde hemos agregado el factor /2 debido a que, recordando de la ecuacién (17.1), se tiene que el
estado normalizado estd dado por la matriz ' dividida sobre vV N (en este caso con N = 2). Como este
estado ya estd normalizado, en realidad T' = v/21.
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Calculamos entonces los coeficientes z,y, z, w de la matriz P, mediante la ecuacién

, 1
' ="Tr (gPai) , 1=0,1,2,3, (20.42)
y donde para calcular w = 2° se tiene oy = I. Los coeficientes obtenidos son

1 2 0
w = s xr = O, Yy = O, z = \/_COS( 0) . (2043)
cos? (6p) + 1 cos (260) + 3

De esta forma, ya hemos determinado la evolucién de las coordenadas de P (las coordena-
das verticales).

o

Respecto a U, podemos escribir la matriz (20.66) como U = e~*2™, donde a representa un
angulo de rotacion y n = (cos ¢ sin 6, sin ¢sin @, cos 6) es el vector normal con coordenadas
0, ¢ esféricas estandar. De lo anterior podemos identificar que tres coordenadas apropiadas
para U son «, 0, ¢, y dado que

U =e5%7 = cos (%) I isin (%) i@, (20.44)

podemos encontrar el dngulo de rotacién « y el eje de rotacion n como funciones del tiempo
ya que

U =41+ u'o, + v, +u’o,, (20.45)

es decir, encontrando los coeficientes de la matriz U a partir de
. 1 )
u' ="Tr (§UUZ~) , 1=0,1,2,3, (20.46)

0

donde para u” consideramos oy = I. Los coeficientes encontrados son

U~ = Cost,

u' =0,

u? =0,

u® = —isint. (20.47)
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Ya habiendo calculado los coeficientes mencionados solamente hay que despejar para encon-
trar a y 7 como funciones del tiempo igualando (20.44) y (20.45). Haciendo esto obtenemos

ol 02 03

(A mnu mu
“Vieew VT Vit T Vi—e

a=2arccosu’, mn,

(20.48)

Recordemos que las coordenadas horizontales para U que estamos utilizando son «, @, ¢.
Sabiendo que 7 = (cos ¢sin @, sin ¢sin b, cos ) podemos obtener directamente 6 y ¢. Cal-
culando explicitamente las tres coordenadas obtenemos

alt)=2t,  (t)=0,  0(t) = 0. (20.49)

Este caso puede llegar a parecernos muy trivial, sin embargo es una buena forma de cercio-
rarnos de que los resultados (20.26) y (20.27) son correctos. Es decir, la funcién hamilto-
niana asociada a este sistema particular debe ser igual a (20.26) al sustituir los momentos
correspondientes y la evolucién de las coordenadas debe satisfacer las ecuaciones de Ha-
milton (20.27). Veamos primero si las coordenadas ¢; satisfacen las ecuaciones de Hamilton
(4.13), para ello tenemos

a=2 0=0, ¢=0, (20.50)

lo que concuerda con las ecuaciones de Hamilton, ya que en este caso cosf =1 y sinf = 0.

Sustituyendo la evolucién de las coordenadas en (20.17) encontramos la evolucién de los
momentos conjugados

2 cos(6p)

Palt) = cos(26) + 3’

po(t) =0,  py(t) =0. (20.51)

Veamos ahora si se satisfacen las ecuaciones de Hamilton (20.26). Como vemos en este caso
ninguno de los momentos depende del tiempo, por lo que las ecuaciones de Hamilton deben
ser consistentes. Vemos que en dichas ecuaciones p,, depende de sin 6, que como menciona-
mos es igual a cero, por lo tanto dicha ecuacién se satisface. La evolucion py depende de
po = 0y de sinf = 0, por lo tanto esta también se satisface. La evolucién de py se satisface
trivialmente.

Por otro lado, la funcién hamiltoniana que resulta de la ecuacién (20.26) esta dada por

4 cos (0y)

_— 20.52
3+ cos (26y)’ (2052)

H = 2p, cos — pg cot (%) sinf = 2p, =
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lo cual, en efecto, coincide con la funcién H del sistema (el valor esperado del operador
hamiltoniano).

20.5. Ejemplo: Estado factorizable

Vamos a estudiar un sistema bipartito factorizable particular compuesto por dos particulas
de spin 1/2, ambas estando en un estado de la forma (20.35):

9o
[(t = 0)) = ( ,CogiibO) , (20.53)
S1n 76

en la base | = 2). A partir de esto, consideramos el estado factorizable (20.36).

El siguiente paso es encontrar cémo evoluciona el estado del sistema compuesto ante la
accion del campo magnético constante sobre él para posteriormente encontrar su descom-
posicién polar. La matriz de coeficientes I' para el estado inicial estd dada por

r— \/5 ( cos? (%1) cos (%2) 111)(%)) . (20.54)

S
cos (%0) sin (%") sin (%0

Algo importante a considerar es que en la seccién (A) se considerd la descomposicion de

una matriz A € GL(n,R), lo que implica que dicha matriz a descomponer es una matriz
invertible. En este caso, tenemos una matriz que es no invertible ya que

det T = 0. (20.55)

Cabe senalar que un estado factorizable siempre tendra detI' = 0 ya que sus filas seran
miultiplos del mismo vector. Para ver esto mas claramente podemos pensar precisamente
en un estado bipartito factorizable (por ejemplo, un sistema conformado por dos particulas
de spin 1/2) tal como se describié en la seccion 14, es decir, un estado de la forma

[0) = |11) @ [tha), (20.56)

donde, expresando de la manera mds general |¢;), i = 1,2 en la base |+, Z) tendremos

Y1) = ar|+) + b1|—), [V2) = as|+) + ba|—), aj, as, by, by € C, (20.57)

con lo que calculando el producto tensorial para obtener |¥) se tiene
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‘\If> = a1(12’ + +> + a1b2’ + —> + 61&2’ — +> + blb2’ — —>, (2058)

asi que la matriz I' (médulo constantes de normalizacién) estara dada por

b
p— M9 %) (20.59)
blCLQ blbg

de donde vemos claramente que ambas filas son multiplos del mismo vector (as, by), y por
lo tanto el determinante de la matriz serd igual a cero y la matriz I' serd singular.

En A podemos ver que la descomposicion polar para matrices invertibles es tnica. En es-
te caso, el hecho de que I sea no invertible implica que la descomposicién polar no es unica.

Consideremos por ejemplo una matriz A singular y un vector X € ker A, por lo tanto

AX =0, PUX=0. (20.60)

Ahora consideremos una matriz () tal que

QX =-X, QY=Y, VYLX, (20.61)

donde se considera Y | X respecto a la métrica euclidiana. De esto podemos ver que () es
unitaria, ya que si tomamos una base ortonormal (e, ..., e,) tal que e; sea paralelo a X, @
se representa por diag(—1,1,...,1), que es una matriz unitaria. Por lo tanto el producto U@
también lo es. De esta forma se tiene que PUQX = 0= AX y que PUQY = PUY = AY
, por lo que A = PUQ es también una descomposicion polar valida. En resumen, aunque
es valido encontrar una descomposicion polar valida para matrices singulares, la matriz U
no es unica.

Habiendo explicado esto, continuemos estudiando el sistema considerando que sobre él
actia un campo magnético constante en direccion z, es decir, tenemos B = B,z. Igual
que en el caso anterior, se tiene el operador hamiltoniano (20.22). Siendo el operador de

evolucién U = e~ Ja evolucién del sistema estd dada por [U(t)) = U|¥(t = 0)):

cos? (%0) e~ cos? (92 )
L | sin (%) cos (%) | | sin (%) cos (%)
U(t)) =e _ ; = . (20.62)
sin (%) COos (30) sin ( ) cos (%0)
sin? (%0) e sin (9 )



La matriz I'(t) correspondiente estd dada por

%)  sin (90) COS@(%O) > ' (20.63)

Calculando una descomposicion polar de I' = PU mediante su relacién con la descomposi-
cién en valores singulares obtenemos

U(t) = e~ 2it (sin2 (%0) + €™ cos? (%")) sin (%0) cos (%0) — e gin (%) cos (%0)
~\ sin (90) coS (%0) — e sin (%0) cOS (%0) cos? (%0) + e gin? (%0)
(20.64)
2 (00 1_—it
Pt)=v2| (2) 2 s ) (20.65)
ze' sin 0y sin (30)

y podemos facilmente cerciorarnos de que efectivamente PU = I'(t).

Como sabemos, la matriz U es unitaria lo que indica que su determinante esta dado por una
fase, sin embargo vamos a restringirla para que U € SU(2). Calculando el determinante de
(20.64) obtenemos e, por lo que, dado que es una matriz 2 x 2, hay que multiplicarla por
la fase global e®/2. En dicho caso tendremos una nueva matriz I' dada por I' = e*/2I'(¢),
donde I'(t) es (20.63). Entonces, la matriz definitiva U estara dada por

>

) sin (%0) CoS (%0) —e” | tsin (50) Cos (%0) > |
08 (%0) cos? (%0) +esin (%0)
(20.66)

cuyo determinante ya es 1.

Notemos que a pesar de que la fase global ¢*/2 serd multiplicada por todo el estado I'(t),
al calcular en Wolfram Mathematica la descomposicién polar de e*/?I'(t) a partir de la
descomposicién en valores singulares, en general no vamos a obtener las matrices (20.65) y
(20.66) como podriamos esperar, ya que como mencionamos anteriormente, la descomposi-
cién polar no es tnica. Por lo tanto, lo que optamos por hacer es agregar la fase directamente

a Ul(t).

Para describir a las coordenadas de P escribimos la matriz, tal como en la ecuacion (19.3),
como una combinacién lineal de la identidad y las matrices de Pauli:
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P =wl+ zo, + yo, + z0.. (20.67)

Calculamos entonces los coeficientes x, y, z, w de la matriz P, mediante la ecuacién (20.42).
Los coeficientes obtenidos son

1 1
w=——, x=-—=costsinfy, y=—=sintsinfy, z= ——= cosby, (20.68)

V2’ V2 V2 V2

de donde vemos que solamente las componentes en o, y o0, tienen evolucién temporal, y
éstas definen un circulo. De esta forma, ya hemos determinado la evolucién de las coorde-
nadas de P (las coordenadas verticales).

Respecto a U, podemos, igual que en el ejemplo anterior, escribir la matriz (20.66) como

U = e 27 donde a representa un dngulo de rotacién y 7 = (cos ¢ sin 6, sin ¢ sin 6, cos 6)
es el vector normal con coordenadas 6, ¢ esféricas estdandar. Dado que

U=e"2" = cos (%) [ —isin (%) n- & =u'l+u'o, +u’o, + v’o,, (20.69)

vemos que encontrando los coeficientes de la matriz U podemos despejar y encontrar las
coordenadas «, 0, ¢ como funciones del tiempo. Los coeficientes encontrados son

t t
u® = cos (5) (cosfy — cosycost +cost), u' = isinfysin <§>
2 CP
u” =0, u” = isin (§> ((cosBy — 1) cost — 1).

La evolucién de las coordenadas, recordando la ecuacién (20.48), estd entonces dada por

a(t) = 2arccos u’, o(t) =0, 0(t) = arccosn,(t). (20.70)

Finalmente, podemos graficar a(t) - n(t) sobre SO(3). Un punto importante a recordar es
que para t < 7 se grafica la funcién «(t) - n(t), sin embargo para t > m debemos graficar
(2m — «(t)) - (—n(t)). A partir de esto obtenemos la figura 1, en la cual podemos ver que
a(t) va aumentando, y el vector respecto al cual se da la rotacién cambia continuamente,
ademds de que la curva es cerrada (recordando que en SO(3) los puntos antipodales se
identifican). Esto indica que hay precesién en el sistema, justo lo que se espera obtener al
estudiar un spin sometido a un campo magnético.
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Figura 6: a(t)n(t) para un angulo 6, = 7/3 sobre SO(3).

20.6. Método de Hamilton-Jacobi para el sistema bipartito

Teniendo como funcién hamiltoniana la ecuacién (20.26), vemos que la misma no depende
explicitamente del tiempo, por lo que dicha hamiltoniana es una cantidad conservada y se
tiene la funcién principal S que aparece en la seccién (4) dada por

S(a,0,t) = W(a, ) — ht, (20.71)

esto ya que la funcién hamiltoniana tampoco depende de ¢ ni su variable conjugada ps.
Tenemos entonces la ecuacion de Hamilton-Jacobi:

2 <W> cosf — (W) cot ($)sin6 = h, (20.72)

cuya solucion esta dada por
W (e, 0) = —ihlog [4 (cos (2) +icosfsin (£))] + f (4sin (%) sinb) +c, (20.73)
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donde ¢ = cte. y se especifica que f es una funciéon con argumento dado por el término
entre paréntesis.

Dado que buscamos soluciones reales, vamos a elegir f de tal manera que cancele la parte
imaginaria del término logaritmico. Primero veamos que

log(a + ib) = log(pe?) = log(p) + io, (20.74)

donde hemos expresado el argumento del logaritmo en su forma polar. Ya que hay una 7
multiplicando a todo el término, la cantidad imaginaria que queremos eliminar mediante
la eleccion de f es log p, por ello

f(4sin (£) sinf) = ¢y sin () sinf + ik log p, (20.75)

donde ¢y = cte. y

p= 4\/(C082 (2) +sin? (%) cos?0) = 4\/1 — (sin (2) sin ). (20.76)

Se tiene entonces

S(a,6,t) = —ih(log p +i¢) + ¢y sin (£) sinf + ihlog p — ht + ¢
= h¢ + ¢y sin () sinf — ht + ¢, (20.77)

donde

¢ = arctan (cos 6 tan (%)) . (20.78)

Vemos que S tiene dependencia en dos constantes h y ¢; (aparte de ¢ que es libre), las
cuales seran entonces los nuevos momentos

P1 = h, P2 = (1, (2079)

y con ello se tiene

2s 0s ..
ﬁl — % = ¢ — t, /82 = a— — Sin (5) Sin 0, (2080>

1

donde 31 = Q, y B2 = Q2 son constantes'®. A partir de lo anterior obtenemos el sistema
de ecuaciones

3V éase seccién 4.
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op=t+0 — cosftan (%) = tan(t + (1), (20.81)

sin (2)sinf =0, — sinf= s (2)’ (20.82)
a partir del cual se determina la dindmica del sistema:
53 o
1-— W tan (5) = tan(t + 61), (2083)
a(t) = 2arccsc seclfh + ) , (20.84)
VB3 +tan® (By + t)
0(t) = arcsin _ P (20.85)

sin (@)

20.7. Cantidades conservadas

La funcién hamiltoniana obtenida en la ecuacién (20.26) no depende explicitamente del
tiempo, lo que significa que se trata de una integral de movimiento, no obstante a partir
de esto no podemos afirmar que dicha integral de movimiento se refiere a la energia del
sistema, ya que para ello primero necesitamos verificar que en la funcién lagrangiana co-
rrespondiente, la energia cinética sea una forma cuadratica homogénea de las velocidades
generalizadas y el potencial sea independiente de dichas velocidades. Lo primero que llama
la atencion acerca de esta funciéon hamiltoniana es que depende de manera lineal de los
momentos candénicos y no de manera cuadratica como es lo usual [33], por lo tanto al hacer
la transformacién de Legendre para encontrar la funcién lagrangiana asociada, al calcular
las velocidades generalizadas ¢; = 0H/Op;, éstas no pueden invertirse para expresar los
momentos en términos de velocidades generalizadas, de manera que no podemos encontrar
una funcion lagrangiana apropiada para describir al sistema.

El significado en términos fisicos de la funcién hamiltoniana no es claro y no tiene por qué
serlo, esto debido a que las coordenadas candnicas que hemos elegido son hasta cierto punto
arbitrarias; el procedimiento que seguimos para encontrar estas coordenadas candnicas se
baso en plantear tres coordenadas o = q1, 0 = g2 v ¢ = g3 de manera arbitraria y encontrar
sus correspondientes coordenadas canonicas conjugadas pa, ps ¥ Pg, Pero la eleccion se baso
simplemente en la construccion matemaéatica del problema. Los conjuntos de coordenadas
canodnicas no son en general tinicos, el teorema de Darboux nos muestra un procedimiento
bastante libre para construirlos.
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El objetivo de esta seccion es determinar como es que se relacionan las constantes de movi-
miento que hemos encontrado hasta ahora en el problema con las cantidades que sabemos
intuitivamente que se conservan en un sistema como el que estamos estudiando.

A partir del método de Hamilton-Jacobi encontramos dos constantes de movimiento P; y
P,. Aparte de estas dos constantes de movimiento se tiene P; = pg, que es también una
constante de la que la funciéon hamiltoniana es independiente. Ya sabemos cémo expresar P,
en términos de las coordenadas candnicas (ya que es precisamente la funcién hamiltoniana);
ahora, para hacer lo mismo con P, vamos a tomar en cuenta que

oS

= 20.86

Di

mediante lo cual podemos encontrar los momentos originales p; en términos de las coorde-
nadas originales «, 6, ¢ y de los nuevos momentos P;. A partir de ello podemos invertir las
relaciones y encontrar los nuevos momentos F; en términos del conjunto de coordenadas
candnicas originales. Con ello obtenemos

Py = h = 2p, cos — pg cot (%) sin 6,
P o — sec (pg csc (%) + 2p, cOs (%) tan 0)
2Ta= cos? (%) tan? g + 1

(20.87)

En un sistema cuantico tal como el que estamos estudiando hay tres cantidades que podemos
intuir que se conservan. Primero sabemos que se conserva el valor esperado del operador
hamiltoniano, lo que se traduce en que los valores esperados de 5’12 y 5‘22 sean constantes
(el operador hamiltoniano depende directamente de estos dos operadores). Fisicamente, el
hecho de que S;, y S;. sean constantes de movimiento, significa que el angulo entre el eje
z la orientacion del spin de ambas particulas no cambia. Como sabemos dicho angulo se
expresa como

Cos p; = s i=1,2, (20.88)

donde dichas cantidades son en realidad el valor esperado del operador correspondiente a
cada una: S; = (S7).

Por otro lado, sabemos que se conserva el valor esperado'® de S? = §12 + Sg +25; - S, lo

14Sabemos cudles valores esperados se conservan porque sus operadores correspondientes conmutan con
el operador hamiltoniano [50].
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que fisicamente se traduce en que el angulo que forma la orientacion del spin entre ambas
particulas no cambia. Dicho angulo esta dado por

cosn = ﬁ (20.89)
StV 53

Calculando Si,, Sy, y 51 - S se tiene

Si,=z2w=0p, = % (2pa cos B — py cot (%) sin 6 +p¢)

1 1
1 1
Ss, = p: — Dy = §(h—p¢) = §(P1 - B).
1
Si Sy = 1 sin® () (—cos(26) (32* + y* — 1) — 2sin® O cos(2¢) (z* + y* +22° — 1) — 2°
1
+4xzsin(20) cos ¢ + y°) + ysin oz cos§ — zsinf cos ¢) — 3 (4y* — 1) (cos o+ 1).
(20.90)
Volviendo a (20.88) tenemos
cos p1 = S _ 5P+ Py) PPy COS (pg = h-hy (20.91)
1= - - ) 2 — ) :
NG V/3/4 V3 V3

y por lo tanto podemos expresar los nuevos momentos P, y P3 en funcion de los angulos
entre la orientacién del spin de las particulas y el eje z:

3 3
P = g(cos 1 + €oS pa), Py = %(COS P1 — COS P2). (20.92)

Respecto al resultado de S; - Ss, sabiendo que p, = 2w, p, = yw y p, = zw, y dado que
podemos encontrar los coeficientes p; en términos de los momentos candnicos a partir de
la ecuacién (20.24), sustituiremos cada una de las coordenadas x,y, z en términos de las
coordenadas candnicas (dejando por el momento el resultado en términos de w). A partir
de eso, y sabiendo que los momentos candnicos p; pueden expresarse en términos de los
nuevos momentos Py, P, y P; mediante (20.86) se tiene

51.52:1“%{ PIB _ PRC(8B —dsin®)  PPsin’¢ (1_ COSQ¢)

- 4C 16 4 B
+P2P30 sin? ¢ cos gb}
2B ’

(20.93)
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donde se definen

B = sin? (%) sin? @ sin? ¢, A=:—B, C = Besc?¢p—1, (20.94)

las cuales son cantidades constantes, y podemos cerciorarnos facilmente de ello al derivar
B respecto a t y sustituir las ecuaciones de Hamilton que obtuvimos en (20.27):

%B _ sin? [2 sin (2) cos (2) ¢ sin?§ + 2sin  cos 60 sin? (%)}

o

)
)

= 2sin® ¢sin (2) siné {cos (2) sinfcosf — cosfsin (%) cos (

sin (

sin@] =0. (20.95)

i

De la misma forma puede demostrarse que w es también una constante de movimiento, de
modo que ya hemos encontrado S; - Sy (y con ello el dngulo 1) en términos de los nuevos
momentos del sistema y otras cantidades conservadas (recordemos de las ecuaciones de
Hamilton (20.27) que ¢ también es una constante).

Como vimos, a pesar de que los nuevos momentos encontrados mediante el formalismo de
Hamilton-Jacobi parecen no tener un sentido fisico claro, éstos se relacionan con cantidades
del sistema que intuitivamente sabemos que se conservan, aunque sus relaciones no sean
precisamente sencillas como en el caso de Sy - Ss.
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Parte V

Geometria simpléctica y
enredamiento
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A lo largo de este trabajo hemos visto que hay indicios de que la geometria simpléctica
desempena un papel importante para la descripcion del fenémeno de enredamiento. Nos
cercioramos de que para el caso de estados cuanticos puros bipartitos, los estados maxi-
mamente enredados forman una subvariedad lagrangiana del espacio de estados totales.
Aunque aun no tenemos una interpretacién fisica para este hecho, analizando las 6rbitas de
acciones de grupos locales unitarios (que por definicién preservan el grado de enredamien-
to) sobre el espacio proyectivo, es posible ver que se genera una foliacién del espacio de
estados en subvariedades de enredamiento constante. En esta tltima parte de la tesis vamos
a estudiar el procedimiento para generar esta foliacion, esto siguiendo el planteamiento del
articulo [51].

Por definicion, el enredamiento de un estado permanece invariante ante la accion de ope-
radores local de operadores unitarios de la forma

U=U,®- - ® Uy, (20.96)

donde Uj; representa una transformacion unitaria actuando sobre la particula i. Mediante
lo anterior surge el camino natural que consiste en analizar las érbitas de la accién de
grupo de este tipo de operadores sobre el espacio proyectivo. Esto es lo que estudiaremos,
tomando para ello como base el articulo [31].

Consideramos un grupo compacto y semisimple de transformaciones unitarias locales K de
la forma (20.96) actuando sobre una variedad simpléctica (M, w) (el espacio proyectivo).
Se considera que la accion del grupo K sobre M se da a través de simplectomorfismos:

Q,(z) € M, P'w = w. (20.97)

g

Esto ultimo implica que, dado que la restriccién de la forma simpléctica w no cambia a
lo largo de la drbita, su degeneracion D es constante, asi que D puede usarse como una
medida discreta de enredamiento.

21. Momentum map

Sea £ el algebra de Lie asociada al grupo K y £ € ¢, se tiene la curva en K dada por exp(t€),
y por lo tanto, se tiene la curva en M dada por exp(t&) >z (véase la figura 7). Dado que
esto puede hacerse para todo elemento x € M, se define el campo vectorial

. d

{(x) = E(q)exp(tﬁ))(x) : (21.1)

t=0
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Como la accién del grupo es a través de simplectomorfismos ®jw = w, entonces la derivada
de Lie de w a lo largo del generador del flujo (que es é) es igual a cero, y por lo tanto, é
puede verse como un campo vectorial hamiltoniano, de manera que se tiene una funciéon
hamiltoniana pe(z) : M — R asociada a & tal que

~

dpe = igw = w((, o). (21.2)

=

v

w(z)
\’_/\_/

(€€ 1 ) = Ad%,e (u(a))

Figura 7: Esquema del momentum map.

La funcién pe puede elegirse lineal en &, es decir

pe(w) = (@), &),  plz) € ¥, (21.3)

donde ¢* es el espacio vectorial dual al algebra de Lie €. Para ver esto tltimo suponemos
una base de £ dada por (ey,...,e,), y el campo é;, por lo que f = ¢£%¢;. Sabemos que se
cumple du; = ig;w, por lo que p; son las funciones hamiltonianas asociadas a los campos
é;. Ahora, calculando d(£'y;) obtenemos

d(leuz) = gjd/lj = gjiéjw = gjw(éjv .) = w(fjéﬁ .>7 (21'4>

mientras que por otro lado se tiene due = w(é, o) = w(&’é;,e), con lo que concluimos que
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pela) = W& = (u(@). &), ple) e ¥, (21.5)

entonces, como p(x) es un elemento del espacio dual al algebra de Lie, se puede definir un
mapeo 1 : M — € el cual es equivariante respecto a la accién coadjunta de K:

p(@g(7)) = Adgpu(z). (21.6)

Construido el mapeo p de la forma mencionada, se le denomina momentum map.

21.1. Ejemplos de momentum map
Traslaciones sobre la linea

Consideramos como sistema una particula moviéndose sobre la linea, por lo que el espacio
fase M de la particula tendrd dimensién 2 (posicién sobre la linea x y momento p). La
forma simpléctica estard dada por

w=dzx Adp. (21.7)

Se considera el grupo T de traslaciones sobre la linea, el cual es unidimensional y actia
sobre (x,p) € M como

av(x,p) = (z+a,p), acT. (21.8)

El elemento identidad del grupo K = T esta dado por e = 0 y se tiene el generador del
algebra de Lie asociada a T" como

X = 21.
5 (21.9)

Para encontrar el campo vectorial en M dado por d, tomamos la curva ¢ en el grupo 1Ty
aplicamos esa accién al punto (x,p), para luego derivar respecto al parametro ¢ y evaluar
ent=0:

@) @ty =iy = (21.10)
t=0

Por lo tanto se obtiene
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igw=drAdp(d;) =dp —  po,(x) =p, (21.11)
con lo que el momentum map esta dado por

po,(x) = (@), 0;) =p  —  plx) = pdz, (21.12)
es decir, justamente el momento de la particula.

Rotaciones sobre el plano

Ahora consideramos como sistema una particula en el plano, por lo que su espacio fase M
serd de dimensién 4. La forma simpléctica estara dada por

w =dz Adp, +dy Adp,. (21.13)

Consideramos el grupo de rotaciones sobre el plano K = SO(2), el cual puede identificarse
con S*, por lo tanto es unidimensional y actia sobre (z,y, p,,p,) € M como

Ry (2,9, Py, py) = (X cOs ¢ — ysin ¢, xsin ¢ + y cos ¢, p,, cos ¢ — p,, sin ¢, p, sin ¢ + p,, cos ¢).
(21.14)

El elemento identidad del grupo estd dado por e = 0 y su generador como J,. Para encontrar
Js tomamos la curva ¢ y aplicamos esa accién a (x,y, ps, py) para derivar respecto a ¢ y
evaluar en ¢ = 0:

Op = %(xcosgb — ysin ¢, zsin ¢ + y cos ¢, p, cos ¢ — p,, sin @, p, sin ¢ + p,, cos @)
¢=0
0] 0 0 0
= (— — L) = —y— — —py— + P 21.15
(=Y, 2, —py, Ps) Yo T oy TP TP, (21.15)
Al evaluar en la forma simpléctica se obtiene
ié¢w = (dz A dp, + dy A dpy)(—y0s + 20y — pyOps + P20Dy)

= —ydp, + zdp, + p,dz — p,dy = d(zp, — yp,) = dL., (21.16)

donde L, es la componente z del momento angular. Por lo tanto se tiene
(.Y, pey py) = L:dg. (21.17)
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21.2. Espacio de estados cuanticos

En el caso del espacio de estados cuanticos puros, la variedad simpléctica en la que trabaja-
mos es M = P(V), es decir, el espacio proyectivo del espacio de Hilbert. Se tiene un vector
A € u(V), es decir, un vector en el édlgebra de Lie asociada al grupo unitario actuando
sobre el espacio de Hilbert, y por otro lado se tiene A, € T,P(V), un vector tangente en
t =0 ala curva 7 (exp(tA)v) donde 7 : V — P(V).

Figura 8: Esquema de la acciéon de K y del dlgebra € sobre el espacio proyectivo.

Proposicién 7. La forma simpléctica en el espacio proyectivo estd dada por

wy(Ag, By) = 2Im(Av| Bv), (21.18)

esto utilizando la definicion de la forma simpléctica en el espacio de Hilbert y tomando
como representante de la clase de equivalencia en P(V) a un vector v € V.

Demostracién Para demostrar que (21.18) es una forma simpléctica en el espacio pro-
yectivo, tenemos que demostrar que estd bien definida en el espacio proyectivo (que no

importa cudl representante de la clase de equivalencia utilicemos para calcularla), que es
antisimétrica, cerrada y no degenerada. Comencemos demostrando que esté bien definida:

Wleiay] (A[emv]a B[emv]) - 21m(< ( >| (eiav»)
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Veamos ahora que w es antisimétrica:
we(Ag, By) = 2Im((A(v)|B(v))) = —2Im((B(v)|A(v))) = —w,(As, By). (21.20)

La no degeneracion de w proviene directamente de la no degeneracién del producto interno
hermitico. Finalmente, demostremos que w es cerrada:

(dw)(2)(Aq, Bz, Ca) = {d(wa(Bs, Cz)), Az) — (d(wa(As, Cr)), Br) + (d(wa(As, Br)), Ca).
(21.21)

Se tiene entonces

(d(wz(Ba, Cp)), Az) = Ag b wo(By, Cy)

d A
== (w(m(e >v))(Bs, Cy)) .
- Q%Im (B o) G b)) 3

~

= 21m ((p(B)-0lp(C)p(A).0) + (p(B)p(A).v]p) (C).0))
= 21m (—(p(C)p(B).vlp(A).0) — (p(A).0lp(B)p(C) 0} ), (21.22)

donde p se refiere a la representacion matricial del algebra actuando sobre el espacio vecto-
rial, y en el ultimo paso se recurre a la antihermiticidad de dicha representacién (tomando
en cuenta que se trata del dlgebra de Lie asociada a un grupo unitario [25]). Hecha esta
aclaracion continuamos con el calculo:

~

(A(wa(By, o)), Au) = =2Im ((p(C)p(B ) v|p<A> >) + 2Im (p(B)p(C)v|p(A) v) )
— 2Im ([E?j} (21.23)

de tal forma que

(4)a Az, By, Cs) = 2Im (( | B.C| (0)|A(v)) = (| 4.C] )| Bv)) + (|4, B] (0)[C(0)))
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Recurriendo al hecho de que los generadores son antihermiticos se puede demostrar que el
resultado anterior es igual a cero:

con lo que queda demostrado que w es cerrada.

|
Proposicién 8. Ezxiste un momentum map p : P(V) — u* dado por
palz) = i(v]A(v)). (21.26)
Demostracion Para demostrar lo anterior necesitamos que se cumpla
d(pa(x)) = ig,ws. (21.27)
Se tiene
(Apa@). B = Spa(eor))| =& (P bufid(e? o))
’ dt t=0 dt t=0
=i ((BWIAW) + (| ABW)))
=i ((BW)IAW) - (Av) | B(v)))
— i ({A@)|B@) — (A@)|B))
= 9Im (A(u)\é(v») = wy(Ay, By), (21.28)
y como el célculo es valido para todo B, € T,P(V), se cumple (21.27).
[
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22. Teoria de representaciones

En esta seccién daremos un breve resumen de teoria de representaciones, esto debido a que
seguido de esto se introduciréd el Teorema de Kostant-Sternberg, el cual nos permite identi-
ficar las érbitas simplécticas generadas por la accion de K, para lo que se hace referencia
a conceptos sobre la teoria de representaciones del grupo K y su algebra de Lie asociada.
Asi, el objetivo es entender el teorema de Kostant-Sternberg y poder aplicarlo a un caso
particular, identificando las érbitas simplécticas y demostrando que éstas corresponden con
estados separables.

Como hemos mencionado, estamos trabajando con un grupo de Lie compacto y semisimple
K de transformaciones unitarias locales que actia sobre el espacio proyectivo a través de
simplectomorfismos. Asociada a este grupo tenemos al algebra de Lie correspondiente €,
y sabemos que sus representaciones en distintas dimensiones tienen una correspondencia
uno a uno. Trabajaremos con el dlgebra £°, es decir, con la complexificaciéon de €. Como
sabemos por teoria de representaciones, existe una subalgebra denominada subdlgebra de
Cartan, la cual es la maxima subélgebra conmutativa b de €€, la cual tiene la propiedad
de que todos los generadores H € b, pueden diagonalizarse simultaneamente, lo que nos
permite definir los vectores de peso, dados por la lista de valores propios de los generadores
de Cartan. Asi, £ puede verse como

tC=n_obhon,. (22.1)

Por otra parte, el espacio V' sobre el que actiia el grupo de Lie puede verse como una suma
directa de subespacios de peso positivos y negativos (los subespacios generados por vectores
de peso positivos y negativos respectivamente):

V=aV,, Hv=AHwVYHeh yvel,, (22.2)

donde v son los vectores de peso y A son los pesos o valores propios de los mismos. En este
caso, el espacio que queremos descomponer en subespacios de peso es el espacio de Hilbert,
que es sobre el que actian directamente los elementos de grupo.

A partir de lo anterior, ya podemos introducir el teorema de Kostant-Sternberg.

23. Teorema de Kostant-Sternberg

Teorema 4. La orbita O = K.z, x = 7(v), v € V) para algin peso A es simpléctica si y
sélo st para cada raiz positiva o con AN(H,) = 0 se cumple que E,.v=0=FE_,.v.
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23.1. Caso particular: estado bipartito

En esta seccién vamos a ver cémo funciona el teorema de Kostant-Sternberg para un caso
particular. El objetivo es identificar las drbitas simplécticas (con degeneracién nula de la
forma simpléctica) y ver que efectivamente éstas corresponden con estados factorizables, y
posteriormente estudiar estados maximamente enredados y ver que sus érbitas son lagran-
gianas (con degeneracién maxima de la forma simpléctica).

Estudiaremos el caso particular con el que hemos trabajado a lo largo de la tesis. Conside-
ramos entonces un sistema compuesto por dos particulas de spin 1/2. El espacio de Hilbert
estd dado por H = C? @ C?. Por lo tanto, grupo de operadores unitarios que generan
transformaciones locales con el que vamos a trabajar estd dado por K = SU(2) x SU(2).
De esta manera se tiene un elemento (g1,¢92) € K tal que g1, g2 € SU(2), que actia sobre
el espacio de Hilbert de la forma

(91, 92) (11 ® v2) = g1v1 @ Gava, vy, vy € C2. (23.1)

Como mencionamos, el objetivo es primero identificar las érbitas simplécticas de K. Para
ello, primero identificamos el algebra de Lie correspondiente

£ = suy @ su, (23.2)

y su complexificacion

€ = s0,(C) @ s1,(C), (23.3)

donde sl,(C) = su§ es el algebra de Lie cuyos generadores estdn dados por matrices 2 x 2
con traza igual a cero. Una base estandar para esta algebra estda dada por

X:(O 1), H:<l 0), yz<0 0), 25
0 0 0 —1 10

donde identificamos que H es una matriz diagonal, X es triangular superior y Y es triangu-
lar inferior. Ademas, no hay pares de matrices que conmuten entre si, por lo que podemos
decir que H es el generador del dlgebra de Cartan mientras que Span(X) es el espacio de
raices positivas y Span(Y) es el espacio de raices negativas. A partir de los conmutadores
entre las matrices de la representacién dada obtenemos

[H,X]=2X, [HY]=-2Y, [X,Y]=H. (23.5)
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Se tiene entonces el dlgebra para sly(C) dada por (23.5). Ahora, para €€ un elemento esta
dado por (Z1, Z3) donde Zy, Z, € sl5(C) y se tiene

[(Z1, Zs), (W1, Wy)] = ([Z1, Wh], [ Za, Wa)), (23.6)

de donde identificamos que los generadores de la subalgebra de Cartan son (H,0) y (0, H)
y las relaciones de conmutacién estan dadas por

[(H’ O)?(Xa O)] = Q(X’ 0)7 [(Ha O)’(K 0)] = _2<Y7 0)7

[(X,0), (Y,0)] = (H,0), [(0, H), (0, X)] = 2(0, X),
[(07H>7<O’Y)] = _2(07Y)7 [(O’X>7(0>Y)] = (OaH)a

[(O, W), (Z, O)] =0, (23.7)

a partir de lo cual encontramos la representacion adjunta de los generadores de Cartan

0000 O O 000O0O0 O
0000 0O O 00 0O0O0 O
ad o) = 0020 0 0 . ados = 00000 O | (23.9)
0000 O O 0002¢0 0
0000 =220 000O0O0 O
0000 O O 00000 -2

esto bajo el ordenamiento {(H,0), (0, H), (X,0), (0, X), (Y,0),(0,Y)} de los generadores. A
partir de la representaciéon adjunta podemos obtener las raices (pesos de la representacion
adjunta) y los subespacios generados por las mismas (espacios raices). Se tiene entonces

a=(2,0), Vo = Span{(X,0)}, (23.9)

ya que ad(x,0)(X,0) = 2(X,0) y ad(o,z)(X,0) = 0. De la misma manera se obtienen

B = (072)7 Vs = Span{(O,X)},
—a =(-2,0), V_o = Span{(Y,0)},
-6 =(0,-2), V_z = Span{(0,Y)}, (23.10)

de donde vemos que las raices o y [ se definen como raices positivas mientras que —« y
— 3 como negativas, por lo tanto se identifica la descomposicién de €¢ como
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tC=n_@can,, (23.11)

donde los subespacios positivo (n; ), negativo (n_) y el subespacio de Cartan ¢ estén dados
por

(23.12)

Tomando en cuenta como actia un elemento de K sobre el espacio de Hilbert a partir de
la ecuacién (23.1) se pueden encontrar la versién diferencial de esta transformacién para
encontrar cémo actia un elemento de £¢ dado por (Z;, Z) sobre el mismo espacio:

(Z1, Z3) (01 ® v2) = 4 (exp(tZ1)v1 ® exp(tZa)vs)

dt = Zﬂ)l XRvy+1v1 X ZQUQ. (2313)

t=0

Por lo tanto, suponiendo la base candnica para C?

1 0
ep = (O) , €9 = <1> : (23.14)

el dlgebra sl,(C) actia sobre C? a través de la representacién (23.4), por lo tanto se tienen
los generadores del algebra de Cartan de £ dados por

10 0 1 0 0
01 0 0 —1 0
H®I= ) I®H= , (23.15)
0 0 -1 0 1
00 0 -1 0 0 -1
de donde surgen los pesos y los vectores de peso
A= (1,1), v =e; ®eq,
Ay = (1,-1), vy = e1 ® ea,
As = (=1,1), vg = €3 ® ey,
Ay = (=1,—-1), vy =3, @ €. (23.16)
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Para saber si la orbita a través de un vector de peso es simpléctica hay que verificar que
A((0,H)) # 0y A((H,0)) # 0, donde A son los pesos de la lista dada. Tal como lo enuncia
el teorema de Kostant-Sternberg en caso de que A(H,) fuera cero, tendriamos que verificar
también que se cumple que E,.v = 0 = E_,.v. Como los pesos estan dados por nimeros
distintos de cero (ng,ny), encontramos que en este caso particular de dos qubits solamen-
te las Orbitas a través de los vectores de peso son simplécticas en el espacio proyectivo
P(C? ® C?) y todos los vectores de peso estdn dentro de la misma drbita, la cual contiene
a todos los estados separables. Por otro lado, las érbitas a través de estados enredados no
son simplécticas.

Consideremos por ejemplo estados con grado de enredamiento maximo dados por e; ® es £+
es ® e1. El objetivo es saber la dimensién del subespacio de degeneracion de sus orbitas
ante la accién de K = SU(2) ® SU(2). Como se ha definido, el momentum map estd dado

por

pa(z) = %<U|Al}>, x =m(v). (23.17)

Para el estado que queremos estudiar se tiene

1
,U(Zl,Zg)(x) = —<€1 X €9 + ()] ® 61|(Z1, Zg)(el X €9 + €9 X 61)>

2
1
= 5(61 & €9 + ()] X €1|Z1€1 & €9 + €1 X ZQ@Q + 2162 & €1 + ()] X Z2€1>
- % [Te(Z1) + Tr(Zs)] = 0, (23.18)

esto debido a que Z; y Z, son elementos de su(2), cuyos generadores no tienen traza.

Se sabe entonces que el momentum map en este caso es cero, lo que implica que la restric-
cion de la forma simpléctica a la érbita es cero de igual manera. Con ello sabemos que el
espacio de degeneracion es todo el espacio tangente a la érbita, por lo tanto la degeneracion
es maxima, es decir, la orbita a través de estados maximamente enredados es lagrangiana
(méximamente no simpléctica).

Al estudiar este caso particular nos cercioramos de que efectivamente, la tnica dérbita
simpléctica (cuyo espacio de degeneracion es nulo) es la que contiene a todos los esta-
dos separables, mientras que la érbita que contiene a los estados maximamente enredados
es lagrangiana (cuyo espacio de degeneracion es todo el espacio tangente de dimensién 3,
méxima para este caso), lo que generaliza el resultado obtenido por Ingemar Bengtsson del
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que se hablo en la parte IV de esta tesis. Concluimos entonces que la dimensién del espacio
de degeneracion representa una manera para cuantificar el enredamiento de forma discreta.

24. Medida geométrica de enredamiento para 6rbitas
de enredamiento constante

Como se ha mencionado, la accién de un grupo K de operadores locales unitarios sobre
el espacio proyectivo se da a través de simplectomorfismos. Después de todo, la forma
simpléctica en el espacio proyectivo proviene de la parte imaginaria del producto interno
hermitico, el cual permanece invariante ante operaciones unitarias; de esta manera, tanto
la forma simpléctica como la métrica de Fubini-Study (que depende de la parte real del
producto interno hermitico) son invariantes ante la accién del grupo K. Habiendo puntua-
lizado esto, si calculamos la métrica inducida en cada una de las érbitas de enredamiento
constante, y con base en ello, obtenemos objetos tales como el tensor de curvatura de Rie-
mann, éste resultara ser independiente de cada punto de la 6rbita. Lo mismo se cumplira
para el tensor de Ricci y la curvatura escalar de Ricci.

El objetivo de esta seccion es averiguar si existe alguna relacion entre la curvatura escalar
de Ricci en cada érbita y las medidas de enredamiento que hemos estudiado (entropia de
Shannon y medida geométrica de enredamiento). Para ello, centraremos nuestra atencién
en estados bipartitos de spin 1/2 simetrizados, los cuales corresponden matemdaticamente
con sistemas de spin 1 [3]. Para ello trabajaremos con la representacién del spin de Majo-
rana (véase seccién 13).

Los estados de spin s coherentes son aquellos cuya constelacion de Majorana esta dada por
2s estrellas en el mismo punto (degeneradas) [14]. Un estado coherente de spin s estard
dado por

n)e =|n) ®@|n) @ - @ |n) 25 veces, (24.1)

donde |n) es un estado de spin 1/2 y en este caso no es necesario simetrizar el estado; como
todos los factores son iguales por la definicion de un estado coherente, este estado ya es
simétrico y a raiz de que no es necesario hacer suma de permutaciones se cumple que los
estados coherentes son estados factorizables.

Lo que haremos para calcular la medida geométrica de enredamiento para un estado de spin
1 (obtenido de simetrizar un producto tensorial de dos estados de spin 1/2) es identificar
el estado de spin 1 que sea factorizable/coherente mas cercano y calcular su distancia de
acuerdo con la métrica de Fubini-Study.
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Para simplficar el problema, sin perder generalidad podemos pensar en una constelacién que
represente un estado de spin 1 que tenga la forma de la figura 9, es decir, una constelacion
en la que ambas estrellas se encuentran en plano xz. Dado que para spin 1 solamente
tenemos dos estrellas, el tinico pardametro que nos interesa es el angulo entre ellas, asi que
podemos proponer esta constelacion en particular y a partir de ello, sabemos que cualquier
otra puede obtenerse a partir de rotaciones de la misma.

z

T

Figura 9: Constelacién de Majorana para un estado arbitrario de spin 1.

A partir de la constelacién de la figura 9 con estrellas en los puntos n; = (sin§, 0,cos&) y
Ny = (—sin&, 0, cos &), obtenemos el estado de spin 1 correspondiente

1
1
[We) = 0 . (24.2)
1 + tan4 (%) —tan2 (g)

Se puede demostrar que el estado separable méas cercano es precisamente el estado coherente
en el que ambas estrellas se encuentran en el polo norte [3], el cual estd dado por

1
Z2)=10]. (24.3)
0
A partir de lo anterior, encontramos la distancia de acuerdo con la métrica de Fubini-Study

entre |We) y |2), es decir, la medida geométrica de enredamiento (véase seccién 16):

1
E¢ = arccos ( |(2|\I/5>|2) = arc cos : (24.4)

1+ tan? (%)
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Figura 10: Medida geométrica de enredamiento en funcién de &, siendo 2¢ el angulo entre
las dos estrellas de Majorana.

Como se menciond, los estados de spin 1 pueden verse como estados de la forma

W) = %mn © |ng), (24.5)

donde A es un factor de normalizacion, ® representa el producto tensorial simetrizado y
|n;) describe un estado de spin 1/2. Dado que los estados caracterizados por un mismo
angulo ¢ son equivalentes (estdn en la misma fibra), el grado de enredamiento del estado
visto como estado bipartito debe ser el mismo para todas las constelaciones de esta forma
que se relacionen mediante rotaciones.

Ya que tenemos la medida geométrica de enredamiento FEg, calcularemos la medida de
enredamiento de Shannon del sistema bipartito correspondiente. Para ello, consideramos
que el estado de spin 1 que estamos estudiando puede escribirse de la forma (24.5), donde
|n1) representa un estado de spin 1/2 con ¢; = £ y ¢1 = 0, mientras que |f2) tiene 5 = £y
¢ = m, esto debido a las posiciones de las dos estrellas de Majorana en la figura 9. Tenemos
entonces el estado bipartito ya normalizado dado por

cos(§)+1

£/ cos(26)+3
0
[Whip) = 0 , (24.6)

cos(§)—1

£/ cos(26)+3

cuya matriz de densidad es
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(cos(§)+1)? sin? ()

cos(2£)+3 00 — cos(2€)+3
- 0 00 0 247
g 0 00 0 '
sin?(€) (cos(§)—1)2
" cos(26)+3 0 0 cos(28)+3

Trazando sobre el segundo subespacio obtenemos la matriz de densidad reducida p;:

(Cosgf)g)+1)2 0

_ cos(2€)+3

pr= 0 leos©-12 |- (24.8)
cos(2¢)+3

A partir de los valores propios de p; calculamos el enredamiento de Shannon:

) 4sin* % 4 cos* g
481{14 (g) log <cos(2§()+i)3> -+ 4COS4 (%) log (%)

cos(26) + 3

Se = — (24.9)

3.'_=:—
3_.::_

3.'3:—

Figura 11: Medida de enredamiento de Shannon en funcién de &.

Haciendo una grafica paramétrica (con parametro &) que relaciona la medida de enreda-
miento geométrica y la medida de Shannon obtenemos
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: = : Ef

0.2 0.4 0.8 0.8

Figura 12: Relacion entre medida de enredamiento geométrica y medida de Shannon.
Con base en lo anterior encontramos una expresién para la medida de enredamiento de
Shannon en términos de la medida geométrica dada por

Se = — cos®(E) log (cos®(E¢)) — sin®(Eg) log (sin*(E)) , (24.10)

es decir, la entropia de Shannon considerando como componentes de la distribucién de
probabilidad a cos?(F¢) y a sin?(E;).

Por 1ltimo, tratando a las o6rbitas de enredamiento constante como subvariedades rieman-
nianas, podemos considerar la métrica inducida sobre la fibra y calcular a partir de ésta
el tensor de curvatura de Riemann, el tensor de Ricci y la curvatura escalar de Ricci, esto
con el objetivo de averiguar si existen relaciones entre estas cantidades y las medidas de
enredamiento que hemos calculado. En particular, seria interesante ver como se relacionan

el escalar de Ricci sobre la orbita y el angulo ¢ asociado a la misma.

La métrica inducida por la métrica de Fubini-Study sobre cada fibra/érbita de enredamiento
constante (representada por un angulo £ entre 0 y 7/2) estd dada por [24]

kij = Re(SiSj)e — (Si)e(Sjle, 4,0 =1,2,3, (24.11)

donde el subindice ¢ se refiere a que calculamos el valor esperado sobre el estado |U).
A partir de la métrica inducida k se obtiene el tensor de Riemann
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R g5 = =T (TVM) + TVMTVuﬁ =TT s, (24.12)

donde los simbolos 7" dependen de las constantes de estructura del dlgebra su(2) con la
que estamos trabajando mediante!®

(€% = Cs = Cs)). (24.13)

N | —

Ty =
y el escalar de Ricci [24]

(Tr k)% — 2 Tr ((k)?)
2 Det k

R= (24.14)

Calculando k para un estado de spin 1, es decir, considerando la representacién de los
generadores de SU(2) mediante matrices 3 X 3 en la ecuacién (24.11), obtenemos

2
L= cos(2€)+3 0 0
k= 0 EoTs 0 : (24.15)
4sin?(€)
0 U CECEEIE

A partir de esto, encontramos el tensor de Ricci Rg, = R,

_ 8 cos?2 &) cot? &)
cos(2£)+3 02 0
Ric = 0 e 0 (24.16)
8sin?(€)
0 0 —f@oar

y calculando finalmente el escalar de Ricci obtenemos

R=2 (24.17)

Dado que R no depende de &, concluimos que no existe una relacién entre el escalar de
Ricci R y el enredamiento del sistema.

Un aspecto interesante a destacar es que es un hecho conocido que el espacio proyectivo
como variedad de Kéhler es un ejemplo de variedad de Einstein [16, 10], es decir, que es
una variedad dotada de una métrica g tal que g es proporcional al tensor de Ricci:

15Si denotamos por e, a los generadores del dlgebra, se tienen las constantes de estructura C7, 5 definidas
como [e,, eg] = C7, ze,.
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Ricc = Ag, (24.18)

donde A es una constante de proporcionalidad. Las variedades de Einstein son de interés
porque la métrica definida sobre ellas resulta ser solucién a las ecuaciones de campo de
Eintein en el vacio considerando una constante cosmoldgica. En el caso del espacio proyec-
tivo CPY con la métrica de Fubini-Study, la constante cosmolégica correspondiente se da
en funcién de la dimensiéon N:

No obstante, al comparar la métrica k inducida por la métrica de Fubini-Study sobre las
fibras con el tensor de Ricci Rice, podemos notar que estos dos tensores no son propor-
cionales, por lo que las fibras u érbitas de enredamiento constante como subvariedades del
espacio proyectivo no resultan ser variedades de Einstein.
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Conclusiones y trabajo futuro

En esta tesis estudiamos al espacio de estados cudnticos como un espacio fase dotado de
una estructura simpléctica. Particularmente, tratamos el problema de estados bipartitos
para los que cada subsistema posee la misma dimension, lo que nos permitié ver a los com-
ponentes del estado en una determinada base como entradas de una matriz cuadrada. A
partir de esto, se recurrié a la descomposicion polar de dicha matriz cuadrada y se encontro
un conjunto de coordenadas canodnicas en el espacio proyectivo, el cual permite caracterizar
a los estados maximamente enredados de manera que n de las 2n coordenadas en el espacio
proyectivo sean nulas. Con base en esto comprobamos que la subvariedad de estados maxi-
mamente enredados es una subvariedad lagrangiana del espacio de estados [6], por lo que
puede interpretarse como un espacio de configuracién (ya sea de posiciones o de momentos).
A pesar de que no encontramos una interpretacion fisica para determinar si existe alguna
propiedad de los estados con maximo enredamiento que nos permita considerar al espacio
en el que viven como dicho espacio de configuracion, incluimos un resultado que generaliza
esta caracteristica; estudiando las érbitas generadas por la acciéon de grupo de operadores
locales unitarios sobre el espacio de estados, se encuentra que dicho espacio puede foliarse
por subvariedades de enredamiento constante, sobre las cuales la degeneracion de la forma
simpléctica es también constante ya que el grupo actia a través de simplectomorfismos. Se
detallé entonces una medida discreta de enredamiento [51] que surge de la degeneracién de
la forma simpléctica al restringirla a subvariedades de enredamiento constante. Asi, el caso
limite en el que los estados tienen enredamiento méximo coincide con una degeneracion
maxima de la forma simpléctica, mientras que el otro caso limite en el que los estados son
factorizables, coincide con una degeneracién nula de la forma simpléctica (la inica 6rbita
simpléctica).

Dado que no existe una forma estandar para cuantificar el enredamiento en el caso de
estados multipartitos o en el caso de estados mixtos, el estudio de distintas medidas de
enredamiento es aun un problema abierto. Por ello, como trabajo futuro, estudiar sistemas
mixtos o compuestos por mas de dos subsistemas y ver si esta medida discreta de enreda-
miento puede generalizarse podria resultar 1til.

Se requiere una manera para caracterizar el enredamiento que no implique necesariamente
la bisqueda de bases privilegiadas (como es el caso de la descomposicién de Schmidt) y
que pueda ser generalizada. Ya que las cantidades geométricas no dependen de la base en
la que se esta trabajando el problema, una medida de enredamiento basada en cantidades
geométricas puede ser una buena alternativa, principalmente considerando que existen in-
dicios de que la geometria simpléctica desempena un papel importante para la descripcién
del enredamiento cuantico.

En la parte V de esta tesis, a partir de la representacion estelar de Majorana estudiamos

estados de spin 1, los cuales es sabido que son matematicamente equivalentes al producto
tensorial simetrizado de dos estados de spin 1/2, por lo que pueden ser tratados como
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estados bipartitos. Con base en esto encontramos una relaciéon entre la medida geométrica
de enredamiento y la medida de entropia de Shannon para estos estados de spin 1; estudiar
si hay manera de relacionar estas dos medidas para estados generales es parte del trabajo
futuro de este proyecto. Para ello, se requiere seguir estudiando las propiedades geométri-
cas que caracterizan a las subvariedades de enredamiento constante que surgen como una
foliacién del espacio de estados cuanticos.

Finalmente, debido a que la acciéon de operadores locales unitarios preserva el producto
interno hermitico en el espacio de Hilbert, y dado que tanto la métrica como la forma
simpléctica en el espacio proyectivo provienen de dicho producto interno, concluimos que
la acciéon de estos operadores deja invariante tanto la métrica como la forma simpléctica
a lo largo de las orbitas de enredamiento constante. Teniendo esto en mente y siguiendo
en el camino de la representacion estelar de Majorana y los estados de spin 1 vistos como
estados bipartitos, estudiamos las orbitas de enredamiento constante como subvariedades
riemannianas sobre las cuales se tiene una métrica inducida por la métrica de Fubini-Study
en el espacio de estados. A través de esto, incluimos el calculo de la métrica inducida, la
cual, efectivamente, resulta ser invariante sobre cada una de las érbitas. Esto nos permitié
calcular el tensor de Ricci y el escalar de Ricci asociados a cada drbita [24], con el objetivo
de entender si la curvatura escalar de Ricci sobre cada érbita tiene alguna relacion directa
con el enredamiento de la misma. Se concluyé que no existe dicha relacién y que las érbitas
no son variedades de Einstein, a diferencia del espacio proyectivo, cuya métrica si es solucion
a las ecuaciones de Einstein en el vacio con constante cosmolégica dada segin la dimensiéon
del espacio.
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Parte VI

Apéndices
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Apéndice A
Descomposicion polar

Un nimero complejo z € C puede escribirse de la forma z = x + iy, donde x, y son ambos
nimeros reales, y por lo tanto un niimero complejo vive en un espacio de dos dimensiones
que puede verse como el plano xy, donde el eje x representa la parte real y el eje y representa
la parte imaginaria del mismo. Es bien sabido que los niimeros complejos también pueden
escribirse en su forma polar considerando que se tiene un punto en C y especificando su
distancia al origen y el angulo polar, es decir

Z=up (0.1)

donde la informacién acerca de la distancia al origen estd dada por p, que es un nimero
real y positivo (o cero, en caso de que z = 0) y el dngulo polar esta dado por la cantidad
u, donde |u| = 1, por lo que, al contener u la informacién imaginaria de z, sabemos que
serd de la forma u = €, no obstante, con la coordenada polar # siempre hay problemas
respecto a la continuidad y periodicidad (€ no es tnico), por lo tanto, en vez de escribir p
como lo mencionamos, podemos escribirlo como p = €, donde = € R (y a diferencia de 6 si
es unico) y |u| = 1 [25]. Ahora, lo que queremos hacer es generalizar esta descomposicion
polar para GL(n,C).

Teorema 5. Toda matriz A € GL(n,R) puede escribirse como [25]
A=PU (0.2)

con P y U unicas, donde P es una matriz hermitica y positiva semidefinida y U es una
matriz unitaria.

Demostracion 6. Para demostrar lo anterior lo primero que haremos es definir una fun-
cion f(A) de la matriz A, siendo ésta positiva semidefinida y hermitica, particularmente
queremos definir la raiz cuadrada de A. Para ello, lo primero que hacemos es construir
AAT, cuyo conjugado hermitico es

(AANT = AAT, (0.3)
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y para la cual se cumple

(v, AATv) = (ATv, ATv) >0, (0.4)

para todo v # 0, esto debido a las propiedades del producto interno. Las dos condiciones
anteriores implican que AA' es hermitica y no negativa por construccion. Ahora, conside-
rando una base ortonormal de eigenvectores, podemos, mediante un cambio de base, escribir
AAT en su forma diagonal como

AL 0
AAT = M . Mt (0.5)
An

donde M es una matriz de cambio de base y \; son los eigenvalores de AAT (los cuales son
no negativos). Ahora, para obtener la funcion f(AAY), lo que tenemos que hacer es utilizar
y calcular f(\;), en particular para la raiz cuadrada tendremos

VAL 0
M " M, (0.6)

vV

El siguiente paso es regresar a la base original mediante M~', mediante lo cual obtenemos,
por definicion, vV AAT. Notemos que, como los valores de \; son no negativos, los valores de
Vi también lo serdn (consideramos solamente la raiz positiva) por lo que la raiz definida
es unica para cada matriz.

Ahora que hemos definido la raiz cuadrada de una matriz no negativa y hermitica notemos
que al escribir la matriz A como PU tenemos

AAT = PUUTP = P?, (0.7)

por lo tanto P = VAAT, y como ya hemos demostrado AA' es ya positiva y hermitica por
definicion (justo lo que queriamos de P). Ahora sdlo falta demostrar que escribiendo A
como el producto PU, la matriz U correspondiente es unitaria. Para ello tenemos

U=P A= [AANY?)74, (0.8)

y por lo tanto
UUT = P71 A = [(AAD)Y2 L AAT[(AATY2) 7 = 1 (0.9)
|
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Siguiendo un procedimiento andlogo al anterior, pero ahora con P2 = ATA, podemos de-
mostrar que también se puede hacer una descomposicion polar como A = UP, donde U y
P tendran las mismas propiedades que hemos descrito pero seran en general distintas para

una misma matriz A.
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Apéndice B

Teorema de Darboux en mecanica
cuantica

En esta seccién comprenderemos con mas detalle la importancia de este teorema, ademas
de aplicar, en el contexto de la mecanica cuantica, una serie de instrucciones para encontrar
un conjunto de coordenadas canodnicas apropiado para un sistema particular. A partir de
ello podremos ver este teorema desde otro enfoque, ya que ademés de asegurarnos la exis-
tencia de las coordenadas candnicas mencionadas, el teorema de Darboux tiene también
una naturaleza instructiva. Como ejemplo, siguiendo la demostracién del teorema presen-
tada en [1] mostramos el caso de CP?, es decir, un sistema cudntico de spin 1.

Comenzamos considerando el estado cudntico Z en el espacio de Hilbert H = C3.

x
1 2! 4 iyt xz
Z=|2|=|22+i?| = Z= xl , (0.1)
23 3 +iy? Y
Y
Yy

donde, al pasar al espacio R® con coordenadas reales, la forma simpléctica estd dada por
Q = dat Adyt + da® A dy? + da® A dy®. Ahora, dada una parametrizacién para el estado
cuantico

} 1
e .
J=——"""" | ¢r/2¢os (Q) ei(d1+d2) | (0.2)
V1+er 2
TN i (2) ¢itr-6)
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el cual estd normalizado, vamos a encontrar las coordenadas z°, 2%, 22, 9", y*, y* para en-
contrar Z:

cosm Y
eP/? cos(0/2) cos(n + ¢1 + o) z?
_ 1 e?/?sin(0/2) cos(n + ¢1 — é3) _ z? (0.3)
V1+er sinn y!
e”/? cos(0/2) sin(n + ¢1 + @) y?
eP/2sin(0/2) sin(n + ¢1 — ¢o) y?

A partir de lo anterior, podemos calcular las derivadas exteriores da!, da?, dx?, dy', dy? vy
dy®, y con base en eso obtenemos la forma simpléctica (que no depende de 1) en M* con
la proyeccién 7 : S — M* que resulta simplemente de ignorar 7. Esta forma simpléctica
esta dada por

O = dx' Ndy' + da® A dy? + da® A dy?
1 cos 6 efsin 6

= —————dpd ———dpdpy —
4 4 4coshp P ¢1~|—4—|—4(:oshp pos 2 4 2er

dfde,. (0.4)

Ahora, seleccionamos la funcién p; = pi(x), donde x = (p, 0, ¢1, ¢2), de forma que su
diferencial en xq (que en este caso seleccionamos como el origen) sea diferente de cero. Esta
funcién la seleccionamos como p; = p. Calculando dp; obtenemos

cos ePsin @

dpd¢y + —— ——dpd¢y — 5 90

dp=dp; = | ————
p=ah 4 4 4 cosh p 4+ 4coshp

dfdos | |-, P, (0.5)

donde P; es el campo vectorial hamiltoniano P, = P9, + P9y + P10, + P?20,.

Evaluando (0.5) obtenemos

1 cos 0
dp = ——————(P"dp— P"Pd —————(P%dp — Pd
P 4+4coshp( P ¢1)+4—|—4coshp( P 02)
e’ sin 6
- P”dg — Pd 0.6
por lo tanto
PPp 4, po— 4y deosh (0.7)
4+4coshp B CoSp, '
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que es la unica componente distinta de cero en el campo, asi que

P, =(0,0,4 4 4coshp,0). (0.8)

El siguiente paso es seleccionar el hiperplano (p, 8, ¢2) que pasa por X, el cual estd contenido
en M* y estd definido al tomar ¢; = 0. Resolviendo x(¢) = P, podemos calcular el flujo P}
con condiciones de que a x(0) = (p(0),0(0),0, $2(0)). Entonces tenemos

p=0, 0=0, ¢o=0, ¢ =4+4coshp, (0.9)
por lo tanto
$1(to) = (4+4coshp)ty, — t= L S ¢ (x). (0.10)
’ 4+ 4 cosh p
Calculamos el campo vectorial hamiltoniano correspondiente:
cos 6 e’ sin 0
dqy = | —————dpd —— dpdpy — 0d .
N 4 + 4 coshp p¢1+4+4coshp pis 2 + 2er b | @il
sinh p¢o,
=—d —_— 0.11
4+ 4coshp d1+ 4(cosh p + 1)2 P (0.11)
con lo que se obtiene
4 0 cot 0 8
QF =—-1, Q% = —¢ tanh(p/2), Q" =— , Q7 =0. (0.12)
1+4er
Es facilmente verificable que el paréntesis de Poisson es igual a 1:
cosf e’ sin 6
(P, = |——dpd —————dpdpy — dod P,
(P, Q1) {4+4coshp P ¢1+4+4008hp pdgs 2 T e Ga| [P1, Q1]
1 1
:—_PP@}:—M 4cosh p)] = 1. 0.13
4+4coshp[ & 4+4coshp[ (4 + 4 cosh p)] ( )

Considerando la subvariedad definida por p; = ¢; = 0, que implica que p = ¢; = 0,
hacemos el mismo procedimiento, esto seleccionando una funcién py(6, ¢o) arbitraria que
cumpla con que su diferencial sea diferente de cero en xq. En este caso, seleccionamos p, = 6
y calculamos el campo P,. Ahora, la forma simpléctica en M? serd
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sin 0

Wz = — 1 dOdp,. (0.14)
Para calcular el campo P, tenemos
in 0 in 0
6 = dpy = —SIZ d0dpy [, By = — 222 (P§*d — Pldgy), (0.15)
asi que Pf2 = —Siﬁg, y PY = 0, entonces
4
P,=10,- ) 0.16
2 ( ’ sin@) (0.16)
Resolviendo las ecuaciones ' = 0y ¢f, = —ﬁ, con respecto a un parametro s y, analoga-
mente a lo que hicimos anteriormente, obtenemos
4 sin
P2(80) = _sin9080 = S=@=—— ¢, (0.17)
Ahora calculamos el campo ()5 a partir de
cosf sin sin 6
i = (=55 0utt — =000 ) = ~Z50(Q0 - Qo) (0.18)
obteniendo
Q) =-1, Q% =cotfgs, — Q2= (—1,cotfsy). (0.19)

Calculando el paréntesis de Poisson entre ambos campos, podemos verificar que éste es
igual a 1:

sin 0

4

@Mz(Psz) = [_ ded(bz] [PQan] = _8129 [_PQ@Qg} = —sinf { .4 (_1)] =

El siguiente paso para encontrar el sistema de coordenadas canodnicas es hacer evolucionar
el punto de la preimagen a través del flujo P?Q¢. Para ello, calculemos primero las curvas
integrales de Q¢:

p:_17 p(t):_t+1007

cot 6
T + eP
¢1 = — 1 tanh(p/2)
¢y =0, ¢y = cte = c, (0.20)
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y ahora, resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos

cot 6

0 — EEprpe=— 0(t) = arc cos [cl(epo + et)] ) (0.21)

donde ¢, es una constante que determinamos a partir de condiciones iniciales. Sea 6(0) = 6
obtenemos

cos By = c1e° — ¢ = cosbe . (0.22)
Resolviendo la ecuaciéon diferencial para ¢, encontramos

$1(t) = —¢py tanh (_t ; Po) —  ¢1(t) = cycosh? (_t ;— Po) , (0.23)

donde ¢, también la determinamos a partir de considerar ¢;(0) = ¢1,, con lo que obtenemos

co = ¢1,sech?(pg/2). (0.24)

Tomando como condicién inicial Q%(x¢) = (0,0,0,¢y), evolucionamos a partir del flujo
encontrado y obtenemos

Q' (z) = (—t,arccos [cos (1 + €")] , 0, ). (0.25)

El siguiente paso es aplicar a este punto el flujo P? encontrado en (0.9), obteniendo

PQi(z) = (—t,arccos [cos (1 + €')] , 4(1 + cosht)s, ¢2). (0.26)

Ahora, llamamos x a las coordenadas de este punto y encontramos X(x):

~ _ 0
0 = arccos [cosf(1 +¢')]  — 6 =arccos ( s ) (0.27)
P2 = ¢o, (0.28)
esto considerando que —t = p. El siguiente paso es asignar al punto X, que ya estd en M*,

las coordenadas de su preimagen en M?, esto debido a que un x en M* se obtiene a partir de
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evolucionar un punto unico de la preimagen definido por ps v ¢o, asi que podemos extender
dichas coordenadas. Esto lo hacemos encontrando (p2(X(x)), ¢2(X(x))). Recordando que

p2=0yq= —Size@, tenemos
(X(x)) = 0 = arccos cos 6 (0.29)
D2 =0= 1t er .
—sinf - 1 . cos 0 cos2 6
Q2<}_<(X)) = 1 (bz = _Z S1n (arc COS |:1 i e_p:|> ¢2 = —% 1— m (030)

Dichas coordenadas, junto con

P1

—_ 31
4(1 + cosh p)’ (031)

b1 =p, q1 =

forman entonces un conjunto de coordenadas canénicas definidas en M*. El tltimo paso
para verificar que esto es cierto, es invertir las relaciones y encontrar p, 8, ¢1, ¢ en términos
de q1, 2, p1,p2 de forma que podamos hacer el pullback de la forma simpléctica (0.4) y
obtengamos una matriz de la forma

0 0 10

0 1
W= (0.32)

—1 00

0 -1 00

Para ello, encontramos las relaciones inversas dadas por
p = D1, ¢1 = 4q:(1 + cosh py) (0.33)
6 = arccos [cospa(1 + 7] (0.34)
4
Gy = ——2 (0.35)
sin py

sustituyendo esto en (0.4) con los diferenciales correspondientes, obtenemos (0.32).
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Apéndice C
Matrices de densidad reducidas

La traza de un operador A representado por una matriz A expresado en una base |a’) se
define como

TrA =) (d'|Ald). (0.1)

Operacionalmente, esto equivale a sumar los elementos diagonales de la matriz. Por ejemplo,

para una matriz de la forma
a b
A= , 0.2
o) 02

TrA = (;) <Z Z) (1 0)+ (?) (Z Z) (0 1) =a+a. (0.3)

Para hacer la operacién de traza parcial en uno de los subsistemas (considerando un sistema
compuesto bipartito), tenemos que hacer el mismo procedimiento con los elementos de la
base del subsistema sobre el que se desea hacer la traza parcial. Por ejemplo, para una
matriz de dimensién 4 correspondiente a una matriz de densidad para un sistema bipartito
compuesto por dos particulas de spin 1/2:

se tiene

P11 P12 P13 P4
P21 P22 P23 P24
P31 P32 P33 P34
P41 P42 P43 Pad
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se tienen como elementos de base en el espacio de la particula 1:

()6

y en el espacio de la particula 2:

=01 l)-

o O O =
o = O O

o O O =
o O = O
S
no
I
/N
(e}

—_
N~
&
O
o =
_= O
~—

Dicho lo anterior, se tienen las matrices de densidad reducidas

p1 = Trap = b pby + b3 pby = (

p2 = Trip = af pay + aj pag = (

107

P11 T P22
P31 + Pa2

P11+ P33
P21 T P43

P33 1 Pag

P13 + /724>

) |

P12 + P34
P22 + Pag

o = O O

o O = O

_ o O O

(0.5)

(0.6)

(0.8)
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