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Introduccion

Algunos de los fenémenos mads interesantes de una teoria fisica suelen ser aquellos
que, irénicamente, la misma teoria aislada no puede explicar, o bien resultan, si no se
les mira con el suficiente cuidado, paraddjicos, ya que es en estos problemas que pueden
encontarse nuevas conexiones o ideas que enriquecen el quehacer cientifico. La paradoja de
Klein podria (discutiblemente) entrar en esa categoria. Una vez que una teoria fisica nueva
entra en escena, suele transcurrir muy poco tiempo para que los cientificos establezcan las
limitaciones en que dicha teoria puede ser vélida. Entre otras tantas (por no decir todas)
ocurrié asi con la ecuacion de Dirac, que por un lado ampliaba el alcance de la mecanica
cuantica para incluir efectos relativistas, y a su vez era problemética en cuanto a la
interpretacion, pues predecia resultados desconocidos que generaron mucho interés. Un
tipo de problemas discutidos muy comunmente en la mecanica cuéntica son los problemas
de dispersién. La idea es, en esencia, preparar los estados de un conjunto de particulas de
una manera especifica (determinando asi, por ejemplo, un intervalo de valores del impetu
que estas particulas han de poder tomar), para que estas se muevan con una energia y
direccion determinada, y asi producir colisiones entre ellas o ver como se comportan bajo
la accion de una fuente externa. Ambas situaciones modificaréan los estados finales de una
forma muy singular, por lo que se pueden concluir ciertas propiedades fundamentales de
la interaccion entre particulas o bien de la naturaleza misma de la fuente externa. En 1929

Klein planteé un problema de dispersion usando la ecuacién de Dirac, el cual consiste en



“lanzar” electrones hacia un potencial electrostatico repulsivo, cuya energia superase la
energia en reposo de los electrones, tal potencial habria de tener la forma de un escaldn,
i.e., si el problema se piensa unidimensional, entonces el potencial ha de ser nulo en todo
punto desde —oo y hasta una cierta distancia, a partir de la cual toma un valor constante
y nunca se vuelve a anular. Lo que Klein concluyd, es que para un determinado rango
de energia de lo estados iniciales, ocurria un efecto paradojico, pues el andalisis tedrico
mostraba que los estados finales penetraban el potencial electrostatico casi perfectamente
(para valores muy grandes del potencial), siendo que dicho potencial es repulsivo para
electrones y extendido en una regién virtualmente infinita, aquel resultado se le otrogd

el nombre de “la paradoja de Klein”.

El planteamiento tedrico del problema resulta relativamente sencillo, y a lo largo
de muchos anos se derralloraron discusiones al respecto introduciendo conceptos de la
teoria de agujeros y culminando con una respuesta mas satisfactoria dentro del contexto
de la electrodindmica cudntica (QED por sus siglas en inglés), sin embargo, la dltima
palabra es siempre de la naturaleza, y para ello habrian de elaborarse experimentos que
mostraran evidencia concluyente de cual es el camino més apropiado a seguir. Si bien
el planteamiento tedrico de la paradoja de Klein no es del todo realista para un modelo
experimental, el problema mas importante resulta de nuestra limitacién tecnolégica para
producir un potencial con las caracteristicas necesarias. Lo anterior es cierto en tanto que
se realice el experimento en el vacio, sin embargo en 2004 se demostroé la existencia estable
de una estructura bidimensional de atomos de carbono, el grafeno. La importancia de
este descubrimiento (para los objetivos de este trabajo) es que los portadores de carga
en dicho material obedecen una ecuacién tipo Dirac, y ademds tienen una masa efectiva
nula, por lo que, en teoria, la més minima diferencia de potencial en el grafeno habria de
producir, bajo las condiciones apropiadas, un efecto andlogo al de la paradoja de Klein,

por supuesto, en el contexto del estado sélido. Esta caracteristica le otorga, al grafeno,



una excelente conductividad eléctrica, y a su vez nos lleva a pensar en el problema de
Klein como un problema de confinamiento.

Un potencial electrostatico no es particularmente bueno restringiendo la existencia de
estados de dispersién fuera de la regién en que este actia, pero podrian existir potenciales
de otra naturaleza que si lo hagan, es decir, potenciales que no presenten la paradoja de
Klein. Por lo tanto el efecto estudiado hace mas de 90 anos por Klein puede ser de utili-
dad como una primera prueba que ha de superar cualquier fenémeno fisico que infiera el
confinamiento de particulas descritas por una ecuacion cuantica relativista o andloga. Dos
de estos fenémenos son el modelo quiral de bolsa para el confinamiento de quarks y el de

interaccién nucleén-nucledn, en los que se esperaria que la paradoja de Klein no sucediera.

Este trabajo tiene como objetivo construir las bases para el estudio de la paradoja de
Klein desde una perspectiva sencilla e inmediatamente relacionable con las “aplicaciones
modernas” mencionadas en parrafos anteriores, por lo que se ha optado por omitir la
descripcion mas formal y moderna en el contexto de QED, en favor de una versién mas
ligera en términos de la teoria de agujeros, de manera que siempre se ha de tener en
mente las limitaciones de esta descripcion. Asi pues, el trabajo estd organizado de la
siguiente manera: El capitulo 1 tiene como objetivo introducir algunos de los conceptos
bésicos mas relevantes para el estudio tedrico de la paradoja de Klein, asi como analizar
el problema andlogo al de Klein en un contexto no relativista usando las ecuaciones de
Schrodinger y de Pauli, para ello se opta por un camino singular, que esté relacionado
con visualizar el problema como uno de confinamiento (en el sentido que se define en
ese mismo capitulo). Para el capitulo 2 se presentan esencialmente los mismos problemas
que en el capitulo 1, pero ahora usando el formalismo de la matriz de dispersién en una
dimension, lo que otorga especial énfasis a la forma de las soluciones antes y después de la

interaccién con un potencial determinado. Es importante senalar que estos dos capitulos
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podrian ser omitidos por el lector ya familiarizado con los problemas de dispersion en la
mecanica cuantica no relativista, sin embargo son de mucha utilidad y autoreferenciados
para el desarrollo de los capitulos posteriores. Respecto al capitulo 3, se presenta a grandes
rasgos la ecuacion de Dirac, poniendo especial cuidado en las diferencias que presenta
respecto a la ecuacién de Schrodinger (y de Pauli), asimismo se analiza formalmente el
problema del que surge la paradoja de Klein, y se discute con detalle las implicaciones
fisicas de tal paradoja en este contexto. En el capitulo 4 se busca dar una explicacion,
primero a las soluciones de energia negativa que surgen naturalmente de la ecuacion de
Dirac, para posteriormente dar una explicacién a la paradoja de Klein. Para lo anterior,
se recurrird a la teoria de agujeros y a la reinterpretacion de las soluciones de energia
negativa mediante el uso de las transformaciones de paridad, conjugaccién de carga e
inversion temporal. Se continuara con una discusién extensa sobre como entender, en
este contexto, la paradoja de Klein, con el objetivo de remover la nocién de “paradoja”
a este fendmeno fisico. El capitulo 5 comienza con una breve introduccién sobre algunas
de las caracteristicas principales del material conocido como grafeno, el cual, conforme
se desarrolla en el capitulo, presenta un medio particularmente til (y talvez tinico) para
estudiar experimentalmente la paradoja de Klein de una manera razonablemente sencilla.
Por lo que se presentan algunos detalles tedricos de los experimentos ya realizados en
esta direccién, asi como su explicacién fisica. Por 1ltimo, en el capitulo 6 se discute
brevemente la idea de potenciales de confinamiento, en particular se presenta y estudia,
en cierta medida, un potencial pseudoescalar, y en como relacionar la fisica de la paradoja

de Klein con la “capacidad” de confinamiento de este potencial.



Capitulo 1

Mecanica cuantica no relativista

La mecénica cuantica es indudablemente una de las teorias fisicas mas exitosas de
los ultimos 100 anos, las primeras decadas del siglo XX fueron el escenario de su auge,
y con ello el de una revolucién en el pensamiento cientifico y filoséfico [1-3] que ha mol-
deado enormemente nuestro mundo moderno. Los fundamentos matematicos de la teoria
[4] resultan fascinantes, aunque impracticables de manera exhaustiva para este trabajo,
por lo que este capitulo solo pretende tratar con cierto detalle algunos formalismos de la
teoria, asi como dar una solucién a un problema muy concreto, el del escaléon de potencial

(electrostético).

Fue en la década entre 1920-1930 que la mecanica cuantica realmente empezd a tomar
forma propia, alejandose cada vez mas de ciertas nociones de la mecédnica clésica, una
de las formas que tomé (quizd la més popular hasta la fecha) es la llamada “mecénica

ondulatoria”, que esencialmente se puede resumir en la ecuacién de Schrodringer [5, pp.

1-2]:
Hip(Z,t) = m%qp(f, t). (1-1)



Esta es una ecuacién diferencial parcial para ¥ (Z,t), a quien se le conoce como la
“funcién de onda”, la cual es una funcién compleja del tiempo (¢) y de todos los grados
de libertad de un sistema particular () que describe toda la informacién que se puede
conocer sobre dicho sistema. La solucién puede ser encontrada! una vez establecidas las
condiciones iniciales y dando la forma explicita del Hamiltoniano (FI ). Como cualquier
teoria fisica, la mecanica cuantica no relativista parte de una serie de principios, conocidos
usualmente como postulados de la mecanica cudntica [6, pp. 2-3], uno de ellos establece
que la evolucién temporal de un sistema fisico esta dado por la ec. (1-1).

Consideremos ahora la ec. (1-1) en una dimensién, en la representacién de coordena-
das?. Se puede escoger, sin pérdida de generalidad, sobre el eje z, por lo que el problema
unidimensional mas sencillo a tratar es el de una partilcula libre, cuyo Hamiltoniano tiene
la forma H = p? /2m, con p — —ihd/0z. Esto es en analogia al formalismo de Hamilton
para la mecanica clédsica, en el que si el Hamiltoniano no tiene dependencia explicita
temporal, entonces este representa la energia total del sistema en cuestion, por lo que el
Hamiltoniano Hy = p®/2m representa la energia cinética de una particula libre de masa
m.

Este tipo de soluciones (de particula libre), cuya forma matemética explicita se ana-
lizard con mas detalle en la siguiente seccion de este capitulo, serd particularmente 1til,
sobre todo cuando se defina la matriz de dispersién (la matriz S), puesto que los estados
de dispersion pueden ser apropiadamente descritos por dichas funciones para tiempos
anteriores y posteriores al proceso de dispersion.

Supdngase que se busca confinar electrones libres en cierta region del espacio, se puede
simplificar el problema a una dimensiéon mediante el arreglo experimental apropiado y

considérese que se puede medir la posicion de los electrones a cualquier distancia del eje

I Existe un cierto rango limitado de problemas para los cuales se puede encontrar una solucién analfti-
ca, y en muchos casos se opta mas bien por una solucién numérica.



en cuestion (por ejemplo el eje z), confinar electrones en cierta regién del espacio significa
entonces, en el contexto de este trabajo, que si los electrones se mueven libremente, por
ejemplo desde —z hacia 4z, entonces existe una distancia zy a partir de la cual ya no
es posible detectarlos®. Existen muchas sutilezas al respecto, las cuales seran discutidas
a lo largo del capitulo, en primera aproximacion se optara por un modelo tedrico muy
simplificado, que permitira desarrollar las nociones fisicas méas béasicas para el desarrollo

de este trabajo.

1.1. Escalén de potencial

Para confinar electrones en cierta region del espacio debe existir algun tipo de in-
teraccion entre los electrones y alguna fuente externa, de otra forma los electrones se
propagaran libremente en todo el espacio. Ya que no es del interés de este trabajo pro-
ducir estados ligados, se considerara un potencial electrostatico externo repulsivo para
los electrones, con lo cual el Hamiltoniano ya no serd, para todo el espacio, el de particu-
la libre, sino que habra que considerar un término de interaccién para la region en la
cual actia el potencial. Dicho término se puede agregar al Hamiltoniano teniendo en
cuenta que un potencial electrostatico externo se acopla, con un electrén, de la forma
ep(z) = V(z). Ahora, para simplificar el problema considérese que los electrones libres
han de confinarse a la regién z < 0, entonces el potencial electrostratico debera actuar
en una regién “semi-infinita” (para todo z > 0) del espacio?, dicho problema es conocido
como el escalén de potencial y sera tratado como un problema de dispersién.

Para esto consideraremos que existen electrones propagandose libremente en cierta

region del espacio, desde z = —oo (lo cual es una manera de decir que se encuentran tan

3Serfa mas apropiado decir que la probabilidad de detectar electrones a partir de tal distancia es tan
pequena que es despreciable.

4M4s adelante se discutird brevemente que es lo que habria sucedido de haberse considerado una
barrera de potencial de ancho finito.



lejos que no interactian con el potencial), hasta que se encuentran con el potencial elec-

trostatico, como se muestra en la siguiente figura: Ya que se desea confinar los electrones

V(z)
A

Vo

AVAS

-

Figura 1-1: Escalén de potencial con 0 < Vy < 2mec? para un electrén incidente desde
—o0 con energia F > 0

en la region izquierda al origen z = 0, como se muestra en la figura 1-1, el potencial

electrostatico es tal que:

0 si 2<0
V(z) =

Vo si 220

Este problema es muy conocido y suele ser resuelto a detalle en libros introductorios de
mecanica cuantica, de manera que en esencia se busca resolver la ecuacion de Schrodinger
de la forma:

OYn(z,t) n* o

donde m es la masa del electrén y el subindice n indica la solucién para cada regién (i.e.

n = {LII} segun la figura 1-1).
Proponiendo una solucién factorizable de la forma 1, (z,t) = Z,(2)T,(t), se obtiene
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el par de ecuaciones:

_dT,(t)
ih=2= = BT, (1), (1-3)
K2 dQZn(z)
— V(2)Zu(2) = EZy(2) . (1-4)

La solucién para la ec. (1-3) es; T,(t) = T(t) = Ce " = Ce ! con C alguna
constante de normalizacion, y esta ecuacion es valida para ambas regiones, por lo que se

ha eliminado el subindice n.

Nos resta ver la forma de la solucién para z en cada region, observemos que para la

regién I, V(z) = 0, y haciendo k? = 2mE/Rh?, la solucién méas general es de la forma:

ZI(Z) = AIeikz + Bleiikz . (1—5)

Ahora bien, es necesario interpretar fisicamente las soluciones para darles sentido,
dada la forma de la funcién T'(t), y de la ec. (1-5) vemos que e ““*=#2) representa una
onda plana viajando de izquierda a derecha, mientras que e *“*+*2) una onda plana

viajando de derecha a izquierda [5, pp. 59-60].

De esta forma, para la regién I asociamos al coeficiente A;C' = Z como la amplitud
de la onda incidente, de la que tenemos control experimental (y suele ser conveniente

normalizar a 1), mientras que el coeficiente BjC' = R serd la amplitud de la onda reflejada.

Por tanto, la solucion para la regién I queda expresada por la funcion:

di(z,t) = e (T 4 Remik?). (1-6)

En cuanto a la forma de la solucién para la regién II, de la ec. (1-4) y haciendo

9



q* = 2m(E — V) /h? se obtiene la ecuacién:

_ Cl2ZH(Z)

P 2 (z). (1-7)

Aqui se pueden observar 2 casos, el primeroessi0 < Vy < Eyelotroes0 < E < Vj.

Para el primer caso, se obtiene que ¢? > 0, de manera que la solucién es de la forma:

ZH(Z) = AHeiqz + BHB_iqz . (1—8)

De nuevo para darle sentido a las soluciones y usando el andlisis que se hizo anterior-
mente con la forma de las soluciones T'(t), dado que e~*(“*+92) representa una onda plana
viajando de derecha a izquierda, hacemos BjC' = 0 pues no existen ondas incidentes
desde z = 400 en la regién 11, por otro lado, haciendo e indentificando a A;;C' = T como
la amplitud de onda transmitida, entonces la solucién para 0 < V) < E queda descrita
por:

’(,DH(Z, t) = €_ith€iqz . (1—9)

Para el segundo caso, se tiene que 0 < E < V;, por lo cual ¢*> < 0, de esta forma

basta con sustituir ¢ — i|¢| en la ec. (1-8) para obtener la solucién general:

ZH(Z) = AHG_‘q‘Z + BH€|Q|Z . (1-10)

Observemos ahora que la ec. (1-10) debe ser valida para todo z > 0, y la funcién
de onda para todo z debe ser cuadraticamente integrable, es evidente entonces que se

requiere que By = 0, con lo cual la funcién de onda en la regién II es:

IpH(Z, t) = e—ith€—|q|z . (1—11)

10



1.2. Coeficientes de Transmisién y Reflexién

Como ya se ha senalado se requiere que las soluciones obtenidas, si han de representar
el estado de una particula, sean cuadraticamente integrables, a excepcién de la ec. (1-11),
las soluciones obtenidas no lo son, de manera que por si mismas no son funciones de onda
aceptables. Existen por lo menos 2 maneras de evitar tal dificultad, una de ellas es si se
trabaja con la corriente de probabilidad (la segunda se discutird en la siguiente seccién),

la cual esta definida por la ecuacion:
7= (groy - pvy) (1-12)
© 2mi ‘

Consideremos ondas planas de la forma 1% (z) = Ae*** usando dichas funciones en
la ec. (1-12), se obtiene que J* = £|A|?hk/m, la cual representa un flujo de particulas
viajando en la direccién +z respectivamente, para k > 0 y de masa m.

Ahora, dado que la ecuacién de Schrodinger cumple una ecuacién de continuidad?®,
usando las ecs. (1-6) y (1-9) para calcular la corriente de probabilidad (ec. (1-12)), se
puede notar que dicha corriente es independiente de la posicion, lo cual implica que la
corriente debe ser la misma para todo z. Dicho de otra forma, la corriente en la region I
es la misma que la corriente en la regién II, lo cual queda expresado por la ecuaciéon:

Jo o Jg = (T - [RP) = T = gy (113)

Observemos que Jr < 0, mientras que Jz, J; > 0, por lo que la primera representa
un flujo hacia —z, mientras que las dos segundas un flujo hacia +z. Se puede entonces
re-arreglar los términos de la ec. (1-13) como Jr = —Jg + J7, lo cual, en términos de la

direccién en la que viajan, nos dice que la corriente de probabilidad de particulas refle-

5% +V-J =0, con p=)*, véase por ejemplo [9, pp. 35]
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jadas mas la corriente de probabilidad de particulas transmitidas, debe ser exactamente

igual a la corriente de probabilidad de particulas incidentes.

Usando las condiciones de continuidad de la funcién de onda y su derivada. Para el

primer caso 0 < Vj < E, del par de ecs. (1-6) y (1-9):

Pi(z=0)=Z+R = T =¢u(z=0), (1-14)

w1/<2 = 0) = Zk(I — R) = zq’T = wnl(z = 0) .

A partir de lo cual se obtiene:

R:I(k_q>, (1-15)

k+q

T=1 (kz—fq) . (1-16)

Por tltimo, usando las ecs. (1-13), (1-15) y (1-16), definamos los coeficientes; r =
|Jr/Jz| (de reflexién) y t = |Jr/Jz| (de transmision), que por lo tanto indican la fraccién
de la onda reflejada y transmitida respectivamente, dando asi la interpretacion fisica
de las soluciones encontradas ain cuando estas no son propiamente cuadraticamente

integrables.

Notemos que; r < 1,t <1y r+t =1, esta tltima es una manera de reescribir la ec.
(1-13), mientras que las desigualdades nos dicen que no podemos tener mas particulas

reflejadas o transmitidas que aquellas que estamos haciendo incidir desde z = —c.

Ahora bien, veamos que cuando E >> Vj entonces ¢ ~ k, con lo que, de las ecs.
(1-15) y (1-16) se tiene que r ~ 0 y t =~ 1, es decir, no hay reflexién, la transmisién es
total, la particula practicamente no se percata de que existe el potencial electrostatico

siempre que su energia cinética sea mucho mayor que la del potencial.
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Claramente este caso resulta sin sentido si lo que se busca es confinar particulas en
cierta regién, ya que se podria decir, en términos més “clasicos”, que las particulas tienen
mas energia de la que puede contener el potencial.

Respecto al segundo caso, en donde 0 < E < V{, aqui basta con que nuevamente se

realice la sustitucién ¢ — i|g| en las ecs. (1-15) y (1-16), de lo que se obtiene:

k—i!fﬂ)
R=1T , 1-17
(kﬂ'\CJI (1-17)

T:I( 2k ) (1-18)

k+ilq|

En este caso observemos que se satisface r = 1, lo cual se puede verificar si se calcula
la corriente de probabilidad, pues la corriente en la regién II es 0 (jsiempre que la parte
espacial de las funciones de onda sea real, la corriente de probabilidad sera 0!), y por
tanto:

hik hik
Jr=—|I = —|R] = —-Jr. (1-19)
m m

Es decir, ahora la reflexién es total, sin embargo el coeficiente T no es 0 (pero Jr = 0),
y resultaria bastante relevante para una barrera finita. Es esta la razén por la que desde
un inicio se consideré un escaléon de potencial y no una barrera, ya que esta tultima da
lugar al bien conocido efecto tunel [5, pp. 76], un efecto que contrasta enormemente con
lo que se esperaria de la mecdanica clasica.

Por otro lado, la eleccién del escalon potencial electrostatico repulsivo puede parecer
aceptable para confinar electrones hasta el momento, pero el hecho de que el coeficiente
T no sea exactamente 0 jimplica que existe una probabilidad distinta de 0 de encontrar
a la particula en la regién II, por lo menos hasta una distancia z > 1/|q| a partir de la
cual sea practicamente despreciable?. Para analizar tal situacién, es necesario considerar

una aproximacion mas ‘realista” a lo que experimentalmente se puede realizar, y para
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ello habré que considerar con mas cuidado la produccién de los electrones asi como la

del campo eléctrico.

1.3. Paquetes de onda y desfasamiento

Considérese la ec. (1-17), ya que el coeficiente R es proporcional al cociente de 2
nimeros que son complejos conjugados uno del otro, la ecuacién puede ser reescrita y

simplificada usando la forma polar de tales nimeros complejos, de lo que se obtiene:

lq| + ik
q| — ik

0 = arctan (£> = arctan L
lq| Vo—E

Y por tanto la ec. (1-6) puede ser reescrita como; ¥y(z,t) = e W (e** — ei2ek),

R=-1

—Te'; (1-20)

Ahora, como se comentd en la seccién anterior, existe el problema de que la solucion
en la regién I no es cuadraticamente integrable, una onda plana por si misma no es nor-
malizable en todo el espacio, pero se puede construir un paquete de onda, superponiendo
ondas planas, que si lo sea. Esta descripcién tiene la ventaja de que representa con ma-
yor precision lo que sucede fisicamente, pues ninguna manera de preparar el estado incial
puede crear un eigenestado exacto del impetu. Para generar nuestro paquete de ondas
a partir de las soluciones de la region I es necesario considerar una funciéon que repre-
sente la distribucién de los valores del impetu de las particulas en el paquete de onda,
a dicha distribucién la llamaremos ¢(k), la cual es tal que es practimente nula en todo
punto, excepto en una vecindad de algin punto kg (ver figura 1-2), cuyo valor representa
la energia con que buscamos hacer incidir las particulas segtin la relacion de dispersion

obtenida en la seccién 1.1.
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Figura 1-2: Distribucién del impetu de las particulas en el paquete de ondas.

Asi pues, resulta mas practico construir los paquetes individualmente, es decir uno
que represente el paquete incidente y otro el reflejado, los cuales se obtienen de la super-
posicion de las eigenfunciones de la energia, cuya amplitud en el espacio k esta dada por

la distribucién ¢(k) y descrita por las ecuaciones:

Vr(z < 0,4) = / dle(k)Teitkz—) (1-21)

Yr(z < 0,1) = — / dk(k)Te!(Th—wt=20) (1-22)

La dinamica de tales paquetes puede entenderse de manera simplificada mediante
la aproximacion de fase estacionaria, el argumento (sin rigurosidad matemadtica) es el
siguiente. Observemos que si nuestra distribuciéon de impetus es parecida a la mostrada
en la figura 1-2, bésicamente las unicas contribuciones a las integrales de las ecs. (1-21)
y (1-22) debe estar en una vecindad del punto kg, dado que las funciones de onda plana
son funciones oscilantes, podria suceder que las contribuciones se anulen totalmente,
para que esto no suceda ha de cumplirse que el argumento de dichas funciones no varie

rapidamente alrededor del punto kg, dicho de otra forma, sea p(k) = kz — w(k)t, la fase
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de la onda, entonces la contribucion total del paquete no es nula siempre se cumpla que:

dp(k)l  dw(k)| |,
= kot—O. (1-23)

Usando las ecs. (1-21) y (1-23), entonces:

_ Dko,,

m

z (1-24)

Dicha ecuacién es vélida para ¢ < 0 segin la ec. (1-21), mientras que para t > 0 no
satisface la aproximaciéon de fase estacionaria, con lo que la contribucién es basicamente
nula. Para t — 07, el paquete se desplaza hasta alcanzar el potencial en z = 0 en donde
ocurre el proceso de dispersion.

Por otro lado, de las ecs. (1-22) y (1-23):

o= IR0 onsimy). (1-25)

m

Por lo que la ecuacién es valida solo cuando t > 2k (E), es decir, el paquete de
ondas incidente alcanza la barrera para ¢ = 0, sin embargo no comenzard a moverse
hacia —z sino hasta que t supere el valor 2hd'(F). Existe entonces un “retraso” en el
paquete de ondas reflejado, o dicho de otra forma, un desfasamiento, que para un proceso
de dispersion es de gran ayuda para determinar (si se desconoce) el tipo de potencial
involucrado.

Por iltimo, observemos que las ecs. (1-19), (1-24) y (1-25) comparten el factor hk/m,
dicha cantidad definida en la ec. (1-23) es la llamada “velocidad de grupo”, y relaciona
directamente el modelo simple de onda plana con el modelo mas “realista” de paquetes
de onda. El resto de los resultados fisicos reelevantes para este trabajo son esencialmente

iguales en ambos casos, pero resultan méas simples de tratar en el primer modelo.
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Si lo que se busca es tomar un modelo més aproximado a la realidad, existe ain
el detalle del escalén de potencial electrostatico, producir un campo eléctrico con tal
discontinuidad es técnicamente irrealizable®, el campo eléctrico ha de crecer de manera
suave hasta el valor deseado. Supéngase que el potencial eléctrico alcanza el valor deseado
hasta una distancia d, como se muestra en la figura 1-3. De manera que un paquete de
ondas con energia alrededor de algin valor 0 < F < Vj puede localizarse en la region
z > 0, y con ello, la idea de confinar electrones mediante un potencial electrostatico
escaléon, se ha perdido. ;Cémo podemos asegurarnos que esto no suceda?, para que el
paquete y por tanto los electrones puedan ser localizados con certeza en la zona z > 0,
dicho paquete ha de localizarse, como minimo, con tanta precision como una longitud
de onda de Compton del electrén (A. = h/mc) en la zona z > 0, esto quiere decir que
si se logra producir un campo eléctrico con el valor apropiado en una distancia d ~ A,
entonces los paquetes de onda “no tendrian el suficiente espacio” para concluir que los
electrones se encuentran més alla de la zona z > 0. Pero para que esto suceda, el campo
eléctrico ha de crecer muy abruptamente en una distancia muy corta y con ello creamos
otro problema, pues cuando esto sucede, el potencial electrostatico debe crecer mas alla
del valor 2mc?, por lo que es necesario tener en cuenta los efectos no solo cuénticos sino

también relativistas del problema.

STampoco es realista pensar que el potencial existe en una regién “semi-infinita” del espacio, pero
esto se puede aproximar considerando que existe en una regién lo suficientemente grande, de manera
que el tunelaje sea despreciable.

17



t z
—d—>

Figura 1-3: Representacién grafica mas aproximada a la realidad de como se veria un
escalon de potencial electrostatico en el laboratorio.

1.4. Ecuacion de Pauli

La ecuacion de Pauli serda de gran importancia antes de abordar el problema relati-
vista, pues resulta que existe una correspondencia entre esta ecuacién y la de Dirac en
el limite no relativista, ademads, es una generalizacién de la ecuacién de Schrodringer,
pues agrega la observable de espin del electrén, que el formalismo de Schrodinger ignora
parcialmente y solo puede ser introducido, en este contexto, como una hipdtesis ad hoc

para dar origen al formalismo de Pauli [7, pp. 168-172].

Para representar este grado de libertad adicional, se suele usar la notacién de un
espinor de dos componentes introducida por W. Pauli (1926), el cual puede ser expresado

CO1mo:

= , (1-26)
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1= : (1-27)

Las ecs. (1-26) y (1-27) representan la componente con “espin arriba” y “espin abajo”
respectivamente, en alguna direccién dada. Otro detalle muy importante para completar
el formalismo y que ademés serda absolutamente necesario de aqui en adelante, sobre
todo para la ecuacién de Dirac, son las matrices de Pauli, las cuales seran definidas de la

siguiente forma:

(1-28)

Q
8
[l
Q
<
[l
Q
N
Il

Se puede entonces escribir la ecuacién de Pauli, para un electrén en interaccién con
un campo electromagnético externo de la siguiente forma:
+ -
1 (8 o (¥

— (G- (F—ed))? + e = ih— , (1-29)
2m - ot b

donde A y ¢ representan al potencial vectorial y escalar respectivamente.

Por supuesto que para resolver un problema particular usando la ecuacion de Pauli,
en principio se debe indicar la forma explicita de los potenciales, dar las condiciones
iniciales y encontrar las 2 componentes del espinor siguiendo los mismos pasos que para
la ec. de Schrodinger, es decir, de cierta forma podria pensarse como resolver 2 ecs. de
Schrédinger (una por componente espinorial), que en el caso més general podrian estar

acopladas.

Es importante notar que en el caso de que el electrén no interactiie con un potencial
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externo, se obtiene nuevamente una solucién de particula libre, cuyo Hamiltoniano es,
en esencia, el mismo que el de particula libre en Schrodinger, puesto que es facil probar
que (¢ - p')? = p’% Dado el analisis realizado en las secciones anteriores de este capitulo,
resulta notable el hecho de que las soluciones de onda plana, bajo la interpretacion
adecuada, resultan mas sencillas de trabajar y conducen a resultados fisicos apropiados.
En el capitulo 2 se discutirda mas al respecto, por ahora y en el resto de este capitulo, se
trabajara mediante esta simple aproximacion.

Teniendo en mente las “nuevas reglas” de este formalismo, se procederd a calcular
explicitamente la forma de las soluciones para el mismo problema del escalén de potencial
electrostatico. La incognita que se desea entonces resolver en lo que resta del capitulo, es

si el espin puede modificar el resultado obtenido en el caso de la ec. de Schrédinger.

1.5. Escalén de potencial para una particula con espin

Considérese la misma situacién de la figura 1-1 con la misma forma del potencial
V(z), y en este caso, como agregado necesario a la ecuacién de Pauli, se tomara el espin
hacia arriba en la direccién +z para la particula incidente, de tal forma que la ecuacién
de Pauli para el problema tiene la forma:

+ +
o oV [een) o feien) )

= h—
2
2m 0 vazt)) P\

Analogamente que en la ecuacién de Schrodinger, se divide el problema en 2 regiones
como se observa en la figura 1-1, por lo cual n = {I,1T}. Realmente las ecuaciones guardan
gran similitud, por lo que el analisis del problema resultara parecido al de la ecuacién de
Schrodinger.

Se propondré nuevamente una solucién factorizable como ¥ (z,t) = T=(t)ZE(2),
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por lo que se puede separar la ec. (1-30) en un par de ecuaciones con las variables
independientes z y ¢, de manera que se obtienen un par de ecs. parecidas a (1-3) y (1-4),

las cuales son:

wd [TEO) _ (1) L
W\ o) T (1)
B 271_ dd_ ZE Ly [0 p [#6 L
Ma=\ Z(z) Z7 () Z7 ()

La solucién de la ec.(1-31) estd dada por TE(t) = T%(t) = CFe #Ft = CFe ™t que
es vélida para ambas regiones, con CF ctes.
Para resolver la ec. (1-32)), nuevamente se separa el problema en dos regiones. La

solucién en la region I es la de particula libre, haciendo k? = 2mE/h? se obtiene:
i 0 " e
e "+ e 4+ e ", (1-33)

Para entender la fisica de las soluciones, basta con recordar lo realizado en secciones
anteriores. Usando asf la forma de las funciones T*(t) y la ec. (1-33), se interpreta el
primer término de la suma, salvo constantes, como una particula de espin arriba en la
direccion +z viajando de izquierda a derecha, el segundo término es analogo, excepto que
viaja de derecha a izquierda, el tercer término representa una particula de espin abajo
en la direccion +z que viaja de izquierda a derecha, y el dltimo término, andlogo que el
tercero, excepto que viaja de derecha a izquierda.

Por la interpretacién fisica antes mencionada, es claro que, por lo menos el tercer
término no puede existir, ya que de las condiciones iniciales, se impusieron particulas
incidentes de espin arriba en la direcciéon +z, con lo cual A; = 0. En cuanto al dltimo

término, en la siguiente seccién se probara que si se mantiene distinto de cero, al imponer
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las condiciones de frontera para la ecuacion de Pauli, se llega a una contradicciéon. Por lo

cual, de momento se conservara este término.

Por tiltimo, asociemos Z+ = CT A", que representard a la amplitud de la onda inci-
dente con espin arriba, mientras que R* = C* B a la amplitud de la onda reflejada con
espin arriba, y R~ = C~ B; la amplitud de la onda reflejada con espin abajo, con lo que

el espinor de la regién I toma la forma:
, . , 1 , , 0
¢I(Za t) — 6—zwt (I+ezkz 4 R—i-e—zch) + e—zth—e—zkz ) (1_34)

Antes de continuar, observemos que esta ultima ecuacion tiene exactamente la misma
forma que la ec. (1-6), excepto por el tltimo término y por tanto, seria razonable pensar
que las soluciones sean andlogas a las encontradas en las ecs. (1-9) y (1-11) , excepto
por algin término adicional con espin abajo, lo cual podria, al calcular los coeficientes
de transmisiéon y reflexién, llevar a un resultado distinto, de manera que la eleccién de
un potencial electrostatico, para confinar electrones en una region espacial, podria verse

nuevamente en problemas.

Lo siguiente es analizar la situacién en la regién I1, para la cual se hard ¢* = 2m(E —
Vo)/h?, ademds, como primer caso, se tomaré aquel con E > V;, con lo cual ¢* > 0, y la

ec. (1-32) se puede resolver para obtener la solucién general:

;E iqz BE —iqz 0 iqz 0 —iqz
Zn(z) = '’ 4+ e "+ e'?’* 4 e ", (1-35)
0 0 Ay By

Cuyos términos se pueden interpretar inmediatamente, y dadas las condiciones im-
puestas al problema, por lo que es evidente que tanto Bj; = 0, como B;; = 0, ya que no

existen particulas incidentes desde z = 4o00. Por tltimo, asociando 7 = C* Aj; como la
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amplitud de la onda transmitida con espin arriba 'y 7~ = C~ A} la amplitud de la onda

transmitida con espin abajo, se obtiene la solucién:

, . 1 . 0
@UII(Z, t) — e—zwt 7'+6zqz + 7-— 6zqz ) (1—36)
0 1

Para analizar el segundo caso, donde 0 < E < Vy y ¢*> < 0, basta con hacer la
sustituciéon ¢ — ilg| en la ec. (1-35), donde nuevamente B;; = B;f = 0, pues de otra
forma la solucion diverge en z — +o00 y dicha solucién no es fisicamente aceptable. En

consecuencia, la solucion para el segundo caso toma la forma:

. 1 0
Uiz, t) = e7 Mt | THeldlz + T e ldlz . (1-37)
0 1

1.6. Transmisién y reflexiéon para una particula con

espin

Al igual que en la ec. de Schrodinger, una vez encontrada la foma explicita de los
espinores, es necesario dar una interpretacion fisica adecuada a las amplitudes asociadas.
Esto se hace imponiendo las condiciones de frontera del problema a los espinores y su

primer derivada, por lo cual, respecto al caso en que Vj < E se tiene, de (1-34) y (1-36):

1 0 1 0
Url,.o = (Z*+RY) +R” =T" +T" =tYnl,_o, (1-38)
0 1 0 1
, N N o [ (o ,
@Z)Ilzzozlk (I —R) —R = 1q T +T :¢H|z:0‘
0 1 0 1
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Con este par de ecuaciones, se puede observar que en una dimensién y bajo la accién
de un potencial electrostatico, para una particula incidente con espin bien definido, las
componentes del espinor no estan acopladas, y por tanto del par de ecs. (1-38) se obtiene
que:

It+R =TT, (1-39)
ik(ZT —RT) =iqT ™,
R =T, (1-40)
—ikR™ =iqT .

Lo anterior quiere decir que la solucién del par de ecs. (1-39) y (1-40) son indepen-
dientes, ademds observa que de (1-40) obtenemos que si R~ = T~ # 0 entonces —k = g,
lo cual es claramente una contraccion, y por tanto R~ =T = 0.

Por qué no hay cambio de espin?, la respuesta matematica se puede hallar en la
forma matricial del Hamiltoniano con potencial electrostatico escalén, el cual inicamente
consta de elementos no nulos en la diagonal, segin la ec. (1-30), pues de esta forma los
espinores no intercambian elementos y por tanto no acoplan las ecuaciones diferenciales.
La respuesta fisica serd discutida en la seccion 2.3.

Lo anterior sugiere que, si se construye un Hamiltoniano con elementos no nulos fuera
de la diagonal, se podrian acoplar las ecuaciones diferenciales, lo cual, al imponer las
condiciones de continuidad, se obtendrian amplitudes de onda no nulas para espinores
con término de espin opuesto al incidente.

Una eleccién (quizéd la mas sencilla), es considerar la interaccién con un campo
magnético uniforme externo, pues dicha interaccion agrega un término proporcional a
& B , v de la ec. (1-28), si el campo magnético apunta en cualesquiera de las direcciones

x 0 Yy, se obtiene un Hamiltoniano con elementos no nulos fuera de la diagonal, y por
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tanto acopla las componentes del espinor. Si bien no es el propodsito de este trabajo re-
solver dicho problema, esta idea resultara 1til en la secciéon 3.3, por lo que se ha incluido
un bosquejo para complementar la discusién posterior.

Regresando al par de ecs. (1-39), observa que estas son exactamente iguales a las ecs.

(1-14) obtenidas para Schrdodinger, cuya solucién es:

Rt =T+ (Z—;Z) , (1-41)
TH=I" <k2—fq> : (1-42)

El anélisis de los coeficientes de transmisién y reflexion es por tanto exactamente
andalogo que el discutido para sus contrapartes en la ecuacién de Schrédinger, por supuesto
que existe una diferencia fisica significativa por la cual merecia la pena realizar este
calculo, y es que nos da una pista de qué podriamos esperar cuando se analice la situacién
en la ecuacion de Dirac, pues como se ha visto, en principio un potencial electrostatico

no modifica la direccion de espin al dispersar una particula en el caso no relativista.
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Capitulo 2

Matriz de Dispersion

La matriz de dispersién o matriz S (S por Scattering) fue ideada inicialmente por
Wheeler [8] e independientemente por Heinsenberg [2, pp. 198-199], ya que el tratamiento

ha sido hasta ahora meramente unidimensional, considérese la siguiente figura:

) 4 ™ s
2 NS, AF, o .
Be' 7% 7% Dle'ikZ

\, o

Figura 2-1: Esquema de un potencial arbitrario en una region del espacio con 2 pariculas
entrantes y 2 salientes

En la figura 2-1 se representan 4 ondas planas y una regién del espacio en donde
existe un potencial arbitrario, para el caso unidimensional existen 2 direcciones posibles,
se definiran como “entrantes” aquellas con direccién de propagacion hacia el potencial,
mientras que “salientes” se definiran a aquellas con direccién de propagacion opuesta al

potencial. Es muy importante senalar que todas estas ondas son soluciones de particula
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libre, que en el caso unidimensional son ondas planas, las cuales suelen ser llamadas como
“estados de dispersién”, con los que se podrian construir paquetes de onda para una
aproximacién mas realista. Por tanto, se esta pensando en el problema de la dispersién

en 3 fases:

» Consideramos una particula en un estado inicial al tiempo ¢ — —oo correspondiente
a una particula en z — —o0, con lo cual se quiere decir que no existe interaccién

entre esta y el potencial, es decir, es una particula libre.

» La particula evoluciona de acuerdo a la ec. de Schrodinger (1-1), en este punto se

encuentra con el potencial, por el cual es dispersada.

= Una vez que la particula fue dispersada, el estado evoluciona a un tiempo ¢t — oo
que corresponde a una particula en z — 0o, con lo que nuevamente se quiere decir
que la interaccién con el potencial es basicamente nula y la particula se encuentra

en un estado final libre.

Resulta bastante conveniente trabajar los problemas fisicos de esta forma, pues expe-
rimentalmente la funcion de onda en la regién del potencial nos es usualmente inaccesible,
por esta razén la informacién experimental que se puede obtener es aquella que tiene que
ver con los estados iniciales y finales. Considérese el operador que nos lleva del estado
incial 1 (to) al estado final 1(t), con ¢ty < t, este es el operador de evoluciéon temporal

dado por la ecuacion:

A~

Ut to)i(to) = 9(t) - (2-1)
Se puede entonces re-escribir la ec. (1-1) usando la ec. (2-1) como:

A A

AUt to)(1o) = ih -0t 1)) (2-2)
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A partir de lo cual se obtiene que:

. d -
HU(t,ty) = ihaU(t, to) »
OH -
i S =0 = U = e atilt=to) (2-3)

Por tltimo, usando la ec. (2-3), se definird la matriz S por:

S= lim lim Ut t). (2-4)

to——0o0 t—00

Ahora, para trabajar la matriz S de una manera més practica, considérese la figura 2-
1, y de la discusién anterior, se definira que las ondas con coeficientes A y D son entrantes,
en tanto que aquellas con coeficientes B y C son salientes. Se puede entonces desarrollar
las amplitudes de onda salientes como una combinacién lineal de las amplitudes de onda
entrantes, los coeficientes de dicha combinacion lineal seran los elementos de una matriz
y asi cada elemento de ella representard una amplitud de dispersion entre dos estados

(inicial y final). Se puede expresar lo anterior mediante la ecuacién:

C 511 S12 A
= . (2-5)

B S21 S22 D

Otra propiedad muy importante de la matriz S y que es una consecuencia de la
conservacién de la corriente de probabilidad, es que la matriz debe ser unitaria.

El problema ahora radica en encontrar la forma explicita de los elementos de dicha
matriz, ya que por supuesto a cada problema fisico distinto le corresponderan distintos
elementos. Para entender més a detalle como se trabajara con la matriz de dispersion,
se considerara un caso particular, que en cierto limite y bajo ciertas condiciones fisicas,

podra ser facilmente modificado para que sea mas inmediata la fisica del problema del
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escalon de potencial en este formalismo de la matriz de dispersién. Para ello considérese

una barrera de potencial electrostatico, como se muestra en la siguiente figura:

V(z)
M
I Vo 11
E
ME[ \ 11 / § A
F4
>
-d d

Figura 2-2: Esquema para una barrera de potencial electrostatico V) de ancho 2a, centrada
en el origen y con dos particulas incidentes desde —oco y +00.

En la figura 2-2 se ha dividido la regién en 3 partes, I y III son regiones libres de
potencial, mientras que II es la regién en que actia el potencial electrostatico. Exis-
ten ademas dos particulas incidentes desde direcciones opuestas con la misma energia
incidente (menor que la del potencial Vj).

De la solucién al problema de una barrera de potencial para una particula incidente se
puede entender que, si se consideran 2 ondas entrantes en direcciones opuesta, se tendran
2 ondas salientes en direcciones opuestas, por lo cual se puede generalizar una solucién
simple para el caso en cuestién, usando las siguientes consideraciones; sea Z; la amplitud
de onda entrante desde —oo e Zy la amplitud de onda entrante desde 400, entonces:

Vi (2) = Tie™0(—(z + a)), (2-6)

7

Vi(2) = Toe *0(2 — a) . (2-7)

]
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En donde las ecs. (2-6) y (2-7) indican la onda entrante desde —oo y desde 400

respectivamente, mientras que 6 es la funcién escalén de Heaviside, que es tal que:

1 si 2>z

0 si 2/<z

De igual manera, llamemos R; y R» a las amplitudes de onda reflejadas respecto a
la onda entrante 1 y 2, asi como 7T; y 75 las amplitudes de onda transmitidas respecto a

la onda 1 y 2. Con lo cual podemos escribir:

Uo(2) = (Ry+ Ta)e™0(—(z + a)), (2-8)

Ui(2) = (Ti + Ra)e™0(2 — a). (2-9)

En este caso las ecs. (2-8) y (2-9) representan una onda saliente hacia —oo y 400
respectivamente. Haciendo entonces 71 + Ry = C'y Ry + T2 = B, usando la ec. (2-5) se

puede escribir ahora:

C S11 S12 7
= . (2—10)

B 521 S22 1,

Cuya solucién y usando la forma de los coeficientes dadas en [9, pp. 71], se obtiene

que:
Tt o 2kq
- 211
e 2kqcosh(2qa) — i(k? — ¢%)senh(2qga) ’ (2-11)
) h(2 2 2
7 (k% — ¢?)senh(2qa) + 2ikqcosh(2qa)
2, 2
g = 2 = gt SenhZ0a) (i 4 4) , (2-13)
7, (k? — ¢?)senh(2qa) + 2ikqcosh(2qa)
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75 —2iq 2]{?(]
— 12 _ i . 214
522 7, ‘ 2kqcosh(2qa) — i(k? — ¢?)senh(2qa) (2-14)

Soluciones que por supuesto cumplen con la unitariedad de la matriz S, pues usando

las ecs. (2-11)-(2-14), y definiendo:

* *
11 Sa21

St = = S55T=1. (2-15)

* *
S12 Sog

2.1. Matriz de dispersién para un escalén de poten-

cial

Una vez resuelto un caso, de alguna forma mas general que el del potencial elec-
trostatico escalon, se puede entender mas facilmente el por qué y como de los coeficientes
de la matriz S en el problema del escalon de potencial.

Para empezar, se usaran las soluciones encontradas en la seccién 1.1, y es importante
senalar que se trabajarda con el caso en que 0 < E < Vj, pues es la regién que nos
interesa. Por lo tanto, la solucién en la regién en que actia el potencial esta dada por
la ec. (1-11), la cual representa una funcién decreciente, al contrario de una funcién
oscilante caracteristica de los estados de dispersién segun han sido definidos, esto implica
que existe una unica onda saliente, que junto a la onda entrante estan expresadas en la

ec. (1-6), y se pueden escribir como:
vi(z) = Ze™0(~2), (2-16)

Vo(2) = Re*20(—2). (2-17)

Con esto se puede escribir la ec. (2-5), apoyandonos de la construccién de la ec. (2-10),
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de la siguiente forma:

0 S11 S12 v
= ) (2-18)
R S91 S22 0

Para determinar todos los elementos de la matriz, consideremos la situacion reflejada
espacialmente respecto al punto z = 0, las soluciones para este problema seran entonces
aquellas dadas por las ecs. (1-6) y (1-11), con la sustitucién de z — —z. Aqui nuevamente
se tiene una onda saliente y una entrante, dadas por las ecs.:

Ui(z) = Te ™*0(2), (2-19)

)

Ul (2) = Re™0(z) . (2-20)

o

Usando nuevamente la convencién dada en la ec. (2-5) y en la ec. (2-10), se obtiene

que:

R sy She 0
= . (2-21)
0 Shy  Sho 7

Nétese que se han primado los elementos de la matriz en la ec. (2-21), en distincién
de los de la ec. (2-18), pues podria pensarse que se esta describiendo dos situaciones
fisicas distintas. Lo anterior es, en principio, cierto, pero es una simple cuestién de como
definimos nuestro sistema de referencia en el laboratorio, para el proceso de dispersién
(en el caso del potencial electrostatico escalon) le es indistinta esta eleccién, pues ambas
soluciones estan relacionadas por la transformacién z — —z, en tanto que los elementos
de la matriz S no dependen de la coordenada espacial. Dicha situacién nos permite

identificar los elementos primados de la matriz S en la ec. (2-21) con los de la (2-18), y
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es por tanto inmediato encontrar las soluciones:

511 = S22 = 0, (2-22)

R k—1 A
S12 = S921 = T = L T ZZ = —621(S . (2-23)

Es inmediato notar que |sj3|* = |s91/* = 1, por lo que, junto con la (2-22), cumplen

con la unitariedad de la matriz.

2.2. Matriz de dispersién en la ecuacién de Pauli

Una vez que se ha establecido una forma sencilla de trabajar con la matriz S, se
puede inmediatamente generalizar al caso de una particula con espin, basicamente de
forma similar a la modificaciéon hecha a la ec. de Schrodinger para convertirla en la ec. de
Pauli. La situacién es, ya que el problema es unidimensional, similar a la presentada por
la figura 2-2, pero ahora es necesario considerar las 2 posibles configuraciones de espin,
es decir, se necesita una amplitud de onda entrante desde —oo con espin arriba en la
direccion +z y con espin abajo en la direccion —z, y de igual manera para las entrantes
desde 400 ademés de las salientes en ambas direcciones.

Se denotaran a las amplitudes de espin arriba con un superindice “+” en tanto que

W

aquellas con espin abajo se denotaran con un superindice “-”, y asi es posible modificar

la ec. (2-5) en el formalismo de Pauli como:

+
C S11 S12 S13 S14 AT
c- S21 S22 S23  S24 A~
= . (2-24)
Bt §31 832 S33 S34 D+
B~ S41  S42  S43 Sa4 D~
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Claramente la situaciéon empieza a complicarse, puesto que se necesita encontrar el
valor de 16 elementos de matriz, los cuales en general no son triviales de encontrar. Un
camino para facilitar la tarea es explotar las simetrias del problema en cuestién, que
es exactamente lo que se hizo tanto para la barrera como para el escaléon de potencial
electrostatico. Sin embargo la simetria que se exploté en ambas situaciones es distinta,
pues en el caso de la barrera, si se observa la figura 2-2, dicha figura permanece invariante
bajo una reflexion sobre z = 0, por lo que no es una casualidad que se haya considerado
una barrera de potencial electrostatico de ancho 2a centrada en el origen. Por otro lado,
para el caso de la figura 1-1, se produce mas bien una imagen espejo del problema. ;Cual
es entonces la diferencia?; la diferencia radica en el Hamiltoniano, ya este permanece
invariante bajo la sustitucién z — —z en el caso de la barrera y no para el caso del
escalén. Asi pues, la primer situacién nos permite escribir las ecs. (2-11)-(2-14) de manera
inmediata, solamente hay que fijarse en como se ven las soluciones al problema de una
particula incidente en “un lado” para escribir las del “otro lado”, lo importante aqui
viene incluso desde nuestra definicién dada por la ec. (2-4), pues nos esté diciendo que
las simetrias del Hamiltoniano seran también simetrias de la matriz S. En la segunda
situacién, las ecs. (2-27) y (2-33) se pudieron obtener debido a que este proceso de
dispersién particular no distingue si las particulas inciden desde —z o +z, y es la eleccién
del observador sobre que sistema de referencia describira la situacién, o dicho de otra

forma, sobre que base expresard matematicamente la matriz S.
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2.3. Matriz de dispersion para una particula con espin

en un escalén de potencial

El caso a analizar es, nuevamente, aquel en que la energia de la particula incidente
es 0 < E <V, y por tanto se usaran las soluciones dadas en la seccion 1.5. Partiendo
de la ec. (1-34) y de la discusién dada para el par de ecs. (1-40), se puede ver que para
una onda entrante de espin arriba solo habra una onda saliente con el mismo espin (de
nuevo, ain cuando 7+ # 0, la ec. (1-37) no representa un estado de dispersién), a partir

de lo cual es inmediato el escribir:

, 1
Vi(2) = I+e“€29(—z) , (2-25)
0
" 1
Vo(2) = RYe ™0(—2) . (2-26)
0
Y usando la ec. (2-24) se obtiene que:
0 $11 S12 S13  S14 It
0 So1 S22 S23  So24 0
— ) (2-27)
R* S31 S32 833 S34 0
0 S41 S42 S43 S44 0

Aqui nuevamente recurrimos a la imagen espacial reflejada del problema que ya ha

sido ampliamente discutida, por lo que se puede escribir la ecuacién analoga a la (2-27)
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COIMo:

R* 511 S12 513 S14 0

0 S21 S22 S23  S24 0
— . (2-28)

0 S31 S32 S33 S34 t

0 S41 S42 543 S44 0

Ahora nos encontramos con una nueva e interesante situacion, pues para encontrar
el valor de todos los elementos, habremos de recurrir al problema con espin hacia abajo.
Si consideramos el caso de particulas incidentes desde —z, con espin hacia abajo en la
direccién +z, entonces se pueden utilizar las ecuaciones (2-25) y (2-26), sustituyendo el

espinor de espin arriba por uno de espin abajo, es decir:

: 0
Vi(2) = T e*#0(—2) 1 , (2-29)

, 0
wle) =R o) | ] (2-30)

si bien se ha modificado la amplitud de onda incidente (Z7), es una simple notacién
para enfatizar a que tipo de solucion pertenecen, sin embargo para que la solucién tenga

sentido, se requiere que Z~ = Z+, lo que implica que R~ = R™.

De donde se obtiene que:

0 S11 S12 S13 S14 0

0 S21 S22 S23  S24 A
= . (2-31)

0 $31 832 533 S34 0

R S41 Sa2 S43 Saa 0
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Y de su imagen reflejada espacialmente se tiene:

0 511 S12 513 S14 0
R~ S21 S22 S23 S24 0
_ . (2-32)
0 S31 S32 S33 S34 0
0 S41 S42 S43 Saa A
Lo cual implica que todos los elementos de la matriz son 0, excepto:
Rt R~ k—1q ,
831 = S13 = S42 = S9q4 = = = —62Z6 . (2—33)

I+ I—:k‘+iq_

Lo que este analisis nos estd diciendo con respecto al espin, es que nuestra eleccion de
qué direcciéon es la componente de espin “arriba” o “abajo”, le es totalmente irrelevante
al proceso de dispersion con un escaléon de potencial electrostatico. Sin embargo, una vez
hecha esta elecciéon por parte del observador, los estados salientes han de conservar el
espin de los estados entrantes.

Ahora bien, segin este modelo unidimensional de la matriz S, el proceso de disper-
sion se simplifica enormemente y justifica el proceder del capitulo anterior, asi como los
posteriores, pues los estados de dispersién describen apropiadamente los procesos fisicos
imponiendo la unitariedad de dicha matriz. De manera que basta con proceder como se
ha hecho en el capitulo 1, pues los resultados obtenidos son inmediatamente traducibles
en este formalismo. Si bien no serd necesario para este trabajo, el interés de calcular la
matriz S para un particular problema de dispersién, radica en que una vez obtenida, se

pueden calcular las probabilidades de transicién y secciones eficaces.
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Capitulo 3

Ecuacion de Dirac

Para este capitulo se busca abordar el problema del escalén de potencial electrostati-
co desde un punto de vista relativista, si bien hasta ahora se ha tenido cierto éxito
localizando electrones en cierta regién espacial mediante dicho potencial, existen ciertas
complicaciones que surgen de las soluciones a la ecuacion de Dirac, mas concretamente,
el problema empieza a surgir cuando la energia de las particulas incidentes F y la del
potencial V; son tal que mc? < E < Vy v 0 < 2mc? < Vj, razén por la cual el tratamiento

relativista es necesario en este punto.

En 1928 Dirac publicé un articulo [10] que en esencia buscaba crear una teorfa cuantica
relativista consistente, es decir, una teoria que fuera a la vez consistente con los principios
de la mecénica cudntica y con los de la relatividad especial'. A partir de tal proyecto,
obtuvo la famosa ecuacién que lleva su nombre. Algunos detalles histéricos y conceptua-
les pueden encontrarse en [1, 2|, [16]. Independientemente de su origen, de los problemas

inmediatos y posteriores que la teoria sugirid, su éxito es innegable.

Wéase por ejemplo; Schutz, B. A first course in general relativity. 2° ed. New York: Cambridge
(2009), pp. 1
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Para escribir la ecuacién de Dirac, se definirdn las siguientes matrices:
; = s 5 = s (3—1)

en donde o; son las matrices de Pauli definidas por la ec. (1-28), mientras que cada 0
representa una matriz de 2 X 2 en la cual cada elemento vale 0, y 1 representa la matriz
identidad de 2 x 2. Esta notacién compacta sera recurrente a lo largo de este trabajo,
y se omitira la presencia de la matriz 1 cuando es multiplicada por una constante (por
ejemplo, la matriz 0 mencionada se habria podrido escribir 0 % 1), por lo que habréd que

tener esto en cuenta todo el tiempo.

Dicho lo anterior, es evidente que «; y [ representan matrices de 4 x 4, la razon de

esto es que dichas matrices deben satisfacer el dlgebra [6, pp. §]:

Ozi(l/j + OéjOéi = 252] s (3_2)

la cual, en principio, se satisface si la dimensién de las matrices es par, sin embargo Dirac

notd que la dimensién mas baja en que esto sucede es para dimensién 4.

Las ecs. (3-2) guardan un significado muy importante, pues en ellas se codifica la
relacién de energfa-impetu correcta para una particula libre (i.e. E? = p2c® + m?c?), que
la teorfa de la relatividad especial establece?. Inicialmente Schrodinger para formular su
ecuacion, buscé construirla tomando como punto de partida dicha relacion, a partir de la

cual obtuvo la que hoy en dia se conoce como la ecuacion de Klein-Gordon, que se puede

2Ibid, pp. 48
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escribir, considerando el Hamiltoniano H? = p%c? + m2c?, como:

82
- hQﬁ = (=R*V? + m*c)y. (3-3)
Si bien Schrodinger la descarté en su momento ya que le resulté imposible de interpre-
tar apropiadamente, mas tarde seria retomada por Dirac para formular su ecuacién. Para
ello Dirac tuvo la idea de construir una ecuaciéon de primer orden espacial y temporal,
la cual al ser iterada sobre si misma, reprodujera la ec. (3-3) y por tanto satisfaciera la

relacion correcta de energia-impetu de la relatividad especial. Asi pues, la ecuacién que

propuso es:

0

(c@ - p+ Bmc* )y = zha

v, (3-4)
en donde @ = (g, @z, ag).

Inmediatamente notamos que si « y [ son matrices de 4 x 4, entonces 1 no puede ser
una simple funcién, pues la ec. (3-4) es una ecuacién matricial, por tanto ¢, en analogia
al formalismo de Pauli, debe ser un espinor, es decir y en este caso, una matriz columna

de 4 renglones.

Otro detalle importante de la teoria es que satisfaga una ecuacién de continuidad
y una interpretacién probabilistica, como analogia a la interpretacion ortodoxa de la

mecanica cuantica no relativista.

De esta forma, se definen las cantidades:

p=1hy, (3-5)

it =claty, (3-6)

donde 9T representa la matriz traspuesta y compleja conjugada a 1, por lo cual p se
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puede interpretar como una densidad de probabilidad (que evidentemente sera positi-
va definida), en tanto que j* representara la corriente de probabilidad, la cual tiene 3

componentes espaciales.

3.1. Forma covariante

Antes de continuar, es importante construir la forma explicita de la ecuacién de Dirac
que sea invariante bajo transformaciones de Lorentz, no solo porque sera relevante en
los capitulos posteriores, sino porque, después de todo, se estda construyendo una teoria
consistente con la relatividad especial.

Para comenzar, se adoptara la convencién de que los indices con letras griegas pueden
tomar los valores {0, 1,2,3}, mientras que los indices con letras latinas tinicamente los
valores {1,2,3}, de manera que en las coordenadas espacio-temporales (ct,z,y, z), un

4-vector covariante se escribe como:

0

ot = (2% 2 2%, 2%) = (ct, 1.y, 2) . (3-7)

Por otro lado, si se considera la métrica de Minkoswky definida por:

1 0 0 O
0 -1 0 O
I = ; (3-8)
0O 0 -1 0
0 0 0 -1

entonces se pueden obtener los 4-vectores covariantes mediante la operacion:

Ty = (1’0, Zy, T, Zlfg) = (Ct7 -T,—Y, _Z) = g/u/xy ’ (3'9)
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en donde se ha usado la convenciéon de suma de Einstein, segin la cual, hay una suma

implicita siempre que aparezcan indices repetidos (uno arriba y otro abajo).

Asi pues, y sin entrar més en detalle, definamos las siguientes matrices:

0 1 0 ; ; 0 o
,y — ﬁ — s ’y = /BO{ e . y (3-10)
0 —1 —a' 0
las cuales satisfacen el algebra:
{7} = 29", (3-11)

que no es mas que una forma compacta de escribir las ecs. (3-2).

Si ahora se multiplica la ec. (3-4) por /¢ y usando las ecs. (3-10), se obtiene que:

(—ihy'0; + me)h = ihy 0y (3-12)

_ 0 _ 9 _ 0
en donde 0; = 575, Oy = 55 = ;-

Arreglando los términos, finalmente se tiene:

(thy"0, —me)p = 0. (3-13)

La prueba de la covarianza de esta tltima ecuacién puede ser consultada en [6].

Por tultimo, para introducir la interacciéon con un campo electromagnético externo,

-,

considérese el 4-potencial; A* = (¢, A), e introducimos la sustitucion minima; p* —

p* — £A*, de manera que la ec. (3-13) toma la forma:

(thy"0,, — Zv“AM —me)yp =0. (3-14)
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3.2.

Soluciones libres

Para entender el significado de las componentes de v, considérese la ec. (3-4) para

una particula en reposo, de esta forma p'= 0, con lo cual se busca resolver la ecuacion:

me: 0
0 mc?
0 0
0 0

—mc? Yy

(2
(>
¥3

De donde se obtienen las siguientes soluciones:

i

P =e"n

mct

¢3 Limc2t

I
)
R

Y

i

,Lpz —e thQt

¢4 — 6%m02t

(o
(2
Vs
Yy

(3-15)

(3-16)

(3-17)

Las soluciones 1 y 2 corresponden a una energia positiva, en tanto que las restantes

3 y 4 corresponden a una energia negativa, si bien en estos momentos no se ha dado una

explicacién fisica de las soluciones de energia negativa, estas seran muy importantes para

entender y explicar la paradoja de Klein. Por ahora nos enfocaremos en desarrollar las

soluciones para una particula con F > 0, pues lo relevante ahora es ver el comportamiento

de una particula relativista de energia positiva ante un potencial escaléon, tal como se ha

desarrollado en el formalismo de Pauli y Schrédinger, por tanto se dejara la discusion de
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las soluciones con E < 0 para el siguiente capitulo.

Antes de continuar, es importante senalar la interpretacién fisica de las 2 componentes
de energfa positiva. Se puede demostrar 6, pp. 10-13] que la ecuacién de Dirac (3-14) en
el limite no relativista se reduce a la ecuacién de Pauli (1-23), esto nos dice pues, que
las primeras dos componentes del espinor en la ecuacién de Dirac, representan 2 estados
de espin con energia positiva, y se podria inferir que las componentes 3 y 4 representan

también dos estados de espin pero con energia negativa.

Considérese entonces el caso de una particula de espin arriba en la direccién +z, en
una dimensién, z, viajando de izquierda a derecha, la ecuacién de Dirac (3-4) toma la
forma?:

(ca®p® 4+ Bmc*)Y(z,t) = ih%z/z(z, t). (3-18)

Andlogamente a como se ha trabajado las ecuaciones de Schrédinger y Pauli, se puede
proponer una solucién factorizable, pues el Hamiltoniano no depende explicitamente del
tiempo, de tal forma que el espinor tenga, para las componentes de energia positiva, una

solucién como:

)
a8 (3-19)
)
)

Donde se ha denotado la parte espacial de las soluciones de energia positiva con u’s.

3A falta de una mejor notacion, se debe recordar que tanto o® como p? representan la componente z
de los vectores @ y p respectivamente, y no la tercer potencia de estos ltimos vectores, la cual habria
de escribirse como ||@||? y |[p]|?. En cuanto a ¢ (la velocidad de la luz), ya que es una cantidad escalar,
c? si representa la segunda potencia de dicha cantidad. Tal razonamiento ha de aplicarse con cuidado en
cada caso en que aparezcan superindices a lo largo de este trabajo, y siempre que no se especifique algo

distinto.
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Por tanto, de las ecs. (3-18) y (3-19), se puede escribir:

cplus E —mc? 0 0 0 Uy
3 2
—cpiu 0 E—mc 0 0 u
. ‘1. (3-20)
cpiuy 0 0 E + mc? 0 Us
—cpPuy 0 0 0 E +mc? Uy

Es evidente que esta tltima ecuacién tiene las componentes acopladas (1 con 3 y 2
con 4), por lo cual, dadas las condiciones inciales, se puede resolver notando que una
solucién de onda plana viajando de izquierda a derecha en z, con espin arriba (en el
limite no relativista, las componentes 1 y 2 de la ec. de Dirac son las componentes de
espin arriba y espin abajo -respectivamente- en la ecuacion de Pauli, segtin se definié en

las ecs. (1-26) y (1-27)) debe ser tal que:

ui(2) = Ae** | uy = 0. (3-21)

en donde ?h?k? = ?p? = E? — m?c?, ademas usando las ecs. (3-20) y (3-21), se obtiene

que:
ckh

ug(z) = Ae“”—E e

uy = 0. (3-22)

Y por tanto, el espinor de una particula libre, con energia E > 0, viajando de izquierda

a derecha, con espin arriba en la direccion 4z y en una dimensién, puede ser escrito como:

Y(z,t) = Ae Wik e (3-23)
E+mc?
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3.3. Potencial escalon en la ecuacion de Dirac

Para tratar el problema del escalon de potencial electrostatico en la ecuacion de Dirac,
en principio se considerard un electron libre incidente desde —oo, en una dimensién, con
espin arriba en la direccién +z, lo cual nos deja con la ec. (3-18), a la que habrd que
introducir la interaccién con el campo electrostatico, en forma de escalén de potencial,
como se ha hecho para las ecuaciones de Schrodinger y Pauli. Por tanto, la ecuacion de

Dirac para el problema es:
3,3 2 e
(ca’p’ + pmc® + V(2)Y(z,t) = zhaw(z, t). (3-24)

Lo que se hara a continuacion es dividir el problema en 3 casos a estudiar, la razéon
de esto se hara evidente al analizar la fisica de cada una de estas situaciones. Cada caso
serd representado por una figura, lo que facilita visualmente destacar los pardmetros que
caracterizan cada uno de estos casos, por lo cual, el tinico parametro que varia entre ellos
es el rango de valores de la energia que pueden tomar los electrones incidentes, y las

diferencias visuales en escala son solo estéticas.

P
@ Vo

i i R i

+mc?-

@

W

_mcz-

Figura 3-1: Escalén de potencial con 0 < 2mc? < Vj, para un electrén incidente desde
—o0 con energia mc®> < E < Vy — mc?
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Figura 3-2: Escalén de potencial con 0 < 2mc? < Vjp, para un electrén incidente desde
—o00 con energia Vy — mc? < E < Vy + mc?
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Figura 3-3: Escalén de potencial con 0 < 2mc? < Vjp, para un electrén incidente desde
—oo con energia Vo +mc? < E

Por lo que el potencial electrostatico escalén se puede escribir como:

0 si 2<0

Vo si 220
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Notese que para cada figura, se estd dividiendo el problema en dos regiones:
m 1,si2<0
m 2,512>0

Por tltimo, a cada caso se le ha etiquetado segtn el rango de valores de la energia
admitido para las particulas incidentes, de manera que:

2

» caso [, si 0 < me? < E < Vi —mc? (ver figura 3-1)

» caso I, 81 0 < Vo —mc?® < E < Vo + mc? (ver figura 3-2)

= caso III, si 0 < Vo +mc? < E (ver figura 3-3)

Dicho lo anterior, ya que la regién 1 es libre de potencial, es evidente que la ec.
(3-18) describe la situacién presentada en todos los casos. Y asi, para soluciones con

0 < mc? < E, se tiene que:
(ca®p® + Bmc® Uy (2) = EU(2), (3-25)

lo que implica que:

Ui(z,t) = e TP (2). (3-26)

en donde el subindice 1 indica la solucion asociada a la regién 1, indistintamente del caso
que se considere, pues la diferencia radica en el valor de F.

En particular, para el problema unidimensional que se estd tratando, nos interesan
las soluciones de onda plana en z, con espin arriba en la direccion +z, con lo cual, de la

ec. (3-25) y usando las formas matriciales de la ec. (3-1), se obtiene:

+ —E , (3-27)



Uy us
en donde se introdujo la notacién conveniente p = Vv X = . Con lo que se

Uz Uy

pueden obtener el par de ecuaciones:

co’p’x = (E —mc*)p, (3-28)

co’*p*p = (E +mc?)x. (3-29)

Y asf llegar la relacién de dispersién c*h?k,* = (E — mc?)(E + mc?).

Finalmente, resolviendo la ec. (3-25) con las condiciones iniciales del problema, se

obtiene la forma del espinor U;(z) como:

1 1
_ ik1z 0 —ik1z 0
Ui(z) =Ze + Re : (3-30)
chkq __chky
E+mc? E+mc?
0 0

que corresponden a una onda incidente (con coeficiente Z) y una onda reflejada (con

coeficiente R), ambas con espin arriba en la direccién +z.

i.Por qué no se toma en cuenta una onda reflejada con espin abajo?, en principio
nada limita a suponer que no habra cambio de espin, sin embargo, notese que en la ec.
(3-18), la presencia de la matriz o® ha acoplado las componentes 1 con 3 y 2 con 4,
como ya se ha senalado y que la ec. (3-20) expresa claramente. Por otro lado, la accién
del potencial electrostatico escaléon anade al Hamiltoniano un término proporcional a la
matriz identidad, como lo expresa la ec. (3-24), y una matriz diagonal no puede, como

se enfatizd en la seccién 1.6, acoplar las componentes de un espinor, de manera que si se
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escribiera el término con espin abajo para ambas regiones y se impusieran las condiciones
de frontera (que es lo que se hard eventualmente), se obtendrian un par de ecuaciones
analogas al par de ecs. (1-40), lo cual lleva a una contradiccién del mismo tipo que en
la ecuacion de Pauli, razén por lo cual se ha optado por no escribir dichas soluciones y
ahorrar dlgebra innecesaria.

Ahora bien, para encontrar la forma de los espinores en la regién 2, primero se anali-
zara el caso III, posteriormente el II y por ultimo el 1.

Es claro que la ecuacién de Dirac en la region 2, usando (2, t) = e #Z1U,(2), tiene

la forma:

(ca-p+ pmc*)Uy(z) = (E — Vo)Us(2) . (3-31)

A partir de la cual se puede obtener, de manera andloga que para la regién 1, el par

de ecs.:

co’p’x = (B = Vo —mc*)p, (3-32)
co’p’o = (E — Vo +mc?)y .

De donde obtenemos la relacién de dispersién c>h%ky* = (E—Vy—mc?)(E—Vy+me?) >
0, para el caso III.

Y por tanto, las soluciones tienen la forma:

1 1
" 0 - 0
Uy(z) = Te™?* + Tle t* : (3-33)
_ chka __ chka
E—Vy+mc? E—Vy+mc?
0 0
Es claro que 7' = 0, pues de otra forma se tendrian ondas incidentes desde +oo

viajando a la izquierda en la region 2, lo cual no es el problema que se busca tratar.
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Por simplicidad, se definiran las cantidades:

Chk’l Cth

= - L . —4
E+mc? ? E —Vy+mce? (3-34)

q1

y asi puede escribirse la solucion para el caso 111, en la region 2, de la forma més compacta:

Us(z) = Te*? . (3-35)
q2

Ahora, por la continuidad de los espinores en z = 0, de las ecs. (3-30), (3-34) y (3-35)
se obtienen el par de ecuaciones:

I+R=T, (3-36)
De este par de ecuaciones, definiendo k = ¢2/¢1, y usando el par de ecs. (3-36):

R_l—ﬁ

— = 3-37
T =15’ (3-37)
T_ 2

T 1+&k

Por tltimo, se puede calcular la corriente incidente (Jz), reflejada (Jg) y transmitida

(J7) mediante la ec. (3-6). Es claro que las componentes 1 y 2 son 0, por lo cual se tendra:

jz = 2cqi|I?, (3-38)

]% = _26611|,R'|2 )
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Jt = 2cq2| T|?.

Entonces los coeficientes de transmisién y reflexion satisfacen, usando las ecs. (3-37)

y (3-38):
j3 73
NI i 3 i g I (3-39)
JT JT

Lo que concuerda perfectamente con el resultado de su andlogo no relativista para el
caso en que la particula incide con energia E > Vj. De igual manera, si E > V + mc?
entonces q; =~ ¢o, por lo que r ~ 0 y t ~ 1, lo cual indica que practicamente no hay

reflexion y por tanto la transmisién es total.

Analicemos ahora el caso II, en la regién 2, para la cual se retomaran los cédlculos

previos, pero reconociendo que ahora la relacion de dispersion es tal que:

APk = (B —Vy —mc®)(E — Vo +mc?) < 0. (3-40)

Por lo que se pueden obtener las soluciones al sustituir ko — i|ks| en la ec. (3-33):

1 1
0 0
Us(z) = Te kel + Telkalz : (3-41)
i —1q>
0 0

Ahora las soluciones con elk2l2

no son fisicamente aceptables pues divergen para la
regién 2 (z > 0), por lo que 77 = 0. Ademads haciendo la sustitucién k — ik, para el par

de ecs. (3-37), se obtiene:

R 1—1ix
— = = R 2 = z 2 . 3—42
A 1+1ik | | | | ( )
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Resultado que se puede entender mejor si de nuevo se calculan las corrientes de la

misma forma que se hizo para obtener las ecs. (3-38):

j =0, (3-43)

i =—jy.

Es inmediato entonces que r = 1 y ¢t = 0, por lo que la reflexién es total, no hay
corriente transmitida ni soluciones oscilatorias en la region 2. Dicho resultado concuerda
con lo obtenido en su anélogo del caso no relativista, cuando E < V.

.Por que esta sucediendo esto?, la respuesta se puede hallar en la figura 3-1. Para
z < 0, hay una zona energética que cubre el intervalo (—mc? mc?), en la cual ocurre
lo siguiente; supéngase que el potencial electrostatico se apaga, y se buscan encontrar
soluciones a la ecuacién de Dirac para —mc?> < E < mc? en las regiones 1 y 2, estas
tomardn la forma de la ec. (3-41), las cuales, como se ha visto, tendrdn una corriente
de probabilidad asociada con valor 0 en todo punto del espacio. Asi pues, se usara el
término “zona prohibida” para referirse a la zona energética en la cual las soluciones no
son oscilantes y la corriente de probabilidad asociada a estas es nula. Ahora supongase
que el potencial electrostatico es nuevamente prendido, entonces se observa que para el
caso II (i.e. Vo — mc? < E < Vi + mc?), no existen soluciones oscilantes y la corriente es
0, por lo cual, el potencial ha actuado de tal forma que “mueve” (sin deformar el ancho)
la zona prohibida a valores energéticos mas altos (exactamente la mueve una cantidad
Vo). Esta tltima interpretacién fisica de cémo el potencial “mueve” la zona, serd muy
relevante una vez que se defina el mar de Dirac (en el siguiente capitulo) y se busque dar
una explicacién a la paradoja de Klein. Por lo anterior, se puede entender naturalmente
que la energia de particulas incidentes del caso I (que a continuacion se estudiard) deba

ser acotada inferiormente por mc?.
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3.4. Paradoja de Klein

Esencialmente ya se han desarrollado todas las herramientas necesarias para entender
la paradoja de Klein (por supuesto, entender el problema, pero atin no se esté en posicién
de explicarla). Considérese el caso I, ahora la relacién de dispersién es ¢?hky? = (E —
Vo — me?)(E — Vo +mc?) > 0, por lo cual se esperan soluciones oscilantes del mismo
tipo que en la ec. (3-33), este detalle puede parecer anti-intuitivo y desde este punto se
podria sospechar que algo inesperado esta ocurriendo, pero por ahora sigamos el algebra
y veamos las consecuencias. Tomando de guia el resultado obtenido en el caso III, la ec.
(3-35) es también apropiada para este caso, con lo cual el par de ecs. (3-36) siguen siendo
vélidas, pero ahora se tiene que ¢ < 0, con lo que £ < 0, usando las ecs. (3-36) y (3-37)

se pueden obtener los siguientes resultados:

(3-44)

esto nos dice dos cosas muy importantes:

1. Dado que k < 0, la direcciéon de la corriente transmitida esta en direccion opuesta

a la del flujo incidente.

2. Se puede concluir que la corriente reflejada es mayor que la incidente, pues 1+ k <

1— k.

Si se considera que, en principio segin como se planted el problema, no existe una
fuente de electrones desde z — oo viajando hacia la izquierda, ;por qué se esta obteniendo
una corriente detras de la barrera que viaja justo en dicha direcciéon?. Por otro lado, la

corriente reflejada es mayor que la incidente, jcémo es esto posible?. Esta es la forma en
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que algunos autores [6], [11] describen a la paradoja de Klein, pero no es asi como Klein
entendié la existencia de la paradoja que lleva su nombre [12], ;qué es lo que entendid

Klein y que en la mayoria de articulos y textos se entiende por “la paradoja de Klein”?.

Para ello recurrimos nuevamente a la imagen de los paquetes de onda. Consideremos
la relacién de dispersion obtenida para este caso, a partir de la cual se puede calcular
la velocidad de grupo, esta indica en que direccién se propaga la onda asociada a las
particulas transmitidas del problema:

dE  p,

2¢? =2(F — E =—= .
C“padps = 2(E = Vp)dE =V i BV,

(3-45)

Es por supuesto evidente que el signo de V, estd determinado por el de ps, ya que
E -V, <0, y que el signo de V; indica la direcciéon de propagacién de la onda, si V; > 0
la onda se propaga de izquierda a derecha, si V;, < 0 la onda se propaga de derecha a

izquierda. Observemos de la relacion de dispersion que:

Apa = £/(E — V)2 — (me2)?. (3-46)

Las ecs. (3-45) y (3-46) son también validas para el caso I, jpor qué entonces no se
presentd una discusién al respecto?, se ha hecho de esta forma pues se buscaba dar una
discusion mas completa de la paradoja, ademés de que el algebra realizada anterior a

analizar las dltimas dos ecs., serd de gran utilidad al dar explicacién a la paradoja.

Retomando lo dicho en el parrafo anterior, la ec. (3-45) implica que, para el caso 111,
Vy > 0siy solo si py > 0, por lo que la onda transmitida en la regién 2 viaja de izquierda
a derecha, resultado que se puede corroborar al calcular la corriente de probabilidad, por
lo que no hace falta corregir ni se ha perdido generalidad en la discusion fisica de dicho

caso. Por otro lado, segun el par de ecs. (3-44), la corriente de probabilidad viaja en
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una direccién que no parece la correcta, razon por la cual se podria pensar que esa es la
paradoja de Klein.

Usando las ecs. (3-45) y (3-46), ahora para el caso I, V, > 0 si y solo si p; < 0, esta
condicién sobre p, modifica el signo de ¢, siendo que ahora g, > 0, y por tanto x > 0,
esto ultimo es muy importante, pues modifica completamente la discusién sobre el par
de ecs. (3-44).

Por lo anterior, tanto el par de ecs. (3-37) como las ecs. (3-44) son validas, de manera

que ahora se obtiene, para x > 0:

-3
Jr 4Kk
t=%|=——= <1, 3-47
2| Tty (3-47)
r:‘%:(l_ﬁ)2<1
J3 | (14 k)2

Este 1ltimo resultado nos dice que, a diferencia del caso II, la corriente transmitida
no es nula, lo cual resulta bastante intrigante, pues para el caso I, la energia con la que
incide el haz de electrones es atin menor que en la del caso II. Méas intrigante es cuando
se siguen analizando las ecuaciones con cuidado. De la definiciéon dada para k, se puede

obtener que:

(3-48)

,@—@ E+mc¢  [(E—Vy—mc)(E +mc?)
kR E-Vy+mer \ (E—-Vy+me2)(E —me?)’

Ahora bien, dada una energia fija del haz incidente, para 0 < E + mc? < Vj, se
tiene que kK — 1 y usando el par de ecs. (3-47), entonces t — 1 y 7 — 0. Lo que se estd
obteniendo es que aun cuando el potencial electrostatico sea muy intenso, tal potencial
pareciera ser transparente a particulas incidentes en cierto rango de energia, ya que la
transmision es inusualmente alta, si se tuviera que recurrir a resultados conocidos, se
podria pensar que nuestras particulas estan haciendo una especie de tunelaje, pero, si

consideramos las condiciones que hemos impuesto, tal efecto resulta paraddjico.
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El fenémeno descrito en el parrafo anterior es conocido en la mayoria de la literatura
como la paradoja de Klein [13] e incluso a veces suele ser llamado tunelaje Klein. Esto
representa un gran inconveniente para el problema del confinamiento, pues al tratar de
localizar a los electrones en una cierta region espacial, se ha terminado no solo aparente-
mente fallando, sino que se ha fallado de la peor manera, pues la eleccién del potencial
que se ha hecho, ha conducido al fenémeno exactamente opuesto del esperado.

Para entender que es lo que estd sucediendo, se recurrira a la teoria de agujeros y se
reinterpretaran las soluciones de energia negativa de la ecuacion de Dirac mediante las
transformaciones de paridad, inversion temporal y conjugaciéon de carga. De manera que,
hasta el siguiente capitulo nos encontraremos en posicién de discutir més al respecto y

dar una explicacién a esta paradoja.
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Capitulo 4

Teoria de agujeros

En el capitulo anterior inicamente se ha trabajado con las soluciones de energia posi-
tiva, cuya interpretacion fisica es inmediata al notar que en el limite no relativista dichas
componentes se reducen a la ecuacion de Pauli. Por otro lado se ha dejado de lado el
sentido fisico de las soluciones de energia negativa, las cuales son necesarias para que la
descripcion de los sistemas fisicos modelados por la ec. de Dirac resulte més compltea, y
es por tanto necesario revisar aquello que se conoce como teoria de agujeros, que inicial-
mente fue formulada por el mismo Dirac con el objetivo de entender la naturaleza fisica

de dichas soluciones presentes inevitablemente en su propia ecuacién (3-4).

Para el desarrollo de este capitulo se describird brevemente la teoria de agujeros, lo
cual en principio explica parcialmente la naturaleza fisica de las soluciones de energia
negativa, de manera que, para complementar dicha descripciéon, estas soluciones han de
reinterpretarse. Dicha reinterpretacion es sugerida en la propia descripcion de la teoria
de agujeros, pero no es trivial, por ahora es suficiente entender que la importancia de la
reinterpretacion de las soluciones de energia negativa es fundamental para el desarrollo

de este trabajo, pues es a partir de esta interpretacion que se da una explicacion al

o8



problema de la paradoja de Klein. Por supuesto que la importancia para la fisica en
general va mas alla, pues la consecuencia directa de la reinterpretacion de las soluciones
de energia negativa es la existencia de la antimateria, la cual ha sido una pieza clave para
el desarrollo de la fisica moderna y en particular para el desarrollo de la fisica de altas

energias, el modelo estandar y el estado sélido.

La idea principal de la teoria de agujeros es que la ecuaciéon de Dirac, en princi-
pio, describe electrones relativistas (y no relativistas, como se discutié brevemente en el
capitulo anterior), estos electrones sean o no de energia positiva deben cumplir el princi-
pio de exclusién de Pauli [9, pp. 202], por lo cual han de acomodarse en distintos niveles
energéticos. Asi pues, se definird el estado del vacio como aquel que tiene ocupados todos
sus niveles de energfa negativa!, mientras que todos los niveles de energia positiva se
encuentran desocupados. El espacio de todos los niveles de energia negativa ocupados se

suele conocer como “el mar de Dirac”?.

Ahora bien, entre las consecuencias de esta teoria, existen 2 particularmente impor-
tantes a desarrollar; la primera es conocida como produccién de pares. Para entenderla,
considérese un electréon de energia negativa, este puede absorber radiacion y ser excita-
do a un estado de energia positiva, como menciona Bjorken [6, pp. 65] “Si esto ocurre,
observamos un electrén de carga —|e| y energia +E, y en adicién, un hoyo en el mar de
energia negativa. El hoyo registra la ausencia de un electrén de carga —|e| y energia -E, y
serd interpretado por un observador relativo al vacio como la presencia de una particula
de carga +le| y energia +E, esto es, un positrén.”. La segunda es conocida como ani-

quilacién de pares, para esta se tiene un agujero en el mar de Dirac (i.e. un estado de

IEs importante recordar que la energia estd dada por la ecuacién E? = p%c? + m?c?*, de manera no
pueden existir soluciones oscilantes para —mc? < E < mc?, por lo cual a este intervalo energético se la
ha etiquetado como zona prohibida, de manera que al decir “todos los niveles de energia negativa”, se
est4 refiriendo a todos aquellos con E < —mc? y solo aplica para el vacio.

2La definicién mas completa del mar de Dirac (i.e. no necesariamente en el vacio) incluye todos los
estados ocupados por debajo de la zona prohibida.
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energia negativa no ocupado), este agujero podra ser ocupado por un electrén de energia
positiva, pero para ello tendria que perder energia, pues la energia que requiere para
ocupar el agujero es claramente menor a la suya, por lo que tendria que emitir radiacion,

quedando entonces “atrapado en el agujero”.

La explicacién dada en el parrafo anterior nos da una idea del camino que se busca
seguir con la reinterpretacion de las soluciones de energia negativa, pues en el contexto
de la teoria de agujeros, el hecho de que se haya introducido la idea del mar de Dirac,
esencialmente tiene que ver con garantizar la estabilidad de los estados base en los ato-
mos (por ejemplo que un electrén en el estado base del atomo de hidrégeno no decaiga
a un estado de energia negativa), y a la vez esta idea, como se ha descrito, predice la
existencia de lo que se ha llamando “positrones”, los cuales son las llamadas “antiparticu-
las”de los electrones, es decir, las particulas (en el caso de la ecuacién de Dirac, como
se ha construido, electrones de masa m y carga —|e|) se describiran por soluciones de
energia positiva, mientras que, al reinterpretar las soluciones de energia negativa, se bus-
ca describir a las antiparticulas (respecto a los electrones, positrones de masa m y carga

+lel).

Para dar pie a la discusién sobre la reinterpretacion de las soluciones de energia nega-
tiva, se optara por un camino particular, que consiste en revisar las transformaciones de
paridad, conjugacién de carga e inversién temporal, y es importante senalar que la cons-
truccién de estas es una especie de operacion mental para entender mas las propiedades
ocultas de nuestras ecuaciones, sin embargo no son (de la manera en que se plantean)
realizables experimentalmente, por lo que las analogias fisicas que se dan, representan

Unicamente una ventaja para su construcciéon conceptual.
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4.1. Paridad

La transformacion de paridad es realmente una reflexién espacial, refleja cada com-
ponente espacial respecto al origen, la analogia mas completa que se podria hacer es un
espejo, este solo reflejara la coordenada espacial ortogonal a su superficie, de manera que
habria que fijar la imagen que refleja a la vez que es rotada un angulo 7, y por tanto es

compuesta de 1 reflexiéon + 1 rotacién.

Esta reflexién espacial es una transformacién (impropia®) de Lorentz y transforma las

componentes espacio-temporales de la siguiente forma:

=7 , t'=t. (4-1)

en donde 7’ y t’ representan las componentes transformadas.

Se definird entonces la transformacién de paridad (y de igual forma con la conjugacién
de carga e inversién temporal) de acuerdo a como se presentan en [6], en donde realmente
son construidas explicitamente estas representaciones. Por lo cual, se puede expresar de

la siguiente forma:

Py(i,t) = ¢/'(F',t) = e9"P(2,1) (4-2)

en donde el factor de fase ¢*” no es de interés fisico, y ¢/(Z’,t) es la solucién espacio-

reflejada.

Un detalle importante a revisar, puesto que es de particular interés, es como se trans-

3Esto significa, a grandes rasgos, que no puede ser obtenida como aplicacién sucesiva de transforma-
ciones infinitesimales, puesto que una reflexién no es una operaciéon continua, como lo es por ejemplo
una rotacion.
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forma un campo electromagnético externo bajo las transformaciones que se estan estu-
diando, para ello se utilizard el cuadripotencial que se definié para llegar a la ec. (3-10),

estos potenciales serdn transformados como [6, pp. 71]:

P¢(f> t) = ¢/(f/7t) = ¢(f7 t) ) (4'3)

PA(Z,t) = A'(&',t) = —A(Z,1). (4-4)

Se puede entender esta regla si recordamos que ¢(Z,t) es generado por cargas, siendo
que una carga con posicion reflejada sigue teniendo el mismo signo de carga, mientras
que /T(:E’, t) es generado por corrientes, por lo cual, una corriente reflejada espacialmente
invierte su direccién, que esté representado por el cambio de signo en la ec. (4-4).

Una vez que se ha definido como opera esta transformacion en cada término de la
ecuacién de Dirac (3-14), se puede ver que la ecuacién completa, transformada bajo

paridad, usando las ecs. (4-1) hasta la (4-4), toma la forma:

P(ihy"0, — SVMAM —me)Y =0 (4-5)

L —me)ey Y =0

(ihv“@,; - Ev“A/

. / e /
(ihn"0,, — E'y“AM —me)y =0.

Es decir, la ecuacién de Dirac (3-14) es invariante bajo la tranformacién de paridad.

4.2. Conjugacion de carga

Esta transformacién, como se vié en la discusion de la teoria de agujeros, surge de
manera natural, pues en el contexto de dicha teoria, se ha observado que la existencia de

electrones (particulas), implica la existencia de positrones (antiparticulas). Dicha corres-
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pondencia uno a uno, nos dice que para una solucién de un electrén (—|e|) de energia
negativa en un campo electromagnético, de la ecuacién de Dirac (3-14), le corresponde,
bajo la reinterpretacion de estas, una solucién de energia positiva, que justo, en esta re-
interpretacion aparecera como una solucién para un positrén (+e|) de energia positiva,

por lo cual sera solucién a la ecuacion:
e
(ihy"0,, + E’y“A,L —me)p, =0, (4-6)

en donde ). representa la funcién de onda de carga conjugada a ).

De esta forma, para construir la transformaciéon de conjugacion de carga, lo que se
busca es dar una transfromacién que lleve la ec. (3-14) a la ec. (4-6) y visceversa. Se
denotard por C a dicha transformacién, se puede construir explicitamente el operador [6,

pp. 67-68], de tal forma que:
C = iy*Y* = .. (4-7)

Se puede entonces resumir la transformacién de conjugacion de carga en dos partes;

primero se toma el complejo conjugado, e inmediatamente después se multiplica por iy2.

Notamos aqui que, de hecho, por construccion, la conjugacién de carga no es una
operacién de simetria de la ecuacién de Dirac, es decir, no deja invariante la ec. (3-14).
Para ello serfa necesario agregar un operador adicional que transforme A, en —A,,, esto
resulta bastante interesante (aunque evidente bajo un razonamiento clésico), pues al dejar
invariante la ec. (3-14), la dindmica de un positrén en un campo —A,, es exactamente la

misma que la de un electrén en un campo A,.

Dado que ya se ha estudiado lo que sucede con la ecuacién de Dirac (3-14) bajo

conjugacion de carga, es interesante notar que es lo que sucede a una solucion explicita,
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pues es aqui cuando se hace ain mas obvia la necesidad de la reinterpretacién de las

soluciones de energia negativa.

Considérese un espinor de particula libre en reposo con espin arriba y de energia

negativa, usando la ec. (3-17), este puede ser escrito como:

Wy = Aermet , (4-8)

con A una constante de normalizacién.

Por tanto, la correspondiente solucién de carga conjugada, segun la ec. (4-8) es:

0 00 —2\ ([0

s 2% : 0 0 4 0 0 Lmc?t
vy =i Aen (4-9)
0 2 0 O 1

- 0 0 O 0

0

ez | 1
:_Aegmct :¢2.

0

0

Lo que esta tultima ecuacion implica es que, la ausencia de un electrén en reposo de
energia negativa y espin arriba, es equivalente a la presencia de un positrén en reposo de

energia positiva y espin abajo.

64



4.3. Inversion temporal

Se podria decir que la inversién temporal es una especie de reflexién temporal, asi
como la paridad es una reflexion espacial, de igual manera como se hizo con la transfor-
macién de paridad, se puede hacer la analogia del contenido fisico de esta transformacién
al imaginarnos un evento que es grabado en video, la inversién temporal, por supuesto,

serd aquella descrita al reproducir el video hacia atras.

Dada la discusion sobre la transformacion de paridad, es inmediato definir como esta

inversion temporal debe transformar las componentes espacio-temporales:

=7 , t'=—t. (4-10)

Se necesita ademas especificar el comportamiento de los potenciales electromagnéticos

bajo esta tranformacién, los cuales quedaran definidos por [6, pp. 72|
Ay = A, (4-11)

¢(t) = o(t) . (4-12)

La razén fisica de esta tranformacion de los potenciales es de hecho similar a la
discutida para la tranformacion andloga de estos campos bajo Paridad, es decir, A es
generado por corrientes, por lo que una inversién en el tiempo invierte también la direccion
de la corriente y por tanto el signo de ff, mientras que ¢ es generado por cargas que no

son alteradas bajo inversiéon temporal.

Ahora que se ha definido la forma en que se tranformaran los objetos bajo inversion

temporal, se puede construir de manera explicita la forma que debe tener esta inversion
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temporal, siendo esta [6, pp. 73]:
Ty(t) =¢'(t") = iv'yy". (4-13)

Es decir, para aplicar una inversién temporal, primero debe tomarse el complejo
. d t- ./ lt. 1. . 1 3

conjugado y a continuacién multiplicar por iy vy
De la misma forma en que se ha hecho en las dos secciones anteriores, es interesante

ver lo que le sucede a la ecuacién de Dirac (3-14) bajo esta nueva transformacion, y asi

usando la ec. (4-13):

T(ihy"0, — SVMAM —me)p =0 (4-14)
(ihy“@l; - EWMA;L —me)iy'y3 Yt =0

. / e /
(ihn"0,, — E'y“AM —me)y' =0.

Lo cual implica que la ecuacién de Dirac (3-14) es invariante bajo inversiones tempo-

rales.

4.4. Transformaciéon PCT y positrones

Una forma sencilla de introducir la idea de los positrones, de manera un poco méas
formal, es utilizar precisamente las transformaciones de paridad, conjugacién de carga
e inversion temporal, segun las ecs. (4-5) y (4-14), las transformaciones de paridad e
inversion temporal son operaciones que dejan invariante la teoria con interaccion elec-
tromagnética?, mientras que la conjugacién de carga (ec. (4-7)) construye de manera

explicita la funciéon de onda de carga conjugada, se puede entonces utilizar simultanea-

4Es importante senalarlo, pues la interaccién débil no conserva paridad.
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mente dichas transformaciones, de manera que se encuentre una correspondencia entre
las funciones de onda de carga conjugada y las de electrén, es esta transformacion la que

sera denotada como tranformacién PCT.

Dicha idea estda directamente conectada con la interpretacion de Feynman-Stuckelberg
[14, 15] en la cual se reinterpreta las soluciones de energia negativa como soluciones de

energia positiva viajando atras en espacio-tiempo con el signo de la carga opuesta.

Para ver esto de una manera mas obvia, lo primero que se hara es transformar un

espinor, para ello se utilizardn las ecs. (4-2), (4-7) y (4-13), se definird entonces:

Ypor(a',t") = POTY(x,t) = ieysi(a,t), (4-15)

en donde por(2’,t") representa lo que se conoce como funcién de onda de positrén,

12,3 = —¢

mientras que 75 = v° = iy°y1y2%y? y por supuesto 2/ = —z y t' = —

Es decir, la ec. (4-15) implica que existe una correspondencia entre la funcién de onda
de positrén y la funcién de onda de electrén multiplicada por ie??vy; y moviéndose atras

en espacio-tiempo.

Veamos por ultimo que sucede con la ecuacién de Dirac (con interaccién electro-
magnética externa) para un electrén de energia negativa al aplicarle la transformacién
PCT, para ello se escribird la ec. (3-14) a manera de ecuacién de eigenvalores (con E > 0)
y en forma no covariante:

c@ - (F— —A) + S + ed|ip = —E) . (4-16)

ol

Usando las ecs. (4-3), (4-4), (4-11), (4-12) y (4-15), se puede ver que la ec. (4-16) se
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transforma como:

e (5" = SA') + Bmc + ed/|ibpor = +Evrer (4-17)

en donde las cantidades primadas por supuesto indican que son funcién de las coordena-
das primadas @’ = —x y t' = —t (Aunque ¥ pcr n0 esté primada, también lo es, lo cual

es claro desde la ec. (4-15)).

Es justo la manera en que se transforma la ec. (4-16) en la ec. (4-17) la forma de
entender la reinterpretacion que se da a las soluciones de energia negativa en este for-
malismo. Ademas es la clave para dar explicacién a la paradoja de Klein. Ahora bien,
no es tan directo como hacer una transformacién PCT sobre el problema y pensar que
todo estara resuelto, es un tanto mas sutil, pues la transformacién PCT es una operacion
mental que se ha construido mateméaticamente para poder entender fisicamente lo que las
soluciones a nuestras ecuaciones nos quieren decir, por lo que habra que poner la debida

atencion a los detalles fisicos del problema.

4.5. Una explicacion a la paradoja de Klein

La teoria desarrollada en el capitulo 3 es una descripcion fisica de particulas indivu-
duales, mientras que en este capitulo, al introducir la teoria de agujeros se ha dado pie a
una descripciéon de muchas particulas. El mar de Dirac es quiza el ejemplo maés directo
y obvio de esto, la explicacién presentada aqui, es por tanto encaminada totalmente en
esta direccién, teoria que Schweber etiqueta con el nombre de “Hole-theoretic QED” |16,

pp. 81-82].
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Considérese la figura 4-1, las lineas horizontales delgadas representan el mar de Dirac
en el vacio de una forma esquemaética, es decir, todos los estados ocupados con £ < —mc?.
Como ya se ha discutido ampliamente, existe una zona prohibida entre soluciones de
energia positiva y negativa, de ancho 2mc?. Justamente en este sentido, en el capitulo
anterior se encontré que, resolviendo la ec. de Dirac para un potencial electrostatico
escalén, esta zona prohibida “sube” (en la regién que actia el potencial) exactamente
una cantidad V. Ahora bien, si el potencial ha movido esta zona, ;jtambién es posible

que haya modificado el nivel del mar de Dirac?.

T™E

ll----+m‘:2----—------

------—]:'_"’_'_IJ:'2 E EE N N B S BSOS e m .

Figura 4-1: Esquema representativo del mar de Dirac en el vacio

La situacion presentada en la paradoja de Klein guarda cierta analogia con lo que
sucede para los electrones en un metal al aplicar un campo eléctrico externo [9, pp. 73-75],
esencialmente los electrones en el metal, por el principio de exclusién de Pauli, no pueden
ocupar todos el mismo nivel energético, de manera que los electrones van llenando los
niveles energéticos (del metal) hasta cierta energia, conocida como la energia de Fermi.
Dichos electrones se encuentran cuasi-libres, pero ligados al metal debido a un potencial
que (a primera aproximacién) se puede considerar como un pozo de potencial, la energia
necesaria para liberar del metal a los electrones mas externos es entonces la diferencia

entre la altura del pozo y la energia de Fermi, y se conoce como la funcién de trabajo.
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Si se aplica un campo eléctrico externo apropiado entonces es posible liberar algunos
electrones del metal, pues la funcién de trabajo se ve disminuida, desde el punto de vista
de los electrones [17].

El fenémeno descrito anteriormente es un efecto de tunelaje y requiere el caracter
finito del ancho del potencial neto. Por otro lado, para estudiar la paradoja de Klein, el
potencial externo aplicado, segin se ha presentado, no es finito, por lo que la analogia no
es directa, pero fisicamente es relevante, pues nos da una buena pista de como entender
el problema.

Considérese ahora la siguiente situacion; supéngase que se toman 2 metales con caras
planas paralelas uno frente al otro, separados una cierta distancia d (muy pequena) en el
vacio. Si uno de los metales se encuentra en un estado superconductor muy por debajo
de su temperatura critica, no existira tunelaje de electrones ain cuando se aplique una
diferencia de potencial (apropiada) entre ambos, esto ya que una caracteristica del estado
superconductor es que posee una brecha de energia, es decir, una region entre Fr — Ay
Er+A (con Ef la energia de Fermi y 2A el ancho de la brecha) donde no existen estados
permitidos. Una vez que el potencial alcanza el valor e¢p > A el tunalaje puede ocurrir,
por lo cual se establece una corriente entre los metales [18]. La figura 4-2 representa la
situacion descrita de manera esquemaética, se puede observar que el efecto del potencial
externo es modificar la forma del potencial y bajar el nivel del mar de Fermi, permitiendo
que los electrones del metal a la izquierda puedan hacer tunelaje al superconductor,
siempre y cuando la diferencia de potencial sea lo suficientemente grande para poner en
correspondencia estados desocupados en el superconductor con estados ocupados en el
metal y estableciendo asi una corriente de tunelaje.

En el tratamiento dado hasta ahora a la paradoja de Klein no existen metales, sim-
plemente se considera la existencia de un potencial electrostatico tipo escalén en cierta

regién del espacio. La analogia pues, se basa en la existencia de estos mares (de Dirac o
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Figura 4-2: La figura representa el nivel de Fermi en un metal (izquierda) y un supercon-
ductor (derecha), al ser aplicada una diferencia de potencial e¢ > A entre ellos.

de Fermi), ademds de la zona prohibida o la brecha energética (que son en cierta forma

parecidas), y en la accién de un potencial eléctrico externo sobre cada caso.

Segin se ha definido el vacio en el contexto de la teoria de agujeros, es aquel con
todos sus estados de energia negativa llenos, mientras que todos sus estados de energia
positiva estan desocupados (ver figura 4-1), ahora, dado que los electrones tienen masa,
existe una regién de ancho 2mec? que se ha identificado como una zona prohibida, en el
sentido de que no existen soluciones oscilantes y que ademas divide las regiones donde
si pueden existir soluciones oscilantes de energia positiva y negativa. Una vez que se
introduce un potencial electrostatico externo, la zona que separa las regiones es “elevada”
en exactamente la altura del campo aplicado. Siguiendo la analogia que se busca hacer,
se podria pensar que el potencial disminuye el nivel del mar y con él la zona prohibida,
este no es el caso, jPor qué?. Segun se ha estudiado a lo largo de este capitulo, existe una
correspondencia entre las soluciones de energia negativa y la funcién de onda de positron,

cuya carga es opuesta a la del electréon, y por tanto la dinamica de estos bajo un potencial
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¢ es distinta, dicho de una forma simple; si el potencial es repulsivo para electrones, es
atractivo para positrones. Por tanto, el potencial electrostatico sube el nivel del mar de
Dirac y con él la zona prohibida, que es exactamente lo que se ha calculado®.

La figura 4-3 representa la accion del potencial electrostatico que sube el nivel del
mar de Dirac, de manera que se ponen en correspondencia estados de energia positiva
(a la izquierda) con estados ocupados debajo de la zona prohibida (a la derecha). Por
otro lado, se ha introducido la teoria de agujeros y la reinterpretacion de las soluciones
con energia por debajo de la zona prohibida (que resultan de energia negativa en el
vacio). Asi pues, al notar que el nivel del mar de Dirac ha aumentado, no pueden existir,
en la regiéon de la paradoja de Klein, electrones de energia positiva detras del escalén de
potencial, pues dichos estados ya se encuentran ocupados. Pero en la seccién 3.4 se obtuvo
una transmisién de particulas inusualmente alta, lo que nuevamente nos coloca en una
posicién paraddjica, de manera que es necesario revisar los calculos ya realizados, pero en
el contexto de la teoria de agujeros, para entender que es lo que esta sucediendo. En este
sentido es importante senalar que realmente ya se ha resuelto el problema algebraicamente
en la seccion 3.4, es decir, las soluciones matematicamente son aceptables, sin embargo
no se contaba en aquel momento con las herramientas para entender la fisica de estas
soluciones. Por tanto, se reanalizaran algunas de las ecuaciones del capitulo 3.

Nuevamente observemos que un electrén incidente de energia positiva no puede ocupar
estados detrds del potencial, pues todos los estados ya estan ocupados, sin embargo
recordemos la analogia entre el metal y el superconductor, los estados ocupados debajo
de la zona prohibida (en z > 0) pueden hacer tunelaje a la regién sin potencial (en

z < 0), por lo cual observarfamos un hueco en el mar de Dirac detras del escalén de

5Si bien se han usado las palabras “sube” o “eleva”, pues pictoricamente describen la situacién en
cierta medida, estas pueden resultar enganosas, ya que la energia de Fermi es funcién de la densidad
de electrones cuasi-libres en el metal, la cual no se ve modificada bajo la accién de un campo eléctrico
externo, es desde el punto de vista de los electrones en un metal, que el nivel del mar de Fermi relativo
al del otro metal pareciera subir.
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Figura 4-3: En la figura se observa la accion del potencial electrostético sobre el mar de
Dirac, los electrones incidentes de energia positiva se encuentran en la regién energética
mc? < E < Vi —mc? con estados ocupados en la regién z > 0.

potencial electrostético, que interpretariamos como un electrén de caga +|e| y energia
E > 0, ademés de un electrén de carga —le| y £ > 0 en la regién libre de potencial, el
fenomeno que ya se habia descrito al inicio de este capitulo; una creacion de pares. Esta
creacién de pares ha sido promovida por la accién del potencial electrostatico (ver figura
4-4).

Ahora notemos que las ecs. (3-30) y (3-35) siguen siendo aceptables en principio, y
con ello también lo son el par de ecs. (3-44) que describen las corrientes de probabilidad,
.que se estd resolviendo entonces si todo ya estaba hecho?. Segun la figura 4-4, la ec.
(3-35) no estd representando una particula de carga —|e| y E > 0, sino una particula de
carga +|e| y energia E > 0, ademas dada la definicién de la corriente de probabilidad
en la ec. (3-6), no se hace referencia explicita al signo de la carga (por supuesto, es
una corriente de probabilidad, no una corriente eléctrica), sin embargo esta construida

haciendo referencia implicita al signo de la carga con que ha sido construida la teorfa®, por

6La ec. de Dirac fue concebida, en principio, para electrones relativistas, y es a partir de la rein-
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Figura 4-4: Al entrar en correspondencia estados ocupados en el lado derecho con los
electrones incidentes del lado izquierdo, se produce un fenémeno de produccion de pares.

lo cual es natural esperar que la corriente transmitida detras de la barrera se encuentre en
direccién opuesta a la de la particula incidente, pues el potencial produce pares electron-
positrén, de electréon viajando desde el potencial y hacia z < 0, y de positron detras de la
barrera que, por conservacion del impetu, deben viajar en direccion opuesta al de estos
electrones (i.e. hacia z > 0), y por tanto, un observador externo que mide una corriente de
probabilidad de agujeros (positrones) viajando de izquierda a derecha equivalentemente

mediria una corriente de probabilidad de electrones viajando de derecha a izquierda.

Por lo anterior, se puede entender que el par de ecs. (3-44) estdn expresando la
naturaleza real de la paradoja de Klein, por un lado, la corriente transmitida, viajando
en direccién opuesta a la esperada, esta representando la creacién de positrones detras
de la barrera de potencial, mientras que la corriente reflejada y que supera a la incidente

estd expresando, por un lado la creacién de electrones y por otro lado justo a la corriente

terpretacion de las soluciones de energia negativa que se predice la existencia de sus antiparticulas, los
positrones, si por otro lado se partiera de los positrones, los electrones emergerian naturalmente de la
reinterpretacion de las soluciones de energia negativa de los positrones.
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de electrones realmente reflejada respecto a la incidente.

La explicaciéon en este punto resulta suficiente para continuar, aunque no del todo
satisfactoria en un sentido estricto formal, para ello es necesario utilizar un formalismo
de segunda cuantizacion. Si bien la paradoja de Klein y la produccién de pares estan
intimamente relacionados segin se ha tratado el problema hasta ahora, resultan no ser
el mismo fendémeno [12], la produccién espontéanea de pares estd conectada con el de-
caimiento del vacio inducida por un potencial escalén supercritico [19, 20]. Ya que la
discusion completa escapa al alcance del contenido actual de este trabajo, se recomienda

la referencia [21].
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Capitulo 5

Efectos cuasirelativistas

El grafeno es probablemente uno de los materiales més prometedores del siglo XXI,
pues su estructura y composicion le otorgan una serie de propiedades importantes para
un rango muy amplio de aplicaciones tecnoldgicas, como la fabricacion de transistores de
alta velocidad [22], el secuenciamiento de ADN [23], pantallas téctiles flexibles [24], por
mencionar algunas. Por lo cual ha sido objeto de estudio en laboratorios de todo el mundo
desde que fue aislado por primera vez, de manera que hoy en dia se han caracterizado,

de una manera muy completa, muchas de las propiedades de este material.

En este capitulo se presentara uno de los varios efectos cuasirelativistas que algunos
autores [25, pp. 485-493], [27], [32], [33] han presentado como andlogo al de la paradoja
de Klein, lo cual podria entenderse como que esta paradoja (quizé resultaria mas conve-
niente llamarle tunelaje Klein) es un fenémeno caracteristico de las ecuaciones de onda
relativistas!. Para ello se presentard de manera breve las caracteristicas principales y

relevantes del grafeno para el estudio del problema.

1Si bien el problema ha sido tratado usando la ecuacién de Dirac, este fenémeno no es exclusivo de
fermiones, pues se puede obtener un resultado analogo usando la ecuacién de Klein-Gordon.
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5.1. Grafeno

En 2004 en un laboratorio en el departamento de fisica de la universidad de Manches-
ter, K. Novoselov y A. Geim aislaron por primera vez unas hojas, de apenas unas pocas
capas atémicas de ancho (las més anchas de ~ 3nm), de grafeno (Few Layers of Graphe-
ne) y caracterizaron sus propiedades eléctricas [26], motivo por el cual les fue otorgado el
premio nobel de fisica en 2010. El método que utilizaron resulta tan simple que pudiera
sorprender que nadie antes lo hubiera descubierto, pues dicho método consistié en la
utilizacién de un trozo de cinta adhesiva y grafito?, de manera simplificada, se adhirié a
la cinta la porciéon que esta pudiera tomar de un trozo de grafito, posteriormente la cinta
fue doblada hacia adelante y hacia atras varias veces con el objetivo de obtener porciones
més y mas delgadas (un proceso llamado por Novoselov, et al. como exfoliacién mecani-
ca), de las cuales se hizo una seleccién, por medios épticos y producidos con la ayuda de
un sustrato de Si0,, de las peliculas mas delgadas, que posteriormente fueron analizadas
en capas individuales por microscopia de fuerza atémica (Atomic Force Microscopy).

El grafeno es un alétropo del carbono, una estructura bidimensional como las que 80
anos atras Landau [27] (entre otros) argumentd que no podian ser termodindmicamente
estables y por tanto no podrian existir, lo cual explicaria parcialmente porqué no fue
descubierto antes como una estructura individual estable. Un atomo de carbono neutro
y libre contiene seis electrones, dos de ellos en la subcapa 2p (dos en la subcapa 1s y
dos en la subcapa 2s), ocupando un orbital cada uno, de manera que se espera que este
sea bivalente, si bien asi ocurre algunas veces, también es posible encontrarlo en forma
cuadrivalente, lo cual puede ocurrir cuando forma enlaces con otros atomos, esto es debido
a que uno de sus electrones en la subcapa 2s puede dejarla para ocupar el tercer orbital 2p

que no esta ocupado, por lo tanto, existiran cuatro electrones sin aparear resultado de la

2La forma més comun en que bésicamente cualquier persona estd familiarizada con el grifito se
encuentra en la punta de un lapiz.
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hibridacién® entre los orbitales 2s, 2p,, 2p, v 2p.. En el grafeno, los orbitales 2s, 2p, y 2p,
forman un orbital de hibridacién sp?, que se orienta sobre el plano que forma la estructura
bidimensional, de manera que existen tres electrones que se ligan con sus vecinos mas
cercanos (enlaces o) y por tanto, en su conjunto, reproducen una red hexagonal, en donde
cada dtomo de carbono se localiza en el vértice, a una distancia de ~1.42A uno del otro,
que nos remonta a la imagen de un panal de abeja (Ver figura 5-1). El cuarto electrén se
localiza en el orbital p,, que se orienta ortogonal al plano de la estructura bidimensional,
cada uno de estos electrones forma enlaces con los de su mismo tipo de sus vecinos mas
cercanos (enlaces 7), y que en su totalidad conforman la estructura de bandas, la cual es

responsable de las propiedades eléctricas del grafeno.

Figura 5-1: La figura muestra la estructura bidimensional del grafeno (superior), a partir
de la cual se pueden formar otros 3 alétropos de carbono; fulerenos (inferior izquierda),
nanotubos (inferior central) y grafito (inferior derecha). Fuente A. Geim & K. Novoselov,
“The rise of graphene” [28].

Resulta particularmente curioso el hecho de que otras formas alotrépicas de carbono,

3Véase por ejemplo; Cohen-Tannoudji, C., Diu, B. & Laloé, F. Quantum Mechanics. Vol. I. Wiley-
VCH, pp. 847-855
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para ser especificos; los nanotubos de carbono, fulerenos y grafito, sean en ltima instancia
estructuras de grafeno “dobladas” o “empaquetadas” en formas especificas. En particular,
el grafito esta compuesto por capas de grafeno apiladas y débilmente acopladas por fuerzas
de Van der Waals, esto se sabia antes del descubrimiento de 2004, y fue con el trabajo de P.
Wallace [29] que se caracterizé la estructura de bandas y el comportamiento semimetélico
de dicho material. El resultado mas interesante para este trabajo esta relacionado con el
hecho de que la estructura de bandas en el grafeno a bajas energias puede ser aproximada
como conos localizados en los llamados “puntos de Dirac” (las esquinas de las zonas de
Brillouin [18, pp. 89], ver figura 5-2), cuyas excitaciones a bajas energias propagandose por
la red cumplen una relacion de dispersién lineal. Dichas excitaciones son pseudoparticulas
de masa efectiva cero, usualmente conocidas como fermiones de Dirac, cuya velocidad
de propagacién es vp & 10%m/s [30]. Dadas tales caracteristicas, la dindmica de estos
conduce a lo que se ha dado el nombre de “efectos cuasirelativistas” [25, pp. 485], siendo
que su descripcion matematica queda expresada por una ecuaciéon tipo Dirac en lugar de

una ecuacion tipo Schrodinger.

Figura 5-2: En la figura se muestra de una forma esquematica la ubicacion de los conos
de Dirac, por lo que a bajas energias se espera una relacion de dispersiéon lineal de la
forma E = j:wh\lﬂ. Imagen extraida de Y. Zhang, et al. “Experimental observation of
the quantum Hall effect and Berry’s phase in graphene” [31].
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Como se estudié en el tercer capitulo, la paradoja de Klein ocurre en tanto el potencial
electrostético supere la energia 2mc? y la energia de los electrones incidentes cubra la
region me? < E < Vy — mc?, de manera que si se requiere localizar un electrén a una
distancia no mayor que la longitud de onda de Compton h/mc detrds del potencial,
entonces ha de ser necesario producir una caida de potencial del orden 10'®V/cm en
dicha distancia. Por tanto, la dificultad més grande para la observacién experimental del
tunelaje de Klein bajo estas condiciones, es la produccién de un campo eléctrico con tales
caracteristicas.

Por otro lado, los portadores de carga en el grafeno cuentan con masa efectiva cero,
de manera que no existe la zona prohibida de ancho 2mc?, y por tanto el grafeno resulta

ser un medio efectivo donde el tunelaje Klein deberia exhibirse claramente.

5.2. Paradoja de Klein en el grafeno

Considérese una particula incidente desde z = —oo, con masa efectiva m — 0, a una

region de potencial electrostatico Vi de ancho D, como se muestra en la siguiente figura:

'

D

Figura 5-3: Barrera de potencial electrostatico V de ancho D, para una particula incidente
desde —oo con energia 0 < £/ < V) y de masa nula.
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El potencial V(z) es de la forma:

Vo si 0<z<D
V(z) =

0 si otros casos

Y asi la ec. de eigenvalores del problema, en 1D, es:

(cap® + Vo)u(2) = Bui(z) (5-1)

De manera que se ha dividido en 3 regiones, y el caso de interés es para 0 < F < Vj.
Dado el analisis hecho en las secciones 3.3 y 3.4, las soluciones para cada una de las 3

regiones puede ser escritas de forma inmediata:

1 1
. 0 . 0
Y1(2) = Zer# + Re = : (5-2)
1 —1
0 0
1 1
" 0 ik 0
U (z) = Ae'™* + Be "2* , (5-3)
1 —1
0 0
1
wIII(Z) = T@ 1 . (5—4)
1
0
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Resulta interesante la forma que han tomado los espinores con masa nula, pues la
relacién de dispersién para cada caso es; 2Rk} = E? y 2h2k3 = (E — V)%
Imponiendo las condiciones de continuidad en z = 0 y z = D se obtienen las ecuacio-

nes:

I+R=A+B, (5-5)
I-R=A-B,

AeikQD 4 Befing —_ T@ile,

AetkeD _ Be=ikeD _ TikiD

lo cual implica que |T]? = |Z]? y por supuesto |R|? = 0.

A diferencia de la seccién 3.4, no fue necesario considerar el limite en que el po-
tencial Vj es muy grande, esta es la razén por la que se espera que, en el grafeno, el
tunelaje de Klein se presente de manera clara, por supuesto, no implica que sea sencillo
experimentalmente.

Ahora bien, como se ha hecho hincapié, el grafeno es una estructura bidimensional,
por lo que el andlisis hecho anteriormente representaria un caso particular (de incidencia
normal). Para entender la situacién andloga presentada para los portadores de carga en
el grafeno, es de mayor utilidad y simplicidad escribir la ecuacion tipo Dirac en un for-
malismo de espinor de dos componentes. Para ello se utiliza la aproximacion de amarre
fuerte (tight-binding), la cual consiste en que los electrones pueden saltar unicamente
entre los primeros y segundos vecinos mas cercanos, ademéas consideremos que la estruc-
tura hexagonal de la red estda compuesta por 2 subredes triangulares “equivalentes”, que
se etiquetardn como A y B (ver figura 5-4).

Las bandas de energia obtenidas a partir del Hamiltoniano en la aproximacion de

amarre fuerte son simétricas alrededor del punto de energfa 0 [34], més atn, el Hamil-
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Figura 5-4: Cada estructura hexagonal en la red de atomos de carbono en el grafeno se
conforma por dos subredes triangulares, determinadas por los dtomos etiquetados con A
o B (en azul o amarillo, respectivamente).

toniano efectivo en esta aproximacion y cerca de los puntos de Dirac estd compuesto
de dos copias que describen cuasi-particulas de masa efectiva 0, de manera que nos es
posible separar el Hamiltoniano de 4 x 4 en dos bloques de 2 x 2, cada uno dando origen
a una banda (de conduccién y de valencia) y relacionadas entre si por una operacién de
simetria, por lo que la fisica queda contenida en una ecuacion de 2 x 2. Dicha ecuacion

se puede escribir, con ayuda de las matrices de Pauli, como:

0 ko —ik
Fwp ) a2 (5-6)

ke +ik, 0 . Ot \

Llamaremos entonces “cuasi-espin” al grado de libertad que indica la localizacién de
las cuasiparticulas, de manera que ¥4 y g representa la amplitud de probabilidad de

que la cuasiparticula se localice en la subred A y B respectivamente.

A partir de la ec. (5-6), separando las partes espaciales y temporales como se ha
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hecho, es inmediato escribir el par de ecs:

FL’UF(]{?J; - ’ka>¢3 == E@Z)A s (5—7)

hop (ks + iky)pa = E¥p .
Con lo cual se puede obtener la relacién de dispersion:

R2oh(k2 + k2) = BPod|k|)? = B2 (5-8)

— hoplk| = +E.

Este es el espectro conico ilustrado en la figura 5-2 y es el resultado de la interseccion
de las bandas de energia originandose de las subredes A y B. Se puede entonces identificar
que los estados de energia positiva son los portadores de carga, pues yacen en la banda
de conduccién (es decir, los estados ocupados dentro de los conos con E > 0), y son del
tipo electrén [32]. Ahora bien, como se acaba de mostrar, los estados de energia negativa
estan interconectados con los de energia positiva por la misma ecuacién de Dirac, existe
por tanto una operacion de simetria entre estos, por lo que los agujeros en la banda de
valencia (es decir, los estados desocupados dentro de los conos con E < 0) se comportan
como cuasiparticulas cargadas positivamente, por tanto son el equivalente (en el grafeno)

a los positrones.

Se puede ahora definir la cantidad conocida como helicidad, que en el caso del gra-
feno sera la proyeccion del cuasi-espin a lo largo de la direccién de movimiento E, y es
positiva para los portadores tipo electrén y negativa para agujeros. Dicho concepto, asi
como el del cuasi-espin son muy importantes para entender el tunelaje Klein (asi como
otros fenémenos cuasirelativistas), pues la explicacién se puede hallar en la conservacién

de estas cantidades, lo cual se explicarda mas adelante.
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Dado que se ha introducido un nuevo formalismo para la ec. (5-6), es necesario replan-
tear el problema bidimensional de dispersién, pues ahora no se cuenta con la direccién z.
Para ello considérese una pseudo particula (sin masa) libre incidente en la region = < 0,
la cual forma un dngulo ¢ con respecto a la direccion x. En la region x > 0 existe una ba-
rrera de potencial electrostatico de ancho finito D, por lo que la onda transmitida dentro
de la barrera ahora forma un angulo 6 con respecto a la direcion z. Fuera de la barrera,
la onda transmitida es nuevamente libre, por lo que forma un angulo ¢ con respecto a la

direccién x. Véase figura 5-5.

111

390

X
-

Figura 5-5: Esquema del problema en 2 dimensiones con una barrera de potencial elec-
trostatico Vy de ancho D e infinitamente extendido en el eje y, para una pseudo-particula
incidente a un angulo ¢ con respecto al eje x, con energia 0 < E < Vj.

La barrera de potencial en el grafeno puede ser creada por el efecto de campo eléctrico

usando un aislante delgado o por un dopaje quimico local [26], y para el andlisis tedrico
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consideremos que:

Vo si 0<zxz<D

0 en otro caso

Y asi la ec. tipo Dirac que se busca resolver es:

- Un(2,y Un(z,y
[hopd - k + V(x)] (z:9) =F (.9) , (5-9)
Un(@,y) Un(@,y)
en donde el subindice n = {L,IT,I11}.
Para la region I, una onda plana incidente con vector de propagacion k es L= Ie“z'f,
y del par de ecs. (5-7), se tiene que:
hop(—i0y + 0,)Te™® = Thop(ky + ik, )e® ™ = Ey2,_ . (5-10)

Dado que k, = |k|cosg, k, = |k|seng, y de la ec. (5-8) para E > 0, se obtiene que:
W2 = Tebek? (5-11)

Ahora para la onda reflejada, se tiene que !, = Re~k=rtkyy) Hues el potencial solo

invierte la direcciéon del impetu en x, por lo que:
hwp(—i0, 4 0,)Re!Feothuy) — _Rpype=i0el(“harthyy) — Byl . (5-12)

Usando las ecs. (5-9), (5-11) y (5-12), se puede escribir el espinor completo de la
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primer regién como:

Yi(r,y) =1 ' eilkeathyy) L R _ e!(—kevthyy) (5-13)

Para la region II, ya que el potencial actiia iinicamente en el eje x, el impetu en la
direccion x se ve modificado, no asi en la direccion y, por lo que el vector de propagacién

es ahora k' = (g, ky,), y de la ec. (5-9) se obtienen el par de ecuaciones:

hop(qe — iky)¥n = (B — Vo)ir, (5-14)

hwr(gx + iky)y = (B — Vo)ui -

Por lo que la relacién de dispersion es hvp(q; + k7)) = (B — Vp)?.

De manera analoga que para la regiéon I, la primer componente del espinor tendra la

forma vf; = Aell@@+kwy) 1 Beil=@a+kyy) por lo que usando (5-14) entonces:

Ahvp(qe + ik,)e =Y — Bhop(q, — ik,)e' et = (B — V) . (5-15)

Ahora se tiene que ¢, = |k7|cos€, ky = |lg’|sen9, y dado que E — V; < 0, entonces el

espinor de la regién II es:

Yz, y) = A eilerthyy) L B ei(—azatkyy) (5-16)
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Por ultimo, es inmediato notar que el espinor en la regién 3 debe ser:

1 ,
Ym(z,y) =T ” g/Farthy) (5-17)
ez

Imponiendo ahora las condiciones de continuidad para las ecs. (5-13), (5-16) y (5-17)

se obtienen las ecuaciones:

U =0,y) =T +R=A+B=dylz=0,y), (5-18)

Yi(x=0,y) = Te'? — Re " = — A + Be ¥ = Yz =0,y).

Yu(z = D,y) = Ae'®P + Bem"=D = TP — yy(z = D, y), (5-19)

Yi(z = D,y) = —Ae?e'tP  Be e P = TeetD — yyy(x = D,y).

Las condiciones de continuidad estan traslapando las soluciones tipo electrén que son
los estados ocupados en la banda de conduccion hasta la energia £ = Ep (la energia
de Fermi), para la regién libre de potencial, con las soluciones tipo agujero, las cuales
son estados no ocupados en la banda de valencia que se encuentra dentro de la regién
del potencial electrostatico, ya que la posicién de los conos de Dirac es modificada por
la accion del potencial electrostatico, de la misma forma en que sucede con la analogia
entre el un superconductor y un metal, como se realiz6 en la seccion 4.5. Esto se puede
ver de una forma esquematica en la figura 5-6.

Ya que de la amplitud de la onda incidente se tiene, en principio, control experimental,

la solucion al sistema de ecuaciones para la amplitud de onda reflejada es:

2¢"(send + senb)sen(q, D)
—2isen(q, D) — (e~“=Pcos(¢p + 0) + e'=Lcos(¢ — 0))

R=1I (5-20)
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Figura 5-6: La figura muestra en lineas horizontales dentro de los conos de Dirac los
estados ocupados para cada region, correspondientes a las de la figura 5-5, hasta la
energia de Fermi Ep.

Y ya que los coeficientes de transmisién y reflexién deben satisfacer |Z|? = |R|*+|T %,

se obtiene finalmente que:

cos*0cos®¢

c0s20cos?pcos?(q, D) + sen?(q,D)(sendsend + 1)%

T1? = |Z)° (5-21)
Las ecs. (5-20) y (5-21) implican que para ¢,D = N7 (condiciones de resonancia),

con N = 0,41, 42, ..., la transmisién es perfecta, pues |T|*> = |Z|?, |R|? = 0.

Maés aun, en el caso de incidencia normal, para el cual ¢ = 6 = 0, la transmision
también es perfecta. Lo cual concuerda con lo obtenido al inicio de esta seccién, en el

formalismo de espinor de cuatro componentes.

Si bien en principio, para particulas sin masa no existe un minimo teérico de campo
eléctrico necesario para producir los estados tipo positrén dentro de la barrera de po-
tencial, en la practica un campo de ~ 10°V/cm (11 ordenes de magnitud menor que el

necesario para producir el tunelaje Klein en particulas con masa efectiva no nula) deberia
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ser suficiente [33].

Ahora bien, teniendo en cuenta el caso de incidencia normal, se puede entender el
tunelaje de Klein a partir del hecho de que la barrera de potencial electrostatico no
puede modificar la direccién del espin (pseudo-espin en este caso), justo como se probd
en la seccién 1.5 para electrones la ecuacién de Pauli. Una pseudo-particula reflejada
requeriria un cambio en la direccion del impetu k, — —k,, y ya que esta particula ha de
ser del tipo electron, su helicidad debe de ser positiva, lo cual implica que debe haber un
cambio en su pseudo-espin, dado que esto no puede suceder por el tipo de potencial que
se esta considerando, una pseudo-particula tipo electrén viajando de izquierda a derecha
solo puede ser dispersada por este tipo de potencial a una pseudo-paticula tipo electrén
o agujero viajando en la misma direccién u opuesta respectivamente?, es decir, es debido
a la conservacion del pseudo-espin.

Antes de concluir el capitulo, cabe mencionar que el estudio de estructuras bidimen-
sionales, entre ellas el grafeno (y de su peculiar estructura de bandas), motivé en su
momento el desarrollo de la teoria de bandas desde un punto de vista topoldgico, que
eventualmente desencadend en la prediccién y descubrimiento de, por ejemplo, los ais-
lantes topologicos. Estos en su superficie cuentan con fermiones de Dirac, que satisfacen
a bajas energias una relacién de dispersién lineal, como la del grafeno, por lo que su
estructura de bandas serfa similar (conos que se tocan en puntos aisaldos), de no ser
porque existe una separacioén entre las bandas de conduccién y de valencia.

Dicho lo anterior, es natural preguntarse si existen materiales anélogos en tres dimen-
siones al grafeno (andlogos en su estructura de bandas), de esta manera podria estudiarse
experimentalmente el fendmeno del tunelaje de Klein en tres dimensiones de manera via-
ble. La respuesta es que si, dichos materiales son llamados semi-metales de Dirac, los

cuales son tales que, a bajas energias, las bandas de conduccién y valencia se tocan en

4El primer caso sucederia para E > Vj.
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puntos aislados (por supuesto, se estd sobre simplificando, los semi-metales de Dirac son
mucho més generales que el caso particular del grafeno, simplemente se resalta la ca-
racteristica que de ellos nos interesan para la conclusién de este capitulo). En concreto,
se han propuesto [35] disefios experimentales para medir el tunelaje de Klein en semi-
metales de Weyl, estos sistemas pueden ser creados al modular la concentracion de un
metal alcalino de dopaje en diferentes regiones de un semi-metal de Dirac.

Los resultados analiticos y numéricos muestran que dichos sistemas si deberian presen-
tar tunelaje de Klein, la diferencia radica en que al estudiar analiticamente las soluciones,
se obtienen condiciones de resonancia para dos dngulos (pues el problema es tridimen-
cional), lo que produce transmisién perfecta a lo largo de anillos concéntricos completos,
que se reducen perfectamente al caso bidimensional haciendo 0 alguno de los dos angulos.
Maés aun, al inducir un campo magnético externo uniforme aplicado en la misma region
que actua el potencial escalén, se podria modificar enormemente el perfil de transmisién,
esto es debido a que los fermiones de Dirac experimentan una fuerza de Lorentz’®. Asf
seria posible, por ejemplo, inducir campos magnéticos en 2 direcciones ortogonales apro-
piadas, de manera que el haz perfectamente transmitido sea enfocado y seleccionado, lo

cual es una clara aplicacién 6ptica potencialmente muy importante.

°Si bien no se introdujo esta idea para el desarrollo previo de este capitulo (a falta de espacio), se puede
estudiar analitica y numéricamente el efecto de campos magnéticos en las propiedades de transporte de
grafeno [36], cuyos resultados pueden ser de gran interés en aplicaciones tecnolégicas concretas.
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Capitulo 6

Confinamiento

El problema del confinamiento al que se refiere este capitulo tiene su origen en lo
discutido en el primer capitulo, en el cual se planted la situacién del escalon de potencial
electrostatico en relacion con esta idea simplificada de lo que significa confinar electro-
nes en cierta region espacial. El fenémeno del tunelaje Klein presenta un obstaculo para
tal objetivo, por lo que esencialmente un potencial que no presente tal caracteristica es
un buen candidato para llegar a ser considerado como potencial de confinamiento?, la
cuestién que compete a este capitulo es por tanto mostrar que potencial cumple tal ca-

racteristica.

Una pista a seguir tiene que ver con los nicleos atémicos. A principios de la década de
1930-1939, la mecanica cuantica habia sido, por decirlo de alguna forma, razonablemen-
te bien establecida, mas ain, Dirac la habia llevado un paso méas adelante al proponer
su ecuacion, como se mostro en el capitulo 3. Sin embargo persistia un problema fun-
damental, los fisicos sabian de la existencia de los protones y electrones, los primeros

conformando parte del nticleo atémico a distancias tipicas de ~ 107%m, pero siendo asf,

!Confinamiento para el tipo de interaccién que este represente.
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.que los mantiene unidos?, ciertamente a esa distancia los protones deberian sufrir una
repulsion eléctrica enorme, por lo que los nticleos no podrian ser estables. Para dar una
posible explicacion, naturalmente surgieron toda clase de teorias, pero todo fue parecien-
do més claro cuando en 1932, J. Chadwick descubrid la existencia de los neutrones [37],
particulas neutras y de masa muy cercana a la del protén, que también conforman, junto
con los protones, los nicleos atémicos, por lo que se les suele llamar indistintamente
“nucleones”. Por otro lado, y casi a la par del descubrimiento de Chadwick, Fermi se
encontraba trabajando en el problema del decaimiento beta del neutrén?, mediante el
cual dicho neutrén decae en un protén mediante la emisién de un electrén y un neutrino®
del electrén [1, 2], [38]. Debido al gran éxito de la teoria de Fermi, se pensé inicialmente
usarla para explicar la fuerza de atraccion que mantiene unidos a los nucleones, la idea
en si resultaba simple y natural, en esencia se buscaba explicar la naturaleza cohesiva de
la fuerza argumentando que cuando dos nucleones se encuentran a distancias nucleares
uno del otro, los neutrinos y electrones (de la teoria de Fermi) saltan entre ellos una y
otra vez, por lo que estos producirian una especie de fuerza de intercambio atractiva, de
manera similar a como ocurre en la molécula H,™ entre dos protones y un electrén de
intercambio. Sin embargo, los calculos tedricos mostraron que la energia de amarre pro-
ducida por este modelo, tendria una diferencia de j15 6rdenes de magnitud! con respecto
al valor esperado. En 1935, H. Yukawa propuso que en lugar del electrén y neutrino ser
consideradas como las particulas intercambiadas entre nucleones, seria necesario intro-
ducir una nueva y hasta el momento desconocida particula, a la que por aquel entonces
se le nombré “mesén” [39], no fue hasta 1947 cuando se descubrié definitivamente que
la particula responsable de la interaccion de Yukawa es el pién, y si bien hoy en dia,

bajo la concepcién del modelo estandar, aquel modelo de interaccién resulta una especie

2El problema se conocia con el nombre de desintegracién j.
3Para ser més precisos, debe ser un antineutrino del electrén.
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de efecto residual de la fuerza fuerte de QCD, es justo dicho modelo el que nos serd de

utilidad para el desarrollo de este capitulo.

6.1. Paradoja de Klein para un potencial pseudoes-
calar

Los piones son mesones pseudoescalares (de paridad negativa) [38], que en este modelo
de intercambio para la interaccién nucleén-nucleén, puede describirse, en cierta aproxi-
macion, mediante la introduccion de un término de potencial central pseudoescalar en la
ecuacién de Dirac [40]. Mas atn, dicha aproximacién es también relevante en el llamado
“modelo quirial de bolsa” (yBM), este hecho nos permite analizar la presencia de un
efecto tipo Klein para tal tipo de interaccién, lo cual a su vez resulta de gran importancia,
pues si el potencial pseudoescalar modelado presenta un fenémeno tipo Klein, este no
podria ser usado como potencial de confinamiento. En retrospectiva, siendo que dicho
modelo puede ser utilizado para el confinamiento de quarks [41], es de esperar que tal
interaccién no presente tunelaje Klein.

La ecuacién de Dirac para este tipo de interaccién puede escribirse como [39]:

0
[cd@ - p+ Bme? +igh(@) "V JO(F 1) = iho b (T, 1) (6-1)

En donde g es una constante de acoplamiento, en tanto que ¢ representa un poten-
cial que, en principio podria ser funciéon de la posicién. Por otro lado observemos que el

nimero complejo ¢ es necesario, pues de otra forma el Hamiltoniano no seria Hermitiano.

Ahora bien, nos interesaria analizar la ec. (6-1) de una manera similar a como se ha

estudiado el caso del potencial electrostatico escalon en la ecuacion de Dirac, pues es a

94



partir de este que obtuvimos la paradoja de Klein. Para ello, podemos empezar pensando

el problema unidimensional, en la direccién z y hagamos g¢(z) = Vs(2) tal que:

0 si 2<0
Vs(z) =

Vs si 2>0

en donde Vj es constante.

Por lo tanto, en la region de espacio que actia el potencial pseudoescalar, el Hamilto-
niano toma la forma H = ca®p® + Bmc?® + iVs7°~?, v con ello, la ecuacién de eigenvalores

para las soluciones de energia positiva queda dada por:

[ca®p® + Bmc® + iV’ |U(2) = EU(z). (6-2)

Podriamos en este punto comenzar a buscar la forma analitica del espinor en la ec.
(6-2), de manera similar a como se ha realizado anteriormente, y con ello analizar la fisica
de las soluciones para finalmente concluir si nuestro potencial pseudoescalar da origen a
un efecto de produccién de pares. El camino que se tomara es distinto, pero es de cierta
forma sugerido tomando en cuenta el analisis hecho en capitulos anteriores y expresa de
una forma sencilla (y visual mayormente) la ventaja de la aproximacién al problema de

la paradoja de Klein mediante el uso de la teoria de agujeros.

Para comenzar, considérese el Hamiltoniano de la ec. (6-2) en su forma matricial:

H = + +1igVs : (6-3)
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Sumando los términos entonces:

R mc? ca®p® + igV.
ji a (6-4)

co’p® —igVs —mc?

Lo que se hard a continuacién es obtener la forma matricial de H?, de manera que:

. mc? co’p?® +igVs
= ; (6-5)
codp —igVs —mc?
B (mc?)? + (co3p® +igVs) (co®p® — igVs) 0
0 (mc?)? + (ca3p® — igVs)(codp?® +igVs)
B (mc?)? + p*c® +icg|Vs, o3p®] + (gV5)? 0
0 (mc?)? + p?c® —icg[Vs, 0°p®] + (gV5)”

Dado que en el caso que se esta estudiando, V5 no depende de la posicion, entonces
[Vs,03p3] = 0, y por lo tanto se puede reescribir la ecuacién de eigenvalores (6-2) para

H? en forma matricial como:

(mc?)? + p*c® + (gVs)? 0 @ ©

= E? : (6-6)
0 (me?)® +p*c + (gV5)* | \ x X
Lo cual nos permite facilmente obtener la relacién de dispersion:
(mc®)* +p*c® + (gV3)* = E*. (6-7)

Esta tltima ecuacién es justamente la que necesitamos y que de hecho es suficien-

te para demostrar si existe o no paradoja de Klein para el potencial se ha elegido estudiar.
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Como se ha probado a lo largo de todo este trabajo, por lo menos en el caso unidimen-
sional y trabajando con soluciones de onda plana, nos es suficiente conocer la relacion de
dispersion para saber la forma de las soluciones en un problema de dispersién de este tipo.
Podemos expresar lo anterior de una manera un poco mas precisa si pensamos lo siguien-
te; supéngase que ¢5 = Age’** + Bge™™** son soluciones a la ecuacién ﬁagwﬁ = Eg, si
la relacién de dispersién es una funcién de la forma k% = f(E, V), entonces las funciones
15 son soluciones oscilantes si k% > 0.

Entonces la condicién para que las soluciones a la ec. (6-2) sean oscilantes, dada la
ec. (6-7):

p’c® = B> — (mc®)? — (gV5)* > 0. (6-8)

Y por lo tanto:

|E] >/ (mc?)? + (gV5)?. (6-9)

Evidentemente mc? < /(mc?)? + (gVs)?, lo que nos lleva directamente interpretar la

ec. (6-9) mediante la figura 6-1 y teniendo presente la discusién de los capitulos 3 y 4:

T™E

. Jme @)L

- O o . . —|—m|:2-

- mm o om —mczl-l

= me2 7+ @V

Figura 6-1: Zona prohibida en una regién libre de potencial (z < 0) y en una regién
sujeta a un potencial pseudoescalar (z > 0).

La diferencia fundamental que tiene este problema con el del potencial escalén elec-

97



trostatico es que la regién en donde las soluciones son evanescentes, ahora no ha modifi-
cado su posicién relativa al vacio, de hecho su posicién ha quedado fija, con la diferencia
de que, en la regién que actia el potencial pseudoescalar, dicha regién ha aumentado su

ancho. Esto ltimo es una consecuencia de la ec. (6-9), ya que para la regién energética

—/(m2)2 + (gV5)2 < E < /(mc)? + (gV5s)?, la ec. (6-7) nos dice que p*> < 0, con lo
que las soluciones dicha region son exponenciales reales, cuya corriente de probabilidad

es 0.

Se puede entonces entender que el potencial pseudoescalar dado por la ec. (6-2) no
conduce a una situacién similar a la paradoja de Klein, por el contrario, el potencial que
se ha estudiado puede entenderse, en el sentido que se definié en el capitulo 1, como un
potencial de confinamiento. Dicho resultado fue generalizado por Martinez y Romero,

R. P., Moreno, M. & Zentella, A. (1991) [42] a todos los potenciales supersimétricos de

Dirac (87°, 87, v* vy Bo).
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Capitulo 7

Conclusiones

El problema que da origen a la paradoja resulta muy sencillo de plantear, pero la
paradoja en si misma adquiere mayor dificultad conceptual mientras mas se estudia, no en
vano fue objeto de discusién por almenos 70 anos [12], mas ain, dada la impracticabilidad
técnica de realizar un experimento (con electrones en el vacio) que contraste la teoria con
el mundo real.

Asi pues, el enfoque con que se ha aproximado al problema en el desarrollo de este
trabajo busco hilar las ideas conceptuales de una forma orgénica, de manera que resulte
tan natural, como sea posible, la introduccion de algunas de las aplicaciones modernas
que este fenémeno da lugar.

Ya que no existe a dia de hoy un experimento que mida de manera directa el fenémeno
y compare con las predicciones tedricas, puesto que no es posible, en la actualidad, generar
en el laboratorio un campo electrostatico con las condiciones necesarias en el vacio, se ha
mostrado como algunas propiedades del grafeno pueden ser entendidas como analogas a
efectos relativistas, dadas las caracteristicas de dicho material. Para ello resulté de gran
utilidad entender la resolucién de la paradoja en términos de la teoria de agujeros.

El estudio del tunelaje de Klein en los sitemas de estado sélido ha mostrado un
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gran potencial, ya sea para sistemas bidimensionales o tridimensionales, se podrian, por
ejemplo, construir sistemas Opticos tales que bajo la influencia de campos magnéticos
externos, presenten una alta selectividad y transparencia, no solo de regiones especificas
en las que se transmitan las cargas (enfoque), sino también selectividad en rangos de
energia muy especificos, todo esto a escalas nanométricas.

Por otro lado, la idea simplificada de confinamiento, definida para este trabajo, se
contrapone directamente a la paradoja de Klein, lo que nos ha llevado a la busqueda de
un potencial de interaccion para el que esta no ocurra. Para ello se escogié un potencial
pseudoescalar que, en ciertas aproximaciones, resulta relevante para la interaccién entre
nucleones, asi como un modelo quirial de bolsa para el confinamiento de quarks. Si bien
un estudio detallado de este tltimo fenémeno requiere de especial atencién, escapa al
alcance de la discusion actual, por lo que unicamente se presenté de manera breve y

podria ser ampliado en un trabajo posterior.
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