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Resumen

En el presente trabajo se expone el desarrollo de la solucién analitica exacta para el proble-
ma de interaccién fluido-estructura en conductos elasticos isétropos sujetos al flujo pulsante
de un fluido viscoso. Si bien soluciones similares se han obtenido anteriormente, pocas han
incluido el nivel de detalle de la que se presenta aqui. En el transcurso del trabajo se expli-
caran con el mayor detalle posible los diversos pasos del método de soluciéon, asi como dénde
subyacen las dificultades principales. La realizacién de esta tesis tiene como objetivo, mas
alla de las metas particulares de la investigacion, avanzar el conocimiento sobre soluciones
analiticas que describen sistemas acoplados. Esto con la esperanza de que futuras generacio-
nes de investigadores en México tengan acceso a un documento que ilustre las caracteristicas

del método.

En el Capitulo 1 se resumen las principales lineas de investigacién que han estudiado el
problema de flujos en conductos elasticos. En el Capitulo 2 se explican los aspectos fisicos del
caso de estudio y se desarrolla el modelado matematico, asi como el método de obtencién de
la solucién. Como es de esperarse, este es el capitulo mas importante y extenso de la tesis.
En el Capitulo 3 se hace una interpretacion de la solucién analitica y de las tres represen-
taciones posibles. En el Capitulo 4 se presentan las graficas mas importantes y se discuten
los resultados, comparandose en la medida de lo posible con trabajos previos. Finalmente,
el Capitulo 5 resume las conclusiones del trabajo. Con conocimiento, disciplina y suficiente
tiempo invertido, alguien quizds podra encontrar nuevas soluciones a problemas aledanos a

este, o bien, corregir cualquier error que se haya cometido.
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Capitulo 1

Introduccion

La interaccion fluido-estructura, o FSI por sus siglas en inglésﬂ, es un fenémeno dinami-
co de sistemas acoplados. Se presenta en cualquier situacion donde un medio sélido esta
en contacto con un fluido en movimiento[68]. Una parte importante de las investigaciones
han permitido develar las caracteristicas fundamentales de los procesos[68]. El espectro de
aplicaciones es tan amplio que es dificil rastrear los trabajos mas relevantes a una sola linea
de investigacién. Sin embargo, se puede afirmar que aproximadamente el 36 % de los casos
involucran estructuras esbeltas y cilindricas, o cuasi-cilindricas, sometidas a flujos axiales[6§].
Ejemplos concretos de problemas que se prestan a la descripcion cilindrica incluyen tuberias
en sistemas de transporte de hidrocarburos, flujos en venas y arterias, intercambiadores de
calor, entre otros[6§]. Casos més generales incluyen el movimiento de velas en barcos, aleteo

en alas de avion, etcétera.

Actualmente no se entiende el fenémeno en su totalidad. Esto se debe a que el problema es
inherentemente dificil de estudiar por cualquiera de los tres caminos existentes: experimental,
numeérico y analitico. Cuando se presentan obstaculos por cualquiera de las vias disponibles,
es preferible optar por la via analitica para mejorar la compresion basica del problema. Se
han realizado varios intentos de obtener soluciones exactas para rangos especificos de valores
de los parametros del sistema, pero ninguna de ellas es apropiada para relacionar los des-
plazamientos en la pared externa de un conducto eldstico con las pulsaciones de un fluido
en su interior, de interés en el estudio de conductos magmaticos, lo cual es el foco de este

trabajo. Antes de continuar, se explicaran algunas caracteristicas generales de la interaccion

L Fluid-Structure Interaction.
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fluido-estructura, asi como las diferentes aproximaciones al problema.

1.1. Aproximaciones al problema

1.1.1. Caracteristicas generales

Los sistemas acoplados solido-fluido son complejos debido a que involucran una gran canti-
dad de variables y parametros que estan interactuando simultaneamente. Esto hace que sea
dificil rastrear el origen de cualquier observacién de la dindmica del sistema[68]. Cuando la
fuente de excitacién se encuentra en el fluido, el fenémeno de interaccién recibe el nombre de
vibraciones inducidas por el flujo. Estas se pueden clasificar en tres clases, segin su origen:
(i) excitaciones inducidas externamente, (ii) excitaciones inducidas por inestabilidades y (iii)
excitaciones inducidas por movimiento. El flujo en conductos magmaticos o los flujos biologi-
cos son un ejemplo de (i), las vibraciones inducidas por vértices son un ejemplo de (ii) y el
aleteo aeroeldstico es un ejemplo de (iii). Sélo en (ii) y en (iii) existe realimentacién. El caso
mas sencillo es evidentemente (i), porque sélo involucra los efectos de la excitacién original.
No sélo es importante distinguir las clases de problemas desde el punto de vista fisico, sino

también desde la perspectiva matematica.

En general, el modelado matematico del problema de interaccién fluido-estructura en con-
ductos que transportan fluido puede tratarse por tres aproximaciones distintas. Estas son:
(I) el tratamiento del sistema como vigas sometidas a un forzamiento, i.e. modelado desde
el punto de vista del sélido; (II) el tratamiento del sistema como un flujo rodeado de una
membrana eléstica, i.e. modelado desde el punto de vista del fluido; y (III) el tratamiento del
sistema como dos medios acoplados, i.e. modelado desde una perspectiva monolitica. Debido
al interés en aplicaciones practicas inmediatas en sistemas de tuberias, la aproximacién (I)
es la mas trabajada. La aproximacién (II) ha resurgido en afios recientes en el contexto de
la ingenieria biomédica, buscando simplificar el conducto lo mas posible. Mientras tanto, la
aproximacién (III) se reserva exclusivamente para casos donde se desea un alto grado de
detalle, o bien, si se desea hacer hincapié en el movimiento de ondas a lo largo del sistema.
Una revision general de las publicaciones relevantes, hecha por Paidoussis, se puede encontrar
n [71]. Asimismo, otra revisién, realizada por Quarteroni, et al, acerca de la metodologia

general para lidiar con estos sistemas se encuentra en [74].



CAPITULO 1. INTRODUCCION 3

El antecedente mas importante fue el estudio de medios elasticos sometidos a fuerzas centrifu-
gas por Aitken[2] en 1878. Este documento contiene detalles importantes sobre las carac-
teristicas fisicas esenciales de los sistemas eldsticos. Sin embargo, la primera investigacion
significativa, analitica y experimental, con tuberias en voladizo que transportan fluido la llevo
a cabo Bourrieres[71] en 1939. Ashley y Haviland estudiaron las vibraciones en el Oleoducto
Transarabigo[71] en 1950, en lo que seria la primera investigacién del tema con una aplicacién
industrial en mente. En 1955, Handelman estudié las frecuencias de vibracién con conductos
que transportan fluido con expansiones en series[54]. Ese mismo ano, Womersley obtuvo la
muy conocida solucién analitica al problema de flujo pulsante en conductos rigidos[77]. En
1956, Bolotin publicé un trabajo sobre las deformaciones en ductos flexibles[71]. Los trabajos
de Biot[I7][18] de 1956, lidiando con la propagacién de ondas en conductos llenos de fluido,
podrian considerarse el punto de ramificacién entre las aproximaciones (I), (II) y (III) de
modelado del problema. Es comin el uso del término sistema de ecuaciones tipo Biot para

problemas de interaccién fluido-estructura en conductos|23].

En 1961, Benjamin estudié el comportamiento de conductos verticales articulados con un
extremo libre, haciendo énfasis en el efecto de utilizar agua o aire[I4][15]. Benjamin descu-
brié que es posible que estos sistemas sufran de pandeo, tal y como columnas a compresion.
En relacién con esto, Dodds y Runyan - cuando trabajaron en la NASA - investigaron los
efectos del flujo interno a altas velocidades en el pandeo de tuberias[71] en 1965. En 1969, Bo-
lotin y Zhinzher estudiaron la correlacién entre regiones estables y cuasiestables de sistemas
elasticos[69]. Un antecedente matematico importante es el estudio formal de la estabilidad
de las ecuaciones de vigas viscoeldsticas por Ball[I3] en 1973. Es relevante debido a que estos
sistemas comparten algunas caracteristicas con las vigas en voladizo y, como se acaba de
mencionar, con las columnas a compresion. En general, se pueden asociar a varios autores
con cada una de las aproximaciones. Paidoussis, Chen y Bajaj representan a (I), mientras que
Canic y Zamir simbolizan a (II). En cuanto a (III), Chebair y Sdnchez Sesma ejemplifican la

estrategia de modelado.

1.1.2. Aproximacién de modelado I (Paidoussis, Chen, Bajaj)

Esta via surge de la necesidad inmediata de predecir la conducta de sistemas industriales.
Paidoussis caracterizd6 de manera exhaustiva el comportamiento de conductos horizontales
inmersos en fluido en [65][66], publicados en 1966. Paidoussis identificé las condiciones en las

que inician las inestabilidades del sistema para cada uno de los modos de vibracion. Ademas,
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analizo el efecto que tienen la tension inicial, los esfuerzos viscosos del fluido, la relacion de
masa fluido-sélido y el tipo de soportes, i.e. las condiciones de frontera, en la estabilidad. En
el proceso desarroll6 el modelo matematico de tipo (I) y se corroboraron las predicciones de

forma experimental.

Paidoussis y Gregory realizaron esta misma indagacion para conductos horizontales que
transportan fluido en voladizo. Los resultados se pueden consultar en [62][64]. La conclu-
siébn mas importante es que la inestabilidad dinamica se presenta en ambos casos, pero la
estatica unicamente se presenta si el conducto tiene un extremo libre. En 1970, Paidoussis
giré su atencién a los conductos verticales que transportan fluido en voladizo[67], estable-
ciendo que el pandeo s6lo puede ocurrir si el extremo libre es el superior. Ese mismo ano,
Paidoussis y Deksnis plantearon que los conductos continuos son un caso limite de los articu-
lados. Considerando los hallazgos de Benjamin, esto constituye una paradoja que los autores
mencionados solo pudieron resolver parcialmente[70]. En 1974, Paidoussis e Issid hicieron
una revision sobre los detalles de obtencién del modelo matemadtico de tipo (I), que puede
hallarse en [63].

Con base en el marco tedrico de Paidoussis, se desarrollé una linea de investigacién sobre
la no-linealidad de estos sistemas. En 1978, Holmes demostré en [56] que las inestabilidades
que presentan los conductos soportados en ambos extremos no son del tipo bifurcacién de
Hopf. Este no es el caso de conductos en voladizo, por lo que, en 1980, Bajaj, et al hicieron
un andlisis exhaustivo en [I2] de la bifurcacién en conductos que transportan fluido con un
extremo libre. En el proceso, identificaron dos tipos de soluciones periddicas que dependen
de la relacion de masa fluido-sélido y de la amplitud del gradiente de presién pulsante. Si
bien esta investigacion se limité a las deformaciones en el plano, Bajaj, et al extendieron la
teorfa al caso tridimensional para conductos articulados en voladizo[9][10] en 1982. Dos anos
més tarde, Bajaj, et al repitieron este estudio para conductos continuos|[I1], identificando bi-
furcaciones subsecuentes de las soluciones que describen el comportamiento no-lineal. Bajaj
concluyé sus aportaciones al tema al investigar el comportamiento no-lineal de los conductos

en voladizo al someterse a flujos pulsantes, publicando el articulo [§] en 1987.

En paralelo con estos desarrollos, Chen partié de la linea de investigaciéon de Paidoussis
para realizar sus propios estudios. En 1970, obtuvo una solucién analitica para el problema
de conductos horizontales en voladizo en [27], mostrando los cambios en la frecuencia natural
del sistema en funcién de la velocidad del flujo. En [28][30], Chen estudié exhaustivamente

los sistemas de conductos curvos que transportan fluido con diversos tipos de soportes en
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los extremos, llegando a conclusiones similares a las de Paidoussis sobre las inestabilidades
que se presentan. Cabe mencionar que solo consider6 deformaciones en el plano, pero al ano
siguiente extendio la teorfa para el caso tridimensional[31]. En 1974, Chen resolvié un proble-
ma aplicado a barras de control en reactores nucleares de forma analitica. La aproximacion
utilizada en [29] es similar a aquella de la primeras publicaciones de Paidoussis. En 1985,
Chen realizé una investigacién para el Departamento de Energia de EE UU, también orienta-
da a su uso en reactores nucleares. En la susodicha investigacién reunio todo el conocimiento

adquirido durante la década previa y sus resultados se pueden consultar en [32][33].

Algunas otras investigaciones aisladas con el mismo marco tedrico, i.e. el modelo matematico
de tipo (I), se realizaron durante varias décadas y se listan a continuacién. Ginsberg también
trabaj6 en el problema de un conducto excitado por un flujo pulsante[50] en 1973. En 1974,
Bohn y Herrmann investigaron a fondo las condiciones bajo las cuales un sistema de dos
tubos articulados presenta una inestabilidad al ser sometido a un flujo constante[21], o bien,
a un flujo periddicol20]. Bishop y Fawzy hicieron un andlisis tedrico muy detallado de tubos
verticales que transportan fluido[19] en 1976. Ese mismo ano, Doll y Mote Jr. desarrolla-
ron las ecuaciones de la dindmica para cilindros que se deforman, incluyendo su torsién[37],
mientras que Done y Simpson aclararon algunas ambigiiedades de tratar estos sistemas me-
diante los principios de Hamilton[38]. En 1982, Grotberg también estudi las inestabilidades
en conductos horizontales[53]. En 1985, Dupuis y Rousselet utilizaron el método de la matriz

de transferencia para tratar estos problemas numéricamente[39].

En 1986, Ariaratnam y Namachchivaya publicaron dos trabajos en los que investigaron el
efecto de flujos pulsantes de amplitudes grandes y flujos con un perfil estocéastico de velocidad
en la estabilidad de los tubos soportados en los extremos[7]. Al ano siguiente, Edelstein y
Chen volvieron a publicar juntos, esta vez sobre una solucién numérica con elementos fini-
tos para el problema de las tuberfas en voladizo[4I]. Fan realizé un estudio del efecto de la
masa agregada, de la friccién y de la presién del fluido en estos sistemas mediante el método
de elemento finito[43] en 1987. Ese mismo ano, Fan realizé un trabajo numérico para es-
tudiar la estabilidad de tuberias helicoidales[44]. Dang, Liu y Zheng utilizaron la teorfa de
Floquet-Lyapunov para encontrar regiones de inestabilidad en estos sistemas que no apa-

recfan utilizando métodos numéricos convencionales[36].

Aithal y Gipson estudiaron la dindmica de conductos curvos con diferentes condiciones de
frontera en los extremos[l] en 1990. Bertram y Pedley estudiaron la estabilidad de tubos

de silicén sometidos a presiones externas cercanas al punto de colapso del conducto[I6] en
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1991. La sensibilidad de la dinamica de sistemas de tubos articulados a la variacién de sus
pardmetros fue estudiada nuevamente por Champneys[26] en 1991. Copeland y Moon investi-
garon el comportamiento de un tubo que cuelga con una masa en el extremo[34] en 1992. Ese
mismo ano, Dupuis y Rousselet compararon los modelos matematicos de estos sistemas a los
que se llega por la via Hamiltoniana y por la via Newtonianal40]. En 1994, Glowinski, et al,
trabajaron sobre un problema de Dirichlet en dominio ficticio, haciendo énfasis en la posible
aplicacién a flujos en conductos[51]. Olufsen, et al, desarrollaron un modelo de pardmetros
concentrados[60] en 2001.

1.1.3. Aproximacién de modelado II (Canié, Zamir)

Esta aproximacion de modelado es mas reciente que las otras dos. Se deriva, en términos
de la aplicacién buscada, a partir de la solucion analitica de Womersley. Es decir, entender
el comportamiento de flujos biolégicos. Sin embargo, desde una perspectiva conceptual e
histérica, también tiene influencia de una variante de los modelos de Paidoussis, i.e. aquella
para conductos horizontales esbeltos, que se puede hallar en [76]. Esto se menciona en [52],
donde se propone un modelo con flujo potencial para describir la dindmica en el interior de
conductos flexibles. Este trabajo, publicado por Grotberg y Davis en 1980, es una primera
aproximacién al problema en el contexto de la fisiologia. En 1991, Luchini, et al presentaron
en [58 un modelo de flujo viscoso transitorio en el régimen de Stokes y de su interaccién
con una membrana elastica. Fung investigd las caracteristicas fisicas del fenémeno en siste-
mas bioldgicos y concluyé sobre la naturaleza iterativa de la solucién que considera fronteras
moéviles[45] [46] [47).

En 1998, Haslam y Zamir estudiaron los flujos pulsantes en conductos rigidos con seccion
transversal eliptica[b5]. Esto con el objetivo de entender el efecto de la dilatacién y contrac-
cién de conductos biolégicos en el perfil de velocidad. Mas tarde, Zamir obtuvo una solucién
analitica - para conductos cilindricos - cuyos resultados se pueden consultar en [78]. En este
trabajo, Zamir introdujo la posibilidad de evaluar las condiciones de acoplamiento en un ra-
dio de equilibrio. En paralelo, Cani¢ se interesé en el tema de los flujos en arterias y comenzé
investigando las propiedades de la solucién débil al problema, publicando a [3] en 2001. Hasta
el conocimiento del autor, este representa el primer intento de considerar la no-linealidad del
problema desde esta aproximacién. En su siguiente publicacién, Cani¢ dedujo las ecuaciones
efectivas para un modelo del tipo (II), considerando los términos no-lineales, rigurosamente

con ayuda de expansiones asintéticas. Este desarrollo, asi como las primeras predicciones a
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lo largo de z*, se ubican en [5][25]. Cani¢ también se valié del uso de radios de equilibrio y

de la suposicién de deformaciones pequenas, i.e. menores al 5 %.

En 2003, Cani¢ estudié los efectos de la cuasilinealidad del sistema de ecuaciones propuesto
con el propédsito de conocer la estabilidad de soluciones numéricas al problemal[d]. En 2005,
Cani¢, et al publicaron los articulos [6][24], que presentan una solucién numérica del proble-
ma de interaccién fluido-estructura en el contexto de flujos biolégicos. Sus aportaciones mas
significativas son la validacion experimental de su solucién y las estimaciones energéticas de
los desplazamientos maximos en la membrana eldstica. También hay que hacer énfasis en que
se valieron del uso de expansiones asintoticas para reducir la dimensionalidad del problema.
Finalmente, Tambaca, junto con Cani¢ y Mikeli¢, publicaron otro articulo en 2005. En este
presentaron una variante de la solucion del ano previo, pero considerando un conducto donde

el radio interno es variable a lo largo de la coordenada z*.

1.1.4. Aproximacién de modelado IIT (Lin y Morgan, Chebair y

Misra, Perton y Sanchez Sesma)

Esta aproximacién es la méas cercana al modelo del presente trabajo y usualmente se destina
a modelar procesos relacionados con la extraccion de petréleo, o bien, los flujos en conductos
magmaticos. Se originé a partir de la investigacién de Biot, pero también a partir de las
indagaciones de Lin y Morgan. En 1954, Morgan planted el modelo matematico mas cercano
al propuesto en este trabajo en [59]. Su hallazgo m&s importante es que la viscosidad en
el fluido tiene un efecto apreciable en la velocidad de propagacién de las ondas. Dos anos
més tarde, Lin y Morgan publicaron una solucién de interaccién fluido-estructura en [57].
En esta consideraron un fluido no-viscoso y compresible, mientras que el sélido se asumié
linealmente elastico sin disipacién. La discusion sobre las frecuencias de corte a las que se
presentan los distintos modos de vibracién es la aportaciéon mas importante. En 1959, Gazis
derivo la solucion para modos superiores para un cilindro anular con ambas fronteras libres

de esfuerzos a partir de la descomposicién de Helmholtz, publicando sus resultados en [48][49).

Si bien Gazis no describe la interaccién fluido-estructura, es un antecedente importante en
términos de modelado. En 1989, Chebair, Misra y Paidoussis presentaron otra solucion analiti-
ca en [42], describiendo un conducto sin espesor que contiene un flujo anular y enfocdndose

en las caracteristicas de estabilidad del sistema. La mencién de las dificultades inherentes
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a las condiciones de frontera es crucial. Si bien no es posible predecir los desplazamientos
en la pared externa, es un planteamiento similar al de este trabajo al buscar acoplar dos
medios. En 1992, Sinha, et al presentaron otro modelo del tipo (III) en [73][75]. Sin embargo,
los medios estan invertidos, i.e. el fluido es un medio espacio y el sélido esta contenido en
el primero. Pese a esto, se puede considerar como una mejora del modelo de Lin y Morgan,

dado que consideran la disipacién en el término volumétrico.

En 2012, Perton, Sdnchez Sesma, et al desarrollaron y validaron una solucién semianalitica[72]
para un conducto eldstico que contiene y esta rodeado por el mismo fluido. El experimento
busco reproducir la propagacién de ondas en un pozo petrolero. Esto constituye el problema
de interaccion fluido-estructura de tres medios. A diferencia del modelo propuesto aqui, el
forzamiento del sistema es una fuente puntual de ondas. Un modelo ligeramente distinto,
pero que busca acoplar explicitamente dos medios e incorporar la no-linealidad en el fluido,
es el propuesto por Corona-Romero, Arciniega-Ceballos, et al en [35]. La solucién de carédcter
numérico se basé en: (1) el uso de un operador de promediado y (2) la suposicién a priori
de un perfil de velocidad radial. Los resultados sugieren una explicacion del origen de los
tremores volcanicos. Si bien se han expuesto numerosos trabajos en este capitulo, existen
otras investigaciones, en particular aquellas de caracter experimental o aquellas que modelan

el golpe de ariete, que no se mencionaron.

A pesar de ello, esta claro que el problema ha sido trabajado de manera extensa y desde
muchas perspectivas. Esto es testimonio de la relevancia que atn tiene el tratamiento ma-
tematico de la interaccion fluido-estructura en conductos, asi como la existencia de preguntas

no resueltas sobre aspectos de modelado.

1.2. Objetivo de la tesis

Obtener y validar una soluciéon analitica al problema de interaccion fluido-estructura en
conductos deformables sujetos a flujos pulsantes. Dicha solucién permitira describir las vi-
braciones producidas en el interior de conductos volcénicos y para analizar: (a) el fenémeno
de interaccién fluido-estructura y (b) el método requerido para deducir soluciones analiticas

de problemas en sistemas acoplados.
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1.2.1. Alcances

Concretamente, se prevee que la solucién analitica

= Reduzca el tiempo de calculo respecto a soluciones numeéricas existentes, que sea inme-

diatamente utilizable para analizar casos mas generales.

= Sea capaz de predecir los desplazamientos del conducto en su pared exterior al menos

en orden de magnitud, de tal manera que se le dé la aplicacion originalmente concebida.

= Considere el acoplamiento entre medios para establecer las caracteristicas de su inter-

accion.
= Permita establecer los efectos viscosos sobre el esfuerzo cortante de la pared interna.

= Considere los tres tipos de ondas presentes en el sistema: longitudinales en el fluido,
longitudinales en el sélido y transversales en el sélido. Preferentemente se busca que se

puedan separar los efectos de cada onda y asociarlos a caracteristicas de las predicciones.

1.2.2. Acotaciones

Asimismo, la solucién tendra que

» Considerar flujo laminar, lo cual deberia bastar para la aplicaciéon en conductos volcani-

cos y para estar dentro de las capacidades de la instalacién experimental.

= Considerar un medio eldstico sin disipacion, por lo que la tnica disipacién del sistema
provendra del medio viscoso. Considerando un forzamiento de caracter periédico, la

solucién serd una cota superior en términos de amplitud.

» Considerar modos de vibracion sin pandeo y sin cambios tangenciales, lo cual basta si
se interpretan los resultados como desplazamientos medios sobre toda la circunferencia
de un plano transversal del conducto y si se controlan las variables del estado inicial en

el experimento.

= Considerar dos medios, por motivos de simplificacién del método de solucién y que
se verifique la primera aproximacién antes de obtener variantes mas complejas de la

misma.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 10

1.2.3. Hipotesis

Las caracteristicas de la propagacion de las perturbaciones mecénicas en ambos medios
(liquido y sdlido) diferirdn en funcién de las propiedades de dichos medios. La solucién
analitica permitirda analizar este comportamiento y considerar, ademas, sus posibles efectos

en puntos diversos del sistema de flujo.



Capitulo 2

Modelo matematico

Para construir un modelo efectivo de interaccién fluido-estructura es necesario partir del
caso mas sencillo e incrementar su complejidad progresivamente. Esto para dilucidar los
cambios en la solucién a medida que se anaden factores a considerar. El ejemplo mas simple
de flujo interno es el flujo estacionario o flujo de Hagen-Poiseuille. El flujo pulsante o flujo de
Womersley comprende el siguiente nivel de complejidad. Aqui se considerara un tercer caso
que, a diferencia de los dos anteriores, no asumirda un conducto rigido. Como consecuencia,
el modelo incluira el movimiento de ondas longitudinales y ondas transversales en el solido,
e introducird las ondas longitudinales en el fluido a través del forzamiento. Se utilizara la

descripcion euleriana de las ecuaciones de movimiento para este fin.

2.1. Formulacion del problema

Se considera concretamente el caso de flujo de magma en conductos volcanicos. Estos flujos
se caracterizan por ser de fluidos de muy alta viscosidad, exhibiendo un comportamiento
intermedio entre la dinamica de un sélido y la de una espuma. Asimismo, la interfase entre
el medio que fluye y el que lo rodea no necesariamente esta definida. En general, el problema
de interés es relacionar las mediciones que se pueden realizar en el exterior del volcan con lo
que esta ocurriendo en el interior. Es decir, relacionar los desplazamientos en el exterior del
conducto y las velocidades del material en el interior. Tomando esto en cuenta, una primera
aproximacién es abstraer el problema como el flujo de un fluido viscoso en el interior de un

conducto elastico. Esto no sélo permite estudiar las caracteristicas esenciales del fenémeno,

11
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sino que el espectro de posibles aplicaciones se amplia.

Se considera este sistema como un conducto perfectamente cilindrico, de longitud finita L,
simplemente apoyado en los extremos. Es decir, el conducto tiene libertad de desplazarse
axialmente en los extremos, pero no radialmente. Se espera que las superficies cruciales del
sistema, i.e. las paredes interna y externa del conducto, oscilen a raiz del flujo pulsante.
Entonces, los radios que indican su posiciéon, R; y R,, son funciones del tiempo y de la coor-
denada axial. Es necesario definir un par de radios adicionales, R y R + h, que estan fijos.
Los conocemos como radios de equilibrio[5][24] [25][78] y corresponden a las posiciones inicia-
les de las dos superficies, la interna y la externa respectivamente, antes de ser perturbadas.
Siguiendo este esquema, h se denomina como el espesor de equilibrio del conducto. Con es-

tas magnitudes el sistema ya esta caracterizado geométricamente. En lo que respecta a la

cinematica del sistema, coexisten varios fenémenos.

Figura 2.1: Esquema del sistema. Se resalta la forma esperada de los perfiles de velocidad axial (v,) en el
interior del conducto y el efecto del ensanchamiento de la pared sobre ellos. No se muestra la componente

radial (v;.).
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A partir de datos obtenidos de un experimento que reprodujo el flujo de Womersley, se
sabe que las senales de velocidad y de presion en el sistema lucen como en la Figura [2.2} El
gradiente de presion es pulsante y se puede descomponer en una serie de armonicos, multiplos
de la frecuencia de pulsacién f de la bomba. Es decir, es la superposicién de un gradiente de
presiéon medio Ap y de un gradiente de presién oscilante Avp Como consecuencia, la velocidad
v, debe de tener el mismo cardcter[63]: una velocidad media v, y una pulsacién v,. Se observa
que existe una diferencia de fase ¢ entre las pulsaciones de la presion y las pulsaciones de
la velocidad. El origen de este fenémeno es la inercia, i.e. el fluido tarda en responder a los
cambios de presién. Dependiendo de la frecuencia de pulsacion y de las propiedades del fluido,

la densidad y la viscosidad, este defasamiento se vera modificado|[78].

>3

Figura 2.2: Comportamiento esperado de la presién (negro) y la velocidad axial (rojo) en el interior del
conducto para un flujo oscilante en un conducto rigido. Las variables con barra representan cantidades medias

y las variables con tilde representan cantidades pulsantes.
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Si el conducto es rigido, la presion exhibe un gradiente espacial medio a lo largo de la
longitud del conducto. No obstante, no presenta cambios en la direccion radial. Es decir, en
cada corte transversal del conducto se observa un disco de presiéon homogéneo. Los cambios
temporales, i.e. las pulsaciones, estan en fase a lo largo del conducto. Esto significa que la
informacion de los cambios se propaga instantaneamente por el sistema. Esta situacién solo
es aproximadamente cierta en circunstancias en las que la informacién se propaga suficiente-
mente rapido respecto a los tiempos de observacion. En realidad, la informacién se propaga
como una serie de ondas a través del conducto mismo y del material en su interior. La conse-

cuencia de asumir un conducto deformable radica en la aparicién de este comportamiento[78].

A cada onda le corresponde una velocidad de propagacion distinta: «, para las ondas longitudi-
nales en el solido, B para las ondas transversales en el solido y ¢ para las ondas longitudinales
en el fluido[R9][57][72]. Mientras que las ondas longitudinales se desplazan mediante defor-
maciones volumétricas, las ondas transversales lo hacen gracias a deformaciones cortantes.
Adicionalmente existen las ondas superficiales, las cuales viajan a través de las interfases,
pero no se profundizard al respecto. La Figura muestra el aspecto de la superficie de
presién a lo largo del conducto si ha de considerarse la propagacion de ondas. Entonces, se
espera que exista una superposicion del gradiente de presion medio, py — p1, de la pulsacion

visible en el plano p — ¢ y de las ondas de presion en el fluido, remarcadas con rojo.

La tultima caracteristica a destacar del comportamiento del sistema es su dinamica. Con
esto se hace referencia al movimiento de las paredes del conducto como resultado de los
cambios que se mencionaron. Debido a la tercera ley de Newton, el solido y el fluido deben
cumplir ciertas condiciones de acoplamiento en la interfase. Es decir, velocidades y magni-
tudes de fuerzas iguales, pero con direccion opuesta. En contraposicién a la situacion del
conducto rigido, la presion tiene un gradiente radial en cada plano transversal. Esto induce
la aceleracion de las particulas de fluido en la vecindad de la pared. Debido a la segunda ley
de Newton, estas particulas no estan en equilibrio mecanico y la posicion de la pared se ve
alterada. Sin embargo, las propiedades del medio sélido garantizan una recuperacién elasti-
ca. Como resultado, la pared oscila, en lugar de adquirir una nueva posicién fija. También es
importante mencionar que los sistemas que presentan interaccién entre un sélido y un fluido

estan sujetos a inestabilidades.

La inestabilidad estatica, o pandeo, ocurre cuando el valor de las propiedades elasticas efecti-
vas del sistema se vuelve negativo. De manera analoga, la inestabilidad dinamica, o aleteo, se

presentan cuando el valor de las propiedades disipativas efectivas del sistema se vuelve negati-
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vo. Los conductos eldsticos que transportan fluido no son la excepcién[68]. Esto es el resultado
de que el fluido actiia como forzamiento del sélido y viceversa, de tal manera que existe un
valor critico de la velocidad (axial) caracteristica del fluido, Ul, mds all4 del cual no es posible
almacenar o disipar la energia que proporciona el flujo. Si bien se pueden presentar ambas
inestabilidades en conductos horizontales soportados en los dos extremos[65][66], es imposible
observar el pandeo en el caso de conductos horizontales que estédn en voladizo[62] [64]. Sucede
lo mismo en el caso de conductos verticales, con la excepcion de que el pandeo bajo el propio
peso del sistema es concebible si el extremo libre es el superior[67]. En el caso de estudio
presentado aqui, la magnitud critica de U! no se excede[65][66]. Entonces, no se anticipa que

se observen estas inestabilidades.

p

A [\
L

Figura 2.3: Comportamiento esperado de la presién fija y pulsante (negro), y de la onda viajera de presién
(rojo) en el interior del conducto para un flujo oscilante rodeado de un medio deformable.
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2.2. Ecuaciones fundamentales

2.2.1. Consideraciones de modelado

Sin importar cual sea el problema especifico de interaccion fluido-estructura que se estudie,
existen una serie de caracteristicas que estos sistemas comparten y que nos permiten hacer
suposiciones comunes. Otro conjunto de suposiciones que no son universales, pero que son
deseables, debe adoptarse para un modelo de primera aproximacion. En la Figura se

muestra la representacién abstracta del conducto.

z=0

Figura 2.4: Representacion abstracta del conducto. Se distingue el sistema de coordenadas cilindricas, los
dos radios de equilibrio y la longitud del conducto. También se distinguen el medio fluido y el medio sélido

con los nimeros romanos I y II, respectivamente.

Los nimeros romanos I y IT denotan al fluido y al sélido, correspondientemente. Se considera

la siguiente nomenclatura: el campo de velocidad en el fluido esta dado por v, las componentes

I I I

axial, radial y tangencial del mismo por v, v,, vy, respectivamente; el tensor de esfuerzos en
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el fluido por o', la presién por p', las viscosidades dilatacional y al corte del fluido por Ay

ul, respectivamente; y su densidad por p'. Entonces, se asume que se tiene:

1. Fluido newtoniano (' = —p'1 + A [V - o!] 1 + 4f [VvI +vo'|)
2. Condiciones isotérmicas (Al = cte, pu! = cte)

3. Flujo incompresible (p! = cte)

4. Flujo transitorio (£ # 0)

5. Flujo axisimétrico (& = 0)

6. Flujo axial-radial (vl #£0, ol #0, o} =0)

7. Flujo laminar (Rep € (0,10?])

Tras haber aplicado las condiciones 1-4, las Fcs. de continuidad y de Navier-Stokes adquieren

la forma

V-.vl=0 (2.1)

0 1
a—’l; +o' - Vo' = —EVpI + 'V (2.2)

Dada la geometria y las simplificaciones 5-6, se requiere de v en coordenadas

cilindricas. Es decir,

19, |, ov.
ol ol o) 1opt pl1 0| ovl (020!
ov, : R/ S R P g 2.4
ot +U’"8r +U’28z p182+p7“8 " or +V8z2 (24)
ol jovl L0l Lopt pol1o, | (0]
ot T T e | rar )| G (25)
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La suposiciéon 7 para este medio se incorporara mas adelante. En el caso del solido, se considera

la siguiente nomenclatura: el campo de desplazamiento en el sélido estd dado por wu, las

11 11

componentes axial, radial y tangencial del mismo por ull, ul! ul', respectivamente; el tensor

de esfuerzos en el sélido por o'!, los coeficientes de Lamé por A y u!!, respectivamente; y su

densidad por p'. Las suposiciones correspondientes son:

1. Sélido hookean sin disipacién (o = X! [V - 4] 144" [VUH + vull” 4 f(VuH)])
2. Condiciones isotérmicas (Al = cte, pu't = cte)
3. Deformaciones con compresibilidad consistente (p!! = cte)
4. Deformaciones transitorias (2 # 0)
)

5. Deformaciones axisimétricas (5; = 0)

6. Deformaciones axiales-radiales (ull #0, wull'#0, ul =0)

d II
7. Deformaciones pequenas (%'VUH =0, f(Vull)=0)

Al aplicar las suposiciones 1-4 y 7, las Ecs. de continuidad y de Navier-Lamé que lo describen

toman la forma

auH
: — 2.
V- =0 (2.6)
62UH
o = a*V(V - o) + g4V — V(V - u'h)) (2.7)

Dada la geometria y las simplificaciones 5-6, requerimos de las Ecs. (2.6]) y (2.7)) en coorde-

nadas cilindricas. Es decir,

11 2,11
13[7@‘7“] Ou: (2.8)

ror| ot 020t

!Linealmente eldstico, una vez incorporada la suposicién 7 correspondiente a este medio, e istropo.
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o? 1I 10
+o 3:2 + (o 52)82 [T or (TUH)] (2:9)

ol 10 [ oul
ETE _a_lr or

2 H 82uH
z

(a2 N 62) ordz

+ 62 (2.10)

ol Lo f10,
o2 _O‘ar[ 87”( ')

donde « es la velocidad de las ondas longitudinales y S es la velocidad de las ondas trans-

versales en el sélido. Estas, a su vez, quedan expresadas como

A 49 HII
= pH

El conjunto de Ecs. ) v ( ) describen el comportamiento del sistema fisico
para el fluido y el sohdo.

2.2.2. Ecuaciones escaladas

La manera mas general que tenemos de normalizar las ecuaciones es con respecto a las
escalas propias del sistema considerado. La idea es que los términos dominantes de las Ecs.

sean de O(1). En este caso, las variables escaladas son

I . !
v, =-—= v, = — pI:W tr=tf

, pU;

La tinica dificultad es que U' = max|vl| no se conoce a priori. Siempre y cuando estudiemos
un flujo pulsante, la velocidad axial de referencia serd la velocidad media de la componente
estacionaria, i.e. Ul = v,!. Si se tiene un flujo pulsante, entonces Ul = max|vl|. En el caso

del solido, se proponen los parametros dados por

1 11
« _ T « _ ~ s _ Uy s _ Uy x _
r* = — ZzF = u, = u, = t'=tf
R L a,L a.R

donde a,L = max|ul!| y a,R = max|ull|. Estas cantidades, a, y a., representan las deforma-

ciones maximas que puede sufrir el medio eldstico y tampoco las conocemos a priori. Se lidiara
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con estos problemas més adelante, en un esfuerzo de obtener un modelo que nos proporcione

informacion nueva. Los ntumeros adimensionales que apareceran durante la deduccién del

modelo son
€ i Sh JL Ma, v Ma v, Ma, v
= — €E = — = — a = — = = c = ——
L R P a P c

pI UIL
oM == Rep=——  Wog =+/2me2ShyRe;,  IIg = 27eSh May
v

Los denominamos: ¢, la relacion radio-longitud de equilibrio del conducto; €, la relacion radio-
espesor de equilibrio del conducto; Shy,, el niumero de Strouhal; Ma,, el nimero de Mach
respecto a las ondas longitudinales en el sélido; Mag, nimero de Mach respecto a las ondas
tranversales en el sélido; Ma,, el numero de Mach respecto a las ondas longitudinales en el
fluido; o™, la relacion de densidades de los medios; Rey,, el nimero de Reynolds; Wog, el
numero de Womersley; y Ilg, un andlogo al nimero de Womersley que, hasta el conocimiento

del autor, no tiene nombre definido. Con base en estos parametros, se llega al sistema

) . ovL”
U}Far* (r v )+€U;_8ZZ* =0 (2.11)
ovL” Ul oLout” LOvL”
2 z 2 r 1 z I z
Shi R R — —| =
e“dhrRer, o + e"Rer, €UZIUT B + v, 8;:*]
opt 1 0 ovL” 0?ul”
2 * z 2 z
—e“R —_— 2.12
= heL 0z* + r* Or* " or* 0z*2 ( )
ovL” L oul” LOuL”
2 r 2 r I r I r
Sh; R. Rep, | —%v, —— —L | =
N T e sU;U" or* v 8z*]
eU! op*” ol1 0 « o2L*
o ZR e il < * 1 ) 2 r 213
U} Lo * or* [r* g\ e 0z*2 (2.13)
1 0 Outl” o2t
L o0 O, 2.14
i ar*[ ot ] “ 5ot (2.14)
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Oyl 1 0 oulr” 92yl
2 2 2 2 z 2 - * z 2 2 z
£”Shy Ma; Maj T M%T* 5 [r 5 +&"Maj 52
ar o 2 oy O |1 0 |
+a—zc€ (Maﬁ — Maa)% [F%(T UT ) (215)
92 o1|l1 0 % 92yl
2 2 2 2 r 2 * 11 2 r
€ ShLMaaMaﬁ 92 = Maﬁar* [F_(‘?r* (r U, > + Ma"‘—az“
a 82uII*
—(Ma% — Ma? z 2.16
+ar( % %) or*0z* ( )

A partir de las Ecs. (2.11)-(2.2.2)) se pueden obtener soluciones analiticas exactas, soluciones
analiticas aproximadas, o bien, soluciones numéricas a diversos problemas.

2.2.3. Linealizacion del sistema

Antes de continuar, es necesario hacer una breve discusién sobre el régimen de flujo bajo

estudio. Se sabe que, en el caso de flujos magmaticos, se cumplen las condiciones siguientes:

Conducto suficientemente largo (¢ << 1)

Flujo medio dominante (v!* ~ o1")

Flujo medio suficientemente lento

Viscosidad suficientemente alta (pu! >> 1)

Es decir, se espera que se satisfaga Rep << 1. La suposicion 7 que se planted anteriormente

afirma que el flujo ocurre a Rep € (0,10%]. Hasta ese punto se tiene consistencia. Si se

linealizan por completo las Ecs. (2.2.2)) y (2.2.2)), se llega a

ovL” ot 1 0 ovL” o*ul”
2Shi R 2 — %R — 2 i 2.17
& DHLReL ot* = e Oz* * o\ o te 0z*2 ( )



CAPITULO 2. MODELO MATEMATICO 292

ovl” eU! op*” o (1 0 * 0?ul”
2 T z * 1 2 T
e“ShrRer, o Rer, o + 5 <_7‘* gy (r v, >> +€ 57 (2.18)

El tipo de linealizacion que se propone es valida, estrictamente hablando, para el régimen de
flujo de Stokes. Esta suposicion se ha utilizado con éxito en el contexto de flujos bioldgicos
en [58] y [78]. La viscosidad dindmica de los magmas es de hasta 10'* Pa-s, por lo que es
concebible que estos flujos ocurran en el régimen de Stokes. Atin en modelos que consideran
el término no-lineal[35)], la condicién de estabilidad de la solucién numérica estd sujeta a la
magnitud de Rer,. Sin embargo, un experimento de pequena escala, utilizando glicerina, agua

y conductos de tamanos comerciales disponibles, presenta los siguientes érdenes de magnitud:

e€[107%,107?]  Shy € [107%,10°]  Reg € [10%,10%]

y como Rep = 2¢Rer,, entonces,

Rep € [107,10°] Wog € [1072,10"]

Queda claro que las condiciones experimentales realizables no permiten estudiar este tipo de
flujos en el régimen de Stokes. Solo es posible trabajar en el intervalo indicado, el cual nos
garantiza la existencia de un flujo laminar, pero no concuerda con la linealizacion propuesta.
Ante esta situacion, se plantea que la solucién de las Ecs. — se valide dentro de lo
posible y se distingan sus limitaciones en este régimen. Posteriormente se podra deducir, con
ayuda del desarrollo del presente trabajo, una solucién mejorada con un término de adveccion
linealizado pero no ausente. En el escenario de el que las discrepancias no sean considerables,

la solucion obtenida podra aplicarse directamente a flujos volcanicos.

2.3. Flujo viscoso oscilante en conducto deformable

A continuacién se procede a resolver el sistema simultdneamente representado por las Ecs.
(2.11)) y (2.14)-(2.18]).
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2.3.1. Solucion general para el fluido

Para resolver el sistema se utiliza el método de expansiones en series de funciones propias.
Luchini recurrié a un método similar en [58] para resolver su problema. El procedimiento

comienza expresando los campos de la forma

a2 ) = Y Y Rl () 2 (T ()
n=1 m=1

u!” (7, 2 1) ZZRH (2N ()T

n=1m=1

Las funciones sin tilde pertenecen a la soluciéon complementaria y aquéllas con tilde a la
solucion particular. Se observa que los campos de desplazamientos sélo consisten de la solucion
complementaria. La razén es que la excitacion del sistema solo afecta directamente al fluido.
La informacion se transmite posteriormente al sélido gracias al acoplamiento entre los medios.

Adicionalmente, se expande el campo de presion de la forma

P ) = 3 S G VL () EE (1)

n=1m=1

lo cual permite considerar soluciones en las que el forzamiento tenga un comportamiento
mds general, diferente al que se muestra en las Figuras [2.2] y 2.3} La notacién estd estanda-

rizada para resaltar que esta nueva solucién es simplemente una extension de .
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Solucién complementaria

El primer paso del método es obtener la soluciéon complementaria, i.e. la solucion al sistema

de ecuaciones diferenciales homogéneo. Sustituyendo las expansiones en series de funciones

propias en las Ecs. (2.2.2)-(2.2.2)), se obtiene

I
Este sistema es separable. Se hacen las igualaciones
528;? L dﬁ* =" (2.21)
%% = (2.22)
ﬁi% ( d]fzi’l”*> = b (2.23)

*2_ 1*2

Tn
viscoso. Por otro lado, se hacen las igualaciones

s . *2 . .
para la ecuacién axial, donde 7. 6L ™. Estos son los valores propios del medio

€QShLReL dTI* 1%2
= — 2.24
52 d2Z;n* I *2

1 d 1 d . . . 1 *2
A d_<_d_< R )) = om (2.26)

n,m
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1% . *2
para la ecuacién radial, donde ¢!

25

*2 *2 ., .
=77 — kL ™7, Estos también son los valores propios

del fluido, pero més adelante se demuestra que las dos ternas son idénticas. A partir de

(2.21))-(2.26)), se llega a las ecuaciones diferenciales ordinarias dadas por

dTI* 1*2 .
dt* £2Sh; Rey,
d2ZI * 51 *2 §
m m ZI =0

dz*? g2 ™

RN dRLC
dr*? T dr* + nm

* *

2 42
TR T =0

r

* *2
T, &n .

_0
g~ T Z2Sh Re.

dZZTIn* I{}n*2 L
dz*? + g2 Zm =0

r n,m

L RE N JARE
dr*2 " dr*

cuyas soluciones generales son

1*2
TI* ) = B(l)* o Tn +
" ( ) no OXP 5QShLReL

1-¢ *27"*2) Rim =0

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)



CAPITULO 2. MODELO MATEMATICO 26

r 1%2
T* 4%\ _ 12(6)* gn *

t')=D8 - =1 2.36
TE) = B oxp | - i (2.36)

1%/ _x (9)* ‘K/}n* ] (10)* -F#n* *
Z (2")=D8,) exp |[i—=z"| +B,,” exp | —i—z (2.37)

£ 5

RLy (") = BO, 31 (¢ ) + BE, Y (¢ ) (2.38)

donde Jg, J1 vy Yq, Y1 son las funciones de Bessel de primera y segunda especie, respectiva-
mente. Asimismo, Bq(zl)*, 87(12,2,1*, 87(37),1*, BT(;L)*, BT({;’)*, B,,(f)*, 8727,%1*, Bq(zi)n*, 87(2)* y 15’7(,10)* son los
coeficientes a determinarse a través de las condiciones de frontera e iniciales. La Ec. (2.11]),

correspondiente a la ley de conservacién de masa, se considera posteriormente.

Solucion particular

En el caso de la solucién particular, a partir de la sustitucion de las expansiones en series

de funciones propias en las Ecs. (2.2.2]) y (2.2.2)), se deduce que

e2Sh; Rey, dT1 oo Gl L dHLFY
—~x = —¢ L —— —= —~x
o Rz
1 14| dr 2 p2g1”
R}zm T r T ZTIn z
e2ShyRep dT] Ul he L dGLHLEY
1 df1d/ =+ 2 221
= [—*d (PR ) | == (2.40)
R}lm T T T Z}n z

Este sistema no es separable en estas condiciones. Una posibilidad es que no exista solucion
de variables separables para este tipo de flujo. La otra posibilidad es que dos de las funciones

., * . . . * *
de la expansién de p!” sean proporcionales a las funciones de las expansiones de v!" y de v!".

Existen tres posibilidades distintas, que son
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—~—% L* K* —— %
) ) dZ*
1 *
Con o g g =5
L d?“* ’ n,m m m
GL =k R FU = k3T
dGI * * >k * k%
=R R, R =R
r )
I* —~ % * T~k
z*
=k 2L F = kY TE

27

Esto equivale a representar el forzamiento como una expansion de funciones propias. Los

coeficientes k,(f)n*, k,(ﬁ)*, kég)*, k;ff,)n*, kﬁ;?)* y kﬁlﬁ)* se determinan aprovechando la ortogonalidad

entre estas funciones. Evidentemente algunos de estos coeficientes estan relacionados entre si,

por lo que no se necesitan todos simultaneamente. Siguiendo el procedimiento para deducir

la solucién que describe el flujo de Womersley, se escoge el tercer conjunto de igualdades. El

significado fisico de esta eleccién es que la respuesta descrita del sistema esta en fase, axial

y temporalmente, con el forzamiento. Debido al acoplamiento entre medios, el caso opuesto

no es posible[65][66]. Tomando esto en consideracién, se obtiene

2 T L=
€ SEEReL T} — _%Re, Grm L LB
71 dt* El\/* "o
1 1 d *d]/%g/m g2 dzé\;*
EI\/* r* dr* dr* Ef* dz*?

2 p— I T *
= U g g o
1 d |1 d % 2 2zl
+t———— <7"*’R,}Zm > i - d T;L
RL dr* | r* dr* ' zl dz*

(2.41)

(2.42)
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Este sistema también es separable. A partir de aqui, sabiendo que los valores propios del

sistema son 1nicos, se llega a las igualdades

2Shy Rey, dT1 .
e (2.43)
1 dt*
2 gz’ .
=0 g (2.44)
ZL dz*
11 d | dR] - L . .
r* . —€ ReL—kJ(Q) k;(3) — 2 (2.45)
RI o dre dr* Rl :
en el caso de la ecuacién axial. Asimismo, se obtiene
&‘QShLReL d% 1*2
— L 2.46
2 2zl .
S M (2.47)
qun dz*
1 d |1 d/,——+ eU! 1 dGL," . .2
— | RL > =R, —— el ]{:(5) ]{:(6) 2.48
Rl dr* [7’* dr* <T n,m UI CL r Cn m ( )

en el caso de la ecua01on radial. Observando las expresmnes (|2 43), (2.44), (2.46) y (2.4

concluye que T!" = TI TV = TI Zl " = ZI y 2L = ZI

transforman en

Y+ R

> |

1 m=1

NE

ol (1%, 2%, )

n

*

vf,rzt ZZ (r")

[*+RI

=1 m=1

3

. Es decir, las expansiones se



CAPITULO 2. MODELO MATEMATICO 29

La solucién particular inicamente difiere de la solucion complementaria en la funcion radial.

Para obtenerla es necesario resolver las tres ecuaciones diferenciales ordinarias pertinentes:

e~k  ———~—— %

2.45)), (2.48) y la ley de conservacién de masa. Las incégnitas son R}, ,, , R}, ,, ¥ G}Z’m*. No

es posible conocer la forma de G}%m* a partir del experimento. Como consecuencia, deducir
esta funcién se convierte en parte integral del problema. En otras palabras, necesariamente
debe existir una variacion radial de la presién para que la solucién tenga sentido fisico.
Sustituyendo las expansiones en la Ec. , esta se convierte en

1 d * % * 1% * % dZI * *

Si bien (2.19) no es separable, se puede recurrir a las suposiciones que permitieron separar
las Ecs. (2.3.1)) y (2.3.1]). Entonces,

m dz* m m

La primera de estas expresiones implica que

2 =71 * I*
b0 CEm e @y
™ dz*? T dz

Las derivadas de las funciones propias Z. ", ZL* T'" v 71" tienen comportamiento ciclico.
De hecho, a partir de ([2.34) se puede verificar que

221" KL
mo—_m_zl 2.
dZ*2 52 m ( 50)

Es decir,
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dzlr kTR
Fr zl (2.51)
c K
TV =—=T! (2.52)
ks

Esto es consistente con las condiciones de frontera axiales esperadaf’} Sustituyendo estas

ultimas igualdades en ([2.49)), se cancelan los factores comunes y se obtiene que

1 d . L e RO T2 (67
| * I 1 o 1 1 1 m m n _
Up 2 |7 (R + R )| = €U (Ru” + Bl )kﬁ,?* RO 0 (2.53)

En este punto, se puede decir que la conservacion de masa en el fluido se cumple para la

solucion complementaria y para la solucién particular por separado. Entonces,

d [ . +] T
U:_ " T*qum,m — 5UiRTI%m e KmQ kG — O (254)
r*dr* | | k/i1(’n) € kqg)
1 d [, ——+] O T ¥ L (6)7
I~ * o 11 m m n _
" dr* _T R | Vet DT €2 @3 0 (2.55)

La Ec. demuestra que los valores propios, ni,m* y C}L’m*, son idénticos. Una consecuen-
cia inmediata es que v.* = €17 y que 617 = &L*. Esto también se verifica al evaluar las
condiciones de frontera e iniciales. Entonces, el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
estd dado por (2.45)), (2.48)) y (2.55)). Es decir,

2Relaciones de nodos y antinodos que se explicardn més adelante.
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RY, e Uk oL R o

T * = *T*RI = O
dr n,m Ug lﬂ(g) e2 kgl3) n,m
PR 4R 2 ) .
T*2 drilkgn + r* d::n + nqlmm QT*QRqI%m - 52R6Lk5£3) kT(“Lg) T*2G£L7m =0

*

d27/?:1\/ d7/-\),_1\/ 2 —— % 51 ] I * * dGI *
%2 n,m * n,m I *4 x2 z (5)*7.(6)" x2 n,m
+ —(1-— RI — —=Repkm’ kn _—
" dr*? " dr* ( Mam T > e Ul e " dr*

r

*

\

(2.56)

Para ver los detalles de la resolucion de ([2.56|) se sugiere consultar el Apéndice . La solucién
esta dada por

T *Re Bkl ki (o -
Rl (r7) = = (i), ) (257)
T+ O
. FiReLEw, k) kY
Rl (1) = iy o, 31 (i01,"r") (2.58)
nn,m + m
G (") = Euyndg (iéfn*r*) (2.59)

donde Eu, ,, es la amplitud del gradiente de presién producido por las ondas longitudinales
en el fluido. En la Ec. (2.58]), el signo positivo corresponde a ondas reflejadas y el negativo a

ondas emitidas.

2.3.2. Solucién general para el sélido
Solucién complementaria

Como ya se menciond anteriormente, no existe solucion particular en el sélido. Esto facilita
la deduccion de la solucion general para este medio. No obstante, el tratamiento de la ley de

conservacion de masa, i.e. la Ec. (2.14)), afecta el procedimiento de una manera distinta. Se
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comienza de forma similar al caso anterior, sustituyendo las expansiones en series de funciones

propias en las Ecs. (2.14)-(2.2.2)). Con ello se obtiene

d A AT dZy" dT;"
2 (R0 )ZH n R FEm Ton 2.60
a  dr (7“ n,m mo g Az ity m dz*  dt* ( )

£25h2 Ma2 Ma 271" _ Ma2 1 d JARY T e2Maj 2 71"
i dt*2 R e dr dr* Zn dz+?
—|—a—z€ (Maﬁ — Maa)m Fd’r* (7’ Rmm ) ZTITIL* Aot T%I* (261)
e2Shf MaZMa3 27" Maj d |1 d ( _ ) Ma? @2 Z1"
= ——r
T dt+? Rgm* dr* | r* dr* nm ZIE (2
I * II* oI
a, 9 9 1 an,m 1 dz,, T,
+a_r<Ma’3 — Maa)Rgm* - Z}ﬁ* e 7;111* (2.62)

Es imposible realizar la separacion de variables en las Ecs. (2.3.2) y (2.3.2)) en estas condi-

ciones. Es aqui donde cobra importancia la conservacion de masa. Hasta el conocimiento del
autor, esta ley fundamental no se considera explicitamente al obtener soluciones en elasto-
dindmica. Esto es cierto incluso en el modelo matematico que mds se asemeja57]. A partir
de , se pueden hacer las separaciones de variables

1 d * * *
Ry L >:—>\(1) R 2.63
r* dr* <T n,m n,m ~'nm ( )

2T (2.64)

(2.65)

y deducir a partir de estas que
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d[1d/.  y- AR
dr* [r dr 2o ("R )] =N g (2:00)
dZ,%* )\7(12)* a, dQZTIgL*
n o0 %2 om (2.67)
dz )\%271 a, dz
T = @771 A0 (2.68)

. . . . (0)*
Como esperamos una solucion de caracter oscilatorio, se concluye que Ay,

las relaciones (2.63)-(2.68) en las Ecs. (2.3.2)) y (2.3.2), se obtiene

= (. Sustituyendo

e2ShIMaZMa? T Ma2 1 d [ ,dRI,"|  2Ma2 221" (2.69)
= ——|r :
T > R Freder | dr Zy dz?
e’ShiMagMaj *T1°  Ma2 d |1 d <*Ru ) Mag °Z,," (2.70)
T ar? R Tdr |rrder Zy" dz? |

I1*

A pesar de tener solo dos variables, u; vy ur , y tres ecuaciones, la ley de conservacion de

masa no es redundante. Partiendo de las Ecs. y se hacen las igualaciones

e2Shi Ma? Ma3, 271" [1%2
TI* A2 = "Tn <2'71)
2M 2 dQZII* .
%0 Im e (2.72)
ZI 2
Ma? 1 d | ,dRY " "
aOt* - T’* : = _n'}LIm ’ (273)
R, redr dr
para la ecuacién axial, donde ng’m*z = H*2 (5H . Estos son los valores propios del medio

elastico. Por otro lado, se hacen las 1gualac10nes
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e?Shf MaiMaj >717" .0
7-’[1* dt*2 - _gn

2 72 ZIT*
May, d°Z,," e
ZI 2 m

Ma2 d

(&7

RI = dr+

r* dr*

para la ecuacion radial, donde (.~ =&, —

1 i(r*RH *)] _ _u *2

34

(2.74)

(2.75)

(2.76)

*2 .
k1", Estos vuelven a ser los valores propios

del sélido, pero se demuestra posteriormente que las dos ternas son equivalentes. A partir de

(2.71)-(2.76]) se obtienen las ecuaciones diferenciales ordinarias

2AAIT* I1*2
d Tn Tn 11* =0

+
dt**  g2ShfMalMa3 "

2
dQZII* 511* .
Bt oy =0
dz e*May,

* * *2
dr*? dr* Ma?

«

27 12 §
n2 + fn 2n1.2 nH =0
dt* e2Shy Ma; Maj

* *2
dzZTIYIL ’%ITIL ZII*
d *2 + 2 “m — 0
z Ma,

r

* * *2

dr*? T dr* Ma?

«

cuyas soluciones generales son

n,m 2 Il *
r“R, . =

nm o x2 \ oIl
Snim o )an 0

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)
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I* I*
T () = (D" 'Lt* c”* _ 'Lt* 2.83
n () n' XD ZEShLMaaMag Tl exp Z€ShL1\/[aLa1\/[au5 ( )
* * S * S
Z1 (") =¥ exp [Z‘d\zaa z*] +CW" exp {— ial\?aa z*] (2.84)
gt * gt
RY (%) = €O "Jo [ 2t ) 4+ CO) Ty [ Sy 2.85
n,m (T ) n,m 0 Ma,, r + n,m +0 Ma, r ( )
. 0 1= @ Ir*
t"y=C —2 " | +C — " 2.86
o () = €7 exp {ZeShLMaaMag } Tont exp [ ZsShLMaaMaB } (2.86)
* * I€H* * IiH*
Z () =97 exp [iMT;a z*} + 19" exp {— iMT;a z*] (2.87)
( mo* | mo*
I %%y _ a(11)* nm_ (12 [ Snm_ s 9.
Rn,m (T ) Cn,m Jl(Maar ) +Cn,m 1<Maa7ﬂ ) ( 88)

donde Jy, J1 y Yg, Y1 nuevamente son las funciones de Bessel de primera y segunda especie,

respectivamente. Asimismo, C,gl)*, C,(f)*, Cﬁs’)*, C,(ﬁ)*, Cq(ffq)n*, Cq(fq)n*, Cq(f)*, CT(LS)*, CT(,?)*, C%O)*,

1n)* 12)* . . , -
CT(Lm) y Cﬁmz son los coeficientes a determinarse a través de las condiciones de frontera e

iniciales. Entonces, la solucién general para v!" se compone de las Ecs. (2.33)-(2.35) vy (2.57),

la solucién general para vl de las Ecs. (2.36)-(2.38) y (2.58)), la solucién general para ull" de

las Ecs. (2.83)-(2.85) y, finalmente, la solucién general para u'" consiste de las Ecs. (2.86)-
(12.88)).

2.3.3. Condiciones de frontera e iniciales

Como se indico en la Seccién [2.1], se espera una la solucion periddica en el tiempo y en el
espacio en la direccion axial. Se requieren 16 condiciones de frontera, 8 radiales y 8 axiales,

y 6 condiciones en el tiempo para cerrar el problema. Estas tltimas estan dadas por

I

» Periodicidad en la velocidad axial del fluido: vz} o = vi‘ i
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» Periodicidad en la velocidad radial del fluido: UH o = vﬂ 7
» Periodicidad en la desplazamiento axial del sélido: ull| —o = ull| —r
= Periodicidad en la desplazamiento radial del sélido: u?‘ o = uy} i
I 11
» Periodicidad en la velocidad axial del sélido: Ou; = Ou;
ot |, ot |,
11 11
s Periodicidad en la velocidad radial del sélido: Ouy = ou,
ot |,_, ot |,_r

Debido al tipo de soportes que se describieron anteriormente, se espera que existan nodos
para v!" y antinodos para v!". Adicionalmente, esto se requiere para satisfacer la ley de
conservacién de masa. Ocurre la situaciéon analoga en el caso de ull” y u!'". Esto también es
necesario para que exista una solucién analitica que cumpla las condiciones de acoplamiento

entre el solido y el fluido. Dicho de otra forma, las condiciones de frontera de caracter axial

son
. . . ot
= Antinodo para velocidad axial al final del conducto: 3 =0
< z=L
: : : o ovl
= Antinodo para velocidad axial al principio del conducto: 5 =0
Z z=0
» Nodo para velocidad radial al final del conducto: vl ;=0
= Nodo para velocidad radial al principio del conducto: vl =0
auII
= Antinodo para desplazamiento axial al final del conducto: 5 - =0
z z=L
11
= Antinodo para desplazamiento axial al principio del conducto: 5 - =0
. z=0
» Nodo para desplazamiento radial al final del conducto: ull| _, =0
= Nodo para desplazamiento radial al principio del conducto: u}}‘zzo =0

Finalmente, las condiciones de frontera de caracter radial son en general relaciones de in-
teraccion entre los dos medios. Existe continuidad cinematica y continuidad dinamica en las

fronteras entre cada par de subdominios. Estas son
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I
= Punto critico de perfil de velocidad en centro del conducto: —= =0
or |,_o
= Sin fuente lineal de masa en centro del conducto: UHT:O =0
auH
A 1 . . 1 . sy, d . . 1 o 2z
= Acoplamiento axial cinematico en pared interna: R P
t r=R
auII
» Acoplamiento radial cinematico en pared interna: UHT: R= aT
t r=R
» Acoplamiento axial dindmico en pared interna: Ol p=0r| _p
. . . 7 . . . I - I‘ . II
» Acoplamiento radial dindmico en pared interna: o, _. —D'| _p = Op| _p
» Libre de esfuerzo cortante en pared externa: Ol pin =0
» Libre de esfuerzo normal en pared externa: |y =0

Los antecedentes que se tomaron como referencia para definir estas condiciones son [24] [72][78].

En la experiencia del autor, estas condiciones son consistentes entre si.

2.3.4. Condiciones periodicas

Las condiciones iniciales en realidad son condiciones periddicas en el tiempo. Estas se

desarrollan a continuacidn.

Periodicidad en la velocidad axial del fluido

Adimensionalmente, la condicién se expresa de la forma

vi*(r*, 2*,0) = Ui*(T*, 2", 1)

Utilizando la Ec. (2.33]), esta condicién se reescribe como

1%2
S I
EQShLReL
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. . . *2 . *2 . .
Haciendo el cambio de variable 7"~ = i3¢1™" esperando un comportamiento ondulatorl, la
condicién implica que

%2

€Xp {Zm} =1

o bien, que

%2

CcoS LT R 1
€ZShLReL

%2
: n
sin ——— =1
. 6QShLReL

dependiendo si tomas la parte real o la imaginaria. Lo anterior es cierto si

1*2
— =2 =0,1,2,...
2ShyRe, 0 T OO
1*2
4dn — 1
°n :( n )7r, n=12,..
\SQShLReL 2

y, por lo tanto, regresando a la variable original,

%11*2 _ 132n7T82ShLR€L, n=20,1,2,..

1%2

1
AL =43 (Zn — 5) ne?ShiRer,, n=1,2

g Ly e

#2 . i o
3En realidad, basta con que la parte imaginaria 7.~ sea distinta de cero para describir un movimiento
ondulatorio. Esto no dice nada sobre la parte real. Paidoussis afirmé en [65] que la frecuencia de oscilacién
del sistema sélido-fluido puede ser, en general, compleja. Es decir: (1) el sélido y fluido siempre estén en fase,

2
(2) la parte real de 41" y/o de 11" puede ser distinta de cero. La sustitucién de variable que se hace aqui
es un caso particular.
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Se distinguen dos posibles soluciones,

n

TV (") = BY exp {i2mrt*} . n=0,1,2,.. (2.89)

) ‘ 1
TV (t*) = B exp [z (2n — 5) mf*], n=12,.. (2.90)

Periodicidad en la velocidad radial del fluido

Esta condicion se escribe adimensionalmente de la manera

ol (%, 2%, 0) = ol (7, 2 1)

Utilizando la Ec. (2.36]), se reescribe como

exp {—

. . . *2 . *2 . .
Haciendo el cambio de variable ™7 = 391" esperando un comportamiento ondulatorl(ﬂ,

la condicién implica que

P ZEZShLReL N

Es decir,

Y que i3 = —i.
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&*2 = 32nme?ShiRer,, n=0,1,2, ...

n

x ‘ 1
£l 2o (Qn - 5) me?ShiRer,, n=1,2,..

Nuevamente, se distinguen dos soluciones posibles,

n

TY(t) = B9 exp {i2n7rt*] ., n=0,1,2,.. (2.91)

) ‘ 1
TY () = BO exp [z (2n — §>m*}, n=1,2,.. (2.92)

Periodicidad en el desplazamiento axial del sélido

Esta condicion periddica se escribe como

ug*(r*, 2*,0) = ug*(r*, 2 1)

de forma adimensional. Utilizando la Ec. 1' y haciend Cff)* = 0, la condicién se escribe

CcOo1mo

IT*
exp |i—2" | =1
eShy,Ma,Mag

Esto equivale a

IT*
Tn.

® eShyMa,Mas
I*

sin T 1
5ShLMaaMaB

co 1

5Se retuvo un exponente positivo, no negativo, en la funcién exponencial del tiempo.
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o bien,

AT
— =2 =0,1,2,...
eShyMaMas 0 TS
17* dn —
T :(n 3)71', n=12,..
\EShLMaQMag 2

De aqui se deduce
’yTILI* _ 2n7T€ShLMaaMa,37 n = O’ 1, 2,
. 3
Al (Qn — 5)7r58hL1\/IaOél\/Iag, n=12..

Una vez mas, se distinguen dos posibles soluciones,

T (%) = ¢V exp [z'zmnf*] , n=0,1,2,.. (2.93)

n

; . 3
T () = V" exp {z (2n — §>m*}, n=12,.. (2.94)

Periodicidad en el desplazamiento radial del sélido

Esta condicién periddica se expresa de la forma

uy*(r*, 2*0) = uy*(r*, 2", 1)

adimensionalmente. Utilizando la Ec. 1) y haciendcﬁ P = 0, la condicion se escribe

CcOo1mo

6Se retuvo un exponente positivo, no negativo, en la funcién exponencial del tiempo.



CAPITULO 2. MODELO MATEMATICO 42

£II*
exp —= | =1
SShLMaaMaﬁ

Esto es igual que

(

511*
cos —— =1
eSh;Ma,Mag
I1*
sin L =1
L 8ShLMaaMa5

0, dicho de otra manera,

511*
n

S N =0,1,2,..
eShyMaMas 0 TS

g (n-3) L
5ShLMaaMaB 2 ’ T
\

Es decir,
57111* = QHWEShLMaaMaﬁ, n = Oa 17 27

. 3

Tal y como en los casos anteriores, se distinguen dos soluciones posibles,

T () = D% exp {i2n7rt*} si n=0,1,2,... (2.95)

T () = cﬁP* exp [z <2n — g)ﬂ't*:| si n=1,2,... (2.96)
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Periodicidad en la velocidad axial del sdélido

Esta condicion se expresa de la forma

e (r*,z*,0) = e (r, 2%, 1)

Se concluye lo mismo que en el caso de periodicidad en los desplazamientos axiales. Es decir,

se distinguen las soluciones dadas por las Ecs. (2.93]) y (2.94).

Periodicidad en la velocidad radial del sdlido

Esta condicion se expresa de la forma

au}}* * % au}}* * ok
5 (r*,z*,0) = 5 (re,z*,1)

Se concluye lo mismo que en el caso de periodicidad en los desplazamientos radiales. Es decir,
se distinguen las soluciones dadas por las Ecs. (2.93)) y (2.94).

Resumen

Las Ecs. (2.89), (2.91)), (2.93) y (2.95) son las funciones de dependencia temporal de la

solucion si solo se considera la parte real. En otras palabras,

Y n

TV T8 T T o exp [iQnﬂt*}

En cambio, las Ecs. (2.90)), (2.92)), (2.94) y (2.96] son las funciones de dependencia temporal

de la solucion si solo se considera la parte imaginaria. En otras palabras,

* * * * 1
Ti 77:11 7TrILI ’7;11 X exp [1(271— 5)7Tt*:|
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2.3.5. Condiciones de frontera axiales

Las condiciones de frontera axiales son de suma importancia porque estan intimamente
relacionadas con el tipo de soportes que se plantean para el conducto. Estas se desarrollan a

continuacion.

Antinodo en la velocidad axial al final del conducto

La condicion de frontera se escribe de la manera

Bl
%(rm,t*) —0
A

Para evaluarla, se necesita la expresion

1 * 1 * 1 * 1 *
02 _ Om_ [Bfﬁ)*exp [z(éiz* + f)} — BY" exp {— Z(%Z* - f)” (2.97)
€ 2 € 2

El procedimiento debe distinguir dos casos posibles: ondas que viajan del inicio al final del
conducto, o bien, ondas que viajan del final al inicio del conducto. En el primer caso es
necesario que B,(ff)* = 0. Evaluando la condiciéon de frontera con ayuda de la Ec. 1} se

obtiene

exp {— z(% - g)} =0 (2.98)

y, por lo tanto,
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De aqui se deduce

I T (dm-—1)rm
Im T _ —1,2
8 2 2 Y m Y )
st
Om T 9mm, m=0,12,
L € 2

que equivale a
6L =2mme, m=1,2, ..

% 1
oL = <2m+§>m€, m=0,1,2,...

Si se repite este procedimiento para el segundo caso. Para ello, es necesario que B,(J;’)* = 0.
En otras palabras,

L =02m—1)re, m=12,..
I * 1
0, = 2m—§ e, m=1,2,..

Antinodo en la velocidad axial al inicio del conducto

En este caso, la condicién normalizada se expresa de la forma

owl”
%(T’*,O,t*) =0
z

Utilizando la Ec. (2.97)), la nueva condicién implica

s
exp {22]
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En otras palabras,

T

-0
cos

T
w0
sin 5

Sélo la funcién coseno cumple la igualdad. Es decir, para satisfacer la condicion de frontera

en ambos extremos del conducto, debe considerarse solo la parte real. Entonces, se distinguen

dos posibles soluciones,

(2.99)

m

Zrln*(z*) = BO" exp [ — iZmWZ*} , m=0,1,2, ..

para ondas emitidas y

Z " (2%) = BD  exp [z’(2m — 1)7rz*}, m=1,2,.. (2.100)

para ondas reflejadas.

Nodo en la velocidad radial al final del conducto
Esta condicion esta dada por
ol (r* 1,t7) =0

Se necesita que [3’7(3)* = 0, si es que las ondas viajan del inicio al final del conducto. Esto
implica que

T *
m

exp {— z“—z] =0 (2.101)
g
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Es decir,

De aqui se deduce

kLT (dm— D7
- Y m = 1727
€ 2
I *
B — 9mm, m=0,1,2,...
5

Se arriba a la conclusién

* 1
kLT = <2m—§>7r5, m=1,2, ..

I*_ _
Ky, =2mme, m =012, ..

Haciendo que B,go)* = 0, se sigue un procedimiento analogo y se obtiene

kLY =2mme, m=0,1,2,..

Nodo en la velocidad radial al inicio del conducto

Esta condicion se expresa de la forma
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ol (r*,0,t%) = 0
Evaluando la expresién ([2.37)), se obtiene
expli(0)] = 0

Esto implica

Solo la funcién seno cumple la igualdad. Es decir, para satisfacer la condicién de frontera
en ambos extremos del conducto, debe considerarse solo la parte imaginaria. Entonces, se

distinguen dos posibles soluciones,

Z*(z*) = BU9" exp {— i2m7rz*1, m=0,1,2,... (2.102)

para ondas emitidas y

m

Z1 (2% = B9 exp {i2mﬂz*} . m=0,1,2,... (2.103)

para ondas reflejadas.

Antinodo en el desplazamiento axial al final del conducto

De manera andloga, se procede a desarrollar las condiciones de frontera axiales correspon-

dientes al sélido. La primera se expresa en su forma normalizada

Ir*
aauz* (T*, 17t*) — 0
z
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Derivando la Ec. (2.84]), se obtiene

aZII* 5H* . 511* . 511*
8; = 51\7/?& [Cﬁ’) exp [z( 2+ z)] —CW exp [—i(gl\z‘a ZF— g)]] (2.104)

A partir de (2.104)), se evalia la condiciéon de frontera para el caso de ondas que viajan del

inicio al final del conducto. Esto implica que c}i’)* = 0. En otras palabras,

S T
— m_ _ || = 2.1
exp [ Z(aMaa 2)] 0 (2.105)

y, por lo tanto,

De lo anterior se desprende que

I1*
Oy B
eMa,,

(S — 27}1/7‘€IVI£1 — 1 2 e
m (63 m ’ ?

% 1
OI" = <2m+§>ﬂ51\/{aa, m=0,1,2,...
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Si se repite el proceso para el otro caso, cuando Cﬁf)* = 0, se deduce
I = (2m — 1)7eMa,, m=1,2,...

, 1
oI = (2m—§)7r61\/[aa, m=0,1,2, ...

Antinodo en el desplazamiento axial al inicio del conducto

La segunda condicion se escribe

o 11*
;Z* (r*,0,t*) =0
z

Utilizando la Ec. (2.105)) para evaluar la condicién de frontera, se obtiene

T
l —_—
exp {z 2}
Esto implica
cos5 =0
sinZ =0

2

Esta igualdad solo es cierta para la funcion coseno. Si la condicién de frontera se cumple en

ambos extremos del conducto, se requiere solamente la parte real. Entonces, la solucion

(2.106)

m

Zg*(z*) _ C(4)* exp |: — @(Qm — ].)71—2*:| , m= 1, 2,

corresponde al caso de ondas emitidas, mientras que
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m

ZW (%) = 9" exp {iQmﬂz*} , m=1,2 .. (2.107)

corresponde al de ondas reflejadas.

Nodo en el desplazamiento radial al final del conducto

Esta condicion se escribe como

ul (7%, 1,t*) = 0

r

Con base en la Ec. (2.87)), se considera el caso de ondas que viajan del inicio al final del

conducto. Esto requiere que CS;’)* = 0. Al evaluar la condicion, se obtiene

KJH*
— =0 2.108
exp[ M] (2.108)

Es decir,

I *

KTTL J—
COS - = 0

II*

1 Rm —
sin gfo— = 0

Esto implica que

(k1" (4m — )7
Ma,, 2

I*
m

( Ma,,

y, por lo tanto,
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* 1
[ (2m — 5)%1\/[&&, m=1,2,...

m

I — o9mrMa,, m=0,1,2,...

Km,

En el segundo caso, cuando CT%O)* = 0, se concluye

m

« 1
kI :(Qm—a)wl\/[aa, m=1,2 ..

I — 9mrMa,, m=0,1,2, ...

Km

si se sigue el mismo procedimiento.

Nodo en el desplazamiento radial al inicio del conducto

Finalmente, esta condicién se expresa como

ut (r*,0,t*) =0

r

Utilizando la Ec. (2.87)), se evalia la condicién, obteniéndose

exp [it0)] =0

Esto implica que

Solo la funcién seno cumple esta igualdad. Es necesario considerar solamente la parte imagi-

naria. Entonces, se distinguen dos posibles soluciones, que son
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ZI (%) = 19" exp [ — i2m7rz*] sio m=1,2,.. (2.109)

para ondas emitidas. Mientras tanto,

ZI () = 9% exp {Z’mez*} si o m=0,1,2,.. (2.110)

es valida para ondas reflejadas.

Resumen

Las Ecs. (2.99), (2.102)), (2.106]) y (2.109)) son las funciones axiales de la solucién en el caso

de ondas de presion que viajan del inicio al final del conducto, i.e. ondas emitidas. Unicamente

difieren en la fase respecto a m. Es decir,

* * * * .
zl 7z 7 2 o exp [— szwz*]

En cambio, las Ecs. (2.100), (2.103)), (2.107) y (2.110]) corresponden al caso de ondas de

presion que viajan del final al inicio del conducto, i.e. ondas refiejadas. Para esta situacion

se observa que
* * * * .
zl 7zl 7 2 o exp |:22m7r2*:|

2.3.6. Condiciones de frontera radiales

Resta evaluar las condiciones de frontera radiales. Son las de mayor importancia porque
describen la manera en la que se propaga la informacion de un medio al otro. Antes que nada,
es necesario recordar la definicion de los esfuerzos, en un fluido newtoniano incompresible y

en un solido linealmente elastico e isétropo, en coordenadas cilindricas. Es decir,
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ot ol out

I I z r I I r
ol =4 + ol =9t
"z ( or 0z > ”" or

or

auH auH auH uII aUII @uII
11 11 z r 11 11 r r z 11 r
= A\ = = 2

Trz M(@T—i_az) Trr <8r+r+8z>+u

donde p! es la viscosidad dindmica del fluido y AY, u! son los pardmetros de Lamé. Hasta

. . * * * *
este momento, las funciones radiales de v!", vI", v v u!" son

Rlz,m* = Bn%zn*‘]o <n’}z,m*r*) + 87(3’271*Y0 <77’}L,m*r*>

2Rer B nmkr(s)*kr(f)* § (2.111)

$ ERAB b B ()

T+ 0
R;,m* = Bf’b’?n*‘ll <C;Lm*r*> + 67(18,271*Y1 (C’}z,m*r*)
1 * *

etiReLBu, ki) B L (2.112)

+i 5 5 m 1 <zc5 r )

U
R * C(5)*JO ngm*r* + C(G)*YO ngm* r* (2.113)
RI *— 0"y L’”*r* +CU2%y, L’”*r* (2.114)
respectivamente. Asimismo, sus primeras derivadas respecto a r* son
dR}’Lm* I *|2(2) * I * x (3) * I * o«
dr:k = Thm Bn,m Jl <77n,m r ) + Bn,m Yl <77n,m r >

(2.115)

2Rer Btk kD | . \
— UQ’ st J1<z'5}n r*)
Mom  + 0L,
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dR}’L m* ES * * 1 * ]
d 7* = Bn7m [Crlzm Jo (Crlz,m *) _*Jl (Cim *>
r T

JLo . 1 _—
B |G Yo <Ci,m T*) ! (Cﬁ,m T*> (2.116)

eiReBu, k) kY LT ) ; N

¥ S L P I (m}n 7’*> + _*Jl(us}n 7«*)

- ~|—(5I r ]

dRH * nII * . 77H * nH *

Mo O T [t ) 4+ CO Y 2.117
dr* Ma,, [ L ( Maa ) Ma,, Ma, ( )

dRI ¥ Jfen * I * 1 I * ]
n,m _ (11) n,m n,m * o n,m *
dr* Crm [Maa Jo ( Ma,, " ) w1 ( Ma,, " )

. i .7 (2.118)
(12" n N o 1Y 1
C 5 5 * . n,m *
onm Ma, O(Maar) r* 1(Maar)
Por 1ltimo, la dependencia radial del campo de presién estd dada por
Gl = Bu, (idﬁ,jfk) (2.119)

Se requieren todas estas expresiones para evaluar las condiciones de frontera radiales. A
continuacion se desarrolla cada una de ellas en el orden en el que se listaron. Los detalles

adicionales se pueden consultar en el Apéndice [C]

I

Punto critico del perfil de velocidad en el centro del conducto: ;Z =0
r r=0

Se espera que la forma del perfil de velocidad sea similar a la de flujos mas simples, siempre

y cuando u!l, ull << R. Entonces, se hereda la condicién de frontera utilizada en las soluciones

z) 7‘

de Hagen-Poiseuille y de Womersley. Dicha condicién es

: —0 (2.120)
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en términos de las variables escaladas. Es decir,

dR: "

dr* =0

r*=0

Evaluando a (2.115)) en el centro del conducto, se concluye que

*

B, =0 (2.121)

bajo el argumento de que la soluciéon debe permanecer acotada. Como resultado, las expre-

siones (2.111)) y (2.115)) se reescriben como

. . . 2Rep By ki) kS .
Rl = B, Jo(nh,, v + ot g (i, ) (2.122)
Thom O
dR. )" o) * . *Rep By mkin) kY .
b B J1<n}m r*) oIt Jl(w}n r*) (2.123)
o o™ + 3
Ausencia de fuente de masa en el centro del conducto: UHT:O =0

Esta condicién de frontera es nueva para un lector familiarizado tinicamente con la parte
hidrodindmica. Existe una componente de flujo radial v!" cuya magnitud es mayor cerca de
la pared interna del conducto que en el centro. Sin embargo, no se puede predecir en qué
posicién se ubica su valor maximo. Esté claro que v! al menos debe ser finita en 7 = 0. Al
no existir una fuente de masa en r = 0, es posible decir que v! debe ser cero. Entonces, la

condicién de frontera se escribe

o], =0 (2.124)

Es decir,

RL - 0

n,m r*=0 -
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Evaluando a (2.112)) en el centro del conducto, se concluye que

*

B®

)
n,m

—0 (2.125)

nuevamente bajo el argumento de que la solucién debe permanecer acotada. Entonces, las
Ecs. (2.112)) y (2.116)) se reescriben como

g—%ReLEun’mk,g?)*k,(lﬁ)*

T+ O,

* *

R = B0, I (¢, ) +i

5L, (iéﬁjf*‘) (2.126)

dRL * . . 1 \
= 0 [ () - ()]
T ’ ’ ’ r* ’
E%RQLEun,ka(T?)*k’r(f)* * * * 'l *
T 1 *2 51 %2 O |0 Jo <Z5$n 7’*> +—h (Z(S}n 7“*> (2.127)
nn,m + m r
auII

I| — z
Zlr=R ot

Acoplamiento cinematico axial en la pared interna: v

r=R

La condicion de no-deslizamiento se satisface en casi cualquier problema de flujos de fluidos
viscosos. La diferencia de este caso respecto a otros es que la pared es mévil. En términos de

las variables normalizadas, esto es

* aUH*

I z

g = @zShy—= (2.128)
r*=1 at I

Uy

Si se asume que las Ecs. (C.7))-(C.12)) son relaciones de igualdad exactas, entonces la condicién

de frontera se traduce a

* *

1
Rn,m

_ 11
el azShLRmm

r*=1

Evaluando a (2.113)) y a (2.122)) en el radio interno de equilibrio, se deduce
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\ P . 2Rep Eu, k2 kS,
LV BR * — a,Shy LC®) T — a.Shy YW C©) F = JZ ST 1 it (g 199)

n,m n,m , - I
Mnm + 6m

*

donde las constantes requeridas se definen en las Ecs. (D.24)-(D.35]). Estas se pueden con-
sultar en el Apéndice [D]

auII
Acoplamiento cinematico radial en pared interna: UHT: R= 8T
t r=R
La condiciéon de no-penetracion esta casi siempre presente en problemas de hidrodinamica.
Al igual que en la Subseccién la diferencia esta en que la pared es mévil. En otras

palabras,

UI oull”
=1 UI arShL ot* I

I*
/U'I‘

(2.130)

Si se asumen las Ecs. (C.7)-(C.12) como relaciones de igualdad exactas, la condicién se expresa

de la forma

*

* *

N szarShLRH

/I\/
+ Rmm UI

I
Rn,m

r*=1

r*=1

Evaluando a (2.114)) y a (2.126]) en el radio interno de equilibrio, se obtiene

Lt aEaTSh Lgirean® _ eU 2a,Shy, 'Y C(12)"
1 ~nm UI n,m U

YU Re Eu,, k) kS

r

= Fi oLt (2.131)

I *2 I *2
77n,m + 6m

donde las constantes requeridas se definen en las Ecs. (D.24)-(D.35)). Estas se pueden con-
sultar en el Apéndice [D]
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. e s e . . R | R i |
Acoplamiento dindmico axial en pared interna: o,,| . =0,;| _,

Esta condicion corresponde a la tercera ley de Newton aplicada en la pared interna del

conducto, exclusivamente en lo que respecta a los esfuerzos cortantes. Es decir,

auII*
) = 0
r=1 r

Suponiendo que ([C.7)-(C.12) son relaciones exactas de igualdad, la Ec. (2.132)) se reescribe

CcOo1mo

IT*
r

0z*

UI 87)1*
UI oz*

+ €%a, (2.132)

r*=1

Ma2 I,IT 8’1}}:*
Rey, or*

r¥=1 r*=1

o Ml (B AR dRl,,’
5ShLMaaMa5 Rer, kﬁf”*( dr* | ._, dr* T*:1>
(L))

* *2
= a, A" <dRLI’m _ Oy I * )
" d’/’* r*=1 Mai)\gzn " r*=1

Tras evaluar a (2.114)), (2.117)), (2.123) y (2.126) en el radio interno de equilibrio, se deduce

2 111 x 2 111
i Maj;0 k ! *1JI*B7(121)n o Maj; 0™ U; km 1JI*Bn7 *

EShLMaaMag ReL k%?;)* Th,m ShLMaaMag Rer, UI k ’

I * I o* (2 11%2 11%2
z)\( )* In,m 1JII C (5) z>\(2) n,m 1YH C(G m 1JH C(ll m IYH C( )
TN Mag o O FEAT g, T G PN 2 RSOREYS
et e’Mageh “Eun b, K Y L2 UV (2.133)
£Shy Ma, Mag M+ 012 T ) '

donde las constantes requeridas se definen en las Ecs. (D.24)-(D.35)). Estas se pueden con-
sultar en el Apéndice [D]



CAPITULO 2. MODELO MATEMATICO 60

. . ’, . . . . I _ I _ 11
Acoplamiento dindmico radial en pared interna: o,,| _,—p| _,= 0| _p
La tercera ley de Newton en la pared interna del conducto también debe desarrollarse en

términos de la componente normal de los esfuerzos. En otras palabras,

oull” . oul” . oull”
2 r II z 2 11
May (ar( o |._, + u, r*:l) +a, ppe T*1> — 2Ma, (arur ey T Oz e 1)
2 []I 81}1* *
= Ma?Ma?o"! —p 2.134
a, Majg ReL 5UI 67‘ o P ( )

Si asumimos que ((C.7))-(C.12)) son relaciones de igualdad exactas, la Ec. (2.3.6) adquiere la

forma

I* 9 UI dRI *
Tn Ma2 Ma%gl’ﬂ ( (

. N AR},
€ShLMaaMaB S dr* .

Rey, eU! dr* .
dRY *
1) 6 * _ 2 n,m I *
km kn Gnm r*:1> Maﬁar<( dr* r*—l_'_Rmm r*—l)

Tras evaluar a (2.113)), (2.114)), (2.118)), (2.3.6) y (2.119)) en el radio interno de equilibrio, se
obtiene

. A 2Mai1\/[a% ot Ul
eShyMa,Mag Rey, eU!

z

n,m

<€ *1J1* 1J11*>B7*

—l—)\,(ll}n*ar (Ma% — 2Mai) 1J{)I*C£f2n* + )\,izn*ar (Ma% — 2Mai) Lyl e "

n,m

I *

I *
—a, (Mag 1\’&;” Lyl — 2Ma§1J{I*)Cg{;3* —a, (Mag 1\’2: byl 2MailY¥*>c<1Q>*

n,m
I* 2€2U—;251 *

- Tn Ma2 Ma2 o ! Eu O LB LI UL m 5! *1j11* 1*

€ShLMaaMaﬂ (o] B n,m"™m n 0 711m>k2 _|_ 5"1’”*2 1

(2.135)
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donde las constantes requeridas se definen en las Ecs. (D.24)-(D.35]). Estas se pueden con-
sultar en el Apéndice [D]

Libre de esfuerzo cortante en pared externa: o!! v, = 0
Esta condicién es necesaria dado que los desplazamientos no pueden ser cero en la pared
externa. Ademds, no se tomo en cuenta un tercer medio contiguo al segundo. La misma se

escribe como

6UH* auII*
0. ! + 52a7«—8 - =0 (2.136)
r r*=14¢€ z r*=14¢€
e implica que
I * 11*2
* 24 (1) *'nm lpr=14e
dr r*=1+e¢ Maa)\%)n

Tras evaluar a (2.114)) y a (2.117)) en el radio externo de equilibrio del conducto, se concluye

7711 * ,',]H *
n,m_ 1+4e 7II* A (5) * n,m_14ex/11* ~(6) *
Ma, J1 Cnm + Ma Yl Cn,m
o a
11%2 %2
T 1o

L+ enazal),” L+ enazal),”

eyl c2)" _ g (2.137)

n,m

1+5J111*C(11)* +

n,m

donde las constantes requeridas se definen en las Ecs. (D.24)-(D.35)). Estas se pueden con-
sultar en el Apéndice [D]

Libre de esfuerzo normal en pared externa: o;;| .., =0

Esta condicion es necesaria por las mismas razones que ([2.136]) y queda expresada como

II*
Ma% a, (8ur*
87” r*=1+e

IT*
r

Uu v oulr”
r*=1+e z
+ - - =1 + az
1+e ) 0z*

r*=1+e¢
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r*=1-+e¢ 8UH*

uH*
—9Ma? [ a, — + a,—= =0 (2.138)
1+e Oz* r*=I1+e

La misma implica que

dRH *
Ma2 ( n,m
g dr* r*=1+¢

I *
o (—Rm medie 0B, ) -

1+e¢

Luego de evaluar las Ecs. (2.113)), (2.114]) y (2.118)) en el radio externo de equilibrio, se obtiene

*

n, m n, n,m

MO (Mad — 2Ma2 ) I e, " + A0, " (Mag — 2Ma2 ) v Cl

I * 2
M 2 >n,m 1+EJH . o 1+6JII C(ll)
+( % Ma,, 0 14+€ ! .
I * 2
n.m * 2M * *
+<Ma§—M’a eyt — T f:”w{l )cﬁj};} =0 (2.139)

donde las constantes requeridas se definen en las Ecs. (D.24)-(D.35)). Estas se pueden con-
sultar en el Apéndice [D]

2.3.7. Resolucion de sistema simultaneo de condiciones de frontera

Ahora se procede a resolver el sistema compuesto por las Ecs. (2.129)), (2.3.6), (2.3.6),
([2.3.6), (2.3.6) y (2.3.6). El sistema es de la forma

x 0 x x 0 0 57(121)71 X
0 x 0 0 x X an* X
X X X X X X Cr(f?n* X%
0 X X X X X CTQ%* | x
0 0 X X X X (L) 0
0 0 x x x x| |82 0
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Resolviendo la ecuaciéon matricial, se obtienen los coeficientes

I*
B Y _ _ .ERerLEu, . x;
nm Q) * 12,
ar)\n,m /y'n
UL, (5)* 1%
. 5ReLEunm—Zk§n) Xt
B =
nym - I*2

T X

5 *
oo * MagQIHReLEunmv k:( ) XEI
7 arShL n,m ’Y}L*Q

*

II*k(5)* II*

- MaﬁgI TRepEu,, m7 X5

n,m 1%2

aTShL)\nm v

MaaMaBQI TRer Eu, mfy RN X

Chinl =
’ aTShLy
ct2)* _ Ma oMago""Rep Eu,, m’yH A Xg*

aTShLW x*

Consecuentemente, las funciones radiales son

1*

1%2
n

a, A0

, eRep B, ikt . R &
RLm (r)y =1 1:; :I:kff) 5§n Jq (zé}n 7’*)
Tn

7 *
R () = Mast R By i‘l*Jo(—”"’m I
’ arShL)\n,m 1* X* Maa

n

% E nam * * . * .
(r*) = RerBuy, [51{:,(3) /{;,(13) Jo (zéln r*) i Jo <

m *
nn,m

Yo
Xz Ma,,

)]

r)] (2.148)

63

(2.140)

(2.141)

(2.142)

(2.143)

(2.144)

(2.145)

(2.146)

(2.147)
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. MaoMago " Rep By kS | s (05 o (M

R (%) = —i aqMago eL*u’ Tn VI, ", ) — 1Y, ", o
a,Shi Al 4L X

(2.149)

Nuevamente, se pueden consultar las constantes involucradas en el Apéndice[D] En aquellos
casos donde aparezca una duplicidad de signos, ya sea 4= o F, el signo superior correspondera
a ondas reflejadas y el inferior a ondas emitidas. En este punto, todas las condiciones de

frontera y condiciones periddicas han sido evaluadas.



Capitulo 3

Solucion analitica

Una solucién analitica es una expresion matematica que permite hacer predicciones sobre
un fenémeno fisico concreto. Esto no restringe la posibilidad de que exista més de una forma
de representar esta solucion. El caso de flujo viscoso oscilante en un conducto deformable no
es la excepcion. Dependiendo de la informacién experimental disponible es deseable optar
por una representacion u otra. A continuacién se explican las tres variantes que se presentan

para este caso de estudio.

3.1. Informacion temporal y axial disponibles

Suponiendo que se tienen suficientes sensores distribuidos a lo largo del conducto en la di-
reccién axial y una tasa de muestreo adecuada, se consideraria que la informacién temporal
y la axial estan disponibles. Utilizando las Ecs. (2.89)), (2.91)), (2.93) y (2.95)), que correspon-
den a la dependencia temporal; las Ecs. (2.99)), (2.102)), (2.106) y (2.109) que corresponden
a la dependencia axial; las Ecs. —, que corresponden a la dependencia radial;
escogiendo el signo inferior en situaciones de duplicidad, y las Ecs. —, asumiendo

que se tratan de relaciones de igualdad exactas; se obtiene la solucion

Eu be
I* _ —mm [ Az 3 2 Ar2092:20%
v, (r*, 2", t") E E 1 ~ Smra.Shy LX Jo (\/z nWop, — 4m*m2e?r )

n=1 m=

65
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+ar>\g{2n*k§3>*k,§3>*J0 (2m7ri57’*)] exp [2mi (nt* — mz")] (3.1)
v (25 1) = ; mz_l Sl:i 2(;;* Ji (\/’i3nW012;{ - 47T2m2527“*>
—2mrk©" 1, (2mm’5r*>] exp [2mi (nt* — mz")] (3.2)

oo 0o l\/_[a Ma LIy, k(5)* XH *
I* i a n,mm z1 2112 Ar2092220%
u, (r*, z",t") Zmzl Smra.Shy Jo (\/n I — 4m2m2e?r )

n=1 {—:X
1 *
Xz Y, <\/n2H%{ — 47r2m252r*>] exp [2mi (nt* —mz*)] (3.3)
ex*

Ma Ma2 IIIEunmk() I *
ult (2 ) = Z 8 Xy Jo (\/nQH%{ - 47r2m2527“*>

s aShA X
I *
_Xry Y, (\/n2H2R - 47T2m252r*>] exp [2mi (nt* — mz")] (3.4)
ex*
Pl 2 ) = Z Z Eu, mJo (2mmier®) kO KO exp (270 (nt* — mz")] (3.5)
n=1 m=1

que describe el efecto producido por ondas de presion emitidas.

Por otro lado, si se utilizan las Ecs. (2.100]), (2.103), (2.107) y (2.110)), que corresponden
a la dependencia axial; las Ecs. (2.146))-(2.149)), que corresponden a la dependencia radial;

escogiendo el signo superior en situaciones de duplicidad, y no se altera la seleccién del resto

de las Ecs. involucradas; se deduce la soluciéon

ex”

*o% % g% - Eun,m Xz . *
vy (25 1) = Z Z Smma.Shy [ ~Jo (\/z3nWo§{ — 4m?m?2e2r )
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+arA;{2n*k§3)*kg3)*Jo (2m7m'67“*)] exp [2mi (nt* + mz")] (3.6)

AN *
I* o EunmUI X}" -3 2 2,02 -2, %
v, (r*, 2", t") E E Ji(\/*nWog, — 4m?m?e?r
ex*
m=1

n=1

+2mrk©" 1, (Qmmer*)] exp [2mi (nt* + mz")] (3.7)

© 2 Ma MaZ QI’HEU. k(5) IT *
¥k % g% . @ B n,m Xz *
ull” (r, 25 1) = E E i mra.Shr L Jo (\/nQHI%L — 4mw2m2e?r )

n=1 m=1 €X
XH *
Yy (\/n2H%{ — 47T2m2827“*) exp [2mi (nt* + mz")] (3.8)
ex*

< &L Ma2Ma2o " Eu, kb [y
ul” (7%, 2, 1) B Xry Jo (\/n2H%{—47T2m252r*>

bt Lot aTShL)\S}n* eX*
I *
_X’“Q* Y, <\/n21'[%{ — 47r2m2€27"*)] exp [2mi (nt* + mz")] (3.9)
ex
P, 2 ) Z Z Eu, mdo (2mmier” ) EC KO exp 271 (nt* + mz")] (3.10)
n=1m=1

que describe el efecto producido por ondas de presion reflejadas.
L @ (3" .6)* (6)* : : :

as constantes k' , kn’ , kw’ v kn’ son los coeficientes de las expansiones en series de
Fourier de la senal experimental de la presiérﬂ No existe forma de relacionar causalmente
las reflexiones de ondas con emisiones especificas, dado que toda esta informacion queda
condensada en la descomposicion de los armoénicos n, m. En otras palabras, se sacrifica la
capacidad de estudiar los efectos de las reflexiones y de la velocidad de propagacion de las
ondas longitudinales en el fluido por la posibilidad de modelar un flujo provocado por una

oscilacion muy general de la presion.

I Asumiendo que cualquier sensor solo es capaz de medir la presién en un radio especifico, presumiblemente
. . . s . . . *
en la pared interna del conducto, i.e. r* = 1. Como se explicé previamente, la dependencia radial GL,, = de
,
la presion se deduce como parte del problema.
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3.2. Informaciéon temporal disponible, informacion axial

ausente

Suponiendo que es posible realizar mediciones con una tasa de muestreo adecuada, pero no
se cuenta con suficientes sensores a lo largo del conducto, se consideraria que solo la informa-
cién temporal estd disponible. En este caso, la informacion ausente puede reemplazarse por
la velocidad de propagacion de las ondas en el fluido, denotada por c. Para ello, se asume

existe un armoénico espacial que cumple la relacién

Es decir,

m = ShyMa, (3.11)

Nétese que la Ec. (3.11]) no siempre es igual a 1 o un nimero entero. Como resultado, las
Ecs. (3.1)-(3.10]) se reinterpretan de la siguiente manera

o0

Eu -
1* n,ShpMac | Xz \/ 2 2 2_o %
v, (r, 2% t%) E — J i3nWog, — 4m2Shi MaZe?r
z - 27raZSh Vlacl 0( L )

—l—a,ﬂ)\g)ShLMa *kﬁlg)*Jo (ZShLMamisr*)] exp [2mi (nt* — ShyMacz")] (3.12)
> Euy shym v L
I*/ % _% g%\ __ nehpMac gl ( -3 2 2Q1.2 22*)
") = _— Wog — 472Sh; M
v, (r*, 2", t") nz::l Shr LX \/@n op — 4m2Sh; Ma_e?r
—QShLMacﬂk’,(f)*Jl <2ShLMaC7rz'€r*>] exp [2m’ (nt* — ShLMacz*)] (3.13)

nd MaaMa TEy,, a | VR
ull (%, 2% ) Z— o ShiMac | Xz Jo \/n2H%{—47T2ShiMaE£2r*
QWaZShLMaC ex*
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T *
—%Yo (\/n2H%{ - 47‘(‘28}1%1\/[&3827’*)] exp [2mi (nt* — ShyMa.z")] (3.14)

oo 2 2 TII 11 *
% MaZ Ma “Eu Shy, Mac
ull (%, 25 ) = L L Xy Jo \/n2H%{ — 4728h? Ma2e2r*

7" = oSG, X
I *
_ Xrp Y, <\/n2H2R - 47r28hil\/[a§52r*>] exp [2mi (nt* — ShyMacz")] (3.15)
ex*

Pl 2 ) = Z Euy,, shy Ma. Jo (2Shp Macmier”) kO exp [27i (nt* — ShyMac.z*)]  (3.16)

n
n=1

para ondas emitidas.

Por otro lado,

ol (1%, 2%, ) Z —n.ShyMa, [XZ Jo <\/i3nWO%—4WQShiMag€2T*)

— 27razShLMaC
+ar}‘£11,)ShLMac*k7(13)*J0 (ZShLMacmsr*)] exp [2mi (nt* 4+ Shy Ma,z")] (3.17)
Bty St Mac ot [ L
¥k % g% nohLMae gl | X . *
vy (1t 258 = ; T Sm LX* Jl(\/z?’nWo%{ — 472Sh} MaZe2r >

+2Shy Ma rk®*J, <2ShLMaC7rz'5r*>] exp [27i (nt* + ShyMa,z")] (3.18)

. *. May,Ma? "M Eu,, a [T

ull” (r*, 25 1) = Zz 52 5 ShiMac | Xz J0<\/n21_[%{ — 4W2ShiMaga2r*>
— 2ma,Shy Ma, ex*

I *
—XiYo (\/nQH%{ - 4WQShiMags2r*)] exp [2mi (nt* + ShyMa.z")] (3.19)
ex*
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" >, Ma?Ma o""Eu,, gny va, | X1
ul” (r*, 25 ) = Z o 250 D S Mo X”* Jo(\/HQH% — 47r28hiMa5527’*)
n=1 arShL)\n,ShLMaC EX
v
—=2Y, (\/nZH%{ - 47TQShiMa352r*) exp [2mi (nt* 4+ ShyMagz*)] (3.20)
ex*

Pl 2 ) = Z Euy, shy Ma. Jo (2Shy Ma,mier®) k)" exp 270 (nt* + ShyMa.z*)]  (3.21)

n=1

corresponden a ondas reflejadas. Es equivalente considerar inicamente la parte real o la

imaginaria de las Ecs. —. La consecuencia de estas modificaciones es que las cons-
tantes k£,3>* y kﬁ,i)* son iguales a 1. En cambio, kﬁlg)* y kﬁf)* siguen siendo los coeficientes de
la expansion en series de Fourier en el tiempo. Esta expansion de los arménicos temporales
n contendra la informacién de las reflexiones de ondas. Es decir, se sacrifica la capacidad de
estudiar los efectos de las reflexiones de las ondas longitudinales en el fluido, pero es posible
modelar un flujo, sin tener informacion de la dependencia axial, a través del conocimiento

de la velocidad de propagacion de estas ondas.

3.2.1. Informacién temporal y axial ausentes

Si adicionalmente no se tiene informacién temporal suficiente, es posible hacer otra inter-
pretacion en funcién de los tiempos de arribo y reflexién de las ondas. El tiempo de emision
de la k-ésima onda queda expresado de la forma

T =kT Vke0,1,2,...
o bien, de forma escalada,
=k Vke0,1,2,..

Considerando la longitud del conducto y la velocidad de propagacion de las ondas en el fluido,
se deduce que
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L
T0O = —
C

es el tiempo de arribo de la primera onda. Por lo tanto,

L
n=kT += Vke€0,1,2,..
C

serd el tiempo de arribo de la k-ésima onda emitida al inicio del conducto. Esto en su forma

escalada es

75 =k+ShyMa, Vke€0,1,2..

Si se generaliza para todas las ondas subsecuentemente reflejadas, i.e. rebotes posteriores en

cualquier extremo del conducto; se arriba a la expresion

i =k +IShyMa, Vk,1€0,1,2, .. (3.22)

La Ec. (3.22) representa los tiempos de arribo al inicio o al final del conducto, segin co-
rresponda, del [-ésimo rebote de la k-ésima onda. El rebote [ = 0 corresponde a la emision
original de la onda de presién. En este caso, la informacién de la relacion causal entre on-

das emitidas y ondas reflejadas queda explicita en la solucion analitica. Es decir, las Ecs.

(13-2)-(3.21)) se modifican, obteniéndose

Eu
* 1,Shy,Mac
Ui (7“*, Z*, t*) _——LohpMae § § l+1'rl

X B2 2N1a2, 2 %
=—=Jy 3Woy, — 4m2Shi MaZe?
27TaZSh2 Mac P (\/l OR 7 L ac T >

ex”

+ar)\§%hLMaC*JO (2ShpMa,mier®) ] H(E —734)

exp [27?2' (t* — Tt (—1)l+1ShLMaCz*>} (3.23)
1
. Eu; gn MaC& K & L
ol (r*, 2 1) = S—ILle Z Z T o (\/z'?’Wo%{ - 47TQShiMa252T*>
k=0 1=0
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+(—1)""28h; Macr], <2ShLMaC7riar*>] Mt —77)-

exp [27?2' (t* — T+ (—1)Z+IShLMaCz*)} (3.24)
Ma,MaZo""Eu K & =
II* * g%\ _ - « B 1,Shy, Mac 1+1~n1 le \/ 2 2 2 *
w, (r*,z5t") =1 E E -1 —Jo | \/II§ — 47?Sh; Mage?r
= ) QWaZShiMaC prd 1:0( ) ( R L >

II *
_Xa v (\/Hi - 47r28hiMa§52r*> H{E" = 7i1)-
ex* 7

exp [27?2' (t* — Tt (—1)l+lShLMacz*)1 (3.25)

2 111
Ma Ma 507 Eu; ShLMaC

K L
*

ull” (r*, 25 1) = g E T
arShL)‘l,ShLMa k=0 1=0

X“ X, (\/H2 472802 MaZe?r )

I+
— X”* Yo (\/lea — 4W2ShiMa§52r*>] H(" —77,)

EX
exp [27?2' (t* — Tt (—1)l+1ShLMaCz*>} (3.26)
K L
P (r*, 2", t") = Euy gh; Ma. Z Z T'Jy (2ShyMa,mier*) -
k=0 1=0
H (t* - 7,2‘71) exp [27?2’ <t* — Tt (—1)l+1ShLMacz*)1 (3.27)

Esta representaciéon de la solucién permite considerar la parte real, o la parte imaginaria, de
las Ecs. (3.2.1)-(3.2.1)) de manera equivalente. Es vélida para el intervalo finito de tiempo
0 <t* < 7y, tal que se cumpla la Ec. (3-22), donde H es la funcién de Heaviside.

Se observa que ya no existen dos soluciones dependiendo de la direccién de movimiento
de la onda, sino que ambos casos se han incorporado en la suma. El nimero de ondas maxi-

mo K considerado en el modelo depende del tiempo de duracién del experimento. Solo falta
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determinar el nimero de rebotes maximo L a tomar en cuenta. Se espera que las ondas se
disipen después de una cantidad de reflexiones dada, por lo que se include el parametro T, tal
que 0 < T < 1. Este es un pardametro empirico de disipacion. Dado que el material del con-
ducto se asumié como no-disipativo, toda disipacion no relacionada con el fluido proviene del
material de los soportes o de la instalacién mas alld del dominio del problema. Dependiendo
del grado de disipacion, el valor necesario de L serd menor. En un modelo matematico poste-

rior, en el que se considere la disipacién del solido, no se requerira de este parametro adicional.

En otras palabras, en esta tltima variante de la solucion, se sacrifica la capacidad de modelar
un flujo provocado por una oscilacion muy general de la presion, pero es posible describir los
efectos de las ondas emitidas y de todas las reflexiones significativas, unicamente conociendo
la amplitud de la onda original, la velocidad de propagacion de las ondas longitudinales en el
fluido e introduciendo un pardmetro empirico de disipacion. Con la solucién analitica exac-
ta en alguna estas tres representaciones, se puede analizar la interaccién fluido-estructura
en conductos eldsticos sujetos a flujos oscilantes de fluidos viscosos, bajo las suposiciones

descritas en este capitulo.



Capitulo 4

Resultados y discusion

En este capitulo se presentan los resultados tedricos que luego se contrastan con los re-
sultados experimentales disponibles. Se mostrardn en cuatro etapas: (1) explicacién del caso
experimental de referencia, (2) las gréaficas del comportamiento de los coeficientes, (3) las
IS L | &

* . ., .
ool ™ vy all™s v (4) 1a validacién con los resultados experimen-

graficas de los campos v ., Uy

tales.

4.1. Caso experimental de referencia

Un estudio experimental en paralelo buscé generar los datos para validar a este modelo
matemadtico. Los resultados se encuentran en la tesis [61]. El sistema experimental se muestra
esquemdticamente en la Figura [4.1 Se bombea un fluido con una concentracién 50 %-50 %
de glicerina y agua con ayuda de una bomba peristaltica de tres rodillos, operando a una
frecuencia de 8 Hz, a lo largo de un conducto de acrilico de 3.75 mm de radio y 3.2 mm de
espesor. La longitud de la seccién de pruebas, i.e. del sistema entre la bomba y la descarga,
es de 1.6 m. Sin embargo, el conducto en la seccién de visualizacién es un segmento de

caucho opaco sobre el cual se colocaron dos sensores piezoeléctricos. Estos sensores miden
I *

rr

El segmento de conducto hecho de caucho esta soportado en sus dos extremos y simplemente

* 7 . . . .
esfuerzos, ol y 0!l a través de un cambio en la diferencia de potencial entre sus extremos.

. . * * ,
apoyado. Asimismo, u!" y u!l" en la pared externa del conducto se filmaron con una cdmara

de alta velocidad. El caudal estacionario se midié épticamente filmando la superficie libre en

la zona de descarga.

74
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Figura 4.1: Esquema del arreglo experimental, tomado de [6I]. Se distinguen los dispositivos: (1) depésito de
fluido, (2) descarga del sistema, (3) bomba peristaltica, (4) tarjeta de adquisicién de datos, (5) mesa flotada,
(6) soportes, (7) zona de visualizacién, (8) cdmara de alta velocidad, (9) computadora. Se muestra el sistema

de coordenadas r — z como R — Z, asi como la longitud del conducto como L.

Durante las pruebas, se midieron desplazamientos en la pared externa del conducto, i.e.

11
U, |r:R+h,z:%’ tal que

méx{u)'} = 0 (107°) m (4.1)

méx{u; } = O (107*) m (4.2)
Considerando lo que se explicé en la Subseccién y conociendo a R y a L, incluidos
posteriormente en la Tabla [4.I] se hacen las estimaciones que se muestran a continuacién
Tabla 4.1: Parametros dimensionales estimados del sistema

‘ Orden de magnitud

Deformacién axial normal maxima (a) 1076

Deformacién radial normal méxima (a,) 1072
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Ademas de estas estimaciones, el sistema experimental se caracteriza por los siguientes

parametros dimensionales conocidos

Tabla 4.2: Parametros dimensionales conocidos del sistema

Valor
Caudal estacionario (Qo) 4.845 x 107 mTS
Densidad del fluido (p') 1.126 x 10° X2
Densidad del sélido (p™) 1.25 x 10° k&
Espesor de equilibrio del conducto (h) 3.2x 103 m
Frecuencia de oscilacién (f) 8 Hz
Longitud de seccién de pruebas del conducto (L) 1.6 m
Médulo de Poisson del sélido (v) 0.499
Moédulo de Young del sélido (E) 3.465 x 105 Pa
Radio interno de equilibrio del conducto (R) 3.75 x 103 m
Viscosidad dindmica al corte del fluido (p!) 8 x 1073 Pa-s

A partir del fenémeno fisico, una inferencia heuristica es que

Ul = O (a.fR) (4.3)

donde el producto fR representa una velocidad: la distancia que recorre una particula de
fluido en la direccion radial en un tiempo equivalente al inverso de la frecuencia de oscilacion.
Esta velocidad esta ponderada por la deformacién radial maxima a,, que incrementa o dis-
minuye la distancia recorrida en funcién de la rigidez del medio elastico. A partir de estudios
experimentales se sabe que las velocidades de las ondas longitudinales en agua y en glicerina
pura a 25 °C son aproximadamente de 1480 m/s y 1920 m/s, segin corresponda. Asumiendo
linealidad, se estima esta magnitud para una mezcla con concentraciéon 50 %-50 %. A partir

de la Tabla[f.2]y lo que se acaba de exponer, se calculan los siguientes pardmetros derivados
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Tabla 4.3: Parametros derivados

Valor calculado
Primer coeficiente de Lamé (del sdlido) (A1) 5.774 x 10° Pa
Segundo coeficiente de Lamé (del sélido) (u') 1.155 x 10° Pa

Velocidad de ondas longitudinales en el sélido («) | 2.15 x 10° 2

Velocidad de ondas transversales en el sélido (/) 3.04 x 10" =

Velocidad de ondas longitudinales en el fluido (c) 1.7 x 10° =

Velocidad axial media estacionaria del fluido (U}) | 1.097 x 10~! 2

Velocidad radial media oscilante del fluido (U}) 3x107tm

Entonces, los parametros escalados del sistema son

Tabla 4.4: Parametros escalados del sistema

Valor

e |2344x1073

€ 8.533 x 1071
Shy, | 1.167 x 102
Ma, | 5.102 x 1075
May | 3.608 x 10~3
Ma. | 1.122 x 1074
Ul | 3.656 x 102
ot 19.008 x 1071
Rep | 2.47 x 10*
Wogr 9.974
Iz | 6.201 x 1073

Solo resta definir a los parametros )\,(11271* y )\%2)* para cada par de armoénicos n, m. Se
denominan como pardmetros de compresibilidad consistente, dado que controlan el balance
entre deformaciones axiales y radiales - para cada armoénico - de manera que se conserve una
deformacion volumétrica dada. Surgen a partir de la ley de conservaciéon de masa en el sélido
como consecuencia directa del método de separacion de la solucién. Estan relacionados con
los valores propios del sistema, pero son dos cantidades que no se pueden conocer, calcular ni

estimar en orden de magnitudl] Es necesario determinar sus valores utilizando el método de

LA decir verdad, se descubrié una equivocacién respecto a este punto a posteriori. En realidad, es posible
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prueba y error. Esto no quiere decir que sus valores numéricos sean arbitrarios. En realidad,

N | L o
Uy YU,

T z

solo una pareja de valores especificos permitird que los campos adimensionales v
sean de orden unidad. Solo estos valores seran fisicamente admisibles. Esta condicion se vol-

vio necesaria desde el momento en el que se normalizaron las cantidades fisicas del problema

en la Subseccion 2.2.2

En otras palabras, se aspira a que las predicciones tedricas del modelo matematico sean
exactas al menos hasta el orden de magnitud. Tras el proceso de prueba y error, consideran-
do solamente el primer armoénico n = 1, m = 1, se determind que los valores adecuados para

el experimento planteado son

1*
A

)

=+107% (4.4)

AT = 104 (4.5)

donde el signo + corresponde a ondas que viajan del final al principio del conducto y el
signo — a ondas que viajan del principio del conducto al final del mismo. Mas adelante se

muestra el comportamiento de estos pardametros.

4.2. Graficas de los parametros

En el caso de los parametros de compresibilidad consistente, fijando el valor )\§2)* =104, la

dependencia del gradiente de presiéon Eu; ; estd dada por

* *
conocer la relacién entre ,\Sﬂin , )\512) v los valores propios del sistema si se sustituyen las Ecs. 1) y 1)
en (2.63))-(2.65) y se utilizan las expresiones del Apéndice [C| El sistema de ecuaciones estd cerrado. Esta
correccion y sus efectos se destinan para el trabajo futuro.
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Eul,l

100 F

1 1 1 |

-10'
-10° -10™" -102 107 107

Im( T,l(l))

Figura 4.2: Eu; ; como funcién de )\ﬁ*, dejando )\52)* = 10* fijo.

y, fijando el valor )\ﬁ* = —107%, la dependencia del gradiente de presién Eu; ; estd dada
por

_10-1 -

100 F
g
K

10" F

_102 L |

10° 10 10°
Re(A\;®)

Figura 4.3: Eu;,; como funcién de Af)*, dejando )\ﬁ* = —10~% fijo.
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Noétese que Eu; ; es independiente de la parte real de )\ﬁ* y de la parte imaginaria de )\52)*.

4.3. Graficas de los campos

Es ilustrativo comparar las graficas de los campos, tal y como se muestra a continuacion

Figura 4.4: Comparacién de los dos campos escalados en el fluido contra el radio para varios valores del

tiempo, evaluados en z* = 0.5. Los pardametros de compresibilidad consistente utilizados fueron: )\gli =
*
—10~%i, AP = 104,

1

La Figura muestra los tres campos asociados al fluido, vi*, vr* y p'; como funcién
de la coordenada radial r*. Cada linea representa el perfil en un tiempo t* distinto. Es

. . . . * .
necesario resaltar la importancia de haber considerado a v!", pues sin esta componente se
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I

pierde una parte esencial del fenémeno. Dada la forma en la que se normalizaron v}, ul! y ull,

necesariamente deben ser de orden unidad. A raiz de esto, se confirma que la componente
radial es del orden de magnitud esperado, i.e. vl = O (1073U}). El hecho de que su amplitud
esté acotada simétricamente es consistente con [78]. La discrepancia en la mantisa se debe a

1*

. 1o tiene por qué ser

que los valores de Ul a, y a, tinicamente se estimaron. En cambio, v
de orden unidad. Para este sistema en particular la solucién predice que v} = O (1073U}).
En otras palabras, ambas componentes de la velocidad en el fluido son del mismo orden de
magnitud. Esto sugiere que: U! ~ UL ¢ << 1. Observando la Ec. , una consecuencia

de esto es

% (r*v“) ~ 681);* , e<<1

Es decir, las derivadas tienen un comportamiento suave, lo que es consistente con la suposi-
cién de pequenas deformaciones. Se le recuerda al lector que € es la relacién entre el radio de
equilibrio y la longitud del conducto. En cuanto al campo de presién, el orden de magnitud
predicho por la solucién es p' = O (101pIU;2>. Esto significa que los cambios de presion,
provocados por el paso de las ondas planas a lo largo del conducto, tienen una amplitud
diez veces mayor que la presion dindamica. Se puede hacer una observacion adicional. No hay
variacién radial apreciable de p', por lo que GLm* en este sistema. El parametro ¢ es el que
determina si GL’m* es significativa o no. Esta distribucién radial difiere de la reportada en
[58], pero hay que hacer hincapié en que Luchini propuso la forma de GL,m* ~ cte a priori,

en lugar de deducirla.

Una caracteristica notable de v!” es que, a diferencia de los perfiles del flujo de Womersley[77],
es que el valor maximo se encuentra en la pared, i.e. r* = 1. Esto sugiere que en la Figura
.4 no se estd observando el mismo aspecto del fendmeno y representa un conflicto aparente
con los resultados obtenidos por Zamir en [78]. Pese a esto, existen otras caracteristicas de
los campos que enriquecen la interpretacién. Por ejemplo, en la Figura se observan los

1*

1" v ¢1.". Es decir, la componente axial de la velocidad y los esfuerzos cortantes.

campos v
Se puede dividir el subdominio correspondiente al fluido en dos regiones en funcion de la
magnitud de ambos campos. Las lineas en negro indican el limite entre dos regiones. Si la
linea es solida significa que el criterio que determina su ubicacion proviene de la grafica donde
se encuentra. Las lineas punteadas son extensiones de las lineas sélidas a graficas adyacentes.

Las lineas rojas indican una ordenada del 10 % del valor méximo en una grafica dada.
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La region I, 0 < r* < 0.6, es aquella donde la interaccion fluido-estructura no domina
en la direccion azial. Por el contrario, la region II, 0.6 < r* < 1 es aquella donde la inter-
accion fluido-estructura domina en la direccion axial. El parametro de control del espesor
de estas regiones es Rey,. La relacién aparente entre la magnitud de v!” y ol.", asi como la
dependencia entre su espesor y Rer,, sugieren una interpretacién: la region II es una capa
limite generada por el movimiento de la pared. Nétese que es distinta a la capa limite que
se forma en las paredes del conducto como producto del flujo estacionario. Cuando el valor
de Rey, es suficiente alto, la region II crece hasta que ocupa toda la seccién transversal del
conducto. En ese momento, la interaccion fluido-estructura provoca que el fluido se mueva
aproximadamente como cuerpo rigido en la direccién axial. Esto no ha sido mencionado por
autores previos en este tipo de problemas, por lo que facilita una via adicional de modelado

en el caso de flujos internos a alta velocidad.

-3
1.5X10 T T T

|
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.5: Regiones aproximadas a lo largo de r* con comportamiento distinto para velocidad axial y
esfuerzos cortantes: (I) 0 < r* < 0.16, donde v.” ~ 0, 01" ~ 0; y (II) 0.6 < 7* < 1, donde v}" # 0, oL_" # 0.

Realizando un procedimiento andlogo en la Figura [1.6] se obtienen cuatro regiones. La
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region I1I, 0 < r* < 0.15, es aquella donde la interaccion fluido-estructura no domina en la
direccion radial y la velocidad radial misma es despreciable. La region IV, 0.15 < r* < 0.5,
es aquella donde la interaccion fluido-estructura no domina en la direccion radial, pero la
velocidad radial no puede despreciarse. Se caracteriza porque ol y ob,” son constantes,
mientras que ol " es despreciable. La regién V, 0.5 < r* < 0.6, es aquella de transicion. Se
caracteriza porque o', y op," no son constantes, mientras que ol_* sigue siendo despreciable.
Finalmente, la regién VI, 0.6 < r* < 1, es aquella donde la interaccion fluido-estructura
domina en la direccion radial. Se caracteriza porque los tres esfuerzos normales varian a lo
largo del radio. En este escenario, existe una relacién entre la magnitud de las derivadas
respeto a r* y el espesor de estas regiones. Sin embargo, debido a p'*, no estd claro si la
interpretacion de capa limite es igualmente valida. De cualquier forma, esto abre la posibilidad

de utilizar traslapes asintéticos y obtener una solucién efectiva por regiones.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.6: Regiones aproximadas a lo largo de r* con comportamiento distinto para velocidad radial y
esfuerzos normales: (IIT) 0 < 7* < 0.15, donde v.” ~ 0, oL." ~ 0; (IV) 0.15 < r* < 0.5, donde ol = cte,
ohy = cte, ol "~ 0; (V) 0.5 < 7* < 0.6, donde ol," # cte, oh," # cte, oL," =~ 0; y (VI) 0.7 < r* < 1, donde
UL* # cte, Uég* # cte, aiz* # 0. Se grafican en el plano z* = 0.5.
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Figura 4.7: Comparacién de los dos campos adimensionales en el sélido contra el radio para varios valores
*
del tiempo, evaluados en z* = 0.5. Los pardmetros de compresibilidad consistente utilizados fueron: )\ﬁ =

—10-%, A" =101,

En la Figura se muestran los campos en el solido. Esta es la aportacién de este

trabajo, dado que en ninguna de las investigaciones que simplifican el sélido como una
membrana[3][5] [6] [24] [25] [52][58] [78] es posible predecir el comportamiento en el medio sélido

como funcién del radio. Cualitativamente se observa el comportamiento esperado: los despla-

II

. . . * *
zamientos decrecen en magnitud conforme aumenta r* y, debido al valor de ¢, v, y u,!

* , . .. .
no varia de forma lineal con 7*, ni siquiera

difieren en magnitud? Cabe mencionar que w,
en conductos con espesor pequeno. En este caso, ninguno de los dos campos alcanza una
magnitud del 10% del maximo, por lo que no es posible hacer una distincién de regiones

como en los campos del fluido. Se puede plantear la posibilidad de que existan tres regiones

2Considerando la normalizacién de las variables.
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analogas, V, VI y VII; donde la interaccion fluido-estructura es relevante, la interaccion solo
es relevante en la direccion radial y donde los desplazamientos son despreciables, respectiva-
mente. Por supuesto, esto esta sujeto al tipo de problema que se esté analizando. Ademas,

se requiere un experimento con un conducto de espesor mayor para validar dicha propuesta.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t*

Figura 4.8: Comparaciéon de los cinco campos adimensionales principales contra el tiempo para varios

valores del radio, evaluados en z* = 0.5. Los pardmetros de compresibilidad consistente utilizados fueron:
* *

A= 1074, AP =10t

En la Figura [4.§] se distinguen las diferencias entre las fases de los cinco campos. Sin em-

bargo, antes de hacer una discusion al respecto, es necesario determinar cuales defasamientos

. ;. . . . . * *
son de origen fisico. Si bien no conocemos la diferencias exactas entre las fases de v.", v!" y

* * , . .
I* ul™ | sf se conoce que las velocidades en la pared interna deben estar en fase para todo

uz7 T

t*. Para ello se presenta la Figura [£.9, En ella se comparan tnicamente las componentes,

axial y radial, de la velocidad en ambos medios. Se observa que existe un defasamiento en-
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tre componentes correspondientes, contradiciendo las condiciones de acoplamiento dadas por

(2.120) y (2.130). Esta diferencia debe ser de origen matematico, posiblemente al manipular

las condiciones de acoplamiento. La correccién requerida se deja para el trabajo futuro.

%1073

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t*

Figura 4.9: Comparacién de los cuatro campos adimensionales de velocidad contra el tiempo para varios

valores del radio, evaluados en z* = 0.5. Los pardmetros de compresibilidad consistente utilizados fueron:
* *

A= 1074, AP =10t

Considerando la fase de los campos en el fluido como la de referencia, dado que la heredan

. ., . . * *
directamente del campo de presién, se hace un corrimiento de fase a u'l" y u!l". El defasa-

. oull™* * . .
miento de g;* respecto a vl es de aproximadamente £ rad. Por otro lado, el defasamiento
o II* * . . .
de g{* respecto a vll" es de aproximadamente —% rad. Ambos se ilustran en la Figura {4.10

Las lineas rojas corresponden a componentes axiales, mientras que las azules corresponden
a componentes radiales. Las lineas punteadas, rojas o azules, corresponden a campos cuya

fase se asume correcta. Las lineas sélidas indican campos que requieren una correccion de
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fase. Es decir, lineas punteadas y sélidas de un mismo color deben coincidir. Finalmente, las
, oull™* . . .
lineas negras en 5%~ muestran una diferencia de fase entre los ceros de la pared interna y de

la pared externa, i.e. el tiempo que tarda la perturbacién en viajar por el sélido.

%107

IT*
z

ou

IT*

ou

-4r ! 1 I ! L !

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t*

N . * * * * o , . . 1.
Figura 4.10: Defasamientos entre los campos v% ", vl y ull”, uIl" respectivamente. Las lineas deben coincidir

son sus parejas del color correspndiente. Las lineas sélidas indican que deben sufrir un corrimiento de fase,
mientras que las lineas punteadas se asumen correctas. El defasamiento es de aproximadamente +% rad,

segin sea el caso.

Estas correcciones se incorporan a los campos pertinentes. Como consecuencia, se generan
las Figuras[4.11)y [£.12] El anélisis fisico se realiza con base en la informacién que estas dltimas
presentan. Zamir le da preferencia al analisis de fases espacial, a lo largo de la direccién axial,
y no presenta de manera tan explicita el anélisis temporal[78]. El presente autor considera

que esto es necesario para identificar si la solucién es matematicamente correcta.
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Figura 4.11: Comparacion de los cuatro campos de velocidad con las correciones de fase incorporadas. Se
1. / . . . 1% Aull” .
indican con lineas verticales los tiempos de correspondencia en fase esperados entre v, y 5, asf como

. *  Qull” . .
aquéllos entre vy y “5=—. No existen defasamientos en 7* = 1.

. * * . , . . 210
Las evoluciones de p!" y v! casi estan en fase, siendo el defasamiento de la tultima

r*=1
. . ﬁ . I* |
respecto a la primera de aproximadamente {57 rad. Sin embargo, v, 0rt <1

miento adicional respecto a p!” y disminucién de amplitud progresivamente hasta que r* = 0,

sufre un defasa-

donde la informacién deja de propagarse. El campo p!" muestra que la onda plana de presion
se propaga a la misma velocidad y con la misma amplitud a lo largo del conducto para cual-
quier valor de la coordenada radial. En cambio, el campo vi* ilustra que el efecto del paso de
la onda ocurre a distintos tiempos y con distintas amplitudes para cada posicion radial en un
corte transversal dado. Ademas, es necesario hacer hincapié en estas dos interpretaciones: la
primera hace referencia a la causa y la segunda al efecto. Lo anterior significa que las ondas

de presion se comportan como discos de presion uniforme. La informacion de la alteracion se
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propaga por el fluido y produce una respuesta en el sistema.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t*

Figura 4.12: Comparacién de los cinco campos de interés del problema con las correciones de fase incor-

. . ’ . . . * *
poradas. Se indican con lineas verticales los tiempos de correspondencia en fase esperados entre p' , v!l" y

1* II

T z

, 7 * * . . . .
vl asf como aquéllos entre ul!” y ull". Los defasamientos que permanecen en las predicciones son de origen

fisico.

En un plano z* dado, la evolucion del sistema se caracteriza por cuatro puntos criticos. A
continuacion se sintetiza el comportamiento del conducto haciendo referencia a estos cuatro
puntos. Para entender las descripciones, véase la Figura [4.12] Cabe mencionar que, cuando
se utilizan las palabras “avance” y “retroceso”, se hace referencia al movimiento en la direc-
cién axial. Asimismo, los conceptos “adelante” y “atras” se deben interpretar respecto a la

coordenada axial z*.

Los cuatro puntos criticos y sus caracteristicas son los siguientes:
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1. Conducto con grosor de equilibrio:

a) Pared en retroceso: Uy |y < 0
. * , *
b) Grosor del conducto en incremento: vy | ., = max{v)"}
. e 1. . *
c¢) Pared adelante de la posicién de equilibrio: ul"|._, >0
. . « ey 1. . *
d) Radio interno en posicién de equilibrio: ull) =
r¥=1
2. Conducto alcanza grosor méximo:
*
a) Pared en retroceso: vl ., <0
b) Grosor de conducto en equilibrio: vl ey =0
’ . ez 1. . *
c¢) Pared atréas de la posicion de equilibrio: u”| <0
r*=1
I , . * , *
d) Radio interno maximo: ull = max{ul! }
T olr*=1 Tolr*=1
3. Conducto nuevamente con grosor de equilibrio:
*
a) Pared en avance: vl g > 0
* , *
b) Grosor del conducto en decremento: vy | ., = min{v]"}
’ < e o1 . *
c¢) Pared atrés de la posicion de equilibrio: ull ey <0
. . « ey o1 . *
d) Radio interno en posicién de equilibrio: ull ) =0
r*=1
4. Conducto alcanza grosor minimo:
*
a) Pared en avance: vl ., <0
b) Grosor de conducto en equilibrio: vl ey =
. ey 1 . *
c¢) Pared adelante de la posicién de equilibrio: ull >0
. . s . . II* o ’ II*
d) Radio interno minimo: u, | ., =min{u, | .}
Esté cl trario a 1 fa, ni de 1 ool ul el
sta claro que, contrario a lo que se pensaria, ninguno de los campos v, , v, , u, , U,
, . * * .
estd en fase. El defasamiento de v!” respecto a v1” es de aproximadamente ;)0—107071' rad y el de

I1*
r

I1*
u, Trespecto a u

axiales y radiales se deben a la inercia del fluido. Matematicamente, esto se refleja en el

es de aproximadamente %71’ rad. Estos defasamientos entre componentes

argumento complejo de las funciones de Bessel. Como ultimo comentario al respecto, se hace
referencia a las lineas negras de la Figura [4.10, Previamente se mencioné que estas lineas
muestran que la perturbacion tarda en propagarse de la pared interna a la pared externa del

conducto. El tiempo de arribo es
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Ta ~ 0.00125 s

y considerando la distancia radial h entre paredes, i.e. el espesor del conducto, entonces

m
Vg = 2.56 —
S

Esta velocidad de propagacién radial no corresponde a a ni a 3.Sin embargo, esto puede
atribuirse a que los valores numéricos de las propiedades, F/ y v/, no corresponden exactamente
al material utilizado. En el experimento no existia una manera confiable de determinar las
propiedades del caucho utilizado, por lo que se recurrié a datos reportados por el fabricante.
Estos materiales pueden presentar grandes variaciones en sus propiedades como funcién de

su porosidad.

4.4. Validacion experimental

En la Figura se observa que hay un buen acuerdo entre las predicciones tedricas y
los resultados experimentales. Se subpredice el desplazamiento radial en la pared externa en
un 50 %. No obstante, los resultados experimentales estdn contenidos entre las predicciones
tedricas correspondientes a las paredes interna y externa. En otras palabras, las predicciones
tedricas sirven como cotas, superior e inferior, para los resultados experimentales. Esto signi-
fica que la solucién dada por las Ecs. — tiene la misma energia que el sistema fisico.
La Figura [4.13| confirma que la prediccién tedrica esta en fase con la senal expermental en el
plano z = % Esta claro que, en el caso de este experimento, el primer armonico basta para
describir los aspectos més relevantes del fenémeno fisico. El espectrograma del experimento
indica que la frecuencia dominante es la de pulsacion de la bomba, 8 Hz, y que el efecto de

otras frecuencias no es significativo.

La estrategia de validacion explica en parte la magnitud relativa de la prediccion tedrica

respecto a las mediciones experimentales. Al tomarse mediciones de desplazamientos axiales
en la pared externa y en el plano medio del conducto, i.e. u}!|

v—R4h -—L, como desplazamientos
’ 2

medios a lo largo del medio sélido, es de esperarse que las mediciones de los desplazamien-
|
T

tos radiales en esta posicién, i.e. u, |,_p the=Ls correspondan a una predicciéon en un punto
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intermedio entre el radio externo y el interno. Esto es consistente con la observacién sobre
las cotas, superior e inferior, que se hizo previamente y, por lo tanto, la subprediccién no
es significativa, ain si es del 50%. Al ser un modelo exacto de primera aproximacién que
también recupera los érdenes de magnitud de v! y de ull, es posible asumir que la validacién

de un solo campo implica la validacién de los otros.
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Figura 4.13: Comparacién de desplazamientos radiales experimentales en pared externa (r = R+ h) y
desplazamientos radiales tedricos en el subdominio asociado al medio eldstico (R < r < R+h). Los pardmetros

de compresibilidad consistente utilizados fueron: )\ﬁ* = —107%4, )\52)* = 10%.
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4.5. QObservaciones

Haciendo referencia a la Figura [2.2] la solucién que describe el flujo completo fue inicial-

mente concebida de la forma

TH/ % % %\ _ T/ % Ai* * kg%
UZ('I",Z,t)—'Uz (T)‘I‘UZ(’T’,Z,t)

y el campo de presion asociado como

pl*(r*,z*,t*) :ﬁ*(r*) —|—];I*(T'*,Z*,t*)

Sin embargo, cuando se presenté la Figura [2.3] se sugirié que, en realidad, existe una super-
posicion de las pulsaciones en conducto rigido y de las ondas viajeras de presiéon. Si bien esto
no es inconsistente con [63], es necesario estudiar las implicaciones a nivel sistema. Desde

una perspectiva diferencial-, la solucién es de la forma

*

vi*(r*, 25 t%) = v_;(r*) + UE*(T*, t*) + 1’)2 (r*, 2%, t%)

y el campo de presion correspondiente estd dado por

*

Pl 2 ) = P () + P (7 ) - pb (2, )

de modo que, si la solucion de tipo Womersley es una primera correccion de caracter
transitorio entonces, la solucién de interaccién fluido-estructura es la segunda correccion.
Después de todo, las descomposiciones en series de funciones propias son representaciones
de la solucion. Asimismo, la descripcién del fenémeno mediante una superposicién de flujos
mas simples es posible gracias a la linealizacion que dio lugar a las Ecs. —. Como
consecuencia, no es posible recuperar la Ec. a partir de — en el limite de un
conducto rigido. Sin embargo, el acuerdo entre predicciones tedricas y experimento sugiere
que la solucién obtenida es correcta. Esto implica que la interpretacion del caso limite de

conducto rigido debe ser diferente.
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Entonces, se puede afirmar lo siguiente: en un sistema con interaccion fluido-estructura,
siempre y cuando las deformaciones sean pequeﬁaﬂ el campo de presion se podrd descom-
poner en: una componente estacionaria, una componente transitoria que es independiente
de la interaccion entre medios y una componente transitoria asociada a la onda de presion
que viaja por el conducto a velocidad finita. Este campo de presion producird un campo de
velocidades que se podrd descomponer en: una componente estacionaria, una componente
transitoria correspondiente a un conducto rigido y una componente transitoria que contiene

exclusivamente la informacion del movimiento de la pared. Esto significa que

P, 2 ) = p o)+ Y P ) Y P ) (4.6)
n=1 L m=1
vi*(r*,z*,t*):v£*070(r*)+z ) —i—Zv w175 275, 17) (4.7)

n=1

ol (r*, 2 1) ZZU w1725, 17) (4.8)

n=1 m=1

o0 [e.e]
ull (2 ) = Z Z “E*n,m(r*v 25 1) (4.9)

n=1m=1

ult (7, 2 ) = Z ZUT a1 275, 17) (4.10)

n=1 m=1

* * * . .
donde v}, =0, ull"y, = 0y ul',, = 0. Estas son las componentes estacionarias de los

campos, por 10 que no presentan interaccion entre el fluido y la estructura. Por otro lado,
ol =0, ull
r n0

transitorias de conducto rigido, por lo que tampoco incluyen efectos de la interaccion entre

. nO =0y ur no = 0 para todos los valores de n. Estas son las componentes

los medios. En el limite cuando el conducto es rigido, Eu,, ,, es cero. Como resultado, las
componentes de la suma sobre m se hacen cero y se recupera la solucién de tipo Womersley [77]
en la suma sobre n. Fisicamente, esto ocurre porque no se aprecian variaciones axiales a lo

largo del conducto. Esto provoca que los coeficientes de la descomposicién en series de Fourier

3La no-linealidad no domina el fenémeno.
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(espacial) de la senal experimental sean cero. Los cambios temporales del fenémeno se retienen

en los coeficientes de las series de Fourier en el tiempo.
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Figura 4.14: Comparacién entre perfiles de velocidad axial para flujo oscilante en conducto rigido (superior)

y flujo oscilante en conducto deformable (inferior).

En el extremo opuesto, cuando se tiene un material poco rigido, los cambios espaciales
cobran mayor importancia que los netamente temporales. En este caso, se espera que Eu, ,,
sea distinto de cero como caso general, mientras que Eu, sea cero para todos los valores de
n. En otras palabras, el fendmeno fisico ocurre de manera combinada, como resultado de
una oscilacion general de la presion. La magnitud de las variaciones netamente temporales
se balanceard con la magnitud de las variaciones relacionadas con el movimiento de la pa-

red, en funcion de la rigidez del medio solido. En la Figura [4.14] se comparan los perfiles de
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* . . .« s . . . . . ’
vl co y Sl interaccién fluido-estructura. Los perfiles son indistinguibles entre si. Como

vt =0 (10*3 U ;), utilizando la nomenclatura de esta seccion, se espera que los cambios que
resultan del movimiento de la pared sean demasiado pequenos como para apreciarse en el
perfil. Esto explica la discrepancia entre los perfiles obtenidos aqui y los de [78]. Los perfiles re-
portados por Zamir muestran la superposicion de la pulsacién en conducto rigido y los efectos
de la interaccion fluido-estructura. La razén es que, al considerar el sélido como una mem-

Ir* I*

2 . queda parcialmente

brana, se desprecian los efectos de u; y, de esta manera, el campo v
desacoplada del medio elastico. Como consecuencia, los perfiles retienen la informacion com-

binada de dos de las soluciones que, en principio, se superpondrian segtn las Ecs. (4.6])-(4.10]).

Esto también se contrapone a la idea de que basta contemplar la componente estaciona-
ria de vi* para obtener un modelo que describa el comportamiento de los dos medios. Esta
estrategia se ha propuesto en [35], pero resulta en un mayor desacoplamiento de las variables
del sistema. Estos detalles reflejan que la ley de conservacién de masa no se satisface en el
medio elastico. En resumen, para el rango de valores de Wogr correspondiente al experimento
y para deformaciones pequenas, siempre y cuando no interese estudiar lo que ocurre en el

I*

. puede modelarse como un flujo oscilante en un conducto rigido. Ademas, dado

sélido, v
el acuerdo de perfiles en la Figura [4.14] con otros resultados obtenidos en la literatura para
casos similares[24][6][78], se confirma que el término advectivo puede despreciarse para los
valores de Wog considerados aqui. Estas observaciones son las aportaciones principales de la

solucién analitica desarrollada en este trabajo.

4En la parte inferior.
5En la parte superior.



Capitulo 5

Conclusiones

5.1. Aportaciones

La solucién analitica obtenida en el presente trabajo cumplié todos los objetivos que se
plantearon en un principio y fue validada, al menos en orden de magnitud, con resultados
experimentales. Los desplazamientos en la pared externa se pudieron predecir a partir del
modelo con condiciones de acoplamiento en un radio de equilibrio y considerando todos los
tipos de onda. Es decir, fue posible relacionar los cambios en las variables del sélido como
funcién de los cambios en las variables del fluido, asi como los efectos de los parametros del
sistema. Esto deja en claro que las suposiciones realizadas en un principio bastan para que el
modelo pueda aplicarse de forma practica en el estudio de conductos volcanicos, entre otros

sistemas. En particular, es valida la linealizacion que se propuso.

La solucién proporcioné informacién nueva sobre la descomposicién de la interaccion fluido-
estructura en sus componentes esenciales. Asimismo, se pudieron distinguir las caracteristicas
principales de los campos de velocidad y desplazamiento que resultan del acoplamiento en-
tre medios. Especificamente, la velocidad axial puede modelarse como un flujo oscilante en
un conducto rigido, pero no es posible despreciar la velocidad radial si interesa estudiar la
dindmica del sélido. Finalmente, el trabajo resolvié dudas existentes sobre el método de
solucion de problemas en sistemas acoplados, haciendo énfasis en la importancia de la ley
de conservacién de masa, la existencia de variaciones radiales del campo de presion y en la

consistencia de los coeficientes al evaluar las condiciones de frontera.
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5.2.

10.

11.

12.

Observaciones

. El orden de magnitud de la velocidad axial es mil veces menor que el de la velocidad

media del flujo estacionario presente en el sistema. Es decir, vL = O (1073U}).

. El orden de magnitud de la velocidad radial es mil veces menor que el de la velocidad

media del flujo estacionario presente en el sistema. Es decir, v} = O (1073U}).

=

. Debido a (1) y (2), la velocidad axial y la velocidad radial tienen el mismo orden de

. =

magnitud. Es decir, vl = O (vi) y, por transitividad, v} = O (U})

Debido a (3), los cambios espaciales de las componentes de la velocidad, v! y v, deben
ser de orden unidad. Es decir, la conservacion de masa en el fluido se cumple tal que
Ul~eUl e — 0.

. El orden de magnitud de los cambios de amplitud en la presion, debido al paso de

las ondas planas por el conducto, es diez veces mayor que la magnitud de la presion
dindmica. Es decir, p' = O <101pIU;2>.

. La variacién radial de la presién no es apreciable dada la relacion geométrica del con-

ducto. Es decir, G}, ,,, = cte.

La diferencia entre el perfil radial de p'* de este trabajo y el de [58] se explica porque el
primero se dedujo, mientras que el tultimo se propuso a priori, i.e. se trata de un caso

ligeramente distinto.

. La regién donde la interacciéon fluido-estructura no es dominante estd delimitada por

r* € (0,0.5).

. La regién donde la interaccion fluido-estructura sélo es dominante en la direccién axial

estd delimitada por 7* € (0.5, 0.6].

La region donde la interaccién fluido-estructura es dominante, tanto en la direccion

axial como en la radial, estd delimitada por r* € (0.6, 1].

I
z

En lo que respecta a la relacién entre v1* y ¢!.", la regién dada por 7* € (0.6, 1] puede
interpretarse como una capa limite. Esto sugiere una via de modelado matematico para

el problema de conductos deformables sometidos a flujos internos de alta velocidad.

., * * * , .,
En lo que respecta a la relacién entre v}, op, y oL, no estd claro la regién dada

por r* € (0.6, 1] puede interpretarse como una capa limite. Sin embargo, el cambio de
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comportamiento por regiones sugiere el uso de varias soluciones aproximadas y traslape

asintotico.

I1*

k . ’ .
" v ul'™ es el esperado. Es decir, los valores méximos

13. El comportamiento cualitativo de u
corresponden a la pared interna y los minimos a la externa. Esto no se podia predecir

con modelos anteriores que consideraran simultaneamente un flujo viscoso.

14. Se espera que existan al menos tres regiones similares, V, VI y VII; en el sélido. Sin
embargo, no se puede verificar esto con el sistema experimental disponible debido al

espesor del conducto.

15. Los perfiles de v!" de este trabajo difieren de los que se presentan en [78]. Estos tltimos
se asemejan mas a los perfiles de la solucién de Womersley[77]. La explicacién subyace
en la simplificacién del medio sélido a una membrana. Es decir, se retiene la informacion
de u}}*, pero se desprecia a ug*. Esto desacopla a vi* del movimiento en la pared, por
lo que la solucién contiene al flujo pulsante en un conducto rigido y a los efectos de
la conservacién de masa en el fluido. El mismo argumento es valido para explicar las

discrepancias respecto a [24].

5.3. Trabajo futuro

El modelo matematico abre la puerta al desarrollo de numerosas variantes. Estas variantes
permitirian estudiar problemas fisicos relacionados, o bien, contar con una mejor descripcion

del caso. Las posibles variantes son:

1. Correccién del modelo actual

Evidentemente, la primera ruta a seguir es incorporar las expresiones explicitas

AN =AD (haT) AR (51)),

que se obtienen a partir de las Ecs. (2.63))-(2.65]), en la solucién obtenida en el presente
trabajo. Esto con el objetivo de cerrar el problema sin necesidad de los valores dados por

las expresiones (|4.4))-(4.5)). Se espera recuperar valores muy cercanos a los propuestos.

2. Modelo de interaccién fluido-estructura con tres medios
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Esto implica considerar explicitamente el tercer medio, i.e. el fluido que rodea el conduc-
to sélido. Esto significarfa hacer una investigacién similar a [72], pero con un método
completamente analiticdﬂ. El interés detras de este planteamiento seria estudiar los
efectos en la superficie externa, asi como los efectos actsticos a grandes distancias del

conducto, utilizando condiciones de frontera mas adecuadas. Para ello, las condiciones

dadas por (2.136))-(2.3.6|) se transforman en

I7*
Orz

__III*
T*:1+6 - O-frz T‘*:l—‘ré

* *

Ir*
Orr

11
r*=l+e — P

111
T*:1+E - Urr

r*=1+e¢

respectivamente. Esto incorpora el acoplamiento entre los medios II y III. Asimismo,

las dos condiciones de frontera radiales que se agregan son

lim 7" (i — zk> oI =0
r*—00 or*

lim 7~ (i — zk) I =0
r*—00 or*

Estas corresponden a la condicion de irradiacion de Sommerfeld. Se espera que los
campos en el fluido queden expresados en términos de funciones de Hankel de segunda

especie, tal y como en [73][75][72].

3. Modelo de interaccién fluido-estructura con adveccién linealizada

El modelo desarrollado aqui asumi6 la linealizacion que se muestra en las Ecs. (2.17))-

(2.18]). Esto equivale a que las derivadas materiales se transformen de la forma

y

'Reduciendo los tiempos de célculo en el proceso.
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d? 02 d? 02
az o a? o

Esta linealizacion es vélida siempre y cuando Rep << 1. De hecho, los resultados
del trabajo sugieren que esta suposiciéon es vélida si Rep < 103. Sin embargo, para
estudiar las caracteristicas del fenémeno para magnitudes mayores de Ul se plantea una
linealizacion menos drastica. Esta equivale a que las derivadas materiales se interpreten
de la forma

i—>Q+U12 4 _, 0 - 0
dt ot 20z’ dt* ot*  Oz*
y
K o2 ) 07 F " 9? 92
— — — 42U} [ 2
a2 e Vg TV g a o fopas | 92

bajo el argumento de que U! corresponde al flujo dominante. Esta linealizacién se puede
encontrar en [68] y tiene la virtud de no alterar la energfa del sistema modelado por

las ecuaciones de Navier-Stokes[24].

4. Modelo de interaccion fluido-estructura para el modo n = 2

El modo que corresponde a la solucion de este trabajo es n = 1, i.e. deformaciones
axisimétricas sin variacién tangencial. El modo n = 2 representa el escenario en el que
el conducto se pandea. Esto ocurre cuando se supera una velocidad axial (media) critica
en el fluido[65][66]. Esto significa que cualquier modelo de este tipo es capaz de predecir
tnicamente el inicio del pandeo[68]. Predecir el comportamiento del sistema una vez
que ocurre la inestabilidad requiere de un modelo que incluya la no-linealidad, tal y

como en [6] y [24].

5. Modelo de interaccién fluido-estructura para modos superiores, n > 3

Cualquier modo superior, n > 3, presenta deformaciones con variacion tangencial con
periodo de 27 /n rad. Asimismo, la componente tangencial vé* no puede despreciarse.
Este escenario sélo se presenta para valores més elevados de Ul que en el caso del
pandeo. En general, situaciones como esta y a mayores velocidades de flujo deben
tratarse numéricamente o via métodos analiticos aproximados. De cualquier forma, es
necesario tomar en cuenta las conclusiones de [57] [48] [49] como referencia para modelar
este caso.
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6. Modelo de interaccién fluido-estructura considerando fronteras moviles

Finalmente, esta variante es realizable con el contenido de este trabajo. De acuerdo con
investigaciones previas sobre problemas con fronteras méviles, la idea general consiste en
obtener una soluciéon para un dominio distinto en cada instante. Considerando esto, se
pueden evaluar iterativamente las condiciones de frontera — en dos radios
variables R*, R* 4+ h*, para obtener una serie de soluciones analiticas anidadas que
describen el problema. Esta aproximaciéon permite darle seguimiento al movimiento de
las paredes del conducto y retener las ventajas en velocidad de célculo que tiene una
solucion analitica. Para seguir este camino, se requiere estudiar a fondo la suavidad de

las fronteras moviles, tal y como en [22], pero se sugiere comenzar con [45]46][47].

7. Modelo de interaccién fluido-estructura mediante teoria asintdtica

Tal y como se menciond previamente, los hallazgos de este trabajo sugieren el uso de

teoria de capa limite, o bien, de traslapes asintéticos. La primera permitiria representar
. . * . .

la solucién en dos regiones, una donde o!l” sufre cambios apreciables y otra donde no.

La segunda permitiria replantear la solucién en multiples regiones dependiendo del

Ir*

* . . .
"y a4y . Como referencia se pueden consultar las publicaciones

comportamiento de o
[6][24], donde ya se recurre al uso de expansiones asintéticas. Existe la posibilidad de
que los métodos de escalas miltiples también puedan utilizarse, dadas las distintas
velocidades de propagacion de ondas, pero este trabajo no profundiza lo suficiente al

respecto.



Apéndice A

Solucion de dos casos limite

A.1. Flujo viscoso estacionario en conductos rigidos

A continuacion se describe el modelo de flujo de Hagen-Poiseuille. Dada la rigidez y la

ausencia de porosidad del conducto, sélo retenemos la componente 'Ui*. Por ello, las Ecs.
(2.14)-(2.2.2) no juegan ningin papel en la descripcion del medio viscoso. Considerando un

flujo estacionario, las Ecs. (2.11)-(2.2.2)) se simplifican de la siguiente manera

ot
0z*
ovL” ot 1 0 ovL” 0?ul”
2 1+ 00, 2 OV, 207U,
e“Re — = —¢“Re + — — | +¢€
LUz 0z* Loz " o " or* 0z*2
apH*
(| Or* -

A partir de las Ecs. (A.1]), se obtiene la ecuacién diferencial ordinaria

Ozt | rrdr+ dr*

I I*
0= —€2ReLap + L d (r*dvz )

Las condiciones de frontera son
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dv'” «
o 0)=0 vl (1) =0

las cuales restringen la forma del perfil de velocidad y el valor de la variable en las paredes

del conducto. La solucion exacta es

2
* E
() = SRAER e (A.3)

A.2. Flujo viscoso pulsante en conducto rigido

Si se plantea la solucién para el fluyjo de Womersley, las Ecs. (2.14)-(2.2.2) quedan des-
acopladas del sistema nuevamente. Igual que en el caso anterior, las Ecs. (2.11))-(2.2.2)) se

simplifican a

( 8/()2* B
oz*
ovL” ovL” optt 1 0 ovL” 0?vl”
2Shy Rep, —= + e?Rep vl —= = —?R, — 2 2= A4
S Re G F e ey, G = e e T ) T e (A
apH*
\ 87”* -
o bien, de forma equivalente, a
£2Shi R Ov;” 2R op” + L0 (.00 (A.5)
e = —c“Re — r .
PR Yoz e or or*
con las condiciones dadas por
8U£* * I* * I*/, x I*/ x
a*(O,t):O v, (1,t*) =0 v, (r,0) = v, (r",1)
,

Resolviendo a través del método de expansiones en series de funciones propias, se llega a la

solucién



APENDICE A. SOLUCION DE DOS CASOS LIMITE 105

* = Jo(i2n2Wopr*) \ iEu ,
vl (r*, t*) = ’Re A " exp [z27rnt*} A6
( ) - Z Jo(Z%TL%WOR) nWORQ ( )

n=1

Para tener una solucién fisicamente relevante, se debe de tomar la parte real de ({A.6)),

= Jo(izn2Wogr*) | iEu
o () = e2Re R ] — JolEnE AOR " ex [i?ﬂnt*] AT
z ( ) L {; Jo(i%n%WOR) nWoR2 P } ( )

o bien, la parte imaginaria de ({A.6)),

ol (1%, %) = e’Re C‘{i 1 Jo(i%n%WORT*) B, exp [iQWnt*]} (A.8)
) = & — .
: - Jo(Z%TL%WOR) nWoR2

n=1

Naturalmente, la solucién para flujo pulsante es la suma de las Ecs. (A.3)) y (A.6).



Apéndice B

Sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias asociado a la solucion

particular

En este apéndice se detalla la solucién del sistema (2.56)) a través del método de coeficientes

indeterminados. Se considera el sistema simultaneo siguiente

x%—i—Y—axX:O
x2%+x%+b2x2X—0x2W:O

g zeL — (1 — b2x2>Y —ex?d —

dz? dx

B.1. Solucién con coeficientes variables
Se proponen las soluciones particulares

Ay (z)Jo(bz) + Ax(x)Yo(bx)

bx

= A(x)Jo
W(x) = Ci(x)Jo(bz) + Ca(x)Yo(bx)
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por lo que

X — Ay g (br) — DAL, (b) + E2Y o (br) — DALY (bx)
c(li_}; = bByJo(bx) + (% — %) J1(bz) — bByYo(bx) + (% - %)Yl(bx)
A% = 2230(bx) — DO (ba) + 2 Yo (br) — bCoY: (ba)

d2X

Pa_p2A )JO bar) — b(2dA1 - ) (bz) + (dd—A - b2A2>Y0(bx) . b(2% _ %)Yl(bx)

Ly = p(242 — 2)3o(bw) + (d el G x%)Bl>J1(bx)
+b<2% — ) Yo(bx) + ( ©By _ 2dB
\

BB, _ 248 _ <b2 _ z) BQ) Y, (b)

N\

Comenzamos con la ecuaciéon

Y
xd—+Y—aa:X—0
dx

donde sustituimos las derivadas y funciones requeridas. Agrupando los coeficientes para
cada una de las funciones de Bessel que sean de la misma especie y del mismo orden, se
obtiene

(

zbB, —azA; =0

x(%—%)JrBl:O

IbBQ - CLJIAQ =0

o - 2)+B=0
\

y concluimos que
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Aq(z) %Bl (x)
By(x) = cte
Ay(z) = LBy (x)
By () = cte

Es evidente que existe una contradiccion. Si las Ecs. anteriores son ciertas entonces, la solucién
particular es linealmente dependiente con la solucién complementaria. Es necesario proponer

otro tipo de solucién.

B.2. Solucién con coeficientes constantes y argumento

distinto

Ahora, se proponen las soluciones particulares

X(l‘) = AlJo(gx) -+ AQYo(gl’)
Y(z) = B1Ji1(g9x) + B2Y1(gx)
W(z) = CiJo(gx) + C2Yo(g)

donde g # b. Esta familia de soluciones particulares no es inusual[58][78]. De aqui se deduce

C(li—i( = —gAlJl(gZU) - 9A2Y1(937>

49X = gBuJo(gx) — 201(g) + gBaYo(g) — L2V (g)

W — —gC1J1(g2) — gCsY1(g)

X = g A Jo(ga) + 21T, (g) — g°AsYo(ga) + 222, (ga)

dx?

Ly — —2Buyg(g2) + (2 - ¢ ) Bidi(g2) — Z2Yo(g2) + (& = 6) BaYa(go)
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Nuevamente, comenzando con la ecuacién

Y
xd—+Y—axX:0
dx

se sustituyen las soluciones y sus derivadas. Agrupando los coeficientes para cada una de

las funciones de Bessel, que sean de la misma especie y del mismo orden, se obtiene,

(

xgB; —arA; =0
< —Bi1+B,=0
xgBy —arAy =0
\—BQ +By=0

y se concluye

AQ = %BQ

A continuacién, se prosigue con la ecuacion

2 X dX
P = 4+ b2 X — W =0
dz? dx

realizando un procedimiento andlogo. Se sigue

e
—22g? A + V2a? A, — c2?CL =0

rxgAy —xgA; =0

—2%g% Ay + V2% Ay — ca?Cy = 0

Kachg —xgAs =0
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¢y = bQZQQ Ay
Cy = bQZgQ Ay
Es decir,
Cy = 4,

ac

Finalmente, se hacen estas sustituciones en la Ec.

y, tras llevar a cabo agrupaciones similares, se arriba a

/

—xgB1 +x9B; =0
x2<m% - 92>B1 — By — (1 - bQﬂUz)Bl + gex®Cy = 0
—xgBs +x9By =0
xz(gc% _ g2>32 — B, — (1 — 52352)32 + gex?’Cy =0

\

La conclusién es

_ b=
Ch=— e B

2_42
Cp= "0 B,

g

Igualando los dos pares de expresiones para C y Cy, queda claro que



APENDICE B. SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS ASOCIADO A LA SOL!

2 2 2_ 2
-9 _ g g)B1

T T ge 1= ac
b?—g? 9(*~g*)
T T ge By = TB2

Por lo tanto,

\/ (&

En otras palabras, esta soluciéon particular es viable y tiene la forma

X(z) = ii\/g(BlJ()(ii\/?x) + BYo( 41 %x)) (B.1)
Y(z) = By (+ 2\/§x> +BY (41 %m) (B.2)

b? 4 < lac b? + lac
Wizx) = €_BiJol £i4/— £ ByYol 14/ — B.3
(z) Fiv/ace ! 0( ! e m) + Fiv/ace 2 0( ! e x) (B.3)

Si por alguna razén x = 0 se encuentra en el dominio del problema, B, = 0 debido a que

la solucion debe permanecer acotada. Si esto es cierto, la solucén es

X(z) = ii\/gBlJ(J(:l:i %:) (B.4)

. Jac
b2 4 %« ac
= c B iy — B.
W) = 57 o+ %) (B.6)

Tomando tinicamente el signo superior, la solucion se simplifica a
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X(z) = Bli\/gJo (z\/%x) (B.7)
Y(z) = BiJy (z\/§x> (B.8)

W(z) = Bl%% <1 %ﬁ) (B.9)

Para terminar, se realiza el cambio de variable

(02 )
K=pB—~—"2
v ace

debido a que K representa la amplitud de W(z) y es la magnitud méas relevante en el

problema fisico. Como resultado, la solucién particular estd dada por

X(z) = @KJO (z@x) (B.10)

Y(r) = 2K, (z —:1:) (B.11)

W(z) = KJo (z\/§x> (B.12)



Apéndice C

Consistencia de constantes asociadas a
expansiones en series de funciones

propias

En el presente apéndice se explican las relaciones que existen entre las diferentes constantes

* * * * .
ool ull” y ", Esto es importante para que

T z

asociadas a las expansiones de los campos v
los campos sean consistentes entre si, para que satisfagan la ley de conservaciéon de masa
(tanto en el fluido como en el sélido) y para que las condiciones de acoplamiento estén bien
definidas. De otra manera, la bisqueda de un modelo matematico viable rapidamente se
topa con dificultades[42]. Partiendo de la Subseccién las condiciones de acoplamiento

se expresan de la manera

RI * ZI *TI* — a.Sh RH * ZH*dT_TEI* (C 1)
nm |[px=1“"m “n — Wz Lilpm r¥=1"m dt* :
I * ST F I *4-1* Ul I * II*d7:zH*
(R Loy + Rh |y ) 20T = ez, S RY, | L 20 (C.2)
i dt
Ma%QLH dR}’Lm* dé_ln:’?< ZI *TI*
Rer, dr* | ._, dr* |._) ™ "
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Ul 1« P dZL* .
+€ﬁ <an rr—1 + R}"Lm r*:l) Wﬁ

T

dR! * Az
_ nm 11*IT* 2 I * m 11*
=0, Zri 4 22, RE v T (C.3)
r*=1

2 Ul [dRL iRl * s . _—
M 2M 2 III T nm nm ZI TI _ GI HI FI
agvlago Rer, €U; dr* r*:1+ dr* ey m In nm ‘r*:l m tn
AR * . N . A
= Ma}, <aT(—d"m + Ry *_1)235 T+ a2 T
7”* S r*= r*= Z*
—2Ma? <aﬂ%}fm L ZNT v a R L y Tg) (C.4)

y las dos condiciones de frontera para la pared externa del conducto son

dRY." Azl

a, Zuwepir 4 2, RIL m I — C.5
d?“* - m n nm |r*=1+e dZ* n ( )
dRY ¥ Rt | - . dzv

M (o (| B g g, e
dr* | .. 1+e€ rr=lte g
RH * dZH*
—oMa2 | q, — rt=lde ZAlt pIL m_pl* ) _ C.6
a( 1 + € m 7:1 _'_ nm |p*=14¢ dZ* n ( )

para cada arménico. Como en cualquier condicién de frontera, es necesario que las Ecs.
(C.1)-(C) queden exclusivamente en términos de las funciones radiales. Entonces, a partir de

(C.1) v (C.2) deducimos que

I* 11*
Zm Zm

I* 11*
ZL* ozl

Es decir,
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BO" ~ cW” (C.7)
BUOT  cU0)* (C.8)

en el caso de ondas de presion emitidas, o bien,

BW* ~ )" (C.9)
BO* ~ (C.10)

en el caso de ondas de presion reflejadas. En cualquiera de los dos casos mencionados
también se concluye que

i dT™
" dt*

v AT
" dt*

Es decir,

11*

BV i Tn o C11
" ZEShLMaaMag " ( )

Ir*
BO* 'Lc(ﬂ* C.12
" ZSShLMaaMaﬁ " ( )

Las Ecs. (C.7)-(C.12) caracterizan la relacién de amplitudes que hay entre los campos del
fluido y los del sélido. No existe una ley fundamental auxiliar con la que se puedan conocer

las igualdades exactas. En el caso de la Ec. , se deducen las nuevas relaciones
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.« dZL”
ZI ~ m
m dz*

ZH * dZTIi*
m dz*

No obstante, con ayuda de las Ecs. (2.51)) y (2.67)), es evidente que

ek dzl”

AT g, e2Ma2 g2

m* _ ar
Ly = A§L2)* a, 52*2 do*
Es decir,
. EDT o

% )\511,7)1* a, eMa,, *

i = i e c1
en el caso de ondas de presion emitidas, o bien,
L RLTEDT

BY* = z’%km*gﬁ (C.15)

* AL a0, eMa, %

() _ _;Anm_ r @ (9)
C,) = z)\(z)* 2. ol Cm (C.16)

en el caso de ondas de presion reflejadas. Para ambos casos, también se concluye que

* *
T, ~T,
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T
Por otra parte, dado que las Ecs. (2.52)) y (2.68)) son

(6)*
k)

n k7(13)*

*
T

n

se pueden utilizar como relaciones de igualdad exactas. En otras palabras,

A
B = _BO (C.17)
k)
" = \@"¢c(n* (C.18)

Finalmente, la Ec. (C]) debe satisfacer los mismos requerimientos. En este caso, se deduce
la dltima relacion

dzm A0 a, e2Ma? @220
dz* = )\22)* a_z 5%*2 dz*2

0, dicho de otra forma,

* 1) *
dZ" N ay s
dz* )\7(12)* a. m

(C.19)

tanto para ondas de presion emitidas como para ondas de presion reflejadas. Entonces, a

partir de (C.7)-(C.18), las condiciones de acoplamiento (C.1])-(C]) se reescriben estrictamente

de la forma

*

1 I *
an ~ Ay ShL an

L (C.20)

r*=1
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aeyg ™ e—arShLan

I —— %

r*=1 r r*=1 (C21>

P

dRL, .~

dr*

R (" am,
eSh;Ma,Mas Rey, E\ dr

ULEDT L ——
+6ﬁW(an T*:1+R111m 7_*1)

r*—1>

r*=1

«(dRY o
~ (2% Zinm __m Il *
az\, ( T > @y Ronm r*:l) (C.22)
r re=1 Maa)\nm
I1* I 1% oL *
. 711 2 2 LII 2 Ur anm anm
—M M 5
Z€ShLMaaMag %a V50 (ReL 5U§< dr* r*:1+ dr* )|,

*

KRG,

RH *
+ nm r*l)
r*=1

dRH *
2 nm
7‘*1) ~ Maﬁar (( d?”*

+AD R r*:l> — 2Ma2a, (R}}m*]ﬂzl + AR

r*:l) (C.23)

Si se asume una igualdad exacta en las Ecs. (C.7))-(C.12), entonces las condiciones de
acoplamiento (C.20)-(C]) también se convertirdn en igualdades exactas. En el caso de las Ecs.
—, permanecen como igualdades desde un principio. Esto es

__nm _ m . r*=1+e¢ -0 <C24)
dre i Mai)\g% 1+e€
Ma’ — [ _mm Ir*=l4e AW * I
aﬁ (( d,r.* I + 1 + B ) + nm nm | pr—1pe
RH *
S <% + Nan B’ r*1+e) =0 (C.25)



Apéndice D

Lista de constantes de sistema
algebraico asociado a las condiciones

de acoplamiento

En este apéndice se listan las constantes, desde el nivel mas basico hasta el mas complejo,
que se necesitan para definir los coeficientes de la solucién. No es la tnica simplificacion
posible, pero es una que busca ser consistente con las reglas de asociatividad que se siguen.

En un primer nivel se tienen algunos de los parametros adimensionales del sistema. Es decir,

R I i P
c=7 (D) Mag == (D4) M=7 (D7)
h UI R pIUIL D
z = £ .8
fL . Ul AV
ShL = @ (D3) Urel = @ (D6) Eunm = pIU;2 (DQ)

En un segundo nivel se tienen los valores propios del sistema, asi como otras constantes

que al lector le seran familiares. Esto es

119
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\ 2 T dH™ (")
2)* _ . * *
k) = FOO /0 T OXP [:I: i2rmz ]dz (D.10)
9 7
(5)* _ %/ _x . * *
[ —Bﬁg)’(w)* /0 H (") exp [:l: i2mmz ]dz (D.11)
(3)* 2 1 T*
kB = W/o F* (t") exp [sznt }dt (D.12)
(6)* 2 1 T*
k) = W/o F* (t") exp [227mt }dt (D.13)
A" = \/i32rne?Shy Rey, (D.14) ¥ = 27neSh Ma,Mag (D.16)
oL " = 2rme (D.15) 61" = 2rmeMay, (D.17)
a, =a, <; e, €, Shy,, Ma,, Mag, UL, 0" Rey,, Eunm> (D.18)

a, = a, <; e, €,5hy,, Ma,, Mag, U

rel»

QI’Hu ReL7 Eunm) (Dlg)

Nétese que se hace hincapié en la forma funcional desconocida de a, y a, en las Ecs. (D.18)-
(ID.19)). En un tercer nivel solo se tienen los dos valores propios del sistema y otro par de

constantes familiares. En otras palabras,
L= L = oL D.20 . .
e (D20) 0 =20 (nomiaa)  (D22)

W=t om? 2y A =AY (nmiane)  (D23)
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, . . 1) * 2)*
Nuevamente, se hace énfasis en la forma funcional esperada para )\7(“)71 y M2, En un cuarto

nivel se tienen funciones de Bessel evaluados en radios especificos, tal y como

* * I+
= Jo(nl) (D.24) e _ Y1<"nm ) (D.31)
Ma,,
LT = 3o (ish)) (D.25)
. Pt *
LeJIl — Jo(l\;z[:a (1+ e)) (D.32)
=000 (D.26)
gl = Jl(@(sin ) (D.27) reyit = Y0<77M"m (1 —|—e)> (D.33)
i g, (T (D.28)
0 = 0\ Ma '
(6% . 7711 *
Legli* _ J1( mm_ (] +6)) (D.34)
i . Ma,,
1YII* — VY, | tnm_ D.2
0 0 Maa ( 9)
g _ g, (o (D.30) Tyl =y, . (1+e) (D.35)
1 Ma, Ma,,

En un quinto nivel de complejidad aparecen las primeras constantes compuestas de este

problema, denominadas con la letra a. Estas son

a2 = nibmlt]{)* - lJll* (D.36) a,1=1F Ut 2

rel

(D.37)

1 2

261,2UL, (08,1 Ty + it T
oL L,

ag =T + (D.38)

ay = eyl eIty It 39) ay = (14 e) =AD" (D.40)
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ag=1+¢— A" (D.A1)  ay = HFeyirtyl — \() "y Iy Il 49)
a5 = M (14 €) 435 AL, (D.43)

Z’y,ILIngm/\; ) IH&tRe MaleH*—i—(SHQ)\ ) QReLleéI —i—’ynﬂmlm QI HQMa%lYH (D.44)

ar = by AP Rer” + 311, 0" Maj (D.45)

ag = eRep Ma, — iy 0" Mayg (D.46)

ag = 522)\;1")1*51%6214”5\(51 + iyttt bty I M (D.47)
arp = 1 eRep'YE — iyt IMagt Yyl (D.48)

ay = SN ey TEIyIrE g Il 2oy Ty (D.49)
a2 = 5H ADFeRep 'Y 4 gy Mgt ob (1 4 €)Mag Y1 (D.50)
a1y = M, (14 €)Y Maj — Y] " Ma), (D.51)

arq = —in;maReLMaﬁlYH +226ReLMa3 1YH +2’yH IHM& Mayg IYH* (D.52)
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a5 = Yo IHMag + ieRer,Ma,, (D.53)
16 = noeRerMaZ' Y{I — 2eRep Mal 'Y + 2i78 o""MaZ2 Mas' YT (D.54)
a1y = 1 (14 €)Y Maj — 2'7Y " Ma, (D.55)

ars = 200 MDY MaZ + A YT MaE (o], - 087) - 29lh, YT Mal  (D.56)

a10 = Ma? (5,{,{2 n}gj) — 201" Ma2 (D.57)

g0 = )\7(1177)1*1+6Y51*1Y111* . HEYIlI*lYg* (D.58)

as = (5&2€ReL1YéI — iyl otIMag Y (D.59)

azp = —46 AN "eRep YT 4 4452 A * LI [ 1y T (D.60)
g3 = 261" Ma2 — Ma2y"” (D.61)

ass = o, MaZ'Yg' — 2Mad 'Y (D.62)

— 4T Mal 'Y — 2p0 Nad Ma2 Y] (D.63)

a26_25112/\ 1) * 1+6YH*M 2 (5112)\ )*HEYH*MaB 2771111m1+EYI11*Mai (D.64)
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g7 = 26T Ma2 'Y — Ma2 Y4 4 270 Mad ' y1” (D.65)

ags = 261" Ma2 — Ma2y”* (D.66)

g9 = 261 AN "1Hey I N2 — gITEAD 1oyl a2 — opll eyl a? (D.67)
asy = —2(522)\,(1%*5ReL1Y51* + 207 oM 4 €)Magt Y (D.68)

(3 = n}llmQIJreyllI*lY{]I* _ 5717£Q>\7(1172L*1+6Y51*1Y111* (D.69)

1y = eI eyl T JIE ey I (D.70)

ass = Yo" Mag VI + 2in! cRep 'Y (D.71)

nm

az1 = 2000 (14 )Y MaZ — (1+ €)Y Ma (5},52 g 2) — ol +eylI*N 3 (D.72)

ags = (1 + )y y i 4 ey iyl (D.73)
a3 = nTIlImng*Ma% — 1J111*Maz (D.74)

En un sexto nivel aparece las constantes denominadas con la letra b. Es decir,

by = a;Ma2 + 261220 *Ma? D.75
B m ‘nm «
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by = as' YN MaZ + 261 AL "1y I Ma2 — 2pt ey Mad (D.76)
)* 2ReiIYH*

by = —ia 711)\(2) QI’HeReLMaleIII* + 2a35H nnm/\

n

0 o @ (14 €)Ma3'Yg'" (D.77)
by = ap" TYIIYI L ey Ty I 12 (D.78)

b5 — a45717£2)\7(12)*€2Rei . 22,}/11 11 )\( )* IIIgRe 1+€YII*Ma 1YH*

+%?2n£m2@;z ti\:{”Ma%lYé” (D.79)

b = aznL ? + 2512\ (D.80)

by = 2a35H A@T2Re2 4 A1 nnm 2ot (1+ e)Ma (D.81)

bs = 2agMaZ — AP 22 Re2 Ma2! Y"1 4 211 A2 2Re? Mad Y1 (D.82)
by = 2a;Ma2 — AP e?Re? MaZ/ 12 (D.83)

bio = azMaZ — 261°A() "Ma? (D.84)

* * 2 * *
bii = agnt eRep 7YY Ma%lYg + 2a115ReLMaiMa% + 2a100 AL Treyl MaiMa%

—4ayq Ma5 1YH + 477 €R€L1+EYI11*M321Y111*
+4WH(5112)\ (1) * Loy Il fad g Ty 1l (D.85)



APENDICE D. LISTA DE CONSTANTES DE SISTEMA ALGEBRAICO ASOCIADO A LAS CONDICI(

b1 = CLQER,GLMa%IYéI* + 2a1,Ma? — 20 (1 + €)eRep Mal 1Y (D.86)
bis = a5 Y MaZ — 201N ey TN a2 4 ol TreyT Va3 (D.87)
bia = 27V Mad — agnll, TYE Ma (D.88)

bis = agngr,ll*eJ(I)I*HeYlll*Ma% + ayg' eI (D.89)

bio = 2a56" 0" eRep " Y — iapy oM Mas Y (D.90)

biy = a0 eRey, + iy IytL oty T\ a1y T (D.91)

big = 2ax Ma2 — 5ReLMa%1YéI*%ILI2 + 208 cRep Ma2 'Y (D.92)

bro = asn, Y Mad Y 4 245, Mad Ma2 + 2611 AD ey Ma2 Ma2 Y

4T NW) Py TN [R5 1y Ty g I ey T 16 1y T (D.93)
boo = asMaZ Y 4 26T A0 "MaZ 'Y — 271 (1 4 €)Mal 'Y (D.94)
bt = asg <IN+ L 7 (1 + ) eI ey Ma3 (D.95)

by = L, KT T a6t KO (D.96)
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bag = —as' T MaZ — 261 AD eyl Ma2 + 21 eyl Ma (D.97)
by = a55ReLMa251Y(I)I* + asoMa? — 21! (1 4 €)eRepMa3 Y (D.98)
bos = agk@AL 21T & 24,60 KO 71" (D.99)

boo = 2agieRe; Ma? Ma’ + 2iagsd°AD) "1y MaZ Ma + dagMa® ' YI”

261 I AL "eRe, Y Mad Y — 4l eRep, YT Mal Y

— 4TI AW * ey T fad Vg g Ly T (D.100)
bso = a5 Y MaZ — 201 A0 Y MaZ — 211 eyl Va3 (D.101)
by = ar5 T "Ma? — ingmleg*ReLMa% (D.102)

bys = Fa20" kO T Rey UL + a_yargot kO 71

rel

+298nh k) oM 70 Ma2 Mag Y (D.103)

bz = ass I Ma? + n}llmang*ReLMagﬁ (D.104)

bag = aza T — gyt e I eyl <2Ma§ - Ma;) (D.105)
bs = applL 1HeJI* | gI2\() *Lee giiey i <2Ma§ - Ma%) (D.106)

bss = —asseReMa2 + 7! (1 + e)eReLlJ’EYéI*Ma%lYg*
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+iy T (1 + )Y Ma2 Mag Y (D.107)

byr = asMaZ Y — 26100 "Ma2 Y™ — 27! (1 4 ¢)Mal Y™ (D.108)
bys = azsMad — it (14 €)Y MaZ'Y{ (D.109)

bso = 2az0 1 FYI MaZ — agd™ Y MaZ + 2911, YT Mad (D.110)
by = L LIl ReLMaﬁ — ag'J" Ma2 (D.111)

En un séptimo nivel aparecen las constantes denominadas con la letra c. En otras palabras,

¢ = by tHegilt — ol 1+ g\ a3 (D.112)

¢y = —agdh A PR YT Mad Y 4 0,02 e?Re? Mad Ma?

n

+Z)31+6YH*1\/1212Ma2 — 2b5Ma 227115112)\ 1) )\(2)* o"eRey, 1+€YH Ma Mayg 1YH*
0 « B
477nm)\n )* 2R(32HGYH*MaleIlI* (D.113)

c3 = zany,ILInTIlIm)\@ ) IHéReLMaleH* + b65112>\(2)*52ReilYg*

AT AW QLN a2 Y T (D.114)
cy = byMaZ — a35g2)\f)*52ReiMa% (D.115)

s = bgA? e?Re? + AN 77 AW *QI’HQMaé (D.116)

nm nm



APENDICE D. LISTA DE CONSTANTES DE SISTEMA ALGEBRAICO ASOCIADO A LAS CONDICI(

C6 = blHEJéI*lYIlI* - 2a1377}11m1‘]111* (D.117)

cr = bianhy, T TOY T Ma) + by I (D.118)

cg = big I — 2l F(1 4 o)y M2 (D.119)
co = 2aysa17m VI Ma? + iayghy eI (D.120)

cro = by eIV gt 1y (D.121)

2 * * *
c1 = —a35§,£ ngmsReL”eY(I)I Ma%lYBI + b45ReLMazMa% + 6161+6Y(IJI MaiMa% + bnMa(Sl

— 4!t eRep YT M8 YT — 20y 1a A0 " g Iy I N o Mag Y1 (D.122)
Cly = b65}7£25ReL1Y§* + iaﬂgngmgl’ﬂl\/[alelll* (D.123)
c1s = bo" IV — by YT (D.124)

nm

era = a5 Y3 Mah (617 — ") — 20600 VI MaZMad + 460 AL, vl M

2l YT Mad MaZy [l — 46171 1+y i Mad (D.125)
15 = by HEIIIYIT gt 1y (D.126)
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16 = agaby TN 4 2007 LI M3 (D.127)
17 = bt I ey ) 1yl (D.128)
c1s = booni, " TEIETOY T Ma + 20, T YT Mad + byt eI (D.129)

* * * * 2
Clo9 = 2@ 511 H 1+€YII Ma M 21YH 5H H 1+6YH Ma%lYéI + QGQO(S‘EL Mai

+byMa? Ma — 4nh YT Mad Y™ (D.130)

Ca0 = asMal Y2 (5}752 - nfjmg) + 2a5m MaMa2'YI™ — 26661 *Ma2 Ma2 ' YA

+45H4)\ 1) M 41YII*+45112 I 3(1) MamYH* (D.131)

nm nm

e = —as" YE Mal (957 = ") + 2060 Y] MaZMad - 400 AL, Y] Ma

—ont 1J“Y'H*Ma Ma%fyg + 4(5HQ77II 1+€YH*Ma (D.132)
Cop = ayynd LI — p e gyt (D.133)

Cog = gy Y — pyt g Feyll” (D.134)

Cos = a24b11+5J0 + 2a1777H 1JH Ma (D.135)

Co6 = byt JIIFEYIT gy I (D.136)
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Cor = bQUnmlJH*1+eYH*MaB +2b21JH*1+eYH*M _'_4511 11 )\ *HGJ?*Hng*MaiMa%lYg*

nm nm
2, 1 1) *14e TII* 14-ex/IT* 21~ /I1* 2, Iy (1) *14€ TII*14ex A% 14 1~ /11*
—26pI \(D) Flte JF ey Ty 152 oMag Yy — 20, ni A(H Pe piT eyt Mas Y,
2, I (1) *14e 7II*14ex/ I1* I 1 2 e JIF Loy II* ) rod 1y IT*
+9,, nnm)\nm Jo Y Ma Y Mom, Jo Yy Maﬁ Yo

3 * * * 2 * * * *
_i_,rﬁLITn 1+EJH 1+EYH MafélYH + 2511 )\ 1) 1+6JH 1+EYH MaiMazlYIlI
I 2 14eqlI*14ex/11* 3 2 1~/I1% I 21+4¢ fII*14ex 11 3 2 1~ /1%
=20 € Jo Y, Ma Maﬂ Y, —2n,, Jo Y, MaaMaﬂ Yy
112 *1+e I1*1+4e~/I1* 5 1~/11% I 214 [II*14ex 1% 1.3 2 1~/
—4(5 )\ Ji Y, Ma) 'Y, —2n,,, Ji Y, 1\/[3%%1\/[.31/8 Y,

—1—477}}”11“!]111*HEYIlI*MaleIlI* (D.137)

* * * *
Cos = 2agbog ' 7 TYT Ma? + by, et I Rep YT Maj
12, 11 * glte g+ T4e 1057 1, 2 2 1~ 11* 112 II (1)* 1+e 7II* T4e 1057 1, 2 21~/I1*
—46,, nm/\nm Ji Rer, 7Y, MaaMaﬂ Y, +20,, A Jo Rer, 7Y, MaaMaB Y,

nm nm

+25H?nnm>\(1)* 1+6JH*R 1+€Y51*MaélYéI* 5112 I \(1)* 1+6J(I)I*ReL1+5Y111*Ma§1Y(I)I*

m nm nm

3 * * * 3 * * *
_,,,’H €€1+6J(I)I ReLl-‘reYIlI Ma4 lYH _ 77H 1+EJH R l-‘rngl Ma%lYg

nm 0 nm
112\ (1) * _1+e 7II* 14ex/I1% 1% 0 2 _1+4eqII* 1+ex 1% 1.3 2 1~x/I1%
=260 AL eI Re, YR MadMaZ YT 4 208 “ee' I Rer YT Ma? Ma' Y]
I 2 _14eqII* 1+ex 1% 7 1.3 2 1~ /I1%* 112 * e pII* Tex A% 1.5 I~ 1%
+20, € Jy Rer 7Yy MagMaz YT + 49, AD T e JIFR o ey T Mad 1yT
2 * * * * * *
+2nH 61+5JIII ReL1+€YIII M 3Ma YH . 4 H l—l—eJH Re 1+EYH Maﬁ IYH

ES

427115112)\ b

nm

QI,Ill+6J111*R 1+eYII Ma Ma 1YII _{_227115112)\(1 * IHH—eJII*l—I—eYH*M Ma%lYH*

2 * * 2 * * *
_27/7711177;17” QI T 1+EJH 1+€YH M Ma YH 2277111777111771 QI HlJreJH 1+6YH M Ma YH

4y Il LI I ey TN 15 Mas YT (D.138)
Cag = bomh e T Rer " TYT Mad — bormis, M I0 YT Mag 4 bog' eI (D.139)
c30 = by "YU — byt g eyt (D.140)

g1 = appnl LT py e gyl (D.141)
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C3n = arby "IN — baonll LI ReLMa% (D.142)

C33 = by 1+eJH*1YH* + b147]H IJII (D.143)

Caa = apaby TN 4 2ar7mpn, T Mad — bsgrs, ' J0 Ma (D.144)
C35 = a_1b33 aggaReLUrIelz (D.145)
T e e (D.146)

Cg7 = bgs YN — byt g eyl (D.147)

C3s = boet J Re, 1Y 4y e gl ey ™ _ gp opll e gil® (D.148)
C39 = b371+eJH*l+eYII* + %387711 1+6JH* 1 by 1JH*1+6YH* (D.149)
cao = b UG 4 by I (D.150)

ca = agg I — by eyl (D.151)

cap = by IV g gl (D.152)

Cy3 — CL,1640 + a368R€LU3612 (D153)
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En un octavo nivel de complejidad aparecen las constantes denominadas con la letra d.

Estas son

dy = bt I — 'Y (D.154)

dy = —as\?"*Re Mad Y1 (5“2 i ) 2ayn! A e2Re? Mal Ma2 Y

—4agdT AN "Ma? + 2csMaZMaZ — 45190 AL AG"2Re2 Mad YT (D.155)

nm nm

nm

ds = —a5)\512)*52Reil+ng*Maé (5722 — i 2) — 4a75H2)\ D eyl N al 4 4aznll ey Mal

26,011 Y I MaZ Ma2 — 291 A®)"2Re? YT Mal MaZA 11 (D.156)
dy = byt JIF LI ey Il | odde gI g1 dbe I p,3 14117 (D.157)
ds = byt JI eyl 4 eyl (D.158)

dg = 2a15b, YT Ma2 + dc; (D.159)

d7 — 2@156112)\(1) *1+EJH*1JH*1+EYH*I Ia2 2) Ia _) [a + 2@147]11 1+€JH* a ¥ o 1+€JH
m ‘nm 0 1 1 « 16] M
(D.160)

ds = 2a561 it e g ey o2 (Mag - 2Ma§) + ey TS (D.161)

nm

=20 (3 1Y (D). 162)

nm

do = Co 1+6JH*+5H2)\ *1+6JII*1JII*1+€YII* <2Ma Mab)) +277H Ltegl
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dig = Coo" T TLITYIT 4 2619t 1T (D.163)

nm

iy = ags I e O 20IAD T YT Mal (2Ma2 — Mad ) (D.164)

iz = a2 ye e M Ao 0" Mad Y — i3 A2 I Rey, (D.165)

I
nmnm Anm

dyz = aoc%ygk;?(f)*QI’H%{LQMaiMag T o700 KO T Rey, (D.166)
diy = —2a15b," TV YT Ma2 + iy (D.167)

i

dys = 1 1T 1 oI2 A1) Fbe JII*1 JII ey I <2Ma§ - Ma‘g) popll TIP3 1YI (p 168)

dig = —2a15a1777£mlJlll*Mai — iC39 (D.169)

iy = aga AL, IRV g — oglh 1 Mad YT (D.170)
dis = 350,k T+ D ik 0 T3 I Ma Mag (D.171)

dig = esentt NP el I Rey, — icsryint, oMM I Mag (D.172)

d20 = —ia,lcggdilk;ﬁ)*l‘ﬂl* + 2i&3271177;m277}11mk(3)*QI’H<1 + 6)1\7()1*1\/[&31\/[&51\(111*

n n

Ficseo kO e T Rep UL? (D.173)
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dyr = arg(1+ €) HEIITLII YTl g Lhegllt  opll dbe JITp a3 Ly T (D.174)

dQQ — C411+6J111* +777111m(1 + 6)1+6J51*1J51*1+6Y111*M 5 +2771I 1+€JH* MailY(I)I* (D175>

dyz = 2asm} (1 4+ ) Ty Ma2 — ¢y0eRey, (D.176)
doy = cao — 202 (1 + ) I ey I Va2 (D.177)
dos = caz0h, kO LTV + ylll, KO M FI I Ma2 May (D.178)

En un noveno nivel de complejidad aparecen las constantes denominadas con la letra e. Es

decir,

er = dg' T I — 26l eI YT N2 (D.179)

ey = d21+eJéI*1+eY111* 2eamll 1+6JII* (D.180)

e = ds I+ d Y (D.181)

ex = ibyn™ ' I Rey YT MaZ — dg I + d Y (D.182)
e5 = 15t I+ dgt Y (D.183)

s = ~2az00y it " I Ry YT Mad (Mad — 2Ma? )

nm
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+2bysnlh, I Ma?, 4 dy eI (D.184)

er = aggbae I Rep TYTT — 26 il I 4 gyt gt ey (D.185)
= by YT M a2 4 e — dpp ' Y (D.186)

eg = eyt I+ dyy YR (D.187)

10 = —2as 5112 I 2 1+EJH*1JH*R 1+eyI11*MaZ) (Ma% _ 2Mai>

+n2ﬂ;18777111m1+€<]¥*2Mai +dyg" I (D.188)

e11 = 0231J%)I* + dglyg* (D.189)

€13 = gy TIIFYIT 4 gyl (D.190)

e13 = byylt 1% Tyl Mad — e T8+ diy'Yg (D.191)

ey = a,lcggdilkff)*l oy 20267577;,”2%3)*QI’IHJOI*MaiMaB + dlgUrIel2 (D.192)

€15 = d197€7(2)*a

tiagyIn AL RO LT 4 )e2q LTI M, MagUL Lyl <2Ma§ - Ma@) (D.193)

m

*2 * *
€1 = 201578 0y, Mk O (14 €)1 357 T MaZ Mag 'Y

*2 * * *
sty KD IV  doo TG (D.194)
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err = doynt XD e I Rey, + inMdyont, oM I Mayg (D.195)
€18 = —a_1d23 + d24EReLUrIel2 (D196)

e19 = 2baon!L (1 + )+l teyll® | g Lregll* 4 opll d+eglip, \[a3l4eyll® (] 197)

En un décimo nivel aparecen las constantes denominadas con la letra f, las cuales son

. * *2
fo = 2ia_1ca0m Ok 0" 3G T Mag Mays

Fdyn, KOG g o g1 gL (D.198)

f1 = babg Y e YA (D.199)

fo = —2ay5byylt LY N2 e LTIy oyl (D.200)

fz= 55265/\7(12)*1{77(3)*(12}{6[, + mgeg/\ggl*kg)*QI’HsarMaaMagUrIeIZ (D.201)
fi=29egn "I MaZ Mag 4 e4' IV (D.202)

fs = —2arsbon™ T HHYIIN Q2 — jer T 4 ey Y (D.203)

fo = ardin™ XD I Rey, 4 iylenn),, 0" I Mag (D.204)

* * *2 * * *
fr = agre)TEIIYIT 200t LTI Ma3 — dyt T+ et I (D.205)
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Fo = AMdiAD @7 L2 130N MagsUL® + 6126563, (D.206)
fo = 251 B QM TY MaZMayg — i), e17k O T (D.207)
fio = ek a,
+iagayInt A\ (1) k: (3)* oM (1 + e)e arlJI 1JmM oMagUL,~ (2Ma2 — Ma? D.208
n Thm \nm B rel « B

fir = Snersk® T 2l Sl kD M (L € Y a2 May (D.209)

En un décimo primer nivel se tienen las constantes que se denominan con la letra g. Las

susodichas son

g1 = 2aghynh AP IV Rep YT Ma2 + bge IV 4o 0T 4 £ 10T (D.210)

f5)\(2) k(3 1j1* - wH(SI k(ﬁ)* IIIle* rIel2 (D.211)
g3 = VTIllelsﬁgzmQI’Hljf*Maﬁ - if7)\7(12)*€1 oI*ReL (D.212)

g1 = 2bganth, I Mad + 2150l AR, I YT (2Mad - Mad) + foT Ul (D.213)

g5 = _2d25n11 (1 + 6)1+6J%)I*1+EYIII* + ful—l—eJIlI*
(6)%glte JI21 70 Rer Mad LY (D.214)

n

—28;, Mk

En un décimo segundo nivel aparece las constantes denominadas con la letra h. Es decir,
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hy = 2iayydynt, nt A2 )b HelJ[I)*QReLMaiMag

n

e 7L M Mag + gy M5 (D.215)

hy = 2a17y 2 dynt, i A@TE®T ML 7UN2 Mayg + gyt JL (D.216)

n

hs = —bgg He )\ "k )*QI 24, Ma,Mag (2Ma2 — Ma? :del ggkr ) 1] D.217
B « B
hy = —2ia_ 1y dys0L L KO ML 71 N[22 Mg
*2 * *
RST/ SSOMN LR AN R I (D.218)

* %2 * *
hs = 2a_yasyy oL nt nl EO7 M1 4 o)t gL 7 I Ma2 Mag

n

*2 i
+erglnn kS I T+ dgs Ty (D.219)

En un décimo tercer nivel de complejidad sélo existe una constante denominada con la

letra i. Bsta es

)*2 )*2

= AL 63)\(1 k: k:(3 )* LI 4 21J1*1j0 MaaMaﬁUrIelQ <2Mai B Ma%)

+i2a_py 5L §1%e AP ROV RO L2 7N Mag + hoA(D)

n-m-m n m

DO 200, (D.220)

nm m

En un décimo cuarto y ultimo nivel de complejidad se encuentran las constantes denomi-

nadas por la letra griega x. Las susodichas son
X' = hk® a, + il D E @ L3 17117 Re Na MagUL (zMai - Ma§> (D.221)

= ay fak @ ED” Mg 4L T Ma, May
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a1y, 00, A KD G KD o ea,a.t T Mag + iy Rey, (D.222)
X}«* = GO’YTILIkafZB)*ka)*QI’HCLZ%{LQMaiMag + hzeRey, (D.223)
XE; = bggd12522]g£§)*azl\/[aa + foAST}L*kfi)*aQa,. (D.224)

XL = $i2a_25£151%2614k$)*kﬁf)*azljf*l\/[aa + aofgkif)*%lflJIl*Maa + h XD TR 2,

(D.225)
XPT = iz‘2a,2d195}nk,§§’)*k;@*azljf*l\/[aa + a0615k7(13)*’y71121J11*Maa
terphD) k@2, (2Ma§ - Ma%) (D.226)

I = :l:?:2a_2617(51 k(5)*k(6)*azlj1*l\/[aa + ag 10]{:(3)*7121JI*Maa
Xr 2 m''m n 1 n n 1

nm m

FhsAD R 2y (2Ma§ - Ma;) (D.227)
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