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Introduccion: El lema de Szemerédi

En 1936 Erdos y Turdn [ET36] conjeturaron que cualquier subconjunto A de enteros positivos
que tenga densidad positiva, esto es,

An{l,....N
limsup—| {L,...,N}|

>0,
N—o00 N

debe contener una progresion arz’tméticaEI de tamano k para cualquier nimero natural k£ mayor o
igual a tresEI

Los primeros pasos hacia la aseveracién de esta conjetura se dan en 1953. En este afio Roth
[Rot53] muestra mediante anélisis de Fourier que el enunciado es cierto para una progresién
aritmética de tamafo tres; no obstante, resulta complicado extender esta técnica para asegurar la
existencia de progresiones aritméticas de cualquier tamano finito. Es hasta 1975 que se publica el
articulo donde Endre Szemerédi demostrarfa la conjetura de manera general en [Sze75b].

Actualmente la conjetura de Erdés y Turan es comunmente conocida como el teorema de requ-
laridad de Szemerédi. La demostracién de este teorema es un argumento combinatorio sofisticado[]
y un componente importante de la prueba es un resultado en teoria de graficas nombrado por
primera vez, en palabras de Szemerédi, como “un lema sobre graficas bipartitas”. Posteriormente
el lema seria conocido como lema de reqularidad de Szemeréd;.

Otra demostracion del teorema de regularidad de Szemerédi se publica en 1977 por Furstenberg
[Fur?7], ahora desde la teoria ergédica. Komlés y Simonévits comentan que las subsecuentes
generalizaciones de la prueba de Furstenberg, por el mismo autor y Katznelson [FK89], asi como
por Bergelson y Leibman [BL96|, muestran que la prueba de Furstenberg es distinta a la de
Szemerédi, y con ello se confirma que la teoria ergddica es una “herramienta natural para atacar
preguntas combinatorias” [KS96, p. 7].

En abril de 1975 Szemerédi dedica un articulo completo [Sze75a] a su lema de regularidad,
mejorando el enunciado y ajustando la prueba para exhibir un resultado méas limpio y mas fuerte
que atane a cualquier gréafica, no solo bipartita, con la condicion de tener una cantidad de vértices
muy grande. Para entender el lema de regularidad de Szemerédi en su versién cercana a la original
requerimos del lenguaje de la teoria de graficas.

En primer lugar necesitamos hablar del concepto de densidad de aristas en una grafica, que
puede pensarse como la proporcién de aristas entre dos subconjuntos, ajenos, del conjunto de
vértices. Mds precisamente, supongamos que tenemos una grafica G = (V| E) y dos subconjuntos
ajenos S'y T de V. Definimos e (S,T") como la cantidad de aristas que tienen un vértice en S y
otro vértice en T. La densidad de aristas entre S y T, cuando ambos conjuntos son no vacios, se
define como
€a (Sv T)

da(S,T) = ST

Una progresién aritmética es una sucesién de enteros con diferencia constante. Por ejemplo, una sucesién de
la forma 3,7,11,15,19 es una progresién aritmética de tamafio 5 y diferencia 4.

2La condicién limite en el tamafio de A significa que nuestro subconjunto contiene una fracciéon positiva de los
nimeros naturales.

3Como lo comentan Terence Tao y Van Vu en [TVO06] p. 369]
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Como segundo punto se encuentra la nocién de regularidad. En términos simples, una grafica
bipartita G es regular si sucede que para cualquier subconjunto A; de S y cualquier subconjunto
Ay de T, bajo ciertas condiciones, la densidad de aristas entre A; y As es cercana a la densidad de
aristas entre S y T. Formalmente se enuncia esta idea en la siguiente definicién.

DEFINICION 0.1 (Condicién de regularidad). Sean G wuna grdfica bipartita con biparticion
{V1,Va} y € > 0. Decimos que G es e-regular si para cualesquiera Ay C Vi y Ay C Vs con la
propiedad |A1] > €|Vh| y |Az2| > €|Va| se satisface

|de (A1, Az) — de(Vi, Va)| < e

Ahora bien, cuando tenemos una grafica G = (V, E) y cualesquiera dos subconjuntos ajenos
del conjunto de vértices, S y T, podemos inducir una grafica bipartita, G[S,T], definida como la
grafica con conjunto de vértices S UT y cuyo conjunto de aristas se define como las aristas de G
que tienen un vértice en S y otro vértice en T

Una vez establecidas estas definiciones podemos enunciar el lema de regularidad de Szemerédi.

TEOREMA 0.2 (Lema de regularidad de Szemerédi, versién casi original). Para cada € > 0
existe un nimero natural N(e) con la propiedad de que si G = (V,E) es una grdfica de orden
n € Zxn(e), entonces eriste una particion & = {Vo,V1,...,V,} de V, con 1/e < p < N(e), que
satisface simultdneamente las siguientes propiedades:

(i) (Conjunto excepcional) |Vp| < en.
(it) (Particion uniforme) |Vi| =--- =|V}|.
(ii3) (Regularidad) Cualesquiera i,j € [p] = {1,...,p} con i # j, salvo una cantidad ep® de
pares (i,7), satisfacen que la grdfica bipartita G[V;,V;] es e-reqular.

De manera que el lema de regularidad describe la estructura subyacente de una gréafica de un
orden muy grande. Uno de los objetivos de la tesis serd probar este teorema. Varias estructuras y
fenémenos interesantes en el mundo real pueden ser modelados con graficas de gran tamafno, por
ejemplo el internet. Sin embargo, en los problemas de la teoria de graficas tradicional una grafica
exacta nos es dada y esto es una desventaja, pues en ocasiones graficas de gran tamafio nunca
son conocidas completamente. Una manera de resolver este problema es describir una grafica de
orden grande con un objeto matematico mas sencillo, y el lema de regularidad Szemerédi es una
herramienta adecuada.

Una de las cosas sorprendentes en el lema de Szemerédi, descubierta en 1991 por Simondvits y
Sés, es que la condicién de regularidad de una grafica coincide con la nocién de un comportamiento
aleatorioﬂ Consideremos, por ejemplo, un ntimero real p en el intervalo (0, 1) y un entero positivo
n. En el modelo de grificas aleatorias de Erdés-Renyi [ER60], ¥(n,p) es el conjunto de graficas
con conjunto de vértices igual a [n] y tales que sus aristas son escogidas independientemente al
azar y con probabilidad p. Denotemos por Gy, , a un elemento de ¢(n, p). En 1989 Chung, Graham
y Wilson [CGW89| enuncian una lista de distintas propiedades, todas ellas equivalentes, que
cumple una cierta sucesiéon de graficas (G,). A tal sucesién (G,) que cumple una propiedad de
esta lista (y por lo tanto todas) la nombran cuasi-aleatoria, y puede pensarse como una sucesién de
graficas deterministas que tienen un comportamiento similar a las graficas aleatorias. Esta tltima
afirmacién se debe a que las sucesiones de graficas aleatorias —entre ellas, las sucesiones de la
forma (G, ;) para un p € (0, 1) fijo— comparten estas propiedades con las sucesiones de graficas
cuasi-aleatorias. Dos afos mds tarde, Simondvits y Sés [SS91] descubren la conexién entre una
sucesion cuasi-aleatoria y el lema de regularidad de Szemerédi.

TEOREMA 0.3. Una sucesién de grdficas (Gy) es cuasi-aleatoria si y sélo si para todo entero
positivo £ y todo nimero real € > 0 existen enteros positivos k(e,£) y ng(e, £) tales que, para todo
n > no(e, £), V(G,) tiene una particion en k clases Uy,..., U (¢ < k < k(e,£)) donde, para

4En términos exactos, la literatura se refiere a este comportamiento de graficas como cuasi-aleatorio. En 1991
Szimondvits y Sés descubrieron la conexién entre el lema de Szemerédi y sucesiones de gréficas cuasi-aleatorias en
[SS91]. Véase también [Bol01], p. 380].
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cada i,j € [k] con i # j, salvo a lo mds ek?, G[U;,U;] es e-regular y ademds con densidades que
satisfacen

|d(U7,a U]) _p‘ <6
para algin p € (0,1).

Como consecuencia, para un p € (0,1) fijo, una sucesién (G, ,) es regular en el sentido del
Teorema[0.3] Chung [Gra91l, p. 242] resume el descubrimiento de Simonévits y Sés [SS91] en una
frase:

Szemerédi’s regularity lemma asserts that if the vertex set of a graph is partitio-
ned in the right way, then the edges joining the sets behave in some random-like
manner.

Terence Tao, por su parte, muestra en 2006 una versién puramente probabilista del lema de re-
gularidad [Tao06]. En esta nueva perspectiva uno ve el lema de Szemerédi no como un teorema
de estructura para graficas grandes, sino como un teorema de estructura para eventos o variables
aleatorias en un espacio de probabilidad. Con esta nueva visiéon, evidentemente, es posible utilizar
herramientas de la teoria de la probabilidad como o-algebras y esperanza condicional. Mediante la
probabilidad Tao consigue una versiéon mas fuerte y flexible del lema de regularidad que encuentra
facilmente aplicaciones a hipergréaficas. La prueba que analizaremos contiene esta generalizacion.

A pesar de que Tao menciona que su versién probabilista del lema de regularidad se extiende sin
complicaciones a cualquier cantidad finita de variables aleatorias, deja de lado esta generalizacién
y trabaja con una sola variable aleatoria para enfocarse en los argumentos combinatorios.

Dos afios después, en 2008, Bollobas y Nikiforov abstraen la version probabilista de Tao
[BINOS]. En su articulo trabajan constantemente con un “semianillo de conjuntos”, el cual ti-
picamente es descrito, informalmente, como una familia de conjuntos estructurados. Introducen
ademsds el concepto de sistema de regularidad de Szemerédi (sistema-RS) definido como una cuarte-
ta (2, 27, P,.7), donde 2 es un conjunto no vacio; &7 es un dlgebra de subconjuntos de ; P es una
medida en &7 que es completa, no negativa, finitamente aditiva y cumple P(2) = 1; y, para algin
nimero natural k, . es un k—semiam’ll(ﬂ en ) que satisface . C &7

La abstraccién de Bollobas y Nikiforov exhibe la esencia del lema de regularidad de Szemerédi
en su version original. Para convencernos de ello, veamos brevemente esta generalizacién. En ade-
lante suponemos que (2, &/, P,.#) es un sistema-RS. El andlogo en probabilidad al concepto de
densidad de aristas es el siguiente. Para cada A,V € &/ definimos

P(ANYV)
d(A)V) = ———
siP(V) >0,y dA,V)=0si P(V)=0.

Escrito de esta manera es inmediato reconocer que esta definiciéon de densidad entre A y V
coincide con la probabilidad condicional del evento A dado V. Con esto en mente, se vislumbra la
relacién con esperanza condicionalﬁ Ahora veamos la generalizacién de regularidad.

DEFINICION 0.4 (Condicién general de regularidad). Sea 0 < e <1y V € .% tal que P(V) > 0.
Un conjunto A € & es llamado e-regular en V si

|[d(A,U) —d(A, V)| <e
para cada U € 7 tal que U CV yP(U) > eP(V).

5Un k-semianillo, ., en © es una familia de subconjuntos de Q que satisface tres propiedades: (i) Q,2 € .%;
ii) para cada S,T € . se cumple SNT € . y también (iii) para cada S,T € .% existe £ € [k] = {1,...,k} tal que
S\ T es igual a la unién ajena de £ elementos no vacios que pertenecen a .¥.

6Tao [Tao06! p. 19] llama energia de una o-algebra al concepto que relaciona esperanza condicional y densidad
de aristas, como se detalla en el Capitulo 1 de esta tesis.
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Finalmente, como paso previo a enunciar la abstraccién probabilista, requerimos de la siguiente
definicién de regularidad en una particién.

DEFINICION 0.5. Sean 0 < e < 1 y & una particién de Q con la propiedad P C . Fijemos
A € o y denotemos Ny ={V € & | A no es e-reqular en V'}. Decimos que A es e-regular en &

K Z P(V) <e.

VEN4

Asi, estamos listos para enunciar la versiéon abstracta del lema de regularidad de Szemerédi en
Probabilidad [BNOS].

TEOREMA 0.6 (Lema de regularidad, version abstracta). Sea 0 < e < 1. Sea (2, &, P,.) un
sistema-RS. Para cada € subconjunto finito de &7 y cada particion finita & de Q tal que & C .7,
existe una particion finita 2 de Q) tal que 2 C & y satisface

(i) 2 refina a P;y
(ii) cada A € € es e-regular en 2.

La estructura de los semianillos es utilizada para arribar a las aplicaciones a partir del teorema
anterior. Como consecuencia tenemos el lema de regularidad de Szemerédi para una familia finita
de graficas.

TEOREMA 0.7. Sean 0 < ¢ < 1 y £ un entero positivo. Existen enteros positivos N(€) y q(£,¢)
tales que sin > N(e) y € es una familia de £ grdficas (no dirigidas) con conjunto de vértices igual

a [n], entonces existe una particion 2 = {Qo,...,Qq} de [n], donde ¢ < q(¢,€), con las siguientes
propiedades:

(i) |Qo| < en;

(ii) Q1] = -+ = |Qq| < en;

(iii) para cada grfica G € € existen al menos (1—€)(2) conjuntos {iy,i2} de elementos distintos

de [q] tales que G[Qj,,Q;,] es e-regular para cada permutacion (ji,j2) de {i1,42}.

Otra muestra de la ventaja conceptual ganada usando probabilidad se vuelve evidente menos
de una década més tarde. En 2016 Dodos, Kanellopoulos y Karageorgos [DKK16] utilizan el
algoritmo de aproximacién a una variable aleatoria propuesto por Tao [Tao06] para construir una
martingala y con ello una sucesién de diferencias de martingala. La clave en su demostracién es
una desigualdad reciente debida a Ricard y Xu [RX™16] en este tipo de sucesiones. Con dicha
desigualdad muestran que es posible regularizar mediante una sola particiéon una familia finita de
variables aleatorias. De igual forma, los semianillos juegan un papel importante en su prueba, pues a
través ellos generalizan la llamada norma de corte. La idea intrinseca en [DKK16] es que podemos
ver el lema de regularidad en probabilidad como un resultado de aproximacién a una familia finita
de variables aleatorias mediante un solo objeto en una norma “uniforme”. La conexién entre teoria
de gréficas y esta version del lema de regularidad es clara gracias a los semianillos expuestos por
Bollobéas y Nikiforov [BINOS].

El resultado principal en [DKK16| es cercano al de Tao [Tao06]. Lo nuevo en [DKK16]| es
que el resultado es para variables aleatorias en el espacio LP con 1 < p < 2, mientras que Tao
usa propiedades de o-dlgebras y de operadores ortogonales para lograr un resultado en el espacio
L2. Aunque la idea de aproximarse a una variable aleatoria es esencialmente la misma en ambos
articulos, una diferencia notable es la manera en la que ambos llegan a mostrar la existencia de
la cota en la cardinalidad de la particion. En tanto que Tao llega a ella mediante propiedades
de ortogonalidad en el espacio L2, Dodos, Kanellopoulos y Karageorgos aseguran la cota en la
cardinalidad debido a la desigualdad de Ricard y Xu [RXT16|, ademds esta desigualdad es vital
para extender el resultado al caso LP con 1 < p < 2.

En la version original del lema de regularidad de Szemerédi, un punto clave es que la cardi-
nalidad de la particion obtenida —llamémosla de nuevo &— no depende del orden de la gréfica.
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Desafortunadamente, el nimero de elementos que conforman la particién & es demasiado grande,
incluso la mejor prueba da una torre exponencial de niimeros dos cuyo tamafio es cercano a 1/¢2,
dependiendo del niimero real positivo € dado; esto es, de la forma

2

22"

Gowers muestra en 1997 que esta es una caracteristica del lema de regularidad que no puede mejorar
significativamente [Gow97].

La busqueda por conseguir una particiéon del lema de regularidad con un menor ntimero de
elementos se debe a que esto facilita las aplicaciones, en particular, en ciencias de la computacién.
Con este objetivo, Frieze y Kannan desarrollan en 1999 una primera versién débil del lema de
regularidad de Szemerédi, donde la particion obtenida en el lema reduce considerablemente su
cardinalidad en comparacién con su versién original [FK99]. Por supuesto, dicha particién no
satisface completamente la condicién de regularidad; sin embargo, es suficiente para aplicaciones
en algoritmos de la teoria de graficas, entre ellos, los que conciernen al problema de corte mdzimo.

Frieze y Kannan definen, también en [FK99|, una nueva norma en el espacio de matrices
llamada norma de corte, inspirada en el problema de corte maximo. Es sabido que a través de la
matriz de adyacencia de una grafica podemos inducir una métrica en el espacio de graficas, y la
norma de corte revela una nueva nocién de cercania entre dos graficas.

Para entender la importancia de la norma de corte como una norma apropiada para graficas
de gran tamafio pensemos en lo siguiente. Consideremos una sucesién de gréficas (G,) donde la
cantidad de vértices de G,, crece conforme n tiende a infinito. Las preguntas naturales son: ;la
sucesion (G,,) converge? y, si converge, ja qué objeto?. En 2006 Lovész y Szegedy [LS06] describen
la nocién de convergencia para este tipo de sucesiones, a través de homomorfismos de graficas,
y descubren que la representaciéon del objeto limite buscado es una funcién W : [0,1]* — [0,1]
que es (#([0,1)%), 8([0, 1]))-medible y simétrica|| Tal funcién es definida como grafén y puede ser
pensada como una generalizacién de una grafical{y En un trabajo conjunto, los matematicos Borgs,
Chayes, Lovdsz, S6s y Vesztergombi muestran en 2008 [BCL™08| que la nocién de convergencia
establecida por Lovasz y Szegedy [LS06] es equivalente a la convergencia con una métrica llamada
distancia de corte. La distancia de corte es un ajuste a la métrica inducida por la norma de corte,
y esta modificacion se debe a un resultado de compacidad que retomaremos en breve dentro de
esta introduccién.

Por el momento, volvamos de nuevo al modelo de Erdés-Renyi [ER60] para mostrar un ejemplo
de un grafén como objeto limite. Si p es un nimero fijo en el intervalo (0,1) y consideramos
la sucesién (G, p), entonces, cuando n tiende a infinito, la grafica limite es representada por el
grafén W : [0,1]> — [0,1] con regla de correspondencia W (z,y) = p para todo z,y € [0,1].
Reciprocamente, dada una funcién W : [0,1]> — [0,1] que es idénticamente igual a p € (0, 1),
podemos construir una grafica aleatoria G(n,p), para algin entero positivo n, con conjunto de
vértices igual a [n] y con aristas elegidas con probabilidad p. En este trabajo analizamos grafones,
no necesariamente constantes, obtenidos como limite de una sucesién de graficas aleatorias dada
una sucesién de grados [CDS11].

Como consecuencia de los trabajos hechos en 1999 y 2006, Lovasz y Szegedy exhiben de manera
concreta, en 2007, una nueva perspectiva del lema de regularidad de Szemerédi, ahora desde el drea
de andlisis [LSOT]. Dentro de esta nueva visién podemos ver el lema débil de regularidad como
un resultado para grafones, es decir, en su versiéon “continua”, mientras que la versién discreta co-
rresponde al enunciado para graficas. Lovasz y Szegedy [LS07] retoman la generalizacién de Frieze
y Kannan [FK99] del lema débil de regularidad para funciones Lebesgue-medibles y modifican
ligeramente el enunciado para establecer un lema débil de regularidad en el espacio de grafones. El
lema débil para grafones se resume en un enunciado de aproximacién, en la norma de corte, a un

7Una funcién W : [0,1]2 — [0, 1] es simétrica si, para cualesquiera z,y € [0, 1], se satisface W (z,y) = W (y, z).
8La palabra grafén es el resultado de la contraccién de los términos grafica y funcién. Para una introduccién
intuitiva de este objeto limite véase [Lov12) p. 16].
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grafén mediante funciones simples.

A su vez, Lovéasz y Szegedy [LS07] demuestran que la versién débil del lema de regularidad, con-
cerniente a grafones, implica que el espacio de grafones dotado de la distancia de corte —bajo la
respectiva generalizacion— es un espacio compacto (resultado anunciado en péarrafos anteriores).
Lovasz comenta [Lov12l p. 149] que el teorema de compacidad en el espacio de grafones puede ser
considerado como la forma més fuerte de regularidad.

Por otro lado, existe también en la teoria de graficas una versién fuerte del lema de regularidad
de Szemerédi, publicada por primera vez en el afio 2000 por Alon, Fisher, Krivelevich y Szegedy
[AFKSO00]. Esta nueva version fuerte describe atin més la estructura de los elementos de la particién
obtenida, por supuesto, con el costo de incrementar la cardinalidad de la particién en una torre
exponencial ain més formidable. El lema fuerte de regularidad da una particién regular &2 y un
refinamiento 2 “més regular” y cercano a & [CF12] p. 5]. De igual manera Lovdsz y Szegedy
ILS07] enuncian y demuestran el andlogo del lema fuerte en su versiéon “continua” que corresponde
a grafones.

Sorprendentemente, el teorema de compacidad en el espacio de grafones implica el lema fuerte
de regularidad de Lovasz y Szegedy [LS07]. Como es de esperarse, el lema fuerte de regularidad
implica su versién débil, también de Lovasz y Szegedy |[LSQ7]. Tenemos, por tanto, la equivalencia
entre los lemas fuerte y débil de regularidad.

El resultado principal de Dodos, Kanellopoulos y Karageorgos [DKK16] y el de Tao [Tao06)
dan una perspectiva cercana al lema fuerte de regularidad desde el area de la probabilidad. Uno de
los resultados principales demostrados en esta tesis (Teorema a partir del resultado principal
en [DKK16|) puede considerarse como una versién fuerte del lema de regularidad.

Como hemos visto a lo largo de este breve panorama, la importancia del lema de regularidad
de Szemerédi se volvié evidente décadas después. Sin saberlo en el momento, un lema utilizado
en la demostracion del teorema de regularidad de Szemerédi influiria no solamente en la teoria de
nimeros, sino en diversas ramas de las matematicas. El lema de regularidad de Szemerédi [Sze75b)
marca el punto de partida de nuevas preguntas, y con ello nuevas rutas de investigacién.

El presente trabajo esta dirigido a estudiantes de licenciatura que apetecen de aplicaciones de la
teoria de martingalas, o de quienes quieren profundizar un poco mas en la Probabilidad después de
un curso de la teoria de la medida. No obstante, con la finalidad de que el trabajo fuese autoconteni-
do, se anexaron dos apéndices, que ademds dan constancia de la estricta formalidad de este trabajo
en los cuatro capitulos. Las demostraciones presentadas en esta tesis se basan mayoritariamente
en resultados de los apéndices A y B, propios de un curso riguroso de Probabilidad.

El objetivo del primer capitulo es presentar la prueba del lema de regularidad de Szemerédi en
la teorfa de graficas de principio a fin, via la teoria de la probabilidad. A lo largo del Capitulo 1
nos guiamos en todo momento del trabajo de Dodos, Kanellopoulos y Karageorgos [DKK16]. En
las primeras tres secciones se desarrollan, con lujo de detalle, las herramientas necesarias para la
demostracién del lema fuerte de regularidad en su versién probabilista (Teorema , junto con
algunos ejemplos. Acto seguido, comenzamos la cuarta secciéon del Capitulo 1 con una motivacién
y una heuristica de la demostracién del Teorema El Teorema es el teorema principal de
esta tesis. Luego, re-escribimos el Teorema [I.40] al Corolario [I.42] para mayor similitud y menor
abstraccion en la relacién de estos dos resultados con el lema fuerte de regularidad en su versién
analista. Concluimos el primer capitulo exponiendo y ahondando en los detalles de la demostra-
cién de Tao [Tao06] del lema de regularidad de Szemerédi en su versién casi original como una
consecuencia del Corolario [[L42]

El segundo capitulo estd dedicado a recopilar los conceptos bésicos del lenguaje de una teoria
reciente conocida como la teoria de limites de graficas. Asi mismo, se muestran algunas relaciones
entre grafones y graficas. También, se analizan propiedades de la métrica de corte en el espacio de
graficas, asi como la métrica andloga en el espacio de grafones. Por ultimo, se expone el teorema
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de compacidad en el espacio de grafones, consecuencia del lema débil de regularidad en su versiéon
analista y del teorema de convergencia de martingalas acotadas (Teorema [B.14]).

El tercer capitulo es una continuacion del primer capitulo. En él se exponen algunas de las
aplicaciones teéricas del resultado principal (Teorema mostrado en el Capitulo 1. Se aborda
en la segunda secciéon la aplicacion mas importante del tercer capitulo, enunciada en la Proposiciéon
y obtenida como consecuencia del lema fuerte de regularidad (versién probabilista) en virtud
del Lema

Finalmente, en el cuarto y dltimo capitulo, se expone un resumen del articulo de Chatterjee,
Diaconis y Sly [CDS11]. Este capitulo supone que las lectoras y los lectores ya conocen los con-
ceptos bésicos de la teoria de limites de graficas, aunque se mencionan brevemente en la primera
seccién del cuarto capitulo como una introduccién formal. El teorema principal de [CDS11] se
enuncia en esta tesis como el Teorema y concierne a la convergencia de una sucesién de gra-
ficas aleatorias cada una con una sucesion de grados dada, a un grafén, W, descrito de manera
explicita en términos de una cierta funcién g. Después se enuncia y demuestra la Proposiciéon [.4]
que se interpreta como la versién continua del criterio de Erdos-Gallai en la teoria de graficas
tradicional. Seguido de ello, vemos un modelo de simulacién de graficas aleatorias, llamado Modelo
B. Su importancia se debe a que subyace en la prueba del Teorema (resultado principal de
[CDS11]). Por dltimo, pero quizd lo més detallado de este tltimo capitulo, se enuncia y demuestra
el Teorema donde se desarrolla un algoritmo para obtener el estimador méaximo verosimil,
B, suponiendo su existencia. La prueba del Teorema es cercana al Teorema del punto fijo de
Banach y es asequible con un primer curso de Andlisis matematico.






Capitulo 1

El lema de regularidad de Szemerédi

El presente capitulo esta dedicado a la demostracion del lema fuerte de regularidad en su version
probabilista, cercana a la version desde el adrea de andlisis. Comenzamos enunciando el concepto
de semianillo, el cual serd central en nuestra demostracién. Después, desarrollamos propiedades y
ejemplos de otras definiciones que conforman la estructura en la demostracién de nuestro resultado
principal. Finalmente, aplicamos todos los conceptos previos en nuestra ultima secciéon, donde
demostraremos la versién més cercana, dentro de la teoria de graficas, del lema de regularidad de
Szemerédi.

1. Semianillos: Construcciones y propiedades

Una filtracién juega un papel importante para establecer la definicién de una martingala.
Intuitivamente, dados dos elementos de la filtracién, digamos & y B con &/ C A, la o-dlgebra B
contiene mas informacién que la o-algebra o en el sentido de que 4 contiene més elementos como
conjunto 6, en el sentido probabilista, hay més eventos en Z. Podemos pensar a una sucesién de
semianillos como el andlogo de una filtracién. La ventaja de trabajar con semianillos se debe a que
son conocidos como una familia estructurada de conjuntos ([DKK16 p. 3], [BNOS]).

DEFINICION 1.1. Supongamos que € es un conjunto no vacio y k es un entero positivo. Supon-
gamos también que . es una coleccion de subconjuntos de S). Decimos que . es un k-semianillo
en ) si se satisfacen simultdneamente las siguientes propiedades:

(P1). 9,Q € 7.

(P2). Para cualesquiera S, T € % se cumple SNT € 7.

(P3). Para cualesquiera S, T € 7 existe un entero £ € [k] y conjuntos R1,..., Ry € % ajenos por
pares tales que S\T = Ry U---U Ry.

Una breve ilustracién del concepto de semianillo se encuentra en la Figura [T} donde suponemos
que S y T son dos elementos de un k-semianillo . para algin entero positivo £ mayor o igual a
5. En dicha figura mostramos que podemos descomponer a los elementos S y T' en conjuntos méas
pequenos. Esto serd de utilidad cuando trabajemos con una particién y busquemos un refinamiento.

FicURA 1. Descomposicién de dos elementos de un k-semianillo para algin k& > 5.

La siguiente observacién enuncia la relacién de un semianillo con el concepto de algebra de la
teoria de la medida.



2 Capitulo 1. El lema de regularidad de Szemerédi

OBSERVACION 1.2. Una familia . de subconjuntos de un conjunto no vacio, 1, es un 1-
semianillo si y solo si es un dlgebra.

DEMOSTRACION. Las propiedades (P1), (P2) y (P3) referidas son las de un 1-semianillo (De-

finicién [I.1]). Mientras que las propiedades (i), (ii) y (iii) son propiedades de un algebra (Definicién
).
Supongamos que . es un 1-semianillo. Entonces (P1) asegura Q € .. Sean A, B € .¥. Luego,
(P3) nos dice que existe Ry € % tal que Q\ A = Ry; es decir, Q\ A € &, por lo que .7 es
cerrada bajo complementos. A su vez, Q) \ B € .. Finalmente, por la propiedad (P2) tenemos
Q\(AUB) =(Q\ A4A) N2\ B) € .. Consecuentemente, como . es cerrada bajo complementos,
AUB =0\ (Q\ (AUB)) € <. Por ende, .¥ es un algebra.

Inversamente, supongamos que . es un algebra. Por (i), Q pertenece a .. Ademas, el conjunto
vacio pertenece a .¥ por ser el complemento de Q. Sean S,T € .. Entonces Q\ S,Q\ T € .%¥
debido a (ii). Esto tltimo implica Q\ (SNT) = (Q\ S)U(Q\T) € . por (iii). Nuevamente, por ser
& cerrada bajo complementos, SNT = Q\ (2\ (SNT)) € .; en consecuencia, . es cerrada bajo
interseccién. Por tltimo, para verificar que la propiedad (P3) se satisface, basta notar que S\ T es
igual a la interseccién entre los conjuntos Sy Q\ T que, como ya se hizo notar, pertenecen a .%.
Por lo tanto, al ser . cerrada bajo interseccién, S\ T € .7. g

DEFINICION 1.3. Sean (Q,.#,P) un espacio de probabilidad, k un entero positivo y % un
k-semianillo en Q con ¥ C .F. Para cada X € L'(Q,.Z,P) definimos

1X |5 = sup{‘ /SXdIP‘ Se y}.

Llamaremos a || X||.» la .-norma uniforme de X. No obstante, el hecho: ||-||.» es una norma,
dependera de una propiedad particular en el k-semianillo, como se expone a continuacion.

PROPOSICION 1.4. Sean (Q, #,P) un espacio de probabilidad, k un entero positivo y . un
k-semianillo en Q con ¥ C F. La funcion ||-||» es una norma en LY (2, .7, P) si y sélo si para
cualquier par de variables aleatorias X,Y € L*(2,. 7 ,P) con X #Y, existe S € . con la propiedad

/S XdP + /S YdP.

DEMOSTRACION. Supongamos primeramente que ||-||» es una norma en L'(Q,.%,P). Sean
X,Y € L'(Q,.Z,P) tales que X # Y. Entonces, || X —Y||» > 0. Consecuentemente, existe S € .
con la propiedad

‘/X—Yd]?‘>0.

S
/ XdP # / YdP.
S S

Reciprocamente, supongamos ahora que para cualquier par de variables aleatorias X,Y € L'(Q,.#,P)
con X #£Y existe S € .¥ con la propiedad

/S XdP + /S YdP.

Tomemos X € L'(Q,.#,P) tal que X = 0. En consecuencia, para cualquier S € ., X1g = 0. Asf,
para cualquier S € .7,
/ XdP = 0.
S

Sea X € L'(Q,.7,P) tal que || X||» = 0. Entonces, para cualquier S € .7,

‘/XdIP" —0.
S

De aqui se deduce

Se sigue que || X||.& = 0.
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Si X # 0, entonces, por hipdtesis, existe S € . tal que

/XdIP’;é/Od]P’:O.
S S

‘/XdIP" > 0.
S

Asi, || X || > 0. Por ende, concluimos X = 0.

Por lo cual,

Sean X € LY(Q,.#,P) y a € R. Tenemos, por linealidad de la integral en L!(Q, %, P),

||aX||y—sup{‘/aXdIP":S€§”}
s

sup{‘a/XdIP":SEY}
s

|asup{‘/SXdIP’:S€Y} = || | X,

donde en la pentltima igualdad usamos un hecho bésico de célculo para la constante || > 0.
Finalmente, sean X,Y € L}(Q, .#,P) y S € .7 arbitrarios. De la desigualdad del tridngulo, usando
implicitamente para la primera igualdad que X1g y Y1g son integrables,

‘/S(X+Y)d]P":‘/SXdIP+/SYd]P”

g‘/XdP‘+‘/YdP‘
S S

<Xz + 1Y

Por consiguiente, dado que S € . fue arbitrario, || X + Y|.» < || X|.» + ||[Y |- De modo que la
#-norma uniforme es, en efecto, una norma. O

LEMA 1.5. Supongamos que Q2 es un conjunto no vacio. Supongamos también que m, k..., kny
son enteros positivos y defina k = Y i~ k;. Si .7 es un k;-semianillo en Q para cada i € [m],
entonces la familia

y:{iéSHSieﬂpam cadaie[m]}

es un k-semianillo en €).

DEMOSTRACION. El caso m = 1 es inmediato por definicién. Supongamos m > 2. Note que el
conjunto vacio pertenece a .%7, pues . es un ki-semianillo en 2. Como la interseccién de cualquier
conjunto con el vacio es, de vuelta, el vacio, entonces @ € .. Ahora, para cada i € [m], tenemos
Q € 7. De manera que Q = N2, Q € 7. Esto muestra que (P1) en la Definicién se satisface.
Tomemos ahora dos elementos (al menos el vacio y  estdn) arbitrarios S = N, S;, T =N, T; €
&, donde S;,T; € .%; para cada i € [m]. Observe que

m m m
SNT = (ﬂsl) N (ﬂﬂ) = (ﬂ(SmT,;)).

i=1 i=1 i=1
Ya que .¥; es un k;-semianillo, entonces para cada ¢ € [m] se satisface S; N T; € ;. Consecuen-
temente SNT € ., por lo que . cumple la propiedad (P2) en la Definicién Para verificar
que la propiedad (P3), de la misma definicién, se satisface, defina los conjuntos P, = Q\ T y
P,=TiN---NTj_1 N (Q\T}) siempre que j € {2,...,m}. Los conjuntos P, ..., P, son ajenos
por pares, debido a que si 4, j € [m] son tales que i < j, entonces i € [j — 1], por lo que P, C Q\ T;
y P, CThin---NT;_y CTj; por consiguiente, P; N P; = &. Més aun,

m

(1) Q\(ﬂTi):GPj.

i=1
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En efecto, si « € -, P;, existe jo € [m] tal que x € P, por lo cual z € Q\ Tj,; en consecuencia,
z € UL, (Q\T;); por lo tanto, x € 2\ (ﬂ?ll TZ) Reciprocamente, si z € Q\ (ﬂ:’;l Ti), entonces
existe ig € [m] tal que x € Q\ T;,; por el teorema del buen orden podemos considerar, sin perder
generalidad, que iy es el minimo niimero en el conjunto [m] con la propiedad = € Q\ T;,; de manera
que z € P,;,; por ende, x € U;n:1 P;.

La igualdad implica

m

(2) S\T:Sﬁ(OPj):U(SﬁPj).

j=1 j=1
Sea j € [m] arbitrario. Puesto que .%; es un kj-semianillo, existe £; € [k;] y conjuntos ajenos por
pares R}, ... ,Rﬁj € . tales que S; \T; = Rj U---U Réj. Para facilitar la notacién defina

(b) Cj :ﬂj<i§m5i sij e [m—l] y Cp, = Q.

Recordemos la definicién de Py y también que Cy = (1, ,,, Si- Esto implica la primer igualdad
de la siguiente cadena de igualdades, en tanto que las igualdades subsecuentes se deben solamente
a propiedades de asociatividad y distributividad de conjuntos:

2 £y
(3) SNP = (01081)ﬂ(Q\Tl):Clﬂ(Sl\Tl):Clﬂ(UR}L> = U(BlﬂR}lﬁC&%

n=1
donde en la tltima igualdad usamos By = Q. Para j € {2,...,m} podemos descomponer a S como
s=( N s)ns;inc.
1<i<y

De manera que obtenemos nuevamente una cadena de igualdades para j € {2,...,m}, donde se han
colocado paréntesis de manera apropiada aprovechandonos en varias ocasiones de la asociatividad,
conmutatividad y distributividad de la interseccién y la unién de conjuntos,

SNP; = (( N Si>mSijj)m(Tm~-~ﬂTj_m(Q\Tj))

= ((1!21],&) ﬁ(Tlﬂ...ﬂTj_1)> mSijjﬁ(Q\Tj)
(4) = 1Q<]-(Si ﬁTi)) N(S; \T;) N C;

B;n ( EJ ) NG
n=1

£

= JB;nR,NCy).
n=1
Total, para j € [m], las igualdades y muestran que
£
(5) SnP=JB;NR,NC)).
n=1

Este hecho implica, al sustituir en , que S\ T se expresa como sigue:

m £
(6) S\Tzu(U(Bijgmcj)).
j=1 n=1

Defina el producto cartesiano I = U;nzl({ j} x [¢;]). Es evidente que su cardinalidad es justamente
=/l 4+ -+ 4,. Dado que ¢; < k; para 1 € |m|, tenemos <Kiy+---+ Kk, = k. Para cada par
7| =¢ L. Dado que ¢; < k; para ¢ € [m], [I| <k k k. P dap
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(j,n) € I defina
Ul =B;NR,NC;

y observe que S; N T; € . para i € [j — 1] por ser .%; un k;-semianillo en €2, por lo que, por
construccién, U} € .7; ademas, U] C R!. Entonces, U] NU], € R} N R}, = @ siempre que
n # m. También note que para el caso j = 1, U} C R C S;\ Ty C Q\ Ty = P;. A su vez, para
je{2,...,m}, U] C B;NR} C (Thn---NT;)N(S;\T;) C P;. De cualquier manera, para cualquier
(4,n) € I, U} C P;. Esto implica U NUJ C P, N P; = @ siempre que i sea distinto de j. Todo lo
anterior asegura que la familia {U} | (j,n) € I} es un subconjunto de . y consiste de conjuntos
ajenos por pares. Mas aun, por @, tenemos

S\17= {J Uj.
()€l
Por lo tanto, la familia .7 satisface la propiedad (P3) en la Definicién Concluimos que .¥ es

un k-semianillo. O

OBSERVACION 1.6. Sean d, ki,...,kq enteros positivos y Q1,...,Qq conjuntos no vacios. Su-
pongamos que %; es un k;-semianillo en Q; para i € [d]. Entonces

Fri={ U x xSy x - x Q| S €7}

es un k;-semianillo en 1 X -+ x Q4.

DEMOSTRACION. Fijemos i € [d]. Dado que .%; es un k;-semianillo en ©;, entonces @, Q; € .%;.
De manera que @, Q1 X - X Q; X --- X Qg € .F.
Supongamos ahora Q; X -+ X S x - X Qg, Q x---xT x---xQy € .. Como S, T € .7, entonces
SNT e .¥. Por consiguiente,

(U x- X Sxx Q)N X XTx--xQ) = x---x(SNT) x - xQq €.
Verifiquemos la tltima propiedad de un k;-semianillo. Observe que se cumple la igualdad siguiente.
(Qxox Sx - x Q) \ (X - XT XX Q) =
; =((U\ Q)X xSXx--xQU--- Uy X+ x (S\T) x - x QU
() U(QlXXSXX(Qd\Qd))
=0 X x (S\T) x - xQq.
Por otro lado, S\ T = Uf;l R; para algin ¢; € [k;], donde Ry,..., Ry, € ;. Ademds, para
cualesquiera conjuntos A, B se satisface

2 2 2 2
A x URj x B = U(Aij) ><B:U((Aij)xB):U(AijxB).
j=1 j=1 j=1

j=1

El hecho anterior nos permite mostrar que

~

Zi i
Qp x -+ % URj ><---><Qd:U(Ql><~--><Rj><---><Qd),
j=1

j=1

con 0 X - X Rjx--xQq€ .7; para j € [¢;]. Consecuentemente, esta tltima igualdad aplicada
a lo obtenido en nos da

£;
(Ql><~-~><S><~--><Qd)\(Ql><--~><T><~-~><Qd):U(Ql><~--><Rj><~--><Qd).

j=1
Esto muestra que .%; es un k;-semianillo en Q7 x --- x Q. O

COROLARIO 1.7. Lo siguiente se satisface.
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(a) Sea Q un conjunto no vacio. Sea k un entero positivo y para cada i € [k] sea < un dlgebra
en ). Entonces la familia

{A;N---NA, | A; € o para cada i € [k]}

es un k-semianillo en 2.
(b) Sean d,kq,...,kq enteros positivos y defina k = 25:1 k;. También sean Q,...,Qq con-
Juntos no vacios y para cada i € [d] sea .7 un k;-semianillo en ;. Entonces la familia

{81 X+ x 84| 8; €. para cada i € [d]}

es un k-semianillo en Q1 X --- x Q4.

DEMOSTRACION. (a): La Observacién asegura que 7 es un l-semianillo en ) para toda
i € [k]. En consecuencia, la parte (a) se satisface por el Lema

(b): La Observacion|1.6/nos dice que .7; := {Qy x---xS; x---xQq | S; € .7} es un k;-semianillo
en Q; X -+ x Qg para i € [d]. También se cumple que
(S1 X Qax X Q)N xS x--XxQg)N---N(Q Xy X+ X8g) =8 xS x--- xS,
Asi, el Lema [1.5] asegura que
{81 x -+ x84 |8; €. para cada i € [d]}
es un k-semianillo en Q1 X - -+ x Qq. O

EJEMPLO 1.8. Sea (Q,.Z,P) un espacio de probabilidad. El conjunto
S ={SxT|ST¢eF}

es un 2-semianillo en  x €.

DEMOSTRACION. Dado que . es una o-algebra, en particular, .# es un dlgebra. Equivalente-
mente .% es un 1l-semianillo, como se hizo notar en la Observacién La parte (b) del Corolario
1.7 asegura que .4 es un 2-semianillo en 2 x €. g

La “p-norma uniforme es cominmente conocida como norma de corte.

El siguiente semianillo fue introducido por Bollobéas y Nikiforov [BINO8| y puede ser considerado
como la versién “simétrica” del Ejemplo [I.8]

EJEMPLO 1.9. Sea (2,.%,P) un espacio de probabilidad. Defina
Ya={SxT|STecZ,SNT=20S5=T}

Entonces ¥ es un 4-semianillo.

DEMOSTRACION.  (P1): Es evidente que el conjunto vacio es un elemento de ¥ ya que &
pertenece a .%. También, {2 pertenece a %, por lo cual Q x Q es elemento de ¥q.
(P2): Sean S x T, U x V € ¥n. Luego,

(SxT)N(U xV)=(SNU) x (TNV).

Recordemos que % es una o-dlgebra; en particular, .# es un algebra, o equivalentemente,
Z es un l-semianillo, por esta razén .# es cerrada bajo intersecciones. De modo que
SNUTNV e Z.

En caso de que se cumpla al menos una de las afirmaciones SNT = o UNV = @,
podemos asegurar (SNU) N (T'NV) = @&. Entonces el producto cartesiano de SNU y
T NV pertenece a ¥.

Enelcaso SNT # @y UNV # @, se satisface S =T y U = V por definicién de Xq.
Consecuentemente, SNU =T NV. Por ende, (SNU) x (TNV) € .

Total, en cualquier caso,

(SxT)N (U x V) € ¥
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S\U SnU TnU T\U

F1GURA 2. Tlustracién del caso 1 (U igual a V') en la propiedad (P3), dentro de la
demostracién del Ejemplo [1.9} Descomposicién de los conjuntos (S x T)\ (U x U),
(TxSH\N(UxU), (SxS\(UxU)y (TxT)\ (UxU) en tres conjuntos, cada
uno, que pertenecen al 4-semianillo ¥, cuando S es ajeno a T

: Sean S x T,U x V € ¥g. Queremos ver que (S x T)\ (U x V) es igual a la unién de a lo

maés cuatro elementos en ¥ que son ajenos dos a dos.
Caso 1. Supongamos primero U = V. Es un ejercicio basico de conjuntos ver que la
siguiente igualdad se satisface:

(SxT)\ (U xU) = ((S\U) x (TAU)) U ((S\T) x (T\U)) U((SNT) x (T\U)).

Dado que . es cerrado bajo complementos e intersecciones, los conjuntos S\ U, SNU,
T\U y TNU pertenecen a .% porque S,T,U € .%. Puesto que Q\ U y U son conjuntos
ajenos, entonces S\ U y TNU también son conjuntos ajenos; andlogamente SNU y T\ U
son ajenos. Lo anterior asegura

(S\U)x (TNnU),(SNU) x (T\U) € .
Finalmente observemos que S\U es igual al conjunto T\U si S =T,y (S\U)N(T\U) = &
si SNT = &. De cualquier forma
(S\U) x (T\U) € n.

Esto muestra que (S x T)\ (U x U) es igual a la unién de a lo més tres conjuntos que
pertenecen a X y son ajenos dos a dos.

Caso 2. Supongamos ahora U NV = @. Mediante argumentos elementales de teoria de
conjuntos es sencillo verificar, usando que U y V son ajenos, que se satisface:

(S x T)\ (U x V) =((S\U) x (TNU)) U ((S\U) x (T\U))u
(SNU)x (TNU))U ((SNU) x (T\ (UUV))).
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Por el caso 1, resta mostrar

(SNU)x (TNU),(SNU) x (T\(UUV)) € .
Ya habfamos asegurado SN U, TNU € % en el caso pasado. Nuevamente porque .#
es un dlgebra y T,U,V € Z, sabemos que se cumple T\ (U U V) € %. Por tltimo,
SNnUNTNU)=2siSNT =2,y SNU =TnNUsi S =T. En consecuencia,
(SNU)x (T'NU) € £g. Como T\ (UUV) es subconjunto de Q\ U, entonces T'\ (UNV)
y SN U son conjuntos ajenos. Por lo tanto, (SNU) x (T'\ (UUV)) € n.

Vemos que (S x T)\ (U x V) es la unién de a lo méas cuatro elementos en ¥ que son
ajenos dos a dos. Esto concluye el caso 2, y con ello la demostracién de la propiedad (P3).

O

Q

(8NU) x (T\ U UV))

T U
4 v
S U

I I ~
S

F1Gcura 3. Tlustracion del caso 2, propiedad (P3), en la demostracién del Ejemplo
Descomposicién de (S x T)\ (U x V) y (S xS)\ (U x V) en cuatro conjuntos,
cada uno, que pertenecen al 4-semianillo ¥, cuando S es ajeno a T'y U es ajeno
aV.
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LEMA 1.10. Sea (Q, %, P) un espacio de probabilidad, k un entero positivo y . un k-semianillo
en Q con ¥ C F. Supongamos también X € L*(Q, F,P). Entonces se satisface lo siguiente:

(a) Tenemos || X || < || X||1-
(b) Si9 es una o-dlgebra en Q con 4 C .77, entonces ||E(X|9)|.» < || X| .-
(c) Si 7 es una o-dlgebra, entonces || X|.» < ||E(X|Z)|1 <2||X||.~-

DEMOSTRACION. (a): Sea S € . fijo. Dado que X es integrable y S € %, sabemos que
X1g también es integrable (Proposicion |A.34). Consecuentemente, por la desigualdad de Jensen

(Teorema [A.43)),
/XdIF" ‘/X]lSdIP” /|X|ILSdIP’ /|X|dIP’

Puesto que S C Qy | X| € LT(Q,.%), en virtud de la Proposmlonu
[ xiae < [ 1x1de = |x]..
s

Entonces, siguiendo la cadena de desigualdades,

/XdIP’
S

Observe que la desigualdad anterior es valida para cada S € .. De modo que

IX|ls := sup{

< [1X -

/XdIP” ' Se y} < 1X |1
S

(b): Fijemos una o-dlgebra ¢ en 2 con 4 C .. La pre-imagen de [0, 00) bajo la variable aleatoria
E(X|4) es P := {w € Q | E(X|¥9)(w) > 0}. Debido a que E(X|¥) es (¢, A(R)) —medible y
[0,00) € Z(R), entonces P € ¢. Defina N := Q\ P. Como ¥ es cerrada bajo complementos,
por ser una o-algebra, N € ¢ C .. Fijemos también S € .7 arbitrario. Puesto que E(X|¥)
es una variable aleatoria integrable por definicién, y como S, P,N € % porque ¥ C ¥ C &
entonces E(X|9)1snp v E(X|¥9)1lsnn también son integrables. Més atn, E(X|¥4)lsny < 0y
E(X|9)1snp > 0 por definicién de P y N. Asi, en uso de la Proposicién

(8) /SHN E(X|9)dP < 0 < / E(X|¥)dP

snp
De la primera desigualdad, al sumar una integral finita,

/ E(X|£¢)dzp>+/ E(X|§4)d]P’§/ E(X|9)dP
SNP SNN SNP

< méx {/Sﬁp E(X|¥)dP, — /SmN E(X|g¢)dlp>}.

En tanto que de la segunda desigualdad de ,

min{—/SﬂPE(XM)dP,/SmE(Xg)dﬁn} < /SHNIE(X\%)dIP’
< / E(X|)dP + / E(X|¥)dP.
SNP SNN

Ademas,

min{/ E(X|€§)dIP’,/ E(X|§4)d1p} - méx{/ ]E(X|€§)dIP’,f/ E(X|§¢)d1p>}.
snp SnN snp SnN
Y en virtud del Teorema[A:32] pues SN N y SN P son ajenos ya que Py N lo son,

/SON E(X|%)d]P’+/SﬁPIE(X|£4)dP:/S]E(X|£4)d]P’

/SIE(XM)dIE’” < méx{/smp E(X|g¢)dP,—/SﬂN E(X|g)dlp}.

Por consiguiente,

9)
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Notemos también que E(X|9)1gnp < E(X|9)1lp v —E(X|9)1snny < —E(X|9)1y. Entonces,
nuevamente por la Proposicién

/S _E(X|#)dP < /P E(X|9)dP y /S E(X|9)d < / _E(X|4)dP.

N

De manera que

méx{/smPE(XM),—/SQNE(XM)} gméx{/I)E(X|g)7—/]vE(X|€4)}.

Como tltimo paso notemos que

méx{/PIE(XM),—/N]E(XW)} :méx{/PXdP,—/NXdIP’},

porque P, N € ¢, donde usamos una propiedad importante de la definicién de esperanza condicional
dada una o-dlgebra (Definicién (iii)). Por lo tanto, aplicando este tltimo hecho a (J),

/SE(X%)dP‘ <méx{/PXdIP’,—/NXd1P’}.

A suvez, P,N € ., asi que por definiciéon de la .#-norma uniforme,

/E(X|%)dIP" §méx{/ Xd]P’,f/ XdIP’} < |1X]|.5-
S P N

Debido a la arbitrariedad de S € ., la desigualdad anterior es vilida para todo S € .. Tomando
supremos de ambos lados de la desigualdad podemos concluir con el resultado.
(c): Supongamos que .# es una o-dlgebra. De una propiedad de la variable aleatoria E(X|.7)

(Definicién [B.4] (iii)),
/Xdp _ /IE(X|5’)dIP’
S S

para todo S € .. Fijemos S € .%. Puesto que E(X|.#)1g pertenece a L'(Q,.7,P), entonces, por
la desigualdad de Jensen,

)

/San» g/S|E(X|y)|dP.

De lo anterior, ya que S C Q, la Proposicién [A-33] asegura que
‘/ XdIP” < /|]E(X|5”)|d[P’ =: |E(X|Z)]-
s

Hemos mostrado entonces que ||[E(X[.%) |1 es una cota superior para | [ XdP| con S € .. De aqui
es inmediato ver que

X1 < [EX[Z)]h

De la misma manera como escribimos en incisos anteriores, defina P := {w € Q | E(X|%) > 0} y
N =Q\P.Dadoque PNN=gy PUN =Q,

/|]E(X|y)|dIP’:/P|IE(X|Y)|dIP’+/N\IE(X\Y)MIP:/P]E(X|5ﬂ)dﬂ”f/NIE(X\Y)dP
De modo que
IE(X]-2)|1 <2~m:ix{/P]E(XLS”)dIP,—/NIE(XLV)dIP’}.

Finalmente, ya que P,N € .,

2-méx{/ E(X|Y)d[?,—/ ]E(X|§’)d[P’} :2-méx{/ XdIP,—/ XdIP’} <2 X .
P N P N

Por ende,
IE(X[)h < 2[1X]|.s-
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2. Particiones y refinamientos

DEFINICION 1.11. Decimos que una familia de conjuntos no vacios, &, es una particién de
Q si satisfacen simultdneamente las siguientes propiedades:

(a) Los conjuntos que forman & son ajenos dos a dos, es decir, A,B € & y A # B implica
ANB=g.
(b) La union de & es Q, es decir, Q =J Z.

Si ademds &2 tiene cardinalidad finita, decimos que &2 es una particion finita de Q.

Una ventaja de trabajar con particiones en espacios de medida es que podemos describir la
o-algebra generada por una particion de manera explicita.

PROPOSICION 1.12. Supongamos que & es una particion finita de un conjunto no vacio §Q.
Entonces

a(@):{uﬁ\%gy}.

DEMOSTRACION. Supongamos que & = {A;,...,A,} es una particién de 2 tal que | 2| =n
para algin entero positivo n. Definamos

7={Uz1%2c2}.

Mostraremos primero # C o(&?). Sea # un subconjunto de &. Recordemos que & C o(Z?), por
lo que Z C 0(&2). Ademds Z tiene un ntmero finito de elementos ya que & tiene cardinalidad
finita. Consecuentemente, |JZ € o(<?). Por lo tanto, .% C o(&).

Observemos que & C %. En efecto, para A € &, se cumplen {A} C & y A = J{A}. Entonces
A€ .Z. Por ende, & C Z.

El siguiente paso serd mostrar que .# es una o-algebra. Notemos que & es subconjunto de si
mismo y, debido a que & es una particién, QQ = | J &. En consecuencia, 2 € % . Ahora supongamos
A € .Z. Queremos ver que se cumple Q\ A € Z. Por definicién de %, el conjunto A es de la forma
A =Z para algin Z C . Si # = &, entonces A = &, y ya vimos que el complemento de
A, Q = Q\ @, pertenece a .%. Supongamos, pues, que # es un subconjunto no vacio de #. De
manera que podemos describir a Z como Z = {A;,,...,4;, } con |Z| = m para {i1,...,im} C [n]
y m € Zsg con m < n. Si m es igual a n, entonces & = Z, por lo que A = ); consecuentemente
el complemento de A, &, pertenece a # evidentemente. Entonces supongamos 0 < |[#Z| < n 'y
escribamos Z \ Z = {A A;, }. Por consiguiente,

G s

O\ Jz =\ GAij = O Aj,

j=1 j=m+1

y es claro que U?:m_H A;, € F. En cualquier caso, para todo A € .7, se satisface Q\ A € .7. Ahora
supongamos A, B € % . Para terminar de mostrar la afirmacién “.% es una o-algebra” consideremos
una coleccién {A, | n € N} C F; entonces, para cada n € N, A4,, es de la forma A, = J %, para
algin #Z, C &. Consecuentemente,

oo o0 o0

U= U (U) -U (U]
n=1 n=1 n=1

Notando que |J,~; %, C 2, concluimos |J,-; 4,, € .Z. Por lo tanto, .# es una o-dlgebra.

Los hechos & es subconjunto de .# y .% es una o-dlgebra aseguran (%) C .F (Proposicién [A.3)).

Y recordemos, de la primera parte de la demostracién, .# C o(4?). Esto muestra .# = o(2?). O

En Célculo se busca aproximar el drea de una regién mediante particiones cada vez mas finas,
y es ahi donde se introduce por primera vez la nocién de refinamiento. Nos gustaria refinar una
particién, teniendo méas conjuntos, para que nuestra variable aleatoria “esperanza condicional” sea
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muy parecida (cercana en norma) a una variable aleatoria dada. Necesitaremos entonces una nocién
abstracta de refinamiento de una particion. La siguiente definicién es debida a Bollobas y Nikiforov
[IBNOS§].

DEFINICION 1.13. Sean Q un conjunto no vacio, y & y 2 dos particiones de §). Decimos que
2 es un refinamiento de & si 2 es una particion de Q y para todo A € P, A = JZ# para
algin Z C 2.

En ocasiones resulta tedioso verificar cudndo una particién es un refinamiento de otra particion.
No obstante, podremos identificar, dadas dos particiones, cudndo una particién es un refinamiento
de la otra mediante la siguiente equivalencia.

OBSERVACION 1.14. Sea Q un conjunto no vacio. Si &2 y 2 son dos particiones finitas de 2,
entonces 2 es un refinamiento de & si y solo si o(P) C 0(2).

DEMOSTRACION. Sean & y 2 son dos particiones finitas de un conjunto no vacio 2.
Supongamos que £ es un refinamiento de &. Sea A € &. Entonces existe # un subconjunto de
2 con la propiedad J#Z = A. Como 2 C 0(2), entonces también # C o(2). Luego, Z tiene
cardinalidad finita, porque 2 es una particién finita y #Z C 2. De modo que | JZ € 0(2). Por lo
tanto, A € 0(2). En consecuencia, & C o(2). Por consiguiente, o(#) C (2) (Proposicién [A.3)).
Reciprocamente, supongamos o(%) C 0(2). Sea A € #. Dado que & C (&) C o(2), entonces
A€ o(2). La Proposicién asegura que existe Z C 2 con la propiedad A = |J Z. Por lo tanto,
2 es un refinamiento de . O

DEFINICION 1.15. Sean & y 2 dos particiones de Q. Definimos & N2 como la particion
consistente de todas las intersecciones no vacias PNQ, con P € &2 y Q € 2. En simbolos,
PN2:={PNQ|PeP, Qe yPnQ +#}.

OBSERVACION 1.16. Dadas dos particiones & y 2 de Q, 22 N2 es, en efecto, una particion
de Q.

DEMOSTRACION. Por definicién, el conjunto &2 N 2 es una familia de conjuntos no vacios.
Sean A, B € & N 2 tales que A # B. Entonces A= P NQ1y B=P,NQy para P|,Pb e Py
Q1,Q2 € 2. Observe que P; = P, y Q1 = Q2 implica A = B, por lo que, necesariamente, P; # P,
60 Q1 # Q2. Si P, # P,, entonces AN B C PN P, = @. Anédlogamente, si Q1 # @2, entonces
ANB CQ;NQ2 =3. En cualquier caso, A # B implica AN B = &. Por ultimo,

Uzn2=(U2)n(U2) =2

Por lo tanto, & N 2 es una particién de €. O

Un argumento similar muestra que lo anterior es valido para un nimero finito de intersecciones.

OBSERVACION 1.17. Supongamos que k es un entero positivo y que Py, . .., Py son particiones
de Q). Entonces
ﬂ Po={PiN---NP, | P, € P para cadai € [kl y PLN---N P, £ T},
i€[k]

es una particion de €.

Para culminar con esta secciéon de particiones en espacios de probabilidad enunciamos la si-
guiente definicién.

DEFINICION 1.18. Sea & una particion finita de un conjunto no vacio Q. Definimos
P*.={P, x P, | P,,,P;, € #}.

OBSERVACION 1.19. Sea © un conjunto no vacio. Dada una particion & de ), P2 es una
particion de Q x €.
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DEMOSTRACION. La familia de conjuntos &2 consiste de conjuntos no vacios porque & es
una familia de conjuntos no vacios al ser una particién. Sean P, x P, Q1 x Q2 € 2. Queremos
ver que P} X Py # @1 X Q2 implica (P x Py) N (Q1 X Q2) = &. Argumentando por contrapositiva,
supongamos (P} X Py) N (Q1 X Q2) # &. Recordemos que se cumple la igualdad

(P x P)N(Q1 x Q2) = (P1NQ1) x (P2NQ2).

Entonces, necesariamente, Py N Q1 # Fy PoNQ2 # . Ya que £ es una particién, tenemos como
consecuencia P| = @1 y Po» = Q2. Por ende, P; X P, = Q1 X @2, como queriamos demostrar.
Para verificar la ultima propiedad de una particién, tomemos (z,y) € Q x Q arbitrario. Como &
es una particién, existen P,Q € & tales que x € Py y € Q. Por consiguiente, (z,y) € P X Q. Se
sigue que 2 x Q C |J 2. La otra contencién es clara. Por lo tanto,  x Q = |J 22

Asf, 22 es una particién de Q x . O

3. Funciones de crecimiento

DEFINICION 1.20. Una funciéon F : N — R es creciente si para cualesquiera n,m € N con
n < m se satisface F(n) < F(m).

DEFINICION 1.21. Decimos que una funcién F : N — R es una funcién de crecimiento si
cumple que

(i) F es creciente, y
(i) F(n) >n+1 para cada n € N.

NOTACION 1.22. Una funcién F : N — N también serd llamada una funcién de crecimiento si
satisface las propiedades (i) y (ii) en la Definicion|1.21]

EJEMPLO 1.23. Sea 0 < € < 1. La funcion F : N — N con regla de correspondencia
1 2 22n+2 2
P(n) = [LECETT,

3
es una funcion de crecimento.

DEMOSTRACION. Es ficil ver que F' es una funcién creciente. En efecto, si n,m € N son tales
que n < m, entonces 2272 < 22m+2 o cual implica F(n) < F(m). Supongamos F(n) = F(m).

Entonces o /o2t onD
1 24m
(L PR

F(im)—1< 3 <

€

(1 + 6)2(22n+2)2

F(m)—1< = < F(m).

Por ende,
(1 +€)2(22m+2)2 (1 _|_6)2(22n+2)2

- - <1
3 &3

€
En consecuencia,

|(22m+2)2 _ (22n+2)2| < 63/(1 +6)2 < 1’
lo cual no puede ocurrir. Entonces se satisface F'(n) < F(m). Por consiguiente, F' es una funcién
creciente.
Mostremos que se cumple F(n) > n + 1 para todo n € N. La prueba es por induccién sobre n. En
el caso base, n = 0, tenemos
(1+¢)%(2%)?

4
3 >2"> 1

F(0) >

Fijemos un nimero natural n mayor o igual a uno y supongamos F'(n) > n+1. Como F es creciente,
F(n+1) > F(n) > n+ 1. Por ende, F(n 4+ 1) > n + 2. El principio de induccién asegura que
F(n) > n+ 1 para todo n € N. Esto prueba que F es una funcién de crecimiento. O

EJEMPLO 1.24. Sean k un entero positivo y F : N — N una funcion de crecimiento. La funcion
F': N — N definida como F'(n) = F((k+1)") para n € N es una funcién de crecimiento.
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DEMOSTRACION. Primero veamos que F” es creciente. Dado que 1 < k+ 1 implica (k+1)" <
(k4+1)™ paran,m € N tales que n < m, entonces F’'(n) < F'(m) porque F es una funcién creciente.
Verifiquemos ahora la segunda propiedad de una funcién de crecimiento. En el caso n = 0 note
que F’'(0) = F(1) > 2 > 1. Luego, para n € N con n > 1 tenemos, por el teorema del binomio de

Newton,
n n
k+1)" = K4 1" > n.
(k+1) <0> + +(n> >n

Por consiguiente, F((k+1)") > F(n) > n+ 1. Es decir, F'(n) > n + 1. Concluimos que F’ es una
funcién de crecimiento. O

NOTACION 1.25. Supongamos que F : N — N es una funcién de crecimiento. Para cada £ € N
denotamos por F°* : N — N a la (-ésima composicién de F, definida recursivamente por F°%(n) = n
y FeU+)(n) = F(F°‘(n)) para n € N.

OBSERVACION 1.26. Supongamos que F : N — N es una funcién de crecimiento. Entonces
F°4(0) < F (F°%(0)) para todo ¢ € N.

DEMOSTRACION. Sea F' : N — N una funcién de crecimiento. La demostracién serd por in-
ducciéon sobre ¢ € N. Sabemos, 0 < 1 < F(0). Ahora supongamos que para ¢ € N se satisface
F°Y(0) < F (F°%(0)). Veamos que la afirmacién es cierta para {+ 1. En efecto, como F es creciente,

FoUD(0) = F(F(0)) < F(F (F(0)) = F (F*“*9(0))
O

EJEMPLO 1.27. Supongamos que F' es una funcion de crecimiento. Afirmamos que H : N — N
definida mediante la regla H(n) = F°"+2)(0) es una funcion de crecimiento.

DEMOSTRACION. Sea F' : N — N una funcién de crecimiento. La Observacion asegura
H(i) < H(j) siempre que i < j con 4,5 € N; esto es, H es una funcién creciente. La segunda
propiedad de una funcién de crecimiento (Definicién [I.21] (ii)) se verifica por induccién sobre
n € N. Para la base de induccién,

H(0) = F°%(0) > F(0) > 1.

Luego, suponga que H(n) > n + 1 para algin n € N. Entonces, ya que F' es una funcién de
crecimiento,

H(n+1)=F®(0) = F(H(n)) > F(n+1) >n+2.

El principio de induccién nos permite deducir que H es una funcién de crecimiento. O

4. Prueba del lema fuerte de regularidad via martingalas

En esta seccién exponemos la prueba del Teorema [I.40] concerniente al resultado principal de
Dodos, Kanellopoulos y Karageorgos [DKK16], p. 8]. Este resultado afirma que existe una sola
particiéon y un solo refinamiento que “regularizan” simultdneamente una familia finita de variables
aleatorias que pertenecen al espacio LP con 1 < p < 2. Tal como se anuncié en la introduccién de
esta tesis, dicho resultado contiene al de Terence Tao [Tao06] p. 15]. Mediante una sucesién de
diferencias de martingala es posible extender el lema fuerte de regularidad a cualquier espacio LP
con 1 < p < 2. No obstante, con el fin de extraer la esencia del resultado principal, trabajaremos en
el espacio L? con una sola variable aleatoria. En esta simplificacién nos ahorramos un argumento
combinatorio acerca del principio de las casillas.
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4.1. Motivacién. Cuando hablamos de la esperanza de cierta variable aleatoria podemos
pensar en un promedio de los valores que toma nuestra variable cuando un experimento bajo
las mismas condiciones se repite muchas VecesE| De manera que una forma de aproximarnos, en
promedio, a una variable aleatoria es con su esperanza. No obstante, la esperanza de una variable
aleatoria no siempre es suficientemente cercana a la variable aleatoria. ; Qué podemos hacer para que
nuestra aproximacién sea mejor?. El concepto de esperanza condicional dado un evento generaliza
la nocién de esperanza al restringirnos a un promedio de una variable aleatoria en un evento
particular. De modo que dividir el espacio muestral en eventos mas pequetios (en el sentido de
medida) y calcular la esperanza relativa a cada evento parece ser una mejor idea para aproximar.

El concepto de esperanza condicional dada una o-dlgebra, digamos ¢, es también una nocién
de aproximacién en promedio a una variable aleatoria integrable X en el conjunto de eventos ¢ con
otra variable aleatoria, denotada E(X|¥). En ocasiones E(X|¥) puede ser una variable aleatoria
mas sencilla de describir que X.

Por ejemplo, dado un espacio de probabilidad (2, %#,P) y una variable aleatoria X, integrable
claro, consideremos una particién & de nuestro espacio muestral ) consistente de eventos de
probabilidad positiva y tal que & C .%. Podemos aproximarnos a X en cada A € & al calcular
la esperanza condicional de X dado el evento A, es decir, E(X|A). Por otro lado, al considerar la
esperanza condicional de X dada la o-dlgebra generada por &, a quien denotaremos por E(X|Z? )E|
podemos decir explicitamente cémo se comporta la variable aleatoria E(X|4?) en cada evento
A€ &, ya que sabemos

E(X|Z) =E(X|A) en cada A € &,
como asegura el Ejemplo Por consiguiente, E(X|Z?) es ni mas ni menos que una funcién simple
en el sentido casi seguro.
Parece entonces que el problema de aproximarnos a una variable aleatoria se reduce a encontrar
una particién adecuada &2 de €2 de tal suerte que E(X|Z?) sea cercana a X. La idea subyacente
en nuestra prueba del lema de regularidad de Szemerédi es aproximar una variable aleatoria en el
espacio L? mediante el siguiente algoritmo.

Dado un espacio de probabilidad (£2,.%#,P), tomemos cualquier X € L? (2,.#,P) y fijemos
0 < e < 1. Comenzamos con la particién trivial {Q}. Definamos %, := o({Q}) = {2,Q} ¥
Xo :=E(X| %), que en este caso resulta ser una funcién constante, a saber, E(X) (Ejemplo [B.5).
La norma |[-||; dictard, en este ejemplo, la cercania entre X y X. Si se cumple || X — Xo|1 < ¢,
entonces acabamos. De otra manera, elegimos un evento Ay € .% con la propiedad

€< ’/ Xond]P".
5 <1 /.,

Como siguiente paso definimos .#; := o(Fy U {A4p}) y X1 = E(X|.#1). Note que agregamos mas
informacién a nuestra o-algebra original, %, y por propiedades de esperanza condicional dada una
o-dlgebra (Definicién [B.4} (iii))

€ . ‘
2 Ao

Observe que de alguna manera garantizamos que nos alejamos de nuestra aproximacién anterior
Xp. Si || X — X;]]1 < €, detenemos nuestro proceso. En otro caso, realizamos una eleccién de un
evento A; € % tal que

X, —XodP( < 1X1 = Xols.

£ < ’ X, — XOdIP‘
2 =1/,

y continuamos recursivamente.

La pregunta es si este algoritmo terminard eventualente en un nimero finito de pasos. Notemos
que siguiendo este proceso obtenemos una filtracién (.%,), cuyos elementos son o-dlgebras finitas,

1Asf lo afirma Miguel Angel Garcia Alvarez en [Alvl.’:'), p. 316] y detalla algunas ideas erréneas del concepto
de esperanza.

2La lectora, o el lector, no debe tener inconveniente con esta notacién, pues, dadas dos variables aleatorias
integrables X,Y, es comtn denotar E(X|Y), en lugar de E(X|o(Y)).
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y una sucesién de variables aleatorias (X,,) con la propiedad || X,, — X,,—1]|1 > €/2 para todo entero
positivo n. Més an, la sucesién (X,,) es una martingala adaptada a la filtracién (%, ), cuya sucesién
de diferencias de martingala estd lejos de cero en la norma ||-||;. Las sucesiones de diferencias de
martingala son estructuras ampliamente estudiadas; en particular, hay una desigualdad debida a
Ricard y Xu [RX 16| que asegura que nuestro algoritmo terminard en a lo mas 4[| X||2e72] + 1
pasos.

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

(A) Primera aproximacién (B) Segunda aproximacién

00 02 04 06 08 10

(€) Tercera aproximacién

FIGURA 4. Simulacién de una aproximaciéon a un polinomio via esperanza condicional.

Para afianzar atin mas la idea de este algoritmo y esclarecer la visualizacién, permitanme
exhibir en un ejemplo concreto (y determinista) los tres primeros pasos mencionados. Consideremos
el espacio de probabilidad ([0, 1], Z([0,1]), A), donde convenimos en que A es la restriccién de la
medida de Lebesgue a #([0,1]). Es claro que una funcién continua satisface la definicién de una
variable aleatoria; en particular, consideremos un polinomio de grado 5, X : [0,1] — R dado por
X(w) = asw® + -+ + a1w + ap, para w € [0,1]; donde ag, . .., a5 € R son algunas constantes ﬁjasﬂ

El primer paso es considerar %y := {@,Q}, con Q@ = [0,1], y Xp := E(X|%y) = E(X), como
lo muestra la Figura [4] (a). Luego, elegimos el evento Ag = [0,1/5]. En nuestro algoritmo no es
dificil ver que 1 = o(Fo U {Ap}) es igual a {@, Ag,Q \ Ap,Q}, que a su vez coincide con la
o-dlgebra generada por la particién {Ag, 2\ Ap} de Q. De modo que sabemos el comportamiento
de X := E(X|%#1) en Q = [0, 1], a saber,

. ]E(X|A0) siw e Ao,
Xw) = {]E(X|Q \Ag) siweQ\ A

Posteriormente, elejimos el intervalo 4; := [1/5,3/5]. No es complicado demostrar (Observacién
que Fy := o(F; U{A;1}) es precisamente la o-dlgebra generada por la particiéon {Ag, 41,9\
(Ao U A1)} v, por ende, esto nos permite calcular el comportamiento de E(X|.%3) en los eventos
Ap, A1y Q\ (Ap U A1) como se muestra en la Figura 4] (c).

OBSERVACION 1.28. %5 := o(F#1 U {A1}) es igual a o({Ag, A1,Q\ (Ao U A1)}).

3El grado del polinomio es irrelevante en nuestro ejemplo, asi como las constantes ag, ..., as.
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DEMOSTRACION. Ya sabemos %1 = {&, Ag, Q2 \ Ao, 2}. De modo que
F1U {41} € o({Ao, A1, @\ (A9 U AL)).

Consecuentemente, o(.-%#; U {A41}) C o({Ao, A1, \ (Ao U A1)}). La otra contencién se muestra
de manera similar, es decir, notemos que {Ag, A1, \ (Ao U A1)} C o(F U{A:1}) y, por tanto,
O’({Ao,Al,Q\(A()UAl)}) Qo(ﬁlu{Al}). O

4.2. Tres lemas previos. En esta subsecciéon se encuentra la prueba, con todo rigor, de
tres lemas previos al resultado principal. Se expone también la relacién de estos lemas con teoria
de graficas y la demostracién de Tao [Tao06].

LEMA 1.29 (Primer lema). Fijemos k un entero positivo y un nimero real 0 < § < 1. Sean
(Q, #,P) un espacio de probabilidad, ¥ un k-semianillo en Q con ¥ C %, 2 una particion finita
de Q subconjunto de ¥ y X € L*(Q, Z,P) con la propiedad || X —E(X|2)|s > §. Entonces existe
un refinamiento de 2, Z, que también es un subconjunto de X, es tal que |Z| < |2|(k+1) y
satisface
IB(X|%) — E(X|2)]l2 > 6

DEMOSTRACION. Supongamos que 2 = {Aj,...,A,} es una particién finita de Q tal que
|2| = n para algin entero positivo n y 2 C X. La hipétesis | X — E(X|2)|s > 0 garantiza la
existencia de un conjunto S € ¥ que cumple

(10) ‘/S(X—E(XL,@))dIP’ >4,

Notemos que la integral anterior es distinta de cero, por lo que S no es un conjunto nulo, en
particular, S # @. De modo que, al ser 2 una particién, existe un subconjunto no vacio I de
[n] tal que, para cada i € I, SN A; # @. Sin perder generlidad podemos considerar a I como el
subconjunto de [n] de cardinalidad mdxima con la propiedad anterior. La propiedad (P3) en la
Definicién asegura que para cada i € I, existen un entero ¢; € [k] y conjuntos R}, ..., R@i ex
ajenos por pares tales que 4; \ S = Rj U---U R . Definamos

Z:={SNA;|iel}U{A;|ie[n]\I}U <U{R§ |je [m})
il
Para ver que Z es una particion de ) note que cada A; # @ porque £ es una particiéon. Luego,
SN A; # @ para cada i € I por construcciéon de I. A su vez, cada elemento de la forma Rj- €s no
vacio. Es decir, Z es una familia de conjuntos no vacios. Los elementos de & son ajenos dos a dos,
pues, al ser los elementos de 2 ajenos por pares, tenemos (SNA;)NA; =@ paraie I, je [n]\I.
Notemos también que para i € I y j € [{;] se cumple R;- C A;\ S, por lo que R; N(A;NS) =g
ademas, si k € [n] es distinto de i, RS N Ay = @ y R: N (A, NS) = @. Consecuentemente, los
elementos de & son ajenos dos a dos (Definicién [1.11] (a)). Para verificar que la unién de Z es
Q (Definicién m (b)), basta recordar que Ule R;- = A; \ S para i € I, de manera que, como
U2=ay
A=A\ S)uAns) cl 2,

tenemos | JZ = . Por ende, Z es una particién de €.

Ahora, notemos que 4; € Z C o(Z#) siempre que i € [n] \ I. Para i € I podemos descomponer
A; como la unién de los dos conjuntos (SN A;) y 4;,\ S = (U§:1 RY), los cuales pertenecen a
o(Z%), Es decir, A; € 0(Z) para i € I. Por lo tanto, 2 C o(Z#). Consecuentemente, o(Z2) C o(Z);
equivalentemente, Z es un refinamiento de 2 por la Observacién [1.14

Afirmamos que la cardinalidad de Z estd acotada por |2|(k+1). En efecto, al ser {SNA; |i€ I}y
{4; | i € [n]\ I} conjuntos ajenos, tenemos que la cardinalidad de {SNA, |i € I}U{A; | i € [n]\I}
es |Z2|. Por otro lado, para i € I sucede que ¢; < k. Es decir, el conjunto {R; | 7 € [¢;]} contiene a
lo més k elementos. Ademds, como I C [n], |I| < |2|. En consecuencia,

|UHBL ke 1)} < |21k

jel
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Entonces |Z| < |2| + |2| k, como queriamos mostrar. Por otro lado, también se satisface que
% C X, pues 2 C X por hipétesis, {SNA; [i € I} CXy U {R | k €[]} € X por la segunda
y tercera propiedad de un k-semianillo, respectivamente.

Observemos que S = (U, 4;) NS = U,c;(A; N S). Por consiguiente, S € o(%Z). Se sigue,
por una propiedad de la variable aleatoria E(X|%) (Definicién (#i1)),

[3 E(X|%)dP = /S XdP.

Aplicando este ultimo hecho a , la desigualdad de Jensen y la propiedad de monotonia de las
normas (Proposicién |A.50]), obtenemos lo siguiente:

6 <| [ (ECXI®) — ECx|2))de] < [ECEI®) ~ E(X|2)lh < [E(X|#) ~ E(X| )]

Asi, Z es el refinamiento buscado. a

Para exhibir la relacién entre nuestros tres lemas previos al resultado principal (Lema [1.29]
Lema y Lema y el lema de regularidad de Szemerédi [Sze75a], seguiremos la generaliza-
ci6n abstracta de Bollobds y Nikiforov [BINOS8| del lema de regularidad, pues sus definiciones son
cercanas a las utilizadas en la demostracion original del lema de Szemerédi. Primero recordemos
la definicién, en probabilidad, de densidad entre dos eventos, andloga al concepto de densidad de

aristas de una grafica. La siguiente definicién es debida a Bollobds y Nikiforov [BNOS| p. 222].
DEFINICION 1.30. Sea (Q, #,P) un espacio de probabilidad. Para cada A,V € F definimos
P(ANV)
d(AV) = ———=~
( ? ) ]P)(V) 9

siP(V)>0yd(AV):=0s P(V)=0.

El concepto de indice de una particion del conjunto de vértices de una gréfica, introducido por
Szemerédi [SzeT5b], es clave en la demostracién original del lema de regularidad. Posteriormente
este concepto fue generalizado por Bollobds y Nikiforov [BNOS| p. 231], expuesto a continuacién.

DEFINICION 1.31. Fijemos un entero positivo k. Sean (0, % ,P) un espacio de probabilidad,
< C.F un k-semianillo, & C . una particion finita de Q y A € F. Definimos el indice de &
con respecto a A como

, 2
inds =Y P(P)- (d(A,P))".
pPez

Una observacion relevante en la demostracion original del lema de regularidad es que el indice
de una particién siempre estd acotado.

OBSERVACION 1.32. Fijemos un entero positivo k. Sean (Q, % ,P) un espacio de probabilidad,
& CF un k-semianillo, & C .7 una particion finita de Q) y A € F. Entonces

inda P2 < 1.

DEMOSTRACION. Supongamos que se satisfacen las hipétesis del teorema. Entonces

. 2 P(AN P)P(P)
imda2? = > P(P)(d(A,P)" < Y —wp) =P(4) <1,
Pe Pep
P(P)>0
donde usamos que el hecho d(A4, P) < 1 implica (d(4, P))2 < d(A, P) para todo P € Z. O

El argumento estandar en la prueba del lema de regularidad de Szemerédi es que, dada una
particion & de un conjunto no vacio 2, el indice de cualquier refinamiento, 2, de & siempre
incrementa o es igual. La generalizacién, de graficas a espacios de probabilidad, se encuentra en el
siguiente lema, también debido a Bollobas y Nikiforov [BNOS| p. 231].
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LEMA 1.33. Sean k un entero positivo, (,.7%,P) un espacio de probabilidad y &/ un k-
semianillo con ¥ C F. Supongamos que 22 y 2 son dos particiones finitas de  tales que 2
es un refinamiento de &. Entonces para cada A € F se cumple indy 2 > inda L.

DEMOSTRACION. La demostracién puede consultarse en [BNOS| p. 232]. O

En términos informales, el siguiente lema nos dice que la ausencia de regularidad implica la
existencia de un refinamiento con un incremento significativo en su indice.

LEMA 1.34. Fijemos un entero positivo k. Sea 0 < ¢ < 1 y . un k-semianillo. Si & es
una particion finita de Q tal que & C S y A € F no es e-reqular en &P, entonces existe un
refinamiento finito 2 de & con las propiedades 2 C .7 y

inds 2 > inds P + *.
DEMOSTRACION. De igual manera, la prueba puede consultarse en [BINOS8| p. 234]. O

Un esbozo, informal, de la demostraciéon original del lema de regularidad de Szemerédi es
aprovechar el incremento de indices del Lema y utilizar la cota del indice de una particién
(Observacién para asegurar que no podemos continuar refinando una particiéon indefinida-
mente y tener, al mismo tiempo, ausencia de regularidad.

Para poder “regularizar” una variable aleatoria en el espacio L?, Tao [Tao06] introduce una versiéon
analoga al concepto de indice de una particién mediante o-dlgebras, y llama energia a esta nueva
version.

DEFINICION 1.35. Sea (Q,.%,P) un espacio de probabilidad. Dada una variable aleatoria X €
L2(Q,.7,P), para cualquier o-dlgebra ¢ C %, definimos la energia de ¢, £(Y), como

£(9) = |EX|9)]3-

El siguiente ejemplo exhibe la relacién entre el indice de una particion &2 del conjunto de
vértices de una grafica y la energia de la o-dlgebra generada por &, o(Z).

EJEMPLO 1.36. Fijemos un entero positivo n. Consideremos el espacio de probabilidad discreto
([n)?, 2(In]?),P). Sea G = ([n], E) una grdfica y & una particién de [n]. Entonces

E(o(P%) = |E(15] 2?3 = indp(P?).

DEMOSTRACION. Sean n,p dos enteros positivos, G = ([n], E)) una graficay & = {P,..., P,}
una particién de [n] de cardinalidad p.
Al considerar el espacio de probabilidad discreto ([n]?, 22([n]?),P), cualquier subconjunto de [n]
es un evento en nuestro espacio de probabilidad; en particular, E € £ (|n]?). Ya sabemos que 22
es, en efecto, una particién de [n]? (Observacién . Ademas,

2

(11) E(1p|2%) = E(1g|P;, x P,,) en cada P, x P;, € 2* con iy,is € [p],
como asegura el Ejemplo Luego, para cualesquiera iy, s € [p],
1
E(1g|P;, x P;,))= —————E(1lg-1p_«p
( E| 1>< 2) P(Pilxpi2) ( E PL1><P12)
(12) X

B mP(Eﬂ (P, x P,)) = d(E, P, X P,).

Por un lado,

H]E(]lEL@Q)H%:/(E(]IEL@Q))Qd]P’: 3 /P (E(15]2%))%aP,
[p] 7 i1 x Pra

i1,12€[p

4Nuestra particién &2 consiste de eventos de probabilidad positiva porque una particién es una familia de
conjuntos no vacios y P es, en este caso, una medida de probabilidad uniforme.
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donde en la tltima igualdad usamos que 9?2 es una particién de [n]?, junto con el Teorema
Por otro lado, dado que IE(]lEL@Q) es constante en cada P;, x P,, € &2 por , y por la igualdad
en ([12)), respectivamente,

IE(1p|2%) 3= Y PB(P, x P,)(E(1p|P, x P,))

i1,12€[p]

= Z P(ljll X PiQ)(d(E7Pi1 X Pi2))2,

i1,12€[p]

Por lo tanto,
|E(1g|22%)|5 = indp(2?).
O

Observemos que el primer lema previo a nuestro teorema principal (Lema es el analogo, en
probabilidad, al argumento de incremento de energia de un refinamiento de una particién (Lema
1.33)). Es decir, el Lema asegura la existencia de un refinamiento 4 con un incremento de
energfa significativo. Nuestro siguiente lema es similar al Lema [[.29] salvo que esta vez tenemos
la opcién de detenernos en algin momento (parte (b) del Lema [1.37)), y esta parte es mostrada
mediante martingalas, en términos exactos, la parte (b) del Lema|1.37]se debe a la desigualdad de
Ricard y Xu [RX™T16| que concierne a una sucesién de diferencias de martingala.

LEMA 1.37 (Segundo lema). Fijemos un entero positivo k y ndmeros reales 0 < 0,0 < 1.
Denotemos

(13) 0= m |

Sea (Q,.F,P) un espacio de probabilidad y (X;) una sucesion creciente de k-semianillos en
con ¥; C F para cada i € N. Ademds, sean m € N y & una particion de Q con & C ¥, y
| 2| < (k+1)™. Entonces para cada variable aleatoria X € L*(Q, 7, P) existe j € {m,...,m+n}
y un refinamiento 2 de & con 2 C%; y|2| < (k+1)7, y es tal que

(a) |E(X|2) - E(X|Z)|2 >0, 0

(b) [E(X|2) —E(X[Z)[l2 <0 y [ X - E(X|2)|z,,, <9

Terence Tao prueba el Lema con un argumento de incremento de energia [Tao06, p. 19],
distinto a nuestro argumento con sucesiones de diferencias de martingala. A su vez, el argumento
de incremento de energia es andlogo al argumento de incremento de indice de una particién escrito
originalmente por Szemerédi [Sze75al p. 4]. En el fondo, lo que nos dice la parte (a) del Lemam
es que un refinamiento de & implica un incremento de energia, mientras que la parte (b) asegura
que si £ es un refinamiento finito de & con la propiedad de que E(X|2) es cercana a E(X|Z),
entonces automéaticamente E(X|2) estd cerca de X. La cardinalidad de 2 depende directamente
de qué tan cerca queremos estar de X y qué tan cerca queremos que estén E(X|2) y E(X|2).

DEMOSTRACION DEL LEMA [1.37l Supongamos que la parte (a) no se satisface. Esto es equi-
valente a decir que

H(1) para cada j € {m,...,m + n}, para cada refinamiento 2 de &7, con 2 C 3, y |2| <
(k +1)7, sucede que |E(X|2) —E(X|2)|2 < 0.

Usaremos H(1) para mostrar que la parte (b) se satisface. Argumentando por contradiccién, supon-
gamos que (b) no se satisface. Sean j € {m,...,m + n} arbitraria y 2 un refinamiento de & con
2C 3,y |2 < (k+1)7. Observemos que la hipétesis H(1) y el supuesto de que (b) no se satisface
implican que || X — E(X|2)||g,,, > J. Puesto que (X;) es una sucesién creciente, 2 C ¥;,;. Por
el lema previo existe % un refinamiento de 2 con Z C X1y |2| <|2|(k+1) < (k+1)7T! yes
tal que |E(X|Z) — E(X|2)||2 > 4. Por la arbitrariedad de j € {m,...,m 4+ n} obtenemos que
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H(2) para cada j € {m,...,m + n}, para cada refinamiento 2 de & con 2 C ¥, y |2| <
(k + 1)7 existe un refinamiento 2 de 2 con Z C £,41 v |Z] < (k+ 1)7T1, que satisface
IE(X|2) — E(X|2)]|2 > 0.

A manera de ilustrar el siguiente paso recursivo apliquemos la hipdtesis (H2) al caso j = m. Ya que
Z es un refinamiento de & con £ C %, y |#| < (k+1)™, H(2) nos dice que existe un refinamiento
de 2, al que ahora denotamos por Z;, que cumple que &} C ¥,,11 v | 21| < (k+ 1)™HL; a su
vez se satisface que ||E(X|Z1) — E(X|2)|2 > 0.

Es asi como, recursivamente y usando la hipétesis H(2), obtenemos una sucesién finita de particiones
de © comenzando con la particién Py = & tales que para cada i € [n] tenemos que

(P1) &; es un refinamiento de ;1
(P2) i C Yy y |2l < (k+1)"Hy
(P3) |E(X|Z) — E(X|Zi-1)|l2 > 6.

Se sigue, en particular, que (o(4;))"_, es una sucesién creciente de sub-o-algebras finitas de 7.

Defina la variable Z := X — E(X|Z?). Puesto que Z es una combinacién lineal de variables
aleatorias en L?(2,.#,P), Z pertenece al espacio vectorial L?(Q,.Z,P). Méas atin, por la monotonia
de las normas (Proposicién , sucede que Z € L'(Q,.7,P). Consecuentemente, la sucesion
finita E(Z| %), ...,E(Z|Z,) es una martingala finita, pues es una martingala de la esperanza
condicional (Ejemplo ya que (0(Z%))", es una sucesion creciente de sub-o-algebras. Para
la martingala construida considere su sucesién de diferencias de martingala (d;)?_,. De manera
que, por linealidad de la esperanza condicional (Proposicién y dado que £y C &; para todo
i € [n], en virtud de la Proposiciéon

di = E(Z|2:) — E(Z|Pi-1)
= (E(X|2) ~ E(X|#0)) ~ (E(X| 2 1) ~ B(X|2))
=E(X|Z;) — E(X|2;-1),

para cada i € [n]. También, notemos que dy := E(Z|Zy) = 0. A su vez, de la propiedad (P3)
expuesta en esta demostracion, ||d;||2 > 0 para cualquier ¢ € [n]. Esto ultimo implica:

n n
nd® = "0 <> |dil3.
i=1 i=1
De aqui obtenemos

n 1/2
w25 < (S ldili3)
i=0
Por otro lado, de la definicién de n,
o< n'/2s.

De manera que, juntando las dos desigualdades previas,

o< (Slal)”.
1=0

Finalmente, para concluir la cadena de desigualdades, hacemos uso de nuestra desigualdad principal
(Proposicién [B.16]) en lo anterior para mostrar que

(14) o <[> dill, = IE(X|2,) — E(X|20)|l2.

=0

Sin embargo, por las propiedades (P1) y (P2) de esta demostracién, vemos que &2, es un
refinamiento de & con &, C P40 y | Pn| < (k+ 1)™t". Por lo tanto, por (H1), |E(X|Z,) —
E(x|Z2)|2 < o, lo que contradice (I4). Esto concluye con la demostracion. O
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LEMA 1.38 (Tercer lema). Fijemos un entero positivo k, un nimero real 0 < o < 1, y H :
N — R una funcién de crecimiento. Sea L = [o~2]|. Definimos recursivamente una sucesién (n;)
mediante la regla

(15) {"0 =0,

Nit1 = N; + (U2H(ni)2“ .

Sea (Q, . F,P) un espacio de probabilidad y (X;) una sucesion creciente de k-semianillos en
con ¥; C . para cada i € N. Finalmente, sea X una variable aleatoria en L?*(Q,.7,P) tal que
| X2 < 1. Entonces existen dos enteros j € {0,...,L —1}, J € {n;,...,nj11} y dos particiones,
Py 2, de ) con las siguientes propiedades:

(i) P CEn, y2C %y,
(it) | 2| < (k+1)" y 2] < (k+1)7,
(iii) 2 es un refinamiento de 2,
(iv) |E(X|2) - EX|2)|l2 <0y |X - E(X|2)|s,., < 1/H(ny).

La demostracién del Lema [1.38] es similar a la demostracién del Lema procediendo por
contradiccion. Concretamente, aplicamos el Lema[1.37 recursivamente para obtener una martingala
finita, posteriormente obtenemos una sucesién de diferencias de martingala y aplicamos nuestra
desigualdad principal (Proposicién para llegar a la contradiccién buscada.

DEMOSTRACION DEL LEMA [[.38 Suponga que el lema es falso. Es decir, una vez establecidas
las hipdtesis del presente lema, para una variable aleatoria con las condiciones ya mencionadas,
para cualesquiera enteros j € {0,...,L—1}, J € {nj,...,nj41} y particiones & y 2, no se cumple
al menos una de las condiciones (), (i7), (#i¢) o (iv). Sabemos que, en particular, el lema no se
cumple para los nimeros naturales j = 0y Jy = no = 0 (en este caso coinciden). Luego, puesto que
H es una funcién de crecimiento, 1 < H(ng), por lo que, para &y := H(ng) !, se cumple 0 < §p < 1.
Hasta el momento los niimeros k € Z~g, 0 < dg,0 < 1 estan dados. Defina también

_[z
Mo = 58 .

Observe que contamos con las hipdtesis necesarias para poder aplicar el Lema [I.37] Para aplicarlo,
considere nuevamente el nimero natural ng y la particién trivial £y = {Q} contenida en 3y, con
|P| < (k+ 1)0.

Entonces, dado que ng+pg = nq, el Lemaasegura la existencia de un niimero J; € {ng,...,n;}
y 1 un refinamiento de &, con &, C X, y cardinalidad acotada por |2| < (k + 1)7t, que
satisface

(a) [E(X[21) = E(X[Z0)]l2 > 0, 0

(b) IE(X|21) —E(X|Z0)ll2 <oy [X —E(X[Z1)]5,,, < do-

i+l
Hemos mostrado que para j = 0, J; € {ng,...n1}, las particiones &y y &, satisfacen (3), (i) y
(#i7) del presente lema. Como estamos asumiendo que el lema es falso, deducimos que (iv) no se
satisface. Entonces la condicién (b) no se satisface. En consecuencia, (a) se satisface.

Antes de proceder mediante un argumento recursivo, hacemos hincapié sobre el siguiente paso.
Note que J; < n1 y que, al ser (X;) una sucesién creciente de k-semianillos, 2y C X, v || <

(k4+1)™. Consecuentemente, un razonamiento andlogo nos da un ntimero natural J, € {n,...,na},
P un refinamiento de &1 con Py C ¥, v | Po| < (k +1)72 tal que

(16) |E(X]22) — E(X]|21)|s,,., > o

Asi, recursivamente y usando el Lema seleccionamos una sucesién finita de nimeros Jy, ..., Jy, €
N, una sucesién finita P, ..., P de particiones en 2 tales que para cada i € [L] tenemos:

1. J; € {ni,h . ,ni},
2. Z; es un refinamiento de &;_1,
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3. P, C %y con || < (k+1)iy

De manera similar a la demostracién del Lema observemos que (0(2;))E, es una sucesién
creciente de sub-o-dlgebras finitas de .%.

Es un hecho que la sucesién finita E(X|Z), ..., E(X|ZL) es una martingala, cominmente cono-
cida como martingala de la esperanza condicional (Ejemplo . Consideremos la sucesion finita
de diferencias de martingala asociada (d;)E .

Por la propiedad 4, se satisface ||d;||2 > o para cualquier ¢ € [L]. De modo que

L
oL <Y |ld;[3-
=0

Esto implica una desigualdad relevante, a saber,

L 1/2
(17) oLV < (Daill3)
1=0

Por otro lado, de la definicién de L, =2 < L. En consecuencia,
(18) 1<oL'/?
De esta ultima desigualdad junto con ,

1< (indiné)m.
1=0

Y de la Proposicién [B:16]

L N\ 1/2 L
1< (Xaall3) < 11 dill, = IECX |20
1=0 =0

Por tltimo, como la esperanza condicional es una contraccién en L? (Teorema y por el hecho
I X2 < 1, deducimos

L<|[[E(X|Z2L)]]2 < | X|l2 < 1.

Contradicciéon que concluye con la demostracion. O

Notemos que en el Lema[I.38| describimos el exponente en la cota de la cardinalidad de la parti-
cién obtenida. Tal exponente depende de una funcién de crecimiento, F', del error de aproximacion,
o,y de una sucesiéon de nimeros naturales, (n;). Es por ello que es relevante detenernos en definir
este exponente como Reg(o, F'). En palabras, Reg(o, F') dicta en a lo més cudntos pasos tendremos
una aproximacién, menor a ¢, a una variable aleatoria en L2. Esta aproximacién depende de qué
tan rapido queremos aproximarnos con nuestra funcién F' y con qué precisién, dada por o.

NOTACION 1.39. Para cada 0 < 0 < 1 y cada funcién de crecimiento F : N — N, considere la
sucesion (n;) definida como

no = Oa
Nig1 =N + [UQFO(ni+2) (O)Q'I )

Con la finalidad de establecer una notacion mds sencilla, demotemos por r al nimero natural

(19) r= {012-‘ -1

Definimos
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4.3. Resultado principal.

TEOREMA 1.40. Fijemos un entero positivo k, y un nimero real 0 < o < 1. Sean (Q2,.7,P)
un espacio de probabilidad, () una sucesion creciente de k-semianillos en Q con %, C F para
cada i € N. Sean, también, F : N — N una funcion de crecimiento y X una variable aleatoria en
L3(Q, Z,P) con la propiedad | X||2 < 1. Entonces existen

(T1) un nimero natural N € N que satisface N < Reg(o, F),
(T2) una particion P de Q con P C In y |2 < (k+ 1)V, y
(T3) un refinamiento finito 2 de &, con 2 C .¥; para alguna i > N

que cumple que, al definir X = Xt + Xepr + Xung, donde
(20) X@st:E(XL@)v X&T’I":E(X‘Q)iE(X“@) Y Xunf:X*E(XF@)a
tenemos las estimaciones

1
(21) [ Xerrll2 < 0y | Xungll.# < )’

para cada i € {0,...,F(N)}.

DEMOSTRACION. Supongamos que se satisfacen las hipétesis del presente teorema. Definamos,
para cada i € N,
m,; := F°(0).
La Observacion muestra que F°/(0) < F (F°/(0)) para cualquier ¢ € N, por lo que (m;) es
una sucesion creciente. Definamos también una sucesién de semianillos (¥;) como
Ei = <Eﬂrniv

para cada ¢ € N. Dado que (m;) y (%;) son sucesiones crecientes de nimeros reales y de k-
semianillos, respectivamente, entonces (X;) es una sucesion creciente de k-semianillos de 2, con la
propiedad 3; C % para todo ntimero natural i.

Consideremos la funcién H : N — N definida mediante la regla H(n) = F°("+2)(0). El Ejemplo
afirma que H es una funcién de crecimiento. Dados los niimeros ya fijos k, o, la funcion de
crecimiento H y la sucesion (;), considere el entero L = [672] y la sucesién (n;) definida como

ng = 07
Ni+1 =Ny + {02H(Tli)2-‘ .

Observemos que las condiciones estdn establecidas para aplicar el Lema [I.38] a lo anterior. En
consecuencia, existen nimeros enteros j € {0,...,L—1}, J € {n;,...,n;j41}, y particiones finitas,
Py 2, de Q que cumplen las siguientes condiciones:

(1) f@gznﬁ Qg EJa
(ii) 2] < (k+1)", 2| < (k+1)7,
ii)

)

(iii) 2 es un refinamiento de &,

(iv) [E(X]2) —E(X[Z)]2 <oy [X —E(X[2)[5,,, <1/H(ny).
Denotemos
(22) N :=my,,; = F°"(0),

por lo que %, = .. Como la notacién lo sugiere, afirmamos que N, & y 2 son los buscados.
Debido a que j < L — 1y (n;) es una sucesién creciente, n; < np_q = n,, con r = [(Fﬂ — 1.
Puesto que (m;) es una sucesién creciente,

N = F°"(0) < F°"(0) =: Reg(o, F).
Ademas, ya que F es una funcién de crecimiento,

njgnj—l—lgF‘mf(O):N.
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Esto implica, de la parte (ii), | 2| < (k+1)" y, de la parte (i) junto con la observacién %,,, = #y,
P C Sn. Consecuentemente, N y & satisfacen las condiciones (T1) y (T2) en el enunciado del
presente teorema. Finalmente, por la parte (iii), ya sabemos que 2 es un refinamiento de 2.
Ademaés, 2 C . para algin niimero natural ¢ mayor o igual a N, a saber, para el nimero natural
my, yaque 2 C Y; =7, y N <my porque n; < J.

Sea X = Xegt + Xerr + Xuns, donde

Xest = E(X|2), Xorr = E(X|2) —E(X|2) y Xunt = X — E(X]2).
De la parte (iv) en esta demostracion,
(23) [Xerell2 = [E(X|2) — E(X[|2)]|2 < 0.
Para acotar la norma de X, notemos que n; + 1 < J + 1. Por consiguiente,
F(N)=F(F°"(0)) = mp;+1 <mjy1.
De modo que
yF(N) g '—77RJ+1 = EJ+1'

Por lo tanto, también de la parte (iv) en esta demostracién, para cada ndmero natural i €
{0,...,F(N)}, tenemos

1 1 1
< = <

IXunell, = 11X ~ E(X|2)ll7, < IX = BXI D)0 < 505 = T

Convengamos en la siguiente notacion.

NOTACION 1.41. Para cada entero positivo k, cada 0 < o < 1 y cada funcién de crecimiento
F : N — N definimos

(24) Red (k,0,F) = (k + 1)1?569(0»F’)7

donde F' : N — N estd definida por la regla F'(n) = F((k+1)"™) para cada n € N. El Ejemplo
asequra que F' es, en efecto, una funcién de crecimiento.

Necesitaremos una ligera modificacién del Teorema [I.40| para demostrar el lema de regularidad
de Szemerédi.

COROLARIO 1.42 (Lema fuerte de regularidad, versién probabilista). Supongamos que tenemos
un entero positivo k, un numero real 0 < o < 1 y una funcion de crecimiento F' : N — N. Sean
(Q,.Z,P) un espacio de probabilidad y . un k-semianillo en Q con . C F. Finalmente, sea
X € L*(Q, Z,P) con || X||2 < 1. Entonces existen

(C1) un entero positivo M con M < Reg(k,o, F),
(C2) una particion & de Q con P C .7 y|P|=M, y
(C3) un refinamiento finito 2 de & con 2 C .

con la propiedad de que, escribiendo X = Xest + Xepr + Xuyng, donde
Xest =E(X|2), Xew =E(X|2) -E(X|Z) y Xuy=X-E(X|2),

tenemos las estimaciones 1

[Xerllz <oy ||Xunf||7 < .
(M)

DEMOSTRACION. Supongamos que las hipdtesis del Corolario estdn dadas. Considere la suce-
sién creciente, y constante, de k-semianillos (%) en 2. Aplicamos el Teorema a las hipotesis
establecidas, salvo que, en este caso, consideramos la funcién de crecimiento F’ : N — N con regla
F'(n) = F((k+1)"). Entonces, dicho teorema asegura la existencia de

(T1) un numero natural N € N tal que N < Reg(o, F'),
(T2) una particién &2 de Q con £ C .y | 2| < (k+ 1)V, y
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(T3) un refinamiento finito 2 de &, con £ C .¢¥

que cumple que, al definir X = Xegt + Xepr + Xunf, donde
(25) Xest = E(X|2), Xenw =E(X|2) -E(X|Z) v Xur=X—-E(X|2),

tenemos las estimaciones

1
26 X T S Xun S FrTy)
( ) || [S) ||2 9 y H ny F/(Z)
para cada i € {0,...,F'(N)}.
De la parte (T1) tenemos, siguiendo la definicién en ,

(k+ 1) < Reg'(k,0, F).

Luego, por (T2), |#| = M para alguna M € N acotada superiormente por Reg'(k, o, F), lo que
muestra las afirmaciones (C1) y (C2) del presente Corolario. Finalmente, como M < (k+1)N y F
es, en particular, una funcién creciente, se cumple F(M) < F((k+1)); es decir, F(M) < F'(N).
Ademés, N € {0,...,F'(N)} debido a que F’ es una funcién de crecimiento. En consecuencia, de
9.

X < 1 < L

H uany =~ F,(N) = F(M)7
como queriamos demostrar. 0

5. Prueba del lema de regularidad en su versién de la teoria de graficas

Volvamos ahora a la teorfa de graficas. Para formular el lema de regularidad de Szemerédi,
como ya se menciond en la introduccién, necesitamos de algunas definiciones.

DEFINICION 1.43. Supongamos que G = (V, E) es una grdfica. Sean S y T dos subconjuntos

de V. Definimos
eq(S,T) =H{uww e E|ue SveT}.

DEFINICION 1.44. Supongamos que G = (V, E) es una grdfica. Sean S, T subconjuntos de V.
Definimos la densidad de aristas entre S y T como
eg(S7 T)
dg(S,T) = ———=.

|1SIIT|

De igual manera recordemos la definicién de regularidad de una grafica.

DEFINICION 1.45 (Condicién de regularidad). Sean G wuna grifica bipartita con biparticion
{V1,Va} y € > 0. Decimos que G es e-regular si para cualesquiera Ay C Vi y Ay C Va con la
propiedad |A1| > €|Vi| y |Aa| > €|Va| se satisface

|de (A1, As) — da(Vi, Va)| < e.

No obstante, Tao [Tao06] y Lovasz [Lov12] utilizan una definicién esencialmente equivalente,
la de homogeneidad de una gréfica.

DEFINICION 1.46. Sean G una grdfica bipartita con biparticién {V1,Va} y € > 0. Decimos que
G es e-homogénea si para cualesquiera A1 C Vi y Ay C Vo se satisface

lec(Ar, Az) — da(Vi, Vo) |Ar| |Ao] | < e|VA||Val,

Veamos que las condiciones de ser homogénea o regular en una grafica son esencialmente
equivalentes.

PROPOSICION 1.47. Sean G = (V, E) una grdfica bipartita con biparticion {Vi,Va} y0 < e < 1.
Entonces

(a) Si G es e-reqular, entonces G es e-homogénea.
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(b) Si G es €3-homogénea, entonces G es e-reqular.

DEMOSTRACION. (a): Supongamos que G es e-regular. Sean A; C V;y Ay C Va. Si|Aq| > €| V4]
y |Aa] > €|Va|, entonces, por hipétesis,

lec (A1, Az) — da(Vi, Va) [Ar] |Ao] | < €] Ar|[Az] < €[Va| [V,

pues [A;] < [Vi] y |Aa| < [Val.
Supongamos ahora que se satisface al menos una de las condiciones: |A1] < €|Vi] o |Az2| < €|Val.
Como |A1| < V1| ¥ |Aa| < V2|, entonces |A1] |Az] < €]|Vh]|Vz]. De modo que

da(Vi,Va) [A1||A2| < €-eq(V1, Va).
Luego, puesto que 0 < ¢ < 1, e-eg(A1, A2) < eq(A1, A2) implica —eg (A1, Az) < —€-eq(A1, As).
Por un lado,
da(V1,Va) |A1||Az| — eq(A1, A2) < e-eq(Vi,V2) —€-eq(Ar, Az)
= e(eg(Vl, Vg) — (:’G(Al, AQ))
<e-eq(Vi, Vo)
<eW|Vs].

Por otro lado,

Ay, Ag) [Va| [Val — e (Vi, Va) | Aq] | A
eG(AlaAQ)_dG(V17‘/2)‘A1||A2‘:BG( 1 2)| 1H 2| eG( 1 2)| 1H 2|

Vil Val
< ea(Ar, Ao) (Vi [Va — [As][A2])
B Vil [Val
PRANCINANE
B Vil |Val
= e|V1||Va].

Por lo tanto,
lec(Ar, A2) — da(Vi, Vo) [Ar| |Ao] | < €|V [Val.
Es decir, G es e-homogénea.

(b): Supongamos que G es e3-homogénea. Sean A; C Vi y Ay C Vs tales que € |Vy| < |4y y
€|Va| < |Az|. Entonces

lec (A1, Az) — da(Vi, Vo) [Ai]|As| | < € [Vi][Vo| = € e|Vi] - €|Va]
S €|A1| |A2|a

como queriamos demostrar. O

Haremos uso del concepto de particiones equitables.

DEFINICION 1.48. Sean € > 0, p un entero positivo y (2, 7 ,P) un espacio de probabilidad.
Supongamos que & = {Py,...,P,} es una particion finita, de cardinalidad p + 1, de Q tal que
P C F. Decimos que & es e-equitable si P(Py) <e yP(P) =---=P(P,) <e.

NOTACION 1.49. Sea G = (V, E) una grifica. Supongamos que Vi,Va C V' son subconjuntos
ajenos. Denotamos
G[Vl, VQ] = (‘/1 U ‘/2, EN (Vl X ‘/é))

a la grifica bipartita inducida por Vi, Vs.

El Corolario implica algunas versiones del lema de regularidad de Szemerédi. Entre ellas,
se encuentra el lema para graficas bipartitas demostrado por Terence Tao en 2006 en el articulo
[Tao06], donde Tao utiliza argumentos probabilisticos para su demostracién. En esta tesis demos-
traremos la siguiente versién del lema de regularidad de Szemerédi que atane a cualquier gréfica,
cercana a la versién original [Sze75a]. Nuestra demostracién estd basada en la demostracién de
Terence Tao [Tao06] del lema de regularidad para gréficas bipartitas a partir del lema fuerte de
regularidad en su versién probabilista.
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TEOREMA 1.50 (Lema de regularidad de Szemerédi, version casi original). Para cada 0 < e <1
existe un nimero natural N(e) con la propiedad de que si G = (V, E) es una grdfica de orden
n € Zxn(e), entonces existe una particion I = {Vo,Vi,...,V,} de V, con 1/e < q < N(e), que
satisface simultdneamente las siquientes propiedades:

(i) (Conjunto excepcional) |Vpy| < en.
(ii) (Particion uniforme) |V1| = --- = |V,].
(iii) (Regularidad) Cualesquiera i,j € [q] con i # j, salvo una cantidad eq* de pares (i,7),
satisfacen que la grdfica bipartita G[V;, V;] es e-homogénea.

El siguiente lema serd 1til en la demostracion del Teorema |1.50

LEMA 1.51. Sean 0 < € < 1, F una funcion de crecimiento y n un entero positivo con la
propiedad

(1+¢€)22

n > . =: N(e).

Consideremos el espacio de probabilidad discreto ([n], Z([n]),P). Supongamos que & es una par-

ticion finita de [n]? de cardinalidad M < Reg (4, S(Efifs),F) y es tal que & C X, donde

Sg={SxT|SCn,TCn]conSNT=20S5=T}

Entonces existen un entero positivo ¢ y 7 = {Vy, Vi,...Vy} una particion e-equitable de [n], de
cardinalidad | 7| = q+ 1, con 22" /e < q < N(e). Ademds, T cumple

en
(1+ €)22" J ’

y, para cualesquiera i,j € [g]U {0}, V; x V; C P para algin P € Z.

Vol Sen, Vil=-o- =V = |

La demostracion del Lema [1.51| puede encontrarse enseguida de la demostraciéon del Teorema
1100l

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [LL50l Sea 0 < e < 1. Definamos una funcién F : N — N
mediante la regla

(1 4 6)2(22n+2)2_‘
€3 ’

(27) F(n) = [

para n € N. El Ejemplo [[.23] asegura que F es una funcién de crecimiento. Definamos

Reg’ (4, si’fe) ,F)
1 22
N(e) := (L+¢)

€

Sean n un entero positivo con la propiedad n > N(e) y G = (V, E) una grifica de orden n. Sin
perder generalidad, supongamos que el conjunto de vértices de G es V' = [n]. Aplicamos el Corolario

E3

a la funcién de crecimiento F' : N — N dada por , o= 8(1715)7 el espacio de probabilidad
discreto ([n)?, 2([n]?),P), el 4-semianillo

Yo ={SxT|SCn],TCnjcon SNT=00S=T}
y la variable aleatoria X = 1p. Entonces el Corolario afirma que existen

) B(1Fe)’
(b) una particién & de [n]? con Z C¥ny | 2| = M;y
(¢) un refinamiento finito, 2, de &, con £ C Y0, y tales que satisfacen las estimaciones

(a) un entero positivo M con M < Reg’ (4 e/ F);

3/2

(28) [E(1p]2) —E(1e|2)|2 < TiF)
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y
(29 s~ B(15|2)lns < s < o
E E o = F(M) = (1+€)2(22M+2)2”
donde
g — E(15]2)|sy = Sup{‘ / 1p —E(1|2)dP|: S x T ¢ ED}.
SxT
Sea & = {P,..., Py} la particién de [n]? del inciso (b) y notemos la desigualdad que satisface

M en el inciso (a). Entonces el Lema m garantiza la existencia de un entero positivo ¢ y una
particién e-equitable, 7 = {Vb, V1,...,V,}, de [n], de cardinalidad |7| = ¢ + 1. M4s atn,

n

Vol <en, |Vi|=---=1|V,| = {7J

Vol < en, Vil Vil = a7
con J :=2M /ey J<q.
Ahora, fijemos ji,j2 € [g] con ji # js. Consideremos la grafica bipartita inducida G[V},,V},] :=
(V;, UV}, EN(V}, xVj,)). Primero mostraremos que G[V}, , V},] es e-homogénea; esto es, queremos
mostrar

‘eG(AlvAQ) - dG(‘/jlv‘/Jé) |A1| |A2| ’ <e ‘V71| |‘/j2| )

para cualesquiera A; C Vj,, Ay C Vj,. Es decir, buscamos que se cumpla

En(V: xV; 2
_| (Jl J2)|‘A1><A2|§6 77/22’
[Viy x V| (1+¢€)2J
para cualesquiera A; C Vj, y Ay C Vj,. Para ello serd suficiente encontrar una cantidad d inde-
pendiente de A1, Ay (pero que depende de E, Vj},, Vj},) tal que

|E N (A1 X Ag)‘

2
“Eﬂ(Al XAQ)‘—CZ|A1XA2|’§6(

L
1+4¢€)2J2
Dividiendo entre |V x V| = n? podemos re-escribir lo anterior como
|Eﬂ(A1><A2)‘ —d|A1XA2| < €
|V x V]| VxV| |~ (1+¢€?2J%

Equivalentemente,
€

(1+4¢€)2J2’
pues P es la medida de probabilidad uniforme. Escribiendo la tltima desigualdad en términos de
esperanza se obtiene

IP(E N (Ay x Ag)) —d - P(A; x Ap)| <

€
[E(Len(a;x42)) = & E(La,xa,)] < ETE
Recordemos que 1gn(a, x4,) = 1ela, xa,, por ende,
€
IE(1pla,xa,) —d-E(La,xa,)| < Ax e

Finalmente, por linealidad de la esperanza,

€
E(lg —d)1 <
‘ (( E ) A1><A2)| — (1+6)2J2
Observemos que A; X Ay estd contenido en un sélo elemento de &?. Entonces podemos tomar
d :=E(1g|Z) en este elemento. Queremos mostrar entonces
€

E((1g —E(1g|£))1 <

| (( E ( E‘ )) A1><A2)| — (1+6)2J2
Demostracion de la afirmacion G[V;,,V;,] es e-homogénea:
Observemos que A1 N Ay = &, por lo que Ay X Ay € 3. De tenemos

63 €

< .
(1+€)2(22M+2)2 = §(1 + ¢)2.2

IE((1g — E(1p|2))1a,xa,)| <
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En consecuencia, para probar que G[V},, V},] es e-homogénea, es suficiente probar, por la desigual-
dad del triangulo y la desigualdad de Jensen,

€
_ ) ) <.
E(E(1p|2) - E(1p|2)| 1y, xv,,) < 8L+ )22

Recordemos que de (128]) tenemos

3
- 2) = - 2<
(30) B ([B(1512) - E(16l2)) = [E(L|2) - E16l 2)IB < o
Afirmamos que a lo mas para eq? pares de indices (i1,142) se satisface
2 e
(31) E ([E(L5|2) - Bl 2) 1y, xvi,) > g g

Recordemos, al ser 72 = {V;, x V;, | i1,42 € [¢] U {0}} una particiéon de [n]?,
q
> E([E(1512) - EQel ) 1y, xvi, ) = E (E(1£12) - E(15]12))°) .
i1,i2=0
Consecuentemente, si para mas de eq? pares de indices (iy,i2) se satisface ,

€2 e

>
82(1+€)2J2 = 82(1+ )2’

lo que contradice (30)). Por lo tanto, para cualquier par (iy,i2), salvo para eg? pares de indices
(i1,12), se cumple

E (|E(15]2) - EQsl2)) > eg* -

€2

< ——n——.

~ 82(1+¢€)2J?

Supongamos que (j1, j2) es un par de indices que satisface la desigualdad . Observemos, ademas,
que se cumple

(2) E (|E(1£]2) - E(16| ) v, xvs, )

Vi Vi, | 1
E(ly,xvi) = =5 < (1+e€)2J2

De la desigualdad de Cauchy-Schwartz (Proposicién ,

B (E(1512) ~ B2l 1y, c13,) < |/ ([E(1£12) ~ EA22) 1y, w15, ) (L, w1,

<\/ €2 . 1

=\ 821+ 22 (1+e2)2
€

8(1+ )22

Por consiguiente,

€
E (|E(1 —E(1 1y, )< .

Por ultimo, de la desigualdad del tridngulo, la desigualdad de Jensen (Teorema |A.43)), y dado que
AlgvjlyA2ngzv
[E((1p — E(1p|#))1a,xa,)| < [E((Lp — E(1p|2))14,x4,)| + E (|[E(L£|2) - E(1g|2)| Lv;, xv;,)
€ €
<
SR+ TR ¥
€
41 +¢€)2J2’

Concluimos que
|Eﬁ(A1 XA2)| _ |Eﬂ(‘/h X‘G2)| ] |A1 XA2|
[V x V]| [Vis X Vil V<V

41 +€)2J2

<t ()

En otras palabras,

[E N (Vi X Vi,

EN(A As)| —
" e N AL/

. |A1 X AQ‘

>~
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Definamos n

n n
= — = — Vi l.
T At eo h1+dJJ Gxa7 Vel
Observemos 0 < a < 1. De modo que
|E N (Vi x Vi)
Vs x Vi,

Consecuentemente, como |V}, | + o < 2|V}, |,

‘EQ(A1XA2)|7 |A1 XAQ‘

€
< (Wil + )’

En(V;, xV,,)
‘|Eﬂ(‘41 x A2)| - W ' |A1 x Aof| < 6“/}1|2 ZGH/J&' |‘/;2‘
J1 J2
Por lo tanto, G[Vj},,V},] es e-homogénea. O

DEMOSTRACION DEL LEMA [L.51] Fijemos un ntmero real 0 < € < 1, una funcién de creci-

miento F' : N — N y un entero positivo n > N (e). Supongamos que M es un entero positivo menor
o igual a Reg’ (4, 8(5%25), F), P = {Py,..., Py} esuna particién de [n]? de cardinalidad M y es tal
que & C ¥g. Para cada i € [M], P; es de la forma P, = S;; x S;,, donde se cumple S;,,S;, C [n],
Yy Si1 mSi2 =Jo0 57;1 = SiQ.

Para cada i € [M]y j € [2], definamos &2;, = {S;,, [n]\ S;, } si S, # [n] y P, = {Si,} si Si;, = [n].
Notemos que &;; es una particién de [n]. De manera que, por la Observacion podemos definir
una particién, %, de [n] como

#z= (1 2.
ie[M],j€[2]
Definamos también r := |Z|, y notemos r < 22™. Describamos a #Z como Z = {Ry,...,R.}. Es

« ez . ~ M
un hecho que podemos refinar a la particién &% en conjuntos de tamafo Lﬁj con J := 22" /e.
Para precisar esta afirmacion consideremos

o = {Rie%’:|R¢|2 MH”G)JJ} v B =R\ .

Para ver que & es un conjunto no vacio, supongamos que para todo R; € Z, con i € [r], se cumple

|R;| < {ﬁJ

Consecuentemente, como % es una particiéon de [n],

i n ne €
Sl e e
" Zy”<r(ufﬂ =T A reeM =14 ="

un absurdo. Por lo tanto, &7 es un conjunto no vacio.
Para cada i € [r] y R; € % existen tnicos ¢;, {; € Z>( con la propiedad

n n
R;| = \‘7J 4 éi, 0</4; < \‘7J .
Ril = | g7 )a+ b con 0= Y,
Denotemos, para cada i € [r], |R;| = v R; = {ni,... ,nﬁi}, donde, para k,j € [r;], suponemos

nﬁf < ng si k < j. Refinaremos, para cada i € [r], el elemento R; € Z como sigue. Definamos, para
cada i € [r] y para cada j € [q;],
qi

R} = {0 _q)| o jyrse-o )y Ry = Ri\ U R:.

At 7

Jj=1

Notemos que R} puede ser el conjunto vacfo y que su cardinalidad es |R6| = /;. Finalmente
definimos

K
— i
Vo = J R,
i=1
que también puede ser un conjunto vacio. Ademds, tenemos como una consecuencia inmediata,

€

- n
|VO|;€Z-<TL(1+6)JJ < 1+€n§en.
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Consecuentemente, al definir ¢ := Y77, g;, tenemos que F = {Vo} U{R} | i € [r],j € [gi]} es la
particién buscada, donde enfatizamos nuevamente que el conjunto Vy puede ser el conjunto vacio.
Por 1ltimo, verifiquemos que se satisface J = 92" /e < q. La prueba de esta ultima afirmacién es

por contradiccién. Supongamos ¢ < J. Entonces, como |Vp| < T
ngq{nJ+€ nJ+€n§n+€n:n,
(1+¢)J 1+e€ (1+¢)J 1+e 1+e 1+4e€

una contradiccién. Por lo tanto, J < g. O

n<JL



Capitulo 2

Elementos de la teoria de limites de graficas

Este segundo capitulo estd dedicado a mostrar los conceptos béasicos de la teoria de limites
de graficas. Esta exposicién esta basada mayoritariamente en el libro “Large networks and graph
limits” de Lészlé Lovasz [Lov12]. Aqui se exponen también las distintas nociones de métricas en
el espacio de graficas; entre ellas, la que mds destaca en el presente trabajo es la métrica de corte.
Ademas, desarrollamos la nocién de un grafén como un objeto limite de una sucesién de graficas
con numero de vértices creciente, y su relaciéon con graficas de la teoria tradicional. Por tltimo,
se da un esbozo de la demostracién del teorema de compacidad en el espacio de grafones, donde
citamos el lema de regularidad de Szemerédi, en su versiéon débil del drea de analisis, como una
herramienta dentro de la prueba.

Aprovecho este espacio para agradecer a Pablo Hernandez Hernandez y a Santiago Guzmén Pro
por permitirme discutir con ellos algunas secciones del libro “Large networks and graph limits”.

1. Conceptos basicos

DEFINICION 2.1. Una grdfica G es un par ordenado (V, E) consistente de un conjunto finito
y no vacio, V, al que llamaremos conjunto de vértices de G, y un conjunto E, llamado el conjunto
de aristas de G, cuyos elementos son pares no ordenados (u,v) con u,v € V.

NOTACION 2.2. Denotaremos a una arista (u,v) € E(G) por uv o, equivalentemente, por vu.
Para enfatizar que V y E son el conjunto de vértices y aristas de una grdfica G, respectivamente,
escribiremos V. como V(G) y E como E(G).

Un lazo es un par (v,v) € E(G) para v € V(G); en otras palabras, un lazo es una arista que
une a un vértice consigo mismo.

Una gréfica G también es llamada una grdfica con posibles lazos, pues puede suceder vv € E(Q)
para v € V(G).

DEFINICION 2.3. Una grdfica con posibles lazos G es una grdfica completa con lazos si
satisface (u,v) € E(G) para cualesquiera u,v € V(G).

DEFINICION 2.4. Supongamos que G es una grdfica. El orden de G, denotado por v(G), es el
numero de vértices de G. Es decir, v(G) = |V (G)|.

DEFINICION 2.5. Supongamos que G es una grifica. El tamano de G, denotado por e(G), es
el nimero de aristas de G. Esto es, e(G) = |E(G)|.

DEFINICION 2.6. Una grdfica simple G es una grdfica con la propiedad (v,v) ¢ E(G) para
todo v € V(Q).

Notemos que una grafica simple es una gréfica sin lazos.

DEFINICION 2.7. Una grdfica simple G es una grdfica completa si satisface que cualesquiera

dos vértices distintos son adyacentes; es decir, para todo par u,v € V(G) con u # v, se cumple
wv € E(G).

NOTACION 2.8. Sea n un entero positivo. Denotamos a una grdafica completa de orden n por
K,.

33
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1.1. Gréficas con peso.

DEFINICION 2.9. Fijemos un entero positivo n. Una cuarteta H = (V(H),E(H), «, ) es una
grdfica con pesos de orden n si el par (V(H), E(H)) es una grifica con posibles lazos de orden
n; ya y B son dos funciones a: V —RT y : E — R.

NoOTACION 2.10. Sean n un entero positivo y H = (V(H), E(H),a, 8) una grifica con pesos
de orden n, donde V(H) = {v1...,v,}. Denotamos

ai(H) == a(v) y Bi(H) = B(vivs),
para cualesquiera i,j € [n].

NOTACION 2.11. Sean n un entero positivo y H = (V(H), E(H), a, 8) una grdfica con pesos
de orden n. Definimos

ag = Z%‘(H)~
i=1

Sean n un entero positivo y H' = (V(H'),E(H'),d/, ") una gréfica con pesos de orden n
con conjunto de vértices V(H') = {v1,...,v,}. Consideremos una nueva grafica con pesos H =
(V(H),E(H),a, ) definida como sigue. El conjunto de vértices de H es V(H) := V(H') y el
conjunto de aristas es E(H) := V(H') x V(H'). La funcién a : V — RT es a := o’ y la funcién 3
tiene regla de correspondencia

) B (wiv;)  siwvw; € E(H)
)= {0 st vy ¢ E(H).

De modo que, a partir de cualquier grafica con pesos H' = (V(H'), E(H'), ', '), siempre podemos
inducir una gréfica con pesos H = (V(H), E(H), «, 5) con la propiedad de que el par (V(H), E(H))
es una grafica completa con lazos. Es decir, en H’, las aristas faltantes en (V(H'), E(H')) (los pares
wv € (V(H') x V(H")) \ E(H')) pueden ser agregadas con peso cero.

La observacién previa nos permite asumir que, en toda gréafica con pesos
H=(V(H),E(H),,B),

la gréfica (V(H),E(H)) es una grifica completa con lazos. Consecuentemente, una grafica con
pesos queda determinada por un vector a = (a1(H),...,a,(H)) cuyas entradas son los pesos de
los vértices y una matriz B = (8;;(H)) que tiene por entradas los pesos de las aristas. Ademas,
notemos que para cualquier par 4,5 € [n] se tiene la igualdad §;;(H) = B;;(H), pues la arista
v;v; € E(H) es igual a la arista v;v;, asi, B es una matriz simétrica con entradas reales. En
otras palabras, H estd completamente descrita por su orden v(H) = n, un vector real positivo
a=(a1(H),...,a,(H)) € R™ de pesos de vértices y una matriz real simétrica B = (b;;) € R"*"
de pesos de aristas. Por esta razén, en adelante denotaremos a una grafica con pesos, H, por
H(a, B).

1.2. Gréficas etiquetadas.

DEFINICION 2.12. Sean k y n dos enteros positivos que cumplen k < n. Supongamos que G es
una grdfica de orden n. Decimos que una funcion inyectiva ¢ : [k] — V(G) es un etiquetamiento
de G.

DEFINICION 2.13. Sean k y n dos enteros positivos que cumplen k < n. Una grdfica simple
k-etiquetada es una terna (V, E, @) tal que el par ordenado (V,E) es una grdfica de orden n y
p: k] =V es un etiquetamiento de G.

DEFINICION 2.14. Sean m un entero positivo, G una grdfica de orden n y ¢ : [n] = V(G) un
etiquetamiento de G. Definimos la grdfica G¥ como el par ordenado ([n], E¥(QG)), donde el conjunto
de aristas es

E?(G) = {¢™ (vi)¢ ™" (vj) | viv; € E(G)}.
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1.3. Operaciones con graficas.

DEFINICION 2.15. Supongamos que tenemos una grifica simple G = (V, E) y fijemos un entero
positivo m. Para cada i € [m] considere los conjuntos V; := {i} x V. Definimos la m-grdfica
autoreplicada de G, denotada por G(m), como la grdfica con conjunto de vértices V™ := -, Vi
y conjunto de aristas E™ := {((i,j1), (k, j2)) | (j1,j2) € E, i,k € [m]}.

OBSERVACION 2.16. Dada una grdfica G y un entero positivo m, hacemos hincapié en que las
aristas de la m-grdfica autoreplicada de G, G(m), son también pares no ordenados.

En términos informales, dada una grifica G = (V(G), E(G)) y un entero positivo m, la m-
grafica autoreplicada de G es la grafica resultante de reemplazar cada vértice v € V(G) por m
copias de v. Las copias de dos vértices en G(m) son adyacentes si los vértices originales en G lo
son.

(2,u) (2,)
(1,u) (1, )
(1,v) (1,w)
(2,v) (2, w)
(a) @ (B) G(2)

FigurA 1. Ejemplo de una grafica G y la 2-gréafica autoreplicada de G.

De este modo, dada una grafica G y un entero positivo m, la m-grafica autoreplicadaEI de G,
G(m), tiene como ntmero de vértices v(G(m)) = m - v(G). Ademads, por cada arista uv € E(G)
reemplazamos el vértice u por m copias de u y v por m copias de v, digamos, {u1,...,um} y
{v1,...,vm}. Luego, fijando ¢ € [m] arbitrario, u; es adyacente a v; para toda j € [m], lo que
resulta en m aristas de G(m). Sumando las aristas por cada ¢ € [m] obtenemos que e(G(m)) es
igual a m? - e(G). Hemos probado la siguiente observacion.

OBSERVACION 2.17. Supongamos que G es una grifica con nimero de vértices v(G) y que m
es un entero positivo. Entonces la m-grdfica autoreplicada de G, G(m), tiene m - v(G) vértices y
m? - e(G) aristas.

DEFINICION 2.18. Una sucesion de grificas (G,) es densa si existen ng € N y una constante
¢ > 0 tales que para todo n > ng se satisface |E,| > c|Vn|2, donde G, = (Vi En).

En la literatura de sucesiones de graficas el término “denso” se refiere al orden de crecimiento
de niimero de aristas de las graficas, en lugar de la densidad de la sucesién en el sentido topolégico.

En una grafica G = (V(G), E(G)), de orden n, el nimero de posibles aristas es e(G) = n(n —
1)/2, que es asintéticamente equivalente a n?/2. Entonces estamos pidiendo que para un ntimero
natural n suficientemente grande, E sea, en proporciéon, mayor o igual que n?/2 (el nimero de
aristas en una grafica completa de orden n).

Un ejemplo trivial de una sucesion de graficas densa es la sucesion de graficas que son completas,
(Kp)-

1En inglés: m-blowup.



36 Capitulo 2. Elementos de la teoria de limites de graficas

1.4. Matriz de adyacencia. Aunque la representacién visual de una grafica resulta 1util,
hay ocasiones en las que se necesita de una representacién mas algebraica. Por ejemplo, la matriz
de adyacencia de una gréafica. Dicha matriz serda de utilidad para definir la distancia entre dos
graficas.

DEFINICION 2.19. Supongamos que G = (V, E) es una grifica de orden n con conjunto de

vértices V.= {v1,...,v,}. La matriz de adyacencia de G es una matriz Ag = (a;;) de tamano
n X n definida como
1 sivw; € B
a;5 = .
0 si V;Vg ¢ E,
para i,j € [n].
U2 01 0 0 0
1 01 1 1
v vs Ac=10o 1 0 1 0
01 1 0 0
(%) (N 01 0 0 O

F1GURA 2. Una grafica y su matriz de adyacencia

2. Densidad de homomorfismos

DEFINICION 2.20. Supongamos que G y H son dos grdficas simples. Un homomorfismo de
G en H es una funcion f : V(G) — V(H) que satisface f(u)f(v) € E(H) siempre que uv € E(G).

De manera que un homomorfismo es una funcién que preserva adyacencias.

NOTACION 2.21. Definamos al conjunto de homomorfismos de G en H como Hom(G, H). En
simbolos,

Hom(G,H) ={f:V(G) = V(H) | f es un homomorfismo}.

La notacion estindar es denotar a la cardinalidad de Hom(G, H) por hom(G, H).

Dado cualquier par de conjuntos finitos A y B, recordemos que el conjunto de todas las fun-
ciones de A en B es denotado por B4, existe y tiene cardinalidad |B||A‘. Con esto en mente,
el conjunto de todas las funciones de V(G) en V(H), denotado por V(H)V(%) tiene cardinali-
dad v(H)"(©). Asi, en un espacio de probabilidad discreto (Q,.%,P), donde el espacio muestral
es Q = V(H)V(®) la probabilidad de escoger una funcién al azar f € V(H)V(%) y ésta sea un
homomorfismo es precisamente:

hom(G, H)
v(H)v(G) -

Lo anterior motiva la siguiente definicién.

DEFINICION 2.22. Sean k y n dos enteros positivos. Sean, también, G y H grdficas simples de
ordenes k y n, respectivamente. Definimos

hom(G, H)

HG, H) = "2

como la densidad de homomorfismos de G en H.

Consideremos nuevamente dos grificas simples G y H. Decimos que f : V(G) — V(H) es un
isomorfismo si f es un homomorfismo y f es biyectiva.
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3. Algunas relaciones entre grafones y graficas

DEFINICION 2.23. Una funcién W : [0,1]> — R es simétrica si para cualesquiera z,y € [0,1]
se cumple W(z,y) = W(y,x).

DEFINICION 2.24. Una funcién W : [0,1]? — R es un nicleo si es acotada, (2 ([0,1]?) , Z(R))-
medible y simétrica. Denotamos por W al espacio de nicleos.

Una primera consecuencia es que todo ntcleo es integrable.

PROPOSICION 2.25. Consideremos el espacio de probabilidad ([O, 1%, %(]0,1]?), )\2). Cualgquier
nicleo W € W pertenece a L' ([0,1]2, 2([0,1]?), A?).

DEMOSTRACION. Sea W € W. Entonces W estd acotado; esto es, existe M € R tal que
|W| < M. Por consiguiente, por la propiedad de monotonia (parte (i) de la Proposicién |A.33)),

/ (W|dA* < MdN* =X ([0,1*) M = M < oo.
[0,1]2 [0,1]2

Por lo tanto, W € L* ([0,1]%, 2([0,1]%), A?). O

DEFINICION 2.26. Una funcion W : [0,1]> — R es un grafén si W es un nicleo y ademds,
para cualesquiera x,y € [0,1], cumple 0 < W (z,y) < 1. Denotamos por Wy al espacio de grafones.

El nombre grafén viene de una contraccién de los términos grafica y funcién en una sola palabra.
La idea detras de este nombre se debe a que los grafones son, en cierto sentido que se vera mas
adelante, una generalizacién de las gréaficas.

DEFINICION 2.27. Un nicleo W € W es una funcién escalonada si existen un entero positivo
k y una particion finita 2 = {Q1,...Qr} de [0,1], con cardinalidad k, consistente de conjuntos
medibles, esto es, 2 C ([0, 1]), con la propiedad de que, para todo pari,j € [k|, existe ¢;; € R tal
que para todo (z,y) € Q; X Q; se cumple W(x,y) = c;;.

NOTACION 2.28. Supongamos que W € W es una funcién escalonada. Sea 2 ={Q1,...,Qr}
la particion referida en la Definicion[2.27. Llamamos a los elementos de 2 los pasos de W .

Los ntcleos son una generalizacién de las graficas en el siguiente sentido. Supongamos que
H = (V(H),E(H),,B) es una grafica con pesos de orden n con conjunto de vértices V(H) =
{v1,...vn}. A partir de H podemos construir una funcién escalonada como sigue. Primero divi-
dimos el intervalo [0,1] en n intervalos .Ji, ..., J, de longitud A(J;) = a;/ay para cada i € [n].
Defina Wy : [0,1]> — R mediante la regla Wy (z,y) = B;;(H) para (z,y) € J; x J; con i,j € [n].
Note que Wy es simétrica debido al hecho f5;;(H) = 5;;(H).
Inversamente, cualquier funcién escalonada corresponde a una grafica con peso. En efecto, supon-
gamos que U € W es una funcién escalonada con pasos & = {Py,..., P,}. Definamos una grafica
H como sigue. Primero consideremos el conjunto de vértices V(H) := {v1,...,v,} con v(H) = n.
El conjunto de aristas serd el conjunto V(H) x V(H), donde la arista v;v; tiene peso U(x,y) para
(z,y) € P; x Pj. No habra inconveniente con esto ultimo, pues, al ser una funcién escalonada, U
es constante en cada P; x P; con ¢,j € [n].

Una propiedad de las graficas que también tiene su andlogo a grafones es que podemos definir
una funcién de grado, donde consideramos el intervalo [0, 1] como un “continuo” del conjunto de
vértices.

Un grafén cuya imagen es {0, 1} puede ser considerado como una gréfica en el conjunto de vértices
[0, 1].

DEFINICION 2.29. Supongamos que W € W es un nicleo y tomemos z € [0,1]. Definimos la
funcién de grado como

dw (z) = /O W(z,y)dy.
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4. Meétrica de corte y otras distancias en el espacio de graficas

Nos interesa definir la distancia entre dos gréaficas arbitrarias y no sélo eso, sino que ademaés esta
distancia refleje similaridad en sus estructuras. Para ello hay que recordar las siguientes definiciones
de normas.

Algunas normas en el espacio R™"*", de matrices de tamano n X n con entradas reales, son las
siguientes. Sea A = (a;;) € R"*". Una primer norma es

1 n
14l = =5 3 lal,

ij=1

que recibe el nombre de norma ¢.

Otra norma es
n

4l = (o D2 (@)

ij=1
llamada norma ¢ o norma de Frobenius.
Finalmente la norma £,
[Alloc = médx |ai;].
1,7

Notemos la normalizacién de las normas £ y f2, cuando A es una matriz de adyacencia estas
normas estan entre cero y uno, como lo muestra la siguiente observacion.

OBSERVACION 2.30. Fijemos un entero positivo n. Sea A = (ai;) la matriz de adyacencia de
una grifica simple de orden n. Entonces 0 < ||A|; <1y 0< |42 < 1.

DEMOSTRACION. Por ser A una matriz de adyacencia, tenemos 0 < a;; < 1 para i,j € [n].
Entonces, 0 < |a;;| < 1. De modo que

1 & 1
2
Oﬁfnz E |aij|§7n2 -n” =1
ij=1

Por lo tanto, 0 < [|A]y < 1. De lo anterior también tenemos que 0 < a?; < 1 para i,j € [n], de

donde obtenemos
n

1 2 1 2
ij=1

Por ende, 0 < ||Alj2 < 1. O

Otra norma para el espacio R™*™ es una un poco menos estandar llamada norma de corte,
introducida en 1999 por Alan Frieze y Ravi Kannan. Estd definida por

1
Alp=— max | > ayl.
14llo = 7 jmax @ij

i€S,je€T

OBSERVACION 2.31. Sea A € R" ™. Entonces, ||Allg < || A|:1-

DEMOSTRACION. Suponga A = (a;;) € R™*". Primero veamos la primera desigualdad. Para
S, T subconjuntos arbitrarios de [n],

n
ST oai| < Y agl <> i),

i€S,jeT i€S,jET i,j=1
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donde usamos la desigualdad del tridngulo y ademas el hecho de que |a;;| es positivo para i, j € [n].

Como S, T fueron arbitrarios y 3", [ai;| es constante, entonces
n
max Z Q4 S Z |aij| .
S,TC[n] i€S,jeT ig=1
Esto tltimo implica ||Al|g < || A4]l1- O

Queremos encontrar una manera de definir la distancia entre dos graficas G y G'. Aqui es
donde la matriz de adyacencia juega un papel fundamental. Es bien sabido que una norma definida
en un espacio vectorial induce una métrica. Asi que una manera de definir la distancia entre dos
graficas es asociar a cada grafica su correspondiente matriz de adyacencia, en este caso Ag vy Ag.
Notemos que para esto es necesario pedir que las matrices Ag y Ag: sean del mismo tamano. En
cuyo caso, el orden de G y el orden de G’ coinciden. Analicemos entonces el caso en el que Gy G’
tienen el mismo orden. Ademds, para un primer andlisis serd necesario pedir no solo que su orden
coincida, sino que el conjunto de vértices de Gy G’ sea el mismo. Posteriormente se analizard el
caso en el que los conjuntos de vértices son distintos.

4.1. Dos graficas con igual conjunto de vértices. Fijemos un entero positivo n. A lo
largo de esta seccién suponemos que G = (V(G),E(G)) y G' = (V(G'), E(G")) son dos graficas
de orden n con la propiedad V(G) = V(G'). Para facilitar nuestro andlisis, supongamos V(G) =
V(G') = [n]. Sean Ag y Ag las matrices de adyacencia de G y G’, respectivamente.

DEFINICION 2.32. Definimos la distancia {1 como
di(G,G") = | A — Ac/|1.

Es posible darle una interpretacion a d; en términos de la teoria de gréficas con la siguiente
proposicién.

PROPOSICION 2.33. Para cualesquiera dos grdficas G y G’ con la propiedad V(G) = V(G') se
cumple
|E(G)AE(G)]

2 .

4, (G,G') =

n

DEMOSTRACION. Mostraremos la igualdad buscada mediante un argumento probabilista. Co-
mo G y G’ tienen el mismo conjunto de vértices, podemos denotar a dicho conjunto como V = [n].
Considere el espacio de probabilidad discreto conformado por el espacio muestral [n]?, la o-algebra
2([n]?) y P la medida de probabilidad uniforme. Notemos que, en particular, tanto E(G) como
E(G’) son eventos en nuestro espacio de probabilidad. Entonces es posible considerar a las variables
aleatorias 1), Lpg) : [n]? — R. De este modo, podemos ver que las matrices de adyacencia
de Ag = (as5) y Aer = (byj) de G y G’, respectivamente, pueden ser vistas como una funcién
indicadora en el sentido de que para cualquier ij € [n]? se tiene

Asi,

1 & 1 & » »
(33) lAe = Aarllr = —5 > laij — bij| = 2 > e (id) = Le@n @) -
ij=1 ij=1
Recordemos que en un espacio de probabilidad (Q, #,P), para cualesquiera A, B € % se cumple
|14 — 15| = 1aap. En particular, para E(G), E(G') € 2([n]?), la igualdad |1g) — Lpen| =
1gG)aE(Gr) se satisface. Consecuentemente, aplicando esta afirmacién a lo ya obtenido en (33,

L B@G)AEG).

1 « .
|Ag — A |1 = 2 Z g ar@)(ij) = o)

i,j=1
|E(G)AE(G)]

n2

Por lo tanto, d1(G,G’) = ||Ag — A¢/ |1 =
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La demostracion de la proposicién anterior muestra, a su vez, que al considerar el espacio de
probabilidad discreto ([n]?, 2([n]?),P) donde P es la medida de probabilidad uniforme, obtenemos
P(E(G)AE(G")) = di1(G,G"). De manera que podemos interpretar a la distancia ¢; entre dos
graficas G y G’ con el mismo conjunto de vértices como la probabilidad de elegir al azar un par
ij € [n]? y éste pertenezca exactamente a una grafica.

Otra manera de interpretar a di(G,G’) es la fraccién de pares de vértices que tenemos que
agregar en ambas graficas para obtener una misma grafica.

EJEMPLO 2.34. Consideremos G = ([8], E(G)) la grdfica completa de orden 8, también de-
notada por Kg. Definamos G’ como la grdfica con conjunto de vértices [8] y conjunto de aristas
E(G) = E(G)\{(2,3),(5,6),(7,8)}. De manera que E(G") es subconjunto de E(G). Es facil ver
que |[E(G)AE(G")| es igual a 3. Entonces, por la Proposicion[2.33,

6.6 = EGLEG _ 3

2
1, T3

Xé/ﬂ%

(©) (18], E(G)AE(G)

Ficura 3. La distancia d; entre dos gréficas.

No obstante, la distancia £ no resulta ser adecuada en algunas ocasiones, como en el siguiente
ejemplo.

EJEMPLO 2.35. Definamos las grificas G = ([8], E(GQ)) y G' = ([8], E(G")) con conjuntos de
aristas E(G) = {(1,6),(2,5),(3,8),(4,7)} y E(G") = {(1,4),(2,7),(3,6), (5,8)}. La Fz'gum nos
dice que en el fondo las grdficas G y G’ son iguales, sin embargo, dada nuestra definicion de la
distancia dy, la distancia entre G y G’ no es cero. Notemos que E(G) y E(G') son conjuntos
ajenos, de manera que

[E(G)AE(G)] _ |E(G)UEGE) _ 8

1
dl(G, G/) - 82 == 82 - 872 - g

() G" = ([8], B(G") (©) (8], E(G)AE(G)

Ficura 4. La distancia d; no es realmente efectiva en el espacio de graficas en el
sentido de que dos graficas esencialmente iguales tienen distancia positiva.
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Por otra parte, la norma de corte induce una distancia, llamada la métrica de corte.

DEFINICION 2.36. Sean G = (V(G),E(GQ)) y G = (V(G'),E(G")) dos grdficas tales que
V(G) = V(G'). Definimos la distancia de corte como

do(G,G') == [[Ac — Ac o
DEFINICION 2.37. Sean G = (V, E) una grdfica y S,T C V. Definimos
eq(S,T) = |{(u,v) |ue S,veT}.

PROPOSICION 2.38. Para cualesquiera dos grificas G = (V(G),E(GQ)) y G' = (V(G"), E(G"))
con V(G) = V(G') se satisface

i) = g (ST e ST
,I'C n

DEMOSTRACION. Sean Ag = (a;;) y Ac: = (b;;) las matrices de adyacencia de G y @,
respectivamente. Observemos que, de la definicién de una matriz de adyacencia, para S,T C V(QG)
se tiene

(34) eq(S,T) = Z ai; v eq(S,T) Z bij.

i€S,JET i€S,jET
Entonces
do(G,G") = = max Z (a;; —bij)| = L max Z a; i — Z biil.
7 n* STCV(G) 1€S,j€T ! ! n* STCV(G) 1€S,j€T ! i€S,j5€T 7
De esta ultima igualdad podemos concluir por . O

Para un entero positivo n, debido a que para toda A € R"*" se cumple ||Al|g < ||A]l1 (Ob-
seracién [2.31]), entonces tenemos dg(G,G') < di(G,G’) para cualesquiera dos graficas G y G’ de
orden n.

4.2. Dos gréficas con el mismo nimero de vértices. Fijemos un entero positivo n. A
lo largo de esta seccién suponemos que G = (V(G), E(GQ)) y G' = (V(G'), E(G")) son dos graficas
de orden n. Un siguiente paso en la definicién de una métrica entre dos graficas es suponer que son
del mismo orden, esto es, las gréificas G y G’ tienen la propiedad v(G) = v(G’). Enfatizamos que
es posible el caso V(G) # V(G).

DEFINICION 2.39. Sean n un entero positivo, G y G' dos grdficas de orden m. Definimos la

distancia entre ellas por
on(G, @) = min{dn(G?,G") | : [n] = V(G),4 : [n] — V(G')
son etiquetamientos de G y G, respectivamente}.

EJEMPLO 2.40. Consideremos las grdficas G y G' de orden 5 con conjuntos de vértices V(G) =

{v1,...,u5} y V(G') = {us,...,us} con la propiedad V(G) # V(G'). Y con conjuntos de aristas
E(G) = {Ulvz, V2V3, V3V4, U105}
Y
E(G") = {uruz, usus, uzug, uyus }.

Las grdficas G y G' estdn representadas en la Figura[5

En base a la Fz'gum@ no es dificil ver que las grdficas G y G’ son esencialmente la misma grdfica
y, por ende, la distancia entre G y G’ deberia ser cero. En efecto, consideremos el etiquetamiento
de G ¢ : [5] = V(G) dado por ¢(i) = v; para cada i € [5]. Yo : [5] = V(G') el etiquetamiento de
G’ con regla de correspondencia

PY(1) = ug, P(2) = us, P (3) = u1,¥(4) = u2,%(5) = us.
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V4 Ug
Ficura 5. Dos gréaficas del mismo orden esencialmente iguales.

2 4

4 1

FIGURA 6. G¥ y G'*

Entonces los conjuntos de aristas de GY y qup son

E(p(G) - {<1v 2)» (27 3)a (374)7 (13 5)}

E¥(G") ={(3,4),(1,2),(5,1),(3,2)}.
Por consiguiente, G¥ es igual a la grifica G', pues comparten el mismo conjunto de vértices y

coinciden también sus conjuntos de aristas. Visualmente podemos confirmar este hecho en la Figura
@. Consecuentemente, 0 < 0n(G, G') < dn(G¥,G'Y) = 0. Por lo tanto, ég(G,G’) = 0.

4.3. Dos graficas arbitrarias. Fijemos dos enteros positivos n y n’. Supongamos que G =
(V,E) y G’ = (V',E’) son dos graficas con conjuntos de vértices V = [n] y V' = [n/]. Dado que
n y n’ son arbitrarios, para poder considerar la distancia entre G y G’ necesitamos que ambas
graficas tengan la misma cantidad de vértices. De la Observacién sabemos que G(n') tiene
n' - v(G) = n' - n vértices, mientras que G'(n) tiene n - v(G’') = n - n' vértices, es decir, G(n') y
G’ (n) son del mismo orden. Mds generalmente, para cada entero positivo k, G(kn') y G’'(kn) son
del mismo orden. Por ende, podemos establecer la definicién de la distancia entre G y G’ a través
de graficas autoreplicadas.

DEFINICION 2.41. Sean n y n' dos enteros positivos. Supongamos que G y G’ dos grdficas con
conjuntos de vértices [n] y [n'], respectivamente. Definimos la distancia 6g entre G y G' como

60(G,G") = lim s0(G(kn'), G’ (kn)).
—00
5. Norma de corte y distancia de corte para nitcleos

Ahora definiremos una métrica en el espacio de niicleos. Tal y como se observé en la introduc-
cién, los grafones son una generalizacién de las graficas.

5.1. Norma de corte.

DEFINICION 2.42. Definimos la norma de corte en el espacio de nicleos W como:

W |o = sup {‘ /SXT Wd)?’ .S, T € B([0, 1])} .
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OBSERVACION 2.43. Consideremos el espacio de probabilidad ([0, 1]?, 2([0,1]?), \?). La norma
de corte en W es la Sg-norma uniforme (Definicion al considerar el 2-semianillo en [0,1]?

(Ejemplo[1.8)
So:={SxT|8T¢eHB(0,1])}.

PROPOSICION 2.44. La norma de corte es, en efecto, una norma.

DEMOSTRACION. Es similar a la demostracién en la Proposicién Sean S, T € #([0,1])
y W € W tal que W = 0 A-casi donde sea. En consecuencia, fSXTWd)\2 = 0. Se sigue que
[Wllo = 0.
Reciprocamente, sea W € W tal que ||[W||g = 0. De manera que

‘ Wd)?’ —0
SxT

para cualesquiera S,T € %([0,1]); en particular, para cualquier aq,by,az,b2 € R con 0 < a3 <

b1 <1y0<ay <by <1,
/ WdM\? = 0.
[al,bl]X{ag,bg]

Defina Iy := {[a,b] | a,b € R?,0 < a < b < 1} U{@} (Notacién |A.7). Las igualdades en las dos
integrales previas nos dicen que
/ WdX?* =0
A

para cualquier A € IIy (la primera igualdad es para el caso A = @). Sabemos que Il es un -
sistema que cumple ([0, 1]?) = o(IIy) (Corolario [A.15). Por lo cual, considerando el espacio de
medida ([0, 1]%, ([0, 1]?), A?), dado que W es integrable (Proposicién y medible por ser un
ntcleo, entonces la Proposicién asegura que W = 0 A-casi donde sea.

Fijemos ahora W € W arbitrario y a € R. Tenemos, por linealidad de la integral,

laW g = sup{‘/ aWd)\Q‘ .S, T € B([0, 1])}
SxT
:sup{‘a Wd)\g‘ :S,TE,%’([O,l])}
SxXT
:|asup{] Wd)?‘:S,Te%([O,l])} = la] W],
SxXT

donde en la pentltima igualdad usamos un hecho bésico de célculo para la constante |a| > 0.
Por tltimo, sean W,U € Wy S, T € %([0,1]) arbitrarios. De la desigualdad del tridngulo, usando
implicitamente para la primera igualdad que Wlgyr y Ulgxr son integrables,

‘/ (W+U)d/\2‘:‘ WdA2+/ Udv]
SxT SxT SxT

g‘ Wd)\Q’—i—‘/ Ud)?‘
SxT SxT

< Wio + U]

Por consiguiente, dado que S, T € ([0, 1]) son arbitrarios, [|[W +U||g < ||[W|/o+ ||U||g. De modo
que la norma de corte es, en efecto, una norma. O

Por consiguiente, es posible dar una métrica al espacio de ntcleos W.
DEFINICION 2.45. Definimos la métrica de corte en VW como

dg(U, W) = |U = W|o.
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5.2. Distancia de corte para nuacleos no etiquetados. Los ntcleos definidos en un
conjunto fijo [0,1] corresponden a graficas etiquetadas. Asi como en grificas, introducimos una
versiéon “no etiquetada” de la norma de corte, encontrando la mejor “cubierta” de los conjuntos
subyacentes.

DEFINICION 2.46. Sean (1, %1,P1) y (2, Fa,P2) dos espacios de probabilidad, y o : Q1 — Qq
una funcién. Decimos que ¢ : (Q1,.F1,P1) = (Qa, F2,Ps) preserva la medida si ¢ es (F1, F)-
medible y ademds P (p~1(A)) = Py(A) para todo A € F.

EJEMPLO 2.47. Dado un espacio de probabilidad (2, #,P), la funcidén identidad Id : Q@ — €,
esto es, dada por Id(w) = w, es una funcidn que preserva la medida.

DEMOSTRACION. Sea A € .%. Por definicién Id—*(A) es igual a A. Consecuentemente, Id~1(A)
pertenece a .# y P(Id=1(A)) = P(A). Por lo tanto, Id : (Q,.7,P) — (Q, #,P) preserva la medida.
g

El nombre es un poco engafioso porque es ¢~ ' quien preserva la medida en lugar de ¢. Una
funcién que preserva la medida no necesariamente es biyectiva.

DEFINICION 2.48. Sean (Q1, %1, P1) y (Q2, Fa,P2) dos espacios de probabilidad, y p : Q1 — Qq
una funcion. Supongamos que ¢ : (Qq, F1,P1) = (Qa, Fa,Ps) preserva la medida. Decimos que ¢
es invertible si ¢ es biyectiva y o~ : (Qa, Fo,Py) — (1, .Z1,P1) preserva la medida.

Es importante ser precisos en los espacios de probabilidad con los que se trabaja cuando
consideramos una funcién que preserva la medida. No obstante, para el conjunto [0,1], en este
capitulo siempre consideraremos el espacio de probabilidad ([0, 1], 2(]0, 1]), A). Es por ello que se
establece la siguiente notacién.

NOTACION 2.49. Supongamos que tenemos una funcién ¢ : [0,1] — [0,1]. En lugar de la
extensa notacion (y en este caso particular poco 4til) ¢ : ([0,1], 2(]0,1]),A) — ([0, 1], B([0,1]), \)
preserva la medida, denotamos ¢ : [0,1] — [0,1] preserva la medida o simplemente ¢ preserva la
medida.

Aclarada esta notacion, definamos el conjunto
Si0,1] := {® :[0,1] = [0,1] | ¢ preserva la medida y es invertible} .

PROPOSICION 2.50. Considere el espacio de medida ([0,1]%, (|0, 1]%), A\?). Tomemos ¢ € Si0,1)
arbitraria y definamos ¢ : [0,1]% — [0,1]? mediante la regla ¢(z,y) = (p(x),0(y)). Entonces ¢ es
(#([0,1]2), 2([0,1]%))-medible y su medida inducida A\? o ¢! (ver Proposicion satisface
Aogpl = )\2

DEMOSTRACION. Veamos primero que ¢ es medible. En virtud del Corolario sabemos
que Il = {[a,b] | a,b € R?,0 < a < b < 1} U{@} es un m-sistema que cumple %([0, 1)) = o(Ily).
De manera que, por la Proposicién bastara mostrar ¢~1(A) € £([0,1]?) para todo A € .
Para @ € Iy, ¢~ 1(2) = @ € %(]0,1]?). Ahora, fijemos A € I3 \ {@} un elemento arbitrario. Por
lo cual, Ay = [a1,b1] X [ag,bs] para ay,as,b1,bo € R con a3 < by y as < by. Sencillamente de la
definicién, la pre-imagen de Aj bajo ¢ es

(35) ¢~ ([a1,01] x [ag,b2)) = {(z,y) € [0,1]* | (p(2), p(y)) € [a1,b1] x [ag, bo]}.
No es dificil ver que se cumple la igualdad

(36) {(x,y) € [07 1]2 | (ap(x),go(y)) € [alﬂbl] [a27b2]} = ([alvbl]) X @ 1([(127172])

Como [a1,b1] € A([0,1]) ¥ ¢ es medible, entonces ¢ 1([a1,b1]) 2A([0,1]). De igual manera,
gp’l([ag,bg]) € %(|[0,1]). Consecuentemente, @fl([al,bl]) o M ([ag, ba]) € @7, A([0,1]). Pues-
to que (@Z 1 #([0,1]) = £((0,1]*) (Proposicién , entonceb o a1, b1]) x ¢ ([az,b2]) €
%(]0,1]?). De la cadena de igualdades compuesta por y ,

(37) ¢ ([ar, b1] X [ag,bo]) = @~ ([ahbl]) o~ ([az, ba)).
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Por lo tanto, ¢~ 1([a1,b1] x [az,b2]) € £([0,1]?). La arbitrariedad de Ag nos permite deducir
que ¢p~1(A) € %’([0, 1]?) para cualquier A € Ilp, como querfamos demostrar. Se sigue que ¢ es
(#(]0,1]%), 2([0, 1]?))-medible.

Ahora veamos A2 o ¢~ = A\2. Para ello usaremos la Proposicion m IA.16] La igualdad de las medidas
es evidente en el caso @ € Ily, pues ¢ *(B) = @, asi que A2 0 ¢~ () = A3(2). En el caso
A € 1y \ {@}, podemos considerar Ay como antes, esto es, Ay es de la forma Ay = [a1,b1] X [ag, ba]

y por (37),
(¢ (a1, b1] X [az,b2])) = A (¢~ ([a1,b1]) x ¢~ ([az, b2])) = Al ([a1, b1])) x Al ([az, ba])).

Como ¢ es una funcién que preserva la medida, A(¢~!([a;, b;]) = A([as, b;]) para i = 1,2. Por ende,
(38) N2(¢™ ! ([ag, ba] x [az, b2])) = A[ar, ba]) x A(laz, ba]) = A*([a1, ba] x [az, ba]).

Puesto que Ay fue un elemento arbitrario, esto muestra que para cualquier A € I, A2 0 ¢~ 1(A) =
A2(A). Resta ver que A2 0 71([0,1]%) = X%(]0, 1]?) < oco. La igualdad A? o ~1([0, 1)) = X%(]0, 1]?)
se obtiene de (38)) en el caso particular a; = az = 0, by = by = 1. Por otro lado, A?([0,1]?) = 1. En
consecuencia, A% o ¢~1([0,1]2) = A2([0,1]?) = 1 < cc. Por lo tanto, la Proposicién garantiza
la igualdad A2 o ¢~ 1 = A2 O

NOTACION 2.51. Dado un niicleo W : [0,1]> — R y una funcion ¢ € S(o,1) definimos W¥ :
[0,1]> = R como W¥(z,y) := W(p(2), o(y))-

OBSERVACION 2.52. Para cada W € W y ¢ € S(0,1]; la funcion W% pertenece a W.

DEMOSTRACION. Fijemos un niicleo W € W y una funcién ¢ € S, 1] Defina ¢ : [0,1]%> —
[0, 1]2 mediante la regla ¢(x,y) = (p(x), p(y)). Por la Proposmlonn(b es (#([0,1)?), 2([0,1]?))-
medible. Notemos la igualdad

W =W o ¢.
Dado que composicién de funciones medibles es medible (Proposicién tenemos que W¥¢ es
(#(]0,1]?), Z(R))-medible.

Para cada z,y € [0, 1], como W es simétrica,

W#(z,y) = W(p(),p(y) = W(p(y), p(z)) = W?(y,z).

Por ende, W¥ es simétrica.
Finalmente, W% estd acotada porque W es una funcién acotada. Por lo tanto, W¥ es un ntcleo,
como queriamos demostrar. O

DEFINICION 2.53. Definimos la distancia de corte para U, W € W como

So(UW) = if dg(U,W*).
PES[,1)

Fijemos dos niicleos U, W € W. Dado que, para cada ¢ € S, 1], sabemos que W es un nicleo,
ciertamente es vilido considerar do(U, W¢). Como dg(U, W¥) estd acotada inferiormente por cero
y la funcién identidad pertenece a Spg 1}, entonces podemos considerar el infimo sobre do(U, W¥).
Esto es, la distancia de corte tiene sentido. Ahora bien, el infimo de do(U, W#) con respecto a
cada elemento ¢ € Sjy 1) deberfa coincidir al considerar el infimo do(U¥, W) con ¢ € Sjg 1). Esta
igualdad corresponderia al andlogo en gréficas; es decir, dadas dos graficas con el mismo ntimero de
vértices, la distancia entre ellas es el resultado de minimizar las distancias de entre todos los posibles
etiquetamientos. En nticleos, U¥ corresponde a un etiquetamiento de U para cada ¢ € S 1}, de
igual manera con W¥. Buscamos que la distancia de corte no dependa sobre qué grafén estamos
“etiquetando”. Es decir, queremos probar

® - 2
(39) Welg[ﬁ , do(U?, W) gaelg[ﬁ ; do(U,W*?).
Trabajar con funciones que preservan la medida hace que la igualdad buscada sea posible. Antes de
mostrar la igualdad serdn necesarios algunos resultados técnicos. Primero, veamos la siguiente
proposicion.
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PROPOSICION 2.54. Sea W € W y ¢ € Sjg1). Entonces

1

(Ww)sfl =W = (W* e,
DEMOSTRACION. El resultado se sigue de una sencilla cadena de igualdades. Para (z,y) €
[0,1]3,

(W) (w,y) = We(p ™ (@), 07 (1) = Wple™ (@) (e (1)) = W(a,p).
Por lo tanto, (W®)® ' = W. Analogamente, (W¥¢ )? = W. O

Como consecuencia de la Proposicién y el teorema de cambio de variable (Teorema [A.45)
tenemos el siguiente corolario.

COROLARIO 2.55. Sean W : [0,1]> — R un nicleo y ¢ € Spo,1]- Entonces para cualesquiera

S, T € $([0,1]) se cumple
W9PdN? = / WdA2.
SXT e(S)xp(T)

Para mostrar el corolario sera 1til la siguiente observacién.

OBSERVACION 2.56. Sean W un niicleo y ¢ € Sjo.1). Para cada S, T € %([0,1]) se cumple
N2 S1N\®
we. (]lgxlT> = (W ’ ]lgxlT)

Procedamos con la demostracién del Corolario y posteriormente con la demostracion de
la Observacién [2.56]

DEMOSTRACION DEL COROLARIO [2.55] Sean W unniicleoy ¢ € S 1). Fijemos S, T € Z([0,1]).
Entonces S x T' € %([0,1]?) (Proposicién . También ya vimos que W% es un niicleo, en par-
ticular, una funcién medible, por lo que es valido considerar la integral de W% en S x T. Adema&s
por la Proposicién [2.54] y la Observacién [2.56] tenemos, respectivamente,

[ wray :/WV’~ (12.7) " an? :/(W-]lg;;)wd)?.

Al definir ¢ : [0,1]> — [0, 1]? mediante la regla ¢(x,y) = (¢(z),0(y)) sabemos A2 o0 ¢~ = \?
(Proposicién [2.50)). Por consiguiente, en virtud del teorema de cambio de variable (Teorema [A.45]),

: TW@dAQZ/(W Jl?x}) )2 = /W 1% d)2.
X

Es evidente que (¢~ 1(x),¢ (y)) € S x T implica (z,y) € »(S) x ¢(T). Reciprocamente, como ¢
es biyectiva, (x,y) € o(S ) x o(T) implica (¢~ (z), ¢~ (y)) € S x T. Por ende,

-1
lng = Lo(s)yxe(n)-

Consecuentemente, de nuestra tltima integral,

/ WedN2 = / W 1% pd\? = / WdAZ.
SxT @(S)xe(T)

O

DEMOSTRACION DE LA OBSERVACION [2.56] Fijemos un nicleo W € W, una funcién ¢ €
Sio,1) y dos elementos S,T € %([0,1]). Entonces S x T' € #([0,1]?). Para cada (z,y) € [0,1]
cumple

—1

(W (18r)") @) = o) - (16.7) " (@9) = W(el@).0(0) - 1. r(p(x). 0(0).
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A su vez,

(W 150) " @) = (W 18.7) (0(@), 0(9)) = W), o)) - 15, 7(9(2), 2(v).

Estamos preparados para demostrar la igualdad .
PROPOSICION 2.57. Para todo U,W € W se satisface
og(U,W):= inf dg(U,W¥)= inf dg(U% W).
PES[o0,1] PES|o0,1)

DEMOSTRACION. Sean U,W € Wy ¢ € Sjo1). Fijemos S, T € %([0,1]) arbitrarios. Recorde-

mos U = (U‘O)*”_1 y, puesto que ¢! también pertenece a S(0,1) Yy U¥ es un ntcleo, por el Corolario

2.55[se cumple
[2.55] p
Udﬁ:/ (U%@)W’ld/@:/ UPdA2.
SxT SxT =1 (S)xe~1(T)

De la misma manera,
W A2 = / WdAZ.
ST P H(S)x 1 (T)

Entonces, dado que todo nicleo es integrable (Proposicion [2.25)), podemos aplicar la propiedad de
linealidad de la integral (Proposicién [A.36)) para obtener la igualdad

/ U—W¢ )2 = / U® — WdA2.
SXT P=1(8)xp=1(T)

Observemos que p~1(S), o~ 1(T) € ([0, 1]) porque ¢ es medible. En consecuencia,
‘/ U—W%@’ldv‘ Ssup{’ U*P—Wd/\Q‘ :S,Te%([o,l})}:dg(U“",W).
SxT SxT

Notemos que do(U, W) es constante. Por ende, tomando supremo sobre cada S,T € #([0,1]) en
ambos lados de la desigualdad anterior,

(40) do(U,W* ") < dp(U?, W).

Esto implica

So(UW) = inf do(UW? ) <do(U?,W).
»~rE€S0,1

En consecuencia, al tomar el infimo en ambos lados de la desigualdad anterior sobre cada ¢ € S 1
y como dg(U, W) es constante, llegamos a

(41) (U, W) < inf dg(U?,W).
»ES[p,1)

Consideremos ahora los ntcleos U? , W¥. De igual manera a como mostramos tenemos
do(U?™, (W) ™) < dn((U? )%, W),
Es decir, d[,(U“f1 , W) < dn(U,W*¥), en uso de la Proposicién m Por consiguiente,

mf do(U?, W)= if do(U? W) <dg(U,W%).
PES[o,1) »~re€Sp,1

1

De manera que encontramos una cota inferior para dg(U, W?). Debido a la arbitrariedad de ¢ se
sigue que

(42) inf dg(U?,W) <dg(U,W).
®€S[0,1]

Total, las desigualdades y muestran

mf do(U?, W)= inf do(U,W*).
ot a( ) o ol )

Esto concluye con la demostracién. O
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Desafortunadamente, la distancia de corte en el espacio de nicleos solamente es una pseudo-
métrica.

PROPOSICION 2.58. La distancia de corte 6o es una pseudométrica.

DEMOSTRACION. Sean U, V,W € W fijos.

(a) Ya vimos que siempre se cumple 0 < §5(U, U). Por otro lado, Id : [0,1] — [0, 1], dada por
Id(z) = (z), preserva la medida (Ejemplo y es invertible. Esto implica Id € Sjg 1.
De manera que

on(U,U) < dp(U, U = 0.

Por lo tanto, 6g(U,U) = 0.

(b) (Simetria) Notemos que dg(U¥, W) es igual a do(W,U¥) para cada ¢ € Sjp,1 porque dg
es una métrica. Entonces la propiedad de simetrfa es inmediata de la Proposicion [2:57]
mediante la siguiente cadena de igualdades:

og(U, W)= inf dg(U?, W)= inf dg(W,U%)=4g(W,U).
PES0,1) PES[0,1)

(c) (Desigualdad del tridngulo) Para ¢ € Sy 1), como dg es una métrica, dn satisface la
desigualdad del tridngulo:

do(U,W¥) <dg(U,V¥) +dg(V,V?) + dg(V,W¥?).
Entonces

dn(U,W) < _inf (do(U,V¥)+dn(V,V?) +do(V,W¥)).
$EO0,1]

Los conjuntos {do(U,V?) | ¢ € Sput, {do(V.V?) | ¢ € St vy {do(V,W?#) | ¢ €
S[0,11} son no vacios (Id pertenece a Sy 1)) y estdn acotados inferiormente por cero. Por
consiguiente,

So(UW) < inf do(U,V®)+ inf do(V, V) + inf do(V,W®).

»€S[0,1) PES[0,1] »€S[0,1)
Asi, como ég(V, V) = 0 por la parte (a) de la presente demostracién, se cumple

oo(U, W) < op(U, V) + oa(V, W).

O

DEFINICION 2.59. Sean U,W € W. Definimos la relacién ~ como: U ~ W si y sélo si
og(U, W) =0.

OBSERVACION 2.60. ~ es una relacién de equivalencia.

DEMOSTRACION. Sean U, V,W € W.

» Ya sabemos ég(W, W) = 0, por lo que W ~ W.
= Supongamos U ~ W. Entonces é5(U, W) = 0. Ya que 0 es simétrica, se cumple og(W,U) =
0. Consecuentemente W ~ U.

= Supongamos ahora U ~ V y V ~ W. En consecuencia, por la desigualdad del triangulo,
o(U, W) < og(U,V) + éo(V,W) = 0. Por lo tanto, éo(U, W) =0, esto es, U ~ W.

En conclusién, ~ es una relacién de equivalencia. O

Por lo tanto, para cada ntcleo W € W, podemos considerar la clase de equivalencia de W
modulo ~, es decir,
Wl ={UeW|U~W}

DEFINICION 2.61. Definimos W = {[W]. | W € W}.
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NOTACION 2.62. Como es usual en estos casos, haremos un abuso notacional, pues denotare-
mos a un elemento [W]. € W simplemente por el nicleo representante W. Esto es, decimos que
dos elementos U, W € W pertenecen a W, y son iguales si y solamente si se satisface do(U, W) = 0.

Las complicaciones derivadas de usar la norma de corte en el espacio de niicleos y después
minimizar sobre funciones que preservan la medida se justifican por el hecho importante de que la
métrica 6 en W define un espacio métrico compacto en el espacio W [Lov12] p. 132].

6. El lema de regularidad como un teorema de compacidad en el espacio de grafones

Nuestra aproximacién a un nicleo seré con el llamado “operador paso”.

DEFINICION 2.63 (El operador paso). Supongamos que p es un entero positivo. Sea W € W y
sea P = {S1,...,Sp} una particion de [0,1] de cardinalidad p y con la propiedad &7 C ([0, 1]).
Definimos la funcion W : [0,1]> = R como

1
Wa(z,y) = NSINS,) /sixsj W(x,y)dxdy,

para x € S;, y € Sj y A(Si), A(S;) > 0. con 4,5 € [p]. En el caso A(S;) = 0 o A(S;) =0, para
i,j € [pl, x €S, y €S}, definimos W (x,y) =0.

NOTACION 2.64. Dado un nicleo W € W y una particion & del intervalo [0,1], el operador
paso de W, W, es llamado un escalonamiento de W. En términos probabilisticos, al considerar
el espacio de probabilidad ([0,1]2, 2([0,1]%),\2) y la particién 22 de [0,1])?, W es precisamente
E(W|27?) (Ejemplo .

6.1. Lema débil de regularidad. En esta seccién enunciamos el lema débil de regularidad
en la version del area de andlisis, después usaremos dicho lema dentro de la demostraciéon del
teorema de compacidad en el espacio de grafones.

Un hecho ampliamente conocido es que cada niicleo W € W puede ser aproximado, en la norma
L', por funciones simples. La siguiente proposicién asegura este hecho [Lov12] p. 145].

PROPOSICION 2.65. Sea (Z,) una sucesién de particiones de [0,1] con la propiedad de que,
para cada n € N, &2, C B([0,1]) y tales que cada par de puntos es separado por todos salvo un
numero finito de particiones &,,. Entonces, para cada W € W, W, — W casi donde sea.

El lema débil de regularidad para nicleos, probado por Frieze y Kannan en 1999 [FK99 p.
217], es un enunciado acerca de aproximacién a una funcién medible mediante funciones simples
en la norma de corte.

LEMA 2.66 (Lema débil de regularidad para nicleos). Para cada nicleo W € W y cada entero
positivo k existe una funcion escalonada U € W con k pasos (Notacz'o’n tal que

2
W —=Ulpg < WHWM

Entonces cada niicleo puede ser aproximado por funciones simples. La Proposicién [2.65 asegura
algo similar sobre aproximacién en la norma L'. Dado que, para W € W, se cumple la desigualdad
[Wllo < |[W]|l1, aproximar en L' parece un resultado més fuerte. Sin embargo, el error en la
aproximacién en la norma L' depende no sélo del niimero de pasos de una funcién escalonada
(Notacién , sino de W. El hecho crucial sobre el Lema es que el error tiende a cero
conforme k tiende a infinito, uniformemente en W [Lov12| p. 145].

Una funcién escalonada aproximandose a un grafén W € W en el Lema [2.66] usualmente no es un
escalonamiento de W (Notacién . No obstante, tenemos el siguiente lema:
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LEMA 2.67. Sea W € Wy, sea U € W una funcidn escalonada, y sea &2 una particion de [0, 1],
donde los elementos de & son los pasos de U (Notacidn . Entonces

W —Wa|o <2(|W -Ul|no.

Los lemas [2.60] y [2.67] implican el siguiente corolario.

COROLARIO 2.68. Para cada grafon W € Wy y cada entero positivo k existe una particion &
de [0,1] en a lo mds k conjuntos con medida positiva tales que

2
W —-w < —.
W - Warlo < 2
DEFINICION 2.69. Sean € >0 y W € W. Una particién & de [0,1] que cumple
W —-Wazlo<e

es llamada una particion débil regular de W con error e.

Usaremos la siguiente version del lema débil de regularidad (C. Borgs, J.T. Chayes y Y. Zhao).

TEOREMA 2.70 (Lema débil de regularidad). Para cualquier € > 0 y cualquier grafon W :
[0,1]2 = R exziste una particion & de [0,1] que satisface 2 C 2([0,1]), cumple | P| < 41/¢ Yy

[W—=Wap|o<e

LEMA 2.71 (Incremento de energfa en L?). Sea W € Wy un grafén y & una particién del
intervalo [0,1], tal que |W — Wa||g > €. Existe un refinamiento 2 de & con la propiedad

Weoll3 > [Wa |3 + €.

TEOREMA 2.72. Sean ¢ > 0, W € Wy un grafén y Py una particion de [0,1]. Existe un
refinamiento 2 de Py tal que | 2| < AY< | Py| que cumple

[W—Wa|o <e

Definamos Wg como el espacio de grafones médulo la relacion de equivalencia W ~ U si
og(W,U) = 0. Esto es,
Wo =A{[W]~ [ W e Wo}.
Notemos que (VNVO, o) es un espacio métrico. El lema débil de regularidad, en su versién analista,
es una herramienta fundamental en la demostracién del siguiente teorema de compacidad, el cual
puede pensarse como la versién més fuerte de regularidad [Lov12] p. 149)].

TEOREMA 2.73. El espacio métrico (Wg,ég) es compacto.

La prueba del teorema de compacidad en el espacio de grafones (Teorema expuesta en
el presente trabajo es una prueba no muy formal, puesto que analizar sus argumentos con lujo
de detalle requerirfa de otra tesis. Fueron consultadas las notas de Zhao [Zhal p. 104] para la
demostracion.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [2.73] Dado que estamos trabajando en un espacio métrico,
basta probar que toda sucesién de grafones (W,,) tiene una subsucesién convergente a algtin grafén.
Fijemos entonces una sucesién de grafones (W,,). Para cada n € N aplicamos el lema débil de
regularidad (Teorema repetidamente para obtener una sucesién de particiones

(43) t@’171,11.7‘@’17,,27L@n,?))"'
tal que, para cualesquiera n,k € N,
(a) Py k+1 refina P, 1;

(b) |Z.k| = mg, donde my, depende solamente de k; y
(C) ||Wn — kaHD < l/k‘, donde ka = (Wn)g»n)k.
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El lema débil de regularidad solamente garantiza que |2, x| < my, pero si permitimos conjuntos
de medida cero como elementos de la particiéon &2, j, podemos alcanzar la igualdad.

Inicialmente, cada elemento de una particién &7, puede ser un conjunto medibe arbitrario.
Sin embargo, para cada n, podemos aplicar una funcién invertible que preserva la medida a W, 1 y
a P, 1 de tal forma que &2, 1 es una particién de [0, 1] en intervalos. Para cada k > 2, asumiendo
que &, k—1 es una particién de [0, 1] en intervalos, podemos aplicar una funcién invertible que
preserva la medida a Wy, . y &, 1 de tal forma que &, j es una particién de [0, 1] en intervalos, y
refina a &, _1. Por induccién, tenemos entonces que &7, j consiste de intervalos para toda n, k.
Las propiedades (a), (b) atin se cumplen. En tanto que la propiedad (c) puede dejar de satisfacerse,
y tampoco puede ser cierto que W, = (Wy) =, ., atin sabemos que og(W,, W, ) < 1/k para
toda n, k. Esto sera suficiente para nuestro fin.

Ahora, la parte crucial de la prueba es un argumento de diagonalizaciéon en numerables pasos.
Comenzamos con la sucesion Wy, Wy, ... y pasaremos a una subsucesion repetidamente. En el paso
k seleccionamos una subsucesion W, , W, ,... tal que:

1. los extremos de los intervalos de &2, , convergen individualmente cuando ¢ — co.
2. Wy, converge puntualmente casi donde sea a un grafén Uy cuando ¢ — oo.

Existe una subsucesién que satisface (1) dado que, para cada n,k € N, la particién &, j tiene
exactamente my, elementos, y cada elemento tiene una longitud dentro del intervalo [0,1]. Asi,
consideremos una subsucesién (W,,)2; que satisface (1). Cada W,,  puede ser naturalmente
identificada con una funcién f,, x : [mg]? — [0,1]. El espacio de tales funciones estd acotado, asf
que hay una subsucesién (f,,,)52; de (fa,)52; que converge a alguna f : [mg]?> — [0,1]. Ahora f
corresponde a un grafén Uy el cual es el limite de la sucesién (W,,)52,. Por ende, (2) también se
satisface.

Para concluir el paso k, la subsucesién es re-etiquetada como Wy, Wy, ... e ignoramos los términos
descartados. La particiones correspondientes también son re-etiquetadas. Sin perder generalidad
en el paso k pasamos a una subsucesién que contiene a Wi, ..., Wj. Entonces, el resultado final
de los pasos k = 1,2,... es una sucesién infinita con la propiedad de que (W, ;)5 converge
puntualmente casi donde sea a U para toda k.

Similarmente, (£, ;)52 converge a un intervalo particién & para toda k.

De la propiedad (a), cada particiéon &2, 41 refina a &, i, lo cual implica

Wn,k - (Wn,k+1)(@nwk .

Tomando n — oo, se sigue que Uy = (Ug41) 2, . Ahora, cada Uy, puede pensarse como una variable
aleatoria en el espacio de probabilidad ([0, 1]%, 2(]0, 1]?), A?). Desde este punto de vista, las igual-
dades Uy, = (Up+1) 2, , implican que la sucesion Uy, Uy, ... es una martingala.

El rango de cada Uy estd contenido en el intervalo [0, 1], asi que la martingala es acotada. Por
el teorema de convergencia de martingalas (Teorema existe un grafén U tal que U, — U
puntualmente casi donde sea cuando k — oo.

Recordemos que nuestro objetivo era encontrar una subsucesiéon de Wy, Ws, ... convergente a
un grafén bajo dg. Hemos llegado a una subsucesion por el argumento de diagonalizacion de
arriba, y afirmamos que tal subsucesiéon converge a U bajo dg. Es decir, queremos mostrar que
og(Wy,,U) — 0 cuando n — oo. Esto se sigue por un “argumento estdndar de 3-epsilons”. Sea
e > 0. Entonces existe k > 3/e con la propiedad |U — U||1 < €/3, por convergencia puntual y
el teorema de convergencia dominada. Dado que W,, , — U, puntualmente casi donde sea (y por
otra aplicacién del teorema de convergencia dominada), existe ng € N tal que |[Uy, — Wy kll1 < €/3
para toda n > ng. Finalmente, dado que k > 3/¢, sabemos que dg(W,,, Wy, 1) < €/3 para toda n.
Concluimos que

5D(Ua Wn) S 5D(U7 Uk) + 6I:|(Uka Wn,k) + 6D(Wn,ka Wn)

<|NWU = Uglls + 1Uk = Wailli + 50(Wh i, Wh)
<e.
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En la segunda desigualdad usamos
og(Wi, Wa) < |[Wy — Wallg < [[W1 — Waly,
para grafones Wy, Ws. g



Capitulo 3

Aplicaciones del lema fuerte de regularidad

Aqui se exponen las primeras consecuencias del resultado principal (Teorema de esta
tesis. Primero se introduce la nocién de eventos uniformes y su relaciéon con la .%’-norma uniforme
(Definicién , introducida en el Capitulo 1. La segunda seccion estd dedicada a la aplicacion mas
importante de este capitulo, enunciada en la Proposicién y obtenida como consecuencia del
lema fuerte de regularidad (versién probabilista) en virtud del Lema La Proposicién |3.7| brinda
una particién finita del espacio muestral consistente de una subcoleccién de eventos uniformes]l]
En la dltima seccién se enuncia el lema fuerte de regularidad, en su version analista, para grafones,
como una consecuencia del resultado principal en el Capitulo 1 (Teoremall.40)) a través del Corolario

(L4212

1. Eventos uniformes

DEFINICION 3.1. Sean (Q,.#,P) un espacio de probabilidad, k un entero positivo y . un
k-semianillo en 2 con . C F. Supongamos X € LY(Q,.Z,P),0<n<1ySe.”. Decimos que
el evento S es (X,.,n)-uniforme si, para cada T C S con T € .7, tenemos

‘/(X — E(X|S))dP| < - B(S).
T

Mas ain, para cada € C .7 definimos Unf(€¢,X,n) ={C € € | C es (X,.,n)-uniforme}.

En los ejemplos y suponemos que (Q,.%#,P) es un espacio de probabilidad, k un entero
positivo y .# un k-semianillo en Q con . C .#. A su vez, suponemos X € L'(Q,.#,P),0<n <1
ySes.

EJEMPLO 3.2. Si S es un evento con probabilidad cero, entonces S es (X, ,n)-uniforme.

DEMOSTRACION. Supongamos un evento S € . tal que P(S) = 0. Sea T’ € .¥ con la propiedad
T C S. Como P(S) = 0, entonces, por monotonia, la probabilidad del evento T también es cero.
Consecuentemente,

/(X — E(X]S))dP = 0.
T

De manera que si S € % tiene probabilidad cero, entonces el evento S es (X, .7, n)-uniforme para
cada 0 <n < 1. O

EJEMPLO 3.3. Si X es constante en S, entonces S es (X, .7, n)-uniforme.
DEMOSTRACION. Supongamos que X es igual a una constante ¢ € R en el evento S. Entonces

la esperanza condicional de X dado S, E(X]|S), es igual a ¢ (Proposicién [B.2)), por lo que, para
TCS,

/T(X—E(X\S))sz/T(c—c)dP:0.

Asi, si X es constante en S, el evento S es (X, ., n)-uniforme para toda 0 < n < 1. O

Ivéase [IDKK16| p. 16] para una aplicacién de la Proposicién a hipercubos.
2Véase IDKK16| p. 17] para una demostracién del lema fuerte de regularidad para grafones en el espacio LP.
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El siguiente lema muestra que el concepto de (X,.7,n)-uniformidad estd relacionado con la
definicién de la .’-norma uniforme (Definicién [1.3)).

LEMA 3.4. Sean (Q, % ,P) un espacio de probabilidad, k un entero positivo y % un k-semianillo
en Q con . C .. Supongamos X € L1 (Q,.Z,P), 0 <n <1 yun evento S € . con la propiedad
P(S) > 0. Entonces, S es (X,.7,n)-uniforme si y solo si la variable aleatoria X — E(X|S) €
LY(Q, Z,P(-|9)) satisface que su .#-norma uniforme es menor o igual a 7.

DEMOSTRACION. Supongamos que el evento S es (X,.¥,n)-uniforme. Para facilitar la nota-
ci6én, denotemos a la medida de probabilidad condicional de P relativa a S como v = P( - | S).
Entonces, de la desigualdad del triangulo,

/|X ~E(X|S)|dv < /|X|du+/\E(X\S)|dV
- / IX|dv + [E(X]S)|

< [1x1dp+ [E(x]S).

La tltima desigualdad se debe al Ejemplo pues | X| es de vuelta una variable aleatoria positiva
(pertenece a LT(Q,.7)) por la Proposic Luego, puesto que X € LY(Q,.Z,P), entonces
[1X|dP y |E(X]|S)| son ntmeros reales. Consecuentemente, [|X — E(X|S)|dv < oco. Ademas, si
consideramos a E(X|.S) como una funcién constante, entonces, en virtud de las Proposiciones
y[A:26] X —E(X|S) es medible. Por ende, se cumple X — E(X|S) € L'(Q, %, v). Ahora, tomemos
T € . arbitrario. Al ser . un k-semianillo, se satisface SNT € .%; ademds, notemos que SNT
es subconjunto de S. Por consiguiente, debido a que S es (X, .%, n)-uniforme,

[ (X -Exi)d| <0 B(S)
snT
Equivalentemente,
5.

e | (X —E(X|S))dP| <.

’P(S) snT
Del Ejemplo [AZ39]

1
] /(X - E(X|S))dz/‘ - ’7/ (X — ]E(X|S))d}P” <7
T P(S) Jsnr
La arbitrariedad de T nos permite deducir
X — E(X|S)|l» = sup {( / (X — E(X|S))d1/‘ T e 5/} <7
T
Reciprocamente, supongamos que la variable aleatoria X — E(X|S) € LY(Q,.Z,v) satisface que
su .-norma uniforme es menor o igual a 7. Sea R cualquier subconjunto, fijo, de S con R € .¢.
Entonces, por hipdtesis,
| [ e —Exisyan| < 1x ~ B8l <0
R
Nuevamente, haciendo uso del Ejemplo [A-39]
1
(44) ‘7/ (X—E(X\S))d]P" - ‘/(X—]E(X\S))du‘ <7
P(S) Jsnr R

Por el hecho de que R es subconjunto de S, SN R = R. Por lo tanto, de ,

| [ (x —Exis)a| < n-B(s),

R

mostrando asi que S es (X,.7, n)-uniforme. O
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COROLARIO 3.5. Sean (Q,.%7,P) un espacio de probabilidad, k un entero positivo y . un
k-semianillo en Q con . C .F. Supongamos X € L*(Q,.#,P) y 0 < n < 1. El espacio muestral,
Q, es (X, .7, n)-uniforme si y sélo si la variable aleatoria X —E(X) € LY(Q, Z,P) satisface || X —
E(X)|l» <.

DEMOSTRACION. Debido a que Q es el espacio muestral, sabemos P(2) = 1. Asi, por definicién
de probabilidad condicional (Ejemplo , es facil ver que la medida de probabilidad P( - | Q)
coincide con la medida P, es decir, tenemos la igualdad P( - | Q) = P. Por esta razon, los espacios
LY(Q, Z,P(-| Q) y LYQ,.Z,P) son iguales. También, de la definicién de esperanza condicional
dado un evento (Definicién [B1]), tenemos E(X|Q) = E(X). Por lo tanto, del Lema Q es
(X, .7, n)-uniforme si y sélo si | X — E(X)|.» < n. O

2. Regularidad en Probabilidad

LEMA 3.6. Sean (2,.7,P) un espacio de probabilidad, k un entero positivo y % un k-semianillo
en Q con . C .F. También, sean P una particién finita de Q con P C F, X € LY(Q,.Z,P) y
0 < n < 1. Supongamos que X admite una descomposicion X = Xest + Xerr + Xung en variables
aleatorias integrables con la propiedad de que X .5 es constante en cada S € P y las funciones X o
Y Xuns obedecen las estimaciones || X errll1 < 0%/8 y | Xundlr < (0?/8)| 2|7 . Entonces tenemos

> P(S) <n.

SeP\Unf(Z,X,n)

DEMOSTRACION. Supongamos S € £ \ Unf(£, X,n). Por definicién, podemos seleccionar
T CSconT e .? tal que

(45) n-P(S) <

/T(X - E(X|S))dIP” .

La funcién Xeg es constante en Sy por lo tanto, del Ejemplo [3.3

/(Xest - E(XestS))d]P)‘ = 0
T
Por consiguiente, de y la desigualdad del tridngulo,

n-P(S) <

/ (Xcst + Xcrr + Xunf - E(Xcst‘s) - E(Xcrr|S) - E(Xunf|s)dp‘
(46) .
<

/T(Xerr - E(Xerr|5))dIP" +

/ (Xunt — ]E(Xunf|S))dIP” .
T
Por un lado, usando la desigualdad de Jensen y la desigualdad del tridngulo,

(47)

/ (Xerr ]E(Xerr|S))dIE”’ < / | Xere| d + / IE(Xent] S)| dP.
T T T
Continuando con la desigualdad , la Proposicién asegura que
/ X dIP’+/ [E(Xen|S)| dP < / Xeon] dIP>+/ IE(Xewr|S)| P
T T s 5
= E(| Xer:| [S)P(S) + [E(Xere|S)|P(S).

Y recordemos, de la Proposicién [B.3] |[E(Xer|S)| < E(|Xer| |S). En consecuencia, por las desigual-
dades () v (),

(49)

(48)

/T (Xowe — ]E(Xerr|S))dIP" < OB(|Xone| [S)P(S).



56 Capitulo 3. Aplicaciones del lema fuerte de regularidad

Por otro lado, de la bien conocida desigualdad del tridangulo y por definicién de la %-norma
uniforme,

/(Xunf_E(XundS))dP‘ < ‘/ Xunfd]P)’ + ‘/ ]E(XunfLS)d]P)‘
T T T
< || Xuntll + P(T) [E(Xuntl S)| -

La propiedad de monotonia de la medida nos dice que P(T") < P(S), por lo cual P(T)/P(S) < 1.
La afirmacién anterior es consistente, pues ya vimos que si S tiene probabilidad cero, entonces .S
pertenece a Unf(Z2, X, n) (Ejemplo , por lo que podemos deducir que P(S) > 0. Asi, tenemos
lo siguiente:

(50)

P(T
(51) P(T) [E(XuntlS)| = PES; ‘/ Xunfle" < ‘/ XundeP” < Xt
S S
Atando cabos, de las desigualdades (50) y (51)),

(52)

/(Xunf - E(Xunfs))dp‘ < 2||Xunf||5"
T

De lo que hasta ahora hemos desarrollado, la desigualdad que hay que tener en cuenta es aquella
que es el resultado de las desigualdades , y 7 es decir,

(53) 1 - P(S) < 2E(|Xex| [S)P(S) + 2[| Xuntl -
La arbitrariedad de S nos permite afirmar que lo anterior se satisface para todo elemento de
Z\ Unf(£, X, n).
Definamos los conjuntos
o ={S € P|E(|Xeu| [S) 20/4} y B={S € 2 | P(S) <40 || Xunt| ~}-

Afirmamos que & \ Unf(Z£, X,n) C &/ U A. En efecto, argumentando por contradiccién, suponga
que existe un elemento en la interseccién (2 \Unf(Z, X, n))N (L \ (o UZR)), a quien, para facilitar
la notacién, denotaremos nuevamente por S. En consecuencia, S cumple (53)). También

4 Xun
]E(‘Xerr| |S) < Z y ]P)(S) > H,’]f”‘y

Equivalentemente,

P(S P(S
2 (| Xerr| [9)B(S) < Ty ) S o)
Sustituyendo este tltimo hecho en ,
P(S P(S
e(s) < T O]

una contradicciéon. Esto muestra que &2 \ Unf(£, X, n) C o/ U %. Ahora bien, para A € &,
E(| Xere| |[A) > n/4 implica, de la definicién de esperanza condicional dado un evento A (Definicién

B.1),
PA) <7 [ [ Xeul P,
nJa

Consecuentemente,
4 4 4
DEIEED Sl AT D Dl Ab T Sy AR
Acot (e T Acm /A K

donde usamos el Teorema[A:32] pues & consiste de conjuntos ajenos por pares al ser una particiéon
(finita) de €, ademas, |J 2 = Q. De modo que, como || Xe.||1 es una cantidad acotada por n2/8,

4 n
(54) Z ]P(A) S 7||Xerr||1 S 5
Aco/ N

A su vez, # es subconjunto de & y || Xunt||.» también es una cantidad finita. Por lo tanto,

4 Xun % 4 Xun %
Be%# N N 2
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Finalmente, dado que &\ Unf(Z, X, n) C &/ U A, por y ,
(56) > P(S)< > P(S)+ Y P(S)<n.
SeP\Unf(2,X 1) Acd BeR
[l

El Lema [3.6] nos permitira reducir la siguiente proposicién al lema fuerte de regularidad en su
versién probabilista (Corolario [1.42]).

PROPOSICION 3.7. Para cada entero positivo k y cada 0 < n < 1 existe un entero positivo
U(k,n) con la siguiente propiedad. Si (2, #,P) es un espacio de probabilidad, .7 es un k-semianillo
enQ con. CF yX € L3Q, Z,P) con || X||2 <1, entonces existe un entero positivo M < U(k,n)
y una particion & de Q con P C . y |P| = M, y satisface

> PS)=1-n.

SeUnf(2,X n)

DEMOSTRACION. Fijemos un entero positivo & y un ntimero real 0 < n < 1. Definamos o =
n?/8 y F : N — N mediante la regla F(n) = [(n/o) + 1] = [(8n/n?) + 1] para cada n € N. Para
ver que F' es creciente tomemos n, m € N con la propiedad n < m. Entonces

1< 4 1<Fm).
o o
Por consiguiente, F(n) < F(m). Supongamos que se satisface F'(n) = F(m). Consecuentemente,
Fm)-1< 2 +1<Fm) y F(m)—1<2+1< F(m).
o o

En consecuencia,

8m — 8n
2

Asi, [8m — 8n| < n? < 1, lo cual no puede suceder. Por ende, F(n) < F(m); es decir, F es una

funcién creciente. Por otro lado, ¢ < 1 implica n < no~! para cualquier n € N. Asi, para cada
n € N, se cumple n + 1 < F(n). Por tanto, F' es una funcién de crecimiento. Definamos

U(k,n) = Reg/(k,0, F).

<1

m—n
g

Afirmamos que U(k,n) es el entero positivo buscado. Supongamos que (2,.#,P) un espacio de
probabilidad, . un k-semianillo en © con ¥ C .% y X una variable aleatoria que pertenece a
L3(Q, Z,P) con || X|2 < 1. Por el Corolario existe M un entero positivo menor o igual a
U(k,n), una particion & de Q con & C L y |#| = M, y un refinamiento finito 2 de & con
2 C . tal que, para

(57) KXest = E(X]22), Xenwr =E(X|2) -E(X|Z) v X=X —E(X|2),

tenemos las estimaciones || Xeyllo < 0 v || Xuntll.r < 1/F(M). Por monotonia de las normas LP
(Proposicién y | Xerr|lh < 0. A su vez, notemos que

8M 8M
jgﬁﬁ-lSF(M),

n
por lo cual,
2
Lo
F(M) = 8M
Por consiguiente, recordando que | 2| = M, tenemos || Xuntls < (#2/8)]22|"". Como ltima

observacion, Xes es constante en cada S € & porque estd definida como la esperanza condicional
de X dada la o-élgebra finita generada por la particiéon & (Ejemplo v Xest €s integrable por
definicién de esperanza condicional. A su vez, X¢ y Xuns son integrables por ser el resultado de
una combinacién lineal de variables aleatorias integrables, pues L (£2,.#,P) es un espacio vectorial.
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Entonces, X admite una descomposicién en variables aleatorias integrables. De este modo, el Lema
[3-6] asegura que
(58) > PO <
SeP\Unf(2,X,n)
Y, ya que & es una particién,

Y PS) =P(|J2) =P©) =1.

Se?
Entonces,
> PS) + Y. P =1
Se2\Unf(2,X,n) SeUnf(2,X,n)

Despejando lo anterior y usando la desigualdad tenemos:
Y P =1-n.
SeUnf(22,X,n)

Para poder despejar, en este dltimo paso usamos que (2, Z,P) es un espacio de medida finita. [

3. Lema fuerte de regularidad para grafones

DEFINICION 3.8. Supongamos que Q es un conjunto no vacio. Decimos que una funcién W :
O x Q es simétrica si, para cualesquiera x,y € Q, W satisface W(x,y) = W(y, x).

DEFINICION 3.9. Sea (,.%,P) un espacio de probabilidad. Un nicleo es una funcién W :
QO x Q — R que es acotada, simétrica y (F, B(R))-medible.

DEFINICION 3.10. Sea (Q, #,P) un espacio de probabilidad. Un grafén es un nicleo W :
O x Q=R tal que 0 < W(x,y) <1 para cualesquiera z,y € Q.

Otra consecuencia del Corolario es el lema fuerte de regularidad para grafones, cuya
demostracién puede encontrarse en “Szemerédi’s regularity lemma via martingales” [DKK16].

COROLARIO 3.11 (Lema fuerte de regularidad para grafones). Para cada 0 < € < 1 y cada
funcion positiva h : N — R existe un entero positivo s(e, h) con la siguiente propiedad. Si (Q, F,P)
es un espacio de probabilidad y W : Q x Q — R es un grafon con ||W||2 < 1, entonces existe una
particion Z de Q con Z C F y |%| < s(e,h), yU : Q x Q= R un grafon tal que |W —=Ula<ey
U = Uszllo < h(|Z]).



Capitulo 4

Graficas con sucesion de grados dada

Este capitulo expone brevemente el articulo “Random graphs with a given degree sequence”
[CDS11]. Comenzamos haciendo un recuento de algunos elementos de la teoria de limites de
graficas para, posteriormente, introducir la nocién de un limite de escalamiento, representado por
una funcién f : [0,1] = R, correspondiente al limite de una sucesién de sucesiones de grados de
graficas, (d™). El resultado principal de [CDS11] se enuncia en esta tesis como el Teorema y
concierne a una sucesién de graficas aleatorias, con una sucesion de sucesiones de grados dada, a
un grafén, W, descrito de manera explicita en términos de una cierta funcion g.

En seguida se enuncia y demuestra la Proposicién [£4] que caracteriza a un cierto tipo de
limites de escalamiento y se interpreta como una versién continua del criterio de Erdos-Gallai en la
teoria de graficas tradicional; su demostracion brinda, al mismo tiempo, un algoritmo para obtener
una sucesion de grados de una gréafica. En virtud del algoritmo obtenido en la demostracion de la
Proposicién [4.4] es posible dar una sucesién de grados de una gréafica mediante funciones continuas
y acotadas. Por esta razon, la tercera seccién de este cuarto capitulo muestra una simulacién de
graficas aleatorias en base al Modelo de configuracién.

Otro modelo de simulacién de gréficas aleatorias relevante en este trabajo es el llamado Modelo
5. Dicho modelo influye dentro de la prueba del Teorema (resultado principal de [CDS11]). El
Modelo g dicta las probabilidades para construir graficas aleatorias. Cuando § es desconocido, el
estimador méximo verosimil, ﬁ , lleva a un algoritmo que permite encontrar g, y con ello, el grafén
limite, W, del Teorema El Teoremaasegura la existencia de un estimador B con probabilidad
alta. A su vez, el Teorema garantiza una caracterizaciéon de todas las posibles sucesiones de
grados esperadas del Modelo 8 conforme 3 varia en R™. En la tltima seccién desarrollamos con rigor
la demostracién de un teorema (Teorema sobre convergencia al estimador méximo verosimil,
/5’ , suponiendo su existencia. La demostraciéon del Teorema es cercana a la prueba del teorema
del punto fijo de Banach.

1. Introduccién

Las graficas de un orden suficientemente grande a menudo son estudiadas a través de su sucesién
de grados. En el articulo “Random graphs from a given degree sequence” [CDS11] se estudian
graficas que son uniformemente escogidas con una sucesién de grados dada. Se ha mostrado que
bajo ciertas condiciones tales graficas tienen limites de graficas en el sentido de Lovasz y Szegedy
ILS06] con limites identificables por una funcién conocida como grafén. Estudiaremos ecuaciones
particulares de un modelo exponencial que tienen a las sucesiones de grados como estadistica
suficiente. En [CDS11] se muestra que el estimador maximo verosimil de los pardmetros es Gnico
y consistente con alta probabilidad. Entonces, para un entero positivo n, n pardmetros pueden ser
estimados consistentemente basados en una muestra de tamano uno.

Supongamos que G es una grafica de n vértices y sean dy, ..., d, los grados de los vértices de
G. Correspondientemente, la distribuciéon de grados de G es la funcién de distribucién acumulada
F con soporte en [0, 1], definida como

[{i:d; < nz}

n

F(z) =

59
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En otras palabras, si un vértice es escogido uniformemente al azar, entonces el grado de ese vértice,
dividido por n, es una variable aleatoria con funcién de distribucién acumulada F.

Uno de los objetivos de [CDS11] es dar una descripcién bastante precisa de la estructura de
graficas aleatorias densas via la nocién de gréaficas limite introducida recientemente por Lovasz
y Szegedy [LS06] y desarrollada por Borgs et al. Esto da, en particular, una forma de escribir
formulas exactas para el nimero esperado de subgréaficas de un tipo dado sin simulacion.

1.1. Elementos de la teoria limite de graficas. Supongamos que (G,) es una sucesién
de gréaficas simples tales que el ntimero de vértices tiende a infinito. Para dos graficas G y H,
recordemos la densidad de homomorfismos de H en G definida como
hom(H, G)
En un espacio de probabilidad discreto (V(G)YH#),.Z P), la densidad de homomorfismos de H en

G es precisamente la probabilidad de que al elegir al azar una funcién f : V(H) — V(G) ésta sea
un homomorfismo.

HH,G) =

En [LS06], se analizan los limites de la sucesién (G,,) mediante densidades de homomorfismos.
Es decir, para cada gréfica H, las densidades de homomorfismo ¢(H, G,,) tienden a un limite ¢(H)
conforme n — oo.

El resultado principal de Lovasz y Szegedy [LS06] es que, en efecto, hay un “objeto limite”
en el espacio de grafones W,. Inversamente, todo graféon es un objeto limite de una sucesion de
graficas apropiada. Este objeto limite determina todos los limites de densidades de subgraficas: si
H es una grafica simple con V(H) = [k], entonces

/[0 e H(i,j)GE(H)W(xia xj)d:vl e dxk.

Por ejemplo, para la grafica de Erdés-Renyi G, , si p esta fijo y n — oo, entonces la gréfica limite
es representada por la funcién que es idénticamente igual a p en [0, 1]2.

2. Limites de escalamiento

DEFINICION 4.1. Supongamos que, para cada entero positivo n, una sucesién de grados d* =
(dy,...,dY) estd dada. Sin pérdida de generalidad supongamos dy > dy > --- > d. Decimos que la

’r'n

sucesion (d™) tiene un limite de escalamiento si existe una funcién f :[0,1] — R no creciente

tal que
2 ()
n n

Notemos que la convergencia en este sentido puede ser enunciada equivalentemente en térmi-
nos de convergencia de distribuciones de grados: d'/n — f(0), d* — f(1) y Dn/n — f(U) en
distribucién, donde D,, es algtin d} escogido al azar y U se distribuye uniformemente en [0, 1]. La
idea de controlar di y d viene de la necesidad de eliminar vértices atipicos que son adyacentes
a demasiados o pocos vértices [CDS11] p. 1403]. Dado que d? es decreciente en 4, los vértices de
grado atipico pueden ser eliminados simplemente controlando d} y d..

1 n
-

n ‘
i=1

%)

(59) Jim < d

DEFINICION 4.2. Definamos

DY[0,1] ;= {f : [0,1] = R | f es no creciente y f es continua por la derecha en (0,1)}.

Para cada n € N, sea (G, una grafica aleatoria escogida uniformemente en el conjunto de
gréficas simples con sucesién de grados d”. Supongamos que f es el limite de escalamiento de la
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sucesién (d") como en . Dotamos al conjunto de limites de escalamiento (es decir, D¥[0, 1])
con la topologia inducida por una modificacién de la norma L' dada por

1l = 1£O)] + [F(1)] + / ()] d.

La eleccién de esta norma es debido a la necesidad de hacerla compatible con nuestra nocién de
convergencia de sucesiones de grados.

No todas las funciones pueden ser limites de escalamiento de sucesiones de grados. Denotemos
F:={f € D*0,1] | existe una sucesién de grados (d") tal que
f es limite de escalamiento de (d")}.

El resultado principal en el articulo “Random graphs with a given degree sequence” [CDS11] es
el siguiente:

TEOREMA 4.3. Sea (G,) una sucesion de grdficas aleatorias tal que, para cada n € N, G, es
escogida uniformemente en el conjunto de grdficas simples con sucesion de grados d". Supongamos
que f es el limite de escalamiento de la sucesion (d") como en (@/ Supongamos también que f
pertenece al interior topoldgico del conjunto F. Entonces existe una unica funcion g : [0,1] — R
en D¥[0,1] tal que la funcion

e9(@)+9(y)
W(@Y) = T smrem
satisface, para toda x € [0,1],

f(a) = / Wz, y)dy.

En esta situacion, la sucesion (Gy,) converge casi sequramente al grafon W.

La demostraciéon del Teorema puede ser consultada en [CDS11]. El Teorema puede
ser util sélo si damos una manera simple de verificar cuando f pertenece al interior de F. Si f es
el limite de escalamiento de una sucesién de grados, entonces f € F. La pregunta es jcudndo f
pertenece al interior de F7 El siguiente resultado da una condicién equivalente que es sencilla de
verificar.

PROPOSICION 4.4 (Caracterizacién del interior de F). Una funcién f : [0,1] — [0,1] en D*[0,1]
pertenece al interior de F si y solo si:

(i) existen dos constantes c1 >0 y ca < 1 tales que ¢; < f(x) < ¢ para todo x € [0,1].
(ii) para cada x € (0,1],

[ i)y + o - / " f(y)dy > 0.

Demostraremos la Proposicion [£:4] después de las siguientes observaciones.

Observaciones:
1. La condicién (ii) en el resultado previo es una versién continua del bien conocido criterio de
Erdés-Gallai: Supongamos que dy > ds > -+ - > d,, son enteros no negativos. El criterio de Erdos-
Gallai nos dice que dy,...,d, puede ser la sucesion de grados de una gréafica simple de n vértices
siysolosi ) i d;es pary para cada k € [n],
k n

> di<k(k—1)+ Y min(d;, k).

i=1 i=k+1
2. Como un ejemplo, consideremos el limite de la gréifica de Erdés-Renyi G(n, p) conforme n — oo.
Entonces f(z) = p para todo z. La condicién (ii) se vuelve (1 — z) min(p,z) + 2> — px > 0 para
toda x. Considerando los casos x > p y = < p es posible verificar que las graficas de Erdos-Renyi
pertenecen al interior de F para cualquier p fija, 0 < p < 1.



62 Capitulo 4. Gréaficas con sucesién de grados dada

DEFINICION 4.5. Sea f € D¥[0,1]. Definimos G¢ : [0,1] = R como

/mln r)dy + z* —/ fly

OBSERVACION 4.6. Para cualesquiera f, f' € DY]0,1] se satisface

sup |Gy(x) — Gp (@) < |If = f'llv-
z€[0,1]

DEMOSTRACION. Sean f, f’ € D*[0,1] y = € [0,1]. Por un lado, para todo y € [z,1],
f) +z—1fly) —=  f'y) +z—[f(y) —=
2 2

ﬂw*f@%;ﬂw*fwﬂgﬂwif@)

min(f(y),z) — min(f'(y),z) =
(60)

Por otro lado,

C%@»—GfWN—\Lfmmu«mey—/wf@My—/Jmmummey+Azf@m4

1

<M/Hm0@% — min( dﬂ+k/f @Mﬂ

i

< [ min(r).a) ~min(F )2 dy-+ [ 176) - £ )l

Asi, puesto que para cada y € [z, 1] se cumple ,
1 1
Gy(x) = Gy ()] S/ |f(y) — Idy+/ |f(y y)ldy = ; 1f(y) = f'(y)ldy
<|f = Fl

Por lo tanto, como ||f — f’||1+ es constante, al tomar supremo sobre todo x € [0, 1] en ambos lados
de la desigualdad obtenemos el resultado deseado. O

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION [4.4l La prueba de que una funcién f : [0,1] — [0,1] en
D*[0,1] pertenece al interior topolégico de F puede encontrarse en [CDS11]. Nos enfocaremos a
demostrar el resultado inverso. Sea f € D¥[0, 1] tal que, para toda = € [0, 1], se satisface 0 < ¢; <
f(z) < ca <1y, para toda z € (0,1], Gy(x) > 0.

Probaremos primero f € F. Fijemos n € N. Definamos df = [nf(0)] y, parai=2,...,n

- ()]

Dado que f es no creciente, tenemos df > dj > --- > d'. Podemos incrementar dj por 1 (6
incrementar cualquier otro d!' para i € [n]) si es necesario, de tal forma que > ., d? sea un
nimero par.

En el caso en que no se incremente d}f por una unidad, d} < nf(0) < n, por lo que 0 <
f(0) —d}/n < 1/n. Para el caso en que incrementemos d} en una unidad, nf(0) < df < n.
Total, en cualquier caso siempre podemos asegurar |f(0) — d}/n| < 1/n. Andlogamente, para cada
ie€{2,...,n}, se cumple |f(i/n) — d?/n| < 1/n, por lo que

) —
2l ()=

=2
Como f es no creciente, n > nf(0) > nf(1/n), entonces n > dt > nf(1/n) 6 n > nf(l/n) > dt;
en cualquier caso, |d?/n — f(1/n)| < 1/n. Por lo tanto, con esta construccién obtenemos

ool L (D)
n

é <%+n2

i=1

(62)

Lo o)+
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Para cada n € N definamos al vector d" = (dY,...,d}) como en . La desigualdad asegura
que d" converge al limite de escalamiento f cuando n — oco. Falta mostrar que para cualquier n
suficientemente grande, d™ es, en efecto, una sucesién de grados de alguna grafica.

Dado que f esta acotada y es no creciente,

n—oo

lim / (@) — F(na) /)| da = 0,

as{ que para k € [n]

Sy min(dy, k) + k(k—1) — Y1, dy
‘ - n? - = Gyk/n)| <
1 i k ! k LA
= —min { =, — ) — i - - Y
< ‘i_%;_lnmln(n ’n) /k/nmln <f(y)an> dy‘+n2 +’;n2 | f(y)dy‘
- ]- , Z ]{ 1 , k k
< ‘ Z — min <f< >,> */ mm(f(y),) dy‘ + =
ikt njon k/n n n
k ; k/n
1 i 1
*\;nf (n) Ho SO = [ fw)a
< é(n),

donde €(n) — 0 conforme n — oo. Entonces existe una sucesién de enteros (ko(n)), donde
ko(n)/n — 0 conforme n — oo, tales que, para todo k > ko(n), se satisface

n

k
> min(d}, k) + k(k—1) =Y _d? > 0.
i=k+1 i=1

Ademés, existen ¢f < 1y ¢, > 0 tales que para n suficientemente grande, se cumple ¢, < d?/n < ¢}

para toda i € [n]. Supongamos que para n suficientemente grande se cumple ko(n)/n < ¢ y
(1 =¢i)n —ko(n) > 0. Consecuentemente, si k < ko(n), tenemos

n k
> min(dy, k) + k(k—1) = > dy
i=k+1 i=1
n k
> Z min(cyn, k) + k(k — 1) — ch’l
i=k+1 =1

=(n—k)k+k(k—1)—cnk
= (1 =)n—k)k+k(k—1)>0.

En consecuencia, para n suficientemente grande, tenemos que para toda k € [n],

n

k
> min(d), k) + k(k—1) = > _d} > 0.
1=1

i=k+1

El criterio de Erdos-Gallai garantiza que (d7, ..., d") es una sucesién de grados vélida. Es as{ como
hemos probado que si f satisface las condiciones (i) y (ii) de la Proposicién entonces f debe
pertenecer a F. Ahora mostraremos que f estd en el interior de F.
Notemos que Gy es una funcién continua que es positiva en (0,1]. Més atn, la Observacién
garantiza que

sup |Gy(z) = Gp(2)] < |If = f'llv

z€[0,1]

para cualesquiera f, f' € DY[0,1]; asi que si f,, — f en ||-||1/, entonces Gy, — Gy en la norma
del supremo. Consecuentemente, para cualquier € > 0 existe 6 > 0 tal que ||h — f|/;/ < § implica
Gpr(z) > 0 para toda x € [e,1]. También, ¢; —§ < h(x) < ¢3 + 0 para toda = € [0, 1]. Escogiendo
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d, € lo suficientemente pequenias, podemos asegurarnos que se cumple ¢y —d > ey l—e—4§—cy > 0.
Fijemos tales €,0 y h. Entonces para cualquier x € (0, €), tenemos

1 T
Gp(z) > / min(c; — 6, z)dy + z* — / (co + 0)dy
T 0

=(1—2)z+2°—(cs +0)x

>(1—e—6—c))x+a?>0.
Y también tenemos G (x) > 0 para = € [¢, 1] por la eleccion de §. Es decir, hemos probado que
existe 0 > 0 con la propiedad de que si |h — f’||1+ < d, entonces Gj,(x) > 0 para toda x € (0,1]. Si

escogemos 0 lo suficientemente pequenia, podemos asegurar que el rango de h no contiene a cero ni
a uno. O

La Proposicién [£-4] nos da un algoritmo para obtener sucesiones de grados. Recordemos
D*Y[0,1] := {f :[0,1] — R | f es no creciente y f es continua por la derecha en (0,1)}.

Tomamos f € D*[0, 1]. Definamos, para cada n € N, d} = [nf(0)] y

(63) dy = {nf (;)J, parai=2,...,n.

Podemos incrementar d} por 1 (6 incrementar cualquier otro di* para ¢ € |n]) si es necesario, de
1 2 ’
n P
tal forma que )" ;| d}* sea un niimero par.

3. Simulaciéon mediante el Modelo de configuraciéon

En los siguientes dos ejemplos se simularon graficas con una sucesion de grados dada por una
funcién no creciente. El c6digo utilizado para nuestro fin se encuentra en el Apéndice C del presente
trabajo.

EJEMPLO 4.7. Considere la funcién f : [0,1] — [0,1] dada por f(x) = —x2/2 + 3/4.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Para n = 10,20,30,40 construimos una sucesion de grados como en (@), denotada por d* =
(dy,...d"). Una vez obtenida la sucesion de grados d™, simulamos una grdfica aleatoria con el
siguiente cddigo basado en el Modelo de configuracion [vdH16l p. 139].

EJEmPLO 4.8. Considere la funcién f :[0,1] — [0,1] dada por f(z) =1/(z + 2).
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FIGURA 1. Simulacién de gréficas aleatorias con una sucesién de grados dada por una
funcién céncava.

0.8

0.6

0.2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

A diferencia del Ejemplo[{.7, en esta ocasién f es una funcién conveza. Notemos también que la
densidad de aristas es ligeramente menor al ejemplo anterior.

La siguiente pregunta natural es si uno puede facilmente describir la funcién g del Teorema
4.3| para una funcién f dada. Esto se vuelve un problema central en todo el andlisis. De hecho,
para probar el Teorema [£.3] analizamos un modelo estadistico relacionado. Resulta que obtener el
estimador maximo verosimil en el modelo nos lleva a un algoritmo para encontrar g, lo que produce
una prueba del Teorema [I.3] Analizaremos el modelo estadistico.

4. Estadisticas con sucesiones de grados.

4.1. Modelo §. Dado un vector 8 = (B1,...,0,) € R™ y un entero positivo n, sea Pg la
ley de una gréfica aleatoria no dirigida con conjunto de vértices [n] definida como sigue: para cada
i,j € [n] tales que i # j, ponemos una arista entre los vértices ¢ y j con probabilidad

eBitBi
Py = T e
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FIGURA 2. Simulacién de gréficas aleatorias con una sucesién de grados dada por una
funcién convexa.

e independientemente de todas las demés aristas. Entonces, si G es una grafica con sucesion de
grados di, . ..,d,, la probabilidad de observar G' bajo P3 es

ezi Bid;i

Micy (1 + P 71)

Este modelo de graficas aleatorias es llamado Modelo 3.

Supongamos que una grafica aleatoria es generada del Modelo 3, donde 5 € R"™ es desconocido.
. Es posible estimar 8 de una G observada? El estimador méximo verosimil, /3’ , de 8 debe satisfacer
el sistema de ecuaciones

n Bi+B;
(64) dizzeiM, parai=1,...m,
i=1 1 _|_ eﬂi+ﬂj
J#i
donde dy,...,d, son los grados de los vértices de la grafica observada G.

El siguiente teorema muestra que bajo ciertas condiciones en 3, hay una alta probabilidad de
que exista el estimador maximo verosimil, sea Unico y estime 8 con precisién uniforme en todas
sus coordenadas.

TEOREMA 4.9. Supongamos que G es una grifica aleatoria dada por la medida Pg y sea
di,...,d, la sucesion de grados de G. Sea L := méxi<;<n |B;|. Entonces existe una constante
C(L) que depende sélo de L tal que con probabilidad al menos 1 — C(L)n=2, existe una 1inica

solucz’o’nB a las ecuaciones , que satisface
1
<o)/ 22",
n

DEMOSTRACION. La demostracion de este teorema puede consultarse en [CDS11] p. 1414] O

méx |B; — B;
odx Bi — Bi
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El siguiente teorema caracteriza todas las posibles sucesiones de grados esperadas del modelo
B conforme (B varia en R™. Una buena caracteristica es que no se deja fuera ninguna sucesiéon de
grados.

TEOREMA 4.10. Denotemos por Z al conjunto de todas las sucesiones de grados esperadas de
grdficas aleatorias bajo la ley Pg conforme 8 varia sobre R™. Denotemos por D al conjunto de todas
las sucesiones de grados posibles de grificas no dirigidas de n vértices. Entonces

conv(D) = %,
donde conv(D) denota la envolvente conveza de D y Z la cerradura topoldgica de Z.
La prueba del Teorema es mostrada en [CDS11], p. 1413].
Por ultimo describamos un algoritmo rapido para obtener el estimador maximo verosimil, A,

del Modelo 3 cuando § es desconocido, asumiendo su existencia.

5. Convergencia al estimador maximo verosimil del Modelo

En esta secciéon demostramos con rigor el Teorema que nos da un algoritmo para obtener
el estimador maximo verosimil del Modelo (.

Recordemos que la norma L de un vector x = (z1,...,2,) estd definida como
Jolloo = mdx ||
1<i<n

NOTACION 4.11. Sean i,j € [n] con i # j. Definimos r;; : R — R como

1
Dada una grdfica aleatoria con sucesion de grados (dy,...,d,), definamos, para cada i € [n], la

funcion p; : R™ — R mediante la regla

n

pi(x) := log(d;) — log Zﬂ‘j(x)

j=1
J#i

Definamos también ¢ : R™ — R™ como la funcion dada por

(66) o) = (p1(2),- -, n(x))-

Notemos que si z es un punto fijo de ¢, entonces para i € [n],

n

1
log(d;) = z; + log ; P
i
Equivalentemente,
n ei evi +x;
di:z;e Ti + e*i _Zl+eT+TJ'
i g

De manera que los puntos fijos de ¢ son precisamente las soluciones de .

TEOREMA 4.12. Sea n un entero positivo. Dada una grifica aleatoria con sucesion de grados
(di, ... dn , deﬁnamos @ como en (@) Supongamos que las ecuaciones del estimador mdximo
verosimil tienen una solucion . Entonces 3 es un punto fijo de la funcion p. Comenzando
desde cualquzer xo € R™, defina 11 = p(xr) para k = 0,1,2,.... Entonces xj converge a ﬁ
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en la norma L™ a una velocidad geométrica donde la tasa depende sélo de (||Bos, |Zollsc). En
particular, B debe ser la inica solucién de . Mads atn,

2o — Blloe < Cllzo — 21|s0,

donde C es una funcién constante del par (||8]co, ||To|loc). Por el contrario, si las ecuaciones del
estimador mdzimo verosimil no tienen una solucion, entonces la sucesion (xy) debe tener una
subsucesion divergente.

Antes de proceder con todo rigor con la demostraciéon del Teorema [£.12] serdn necesarios un
par de detalles técnicos. Comenzamos enunciando una sencilla observacién.

OBSERVACION 4.13. Para cualesquiera niimeros reales a,b, c,d que satisfagan a <b < 0 < ¢ <
d se cumple ad < be.

DEMOSTRACION. Sean a,b,c,d € R tales que a < b < 0 < ¢ < d. Entonces, como b es un
nimero negativo, a/b > 1y ¢/d < 1. Por ende, ¢/d < a/b. Esto implica ¢ < (ad)/b. Por lo tanto,
nuevamente porque b es un nimero negativo, bc > ad. O

Recordemos que para una matriz A = (a;;) € R"*", la norma ||-||s se define como
J b

[A]loo := max [[Az]|oo.

]l <

Serd ttil para la demostracién del Teorema la siguiente equivalencia para la norma ||| en
el espacio R™*",

PROPOSICION 4.14. Sea A = (a;;) € R"*™. Entonces

n

Al = méax > ai;] .
1<i<n 4 1
j:

DEMOSTRACION. Veamos

n
AN S
(ndx [l Azl < modx > lasj]

Sea z € R™ tal que ||z|lcoc < 1. Por definicién de ||||oo,

n
Zaijxj’.
j=1

Fijemos i € [n]. Luego, para cada j € [n], |z;| < ||z||cc < 1 implica |a;;||z;| < |a;;|. Entonces

n
\Z%M<me<2mw
j=1

|Az|| 0o = max
1<i<n

Por consiguiente,

1<i<n

n
Az |00 = lrg(i;(n ‘ Zaijmj‘ < méx Z lai;]| -
j=1
Se sigue que

[Alloo < méx Z |aij] -

Ahora mostraremos la desigualdad restante. FlJGHlOS i € [n] arbitrario. Mostraremos

n
> lai] < [[Aloo-
j=1
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Consideremos, para cada j € [n], y; = sgn(ai;) - 1 si a;; # 0y y; =0 si a;; = 0. Definamos y € R"
como y = (y1,---,Yn). Notemos ||yl|c < 1.
Puesto que se satisface

n n n
lAylloe = | D aius| = | X laul | = D lasl,
j=1 j=1 j=1

entonces

n
1Alloe = 14y lloc = > lag] -
j=1
Dado que i € [n] fue arbitrario, tenemos

n
> mix 3l
14lle = mdx llam\,
=

desigualdad que termina con la demostracion. O

Para facilitar la notacién definamos un tipo particular de matrices en R™*™; posteriormente
veremos algunas propiedades.

DEFINICION 4.15. Sea 6 > 0. Diremos que una matriz A = (a;;) € R™™"™ pertenece a la clase
L,(0) si||Allec <1 y para cada i,j € [n] con i # j se satisface

a; >0 ya; < —

n—1

LEMA 4.16. Sea § > 0. Si A, B € L,,(0), entonces

2(n — 2)62

-

[AB]o <1—
-1

DEMOSTRACION. Fijemos i,k € [n] tales que i # k. Sean A = (a;;), B = (b;j) € L,(0). Por

definicién,
0
bikgf *<0<(5§a”
n—1

Consecuentemente, a;;b;p < —n‘s—jl (Observacién . La desigualdad a;rbxr < —né—jl es analoga.
Por ende,
262
n—1

Sea j € [n]\ {4, k} arbitrario. Directamente de la Definicién al multiplicar dos desigualdades,
tenemos

(67) aiibir, + aipbrr < —

52
aijbjk 2 m
Dado que j fue arbitraria,
- n — 2)62
(68) Z aijbjr > %
Z (i)
Jj#Lk
Definamos = = Zje[n]\{i7k} aijbjr ¥ y = — (aiibik + airbiy). La desigualdad implica
—2(n —2)62
69 ) P Gk St
(69) S CEE

De tenemos una desigualdad para y, a saber,
262 S 26%(n — 2)
n—17 (n—-1)2"
Ademas, de esto ultimo vemos que se cumple y > 0, lo que implica y < 2y. De modo que
262(n — 2)
(n—1)%

(/e

(70) —2y<—y< —
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En cualquier caso, (69) y (70) muestran que
26%(n — 2)
(n—1)% "
Es un hecho basico de cédlculo que para cualquier par x,y de ntimeros reales positivos se cumple
|z —y| = |z| + |y| — 2min(z,y). Asi, con nuestras definiciones previas de los ntimeros z, y,

(71) —2min(z,y) <

‘Za’lj ]k’ = ’ Z Aij ]k‘ aubzk +a1kbkk)| - 2m1n( 7y)'

J?ﬁz k
De la desigualdad del triangulo,

(72) J;ﬁz k
- 26%(n — 2)
Z aijbjk| — (12

donde en la tltima desigualdad usamos lo estimado en .
Nuestra equivalencia en la Proposicién para la norma ||-||s en el espacio R™"*™ nos dice que

n n
14Blloc = miix 30| 3" assbys.
k=1 j=1

‘ § a”Lj jk?) < E |a1] Jk|_2m1n E a”Lj ij_ Qg zk+az}cbkk)
j=1

De esta forma, por ,

n

- 26%(n — 2)
[ABlloc < mdx Z Z aijbjk| — NCESEN

1<i<n —
(73) R
, 2n5 2né*(n —2)
- x| Z fassbiel | | = =0 "
Para afinar los tltimos detalles observemos que —n < —(n — 1) implica
2 —2)42 2(n —1)(n —2)62 —2)42
- 2 A D-2R 2028
(n—1) (n—1)2 (n—1)
Y debido a la hipétesis || Al oo, || Blloo < 1,
i (3 (St ) = i (Sl (3 )
k=1 \j=1 Jj=1 k=1
(75) < méx (3 lassl- 1Bl
< lréllé;(n Z la;;|-1] <1
Por tltimo sustituimos y en para mostrar
2(n — 2)62

AB|lo <1 —
4Bl <1~ ==

Veremos que el Lema [£.16] es clave para la demostracién del Teorema [£.12]
Por ltimo, enunciaremos un lema algo técnico, cuya demostracién se puede encontrar después de
la demostracién del Teorema [£.12
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LEMA 4.17. Sea (dy,...,d,) una sucesion de grados de una grifica. Definamos, para cada
i € [n],

pi(x) = log(d;) — log Z%

Jsél
Definamos también ¢ : R™ — R™ como la funcion dada por
(76) e(@) = (¢1(2), ..., pn(x)).

Sean K € R>g, i,j € [n] con i # j. Entonces, para todo x € R", se satisface

0pi(x) dpi(x)
<
ij - 0 y 8%1

Ademds, para cada x € R™ con la propiedad ||z||s < K, se cumple

e 4K Jpi(x)

> 0.

< <K
(77) 2 = Ox; ©
)
2K ‘ —4K
(78) e < Opi(x) <- e .
n—1 O0x; 2(n—1)

Procedamos entonces con la esperada demostracién del Teorema

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [£.12] Fijemos x,y € R™ arbitrarios. Sea J(z,y) la matriz
cuya entrada J;;(z,y) es

Tote) = [ 22w+ (1 -

L
La i-ésima entrada del vector J(z,y)(z — y) es igual a Z?Zl Jij(z,y)(z; — y;). Equivalentemente,
por linealidad de la integral, regla de la cadena y el teorema fundamental del cédlculo,

ZJlj x y '_yj /
j=1

- / %wx (1 - byt

= vi(z) — wi(y)

(1 =ty)(x; —y;)dt

De modo que
p(x) —ey) = J(z,y)(z - y).
El Lema asegura que, para cada @ j € [n] con i 7$ 7, af’ es una funcién menor o igual a cero

[n],

i a‘Pz
T Oz Z axj

J#
Se sigue que para cada i € [n] y cada x,y,> ", |Ji;(x,y)| = 1. Consecuentemente, ||J(z,y)[o = 1
(Proposicién [4.14]). Definamos K como el méximo de las normas L* de z,y, o(z) v ¢©(y). Obser-
vemos que, para t € [0, 1],
[tz + (1 = D)ylloe < tlfloc + (1 =1yl <K+ (1 -HK = K.
Por ende, el Lema asegura también
—AK , _ _ _ —AK
e - Opi(te + (1 —t)y) v Opi(te + (1 —t)y) c_.°©

2 - Ox; z; - 2(n-—-1)

y6$
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para toda t € [0, 1]. Integrando de 0 a 1,

6_4K 6_4K

<Jiy Jy <o
9 =i Y= T T

Y como ||J(z,y)|lc = 1, vemos que, para § = £e*X, J(z,y) € L,(5) . Similarmente,
plp(x) = e(p(y)) = J(p(x), o(y)) (p(2) = ¢(y))
= J(p(x), 0(y))J (z,y)(x —y)
y también J(¢(z), ¢(y)) € L£,(d). Aplicando el Lema tenemos

2(n — 2)62
1 (e(2), ) (@, y)]loc <1 - T
Consecuentemente,
2(n — 2)8?
(79) ot — el < (1= 22225 ) o =yl
Note que § depende de K, que a su vez depende de x y de y. Entonces podemos denotar
2(n — 2)62
0 =1-—
(,y) —

Observemos que 0 < 6§ < 1 y 6 estd uniformemente acotada por 1 en subconjuntos de R™ x R™.
Mas ain, dado que [|J(z,¥)|lcc = 1, también tenemos la cota trival
le(z) = e(W)lloe < llz = yllo-

Como z,y € R™ fueron arbitrarios, entonces lo anterior se satisface para todo x,y € R™. Ahora
supongamos que ¢ tiene un punto fijo 5. Si comenzamos con un z( arbitrario y definimos x4 =
o(x) para cada k > 0, entonces, para cada k € N, tenemos

[2k41 = Blloo = llo(@r) = ¢(B)lloc < [z = Blloo-
En particular, la sucesién (zj) permanece acotada.
Entonces existe un 6 € [0, 1), que depende sélo de ||5]|c ¥ ||z0||c tal que para todo k > 0, tenemos

(80) lzkts — Trt2lloo < O0llTrt1 — Tk ||oo
y
(81) k42 = Bllso < Ol — Blloo-

De la desigualdad del triangulo,
k
lzo = Blloe < Y~ (125 = zjs1lloc) + 1 = Blios-
j=0
De , vemos que Ty — B cuando k£ — oco. En consecuencia,
oo
lzo = Blloo <D _llz5 = 2j41loo-

Jj=0

Y por ,

A 1
20 = Blloe < 77— (0 = 21lloc + [l21 = 2[lc) < [0 = 21 co-

2
1-6 1-6
Por tltimo, notemos que si 4 no existe, entonces la sucesién (zx) debe tener una subsucesion
convergente. De otra manera, argumentando por contrapositiva, la sucesion estd acotada; esto es,
existe K € R con la propiedad z, € Bg(Orn) para toda k € N, donde Og» es el vector en
R™ cuyas entradas son todas cero. Por ende, existe 6 € [0,1) que satisface para cualesquiera
z,y € Bg(Ogn). En consecuencia, la desigualdad 1@} también se cumple. Esto implica que la
sucesién () es una sucesiéon de Cauhy en R™. Por ende, al ser (Bg(Ogn),||||cc) un espacio de
Banach, pues Bx (Ogn) es un conjunto compacto, () converge a un punto z* € R™. Puesto que

© es continua, se tiene entonces que p(zy) — ¢(z*) en Bg (Ogn). Como el limite de una sucesién
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es Unico, p(z*) = x*, es decir, z* es un punto fijo de ¢. Consecuentemente, z* es una solucién de

las ecuaciones en . O

DEMOSTRACION DEL LEMA [£17. Fijemos i,j € [n] con i # j. Sea x un elemento arbitrario
de R™. Recordemos la funcién r;; : R” — R dada por 7;;(x) = (e~ + e®)~!. Definamos

rij ()
gij(z) = =————.
1]( ) ZZ:I rik (IE)
k#i
Antes de derivar ¢;(z) respecto de x;, primero notemos
orik(x ~ evi
Z axl - Z - (67:”’“ + emi)Q = - 6 =Tk 1 pTi 4 ewi : ’I“ik:(x).
o o o

De manera que, por regla de la cadena,

0vi(x) 1 Zn: evi
-y N Car L o “Tik(2)
ox; 2%2 ri0(2) e e

ki

n
-3 -
Tk 4 eTi 2?11_ rie(z)
k;ﬁz 01

n
= 6 T an 1o Ty sz Z Tzk sz
k;ﬁl k;ﬁi

Esto muestra que la funcién a“”’

es mayor 6 igual a cero en R". Mientras que

3<pz(x) _ 6T1k
O Ze 1 Tie(w 8%
k#z
Puesto que rig(x) = (e7** 4+ ezi)—l, entonces #(1’) — 0 para k € [n] \ {j}. Por consiguiente,
J
Z Ora(z a’l"ij (2) _ —e % B e~ i o (@)
f)w] do; | (emren)  emten Y
k;éz
Por lo tanto,
9pi(2) e " rij(z) .
82 = — . ’I’L ‘) — — Lo, . - X
= Oz e + e%i Z%;l_ ri0(2) e Hrij(x) - 4ij ()

Se sigue que la funcién g“" es menor 6 igual a cero en R™.
Sea K € Rxg. Supongamos z € R" con ||z||cc < K. Entonces —z;,2; < ||z]lc < K. De modo que
e i e" < X, En consecuencia, e~ % + % < 2eX. Analogamente, 2e ¥ < 7% 4 %, Por ende,

1
(83) ie*K <ri(x) < ek,
Luego,

1 1
(n— l)ie*K < th(ﬂc) <(n- 1)5(3}{.
k=1
ki
De manera que al invertir las desigualdades anteriores obtenemos
2 1 2 i

_K< < e
n—1 Zk 17"%()_77,71

(84)
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En consecuencia, cuando multiplicamos las desigualdades de y (las cuales son no negativas,
asi que se preserva el orden de la desigualdad), nos queda la desigualdad

1 2K < 7ij(z) < 1 o2K.

n—1 “ SN hoirig(z) T n-—1 '
Ei# k()
es decir,
2K 02K
85 < qii(z) <

Entonces, al multiplicar por —r;;(x),
2K —2K

e e

(86) —rij(e) 7 < —7rij(2)g (@) < —rij(2) —-

Por consiguiente, de la segunda desigualdad en y la primera desigualdad en ,
3K 02K

o= < (@) =7 < =i (2) 435 (2).
En tanto que, de la primera desigualdad en y la segunda desigualdad en ,

e*QK 673K

(87) —rij(2)qij(r) < —Tij(l“)n — = Ton=1)

Recordemos e ¥ < e7%i, asi que, de ,

—e Prij(w)gi(x) < —e Frij(a)gy(a) < —e =-

Entonces, de (82),

0pi(x) < e 4K

dr; — 2(n—1)
A su vez, e”%ir;;(x)gij(x) < ¢i5(x), puesto que e < e % + %, De manera que de la segunda
desigualdad en

2K
—;_ 1 < —gij(z) < —e"ri(x)qi () = (9?;(]3:)
Por lo tanto,
~ 02K - dpi(x) _ 4K .
n—17~ dz; ~— 2n-1)
Los mismos argumentos muestran que
e < —e®iry(2)gi(z) < et
n—17 AR = o(n — 1)
En consecuencia,
4K N 2K
5= 1) < e"irij(z)gii(x) < p—]

Entonces,




Apéndice A

Nociones de la teoria de la medida

DEFINICION A.1. Supongamos que Q es un conjunto no vacio. Una familia F de subconjuntos
de Q1 es un dlgebra si contiene a Q y es cerrada bajo complementos y uniones finitas, esto es,

(i) Qe F.
(ii) Si A€ F, entonces Q\ A € F.
(iii) Si A, B € F, entonces AUB € Z.

DEFINICION A.2. Supongamos que Q es un conjunto no vacio. Una familia F de subconjuntos
de Q es una o-dlgebra si F es un dlgebra y es cerrada bajo uniones numerables; es decir, para

{An | n e N} C.F tenemos |, oy An € F.

Note que el hecho de que .% cumpla con las condiciones (i) y (ii) en la Definicién y también
sea cerrada bajo uniones numerables, implica la condicién (iii) en la Definicién lo cual es bien
sabido y, por tanto, no serd mostrado.

Si © es un conjunto no vacio y .% es una o-dlgebra de subconjuntos de €2, el par (€2,.%) usual-
mente es llamado un espacio medible. Los conjuntos que pertenecen a % son llamados conjuntos
medibles o, en un contexto probabilistico, son llamados eventos. Particularmente, en probabilidad,
si {w} estd en .#, decimos que {w} es un evento elemental.

PROPOSICION A.3. Supongamos que Q es un conjunto no vacio. Dada una familia € de sub-
conjuntos de Q, existe una minima o-dlgebra en Q0 que contiene a € y la denotaremos por o(€).
Es decir, sin & es una o-dlgebra que contiene a €, entonces o(€) C Z.

En adelante diremos que o(%) es la o-dlgebra generada por €.

Supongamos que (2, 7) es un espacio topolégico. Definimos a la o-dlgebra de Borel en (2, 7)
como la o-dlgebra generada por 7 y la denotamos por %(€2, 7) o simplemente Z(f) si no se genera
alguna confusién. Si (92,d) es un espacio métrico, #(2) denota a la o-dlgebra generada por los
abiertos que pertenecen a la topologia inducida por d. En particular, para n € N, denotamos por
Z(R™) a la o-dlgebra generada por la topologia inducida por la métrica euclidiana.

Supongamos que {€2, | @ € A} es una colecciéon de conjuntos no vacios. Definimos a [],c 4 Qa
como el conjunto de funciones f: A = (J,c 4 Qa tales que f(a) € Q, para todo o € A.
Para cada a € A definimos al a-ésimo mapeo proyeccion, 7Tq : [[,ca Qa — Qa, por medio de la
identidad 7, (w) = w(a).
Si F, es una o-dlgebra en ), para todo o € A, definimos a la o-algebra-producto en [[ ., Qa
como

® Za = o({n3 (Ea) | Ea € Fara € A)).

PROPOSICION A4. Sea {(Qq, %) | @ € A} una coleccién de espacios medibles. Supongamos
que €o C P(Qy) es tal que Fo = 0(€.) para todo o € A. Entonces,

Q) Ba = 0({r " (Ea) | Ea € Gara € A}).

a€cA

75
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Si ademds A es a lo mds numerable y X, € €, para todo o € A, entonces

R %a ::a({ I] Ea | Ea e%}).

acA acA
Sean (X1,d1),...,(X,,d,) espacios métricos. Tenemos una métrica en [[;_, X; dada por
n 1/2
d(.’IJ,y) = (Zdl(x17yl)2> y
i=1
para © = (21,...,2,),y = (Y1,--.,Yn) € 11, Xi. No es complicado ver que d es una métrica, y

es llamada la métrica producto.

PROPOSICION A.5. Sean (Xi,d1),...,(Xn,dn) espacios métricos separables y consideremos a
[T;, X; equipado con la métrica producto. Entonces B(X) = Q. B(X;).

DEFINICION A.6. Decimos que Il es un w-sistema si para todo A, B € I tenemos AN B € 1II.

NOTACION A.7. Para a = (a1,...,an) y b= (b1,...,b,) en R", decimos que a < b (<) si y
sdlo si a; < b; parai € [n]. Sia <b, denotaremos al rectingulo abierto generado por a y b como

(a,0) :={z € R" | a <z <b} =(as,b1) X -+ X (an, by).
De manera andloga definimos al rectdngulo [a,b].
PROPOSICION A.8. El conjunto 11 := {[a,b] | a,b € R?, a < b} U{D} es un w-sistema.
PROPOSICION A.9. La igualdad #(R?) = (1) se satisface.

OBSERVACION A.10. Para cualesquiera a,b € R con a < b tenemos [a,b] N [0,1] = [¢,d] para
¢, deR con0<c<d<1,da,bN[0,1] =2.

DEMOSTRACION. Fijemos dos elementos a,b € R arbitrarios con la propiedad a < b. Entonces,

1% sib<061<a,
[0,0] sia<0<b<1,
[a,b] si0<a<b<1,
[a,1] si0<a<1<b.

[a,6] N[0, 1] =

O

Sea Q un conjunto no vacio y ¥ una familia no vacia de subconjuntos de €2, para cualquier
subconjunto no vacio £ C 2, definimos

CNE:={ANE|Ac%}.
OBSERVACION A.11. Considere I1; = {[a,b] | a,b € R? a < b}U{2} una familia de subconjun-

tos de R? y definamos Il := {[a,b] | a,b € R?,0 < a < b < 1}U{@}. La igualdad 11, N [0,1)2 = 1,
se satisface.

DEMOSTRACION. Primero mostraremos IT; N [0,1]2 C Il,. Es evidente el caso @ N [0,1]? €
I; N [0,1]% ya que N [0,1]> = @ y & € I, . Tomemos, pues, [a,b] € II; \ {@}. Note que [a,b] es
de la forma [a,b] = [a1,b1] X [ag, ba] para a1, as, by, be € R. Consecuentemente,
[a’v b] n [Oa 1]2 = ([(11, bl] X [a'27 b2]) N ([Oa 1] X [07 1})
= (fa1, 5] N[0, 1)) % (faz, 2] 1 [0,1).
Asi, por la Observacion|A.10] [a, b]N[0,1]2 = @, 6 [a,b]N[0,1]? = [c1, d1] X [ca, d2] para ¢y, 2, d1,ds €
Rcon0<c¢; <dy <1y0<cy <dy<1. En cualquier caso, [a,b] N[0,1]? € . Por lo tanto,
II; N [0,1]? C II,. Reciprocamente, ya sabemos que @ € II; N [0,1]%, por lo que serd suficiente
mostrar que [a,b] € Iy implica [a,b] € II; N[0, 1]? para a,b € R? tales que 0 < a < b < 1. Basta
ver que, por las condiciones de a y b, [a,b] = [a,b] N [0,1]?. Finalmente, [a,b] € II; \ {@} puesto
que a,b € R? y, en particular, a < b. Por ende, [a,b] = [a,b] N [0,1]? € IT; N [0,1]2. Por lo tanto,
I, C I1; N [0,1]2. Esto concluye con la demostracién. O
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OBSERVACION A.12. Iy = {[a,b] | a,b € R?,0 < a < b < 1} U{D} es un w-sistema.

DEMOSTRACION. Ya sabemos IT; = II; N [0,1]? de la Observacion De modo que hay
que ver que II; N[0, 1]2 es un w-sistema para mostrar la afirmacién. Note que para cualesquiera
AN[0,1]2,BN0,1]? € II; N [0,1]?, con A, B € II; tenemos

(An[0,1*) n(BN[0,1]*) = (AN B) n0,1]*.

Dado que II; es un w-sistema, ANB € II;. Por ende, (AﬂB) N[0, 1]? € I, N[0, 1]2. En consecuencia,
I1; N[0, 1] es un m-sistema. O

PROPOSICION A.13. Sea (Q, F) un espacio medible y E un subconjunto no vacio de Q. Si
F =0(F) para € una familia de subconjuntos de Q, entonces # NE =c(¢ NE).

COROLARIO A.14. Sea €2 un espacio métrico y consideremos a cualquier subconjunto no vacio,
E C Q, como subespacio métrico. Entonces B(Q) N E = B(E).

COROLARIO A.15. El conjunto 11y = {[a,b] | a,b € R%2,0 < a <b <1} U{D} es un mw-sistema
que cumple %(]0,1]?) = o(1l3).

DEMOSTRACION. Ya mostramos en la Observacién que Iy es un w-sistema. Por el Co-
rolario #(10,1]?) = B(R) N [0,1]%. Y en uso de la Proposicién BR) = o(Iy). En
consecuencia, %([0,1]%) = o(I1;) N [0,1]?> = o(I; N [0, 1]?), donde la tltima igualdad se justifica
por la Proposicién La Observacién nos permite concluir %([0,1]?) = o(Ily). O

PROPOSICION A.16. Sea (,.%) un espacio medible y II C P(Q) un w-sistema tal que F =
o(IT). Supongamos que  y v son medidas en F tales que u(A) = v(A) para todo A € II. Si
1(2) = v(Q) < oo, entonces = v.

DEFINICION A.17. Supongamos que (0, F) es un espacio medible. Una funcién u : F — [0, o0]
es una medida si satisface simultdneamente las siguientes condiciones:

(i) 1(@) = 0.
(ii) Si tenemos una coleccion {A,, | n € N} C.F con la propiedad de que para cualquier par de
nimeros naturales distintos i,j se cumple que A; N Aj = &, entonces

u( D An) = iﬂ(An)'
n=1 n=1

Un espacio de medida es una terna (£2,.%, ) consistente de un conjunto no vacio Q, .# una
o-édlgebra en Q y una medida p: . — [0, x].

DEFINICION A.18. Supongamos que (Q,.F, 1) es un espacio de medida. Decimos que p es una
medida de probabilidad si 1(QY) = 1. A menos que se indique lo contrario, denotaremos por P a
una medida de probabilidad en un espacio medible (2, F).

Un espacio de medida (2,.#,P) es un espacio de probabilidad si P es una medida de probabi-
lidad.

PROPOSICION A.19. Supongamos que (Q, F, 1) es un espacio de medida. Tenemos las siguien-
tes propiedades:

(i) (Monotonia). Si A,B € % y A C B, entonces u(A) < u(B).
(ii) (Subaditividad). Si {A, | n € N} C.Z, entonces p(U,—; An) < >oory n(Ay).

DEFINICION A.20. Dado un espacio de medida (Q, F,u), decimos que un conjunto A € F es
nulo (o p-nulo) si u(A) = 0.
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La propiedad de subaditividad de la medida garantiza que toda unién numerable de conjuntos
nulos es un conjunto nulo. Ademas, si A es un conjunto nulo, por monotonia se sigue que para todo
B e Z tal que B C A, u(B) = 0. Cuando trabajemos con un espacio de probabilidad (2, %, P),
nos referiremos a un conjunto nulo como un conjunto de probabilidad cero.

En un espacio de medida (€,.%, ), decimos que una proposicién P(w) referente a w € Q es cierta
p-casi donde sea si existe A € % con pu(A) =0 tal que P(w) es cierta siw € Q\ A.

1. Espacios de probabilidad discretos

Sea # la o-dlgebra de todos los subconjuntos de un espacio numerable (finito o infinito) €, y
sea p : 0 — [0, 1] una funcién no negativa. Supongamos que ) ., p(w) = 1. Si A es un subconjunto
de , definimos

(88) P(A) =) pw).

weA
Entonces P estd bien definida y es una medida de probabilidad. Siendo rigurosos, este hecho (a mi
parecer) no es trivial, sin embargo, tampoco es complejo. La demostracién requiere de nociones
bésicas de Calculo y se omite para fines de esta tesis. El lector interesado en la prueba puede
consultarla en [Bil95].

Nos referimos a (€2, .#,P) como un espacio de probabilidad discreto si € es numerable (finito o
infinito), .% consiste de todos los subconjuntos de €2, y P se define como en .

En un espacio de probabilidad discreto, el caso particular donde §2 es un conjunto finito con al
menos un elemento y p estd definida como p(w) = 1/ |Q|, entonces para cualquier evento A tenemos

(89) P(A) = é'.

Dicho de otra manera, si los eventos elementales son equiprobables, la probabilidad de A
es entonces el nimero de eventos elementales que conforman (cuya unién es) A dividido por el
numero total de eventos elementales. Este ejemplo nace de la teoria de probabilidad clasica. En
este contexto, la medida P dada por recibe el nombre de medida de probabilidad uniforme.

2. Funciones medibles

DEFINICION A.21. Sean (Q1, %1) y (Q2, %) dos espacios medibles. Decimos que una funcion
X : Q1 — Qg es (F1,.F2)-medible, o medible si no se presta a confusion, si y sélo si X 1(A) €
F1 siempre que A € Fy.

PROPOSICION A.22. Sean (1, %1) y (Qo,.F2) dos espacios medibles, € C P2(Qs) tal que
o(€) = Fo. Entonces, X : Q1 — Qg es medible si y sélo si X ~1(A) € F, para todo A € €.

PROPOSICION A.23. Supongamos que m y n son enteros positivos. Si X : R® — R™ es una
funcion continua, entonces es medible.

PROPOSICION A.24. Sean (1, %1), (Qa, %2) v (Q3,.F3) espacios medibles. Si X : Q1 — Qa y
Y : Qo — Q3 son funciones medibles, entonces Y o X : 7 — Qg es una funcion medible.

PROPOSICION A.25. Sea (Q,.F) un espacio medible. Fijemos n € N. §i X, Y : Q — R" son
medibles, entonces para cualesquiera a,b € R, aX + bY es medible.

PROPOSICION A.26. Sea (2,.%) un espacio medible. Si X : Q@ — R es constante, entonces X
es medible.

PROPOSICION A.27. Supongamos que (Q, F) es un espacio medible. Si X, Y : Q — R son
medibles, entonces XY es medible.
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DEFINICION A.28. Sea (Q,.%) un espacio medible. Para E C Q, 1g : Q — R dada por
1 sizel
]]_ =
£(2) {O six e Q\E

es llamada la funcion indicadora de E.
Nota: La funcion indicadora de E también recibe el nombre de funciéon caracteristica de E, en
cuyo caso se denota como Xg.

PROPOSICION A.29. Sea (2, %) un espacio medible. Si A, B C Q, entonces
Ialp =1ans.

PROPOSICION A.30. Sea (2, %) un espacio medible y E un subconjunto de Q. La funcién
indicadora de E, 1g, es medible si y solo si B € F.

No podiamos concluir esta seccién sin enunciar la definicién de una variable aleatoria.

DEFINICION A.31. Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria es una
funcion X : Q — R que es (F, B(R))-medible.
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3. Propiedades de la integral

Consideremos un espacio de medida (9, .%, p1). Definimos
LT(Q,7)={X:Q—=R| X es (Z,%(R))-medible y X > 0}.

TEOREMA A.32. Sea (2, %, u) un espacio de medida. Supongamos que tenemos una coleccion
{A,, | n € N} C.F de conjuntos ajenos por pares. Si X € LY(Q, F, ) U LT (Q, F), entonces

/ Xdu / Xdp.
UnA

PROPOSICION A.33. Sea (2, %, u) un espacio de medida. Supongamos X,Y € LT(Q, F).

(i) Si X <Y, entonces [ Xdp < [Ydu.
(ii) Si E,F € F y ECF, entonces [, Xdu < [, Xdpu.

PROPOSICION A.34. Sea (2, %, 1) un espacio de medida, X € L' (2, ., u) y E € F. Entonces
X1g pertenece a LY (0, .7, ).

DEMOSTRACION. Sabemos que 1z es medible por la Proposicién Luego, X1 es medible

debido a la Proposicién Ademés, | X| es una composicién de funciones medibles, asi, | X| €
LT(9,.7). De modo que, en uso de la Proposicién

[ ixtsldn= [Pt < [ 1X]t0d0= [ 1X]d0 <
Por lo tanto, X1 € LY(Q, .7, u). O

PROPOSICION A.35. Sea (Q,.7,u) un espacio de medida. Si X <Y con X,Y € LY(Q,.F, ),
entonces [ Xdu < [Ydu.

PROPOSICION A.36 (Linealidad de la integral). Sea (2, %, u) un espacio de medida. Si X,Y €
LY(Q,.Z,u) ya€R, entonces

1 [(X4+Y)dp= [Xdu+ [Ydu
2. [aXdu=a [ Xdpu.
PROPOSICION A.37. Sea (Q,.%,u) un espacio de medida tal que p(Q) < oo y Il un w-sistema
con la propiedad F = o(Il) y Q € II. Supongamos que X : Q@ — R es (F,B(R))-medible e
integrable. Si para todo A € 11 se cumple fA Xdu =0, entonces X =0 p-cast donde sea.

PROPOSICION A.38. Sean (Q, Z,u) un espacio de medida y X € LY(Q,.%). La funcién v :
F — [0,00] dada por v(E) = [, Xdp es una medida. Ademds, si Y : Q — R es medible,
Y € LY(Q,.Z,v) siysélosi YX € LY(Q,.F,u) y en este caso

/Ydu—/YXdu

La igualdad anterior también es vdlida para Y € LT(Q, ).

EJEMPLO A.39. Dado un espacio de probabilidad (2, % ,P), fijemos un conjunto A € F con
probabilidad positiva. La funcién P( - | A) : # — [0,1] dada por
P(AN B)
P(A)
es una medida de probabilidad sobre (Q,.F). Mds atin, suponga Y € LY (2,7 ,P( - | A)). Entonces,
para cualquier B € %,

(90) P(B[A) =

(91) /B Y dp( -\A):ﬁ [ va
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DEMOSTRACION. Puesto que A pertenece a .%, 14 es medible. También, por defincién, 14 es
mayor o igual a cero. En consecuencia, 14 € LT (Q,.%). Por otro lado, por hipétesis, 1/P(A) > 0.
De manera que, en virtud de la Proposicién ﬁ]l 4 pertenece a L1(Q,.%). Por lo tanto, la

funcién v : .F — [0, 0] dada por

V(B) = /B ﬁhdl@

es una medida. Desarrollando lo anterior usando la Proposicién [A-29]

V(B)/[P@IABBdP/P({‘l)IAOBdPW

De esto 1ltimo es claro que v(2) = 1. Por consiguiente, v es una medida de probabilidad. Como la
notacién del enunciado lo sugiere, la medida v es denotada por P( - | A). Para mostrar la segunda
afirmacién, tomemos B € % arbitrario. Por la Proposicién Y1p pertenece a L'(Q,.7,v).
En consecuencia, podemos usar la Proposicién [A.38] para deducir que

1

1
= 54 /Y]lB]lAdIP
1

Esto culmina con la demostracién. O

La medida P( - | A) del ejemplo anterior tiene relevancia en la teoria de la probabilidad y da
pie a la siguiente definicion.

DEFINICION A.40. Sea (2, %, P) un espacio de probabilidad y A € .F un evento de probabilidad
positiva. Decimos que la funcion P( - | A) : % — [0, 1], con regla de correspondencia dada por (@),
es la medida de probabilidad condicional de P relativa a A. Para B € ¥ arbitrario, decimos
que P(B | A) es la probabilidad condicional de B dado A, tipicamente abreviado como la
probabilidad de B dado A.

Para abordar més a fondo en la intuicién de esta definicién véase [Bil95], o también

PROPOSICION A.41. Sean (Q,.%, 1) un espacio de medida y X € L (Q, F). Siv: F — [0,00]
es una medida para la cual v(E) < p(E) para todo E € F, entonces [ Xdv < [ Xdu .

EJEMPLO A.42. Sean (0, #,P) un espacio de probabilidad y A € F un evento de probabilidad
positiva. Si X € LT(Q,.F), entonces [ XdP( - | A) < [ XdP .

DEMOSTRACION. Ya que P(A) > 0, entonces 0 < (P(A4))~! < 1. Ademaés, para cualquier
B € .7, por la propiedad de monotonia, P(A N B) < P(B). Asi,

P(AN B)
P(A)
El resultado se sigue de la Proposicién O

P(B | A) = < P(B).

TEOREMA A .43 (Desigualdad de Jensen). Supongamos que ¢ : R — R es una funcién conveza,
esto es,

Ap(z) + (1= Ne(y) = oAz + (1= A)y)
para toda X € (0,1) y x,y € R. Si u es una medida de probabilidad, y X y p(X) son integrables,
entonces

@(/Xdu) < /@(X)dw
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PROPOSICION A.44. Sean (Q1,.%1) y (Q2,.%2) espacios medibles y ¢ : Q1 — Qo una funcion
(1, Fa)-medible. Si p es una medida en Fy1, entonces ¢ induce una medida en Fo a través de la
identidad

po ¢ (E) = u(¢~(E)),
para todo E € F.

TEOREMA A.45 (Cambio de variable). Sea (Qq, %1, u) un espacio de medida, (2, F2) un es-
pacio medible, ¢ : Q1 — Qo una funcion (F1, F2)-medible y X : Q2 — R una funcion (Fa, B(R))-
medible. Sea y o ¢~ la medida inducida por ¢. Entonces X o ¢ € LY (2, F1, 1) si y sélo si
X € LY(Qa, Fo,pp0 1) y en este caso

/Xogi)du: /Xd(ﬂoqu).

La igualdad anterior también se cumple para X € LT (Q1.%1).

4. Espacios L? y desigualdades

Los espacios LP estan definidos para un espacio de medida arbitrario. Debido al enfoque de
esta tesis, y para no confundir al lector con la notacién, trabajaremos con espacios de medida de
la forma (Q,.%,P). Nos referiremos a (£2,.%,P) como un espacio de probabilidad. Es importante
hacer notar que algunas de las siguientes proposiciones pueden generalizarse a cualquier espacio de
medida o, en particular, a cualquier espacio de medida finita.

Consideremos, pues, un espacio de probabilidad (€2,.%,P). Definimos para 0 < p < oo
LP(Q, 7, P) = {X .0 R| X es medible y/|X\pd]P’ < oo}.

Es un hecho que LP(Q,.#,P) es un espacio vectorial.

PROPOSICION A.46. Supongamos que X es una variable aleatoria. Son equivalentes:

1. [ XdPeR.
2. [X+dP, [ X~dP < 0o
3. [|X|dP < oo.

De aqui podemos deducir que una variable aleatoria X tiene experanza finita si y s6lo si X
pertenece al espacio L.

PROPOSICION A.47 (Desigualdad de Holder). Sean p,q € (1,00) tales que 1/p+1/q=1. Si
X cLPyY € L4, entonces XY € L' y

XYl < [ X1p Y Nlg-

OBSERVACION A.48. El caso especial p = q¢ = 2 es llamado desigualdad de Cauchy-
Schwarz y podemos reformularlo en términos probabilistas.

PROPOSICION A.49 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz). Sean X,Y € L? dos variables aleato-
rias. Entonces la variable aleatoria XY es integrable y

E(XY)) < VEXDEY?).
PRrROPOSICION A.50. Supongamos que tenemos un espacio de probabilidad (Q, F,P). Si 0 <
p <r < oo, entonces L"(Q, F,P) C LP(Q, F#,P) y para toda X € L"(Q, F, P),

[ Xlp < 1]
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Martingalas

1. Esperanza condicional

1.1. Esperanza condicional dado un evento.

DEFINICION B.1. Sean (Q,.%,P) un espacio de probabilidad, X € L'(Q,.7,P) y A € F un
evento de probabilidad positiva. Definimos la esperanza condicional de X dado A, denotada

por E(X|A), como sigue
E(X / XdP.

SiP(A) = 0, por convencidn definimos E(X|A = 0

Es importante resaltar que la esperanza condicional de una variable aleatoria, con esperanza
finita, dado un evento resulta ser un ntmero.
Otra observacién sencilla, pero 1til, se establece en la siguiente proposicion.

PROPOSICION B.2. Sean (2, .#,P) un espacio de probabilidad, X € L*(Q, #,P), A € F un
evento de probabilidad positiva y ¢ € R. Si X es igual a una constante ¢ en A, entonces E(X|A) =c.

DEMOSTRACION. De la definicién tenemos las Siguientes igualdades:

E(X|A) = / XdP

]P’(A)/ACd]P

1
= P(A) -c-P(A).

Por lo tanto, E(X|A) =c. O

PROPOSICION B.3. Sean (Q,.%,P) un espacio de probabilidad, X € L*(Q, #,P) y A€ .F con
probabilidad positiva. Entonces

[E(X[A)] < E(1X]]A).
DEMOSTRACION. Por la Definicién
1
E(X[A)] = 575

P(A) /AXd]P —(A)‘/X]lAd]P".

Aplicando la desigualdad de Jensen a la igualdad anterior,
1 1
E(X|A)| < ——= [ | X14]|dP=—=——= [ | X|1adP =E(]X||A).
BXIA) < o [ 1X0ald = g [ 1X]LadP = (X4

Por ende, [E(X]A)| <E(]X]|A). O

Buscaremos generalizar este concepto al introducir una familia més, como se vera en la siguiente
seccién. La esperanza condicional de una variable aleatoria dada una o-algebra es una funcién, como
se precisa en la Definicién [B-4]
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1.2. Esperanza condicional dada una o-algebra.

DEFINICION B.4. Sean (Q,.%,P) un espacio de probabilidad, X : Q — R una variable aleatoria
en el espacio L'(Q, 7 ,P) y G una o-dlgebra tal que 4 C .F. Definimos la esperanza condicional
de X dado 4 como una variable aleatoria, denotada por BE(X|9), que satisface las siguientes tres
propiedades de manera simultdnea:

(i) E(X|9) es 4 medible.
(i) Tiene esperanza finita.
(i@i) Para cualquier evento A € 4,

(92) /A E(X|¥)dP = /A XdP.

La pregunta obligada que surge de la definicién anterior es sobre la existencia de la esperanza
condicional de una variable aleatoria dada una o-algebra. La respuesta a esta pregunta estriba en el
teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym, que suele introducirse en un curso de Teoria de la medida.
Como referencia el lector puede consultar [Durl0].

Ahora bien, otra pregunta que debe surgir es acerca de la unicidad. Pues, es importante notar
que en la definicién anterior no se da una férmula explicita para la esperanza condicional de una
variable aleatoria, sino que, en principio, cualquier variable aleatoria que cumpla solamente con
tres propiedades puede ser una esperanza condicional de una cierta variable X. Esto genera la
inquietud de si la esperanza condicional de una variable aleatoria es unica. Adelantamos al lector
que la unicidad se obtiene en el sentido casi seguro. La demostraciéon de esta afirmacion también
puede consultarse en [Durl0].

De este modo, si podemos referirnos a la esperanza condicional de una variable aleatoria dada una
o-algebra (en el sentido casi seguro).

EJEMPLO B.5. Supongamos que (Q, F,P) es un espacio de probabilidad. Tomemos
X € LY(Q, Z,P). Entonces
E(X|{2,0}) =E(X).

Una generalizacion del ejemplo anterior se enuncia a continuacion.

EJEMPLO B.6. Supongamos que (Q, %, P) es un espacio de probabilidad. Sea & una particion
del espacio muestral ) consistente de eventos de probabilidad positiva y tal que &2 C F. Entonces

E(X|2) =E(X|A) en cada A € 2.

1.3. Propiedades.

ProposICION B.7 (Linealidad de la esperanza condicional). Sean (Q,.%,P) un espacio de
probabilidad y 4 una o-dlgebra con la propiedad 4 C % . Supongamos que tenemos dos variables
aleatorias X,Y € LY (Q,.%,P) y fijemos un escalar a € R arbitrario. Entonces

E(aX + Y|9) = aE(X|¥) + E(Y|9).

PROPOSICION B.8. Sean (Q,.%,P) un espacio de probabilidad, X una variable aleatoria inte-
grable, F1 y Fo dos sub-o-dlgebras que cumplen que %, C Fo. Entonces, con probabilidad uno,

(i) E(E(X|F1)|F2) = E(X|F1).
(ii) E(E(X[F2)|.71) = E(X[F1).

Una manera sencilla de recordar la proposicion anterior es notar que “la o-algebra méas pequena
siempre gana”.

TEOREMA B.9 (La esperanza condicional es una contraccién en LP). Fijemos un nidmero real
p > 1. Sea (Q,F,P) un espacio de probabilidad, X € LP(Q,.%,P) y ¥ una o-dlgebra con la
propiedad 4 C F. Entonces
IEXID) ], < [1Xlp-
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2. Martingalas

DEFINICION B.10. Una filtracion es una sucesién de o-dlgebras (Fy,) con la propiedad de
que, para cualesquiera n,m € N con la propiedad n < m, se cumple %, C Fp,.

DEFINICION B.11. Supongamos que tenemos una sucesion de variables aleatorias (X,,). Deci-
mos que (X,) es adaptada a una filtracion (%#,) si, para cada n € N, la variable aleatoria X,
es Fn,-medible.

DEFINICION B.12. Sea (.%,) una filtracion. Una sucesion de variables aleatorias (X,,) es una
martingala respecto a (F,) si, para cada n € N, se satisfacen simultdneamente las siguientes
condiciones:

(i) X, es integrable.
(ii) (X,) es adaptada a (F,).
(iii) BE(Xpt1]Fn) = Xn.
EJeMPLO B.13 (Martingala de la esperana condicional). Dada una filtracion (%) y una va-

riable aleatoria X integrable, la sucesion de variables aleatorias (X,,) definida, para cada n € N,
como:

X, =E(X|%,)
es una martingala.

DEMOSTRACION. Se sigue de la Proposicién O

TEOREMA B.14 (Teorema de convergencia de martingalas). Supongamos que (X,) es una mar-
tingala respecto a alguna filtracion. Sisup,, oy E(|X,]) < 0o, entonces existe una variable aleatoria
X que satisface X;, — X con probabilidad uno y E(|X|) < sup, cyE(|X5]).

La demostracién del teorema de convergencia de martingalas puede encontrarse en [Bil95 p.
490]

3. Sucesién de diferencias de martingala

DEFINICION B.15. Sea (X,,) una martingala. Una sucesion de diferencias de martingala
es una sucesion (d,) de la forma
dn = Xn — Xn—l
para n € N con n mayor o igual a uno y dy := Xjy.

PROPOSICION B.16. Sea (2,.%,P) un espacio de probabilidad y 1 < p < 2. Entonces para cada
sucesion de diferencias de martingala (d;)!_, que pertenece a LP(Q, F,P) tenemos

(93) (iowiﬁ)l/zg( ! )1/2.H§;di]|p.

p—1






Apéndice C
Cédigos

En este apéndice se encuentra el cédigo, en lenguaje Python, utilizado para los dos ejemplos
de la seccion 3 del Capitulo 4. El siguiente cddigo se basa en [Soul, donde se agregd un algoritmo
para simular una sucesién de grados en base a funciones continuas y acotadas en [0, 1].

import networkx as nx

import random as rnd

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

import math

from networkx import Graph, draw
from bisect import bisect_left
from itertools import repeat

#Modelo de configuracién dada una sucesién de grados (MCSG).
def MCSG(k):
Esta funcion crea un modelo de configuracién de una
grdfica aleatoria a partir de una sucesion de grados ‘k’,
donde k es un vector de enteros no negativos de tamano
finito .
#Primero nos aseguramos que la suma de los grados en la
#sucesion de grados dada sea un numero par.
assert ((sum(k) %2)==0)
#Creamos una grdfica vacia.
G = Graph()
#FEl nimero de vértices en nuestra grdfica es igual a la
#suma de las entradas del vector k.
G.add_nodes_from(range(len(k)))
#Creamos un vector llamado ‘resguardos’ donde guardamos

#ordenadamente k_i copias de ‘i’, donde k_i es la i—ésima
#entrada de k.
resguardos = [ i for i in range (len(k))

for _ in repeat (None,k[i])]

#Reordenamos nuestros elementos en ‘resguardos’ al azar.

rnd . shuffle (resguardos)

#Creamos las aristas seleccionado dos elementos

#aleatoriamente de nuestro wvector ‘resguardos’

for (i,j) in zip(resguardos[0::2], resguardos [1::2]):
#Anadimos una arista entre los vértices
#correspondientes .
G.add_edge(i,j)

return G
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#Especificamos una funcidn f, acotada y continua en [0,1].
def f(x):
value = —1/2*x*%2 + 3/4
return value
#Creacion de una sucesion de grados.
def sucesion f(n):
#Creamos una lista vacia.

sucesion grados = [0]x*n
#Declaramos el grado mas grande en la grdfica.
sucesion_grados [n—1] = math. floor (nxf (0))

#Desde 1 hasta (n—1).
for i in range(l,n):
#Declaramos los demds grados.
sucesion_grados [n—1—i] = math. floor (nxf(i/n))
if (sum(sucesion_grados)%2 != 0):
#81 la suma de los grados no es par,
#entonces aumentamos en una unidad el grado mds grande.
sucesion_grados[n—1] = sucesion_grados[n—1] + 1
#Devuelve una sucesion de grados en orden creciente
#(devuelve una lista ).
return sucesion_ grados



Simbolo

Simbolos

N

Descripcién

R+
Rnxn
v(G)
e(G)
Ag
[0,1]?

El conjunto {0,1,2,3,...}.
Los ntimeros reales positivos.
Conjunto de matrices con entradas reales.
El nimero de vértices de una grafica G.
El ntiimero de aristas de una grafica G.
Matriz de adyacencia de una gréfica G.
El producto cartesiano [0, 1] x [0, 1].
El conjunto {1,...,n} para algin n € Z-.
El producto cartesiano [n] x [n]
Un conjunto no vacio.
Una particién de €.
El conjunto potencia de €.
Esperanza de una variable aleatoria X
Esperanza condicional de X dado o(£?2).
Una sucesion de variables aleatorias.

F compuesta consigo misma, F o ---o F {-veces

(%)) Una sucesién de k-semianillos.
dr Una sucesion de grados de una grafica de orden n
(d")

Una sucesién de sucesiones de grados.
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