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Introducción: El lema de Szemerédi

En 1936 Erdös y Turán [ET36] conjeturaron que cualquier subconjunto A de enteros positivos
que tenga densidad positiva, esto es,

ĺım sup
N→∞

|A ∩ {1, . . . , N}|
N

> 0,

debe contener una progresión aritmética1 de tamaño k para cualquier número natural k mayor o
igual a tres.2

Los primeros pasos hacia la aseveración de esta conjetura se dan en 1953. En este año Roth
[Rot53] muestra mediante análisis de Fourier que el enunciado es cierto para una progresión
aritmética de tamaño tres; no obstante, resulta complicado extender esta técnica para asegurar la
existencia de progresiones aritméticas de cualquier tamaño finito. Es hasta 1975 que se publica el
artículo donde Endre Szemerédi demostraría la conjetura de manera general en [Sze75b].

Actualmente la conjetura de Erdös y Turán es comúnmente conocida como el teorema de regu-
laridad de Szemerédi. La demostración de este teorema es un argumento combinatorio sofisticado,3
y un componente importante de la prueba es un resultado en teoría de gráficas nombrado por
primera vez, en palabras de Szemerédi, como “un lema sobre gráficas bipartitas”. Posteriormente
el lema sería conocido como lema de regularidad de Szemerédi.

Otra demostración del teorema de regularidad de Szemerédi se publica en 1977 por Furstenberg
[Fur77], ahora desde la teoría ergódica. Komlós y Simonóvits comentan que las subsecuentes
generalizaciones de la prueba de Furstenberg, por el mismo autor y Katznelson [FK89], así como
por Bergelson y Leibman [BL96], muestran que la prueba de Furstenberg es distinta a la de
Szemerédi, y con ello se confirma que la teoría ergódica es una “herramienta natural para atacar
preguntas combinatorias” [KS96, p. 7].

En abril de 1975 Szemerédi dedica un artículo completo [Sze75a] a su lema de regularidad,
mejorando el enunciado y ajustando la prueba para exhibir un resultado más limpio y más fuerte
que atañe a cualquier gráfica, no solo bipartita, con la condición de tener una cantidad de vértices
muy grande. Para entender el lema de regularidad de Szemerédi en su versión cercana a la original
requerimos del lenguaje de la teoría de gráficas.

En primer lugar necesitamos hablar del concepto de densidad de aristas en una gráfica, que
puede pensarse como la proporción de aristas entre dos subconjuntos, ajenos, del conjunto de
vértices. Más precisamente, supongamos que tenemos una gráfica G = (V,E) y dos subconjuntos
ajenos S y T de V . Definimos eG(S, T ) como la cantidad de aristas que tienen un vértice en S y
otro vértice en T . La densidad de aristas entre S y T , cuando ambos conjuntos son no vacíos, se
define como

dG(S, T ) = eG(S, T )
|S| |T |

.

1Una progresión aritmética es una sucesión de enteros con diferencia constante. Por ejemplo, una sucesión de
la forma 3, 7, 11, 15, 19 es una progresión aritmética de tamaño 5 y diferencia 4.

2La condición límite en el tamaño de A significa que nuestro subconjunto contiene una fracción positiva de los
números naturales.

3Como lo comentan Terence Tao y Van Vu en [TV06, p. 369]
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x Introducción: El lema de Szemerédi

Como segundo punto se encuentra la noción de regularidad. En términos simples, una gráfica
bipartita G es regular si sucede que para cualquier subconjunto A1 de S y cualquier subconjunto
A2 de T , bajo ciertas condiciones, la densidad de aristas entre A1 y A2 es cercana a la densidad de
aristas entre S y T . Formalmente se enuncia esta idea en la siguiente definición.

Definición 0.1 (Condición de regularidad). Sean G una gráfica bipartita con bipartición
{V1, V2} y ε > 0. Decimos que G es ε-regular si para cualesquiera A1 ⊆ V1 y A2 ⊆ V2 con la
propiedad |A1| > ε |V1| y |A2| > ε |V2| se satisface∣∣dG(A1, A2)− dG(V1, V2)

∣∣ ≤ ε.
Ahora bien, cuando tenemos una gráfica G = (V,E) y cualesquiera dos subconjuntos ajenos

del conjunto de vértices, S y T , podemos inducir una gráfica bipartita, G[S, T ], definida como la
gráfica con conjunto de vértices S ∪ T y cuyo conjunto de aristas se define como las aristas de G
que tienen un vértice en S y otro vértice en T .

Una vez establecidas estas definiciones podemos enunciar el lema de regularidad de Szemerédi.
Teorema 0.2 (Lema de regularidad de Szemerédi, versión casi original). Para cada ε > 0

existe un número natural N(ε) con la propiedad de que si G = (V,E) es una gráfica de orden
n ∈ Z≥N(ε), entonces existe una partición P = {V0, V1, . . . , Vp} de V , con 1/ε ≤ p ≤ N(ε), que
satisface simultáneamente las siguientes propiedades:

(i) (Conjunto excepcional) |V0| < εn.
(ii) (Partición uniforme) |V1| = · · · = |Vp|.
(iii) (Regularidad) Cualesquiera i, j ∈ [p] = {1, . . . , p} con i 6= j, salvo una cantidad εp2 de

pares (i, j), satisfacen que la gráfica bipartita G[Vi, Vj ] es ε-regular.

De manera que el lema de regularidad describe la estructura subyacente de una gráfica de un
orden muy grande. Uno de los objetivos de la tesis será probar este teorema. Varias estructuras y
fenómenos interesantes en el mundo real pueden ser modelados con gráficas de gran tamaño, por
ejemplo el internet. Sin embargo, en los problemas de la teoría de gráficas tradicional una gráfica
exacta nos es dada y esto es una desventaja, pues en ocasiones gráficas de gran tamaño nunca
son conocidas completamente. Una manera de resolver este problema es describir una gráfica de
orden grande con un objeto matemático más sencillo, y el lema de regularidad Szemerédi es una
herramienta adecuada.

Una de las cosas sorprendentes en el lema de Szemerédi, descubierta en 1991 por Simonóvits y
Sós, es que la condición de regularidad de una gráfica coincide con la noción de un comportamiento
aleatorio.4 Consideremos, por ejemplo, un número real p en el intervalo (0, 1) y un entero positivo
n. En el modelo de gráficas aleatorias de Erdös-Renyi [ER60], G (n, p) es el conjunto de gráficas
con conjunto de vértices igual a [n] y tales que sus aristas son escogidas independientemente al
azar y con probabilidad p. Denotemos por Gn,p a un elemento de G (n, p). En 1989 Chung, Graham
y Wilson [CGW89] enuncian una lista de distintas propiedades, todas ellas equivalentes, que
cumple una cierta sucesión de gráficas (Gn). A tal sucesión (Gn) que cumple una propiedad de
esta lista (y por lo tanto todas) la nombran cuasi-aleatoria, y puede pensarse como una sucesión de
gráficas deterministas que tienen un comportamiento similar a las gráficas aleatorias. Esta última
afirmación se debe a que las sucesiones de gráficas aleatorias —entre ellas, las sucesiones de la
forma (Gn,p) para un p ∈ (0, 1) fijo— comparten estas propiedades con las sucesiones de gráficas
cuasi-aleatorias. Dos años más tarde, Simonóvits y Sós [SS91] descubren la conexión entre una
sucesión cuasi-aleatoria y el lema de regularidad de Szemerédi.

Teorema 0.3. Una sucesión de gráficas (Gn) es cuasi-aleatoria si y sólo si para todo entero
positivo ` y todo número real ε > 0 existen enteros positivos k(ε, `) y n0(ε, `) tales que, para todo
n > n0(ε, `), V (Gn) tiene una partición en k clases U0, . . . , Uk (` < k < k(ε, `)) donde, para

4En términos exactos, la literatura se refiere a este comportamiento de gráficas como cuasi-aleatorio. En 1991
Szimonóvits y Sós descubrieron la conexión entre el lema de Szemerédi y sucesiones de gráficas cuasi-aleatorias en
[SS91]. Véase también [Bol01, p. 380].
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cada i, j ∈ [k] con i 6= j, salvo a lo más εk2, G[Ui, Uj ] es ε-regular y además con densidades que
satisfacen

|d(Ui, Uj)− p| < ε,

para algún p ∈ (0, 1).

Como consecuencia, para un p ∈ (0, 1) fijo, una sucesión (Gn,p) es regular en el sentido del
Teorema 0.3. Chung [Gra91, p. 242] resume el descubrimiento de Simonóvits y Sós [SS91] en una
frase:

Szemerédi’s regularity lemma asserts that if the vertex set of a graph is partitio-
ned in the right way, then the edges joining the sets behave in some random-like
manner.

Terence Tao, por su parte, muestra en 2006 una versión puramente probabilista del lema de re-
gularidad [Tao06]. En esta nueva perspectiva uno ve el lema de Szemerédi no como un teorema
de estructura para gráficas grandes, sino como un teorema de estructura para eventos o variables
aleatorias en un espacio de probabilidad. Con esta nueva visión, evidentemente, es posible utilizar
herramientas de la teoría de la probabilidad como σ-álgebras y esperanza condicional. Mediante la
probabilidad Tao consigue una versión más fuerte y flexible del lema de regularidad que encuentra
fácilmente aplicaciones a hipergráficas. La prueba que analizaremos contiene esta generalización.

A pesar de que Tao menciona que su versión probabilista del lema de regularidad se extiende sin
complicaciones a cualquier cantidad finita de variables aleatorias, deja de lado esta generalización
y trabaja con una sola variable aleatoria para enfocarse en los argumentos combinatorios.

Dos años después, en 2008, Bollobás y Nikiforov abstraen la versión probabilista de Tao
[BN08]. En su artículo trabajan constantemente con un “semianillo de conjuntos”, el cual tí-
picamente es descrito, informalmente, como una familia de conjuntos estructurados. Introducen
además el concepto de sistema de regularidad de Szemerédi (sistema-RS) definido como una cuarte-
ta (Ω,A ,P,S ), donde Ω es un conjunto no vacío; A es un álgebra de subconjuntos de Ω; P es una
medida en A que es completa, no negativa, finitamente aditiva y cumple P(Ω) = 1; y, para algún
número natural k, S es un k-semianillo5 en Ω que satisface S ⊆ A .

La abstracción de Bollobás y Nikiforov exhibe la esencia del lema de regularidad de Szemerédi
en su versión original. Para convencernos de ello, veamos brevemente esta generalización. En ade-
lante suponemos que (Ω,A ,P,S ) es un sistema-RS. El análogo en probabilidad al concepto de
densidad de aristas es el siguiente. Para cada A, V ∈ A definimos

d(A, V ) = P(A ∩ V )
P(V )

si P(V ) > 0, y d(A, V ) = 0 si P(V ) = 0.

Escrito de esta manera es inmediato reconocer que esta definición de densidad entre A y V
coincide con la probabilidad condicional del evento A dado V . Con esto en mente, se vislumbra la
relación con esperanza condicional.6 Ahora veamos la generalización de regularidad.

Definición 0.4 (Condición general de regularidad). Sea 0 < ε < 1 y V ∈ S tal que P(V ) > 0.
Un conjunto A ∈ A es llamado ε-regular en V si

|d(A,U)− d(A, V )| < ε

para cada U ∈ S tal que U ⊆ V y P(U) > εP(V ).

5Un k-semianillo, S , en Ω es una familia de subconjuntos de Ω que satisface tres propiedades: (i) Ω,∅ ∈ S ;
(ii) para cada S, T ∈ S se cumple S ∩ T ∈ S y también (iii) para cada S, T ∈ S existe ` ∈ [k] = {1, . . . , k} tal que
S \ T es igual a la unión ajena de ` elementos no vacíos que pertenecen a S .

6Tao [Tao06, p. 19] llama energía de una σ-álgebra al concepto que relaciona esperanza condicional y densidad
de aristas, como se detalla en el Capítulo 1 de esta tesis.
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Finalmente, como paso previo a enunciar la abstracción probabilista, requerimos de la siguiente
definición de regularidad en una partición.

Definición 0.5. Sean 0 < ε < 1 y P una partición de Ω con la propiedad P ⊆ S . Fijemos
A ∈ A y denotemos NA = {V ∈P | A no es ε-regular en V }. Decimos que A es ε-regular en P
si ∑

V ∈NA

P(V ) < ε.

Así, estamos listos para enunciar la versión abstracta del lema de regularidad de Szemerédi en
Probabilidad [BN08].

Teorema 0.6 (Lema de regularidad, versión abstracta). Sea 0 < ε < 1. Sea (Ω,A ,P,S ) un
sistema-RS. Para cada C subconjunto finito de A y cada partición finita P de Ω tal que P ⊆ S ,
existe una partición finita Q de Ω tal que Q ⊆ S y satisface

(i) Q refina a P; y
(ii) cada A ∈ C es ε-regular en Q.

La estructura de los semianillos es utilizada para arribar a las aplicaciones a partir del teorema
anterior. Como consecuencia tenemos el lema de regularidad de Szemerédi para una familia finita
de gráficas.

Teorema 0.7. Sean 0 < ε < 1 y ` un entero positivo. Existen enteros positivos N(ε) y q(`, ε)
tales que si n > N(ε) y C es una familia de ` gráficas (no dirigidas) con conjunto de vértices igual
a [n], entonces existe una partición Q = {Q0, . . . , Qq} de [n], donde q ≤ q(`, ε), con las siguientes
propiedades:

(i) |Q0| < εn;
(ii) |Q1| = · · · = |Qq| < εn;
(iii) para cada gráfica G ∈ C existen al menos (1−ε)

(
q
2
)
conjuntos {i1, i2} de elementos distintos

de [q] tales que G[Qj1 , Qj2 ] es ε-regular para cada permutación (j1, j2) de {i1, i2}.

Otra muestra de la ventaja conceptual ganada usando probabilidad se vuelve evidente menos
de una década más tarde. En 2016 Dodos, Kanellopoulos y Karageorgos [DKK16] utilizan el
algoritmo de aproximación a una variable aleatoria propuesto por Tao [Tao06] para construir una
martingala y con ello una sucesión de diferencias de martingala. La clave en su demostración es
una desigualdad reciente debida a Ricard y Xu [RX+16] en este tipo de sucesiones. Con dicha
desigualdad muestran que es posible regularizar mediante una sola partición una familia finita de
variables aleatorias. De igual forma, los semianillos juegan un papel importante en su prueba, pues a
través ellos generalizan la llamada norma de corte. La idea intrínseca en [DKK16] es que podemos
ver el lema de regularidad en probabilidad como un resultado de aproximación a una familia finita
de variables aleatorias mediante un solo objeto en una norma “uniforme”. La conexión entre teoría
de gráficas y esta versión del lema de regularidad es clara gracias a los semianillos expuestos por
Bollobás y Nikiforov [BN08].

El resultado principal en [DKK16] es cercano al de Tao [Tao06]. Lo nuevo en [DKK16] es
que el resultado es para variables aleatorias en el espacio Lp con 1 < p ≤ 2, mientras que Tao
usa propiedades de σ-álgebras y de operadores ortogonales para lograr un resultado en el espacio
L2. Aunque la idea de aproximarse a una variable aleatoria es esencialmente la misma en ambos
artículos, una diferencia notable es la manera en la que ambos llegan a mostrar la existencia de
la cota en la cardinalidad de la partición. En tanto que Tao llega a ella mediante propiedades
de ortogonalidad en el espacio L2, Dodos, Kanellopoulos y Karageorgos aseguran la cota en la
cardinalidad debido a la desigualdad de Ricard y Xu [RX+16], además esta desigualdad es vital
para extender el resultado al caso Lp con 1 < p ≤ 2.

En la versión original del lema de regularidad de Szemerédi, un punto clave es que la cardi-
nalidad de la partición obtenida —llamémosla de nuevo P— no depende del orden de la gráfica.
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Desafortunadamente, el número de elementos que conforman la partición P es demasiado grande,
incluso la mejor prueba da una torre exponencial de números dos cuyo tamaño es cercano a 1/ε2,
dependiendo del número real positivo ε dado; esto es, de la forma

22.
..

2

.

Gowers muestra en 1997 que esta es una característica del lema de regularidad que no puede mejorar
significativamente [Gow97].

La búsqueda por conseguir una partición del lema de regularidad con un menor número de
elementos se debe a que esto facilita las aplicaciones, en particular, en ciencias de la computación.
Con este objetivo, Frieze y Kannan desarrollan en 1999 una primera versión débil del lema de
regularidad de Szemerédi, donde la partición obtenida en el lema reduce considerablemente su
cardinalidad en comparación con su versión original [FK99]. Por supuesto, dicha partición no
satisface completamente la condición de regularidad; sin embargo, es suficiente para aplicaciones
en algoritmos de la teoría de gráficas, entre ellos, los que conciernen al problema de corte máximo.

Frieze y Kannan definen, también en [FK99], una nueva norma en el espacio de matrices
llamada norma de corte, inspirada en el problema de corte máximo. Es sabido que a través de la
matriz de adyacencia de una gráfica podemos inducir una métrica en el espacio de gráficas, y la
norma de corte revela una nueva noción de cercanía entre dos gráficas.

Para entender la importancia de la norma de corte como una norma apropiada para gráficas
de gran tamaño pensemos en lo siguiente. Consideremos una sucesión de gráficas (Gn) donde la
cantidad de vértices de Gn crece conforme n tiende a infinito. Las preguntas naturales son: ¿la
sucesión (Gn) converge? y, si converge, ¿a qué objeto?. En 2006 Lovász y Szegedy [LS06] describen
la noción de convergencia para este tipo de sucesiones, a través de homomorfismos de gráficas,
y descubren que la representación del objeto límite buscado es una función W : [0, 1]2 → [0, 1]
que es (B([0, 1]2),B([0, 1]))-medible y simétrica.7 Tal función es definida como grafón y puede ser
pensada como una generalización de una gráfica.8 En un trabajo conjunto, los matemáticos Borgs,
Chayes, Lovász, Sós y Vesztergombi muestran en 2008 [BCL+08] que la noción de convergencia
establecida por Lovász y Szegedy [LS06] es equivalente a la convergencia con una métrica llamada
distancia de corte. La distancia de corte es un ajuste a la métrica inducida por la norma de corte,
y esta modificación se debe a un resultado de compacidad que retomaremos en breve dentro de
esta introducción.

Por el momento, volvamos de nuevo al modelo de Erdös-Renyi [ER60] para mostrar un ejemplo
de un grafón como objeto límite. Si p es un número fijo en el intervalo (0, 1) y consideramos
la sucesión (Gn,p), entonces, cuando n tiende a infinito, la gráfica límite es representada por el
grafón W : [0, 1]2 → [0, 1] con regla de correspondencia W (x, y) = p para todo x, y ∈ [0, 1].
Recíprocamente, dada una función W : [0, 1]2 → [0, 1] que es idénticamente igual a p ∈ (0, 1),
podemos construir una gráfica aleatoria G(n, p), para algún entero positivo n, con conjunto de
vértices igual a [n] y con aristas elegidas con probabilidad p. En este trabajo analizamos grafones,
no necesariamente constantes, obtenidos como límite de una sucesión de gráficas aleatorias dada
una sucesión de grados [CDS11].

Como consecuencia de los trabajos hechos en 1999 y 2006, Lovász y Szegedy exhiben de manera
concreta, en 2007, una nueva perspectiva del lema de regularidad de Szemerédi, ahora desde el área
de análisis [LS07]. Dentro de esta nueva visión podemos ver el lema débil de regularidad como
un resultado para grafones, es decir, en su versión “continua”, mientras que la versión discreta co-
rresponde al enunciado para gráficas. Lovász y Szegedy [LS07] retoman la generalización de Frieze
y Kannan [FK99] del lema débil de regularidad para funciones Lebesgue-medibles y modifican
ligeramente el enunciado para establecer un lema débil de regularidad en el espacio de grafones. El
lema débil para grafones se resume en un enunciado de aproximación, en la norma de corte, a un

7Una función W : [0, 1]2 → [0, 1] es simétrica si, para cualesquiera x, y ∈ [0, 1], se satisface W (x, y) = W (y, x).
8La palabra grafón es el resultado de la contracción de los términos gráfica y función. Para una introducción

intuitiva de este objeto límite véase [Lov12, p. 16].
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grafón mediante funciones simples.
A su vez, Lovász y Szegedy [LS07] demuestran que la versión débil del lema de regularidad, con-
cerniente a grafones, implica que el espacio de grafones dotado de la distancia de corte —bajo la
respectiva generalización— es un espacio compacto (resultado anunciado en párrafos anteriores).
Lovász comenta [Lov12, p. 149] que el teorema de compacidad en el espacio de grafones puede ser
considerado como la forma más fuerte de regularidad.

Por otro lado, existe también en la teoría de gráficas una versión fuerte del lema de regularidad
de Szemerédi, publicada por primera vez en el año 2000 por Alon, Fisher, Krivelevich y Szegedy
[AFKS00]. Esta nueva versión fuerte describe aún más la estructura de los elementos de la partición
obtenida, por supuesto, con el costo de incrementar la cardinalidad de la partición en una torre
exponencial aún más formidable. El lema fuerte de regularidad da una partición regular P y un
refinamiento Q “más regular” y cercano a P [CF12, p. 5]. De igual manera Lovász y Szegedy
[LS07] enuncian y demuestran el análogo del lema fuerte en su versión “continua” que corresponde
a grafones.

Sorprendentemente, el teorema de compacidad en el espacio de grafones implica el lema fuerte
de regularidad de Lovász y Szegedy [LS07]. Como es de esperarse, el lema fuerte de regularidad
implica su versión débil, también de Lovász y Szegedy [LS07]. Tenemos, por tanto, la equivalencia
entre los lemas fuerte y débil de regularidad.

El resultado principal de Dodos, Kanellopoulos y Karageorgos [DKK16] y el de Tao [Tao06]
dan una perspectiva cercana al lema fuerte de regularidad desde el área de la probabilidad. Uno de
los resultados principales demostrados en esta tesis (Teorema 1.40 a partir del resultado principal
en [DKK16]) puede considerarse como una versión fuerte del lema de regularidad.

Como hemos visto a lo largo de este breve panorama, la importancia del lema de regularidad
de Szemerédi se volvió evidente décadas después. Sin saberlo en el momento, un lema utilizado
en la demostración del teorema de regularidad de Szemerédi influiría no solamente en la teoría de
números, sino en diversas ramas de las matemáticas. El lema de regularidad de Szemerédi [Sze75b]
marca el punto de partida de nuevas preguntas, y con ello nuevas rutas de investigación.

El presente trabajo está dirigido a estudiantes de licenciatura que apetecen de aplicaciones de la
teoría de martingalas, o de quienes quieren profundizar un poco más en la Probabilidad después de
un curso de la teoría de la medida. No obstante, con la finalidad de que el trabajo fuese autoconteni-
do, se anexaron dos apéndices, que además dan constancia de la estricta formalidad de este trabajo
en los cuatro capítulos. Las demostraciones presentadas en esta tesis se basan mayoritariamente
en resultados de los apéndices A y B, propios de un curso riguroso de Probabilidad.

El objetivo del primer capítulo es presentar la prueba del lema de regularidad de Szemerédi en
la teoría de gráficas de principio a fin, vía la teoría de la probabilidad. A lo largo del Capítulo 1
nos guiamos en todo momento del trabajo de Dodos, Kanellopoulos y Karageorgos [DKK16]. En
las primeras tres secciones se desarrollan, con lujo de detalle, las herramientas necesarias para la
demostración del lema fuerte de regularidad en su versión probabilista (Teorema 1.40), junto con
algunos ejemplos. Acto seguido, comenzamos la cuarta sección del Capítulo 1 con una motivación
y una heurística de la demostración del Teorema 1.40. El Teorema 1.40 es el teorema principal de
esta tesis. Luego, re-escribimos el Teorema 1.40 al Corolario 1.42 para mayor similitud y menor
abstracción en la relación de estos dos resultados con el lema fuerte de regularidad en su versión
analista. Concluimos el primer capítulo exponiendo y ahondando en los detalles de la demostra-
ción de Tao [Tao06] del lema de regularidad de Szemerédi en su versión casi original como una
consecuencia del Corolario 1.42.

El segundo capítulo está dedicado a recopilar los conceptos básicos del lenguaje de una teoría
reciente conocida como la teoría de límites de gráficas. Así mismo, se muestran algunas relaciones
entre grafones y gráficas. También, se analizan propiedades de la métrica de corte en el espacio de
gráficas, así como la métrica análoga en el espacio de grafones. Por último, se expone el teorema
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de compacidad en el espacio de grafones, consecuencia del lema débil de regularidad en su versión
analista y del teorema de convergencia de martingalas acotadas (Teorema B.14).

El tercer capítulo es una continuación del primer capítulo. En él se exponen algunas de las
aplicaciones teóricas del resultado principal (Teorema 1.40) mostrado en el Capítulo 1. Se aborda
en la segunda sección la aplicación más importante del tercer capítulo, enunciada en la Proposición
3.7, y obtenida como consecuencia del lema fuerte de regularidad (versión probabilista) en virtud
del Lema 3.6.

Finalmente, en el cuarto y último capítulo, se expone un resumen del artículo de Chatterjee,
Diaconis y Sly [CDS11]. Este capítulo supone que las lectoras y los lectores ya conocen los con-
ceptos básicos de la teoría de límites de gráficas, aunque se mencionan brevemente en la primera
sección del cuarto capítulo como una introducción formal. El teorema principal de [CDS11] se
enuncia en esta tesis como el Teorema 4.3, y concierne a la convergencia de una sucesión de grá-
ficas aleatorias cada una con una sucesión de grados dada, a un grafón, W , descrito de manera
explícita en términos de una cierta función g. Después se enuncia y demuestra la Proposición 4.4,
que se interpreta como la versión continua del criterio de Erdös-Gallai en la teoría de gráficas
tradicional. Seguido de ello, vemos un modelo de simulación de gráficas aleatorias, llamado Modelo
β. Su importancia se debe a que subyace en la prueba del Teorema 4.3 (resultado principal de
[CDS11]). Por último, pero quizá lo más detallado de este último capítulo, se enuncia y demuestra
el Teorema 4.12, donde se desarrolla un algoritmo para obtener el estimador máximo verosímil,
β̂, suponiendo su existencia. La prueba del Teorema 4.12 es cercana al Teorema del punto fijo de
Banach y es asequible con un primer curso de Análisis matemático.





Capítulo 1

El lema de regularidad de Szemerédi

El presente capítulo está dedicado a la demostración del lema fuerte de regularidad en su versión
probabilista, cercana a la versión desde el área de análisis. Comenzamos enunciando el concepto
de semianillo, el cual será central en nuestra demostración. Después, desarrollamos propiedades y
ejemplos de otras definiciones que conforman la estructura en la demostración de nuestro resultado
principal. Finalmente, aplicamos todos los conceptos previos en nuestra última sección, donde
demostraremos la versión más cercana, dentro de la teoría de gráficas, del lema de regularidad de
Szemerédi.

1. Semianillos: Construcciones y propiedades

Una filtración juega un papel importante para establecer la definición de una martingala.
Intuitivamente, dados dos elementos de la filtración, digamos A y B con A ⊂ B, la σ-álgebra B
contiene más información que la σ-álgebra A en el sentido de que B contiene más elementos como
conjunto ó, en el sentido probabilista, hay más eventos en B. Podemos pensar a una sucesión de
semianillos como el análogo de una filtración. La ventaja de trabajar con semianillos se debe a que
son conocidos como una familia estructurada de conjuntos ([DKK16, p. 3], [BN08]).

Definición 1.1. Supongamos que Ω es un conjunto no vacío y k es un entero positivo. Supon-
gamos también que S es una colección de subconjuntos de Ω. Decimos que S es un k-semianillo
en Ω si se satisfacen simultáneamente las siguientes propiedades:

(P1). ∅,Ω ∈ S .
(P2). Para cualesquiera S, T ∈ S se cumple S ∩ T ∈ S .
(P3). Para cualesquiera S, T ∈ S existe un entero ` ∈ [k] y conjuntos R1, . . . , R` ∈ S ajenos por

pares tales que S \ T = R1 ∪ · · · ∪R`.

Una breve ilustración del concepto de semianillo se encuentra en la Figura 1, donde suponemos
que S y T son dos elementos de un k-semianillo S para algún entero positivo k mayor o igual a
5. En dicha figura mostramos que podemos descomponer a los elementos S y T en conjuntos más
pequeños. Esto será de utilidad cuando trabajemos con una partición y busquemos un refinamiento.

R2
2 R2

3

R1
1 R1

2

R1
3 R1

4

R1
5 R2

1S ∩ T

S

T

Figura 1. Descomposición de dos elementos de un k-semianillo para algún k ≥ 5.

La siguiente observación enuncia la relación de un semianillo con el concepto de álgebra de la
teoría de la medida.

1
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Observación 1.2. Una familia S de subconjuntos de un conjunto no vacío, Ω, es un 1-
semianillo si y sólo si es un álgebra.

Demostración. Las propiedades (P1), (P2) y (P3) referidas son las de un 1-semianillo (De-
finición 1.1). Mientras que las propiedades (i), (ii) y (iii) son propiedades de un álgebra (Definición
A.1).
Supongamos que S es un 1-semianillo. Entonces (P1) asegura Ω ∈ S . Sean A,B ∈ S . Luego,
(P3) nos dice que existe R1 ∈ S tal que Ω \ A = R1; es decir, Ω \ A ∈ S , por lo que S es
cerrada bajo complementos. A su vez, Ω \ B ∈ S . Finalmente, por la propiedad (P2) tenemos
Ω \ (A ∪B) = (Ω \A) ∩ (Ω \B) ∈ S . Consecuentemente, como S es cerrada bajo complementos,
A ∪B = Ω \ (Ω \ (A ∪B)) ∈ S . Por ende, S es un álgebra.

Inversamente, supongamos que S es un álgebra. Por (i), Ω pertenece a S . Además, el conjunto
vacío pertenece a S por ser el complemento de Ω. Sean S, T ∈ S . Entonces Ω \ S,Ω \ T ∈ S
debido a (ii). Esto último implica Ω\ (S∩T ) = (Ω\S)∪ (Ω\T ) ∈ S por (iii). Nuevamente, por ser
S cerrada bajo complementos, S ∩T = Ω \ (Ω \ (S ∩T )) ∈ S ; en consecuencia, S es cerrada bajo
intersección. Por último, para verificar que la propiedad (P3) se satisface, basta notar que S \T es
igual a la intersección entre los conjuntos S y Ω \ T que, como ya se hizo notar, pertenecen a S .
Por lo tanto, al ser S cerrada bajo intersección, S \ T ∈ S . �

Definición 1.3. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, k un entero positivo y S un
k-semianillo en Ω con S ⊆ F . Para cada X ∈ L1(Ω,F ,P) definimos

‖X‖S := sup
{∣∣∣ ∫

S

XdP
∣∣∣ : S ∈ S

}
.

Llamaremos a ‖X‖S la S -norma uniforme de X. No obstante, el hecho: ‖·‖S es una norma,
dependerá de una propiedad particular en el k-semianillo, como se expone a continuación.

Proposición 1.4. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, k un entero positivo y S un
k-semianillo en Ω con S ⊆ F . La función ‖·‖S es una norma en L1(Ω,F ,P) si y sólo si para
cualquier par de variables aleatorias X,Y ∈ L1(Ω,F ,P) con X 6= Y , existe S ∈ S con la propiedad∫

S

XdP 6=
∫
S

Y dP.

Demostración. Supongamos primeramente que ‖·‖S es una norma en L1(Ω,F ,P). Sean
X,Y ∈ L1(Ω,F ,P) tales que X 6= Y . Entonces, ‖X − Y ‖S > 0. Consecuentemente, existe S ∈ S
con la propiedad ∣∣∣ ∫

S

X − Y dP
∣∣∣ > 0.

De aquí se deduce ∫
S

XdP 6=
∫
S

Y dP.

Recíprocamente, supongamos ahora que para cualquier par de variables aleatoriasX,Y ∈ L1(Ω,F ,P)
con X 6= Y , existe S ∈ S con la propiedad∫

S

XdP 6=
∫
S

Y dP.

Tomemos X ∈ L1(Ω,F ,P) tal que X ≡ 0. En consecuencia, para cualquier S ∈ S , X1S ≡ 0. Así,
para cualquier S ∈ S , ∫

S

XdP = 0.

Se sigue que ‖X‖S = 0.

Sea X ∈ L1(Ω,F ,P) tal que ‖X‖S = 0. Entonces, para cualquier S ∈ S ,∣∣∣ ∫
S

XdP
∣∣∣ = 0.
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Si X 6= 0, entonces, por hipótesis, existe S ∈ S tal que∫
S

XdP 6=
∫
S

0dP = 0.

Por lo cual, ∣∣∣ ∫
S

XdP
∣∣∣ > 0.

Así, ‖X‖S > 0. Por ende, concluimos X ≡ 0.

Sean X ∈ L1(Ω,F ,P) y α ∈ R. Tenemos, por linealidad de la integral en L1(Ω,F ,P),

‖αX‖S = sup
{∣∣∣ ∫

S

αXdP
∣∣∣ : S ∈ S

}
= sup

{∣∣∣α ∫
S

XdP
∣∣∣ : S ∈ S

}
= |α| sup

{∣∣∣ ∫
S

XdP
∣∣∣ : S ∈ S

}
= |α| ‖X‖S ,

donde en la penúltima igualdad usamos un hecho básico de cálculo para la constante |α| ≥ 0.
Finalmente, sean X,Y ∈ L1(Ω,F ,P) y S ∈ S arbitrarios. De la desigualdad del triángulo, usando
implícitamente para la primera igualdad que X1S y Y 1S son integrables,∣∣∣ ∫

S

(X + Y )dP
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫
S

XdP +
∫
S

Y dP
∣∣∣

≤
∣∣∣ ∫
S

XdP
∣∣∣+
∣∣∣ ∫
S

Y dP
∣∣∣

≤ ‖X‖S + ‖Y ‖S .

Por consiguiente, dado que S ∈ S fue arbitrario, ‖X + Y ‖S ≤ ‖X‖S + ‖Y ‖S . De modo que la
S -norma uniforme es, en efecto, una norma. �

Lema 1.5. Supongamos que Ω es un conjunto no vacío. Supongamos también que m, k1, . . . , km
son enteros positivos y defina k =

∑m
i=1 ki. Si Si es un ki-semianillo en Ω para cada i ∈ [m],

entonces la familia

S =
{ m⋂
i=1

Si | Si ∈ Si para cada i ∈ [m]
}

es un k-semianillo en Ω.

Demostración. El caso m = 1 es inmediato por definición. Supongamos m ≥ 2. Note que el
conjunto vacío pertenece a S1, pues S1 es un k1-semianillo en Ω. Como la intersección de cualquier
conjunto con el vacío es, de vuelta, el vacío, entonces ∅ ∈ S . Ahora, para cada i ∈ [m], tenemos
Ω ∈ Si. De manera que Ω = ∩mi=1Ω ∈ S . Esto muestra que (P1) en la Definición 1.1 se satisface.
Tomemos ahora dos elementos (al menos el vacío y Ω están) arbitrarios S = ∩mi=1Si, T = ∩mi=1Ti ∈
S , donde Si, Ti ∈ Si para cada i ∈ [m]. Observe que

S ∩ T =
( m⋂
i=1

Si

)
∩
( m⋂
i=1

Ti

)
=
( m⋂
i=1

(Si ∩ Ti)
)
.

Ya que Si es un ki-semianillo, entonces para cada i ∈ [m] se satisface Si ∩ Ti ∈ Si. Consecuen-
temente S ∩ T ∈ S , por lo que S cumple la propiedad (P2) en la Definición 1.1. Para verificar
que la propiedad (P3), de la misma definición, se satisface, defina los conjuntos P1 = Ω \ T1 y
Pj = T1 ∩ · · · ∩ Tj−1 ∩ (Ω \ Tj) siempre que j ∈ {2, . . . ,m}. Los conjuntos P1, . . . , Pm son ajenos
por pares, debido a que si i, j ∈ [m] son tales que i < j, entonces i ∈ [j − 1], por lo que Pi ⊆ Ω \ Ti
y Pj ⊆ T1 ∩ · · · ∩ Tj−1 ⊆ Ti; por consiguiente, Pi ∩ Pj = ∅. Más aún,

(1) Ω \
( m⋂
i=1

Ti

)
=

m⋃
j=1

Pj .
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En efecto, si x ∈
⋃m
j=1 Pj , existe j0 ∈ [m] tal que x ∈ Pj0 , por lo cual x ∈ Ω \ Tj0 ; en consecuencia,

x ∈
⋃m
i=1(Ω \Ti); por lo tanto, x ∈ Ω \

(⋂m
i=1 Ti

)
. Recíprocamente, si x ∈ Ω \

(⋂m
i=1 Ti

)
, entonces

existe i0 ∈ [m] tal que x ∈ Ω \ Ti0 ; por el teorema del buen orden podemos considerar, sin perder
generalidad, que i0 es el mínimo número en el conjunto [m] con la propiedad x ∈ Ω\Ti0 ; de manera
que x ∈ Pi0 ; por ende, x ∈

⋃m
j=1 Pj .

La igualdad (1) implica

(2) S \ T = S ∩
( m⋃
j=1

Pj

)
=

m⋃
j=1

(S ∩ Pj).

Sea j ∈ [m] arbitrario. Puesto que Sj es un kj-semianillo, existe `j ∈ [kj ] y conjuntos ajenos por
pares Rj1, . . . , R

j
`j
∈ Sj tales que Sj \ Tj = Rj1 ∪ · · · ∪R

j
`j
. Para facilitar la notación defina

(a) B1 = Ω y Bj =
⋂

1≤i<j(Si ∩ Ti) si j ∈ {2, . . . ,m},
(b) Cj =

⋂
j<i≤m Si si j ∈ [m− 1] y Cm = Ω.

Recordemos la definición de P1 y también que C1 =
⋂

1<i≤m Si. Esto implica la primer igualdad
de la siguiente cadena de igualdades, en tanto que las igualdades subsecuentes se deben solamente
a propiedades de asociatividad y distributividad de conjuntos:

(3) S ∩ P1 =
(
C1 ∩ S1

)
∩ (Ω \ T1) = C1 ∩ (S1 \ T1) = C1 ∩

( `1⋃
n=1

R1
n

)
=

`1⋃
n=1

(B1 ∩R1
n ∩ C1),

donde en la última igualdad usamos B1 = Ω. Para j ∈ {2, . . . ,m} podemos descomponer a S como

S =
( ⋂

1≤i<j
Si

)
∩ Sj ∩ Cj .

De manera que obtenemos nuevamente una cadena de igualdades para j ∈ {2, . . . ,m}, donde se han
colocado paréntesis de manera apropiada aprovechándonos en varias ocasiones de la asociatividad,
conmutatividad y distributividad de la intersección y la unión de conjuntos,

S ∩ Pj =
(( ⋂

1≤i<j
Si

)
∩ Sj ∩ Cj

)
∩ (T1 ∩ · · · ∩ Tj−1 ∩ (Ω \ Tj))

=
(( ⋂

1≤i<j
Si

)
∩ (T1 ∩ · · · ∩ Tj−1)

)
∩ Sj ∩ Cj ∩ (Ω \ Tj)

=
( ⋂

1≤i<j
(Si ∩ Ti)

)
∩ (Sj \ Tj) ∩ Cj

= Bj ∩
( `j⋃
n=1

Rjn

)
∩ Cj

=
`j⋃
n=1

(Bj ∩Rjn ∩ Cj).

(4)

Total, para j ∈ [m], las igualdades (3) y (4) muestran que

(5) S ∩ Pj =
`j⋃
n=1

(Bj ∩Rjn ∩ Cj).

Este hecho implica, al sustituir (5) en (2), que S \ T se expresa como sigue:

(6) S \ T =
m⋃
j=1

( `j⋃
n=1

(Bj ∩Rjn ∩ Cj)
)
.

Defina el producto cartesiano I =
⋃m
j=1({j} × [`j ]). Es evidente que su cardinalidad es justamente

|I| = `1 + · · ·+ `m. Dado que `i ≤ ki para i ∈ [m], tenemos |I| ≤ k1 + · · ·+ km = k. Para cada par
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(j, n) ∈ I defina
U jn = Bj ∩Rjn ∩ Cj

y observe que Si ∩ Ti ∈ Si para i ∈ [j − 1] por ser Si un ki-semianillo en Ω, por lo que, por
construcción, U jn ∈ S ; además, U jn ⊆ Rjn. Entonces, U jn ∩ U jm ⊆ Rjn ∩ Rjm = ∅ siempre que
n 6= m. También note que para el caso j = 1, U1

n ⊆ R1
n ⊆ S1 \ T1 ⊆ Ω \ T1 = P1. A su vez, para

j ∈ {2, . . . ,m}, U jn ⊆ Bj∩Rjn ⊆ (T1∩· · ·∩Tj)∩(Sj \Tj) ⊆ Pj . De cualquier manera, para cualquier
(j, n) ∈ I, U jn ⊆ Pj . Esto implica U in ∩ U jn ⊆ Pi ∩ Pj = ∅ siempre que i sea distinto de j. Todo lo
anterior asegura que la familia {U jn | (j, n) ∈ I} es un subconjunto de S y consiste de conjuntos
ajenos por pares. Más aún, por (6), tenemos

S \ T =
⋃

(j,n)∈I

U jn.

Por lo tanto, la familia S satisface la propiedad (P3) en la Definición 1.1. Concluimos que S es
un k-semianillo. �

Observación 1.6. Sean d, k1, . . . , kd enteros positivos y Ω1, . . . ,Ωd conjuntos no vacíos. Su-
pongamos que Si es un ki-semianillo en Ωi para i ∈ [d]. Entonces

Si := {Ω1 × · · · × Si × · · · × Ωd | Si ∈ Si}

es un ki-semianillo en Ω1 × · · · × Ωd.

Demostración. Fijemos i ∈ [d]. Dado que Si es un ki-semianillo en Ωi, entonces ∅,Ωi ∈ Si.
De manera que ∅,Ω1 × · · · × Ωi × · · · × Ωd ∈ Si.
Supongamos ahora Ω1×· · ·×S×· · ·×Ωd,Ω1×· · ·×T ×· · ·×Ωd ∈ Si. Como S, T ∈ Si, entonces
S ∩ T ∈ Si. Por consiguiente,

(Ω1 × · · · × S × · · · × Ωd) ∩ (Ω1 × · · · × T × · · · × Ωd) = Ω1 × · · · × (S ∩ T )× · · · × Ωd ∈ Si.

Verifiquemos la última propiedad de un ki-semianillo. Observe que se cumple la igualdad siguiente.
(Ω1× · · · × S × · · · × Ωd) \ (Ω1 × · · · × T × · · · × Ωd) =

= ((Ω1 \ Ω1)× · · · × S × · · · × Ωd) ∪ · · · ∪ (Ω1 × · · · × (S \ T )× · · · × Ωd)∪
· · · ∪ (Ω1 × · · · × S × · · · × (Ωd \ Ωd))

= Ω1 × · · · × (S \ T )× · · · × Ωd.

(7)

Por otro lado, S \ T =
⋃`i
j=1Rj para algún `i ∈ [ki], donde R1, . . . , R`i ∈ Si. Además, para

cualesquiera conjuntos A,B se satisfaceA×
 `i⋃
j=1

Rj

×B =

 `i⋃
j=1

(A×Rj)

×B =
`i⋃
j=1

((A×Rj)×B) =
`i⋃
j=1

(A×Rj ×B) .

El hecho anterior nos permite mostrar que

Ω1 × · · · ×

 `i⋃
j=1

Rj

× · · · × Ωd =
`i⋃
j=1

(Ω1 × · · · ×Rj × · · · × Ωd) ,

con Ω1 × · · · ×Rj × · · · × Ωd ∈ Si para j ∈ [`i]. Consecuentemente, esta última igualdad aplicada
a lo obtenido en (7) nos da

(Ω1 × · · · × S × · · · × Ωd) \ (Ω1 × · · · × T × · · · × Ωd) =
`i⋃
j=1

(Ω1 × · · · ×Rj × · · · × Ωd) .

Esto muestra que Si es un ki-semianillo en Ω1 × · · · × Ωd. �

Corolario 1.7. Lo siguiente se satisface.



6 Capítulo 1. El lema de regularidad de Szemerédi

(a) Sea Ω un conjunto no vacío. Sea k un entero positivo y para cada i ∈ [k] sea Ai un álgebra
en Ω. Entonces la familia

{A1 ∩ · · · ∩Ak | Ai ∈ Ai para cada i ∈ [k]}
es un k-semianillo en Ω.

(b) Sean d, k1, . . . , kd enteros positivos y defina k =
∑d
i=1 ki. También sean Ω1, . . . ,Ωd con-

juntos no vacíos y para cada i ∈ [d] sea Si un ki-semianillo en Ωi. Entonces la familia
{S1 × · · · × Sd | Si ∈ Si para cada i ∈ [d]}

es un k-semianillo en Ω1 × · · · × Ωd.

Demostración. (a): La Observación 1.2 asegura que Ai es un 1-semianillo en Ω para toda
i ∈ [k]. En consecuencia, la parte (a) se satisface por el Lema 1.5.

(b): La Observación 1.6 nos dice que Si := {Ω1×· · ·×Si×· · ·×Ωd | Si ∈ Si} es un ki-semianillo
en Ω1 × · · · × Ωd para i ∈ [d]. También se cumple que

(S1 × Ω2 × · · · × Ωd) ∩ (Ω1 × S2 × · · · × Ωd) ∩ · · · ∩ (Ω1 × Ω2 × · · · × Sd) = S1 × S2 × · · · × Sd,
Así, el Lema 1.5 asegura que

{S1 × · · · × Sd | Si ∈ Si para cada i ∈ [d]}
es un k-semianillo en Ω1 × · · · × Ωd. �

Ejemplo 1.8. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad. El conjunto
S� := {S × T | S, T ∈ F}

es un 2-semianillo en Ω× Ω.

Demostración. Dado que F es una σ-álgebra, en particular, F es un álgebra. Equivalente-
mente F es un 1-semianillo, como se hizo notar en la Observación 1.2. La parte (b) del Corolario
1.7 asegura que S� es un 2-semianillo en Ω× Ω. �

La S�-norma uniforme es comúnmente conocida como norma de corte.

El siguiente semianillo fue introducido por Bollobás y Nikiforov [BN08] y puede ser considerado
como la versión “simétrica” del Ejemplo 1.8.

Ejemplo 1.9. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad. Defina
Σ� := {S × T | S, T ∈ F , S ∩ T = ∅ o S = T}.

Entonces Σ� es un 4-semianillo.

Demostración. (P1): Es evidente que el conjunto vacío es un elemento de Σ� ya que ∅
pertenece a F . También, Ω pertenece a F , por lo cual Ω× Ω es elemento de Σ�.

(P2): Sean S × T,U × V ∈ Σ�. Luego,
(S × T ) ∩ (U × V ) = (S ∩ U)× (T ∩ V ).

Recordemos que F es una σ-álgebra; en particular, F es un álgebra, o equivalentemente,
F es un 1-semianillo, por esta razón F es cerrada bajo intersecciones. De modo que
S ∩ U, T ∩ V ∈ F .
En caso de que se cumpla al menos una de las afirmaciones S ∩ T = ∅ o U ∩ V = ∅,
podemos asegurar (S ∩ U) ∩ (T ∩ V ) = ∅. Entonces el producto cartesiano de S ∩ U y
T ∩ V pertenece a Σ�.
En el caso S ∩ T 6= ∅ y U ∩ V 6= ∅, se satisface S = T y U = V por definición de Σ�.
Consecuentemente, S ∩ U = T ∩ V . Por ende, (S ∩ U)× (T ∩ V ) ∈ Σ�.
Total, en cualquier caso,

(S × T ) ∩ (U × V ) ∈ Σ�.
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R1
1 R1

2

R1
3

R2
1R2

2

R2
3

R3
1 R3

2

R3
3

R4
1R4

2

R4
3

(S ∩ U)× (T ∩ U) (T ∩ U)× (T ∩ U)

(S ∩ U)× (S ∩ U) (T ∩ U)× (S ∩ U)

S \ U S ∩ U T ∩ U T \ U

Ω

S \ U

S ∩ U

T ∩ U

T \ U

Ω

S

T

U

Figura 2. Ilustración del caso 1 (U igual a V ) en la propiedad (P3), dentro de la
demostración del Ejemplo 1.9: Descomposición de los conjuntos (S×T )\ (U ×U),
(T × S) \ (U ×U), (S × S) \ (U ×U) y (T × T ) \ (U ×U) en tres conjuntos, cada
uno, que pertenecen al 4-semianillo Σ�, cuando S es ajeno a T .

(P3): Sean S × T,U × V ∈ Σ�. Queremos ver que (S × T ) \ (U × V ) es igual a la unión de a lo
más cuatro elementos en Σ� que son ajenos dos a dos.
Caso 1. Supongamos primero U = V . Es un ejercicio básico de conjuntos ver que la
siguiente igualdad se satisface:

(S × T ) \ (U × U) =
(
(S \ U)× (T ∩ U)

)
∪
(
(S \ U)× (T \ U)

)
∪
(
(S ∩ U)× (T \ U)

)
.

Dado que F es cerrado bajo complementos e intersecciones, los conjuntos S \U , S∩U ,
T \ U y T ∩ U pertenecen a F porque S, T, U ∈ F . Puesto que Ω \ U y U son conjuntos
ajenos, entonces S \U y T ∩U también son conjuntos ajenos; análogamente S ∩U y T \U
son ajenos. Lo anterior asegura

(S \ U)× (T ∩ U), (S ∩ U)× (T \ U) ∈ Σ�.

Finalmente observemos que S\U es igual al conjunto T \U si S = T , y (S\U)∩(T \U) = ∅
si S ∩ T = ∅. De cualquier forma

(S \ U)× (T \ U) ∈ Σ�.

Esto muestra que (S × T ) \ (U × U) es igual a la unión de a lo más tres conjuntos que
pertenecen a Σ� y son ajenos dos a dos.
Caso 2. Supongamos ahora U ∩ V = ∅. Mediante argumentos elementales de teoría de
conjuntos es sencillo verificar, usando que U y V son ajenos, que se satisface:

(S × T ) \ (U × V ) =
(
(S \ U)× (T ∩ U)

)
∪
(
(S \ U)× (T \ U)

)
∪(

(S ∩ U)× (T ∩ U)
)
∪
(
(S ∩ U)× (T \ (U ∪ V ))

)
.
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Por el caso 1, resta mostrar
(S ∩ U)× (T ∩ U), (S ∩ U)× (T \ (U ∪ V )) ∈ Σ�.

Ya habíamos asegurado S ∩ U , T ∩ U ∈ F en el caso pasado. Nuevamente porque F
es un álgebra y T,U, V ∈ F , sabemos que se cumple T \ (U ∪ V ) ∈ F . Por último,
(S ∩ U) ∩ (T ∩ U) = ∅ si S ∩ T = ∅, y S ∩ U = T ∩ U si S = T . En consecuencia,
(S ∩U)× (T ∩U) ∈ Σ�. Como T \ (U ∪ V ) es subconjunto de Ω \U , entonces T \ (U ∩ V )
y S ∩ U son conjuntos ajenos. Por lo tanto, (S ∩ U)× (T \ (U ∪ V )) ∈ Σ�.
Vemos que (S × T ) \ (U × V ) es la unión de a lo más cuatro elementos en Σ� que son
ajenos dos a dos. Esto concluye el caso 2, y con ello la demostración de la propiedad (P3).

�

(S \ U)× (S \ U)

(S \ U)× (S ∩ U)

(S \ U)× (S \ U)

(S \ U)× (T \ U)

(S \ U)× (T ∩ U)

(S \ U)× (T \ U)

(S ∩ U)× (S \ (U ∪ V ))

(S ∩ U)× (S ∩ U)

U × V

(S ∩ U)× (T ∩ U)

(S ∩ U)× (T \ (U ∪ V ))

(S \ U)× (S \ U)

(S \ U)× (S ∩ U)

(S \ U)× (S \ U)

(S \ U)× (T \ U)

(S \ U)× (T ∩ U)

(S \ U)× (T \ U)

U V . . .

S

Ω

U

V

U

S

T

Ω

Figura 3. Ilustración del caso 2, propiedad (P3), en la demostración del Ejemplo
1.9: Descomposición de (S×T )\ (U ×V ) y (S×S)\ (U ×V ) en cuatro conjuntos,
cada uno, que pertenecen al 4-semianillo Σ�, cuando S es ajeno a T y U es ajeno
a V .
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Lema 1.10. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, k un entero positivo y S un k-semianillo
en Ω con S ⊆ F . Supongamos también X ∈ L1(Ω,F ,P). Entonces se satisface lo siguiente:

(a) Tenemos ‖X‖S ≤ ‖X‖1.
(b) Si G es una σ-álgebra en Ω con G ⊆ S , entonces ‖E(X|G )‖S ≤ ‖X‖S .
(c) Si S es una σ-álgebra, entonces ‖X‖S ≤ ‖E(X|S )‖1 ≤ 2‖X‖S .

Demostración. (a): Sea S ∈ S fijo. Dado que X es integrable y S ∈ F , sabemos que
X1S también es integrable (Proposición A.34). Consecuentemente, por la desigualdad de Jensen
(Teorema A.43), ∣∣∣∣∫

S

XdP
∣∣∣∣ :=

∣∣∣∣∫ X1SdP
∣∣∣∣ ≤ ∫ |X|1SdP =

∫
S

|X| dP.

Puesto que S ⊆ Ω y |X| ∈ L+(Ω,F ), en virtud de la Proposición A.33,∫
S

|X| dP ≤
∫
|X| dP = ‖X‖1.

Entonces, siguiendo la cadena de desigualdades,∣∣∣∣∫
S

XdP
∣∣∣∣ ≤ ‖X‖1.

Observe que la desigualdad anterior es válida para cada S ∈ S . De modo que

‖X‖S := sup
{∣∣∣∣∫

S

XdP
∣∣∣∣ : S ∈ S

}
≤ ‖X‖1.

(b): Fijemos una σ-álgebra G en Ω con G ⊆ S . La pre-imagen de [0,∞) bajo la variable aleatoria
E(X|G ) es P := {ω ∈ Ω | E(X|G )(ω) ≥ 0}. Debido a que E(X|G ) es (G ,B(R))−medible y
[0,∞) ∈ B(R), entonces P ∈ G . Defina N := Ω \ P . Como G es cerrada bajo complementos,
por ser una σ-álgebra, N ∈ G ⊆ S . Fijemos también S ∈ S arbitrario. Puesto que E(X|G )
es una variable aleatoria integrable por definición, y como S, P,N ∈ F porque G ⊆ S ⊆ F ,
entonces E(X|G )1S∩P y E(X|G )1S∩N también son integrables. Más aún, E(X|G )1S∩N ≤ 0 y
E(X|G )1S∩P ≥ 0 por definición de P y N . Así, en uso de la Proposición A.35,

(8)
∫
S∩N

E(X|G )dP ≤ 0 ≤
∫
S∩P

E(X|G )dP.

De la primera desigualdad, al sumar una integral finita,∫
S∩P

E(X|G )dP +
∫
S∩N

E(X|G )dP ≤
∫
S∩P

E(X|G )dP

≤ máx
{∫

S∩P
E(X|G )dP,−

∫
S∩N

E(X|G )dP
}
.

En tanto que de la segunda desigualdad de (8),

mı́n
{
−
∫
S∩P

E(X|G )dP,
∫
S∩N

E(X|G )dP
}
≤
∫
S∩N

E(X|G )dP

≤
∫
S∩P

E(X|G )dP +
∫
S∩N

E(X|G )dP.

Además,

mı́n
{
−
∫
S∩P

E(X|G )dP,
∫
S∩N

E(X|G )dP
}

= −máx
{∫

S∩P
E(X|G )dP,−

∫
S∩N

E(X|G )dP
}
.

Y en virtud del Teorema A.32, pues S ∩N y S ∩ P son ajenos ya que P y N lo son,∫
S∩N

E(X|G )dP +
∫
S∩P

E(X|G )dP =
∫
S

E(X|G )dP.

Por consiguiente, ∣∣∣∣∫
S

E(X|G )dP
∣∣∣∣ ≤ máx

{∫
S∩P

E(X|G )dP,−
∫
S∩N

E(X|G )dP
}
.(9)
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Notemos también que E(X|G )1S∩P ≤ E(X|G )1P y −E(X|G )1S∩N ≤ −E(X|G )1N . Entonces,
nuevamente por la Proposición A.35,∫

S∩P
E(X|G )dP ≤

∫
P

E(X|G )dP y
∫
S∩N
−E(X|G )dP ≤

∫
N

−E(X|G )dP.

De manera que

máx
{∫

S∩P
E(X|G ),−

∫
S∩N

E(X|G )
}
≤ máx

{∫
P

E(X|G ),−
∫
N

E(X|G )
}
.

Como último paso notemos que

máx
{∫

P

E(X|G ),−
∫
N

E(X|G )
}

= máx
{∫

P

XdP,−
∫
N

XdP
}
,

porque P,N ∈ G , donde usamos una propiedad importante de la definición de esperanza condicional
dada una σ-álgebra (Definición B.4, (iii)). Por lo tanto, aplicando este último hecho a (9),∣∣∣∣∫

S

E(X|G )dP
∣∣∣∣ ≤ máx

{∫
P

XdP,−
∫
N

XdP
}
.

A su vez, P,N ∈ S , así que por definición de la S -norma uniforme,∣∣∣∣∫
S

E(X|G )dP
∣∣∣∣ ≤ máx

{∫
P

XdP,−
∫
N

XdP
}
≤ ‖X‖S .

Debido a la arbitrariedad de S ∈ S , la desigualdad anterior es válida para todo S ∈ S . Tomando
supremos de ambos lados de la desigualdad podemos concluir con el resultado.
(c): Supongamos que S es una σ-álgebra. De una propiedad de la variable aleatoria E(X|S )
(Definición B.4, (iii)), ∣∣∣∣∫

S

XdP
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
S

E(X|S )dP
∣∣∣∣ ,

para todo S ∈ S . Fijemos S ∈ S . Puesto que E(X|S )1S pertenece a L1(Ω,F ,P), entonces, por
la desigualdad de Jensen, ∣∣∣∣∫

S

XdP
∣∣∣∣ ≤ ∫

S

|E(X|S )| dP.

De lo anterior, ya que S ⊆ Ω, la Proposición A.33 asegura que∣∣∣∣∫
S

XdP
∣∣∣∣ ≤ ∫ |E(X|S )| dP =: ‖E(X|S )‖1.

Hemos mostrado entonces que ‖E(X|S )‖1 es una cota superior para
∣∣∫
S
XdP

∣∣ con S ∈ S . De aquí
es inmediato ver que

‖X‖S ≤ ‖E(X|S )‖1.
De la misma manera como escribimos en incisos anteriores, defina P := {ω ∈ Ω | E(X|S ) ≥ 0} y
N = Ω \ P . Dado que P ∩N = ∅ y P ∪N = Ω,∫

|E(X|S )| dP =
∫
P

|E(X|S )| dP +
∫
N

|E(X|S )| dP =
∫
P

E(X|S )dP−
∫
N

E(X|S )dP.

De modo que

‖E(X|S )‖1 ≤ 2 ·máx
{∫

P

E(X|S )dP,−
∫
N

E(X|S )dP
}
.

Finalmente, ya que P,N ∈ S ,

2 ·máx
{∫

P

E(X|S )dP,−
∫
N

E(X|S )dP
}

= 2 ·máx
{∫

P

XdP,−
∫
N

XdP
}
≤ 2‖X‖S .

Por ende,
‖E(X|S )‖1 ≤ 2‖X‖S .

�
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2. Particiones y refinamientos

Definición 1.11. Decimos que una familia de conjuntos no vacíos, P, es una partición de
Ω si satisfacen simultáneamente las siguientes propiedades:

(a) Los conjuntos que forman P son ajenos dos a dos, es decir, A,B ∈ P y A 6= B implica
A ∩B = ∅.

(b) La unión de P es Ω, es decir, Ω =
⋃

P.

Si además P tiene cardinalidad finita, decimos que P es una partición finita de Ω.

Una ventaja de trabajar con particiones en espacios de medida es que podemos describir la
σ-álgebra generada por una partición de manera explícita.

Proposición 1.12. Supongamos que P es una partición finita de un conjunto no vacío Ω.
Entonces

σ(P) =
{⋃

R | R ⊆P
}
.

Demostración. Supongamos que P = {A1, . . . , An} es una partición de Ω tal que |P| = n
para algún entero positivo n. Definamos

F :=
{⋃

R | R ⊆P
}
.

Mostraremos primero F ⊆ σ(P). Sea R un subconjunto de P. Recordemos que P ⊆ σ(P), por
lo que R ⊆ σ(P). Además R tiene un número finito de elementos ya que P tiene cardinalidad
finita. Consecuentemente,

⋃
R ∈ σ(P). Por lo tanto, F ⊆ σ(P).

Observemos que P ⊆ F . En efecto, para A ∈ P, se cumplen {A} ⊆ P y A =
⋃
{A}. Entonces

A ∈ F . Por ende, P ⊆ F .
El siguiente paso será mostrar que F es una σ-álgebra. Notemos que P es subconjunto de sí
mismo y, debido a que P es una partición, Ω =

⋃
P. En consecuencia, Ω ∈ F . Ahora supongamos

A ∈ F . Queremos ver que se cumple Ω \A ∈ F . Por definición de F , el conjunto A es de la forma
A =

⋃
R para algún R ⊆ P. Si R = ∅, entonces A = ∅, y ya vimos que el complemento de

A, Ω = Ω \ ∅, pertenece a F . Supongamos, pues, que R es un subconjunto no vacío de P. De
manera que podemos describir a R como R = {Ai1 , . . . , Aim} con |R| = m para {i1, . . . , im} ⊆ [n]
y m ∈ Z>0 con m ≤ n. Si m es igual a n, entonces P = R, por lo que A = Ω; consecuentemente
el complemento de A, ∅, pertenece a F evidentemente. Entonces supongamos 0 < |R| < n y
escribamos P \R = {Aim+1 , . . . , Ain}. Por consiguiente,

Ω \
⋃

R = Ω \

 m⋃
j=1

Aij

 =
n⋃

j=m+1
Aij

y es claro que
⋃n
j=m+1Aij ∈ F . En cualquier caso, para todo A ∈ F , se satisface Ω\A ∈ F . Ahora

supongamos A,B ∈ F . Para terminar de mostrar la afirmación “F es una σ-álgebra” consideremos
una colección {An | n ∈ N} ⊆ F ; entonces, para cada n ∈ N, An es de la forma An =

⋃
Rn para

algún Rn ⊆P. Consecuentemente,
∞⋃
n=1

An =
∞⋃
n=1

(⋃
Rn

)
=
⋃( ∞⋃

n=1
Rn

)
.

Notando que
⋃∞
n=1 Rn ⊆P, concluimos

⋃∞
n=1An ∈ F . Por lo tanto, F es una σ-álgebra.

Los hechos P es subconjunto de F y F es una σ-álgebra aseguran σ(P) ⊆ F (Proposición A.3).
Y recordemos, de la primera parte de la demostración, F ⊆ σ(P). Esto muestra F = σ(P). �

En Cálculo se busca aproximar el área de una región mediante particiones cada vez más finas,
y es ahí donde se introduce por primera vez la noción de refinamiento. Nos gustaría refinar una
partición, teniendo más conjuntos, para que nuestra variable aleatoria “esperanza condicional” sea
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muy parecida (cercana en norma) a una variable aleatoria dada. Necesitaremos entonces una noción
abstracta de refinamiento de una partición. La siguiente definición es debida a Bollobás y Nikiforov
[BN08].

Definición 1.13. Sean Ω un conjunto no vacío, y P y Q dos particiones de Ω. Decimos que
Q es un refinamiento de P si Q es una partición de Ω y para todo A ∈ P, A =

⋃
R para

algún R ⊆ Q.

En ocasiones resulta tedioso verificar cuándo una partición es un refinamiento de otra partición.
No obstante, podremos identificar, dadas dos particiones, cuándo una partición es un refinamiento
de la otra mediante la siguiente equivalencia.

Observación 1.14. Sea Ω un conjunto no vacío. Si P y Q son dos particiones finitas de Ω,
entonces Q es un refinamiento de P si y sólo si σ(P) ⊆ σ(Q).

Demostración. Sean P y Q son dos particiones finitas de un conjunto no vacío Ω.
Supongamos que Q es un refinamiento de P. Sea A ∈ P. Entonces existe R un subconjunto de
Q con la propiedad

⋃
R = A. Como Q ⊆ σ(Q), entonces también R ⊆ σ(Q). Luego, R tiene

cardinalidad finita, porque Q es una partición finita y R ⊆ Q. De modo que
⋃

R ∈ σ(Q). Por lo
tanto, A ∈ σ(Q). En consecuencia, P ⊆ σ(Q). Por consiguiente, σ(P) ⊆ σ(Q) (Proposición A.3).
Recíprocamente, supongamos σ(P) ⊆ σ(Q). Sea A ∈P. Dado que P ⊆ σ(P) ⊆ σ(Q), entonces
A ∈ σ(Q). La Proposición 1.12 asegura que existe R ⊆ Q con la propiedad A =

⋃
R. Por lo tanto,

Q es un refinamiento de P. �

Definición 1.15. Sean P y Q dos particiones de Ω. Definimos P ∩ Q como la partición
consistente de todas las intersecciones no vacías P ∩Q, con P ∈P y Q ∈ Q. En símbolos,

P ∩Q := {P ∩Q | P ∈P, Q ∈ Q, y P ∩Q 6= ∅}.

Observación 1.16. Dadas dos particiones P y Q de Ω, P ∩Q es, en efecto, una partición
de Ω.

Demostración. Por definición, el conjunto P ∩ Q es una familia de conjuntos no vacíos.
Sean A,B ∈ P ∩Q tales que A 6= B. Entonces A = P1 ∩ Q1 y B = P2 ∩ Q2 para P1, P2 ∈ P y
Q1, Q2 ∈ Q. Observe que P1 = P2 y Q1 = Q2 implica A = B, por lo que, necesariamente, P1 6= P2
ó Q1 6= Q2. Si P1 6= P2, entonces A ∩ B ⊆ P1 ∩ P2 = ∅. Análogamente, si Q1 6= Q2, entonces
A ∩B ⊆ Q1 ∩Q2 = ∅. En cualquier caso, A 6= B implica A ∩B = ∅. Por último,⋃

(P ∩Q) =
(⋃

P
)
∩
(⋃

Q
)

= Ω.

Por lo tanto, P ∩Q es una partición de Ω. �

Un argumento similar muestra que lo anterior es válido para un número finito de intersecciones.

Observación 1.17. Supongamos que k es un entero positivo y que P1, . . . ,Pk son particiones
de Ω. Entonces⋂

i∈[k]

Pi := {P1 ∩ · · · ∩ Pk | Pi ∈Pi para cada i ∈ [k] y P1 ∩ · · · ∩ Pk 6= ∅}.

es una partición de Ω.

Para culminar con esta sección de particiones en espacios de probabilidad enunciamos la si-
guiente definición.

Definición 1.18. Sea P una partición finita de un conjunto no vacío Ω. Definimos
P2 := {Pi1 × Pi2 | Pi1 , Pi2 ∈P}.

Observación 1.19. Sea Ω un conjunto no vacío. Dada una partición P de Ω, P2 es una
partición de Ω× Ω.
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Demostración. La familia de conjuntos P2 consiste de conjuntos no vacíos porque P es
una familia de conjuntos no vacíos al ser una partición. Sean P1 × P2, Q1 ×Q2 ∈ P2. Queremos
ver que P1×P2 6= Q1×Q2 implica (P1×P2)∩ (Q1×Q2) = ∅. Argumentando por contrapositiva,
supongamos (P1 × P2) ∩ (Q1 ×Q2) 6= ∅. Recordemos que se cumple la igualdad

(P1 × P2) ∩ (Q1 ×Q2) = (P1 ∩Q1)× (P2 ∩Q2).
Entonces, necesariamente, P1 ∩Q1 6= ∅ y P2 ∩Q2 6= ∅. Ya que P es una partición, tenemos como
consecuencia P1 = Q1 y P2 = Q2. Por ende, P1 × P2 = Q1 ×Q2, como queríamos demostrar.
Para verificar la última propiedad de una partición, tomemos (x, y) ∈ Ω× Ω arbitrario. Como P
es una partición, existen P,Q ∈P tales que x ∈ P y y ∈ Q. Por consiguiente, (x, y) ∈ P ×Q. Se
sigue que Ω× Ω ⊆

⋃
P2. La otra contención es clara. Por lo tanto, Ω× Ω =

⋃
P2.

Así, P2 es una partición de Ω× Ω. �

3. Funciones de crecimiento

Definición 1.20. Una función F : N → R es creciente si para cualesquiera n,m ∈ N con
n < m se satisface F (n) < F (m).

Definición 1.21. Decimos que una función F : N → R es una función de crecimiento si
cumple que

(i) F es creciente, y
(ii) F (n) ≥ n+ 1 para cada n ∈ N.

Notación 1.22. Una función F : N→ N también será llamada una función de crecimiento si
satisface las propiedades (i) y (ii) en la Definición 1.21.

Ejemplo 1.23. Sea 0 < ε ≤ 1. La función F : N→ N con regla de correspondencia

F (n) :=
⌈ (1 + ε)2(22n+2)2

ε3

⌉
,

es una función de crecimento.

Demostración. Es fácil ver que F es una función creciente. En efecto, si n,m ∈ N son tales
que n < m, entonces 22n+2 < 22m+2, lo cual implica F (n) ≤ F (m). Supongamos F (n) = F (m).
Entonces

F (m)− 1 < (1 + ε)2(22m+2)2

ε3
≤ F (m)

y

F (m)− 1 < (1 + ε)2(22n+2)2

ε3
≤ F (m).

Por ende, ∣∣∣∣ (1 + ε)2(22m+2)2

ε3
− (1 + ε)2(22n+2)2

ε3

∣∣∣∣ < 1.

En consecuencia, ∣∣(22m+2)2 − (22n+2)2∣∣ < ε3/(1 + ε)2 ≤ 1,
lo cual no puede ocurrir. Entonces se satisface F (n) < F (m). Por consiguiente, F es una función
creciente.
Mostremos que se cumple F (n) ≥ n+ 1 para todo n ∈ N. La prueba es por inducción sobre n. En
el caso base, n = 0, tenemos

F (0) ≥ (1 + ε)2(22)2

ε3
≥ 24 ≥ 1.

Fijemos un número natural nmayor o igual a uno y supongamos F (n) ≥ n+1. Como F es creciente,
F (n + 1) > F (n) ≥ n + 1. Por ende, F (n + 1) ≥ n + 2. El principio de inducción asegura que
F (n) ≥ n+ 1 para todo n ∈ N. Esto prueba que F es una función de crecimiento. �

Ejemplo 1.24. Sean k un entero positivo y F : N→ N una función de crecimiento. La función
F ′ : N→ N definida como F ′(n) = F ((k + 1)n) para n ∈ N es una función de crecimiento.
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Demostración. Primero veamos que F ′ es creciente. Dado que 1 ≤ k+ 1 implica (k+ 1)n ≤
(k+1)m para n,m ∈ N tales que n ≤ m, entonces F ′(n) ≤ F ′(m) porque F es una función creciente.
Verifiquemos ahora la segunda propiedad de una función de crecimiento. En el caso n = 0 note
que F ′(0) = F (1) ≥ 2 ≥ 1. Luego, para n ∈ N con n ≥ 1 tenemos, por el teorema del binomio de
Newton,

(k + 1)n =
(
n

0

)
kn + · · ·+

(
n

n

)
1n ≥ n.

Por consiguiente, F ((k+ 1)n) ≥ F (n) ≥ n+ 1. Es decir, F ′(n) ≥ n+ 1. Concluimos que F ′ es una
función de crecimiento. �

Notación 1.25. Supongamos que F : N→ N es una función de crecimiento. Para cada ` ∈ N
denotamos por F ◦` : N→ N a la `-ésima composición de F , definida recursivamente por F ◦0(n) = n
y F ◦(`+1)(n) = F (F ◦`(n)) para n ∈ N.

Observación 1.26. Supongamos que F : N → N es una función de crecimiento. Entonces
F ◦`(0) < F

(
F ◦`(0)

)
para todo ` ∈ N.

Demostración. Sea F : N → N una función de crecimiento. La demostración será por in-
ducción sobre ` ∈ N. Sabemos, 0 < 1 ≤ F (0). Ahora supongamos que para ` ∈ N se satisface
F ◦`(0) < F

(
F ◦`(0)

)
. Veamos que la afirmación es cierta para `+1. En efecto, como F es creciente,

F ◦(`+1)(0) = F (F ◦`(0)) < F
(
F
(
F ◦`(0)

))
= F

(
F ◦(`+1)(0)

)
.

�

Ejemplo 1.27. Supongamos que F es una función de crecimiento. Afirmamos que H : N→ N
definida mediante la regla H(n) = F ◦(n+2)(0) es una función de crecimiento.

Demostración. Sea F : N → N una función de crecimiento. La Observación 1.26 asegura
H(i) < H(j) siempre que i < j con i, j ∈ N; esto es, H es una función creciente. La segunda
propiedad de una función de crecimiento (Definición 1.21, (ii)) se verifica por inducción sobre
n ∈ N. Para la base de inducción,

H(0) = F ◦2(0) ≥ F (0) ≥ 1.

Luego, suponga que H(n) ≥ n + 1 para algún n ∈ N. Entonces, ya que F es una función de
crecimiento,

H(n+ 1) = F ◦(n+3)(0) = F (H(n)) ≥ F (n+ 1) ≥ n+ 2.

El principio de inducción nos permite deducir que H es una función de crecimiento. �

4. Prueba del lema fuerte de regularidad vía martingalas

En esta sección exponemos la prueba del Teorema 1.40 concerniente al resultado principal de
Dodos, Kanellopoulos y Karageorgos [DKK16, p. 8]. Este resultado afirma que existe una sola
partición y un solo refinamiento que “regularizan” simultáneamente una familia finita de variables
aleatorias que pertenecen al espacio Lp con 1 < p ≤ 2. Tal como se anunció en la introducción de
esta tesis, dicho resultado contiene al de Terence Tao [Tao06, p. 15]. Mediante una sucesión de
diferencias de martingala es posible extender el lema fuerte de regularidad a cualquier espacio Lp
con 1 < p ≤ 2. No obstante, con el fin de extraer la esencia del resultado principal, trabajaremos en
el espacio L2 con una sola variable aleatoria. En esta simplificación nos ahorramos un argumento
combinatorio acerca del principio de las casillas.
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4.1. Motivación. Cuando hablamos de la esperanza de cierta variable aleatoria podemos
pensar en un promedio de los valores que toma nuestra variable cuando un experimento bajo
las mismas condiciones se repite muchas veces.1 De manera que una forma de aproximarnos, en
promedio, a una variable aleatoria es con su esperanza. No obstante, la esperanza de una variable
aleatoria no siempre es suficientemente cercana a la variable aleatoria. ¿Qué podemos hacer para que
nuestra aproximación sea mejor?. El concepto de esperanza condicional dado un evento generaliza
la noción de esperanza al restringirnos a un promedio de una variable aleatoria en un evento
particular. De modo que dividir el espacio muestral en eventos más pequeños (en el sentido de
medida) y calcular la esperanza relativa a cada evento parece ser una mejor idea para aproximar.

El concepto de esperanza condicional dada una σ-álgebra, digamos G , es también una noción
de aproximación en promedio a una variable aleatoria integrable X en el conjunto de eventos G con
otra variable aleatoria, denotada E(X|G ). En ocasiones E(X|G ) puede ser una variable aleatoria
más sencilla de describir que X.

Por ejemplo, dado un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) y una variable aleatoria X, integrable
claro, consideremos una partición P de nuestro espacio muestral Ω consistente de eventos de
probabilidad positiva y tal que P ⊆ F . Podemos aproximarnos a X en cada A ∈ P al calcular
la esperanza condicional de X dado el evento A, es decir, E(X|A). Por otro lado, al considerar la
esperanza condicional de X dada la σ-álgebra generada por P, a quien denotaremos por E(X|P),2
podemos decir explícitamente cómo se comporta la variable aleatoria E(X|P) en cada evento
A ∈P, ya que sabemos

E(X|P) ≡ E(X|A) en cada A ∈P,

como asegura el Ejemplo B.6. Por consiguiente, E(X|P) es ni más ni menos que una función simple
en el sentido casi seguro.
Parece entonces que el problema de aproximarnos a una variable aleatoria se reduce a encontrar
una partición adecuada P de Ω de tal suerte que E(X|P) sea cercana a X. La idea subyacente
en nuestra prueba del lema de regularidad de Szemerédi es aproximar una variable aleatoria en el
espacio L2 mediante el siguiente algoritmo.

Dado un espacio de probabilidad (Ω,F ,P), tomemos cualquier X ∈ L2 (Ω,F ,P) y fijemos
0 < ε ≤ 1. Comenzamos con la partición trivial {Ω}. Definamos F0 := σ({Ω}) = {∅,Ω} y
X0 := E(X|F0), que en este caso resulta ser una función constante, a saber, E(X) (Ejemplo B.5).
La norma ‖·‖1 dictará, en este ejemplo, la cercanía entre X0 y X. Si se cumple ‖X − X0‖1 ≤ ε,
entonces acabamos. De otra manera, elegimos un evento A0 ∈ F con la propiedad

ε

2 <
∣∣∣ ∫
A0

X −X0dP
∣∣∣.

Como siguiente paso definimos F1 := σ(F0 ∪ {A0}) y X1 := E(X|F1). Note que agregamos más
información a nuestra σ-álgebra original, F0, y por propiedades de esperanza condicional dada una
σ-álgebra (Definición B.4, (iii))

ε

2 <
∣∣∣ ∫
A0

X1 −X0dP
∣∣∣ ≤ ‖X1 −X0‖1.

Observe que de alguna manera garantizamos que nos alejamos de nuestra aproximación anterior
X0. Si ‖X − X1‖1 ≤ ε, detenemos nuestro proceso. En otro caso, realizamos una elección de un
evento A1 ∈ F tal que

ε

2 <
∣∣∣ ∫
A1

X1 −X0dP
∣∣∣

y continuamos recursivamente.

La pregunta es si este algoritmo terminará eventualente en un número finito de pasos. Notemos
que siguiendo este proceso obtenemos una filtración (Fn), cuyos elementos son σ-álgebras finitas,

1Así lo afirma Miguel Ángel García Álvarez en [Álv15, p. 316] y detalla algunas ideas erróneas del concepto
de esperanza.

2La lectora, o el lector, no debe tener inconveniente con esta notación, pues, dadas dos variables aleatorias
integrables X,Y , es común denotar E(X|Y ), en lugar de E(X|σ(Y )).
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y una sucesión de variables aleatorias (Xn) con la propiedad ‖Xn−Xn−1‖1 > ε/2 para todo entero
positivo n. Más aún, la sucesión (Xn) es una martingala adaptada a la filtración (Fn), cuya sucesión
de diferencias de martingala está lejos de cero en la norma ‖·‖1. Las sucesiones de diferencias de
martingala son estructuras ampliamente estudiadas; en particular, hay una desigualdad debida a
Ricard y Xu [RX+16] que asegura que nuestro algoritmo terminará en a lo más b4‖X‖2ε−2c + 1
pasos.

(a) Primera aproximación (b) Segunda aproximación

(c) Tercera aproximación

Figura 4. Simulación de una aproximación a un polinomio vía esperanza condicional.

Para afianzar aún más la idea de este algoritmo y esclarecer la visualización, permítanme
exhibir en un ejemplo concreto (y determinista) los tres primeros pasos mencionados. Consideremos
el espacio de probabilidad ([0, 1],B([0, 1]), λ), donde convenimos en que λ es la restricción de la
medida de Lebesgue a B([0, 1]). Es claro que una función continua satisface la definición de una
variable aleatoria; en particular, consideremos un polinomio de grado 5, X : [0, 1] → R dado por
X(ω) = a5ω

5 + · · ·+ a1ω + a0, para ω ∈ [0, 1]; donde a0, . . . , a5 ∈ R son algunas constantes fijas.3

El primer paso es considerar F0 := {∅,Ω}, con Ω = [0, 1], y X0 := E(X|F0) ≡ E(X), como
lo muestra la Figura 4 (a). Luego, elegimos el evento A0 = [0, 1/5]. En nuestro algoritmo no es
difícil ver que F1 := σ(F0 ∪ {A0}) es igual a {∅, A0,Ω \ A0,Ω}, que a su vez coincide con la
σ-álgebra generada por la partición {A0,Ω \ A0} de Ω. De modo que sabemos el comportamiento
de X1 := E(X|F1) en Ω = [0, 1], a saber,

X1(ω) =
{
E(X|A0) si ω ∈ A0,

E(X|Ω \A0) si ω ∈ Ω \A0.

Posteriormente, elejimos el intervalo A1 := [1/5, 3/5]. No es complicado demostrar (Observación
1.28) que F2 := σ(F1 ∪ {A1}) es precisamente la σ-álgebra generada por la partición {A0, A1,Ω \
(A0 ∪ A1)} y, por ende, esto nos permite calcular el comportamiento de E(X|F2) en los eventos
A0, A1 y Ω \ (A0 ∪A1) como se muestra en la Figura 4 (c).

Observación 1.28. F2 := σ(F1 ∪ {A1}) es igual a σ({A0, A1,Ω \ (A0 ∪A1)}).

3El grado del polinomio es irrelevante en nuestro ejemplo, así como las constantes a0, . . . , a5.
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Demostración. Ya sabemos F1 = {∅, A0,Ω \A0,Ω}. De modo que
F1 ∪ {A1} ⊆ σ({A0, A1,Ω \ (A0 ∪A1)}).

Consecuentemente, σ(F1 ∪ {A1}) ⊆ σ({A0, A1,Ω \ (A0 ∪ A1)}). La otra contención se muestra
de manera similar, es decir, notemos que {A0, A1,Ω \ (A0 ∪ A1)} ⊆ σ(F1 ∪ {A1}) y, por tanto,
σ({A0, A1,Ω \ (A0 ∪A1)}) ⊆ σ(F1 ∪ {A1}). �

4.2. Tres lemas previos. En esta subsección se encuentra la prueba, con todo rigor, de
tres lemas previos al resultado principal. Se expone también la relación de estos lemas con teoría
de gráficas y la demostración de Tao [Tao06].

Lema 1.29 (Primer lema). Fijemos k un entero positivo y un número real 0 < δ ≤ 1. Sean
(Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, Σ un k-semianillo en Ω con Σ ⊆ F , Q una partición finita
de Ω subconjunto de Σ y X ∈ L2(Ω,F ,P) con la propiedad ‖X − E(X|Q)‖Σ > δ. Entonces existe
un refinamiento de Q, R, que también es un subconjunto de Σ, es tal que |R| ≤ |Q|(k + 1) y
satisface

‖E(X|R)− E(X|Q)‖2 > δ.

Demostración. Supongamos que Q = {A1, . . . , An} es una partición finita de Ω tal que
|Q| = n para algún entero positivo n y Q ⊆ Σ. La hipótesis ‖X − E(X|Q)‖Σ > δ garantiza la
existencia de un conjunto S ∈ Σ que cumple

(10)
∣∣∣ ∫
S

(X − E(X|Q))dP
∣∣∣ > δ.

Notemos que la integral anterior es distinta de cero, por lo que S no es un conjunto nulo, en
particular, S 6= ∅. De modo que, al ser Q una partición, existe un subconjunto no vacío I de
[n] tal que, para cada i ∈ I, S ∩ Ai 6= ∅. Sin perder generlidad podemos considerar a I como el
subconjunto de [n] de cardinalidad máxima con la propiedad anterior. La propiedad (P3) en la
Definición 1.1 asegura que para cada i ∈ I, existen un entero `i ∈ [k] y conjuntos Ri1, . . . , Ri`i ∈ Σ
ajenos por pares tales que Ai \ S = Ri1 ∪ · · · ∪Ri`i . Definamos

R := {S ∩Ai | i ∈ I} ∪ {Ai | i ∈ [n] \ I} ∪
(⋃
i∈I
{Rij | j ∈ [`i]}

)
.

Para ver que R es una partición de Ω note que cada Ai 6= ∅ porque Q es una partición. Luego,
S ∩ Ai 6= ∅ para cada i ∈ I por construcción de I. A su vez, cada elemento de la forma Rij es no
vacío. Es decir, R es una familia de conjuntos no vacíos. Los elementos de R son ajenos dos a dos,
pues, al ser los elementos de Q ajenos por pares, tenemos (S ∩Ai)∩Aj = ∅ para i ∈ I, j ∈ [n] \ I.
Notemos también que para i ∈ I y j ∈ [`i] se cumple Rij ⊆ Ai \ S, por lo que Rij ∩ (Ai ∩ S) = ∅;
además, si k ∈ [n] es distinto de i, Rij ∩ Ak = ∅ y Rij ∩ (Ak ∩ S) = ∅. Consecuentemente, los
elementos de R son ajenos dos a dos (Definición 1.11, (a)). Para verificar que la unión de R es
Ω (Definición 1.11, (b)), basta recordar que

⋃`i
j=1R

i
j = Ai \ S para i ∈ I, de manera que, como⋃

Q = Ω y
Ai = (Ai \ S) ∪ (Ai ∩ S) ⊆

⋃
R,

tenemos
⋃

R = Ω. Por ende, R es una partición de Ω.
Ahora, notemos que Ai ∈ R ⊆ σ(R) siempre que i ∈ [n] \ I. Para i ∈ I podemos descomponer
Ai como la unión de los dos conjuntos (S ∩ Ai) y Ai \ S = (

⋃`i
j=1R

i
j), los cuales pertenecen a

σ(R), Es decir, Ai ∈ σ(R) para i ∈ I. Por lo tanto, Q ⊆ σ(R). Consecuentemente, σ(Q) ⊆ σ(R);
equivalentemente, R es un refinamiento de Q por la Observación 1.14.
Afirmamos que la cardinalidad de R está acotada por |Q|(k+1). En efecto, al ser {S∩Ai | i ∈ I} y
{Ai | i ∈ [n]\I} conjuntos ajenos, tenemos que la cardinalidad de {S∩Ai | i ∈ I}∪{Ai | i ∈ [n]\I}
es |Q|. Por otro lado, para i ∈ I sucede que `i ≤ k. Es decir, el conjunto {Rij | j ∈ [`i]} contiene a
lo más k elementos. Además, como I ⊆ [n], |I| ≤ |Q|. En consecuencia,∣∣∣ ⋃

j∈I
{Rjk | k ∈ [`j ]}

∣∣∣ ≤ |Q| k.
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Entonces |R| ≤ |Q| + |Q| k, como queríamos mostrar. Por otro lado, también se satisface que
R ⊆ Σ, pues Q ⊆ Σ por hipótesis, {S ∩Ai | i ∈ I} ⊆ Σ y

⋃
j∈I{R

j
k | k ∈ [`j ]} ⊆ Σ por la segunda

y tercera propiedad de un k-semianillo, respectivamente.

Observemos que S =
(⋃n

i=1Ai
)
∩ S =

⋃
i∈I(Ai ∩ S). Por consiguiente, S ∈ σ(R). Se sigue,

por una propiedad de la variable aleatoria E(X|R) (Definición B.4, (iii)),∫
S

E(X|R)dP =
∫
S

XdP.

Aplicando este último hecho a (10), la desigualdad de Jensen y la propiedad de monotonía de las
normas (Proposición A.50), obtenemos lo siguiente:

δ <
∣∣∣ ∫
S

(E(X|R)− E(X|Q))dP
∣∣∣ ≤ ‖E(X|R)− E(X|Q)‖1 ≤ ‖E(X|R)− E(X|Q)‖2.

Así, R es el refinamiento buscado. �

Para exhibir la relación entre nuestros tres lemas previos al resultado principal (Lema 1.29,
Lema 1.37 y Lema 1.38) y el lema de regularidad de Szemerédi [Sze75a], seguiremos la generaliza-
ción abstracta de Bollobás y Nikiforov [BN08] del lema de regularidad, pues sus definiciones son
cercanas a las utilizadas en la demostración original del lema de Szemerédi. Primero recordemos
la definición, en probabilidad, de densidad entre dos eventos, análoga al concepto de densidad de
aristas de una gráfica. La siguiente definición es debida a Bollobás y Nikiforov [BN08, p. 222].

Definición 1.30. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad. Para cada A, V ∈ F definimos

d(A, V ) := P(A ∩ V )
P(V ) ,

si P(V ) > 0 y d(A, V ) := 0 si P(V ) = 0.

El concepto de índice de una partición del conjunto de vértices de una gráfica, introducido por
Szemerédi [Sze75b], es clave en la demostración original del lema de regularidad. Posteriormente
este concepto fue generalizado por Bollobás y Nikiforov [BN08, p. 231], expuesto a continuación.

Definición 1.31. Fijemos un entero positivo k. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad,
S ⊆ F un k-semianillo, P ⊆ S una partición finita de Ω y A ∈ F . Definimos el índice de P
con respecto a A como

índAP :=
∑
P∈P

P(P ) ·
(
d(A,P )

)2
.

Una observación relevante en la demostración original del lema de regularidad es que el índice
de una partición siempre está acotado.

Observación 1.32. Fijemos un entero positivo k. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad,
S ⊆ F un k-semianillo, P ⊆ S una partición finita de Ω y A ∈ F . Entonces

índAP ≤ 1.

Demostración. Supongamos que se satisfacen las hipótesis del teorema. Entonces

índAP =
∑
P∈P

P(P )
(
d(A,P )

)2 ≤ ∑
P∈P
P(P )>0

P(A ∩ P )P(P )
P(P ) = P(A) ≤ 1,

donde usamos que el hecho d(A,P ) ≤ 1 implica
(
d(A,P )

)2 ≤ d(A,P ) para todo P ∈P. �

El argumento estándar en la prueba del lema de regularidad de Szemerédi es que, dada una
partición P de un conjunto no vacío Ω, el índice de cualquier refinamiento, Q, de P siempre
incrementa o es igual. La generalización, de gráficas a espacios de probabilidad, se encuentra en el
siguiente lema, también debido a Bollobás y Nikiforov [BN08, p. 231].
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Lema 1.33. Sean k un entero positivo, (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y S un k-
semianillo con S ⊆ F . Supongamos que P y Q son dos particiones finitas de Ω tales que Q
es un refinamiento de P. Entonces para cada A ∈ F se cumple índAQ ≥ índAP.

Demostración. La demostración puede consultarse en [BN08, p. 232]. �

En términos informales, el siguiente lema nos dice que la ausencia de regularidad implica la
existencia de un refinamiento con un incremento significativo en su índice.

Lema 1.34. Fijemos un entero positivo k. Sea 0 < ε < 1 y S un k-semianillo. Si P es
una partición finita de Ω tal que P ⊆ S y A ∈ F no es ε-regular en P, entonces existe un
refinamiento finito Q de P con las propiedades Q ⊆ S y

índAQ ≥ índAP + ε4.

Demostración. De igual manera, la prueba puede consultarse en [BN08, p. 234]. �

Un esbozo, informal, de la demostración original del lema de regularidad de Szemerédi es
aprovechar el incremento de índices del Lema 1.34 y utilizar la cota del índice de una partición
(Observación 1.32) para asegurar que no podemos continuar refinando una partición indefinida-
mente y tener, al mismo tiempo, ausencia de regularidad.
Para poder “regularizar” una variable aleatoria en el espacio L2, Tao [Tao06] introduce una versión
análoga al concepto de índice de una partición mediante σ-álgebras, y llama energía a esta nueva
versión.

Definición 1.35. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad. Dada una variable aleatoria X ∈
L2(Ω,F ,P), para cualquier σ-álgebra G ⊆ F , definimos la energía de G , E(G ), como

E(G ) := ‖E(X|G )‖22.

El siguiente ejemplo exhibe la relación entre el índice de una partición P del conjunto de
vértices de una gráfica y la energía de la σ-álgebra generada por P, σ(P).

Ejemplo 1.36. Fijemos un entero positivo n. Consideremos el espacio de probabilidad discreto
([n]2,P([n]2),P). Sea G = ([n], E) una gráfica y P una partición de [n]. Entonces

E(σ(P2)) := ‖E
(
1E |P2)‖22 = índE(P2).

Demostración. Sean n, p dos enteros positivos, G = ([n], E) una gráfica y P = {P1, . . . , Pp}
una partición de [n] de cardinalidad p.
Al considerar el espacio de probabilidad discreto ([n]2,P([n]2),P), cualquier subconjunto de [n]2
es un evento en nuestro espacio de probabilidad; en particular, E ∈P([n]2). Ya sabemos que P2

es, en efecto, una partición de [n]2 (Observación 1.19). Además,
(11) E

(
1E |P2) ≡ E(1E |Pi1 × Pi2) en cada Pi1 × Pi2 ∈P2 con i1, i2 ∈ [p],

como asegura el Ejemplo B.6.4 Luego, para cualesquiera i1, i2 ∈ [p],

E(1E |Pi1 × Pi2) = 1
P(Pi1 × Pi2)E(1E · 1Pi1×Pi2 )

= 1
P(Pi1 × Pi2)P(E ∩ (Pi1 × Pi2)) =: d(E,Pi1 × Pi2).

(12)

Por un lado,

‖E
(
1E |P2)‖22 =

∫ (
E
(
1E |P2))2dP =

∑
i1,i2∈[p]

∫
Pi1×Pi2

(
E
(
1E |P2))2dP,

4Nuestra partición P consiste de eventos de probabilidad positiva porque una partición es una familia de
conjuntos no vacíos y P es, en este caso, una medida de probabilidad uniforme.
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donde en la última igualdad usamos que P2 es una partición de [n]2, junto con el Teorema A.32.
Por otro lado, dado que E

(
1E |P2) es constante en cada Pi1×Pi2 ∈P2 por (11), y por la igualdad

en (12), respectivamente,

‖E
(
1E |P2)‖22 =

∑
i1,12∈[p]

P(Pi1 × Pi2)
(
E(1E |Pi1 × Pi2)

)2
=

∑
i1,12∈[p]

P(Pi1 × Pi2)
(
d(E,Pi1 × Pi2)

)2
.

Por lo tanto,
‖E
(
1E |P2)‖22 = índE(P2).

�

Observemos que el primer lema previo a nuestro teorema principal (Lema 1.29) es el análogo, en
probabilidad, al argumento de incremento de energía de un refinamiento de una partición (Lema
1.33). Es decir, el Lema 1.29 asegura la existencia de un refinamiento R con un incremento de
energía significativo. Nuestro siguiente lema es similar al Lema 1.29, salvo que esta vez tenemos
la opción de detenernos en algún momento (parte (b) del Lema 1.37), y esta parte es mostrada
mediante martingalas, en términos exactos, la parte (b) del Lema 1.37 se debe a la desigualdad de
Ricard y Xu [RX+16] que concierne a una sucesión de diferencias de martingala.

Lema 1.37 (Segundo lema). Fijemos un entero positivo k y números reales 0 < δ, σ ≤ 1.
Denotemos

(13) n =
⌈
σ2

δ2

⌉
.

Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y (Σi) una sucesión creciente de k-semianillos en Ω
con Σi ⊆ F para cada i ∈ N. Además, sean m ∈ N y P una partición de Ω con P ⊆ Σm y
|P| ≤ (k+ 1)m. Entonces para cada variable aleatoria X ∈ L2(Ω,F ,P) existe j ∈ {m, . . . ,m+ n}
y un refinamiento Q de P con Q ⊆ Σj y |Q| ≤ (k + 1)j, y es tal que

(a) ‖E(X|Q)− E(X|P)‖2 > σ, o
(b) ‖E(X|Q)− E(X|P)‖2 ≤ σ y ‖X − E(X|Q)‖Σj+1 ≤ δ.

Terence Tao prueba el Lema 1.37 con un argumento de incremento de energía [Tao06, p. 19],
distinto a nuestro argumento con sucesiones de diferencias de martingala. A su vez, el argumento
de incremento de energía es análogo al argumento de incremento de índice de una partición escrito
originalmente por Szemerédi [Sze75a, p. 4]. En el fondo, lo que nos dice la parte (a) del Lema 1.37
es que un refinamiento de P implica un incremento de energía, mientras que la parte (b) asegura
que si Q es un refinamiento finito de P con la propiedad de que E(X|Q) es cercana a E(X|P),
entonces automáticamente E(X|Q) está cerca de X. La cardinalidad de Q depende directamente
de qué tan cerca queremos estar de X y qué tan cerca queremos que estén E(X|Q) y E(X|P).

Demostración del Lema 1.37. Supongamos que la parte (a) no se satisface. Esto es equi-
valente a decir que

H(1) para cada j ∈ {m, . . . ,m + n}, para cada refinamiento Q de P, con Q ⊆ Σj , y |Q| ≤
(k + 1)j , sucede que ‖E(X|Q)− E(X|P)‖2 ≤ σ.

Usaremos H(1) para mostrar que la parte (b) se satisface. Argumentando por contradicción, supon-
gamos que (b) no se satisface. Sean j ∈ {m, . . . ,m+ n} arbitraria y Q un refinamiento de P con
Q ⊆ Σj y |Q| ≤ (k+1)j . Observemos que la hipótesis H(1) y el supuesto de que (b) no se satisface
implican que ‖X − E(X|Q)‖Σj+1 > δ. Puesto que (Σi) es una sucesión creciente, Q ⊆ Σj+1. Por
el lema previo existe R un refinamiento de Q con R ⊆ Σj+1 y |R| ≤ |Q|(k + 1) ≤ (k + 1)j+1 y es
tal que ‖E(X|R)− E(X|Q)‖2 > δ. Por la arbitrariedad de j ∈ {m, . . . ,m+ n} obtenemos que
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H(2) para cada j ∈ {m, . . . ,m + n}, para cada refinamiento Q de P con Q ⊆ Σj y |Q| ≤
(k + 1)j existe un refinamiento R de Q con R ⊆ Σj+1 y |R| ≤ (k + 1)j+1, que satisface
‖E(X|R)− E(X|Q)‖2 > δ.

A manera de ilustrar el siguiente paso recursivo apliquemos la hipótesis (H2) al caso j = m. Ya que
P es un refinamiento de P con P ⊆ Σm y |P| ≤ (k+1)m, H(2) nos dice que existe un refinamiento
de P, al que ahora denotamos por P1, que cumple que P1 ⊆ Σm+1 y |P1| ≤ (k + 1)m+1; a su
vez se satisface que ‖E(X|P1)− E(X|P)‖2 > δ.
Es así como, recursivamente y usando la hipótesis H(2), obtenemos una sucesión finita de particiones
de Ω comenzando con la partición P0 = P tales que para cada i ∈ [n] tenemos que

(P1) Pi es un refinamiento de Pi−1,
(P2) Pi ⊆ Σm+i y |Pi| ≤ (k + 1)m+i, y
(P3) ‖E(X|Pi)− E(X|Pi−1)‖2 > δ.

Se sigue, en particular, que (σ(Pi))ni=1 es una sucesión creciente de sub-σ-álgebras finitas de F .

Defina la variable Z := X − E(X|P). Puesto que Z es una combinación lineal de variables
aleatorias en L2(Ω,F ,P), Z pertenece al espacio vectorial L2(Ω,F ,P). Más aún, por la monotonía
de las normas (Proposición A.50), sucede que Z ∈ L1(Ω,F ,P). Consecuentemente, la sucesión
finita E(Z|P0), . . . ,E(Z|Pn) es una martingala finita, pues es una martingala de la esperanza
condicional (Ejemplo B.13) ya que (σ(Pi))ni=1 es una sucesión creciente de sub-σ-álgebras. Para
la martingala construida considere su sucesión de diferencias de martingala (di)ni=0. De manera
que, por linealidad de la esperanza condicional (Proposición B.7) y dado que P0 ⊆Pi para todo
i ∈ [n], en virtud de la Proposición B.8,

di = E(Z|Pi)− E(Z|Pi−1)
=
(
E(X|Pi)− E(X|P0)

)
−
(
E(X|Pi−1)− E(X|P0)

)
= E(X|Pi)− E(X|Pi−1),

para cada i ∈ [n]. También, notemos que d0 := E(Z|P0) = 0. A su vez, de la propiedad (P3)
expuesta en esta demostración, ‖di‖2 > δ para cualquier i ∈ [n]. Esto último implica:

nδ2 =
n∑
i=1

δ2 <

n∑
i=1
‖di‖22.

De aquí obtenemos

n1/2δ <
( n∑
i=0
‖di‖22

)1/2
.

Por otro lado, de la definición de n,

σ ≤ n1/2δ.

De manera que, juntando las dos desigualdades previas,

σ <
( n∑
i=0
‖di‖22

)1/2
.

Finalmente, para concluir la cadena de desigualdades, hacemos uso de nuestra desigualdad principal
(Proposición B.16) en lo anterior para mostrar que

(14) σ <
∥∥ n∑
i=0

di
∥∥

2 = ‖E(X|Pn)− E(X|P0)‖2.

Sin embargo, por las propiedades (P1) y (P2) de esta demostración, vemos que Pn es un
refinamiento de P con Pn ⊆ Pm+n y |Pn| ≤ (k + 1)m+n. Por lo tanto, por (H1), ‖E(X|Pn) −
E(x|P0)‖2 ≤ σ, lo que contradice (14). Esto concluye con la demostración. �
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Lema 1.38 (Tercer lema). Fijemos un entero positivo k, un número real 0 < σ ≤ 1, y H :
N → R una función de crecimiento. Sea L =

⌈
σ−2⌉. Definimos recursivamente una sucesión (ni)

mediante la regla

(15)
{
n0 = 0,
ni+1 = ni +

⌈
σ2H(ni)2⌉ .

Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y (Σi) una sucesión creciente de k-semianillos en Ω
con Σi ⊆ F para cada i ∈ N. Finalmente, sea X una variable aleatoria en L2(Ω,F ,P) tal que
‖X‖2 ≤ 1. Entonces existen dos enteros j ∈ {0, . . . , L − 1}, J ∈ {nj , . . . , nj+1} y dos particiones,
P y Q, de Ω con las siguientes propiedades:

(i) P ⊆ Σnj y Q ⊆ ΣJ ,
(ii) |P| ≤ (k + 1)nj y |Q| ≤ (k + 1)J ,
(iii) Q es un refinamiento de P,
(iv) ‖E(X|Q)− E(X|P)‖2 ≤ σ y ‖X − E(X|Q)‖ΣJ+1 ≤ 1/H(nj).

La demostración del Lema 1.38 es similar a la demostración del Lema 1.37, procediendo por
contradicción. Concretamente, aplicamos el Lema 1.37 recursivamente para obtener una martingala
finita, posteriormente obtenemos una sucesión de diferencias de martingala y aplicamos nuestra
desigualdad principal (Proposición B.16) para llegar a la contradicción buscada.

Demostración del Lema 1.38. Suponga que el lema es falso. Es decir, una vez establecidas
las hipótesis del presente lema, para una variable aleatoria con las condiciones ya mencionadas,
para cualesquiera enteros j ∈ {0, . . . , L−1}, J ∈ {nj , . . . , nj+1} y particiones P y Q, no se cumple
al menos una de las condiciones (i), (ii), (iii) o (iv). Sabemos que, en particular, el lema no se
cumple para los números naturales j = 0 y J0 = n0 = 0 (en este caso coinciden). Luego, puesto que
H es una función de crecimiento, 1 ≤ H(n0), por lo que, para δ0 := H(n0)−1, se cumple 0 < δ0 ≤ 1.
Hasta el momento los números k ∈ Z>0, 0 < δ0, σ ≤ 1 están dados. Defina también

µ0 =
⌈
σ2

δ2
0

⌉
.

Observe que contamos con las hipótesis necesarias para poder aplicar el Lema 1.37. Para aplicarlo,
considere nuevamente el número natural n0 y la partición trivial P0 = {Ω} contenida en Σ0, con
|P0| ≤ (k + 1)0.
Entonces, dado que n0+µ0 = n1, el Lema 1.37 asegura la existencia de un número J1 ∈ {n0, . . . , n1}
y P1 un refinamiento de P0, con P1 ⊆ ΣJ1 y cardinalidad acotada por |P1| ≤ (k + 1)J1 , que
satisface

(a) ‖E(X|P1)− E(X|P0)‖2 > σ, o
(b) ‖E(X|P1)− E(X|P0)‖2 ≤ σ y ‖X − E(X|P1)‖Σj+1 ≤ δ0.

Hemos mostrado que para j = 0, J1 ∈ {n0, . . . n1}, las particiones P0 y P1 satisfacen (i), (ii) y
(iii) del presente lema. Como estamos asumiendo que el lema es falso, deducimos que (iv) no se
satisface. Entonces la condición (b) no se satisface. En consecuencia, (a) se satisface.

Antes de proceder mediante un argumento recursivo, hacemos hincapié sobre el siguiente paso.
Note que J1 ≤ n1 y que, al ser (Σi) una sucesión creciente de k-semianillos, P1 ⊆ Σn1 y |P1| ≤
(k+1)n1 . Consecuentemente, un razonamiento análogo nos da un número natural J2 ∈ {n1, . . . , n2},
P2 un refinamiento de P1 con P2 ⊆ ΣJ2 y |P2| ≤ (k + 1)J2 tal que
(16) ‖E(X|P2)− E(X|P1)‖ΣJ2+1 > σ.

Así, recursivamente y usando el Lema 1.37 seleccionamos una sucesión finita de números J0, . . . , JL ∈
N, una sucesión finita P0, . . . ,PL de particiones en Ω tales que para cada i ∈ [L] tenemos:

1. Ji ∈ {ni−1, . . . , ni},
2. Pi es un refinamiento de Pi−1,
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3. Pi ⊆ ΣJi con |Pi| ≤ (k + 1)Ji , y
4. ‖E(X|Pi)− E(X|Pi−1)‖2 > σ.

De manera similar a la demostración del Lema 1.37 observemos que (σ(Pi))Li=0 es una sucesión
creciente de sub-σ-álgebras finitas de F .
Es un hecho que la sucesión finita E(X|P0), . . . ,E(X|PL) es una martingala, comúnmente cono-
cida como martingala de la esperanza condicional (Ejemplo B.13). Consideremos la sucesión finita
de diferencias de martingala asociada (di)Li=0.
Por la propiedad 4, se satisface ‖di‖2 > σ para cualquier i ∈ [L]. De modo que

σ2L <

L∑
i=0
‖di‖22.

Esto implica una desigualdad relevante, a saber,

(17) σL1/2 <
( L∑
i=0
‖di‖22

)1/2
.

Por otro lado, de la definición de L, σ−2 ≤ L. En consecuencia,

(18) 1 ≤ σL1/2.

De esta última desigualdad junto con (17),

1 <
( L∑
i=0
‖di‖22

)1/2
.

Y de la Proposición B.16,

1 <
( L∑
i=0
‖di‖22

)1/2
≤
∥∥ L∑
i=0

di
∥∥

2 = ‖E(X|PL)‖2.

Por último, como la esperanza condicional es una contracción en L2 (Teorema B.9) y por el hecho
‖X‖2 ≤ 1, deducimos

1 < ‖E(X|PL)‖2 ≤ ‖X‖2 ≤ 1.
Contradicción que concluye con la demostración. �

Notemos que en el Lema 1.38 describimos el exponente en la cota de la cardinalidad de la parti-
ción obtenida. Tal exponente depende de una función de crecimiento, F , del error de aproximación,
σ, y de una sucesión de números naturales, (ni). Es por ello que es relevante detenernos en definir
este exponente como Reg(σ, F ). En palabras, Reg(σ, F ) dicta en a lo más cuántos pasos tendremos
una aproximación, menor a σ, a una variable aleatoria en L2. Esta aproximación depende de qué
tan rápido queremos aproximarnos con nuestra función F y con qué precisión, dada por σ.

Notación 1.39. Para cada 0 < σ ≤ 1 y cada función de crecimiento F : N→ N, considere la
sucesión (ni) definida como {

n0 = 0,
ni+1 = ni +

⌈
σ2F ◦(ni+2)(0)2⌉ .

Con la finalidad de establecer una notación más sencilla, denotemos por r al número natural

(19) r =
⌈

1
σ2

⌉
− 1.

Definimos
Reg(σ, F ) := F ◦nr (0).
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4.3. Resultado principal.

Teorema 1.40. Fijemos un entero positivo k, y un número real 0 < σ ≤ 1. Sean (Ω,F ,P)
un espacio de probabilidad, (Si) una sucesión creciente de k-semianillos en Ω con Si ⊆ F para
cada i ∈ N. Sean, también, F : N → N una función de crecimiento y X una variable aleatoria en
L2(Ω,F ,P) con la propiedad ‖X‖2 ≤ 1. Entonces existen

(T1) un número natural N ∈ N que satisface N ≤ Reg(σ, F ),
(T2) una partición P de Ω con P ⊆ SN y |P| ≤ (k + 1)N , y
(T3) un refinamiento finito Q de P, con Q ⊆ Si para alguna i ≥ N

que cumple que, al definir X = Xest +Xerr +Xunf, donde
(20) Xest = E(X|P), Xerr = E(X|Q)− E(X|P) y Xunf = X − E(X|Q),
tenemos las estimaciones

(21) ‖Xerr‖2 ≤ σ y ‖Xunf‖Si
≤ 1
F (i) ,

para cada i ∈ {0, . . . , F (N)}.

Demostración. Supongamos que se satisfacen las hipótesis del presente teorema. Definamos,
para cada i ∈ N,

mi := F ◦i(0).
La Observación 1.26 muestra que F ◦i(0) < F

(
F ◦i(0)

)
para cualquier i ∈ N, por lo que (mi) es

una sucesión creciente. Definamos también una sucesión de semianillos (Σi) como
Σi := Smi ,

para cada i ∈ N. Dado que (mi) y (Si) son sucesiones crecientes de números reales y de k-
semianillos, respectivamente, entonces (Σi) es una sucesión creciente de k-semianillos de Ω, con la
propiedad Σi ⊆ F para todo número natural i.

Consideremos la función H : N→ N definida mediante la regla H(n) = F ◦(n+2)(0). El Ejemplo
1.27 afirma que H es una función de crecimiento. Dados los números ya fijos k, σ, la función de
crecimiento H y la sucesión (Σi), considere el entero L =

⌈
σ−2⌉ y la sucesión (ni) definida como{

n0 = 0,
ni+1 = ni +

⌈
σ2H(ni)2⌉ .

Observemos que las condiciones están establecidas para aplicar el Lema 1.38 a lo anterior. En
consecuencia, existen números enteros j ∈ {0, . . . , L− 1}, J ∈ {nj , . . . , nj+1}, y particiones finitas,
P y Q, de Ω que cumplen las siguientes condiciones:

(i) P ⊆ Σnj , Q ⊆ ΣJ ,
(ii) |P| ≤ (k + 1)nj , |Q| ≤ (k + 1)J ,
(iii) Q es un refinamiento de P,
(iv) ‖E(X|Q)− E(X|P)‖2 ≤ σ y ‖X − E(X|Q)‖ΣJ+1 ≤ 1/H(nj).

Denotemos
(22) N := mnj = F ◦nj (0),
por lo que Σnj = SN . Como la notación lo sugiere, afirmamos que N , P y Q son los buscados.
Debido a que j ≤ L − 1 y (ni) es una sucesión creciente, nj ≤ nL−1 = nr, con r =

⌈
σ−2⌉ − 1.

Puesto que (mi) es una sucesión creciente,
N = F ◦nj (0) ≤ F ◦nr (0) =: Reg(σ, F ).

Además, ya que F es una función de crecimiento,
nj ≤ nj + 1 ≤ F ◦nj (0) = N.
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Esto implica, de la parte (ii), |P| ≤ (k+ 1)N y, de la parte (i) junto con la observación Σnj = SN ,
P ⊆ SN . Consecuentemente, N y P satisfacen las condiciones (T1) y (T2) en el enunciado del
presente teorema. Finalmente, por la parte (iii), ya sabemos que Q es un refinamiento de P.
Además, Q ⊆ Si para algún número natural i mayor o igual a N , a saber, para el número natural
mJ , ya que Q ⊆ ΣJ = SmJ y N ≤ mJ porque nj ≤ J .
Sea X = Xest +Xerr +Xunf, donde

Xest = E(X|P), Xerr = E(X|Q)− E(X|P) y Xunf = X − E(X|Q).
De la parte (iv) en esta demostración,
(23) ‖Xerr‖2 = ‖E(X|Q)− E(X|P)‖2 ≤ σ.
Para acotar la norma de Xunf, notemos que nj + 1 ≤ J + 1. Por consiguiente,

F (N) = F (F ◦nj (0)) = mnj+1 ≤ mJ+1.

De modo que
SF (N) ⊆ SmJ+1 = ΣJ+1.

Por lo tanto, también de la parte (iv) en esta demostración, para cada número natural i ∈
{0, . . . , F (N)}, tenemos

‖Xunf‖Si
= ‖X − E(X|Q)‖Si

≤ ‖X − E(X|Q)‖ΣJ+1 ≤
1

H(nj)
= 1
F (F (N)) ≤

1
F (i) .

�

Convengamos en la siguiente notación.

Notación 1.41. Para cada entero positivo k, cada 0 < σ ≤ 1 y cada función de crecimiento
F : N→ N definimos
(24) Reg′(k, σ, F ) := (k + 1)Reg(σ,F ′),

donde F ′ : N→ N está definida por la regla F ′(n) = F ((k+ 1)n) para cada n ∈ N. El Ejemplo 1.24
asegura que F ′ es, en efecto, una función de crecimiento.

Necesitaremos una ligera modificación del Teorema 1.40 para demostrar el lema de regularidad
de Szemerédi.

Corolario 1.42 (Lema fuerte de regularidad, versión probabilista). Supongamos que tenemos
un entero positivo k, un número real 0 < σ ≤ 1 y una función de crecimiento F : N → N. Sean
(Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y S un k-semianillo en Ω con S ⊆ F . Finalmente, sea
X ∈ L2(Ω,F ,P) con ‖X‖2 ≤ 1. Entonces existen

(C1) un entero positivo M con M ≤ Reg′(k, σ, F ),
(C2) una partición P de Ω con P ⊆ S y |P| = M , y
(C3) un refinamiento finito Q de P con Q ⊆ S

con la propiedad de que, escribiendo X = Xest +Xerr +Xunf, donde
Xest = E(X|P), Xerr = E(X|Q)− E(X|P) y Xunf = X − E(X|Q),

tenemos las estimaciones
‖Xerr‖2 ≤ σ y ‖Xunf‖S ≤

1
F (M) .

Demostración. Supongamos que las hipótesis del Corolario están dadas. Considere la suce-
sión creciente, y constante, de k-semianillos (S ) en Ω. Aplicamos el Teorema 1.40 a las hipótesis
establecidas, salvo que, en este caso, consideramos la función de crecimiento F ′ : N→ N con regla
F ′(n) = F ((k + 1)n). Entonces, dicho teorema asegura la existencia de

(T1) un número natural N ∈ N tal que N ≤ Reg(σ, F ′),
(T2) una partición P de Ω con P ⊆ S y |P| ≤ (k + 1)N , y
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(T3) un refinamiento finito Q de P, con Q ⊆ S

que cumple que, al definir X = Xest +Xerr +Xunf, donde
(25) Xest = E(X|P), Xerr = E(X|Q)− E(X|P) y Xunf = X − E(X|Q),
tenemos las estimaciones

(26) ‖Xerr‖2 ≤ σ y ‖Xunf‖S ≤
1

F ′(i) ,

para cada i ∈ {0, . . . , F ′(N)}.
De la parte (T1) tenemos, siguiendo la definición en (24),

(k + 1)N ≤ Reg′(k, σ, F ).
Luego, por (T2), |P| = M para alguna M ∈ N acotada superiormente por Reg′(k, σ, F ), lo que
muestra las afirmaciones (C1) y (C2) del presente Corolario. Finalmente, como M ≤ (k+ 1)N y F
es, en particular, una función creciente, se cumple F (M) ≤ F ((k+ 1)N ); es decir, F (M) ≤ F ′(N).
Además, N ∈ {0, . . . , F ′(N)} debido a que F ′ es una función de crecimiento. En consecuencia, de
(26),

‖Xunf‖S ≤
1

F ′(N) ≤
1

F (M) ,

como queríamos demostrar. �

5. Prueba del lema de regularidad en su versión de la teoría de gráficas

Volvamos ahora a la teoría de gráficas. Para formular el lema de regularidad de Szemerédi,
como ya se mencionó en la introducción, necesitamos de algunas definiciones.

Definición 1.43. Supongamos que G = (V,E) es una gráfica. Sean S y T dos subconjuntos
de V . Definimos

eG(S, T ) := |{uv ∈ E | u ∈ S, v ∈ T}| .

Definición 1.44. Supongamos que G = (V,E) es una gráfica. Sean S, T subconjuntos de V .
Definimos la densidad de aristas entre S y T como

dG(S, T ) = eG(S, T )
|S| |T |

.

De igual manera recordemos la definición de regularidad de una gráfica.

Definición 1.45 (Condición de regularidad). Sean G una gráfica bipartita con bipartición
{V1, V2} y ε > 0. Decimos que G es ε-regular si para cualesquiera A1 ⊆ V1 y A2 ⊆ V2 con la
propiedad |A1| > ε |V1| y |A2| > ε |V2| se satisface∣∣dG(A1, A2)− dG(V1, V2)

∣∣ ≤ ε.
No obstante, Tao [Tao06] y Lovász [Lov12] utilizan una definición esencialmente equivalente,

la de homogeneidad de una gráfica.

Definición 1.46. Sean G una gráfica bipartita con bipartición {V1, V2} y ε > 0. Decimos que
G es ε-homogénea si para cualesquiera A1 ⊆ V1 y A2 ⊆ V2 se satisface∣∣eG(A1, A2)− dG(V1, V2) |A1| |A2|

∣∣ ≤ ε |V1| |V2| ,

Veamos que las condiciones de ser homogénea o regular en una gráfica son esencialmente
equivalentes.

Proposición 1.47. Sean G = (V,E) una gráfica bipartita con bipartición {V1, V2} y 0 < ε ≤ 1.
Entonces

(a) Si G es ε-regular, entonces G es ε-homogénea.
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(b) Si G es ε3-homogénea, entonces G es ε-regular.

Demostración. (a): Supongamos que G es ε-regular. Sean A1 ⊆ V1 y A2 ⊆ V2. Si |A1| > ε |V1|
y |A2| > ε |V2|, entonces, por hipótesis,∣∣eG(A1, A2)− dG(V1, V2) |A1| |A2|

∣∣ ≤ ε |A1| |A2| ≤ ε |V1| |V2| ,
pues |A1| ≤ |V1| y |A2| ≤ |V2|.
Supongamos ahora que se satisface al menos una de las condiciones: |A1| ≤ ε |V1| o |A2| ≤ ε |V2|.
Como |A1| ≤ |V1| y |A2| ≤ |V2|, entonces |A1| |A2| ≤ ε |V1| |V2|. De modo que

dG(V1, V2) |A1| |A2| ≤ ε · eG(V1, V2).
Luego, puesto que 0 < ε ≤ 1, ε · eG(A1, A2) ≤ eG(A1, A2) implica −eG(A1, A2) ≤ −ε · eG(A1, A2).
Por un lado,

dG(V1, V2) |A1| |A2| − eG(A1, A2) ≤ ε · eG(V1, V2)− ε · eG(A1, A2)
= ε(eG(V1, V2)− eG(A1, A2))
≤ ε · eG(V1, V2)
≤ ε |V1| |V2| .

Por otro lado,

eG(A1, A2)− dG(V1, V2) |A1| |A2| =
eG(A1, A2) |V1| |V2| − eG(V1, V2) |A1| |A2|

|V1| |V2|

≤ eG(A1, A2)(|V1| |V2| − |A1| |A2|)
|V1| |V2|

≤ ε |V1| |V2| |V1| |V2|
|V1| |V2|

= ε |V1| |V2| .
Por lo tanto, ∣∣eG(A1, A2)− dG(V1, V2) |A1| |A2|

∣∣ ≤ ε |V1| |V2| .
Es decir, G es ε-homogénea.

(b): Supongamos que G es ε3-homogénea. Sean A1 ⊆ V1 y A2 ⊆ V2 tales que ε |V1| < |A1| y
ε |V2| < |A2|. Entonces∣∣eG(A1, A2)− dG(V1, V2) |A1| |A2|

∣∣ ≤ ε3 |V1| |V2| = ε · ε |V1| · ε |V2|
≤ ε |A1| |A2| ,

como queríamos demostrar. �

Haremos uso del concepto de particiones equitables.
Definición 1.48. Sean ε > 0, p un entero positivo y (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad.

Supongamos que P = {P0, . . . , Pp} es una partición finita, de cardinalidad p + 1, de Ω tal que
P ⊆ F . Decimos que P es ε-equitable si P(P0) ≤ ε y P(P1) = · · · = P(Pp) ≤ ε.

Notación 1.49. Sea G = (V,E) una gráfica. Supongamos que V1, V2 ⊆ V son subconjuntos
ajenos. Denotamos

G[V1, V2] := (V1 ∪ V2, E ∩ (V1 × V2))
a la gráfica bipartita inducida por V1, V2.

El Corolario 1.42 implica algunas versiones del lema de regularidad de Szemerédi. Entre ellas,
se encuentra el lema para gráficas bipartitas demostrado por Terence Tao en 2006 en el artículo
[Tao06], donde Tao utiliza argumentos probabilísticos para su demostración. En esta tesis demos-
traremos la siguiente versión del lema de regularidad de Szemerédi que atañe a cualquier gráfica,
cercana a la versión original [Sze75a]. Nuestra demostración está basada en la demostración de
Terence Tao [Tao06] del lema de regularidad para gráficas bipartitas a partir del lema fuerte de
regularidad en su versión probabilista.
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Teorema 1.50 (Lema de regularidad de Szemerédi, versión casi original). Para cada 0 < ε ≤ 1
existe un número natural N(ε) con la propiedad de que si G = (V,E) es una gráfica de orden
n ∈ Z≥N(ε), entonces existe una partición T = {V0, V1, . . . , Vq} de V , con 1/ε ≤ q ≤ N(ε), que
satisface simultáneamente las siguientes propiedades:

(i) (Conjunto excepcional) |V0| < εn.
(ii) (Partición uniforme) |V1| = · · · = |Vq|.
(iii) (Regularidad) Cualesquiera i, j ∈ [q] con i 6= j, salvo una cantidad εq2 de pares (i, j),

satisfacen que la gráfica bipartita G[Vi, Vj ] es ε-homogénea.

El siguiente lema será útil en la demostración del Teorema 1.50.

Lema 1.51. Sean 0 < ε ≤ 1, F una función de crecimiento y n un entero positivo con la
propiedad

n >
(1 + ε)22

Reg′
(

4, ε
3/2

8(1+ε) ,F
)

ε
=: N(ε).

Consideremos el espacio de probabilidad discreto ([n],P([n]),P). Supongamos que P es una par-
tición finita de [n]2 de cardinalidad M ≤ Reg′

(
4, ε3/2

8(1+ε) , F
)
y es tal que P ⊆ Σ�, donde

Σ� := {S × T | S ⊆ [n], T ⊆ [n] con S ∩ T = ∅ o S = T}.

Entonces existen un entero positivo q y T = {V0, V1, . . . Vq} una partición ε-equitable de [n], de
cardinalidad |T | = q + 1, con 22M /ε ≤ q ≤ N(ε). Además, T cumple

|V0| ≤ εn, |V1| = · · · = |Vq| =
⌊ εn

(1 + ε)22M

⌋
,

y, para cualesquiera i, j ∈ [q] ∪ {0}, Vi × Vj ⊆ P para algún P ∈P.

La demostración del Lema 1.51 puede encontrarse enseguida de la demostración del Teorema
1.50.

Demostración del Teorema 1.50. Sea 0 < ε ≤ 1. Definamos una función F : N → N
mediante la regla

(27) F (n) :=
⌈ (1 + ε)2(22n+2)2

ε3

⌉
,

para n ∈ N. El Ejemplo 1.23 asegura que F es una función de crecimiento. Definamos

N(ε) := (1 + ε)22
Reg′
(

4, ε
3/2

8(1+ε) ,F
)

ε
.

Sean n un entero positivo con la propiedad n > N(ε) y G = (V,E) una gráfica de orden n. Sin
perder generalidad, supongamos que el conjunto de vértices de G es V = [n]. Aplicamos el Corolario
1.42 a la función de crecimiento F : N → N dada por (27), σ = ε3/2

8(1+ε) , el espacio de probabilidad
discreto ([n]2,P([n]2),P), el 4-semianillo

Σ� := {S × T | S ⊆ [n], T ⊆ [n] con S ∩ T = ∅ o S = T}

y la variable aleatoria X = 1E . Entonces el Corolario 1.42 afirma que existen

(a) un entero positivo M con M ≤ Reg′
(

4, ε3/2

8(1+ε) , F
)
;

(b) una partición P de [n]2 con P ⊆ Σ� y |P| = M ; y
(c) un refinamiento finito, Q, de P, con Q ⊆ Σ�, y tales que satisfacen las estimaciones

(28) ‖E(1E |Q)− E(1E |P)‖2 ≤
ε3/2

8(1 + ε)
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y

(29) ‖1E − E(1E |Q)‖Σ�
≤ 1
F (M) ≤

ε3

(1 + ε)2(22M+2)2 ,

donde

‖1E − E(1E |Q)‖Σ�
:= sup

{∣∣∣ ∫
S×T

1E − E(1E |Q)dP
∣∣∣ : S × T ∈ Σ�

}
.

Sea P = {P1, . . . , PM} la partición de [n]2 del inciso (b) y notemos la desigualdad que satisface
M en el inciso (a). Entonces el Lema 1.51 garantiza la existencia de un entero positivo q y una
partición ε-equitable, T = {V0, V1, . . . , Vq}, de [n], de cardinalidad |T | = q + 1. Más aún,

|V0| ≤ εn, |V1| = · · · = |Vq| =
⌊ n

(1 + ε)J

⌋
,

con J := 22M/ε y J ≤ q.
Ahora, fijemos j1, j2 ∈ [q] con j1 6= j2. Consideremos la gráfica bipartita inducida G[Vj1 , Vj2 ] :=
(Vj1 ∪Vj2 , E∩ (Vj1×Vj2)). Primero mostraremos que G[Vj1 , Vj2 ] es ε-homogénea; esto es, queremos
mostrar ∣∣eG(A1, A2)− dG(Vj1 , Vj2) |A1| |A2|

∣∣ ≤ ε |Vj1 | |Vj2 | ,
para cualesquiera A1 ⊆ Vj1 , A2 ⊆ Vj2 . Es decir, buscamos que se cumpla∣∣∣∣|E ∩ (A1 ×A2)| − |E ∩ (Vj1 × Vj2)|

|Vj1 × Vj2 |
|A1 ×A2|

∣∣∣∣ ≤ ε n2

(1 + ε)2J2 ,

para cualesquiera A1 ⊆ Vj1 y A2 ⊆ Vj2 . Para ello será suficiente encontrar una cantidad d inde-
pendiente de A1, A2 (pero que depende de E, Vj1 , Vj2) tal que∣∣ |E ∩ (A1 ×A2)| − d |A1 ×A2|

∣∣ ≤ ε n2

(1 + ε)2J2 .

Dividiendo entre |V × V | = n2 podemos re-escribir lo anterior como∣∣∣∣ |E ∩ (A1 ×A2)|
|V × V |

− d |A1 ×A2|
|V × V |

∣∣∣∣ ≤ ε

(1 + ε)2J2 .

Equivalentemente,
|P(E ∩ (A1 ×A2))− d · P(A1 ×A2)| ≤ ε

(1 + ε)2J2 ,

pues P es la medida de probabilidad uniforme. Escribiendo la última desigualdad en términos de
esperanza se obtiene ∣∣E(1E∩(A1×A2))− d · E(1A1×A2)

∣∣ ≤ ε

(1 + ε)2J2 .

Recordemos que 1E∩(A1×A2) = 1E1A1×A2 , por ende,

|E(1E1A1×A2)− d · E(1A1×A2)| ≤ ε

(1 + ε)2J2 .

Finalmente, por linealidad de la esperanza,

|E((1E − d)1A1×A2)| ≤ ε

(1 + ε)2J2 .

Observemos que A1 × A2 está contenido en un sólo elemento de P. Entonces podemos tomar
d := E(1E |P) en este elemento. Queremos mostrar entonces∣∣E((1E − E(1E |P))1A1×A2

)∣∣ ≤ ε

(1 + ε)2J2 .

Demostración de la afirmación G[Vj1 , Vj2 ] es ε-homogénea:
Observemos que A1 ∩A2 = ∅, por lo que A1 ×A2 ∈ Σ�. De (29) tenemos∣∣E((1E − E(1E |Q))1A1×A2

)∣∣ ≤ ε3

(1 + ε)2(22M+2)2 ≤
ε

8(1 + ε)2J2 .
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En consecuencia, para probar que G[Vj1 , Vj2 ] es ε-homogénea, es suficiente probar, por la desigual-
dad del triángulo y la desigualdad de Jensen,

E
(
|E(1E |Q)− E(1E |P)|1Vj1×Vj2

)
≤ ε

8(1 + ε)2J2 .

Recordemos que de (28) tenemos

(30) E
(
|E(1E |Q)− E(1E |P)|2

)
= ‖E(1E |Q)− E(1E |P)‖22 ≤

ε3

82(1 + ε)2 .

Afirmamos que a lo más para εq2 pares de índices (i1, i2) se satisface

(31) E
(
|E(1E |Q)− E(1E |P)|2 1Vi1×Vi2

)
>

ε2

82(1 + ε)2J2 .

Recordemos, al ser T 2 = {Vi1 × Vi2 | i1, i2 ∈ [q] ∪ {0}} una partición de [n]2,
q∑

i1,i2=0
E
(
|E(1E |Q)− E(1E |P)|2 1Vi1×Vi2

)
= E

(
(E(1E |Q)− E(1E |P))2

)
.

Consecuentemente, si para más de εq2 pares de índices (i1, i2) se satisface (31),

E
(
|E(1E |Q)− E(1E |P)|2

)
> εq2 · ε2

82(1 + ε)2J2 ≥
ε3

82(1 + ε)2 ,

lo que contradice (30). Por lo tanto, para cualquier par (i1, i2), salvo para εq2 pares de índices
(i1, i2), se cumple

(32) E
(
|E(1E |Q)− E(1E |P)|2 1Vi1×Vi2

)
≤ ε2

82(1 + ε)2J2 .

Supongamos que (j1, j2) es un par de índices que satisface la desigualdad (32). Observemos, además,
que se cumple

E(1Vj1×Vj2
) = |Vj1 | |Vj2 |

n2 ≤ 1
(1 + ε)2J2 .

De la desigualdad de Cauchy-Schwartz (Proposición A.49),

E
(
|E(1E |Q)− E(1E |P)|1Vj1×Vj2

)
≤
√

E
(
|E(1E |Q)− E(1E |P)|2 1Vj1×Vj2

)
E
(
1Vj1×Vj2

)
≤

√
ε2

82(1 + ε)2J2 ·
1

(1 + ε)2J2

= ε

8(1 + ε)2J2 .

Por consiguiente,
E
(
|E(1E |Q)− E(1E |P)|1Vj1×Vj2

)
≤ ε

8(1 + ε)2J2 .

Por último, de la desigualdad del triángulo, la desigualdad de Jensen (Teorema A.43), y dado que
A1 ⊆ Vj1 y A2 ⊆ Vj2 ,
|E((1E − E(1E |P))1A1×A2)| ≤ |E((1E − E(1E |Q))1A1×A2)|+ E

(
|E(1E |Q)− E(1E |P)|1Vj1×Vj2

)
≤ ε

8(1 + ε)2J2 + ε

8(1 + ε)2J2

= ε

4(1 + ε)2J2 .

Concluimos que ∣∣∣∣ |E ∩ (A1 ×A2)|
|V × V |

− |E ∩ (Vj1 × Vj2)|
|Vj1 × Vj2 |

· |A1 ×A2|
|V × V |

∣∣∣∣ ≤ ε

4(1 + ε)2J2 .

En otras palabras,∣∣∣∣|E ∩ (A1 ×A2)| − |E ∩ (Vj1 × Vj2)|
|Vj1 × Vj2 |

· |A1 ×A2|
∣∣∣∣ ≤ ε

4

(
n

(1 + ε)J

)2
.
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Definamos
α := n

(1 + ε)J −
⌊ n

(1 + ε)J

⌋
= n

(1 + ε)J − |Vj1 | .

Observemos 0 ≤ α < 1. De modo que∣∣∣∣|E ∩ (A1 ×A2)| − |E ∩ (Vj1 × Vj2)|
|Vj1 × Vj2 |

· |A1 ×A2|
∣∣∣∣ ≤ ε

4 (|Vj1 |+ α)2
.

Consecuentemente, como |Vj1 |+ α < 2 |Vj1 |,∣∣∣∣|E ∩ (A1 ×A2)| − |E ∩ (Vj1 × Vj2)|
|Vj1 × Vj2 |

· |A1 ×A2|
∣∣∣∣ ≤ ε |Vj1 |

2 = ε |Vj1 | |Vj2 | .

Por lo tanto, G[Vj1 , Vj2 ] es ε-homogénea. �

Demostración del Lema 1.51. Fijemos un número real 0 < ε ≤ 1, una función de creci-
miento F : N→ N y un entero positivo n > N(ε). Supongamos que M es un entero positivo menor
o igual a Reg′

(
4, ε3/2

8(1+ε) , F
)
, P = {P1, . . . , PM} es una partición de [n]2 de cardinalidadM y es tal

que P ⊆ Σ�. Para cada i ∈ [M ], Pi es de la forma Pi = Si1 × Si2 , donde se cumple Si1 , Si2 ⊆ [n],
y Si1 ∩ Si2 = ∅ o Si1 = Si2 .
Para cada i ∈ [M ] y j ∈ [2], definamos Pij = {Sij , [n]\Sij} si Sij 6= [n] y Pij = {Sij} si Sij = [n].
Notemos que Pij es una partición de [n]. De manera que, por la Observación 1.17, podemos definir
una partición, R, de [n] como

R :=
⋂

i∈[M ],j∈[2]

Pij .

Definamos también r := |R|, y notemos r ≤ 22M . Describamos a R como R = {R1, . . . , Rr}. Es
un hecho que podemos refinar a la partición R en conjuntos de tamaño

⌊
n

(1+ε)J
⌋
con J := 22M /ε.

Para precisar esta afirmación consideremos

A :=
{
Ri ∈ R : |Ri| ≥

⌊ n

(1 + ε)J

⌋}
y B := R \A .

Para ver que A es un conjunto no vacío, supongamos que para todo Ri ∈ R, con i ∈ [r], se cumple

|Ri| <
⌊ n

(1 + ε)J

⌋
.

Consecuentemente, como R es una partición de [n],

n =
r∑
i=1
|Ri| < r

⌊ n

(1 + ε)J

⌋
≤ r · nε

(1 + ε)22M ≤
ε

1 + ε
· n ≤ n,

un absurdo. Por lo tanto, A es un conjunto no vacío.
Para cada i ∈ [r] y Ri ∈ R existen únicos qi, `i ∈ Z≥0 con la propiedad

|Ri| =
⌊ n

(1 + ε)J

⌋
qi + `i, con 0 ≤ `i <

⌊ n

(1 + ε)J

⌋
.

Denotemos, para cada i ∈ [r], |Ri| = ri y Ri = {ni1, . . . , niri}, donde, para k, j ∈ [ri], suponemos
nik < nij si k < j. Refinaremos, para cada i ∈ [r], el elemento Ri ∈ R como sigue. Definamos, para
cada i ∈ [r] y para cada j ∈ [qi],

Rij := {ni(j−1)b n
(1+ε)J c+1, . . . , n

i
jb n

(1+ε)J c
} y Ri0 = Ri \

qi⋃
j=1

Rij .

Notemos que Ri0 puede ser el conjunto vacío y que su cardinalidad es
∣∣Ri0∣∣ = `i. Finalmente

definimos
V0 :=

r⋃
i=1

Ri0,

que también puede ser un conjunto vacío. Además, tenemos como una consecuencia inmediata,

|V0| =
r∑
i=1

`i < r
⌊ n

(1 + ε)J

⌋
≤ ε

1 + ε
n ≤ εn.
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Consecuentemente, al definir q :=
∑r
i=1 qi, tenemos que T = {V0} ∪ {Rij | i ∈ [r], j ∈ [qi]} es la

partición buscada, donde enfatizamos nuevamente que el conjunto V0 puede ser el conjunto vacío.
Por último, verifiquemos que se satisface J = 22M /ε ≤ q. La prueba de esta última afirmación es
por contradicción. Supongamos q < J . Entonces, como |V0| ≤ ε

1+εn,

n ≤ q
⌊ n

(1 + ε)J

⌋
+ ε

1 + ε
n < J

⌊ n

(1 + ε)J

⌋
+ ε

1 + ε
n ≤ n

1 + ε
+ ε

1 + ε
n = n,

una contradicción. Por lo tanto, J ≤ q. �



Capítulo 2

Elementos de la teoría de límites de gráficas

Este segundo capítulo está dedicado a mostrar los conceptos básicos de la teoría de límites
de gráficas. Esta exposición está basada mayoritariamente en el libro “Large networks and graph
limits” de László Lovász [Lov12]. Aquí se exponen también las distintas nociones de métricas en
el espacio de gráficas; entre ellas, la que más destaca en el presente trabajo es la métrica de corte.
Además, desarrollamos la noción de un grafón como un objeto límite de una sucesión de gráficas
con número de vértices creciente, y su relación con gráficas de la teoría tradicional. Por último,
se da un esbozo de la demostración del teorema de compacidad en el espacio de grafones, donde
citamos el lema de regularidad de Szemerédi, en su versión débil del área de análisis, como una
herramienta dentro de la prueba.
Aprovecho este espacio para agradecer a Pablo Hernández Hernández y a Santiago Guzmán Pro
por permitirme discutir con ellos algunas secciones del libro “Large networks and graph limits”.

1. Conceptos básicos

Definición 2.1. Una gráfica G es un par ordenado (V,E) consistente de un conjunto finito
y no vacío, V , al que llamaremos conjunto de vértices de G, y un conjunto E, llamado el conjunto
de aristas de G, cuyos elementos son pares no ordenados (u, v) con u, v ∈ V .

Notación 2.2. Denotaremos a una arista (u, v) ∈ E(G) por uv o, equivalentemente, por vu.
Para enfatizar que V y E son el conjunto de vértices y aristas de una gráfica G, respectivamente,
escribiremos V como V (G) y E como E(G).

Un lazo es un par (v, v) ∈ E(G) para v ∈ V (G); en otras palabras, un lazo es una arista que
une a un vértice consigo mismo.

Una gráfica G también es llamada una gráfica con posibles lazos, pues puede suceder vv ∈ E(G)
para v ∈ V (G).

Definición 2.3. Una gráfica con posibles lazos G es una gráfica completa con lazos si
satisface (u, v) ∈ E(G) para cualesquiera u, v ∈ V (G).

Definición 2.4. Supongamos que G es una gráfica. El orden de G, denotado por v(G), es el
número de vértices de G. Es decir, v(G) = |V (G)|.

Definición 2.5. Supongamos que G es una gráfica. El tamaño de G, denotado por e(G), es
el número de aristas de G. Esto es, e(G) = |E(G)|.

Definición 2.6. Una gráfica simple G es una gráfica con la propiedad (v, v) /∈ E(G) para
todo v ∈ V (G).

Notemos que una gráfica simple es una gráfica sin lazos.

Definición 2.7. Una gráfica simple G es una gráfica completa si satisface que cualesquiera
dos vértices distintos son adyacentes; es decir, para todo par u, v ∈ V (G) con u 6= v, se cumple
uv ∈ E(G).

Notación 2.8. Sea n un entero positivo. Denotamos a una gráfica completa de orden n por
Kn.

33
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1.1. Gráficas con peso.

Definición 2.9. Fijemos un entero positivo n. Una cuarteta H = (V (H), E(H), α, β) es una
gráfica con pesos de orden n si el par (V (H), E(H)) es una gráfica con posibles lazos de orden
n; y α y β son dos funciones α : V → R+ y β : E → R.

Notación 2.10. Sean n un entero positivo y H = (V (H), E(H), α, β) una gráfica con pesos
de orden n, donde V (H) = {v1 . . . , vn}. Denotamos

αi(H) := α(vi) y βij(H) := β(vivj),
para cualesquiera i, j ∈ [n].

Notación 2.11. Sean n un entero positivo y H = (V (H), E(H), α, β) una gráfica con pesos
de orden n. Definimos

αH :=
n∑
i=1

αi(H).

Sean n un entero positivo y H ′ = (V (H ′), E(H ′), α′, β′) una gráfica con pesos de orden n
con conjunto de vértices V (H ′) = {v1, . . . , vn}. Consideremos una nueva gráfica con pesos H =
(V (H), E(H), α, β) definida como sigue. El conjunto de vértices de H es V (H) := V (H ′) y el
conjunto de aristas es E(H) := V (H ′)× V (H ′). La función α : V → R+ es α := α′ y la función β
tiene regla de correspondencia

β(vivj) =
{
β′(vivj) si vivj ∈ E(H)
0 si vivj /∈ E(H).

De modo que, a partir de cualquier gráfica con pesos H ′ = (V (H ′), E(H ′), α′, β′), siempre podemos
inducir una gráfica con pesos H = (V (H), E(H), α, β) con la propiedad de que el par (V (H), E(H))
es una gráfica completa con lazos. Es decir, en H ′, las aristas faltantes en (V (H ′), E(H ′)) (los pares
uv ∈ (V (H ′)× V (H ′)) \ E(H ′)) pueden ser agregadas con peso cero.

La observación previa nos permite asumir que, en toda gráfica con pesos
H = (V (H), E(H), α, β),

la gráfica (V (H), E(H)) es una gráfica completa con lazos. Consecuentemente, una gráfica con
pesos queda determinada por un vector a = (α1(H), . . . , αn(H)) cuyas entradas son los pesos de
los vértices y una matriz B = (βij(H)) que tiene por entradas los pesos de las aristas. Además,
notemos que para cualquier par i, j ∈ [n] se tiene la igualdad βij(H) = βji(H), pues la arista
vivj ∈ E(H) es igual a la arista vjvi, así, B es una matriz simétrica con entradas reales. En
otras palabras, H está completamente descrita por su orden v(H) = n, un vector real positivo
a = (α1(H), . . . , αn(H)) ∈ Rn de pesos de vértices y una matriz real simétrica B = (bij) ∈ Rn×n
de pesos de aristas. Por esta razón, en adelante denotaremos a una gráfica con pesos, H, por
H(a,B).

1.2. Gráficas etiquetadas.

Definición 2.12. Sean k y n dos enteros positivos que cumplen k ≤ n. Supongamos que G es
una gráfica de orden n. Decimos que una función inyectiva ϕ : [k]→ V (G) es un etiquetamiento
de G.

Definición 2.13. Sean k y n dos enteros positivos que cumplen k ≤ n. Una gráfica simple
k-etiquetada es una terna (V,E, ϕ) tal que el par ordenado (V,E) es una gráfica de orden n y
ϕ : [k]→ V es un etiquetamiento de G.

Definición 2.14. Sean n un entero positivo, G una gráfica de orden n y ϕ : [n] → V (G) un
etiquetamiento de G. Definimos la gráfica Gϕ como el par ordenado ([n], Eϕ(G)), donde el conjunto
de aristas es

Eϕ(G) := {ϕ−1(vi)ϕ−1(vj) | vivj ∈ E(G)}.
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1.3. Operaciones con gráficas.

Definición 2.15. Supongamos que tenemos una gráfica simple G = (V,E) y fijemos un entero
positivo m. Para cada i ∈ [m] considere los conjuntos Vi := {i} × V . Definimos la m-gráfica
autoreplicada de G, denotada por G(m), como la gráfica con conjunto de vértices V m :=

⋃m
i=1 Vi

y conjunto de aristas Em :=
{

((i, j1), (k, j2)) | (j1, j2) ∈ E, i, k ∈ [m]
}
.

Observación 2.16. Dada una gráfica G y un entero positivo m, hacemos hincapié en que las
aristas de la m-gráfica autoreplicada de G, G(m), son también pares no ordenados.

En términos informales, dada una gráfica G = (V (G), E(G)) y un entero positivo m, la m-
gráfica autoreplicada de G es la gráfica resultante de reemplazar cada vértice v ∈ V (G) por m
copias de v. Las copias de dos vértices en G(m) son adyacentes si los vértices originales en G lo
son.

u

v w

x

(a) G

(1, u)

(1, v) (1, w)

(1, x)

(2, u)

(2, v) (2, w)

(2, x)

(b) G(2)

Figura 1. Ejemplo de una gráfica G y la 2-gráfica autoreplicada de G.

De este modo, dada una gráfica G y un entero positivo m, la m-gráfica autoreplicada1 de G,
G(m), tiene como número de vértices v(G(m)) = m · v(G). Además, por cada arista uv ∈ E(G)
reemplazamos el vértice u por m copias de u y v por m copias de v, digamos, {u1, . . . , um} y
{v1, . . . , vm}. Luego, fijando i ∈ [m] arbitrario, ui es adyacente a vj para toda j ∈ [m], lo que
resulta en m aristas de G(m). Sumando las aristas por cada i ∈ [m] obtenemos que e(G(m)) es
igual a m2 · e(G). Hemos probado la siguiente observación.

Observación 2.17. Supongamos que G es una gráfica con número de vértices v(G) y que m
es un entero positivo. Entonces la m-gráfica autoreplicada de G, G(m), tiene m · v(G) vértices y
m2 · e(G) aristas.

Definición 2.18. Una sucesión de gráficas (Gn) es densa si existen n0 ∈ N y una constante
c > 0 tales que para todo n > n0 se satisface |En| ≥ c|Vn|2, donde Gn = (Vn, En).

En la literatura de sucesiones de gráficas el término “denso” se refiere al orden de crecimiento
de número de aristas de las gráficas, en lugar de la densidad de la sucesión en el sentido topológico.

En una gráfica G = (V (G), E(G)), de orden n, el número de posibles aristas es e(G) = n(n−
1)/2, que es asintóticamente equivalente a n2/2. Entonces estamos pidiendo que para un número
natural n suficientemente grande, E sea, en proporción, mayor o igual que n2/2 (el número de
aristas en una gráfica completa de orden n).

Un ejemplo trivial de una sucesión de gráficas densa es la sucesión de gráficas que son completas,
(Kn).

1En inglés: m-blowup.
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1.4. Matriz de adyacencia. Aunque la representación visual de una gráfica resulta útil,
hay ocasiones en las que se necesita de una representación más algebraica. Por ejemplo, la matriz
de adyacencia de una gráfica. Dicha matriz será de utilidad para definir la distancia entre dos
gráficas.

Definición 2.19. Supongamos que G = (V,E) es una gráfica de orden n con conjunto de
vértices V = {v1, . . . , vn}. La matriz de adyacencia de G es una matriz AG = (aij) de tamaño
n× n definida como

aij =
{

1 si vivj ∈ E
0 si vivj /∈ E,

para i, j ∈ [n].

v1

v2

v3

v4v5

AG =


0 1 0 0 0
1 0 1 1 1
0 1 0 1 0
0 1 1 0 0
0 1 0 0 0


Figura 2. Una gráfica y su matriz de adyacencia

2. Densidad de homomorfismos

Definición 2.20. Supongamos que G y H son dos gráficas simples. Un homomorfismo de
G en H es una función f : V (G)→ V (H) que satisface f(u)f(v) ∈ E(H) siempre que uv ∈ E(G).

De manera que un homomorfismo es una función que preserva adyacencias.

Notación 2.21. Definamos al conjunto de homomorfismos de G en H como Hom(G,H). En
símbolos,

Hom(G,H) = {f : V (G)→ V (H) | f es un homomorfismo}.
La notación estándar es denotar a la cardinalidad de Hom(G,H) por hom(G,H).

Dado cualquier par de conjuntos finitos A y B, recordemos que el conjunto de todas las fun-
ciones de A en B es denotado por BA, existe y tiene cardinalidad |B||A|. Con esto en mente,
el conjunto de todas las funciones de V (G) en V (H), denotado por V (H)V (G), tiene cardinali-
dad v(H)v(G). Así, en un espacio de probabilidad discreto (Ω,F ,P), donde el espacio muestral
es Ω = V (H)V (G), la probabilidad de escoger una función al azar f ∈ V (H)V (G) y ésta sea un
homomorfismo es precisamente:

hom(G,H)
v(H)v(G) .

Lo anterior motiva la siguiente definición.

Definición 2.22. Sean k y n dos enteros positivos. Sean, también, G y H gráficas simples de
ordenes k y n, respectivamente. Definimos

t(G,H) = hom(G,H)
nk

como la densidad de homomorfismos de G en H.

Consideremos nuevamente dos gráficas simples G y H. Decimos que f : V (G) → V (H) es un
isomorfismo si f es un homomorfismo y f es biyectiva.
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3. Algunas relaciones entre grafones y gráficas

Definición 2.23. Una función W : [0, 1]2 → R es simétrica si para cualesquiera x, y ∈ [0, 1]
se cumple W (x, y) = W (y, x).

Definición 2.24. Una funciónW : [0, 1]2 → R es un núcleo si es acotada,
(
B
(
[0, 1]2

)
,B(R)

)
-

medible y simétrica. Denotamos por W al espacio de núcleos.

Una primera consecuencia es que todo núcleo es integrable.
Proposición 2.25. Consideremos el espacio de probabilidad

(
[0, 1]2,B([0, 1]2), λ2). Cualquier

núcleo W ∈ W pertenece a L1 ([0, 1]2,B([0, 1]2), λ2).
Demostración. Sea W ∈ W. Entonces W está acotado; esto es, existe M ∈ R tal que

|W | ≤M . Por consiguiente, por la propiedad de monotonía (parte (i) de la Proposición A.33),∫
[0,1]2

|W | dλ2 ≤
∫

[0,1]2
Mdλ2 = λ2 ([0, 1]2

)
M = M <∞.

Por lo tanto, W ∈ L1 ([0, 1]2,B([0, 1]2), λ2). �

Definición 2.26. Una función W : [0, 1]2 → R es un grafón si W es un núcleo y además,
para cualesquiera x, y ∈ [0, 1], cumple 0 ≤W (x, y) ≤ 1. Denotamos por W0 al espacio de grafones.

El nombre grafón viene de una contracción de los términos gráfica y función en una sola palabra.
La idea detrás de este nombre se debe a que los grafones son, en cierto sentido que se verá más
adelante, una generalización de las gráficas.

Definición 2.27. Un núcleoW ∈ W es una función escalonada si existen un entero positivo
k y una partición finita Q = {Q1, . . . Qk} de [0, 1], con cardinalidad k, consistente de conjuntos
medibles, esto es, Q ⊆ B([0, 1]), con la propiedad de que, para todo par i, j ∈ [k], existe cij ∈ R tal
que para todo (x, y) ∈ Qi ×Qj se cumple W (x, y) = cij.

Notación 2.28. Supongamos que W ∈ W es una función escalonada. Sea Q = {Q1, . . . , Qk}
la partición referida en la Definición 2.27. Llamamos a los elementos de Q los pasos de W .

Los núcleos son una generalización de las gráficas en el siguiente sentido. Supongamos que
H = (V (H), E(H), α, β) es una gráfica con pesos de orden n con conjunto de vértices V (H) =
{v1, . . . vn}. A partir de H podemos construir una función escalonada como sigue. Primero divi-
dimos el intervalo [0, 1] en n intervalos J1, . . . , Jn de longitud λ(Ji) = αi/αH para cada i ∈ [n].
Defina WH : [0, 1]2 → R mediante la regla WH(x, y) = βij(H) para (x, y) ∈ Ji × Jj con i, j ∈ [n].
Note que WH es simétrica debido al hecho βij(H) = βji(H).
Inversamente, cualquier función escalonada corresponde a una gráfica con peso. En efecto, supon-
gamos que U ∈ W es una función escalonada con pasos P = {P1, . . . , Pn}. Definamos una gráfica
H como sigue. Primero consideremos el conjunto de vértices V (H) := {v1, . . . , vn} con v(H) = n.
El conjunto de aristas será el conjunto V (H)× V (H), donde la arista vivj tiene peso U(x, y) para
(x, y) ∈ Pi × Pj . No habrá inconveniente con esto último, pues, al ser una función escalonada, U
es constante en cada Pi × Pj con i, j ∈ [n].

Una propiedad de las gráficas que también tiene su análogo a grafones es que podemos definir
una función de grado, donde consideramos el intervalo [0, 1] como un “continuo” del conjunto de
vértices.
Un grafón cuya imagen es {0, 1} puede ser considerado como una gráfica en el conjunto de vértices
[0, 1].

Definición 2.29. Supongamos que W ∈ W es un núcleo y tomemos x ∈ [0, 1]. Definimos la
función de grado como

dW (x) =
∫ 1

0
W (x, y)dy.
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4. Métrica de corte y otras distancias en el espacio de gráficas

Nos interesa definir la distancia entre dos gráficas arbitrarias y no sólo eso, sino que además esta
distancia refleje similaridad en sus estructuras. Para ello hay que recordar las siguientes definiciones
de normas.

Algunas normas en el espacio Rn×n, de matrices de tamaño n× n con entradas reales, son las
siguientes. Sea A = (aij) ∈ Rn×n. Una primer norma es

‖A‖1 = 1
n2

n∑
i,j=1

|aij | ,

que recibe el nombre de norma `1.
Otra norma es

‖A‖2 =
( 1
n2

n∑
i,j=1

(aij)2
)1/2

,

llamada norma `2 o norma de Frobenius.
Finalmente la norma `∞

‖A‖∞ = máx
i,j
|aij | .

Notemos la normalización de las normas `1 y `2, cuando A es una matriz de adyacencia estas
normas están entre cero y uno, como lo muestra la siguiente observación.

Observación 2.30. Fijemos un entero positivo n. Sea A = (aij) la matriz de adyacencia de
una gráfica simple de orden n. Entonces 0 ≤ ‖A‖1 ≤ 1 y 0 ≤ ‖A‖2 ≤ 1.

Demostración. Por ser A una matriz de adyacencia, tenemos 0 ≤ aij ≤ 1 para i, j ∈ [n].
Entonces, 0 ≤ |aij | ≤ 1. De modo que

0 ≤ 1
n2

n∑
i,j=1

|aij | ≤
1
n2 · n

2 = 1.

Por lo tanto, 0 ≤ ‖A‖1 ≤ 1. De lo anterior también tenemos que 0 ≤ a2
ij ≤ 1 para i, j ∈ [n], de

donde obtenemos

0 ≤ 1
n2

n∑
i,j=1

a2
ij ≤

1
n2 · n

2 = 1.

Por ende, 0 ≤ ‖A‖2 ≤ 1. �

Otra norma para el espacio Rn×n es una un poco menos estándar llamada norma de corte,
introducida en 1999 por Alan Frieze y Ravi Kannan. Está definida por

‖A‖� = 1
n2 máx

S,T⊆[n]

∣∣∣∣∣∣
∑

i∈S,j∈T
aij

∣∣∣∣∣∣ .
Observación 2.31. Sea A ∈ Rn×n. Entonces, ‖A‖� ≤ ‖A‖1.

Demostración. Suponga A = (aij) ∈ Rn×n. Primero veamos la primera desigualdad. Para
S, T subconjuntos arbitrarios de [n],∣∣∣∣∣∣

∑
i∈S,j∈T

aij

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑

i∈S,j∈T
|aij | ≤

n∑
i,j=1

|aij | ,
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donde usamos la desigualdad del triángulo y además el hecho de que |aij | es positivo para i, j ∈ [n].
Como S, T fueron arbitrarios y

∑n
i,j=1 |aij | es constante, entonces

máx
S,T⊆[n]

∣∣∣∣∣∣
∑

i∈S,j∈T
aij

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i,j=1
|aij | .

Esto último implica ‖A‖� ≤ ‖A‖1. �

Queremos encontrar una manera de definir la distancia entre dos gráficas G y G′. Aquí es
donde la matriz de adyacencia juega un papel fundamental. Es bien sabido que una norma definida
en un espacio vectorial induce una métrica. Así que una manera de definir la distancia entre dos
gráficas es asociar a cada gráfica su correspondiente matriz de adyacencia, en este caso AG y AG′ .
Notemos que para esto es necesario pedir que las matrices AG y AG′ sean del mismo tamaño. En
cuyo caso, el orden de G y el orden de G′ coinciden. Analicemos entonces el caso en el que G y G′
tienen el mismo orden. Además, para un primer análisis será necesario pedir no sólo que su orden
coincida, sino que el conjunto de vértices de G y G′ sea el mismo. Posteriormente se analizará el
caso en el que los conjuntos de vértices son distintos.

4.1. Dos gráficas con igual conjunto de vértices. Fijemos un entero positivo n. A lo
largo de esta sección suponemos que G = (V (G), E(G)) y G′ = (V (G′), E(G′)) son dos gráficas
de orden n con la propiedad V (G) = V (G′). Para facilitar nuestro análisis, supongamos V (G) =
V (G′) = [n]. Sean AG y AG′ las matrices de adyacencia de G y G′, respectivamente.

Definición 2.32. Definimos la distancia `1 como
d1(G,G′) := ‖AG −AG′‖1.

Es posible darle una interpretación a d1 en términos de la teoría de gráficas con la siguiente
proposición.

Proposición 2.33. Para cualesquiera dos gráficas G y G′ con la propiedad V (G) = V (G′) se
cumple

d1(G,G′) = |E(G)4E(G′)|
n2 .

Demostración. Mostraremos la igualdad buscada mediante un argumento probabilista. Co-
mo G y G′ tienen el mismo conjunto de vértices, podemos denotar a dicho conjunto como V = [n].
Considere el espacio de probabilidad discreto conformado por el espacio muestral [n]2, la σ-álgebra
P([n]2) y P la medida de probabilidad uniforme. Notemos que, en particular, tanto E(G) como
E(G′) son eventos en nuestro espacio de probabilidad. Entonces es posible considerar a las variables
aleatorias 1E(G),1E(G′) : [n]2 → R. De este modo, podemos ver que las matrices de adyacencia
de AG = (aij) y AG′ = (bij) de G y G′, respectivamente, pueden ser vistas como una función
indicadora en el sentido de que para cualquier ij ∈ [n]2 se tiene

1E(G)(ij) = aij y 1E(G′)(ij) = bij .

Así,

(33) ‖AG −AG′‖1 = 1
n2

n∑
i,j=1

|aij − bij | =
1
n2

n∑
i,j=1

∣∣1E(G)(ij)− 1E(G′)(ij)
∣∣ .

Recordemos que en un espacio de probabilidad (Ω,F ,P), para cualesquiera A,B ∈ F se cumple
|1A − 1B | = 1A4B . En particular, para E(G), E(G′) ∈ P([n]2), la igualdad

∣∣1E(G) − 1E(G′)
∣∣ =

1E(G)4E(G′) se satisface. Consecuentemente, aplicando esta afirmación a lo ya obtenido en (33),

‖AG −AG′‖1 = 1
n2

n∑
i,j=1

1E(G)4E(G′)(ij) = 1
n2 |E(G)4E(G′)| .

Por lo tanto, d1(G,G′) := ‖AG −AG′‖1 = |E(G)4E(G′)|
n2 . �
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La demostración de la proposición anterior muestra, a su vez, que al considerar el espacio de
probabilidad discreto

(
[n]2,P([n]2),P

)
donde P es la medida de probabilidad uniforme, obtenemos

P(E(G)4E(G′)) = d1(G,G′). De manera que podemos interpretar a la distancia `1 entre dos
gráficas G y G′ con el mismo conjunto de vértices como la probabilidad de elegir al azar un par
ij ∈ [n]2 y éste pertenezca exactamente a una gráfica.

Otra manera de interpretar a d1(G,G′) es la fracción de pares de vértices que tenemos que
agregar en ambas gráficas para obtener una misma gráfica.

Ejemplo 2.34. Consideremos G = ([8], E(G)) la gráfica completa de orden 8, también de-
notada por K8. Definamos G′ como la gráfica con conjunto de vértices [8] y conjunto de aristas
E(G′) := E(G) \ {(2, 3), (5, 6), (7, 8)}. De manera que E(G′) es subconjunto de E(G). Es fácil ver
que |E(G)4E(G′)| es igual a 3. Entonces, por la Proposición 2.33,

d1(G,G′) = |E(G)4E(G′)|
82 = 3

64 .
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(b) G′ = ([8], E(G′))
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(c) ([8], E(G)4E(G′))

Figura 3. La distancia d1 entre dos gráficas.

No obstante, la distancia `1 no resulta ser adecuada en algunas ocasiones, como en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.35. Definamos las gráficas G = ([8], E(G)) y G′ = ([8], E(G′)) con conjuntos de
aristas E(G) = {(1, 6), (2, 5), (3, 8), (4, 7)} y E(G′) = {(1, 4), (2, 7), (3, 6), (5, 8)}. La Figura 4 nos
dice que en el fondo las gráficas G y G′ son iguales, sin embargo, dada nuestra definición de la
distancia d1, la distancia entre G y G′ no es cero. Notemos que E(G) y E(G′) son conjuntos
ajenos, de manera que

d1(G,G′) = |E(G)4E(G′)|
82 = |E(G) ∪ E(G′)|

82 = 8
82 = 1
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(b) G′ = ([8], E(G′))
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(c) ([8], E(G)4E(G′))

Figura 4. La distancia d1 no es realmente efectiva en el espacio de gráficas en el
sentido de que dos gráficas esencialmente iguales tienen distancia positiva.
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Por otra parte, la norma de corte induce una distancia, llamada la métrica de corte.

Definición 2.36. Sean G = (V (G), E(G)) y G′ = (V (G′), E(G′)) dos gráficas tales que
V (G) = V (G′). Definimos la distancia de corte como

d�(G,G′) := ‖AG −AG′‖�.

Definición 2.37. Sean G = (V,E) una gráfica y S, T ⊆ V . Definimos
eG(S, T ) := |{(u, v) | u ∈ S, v ∈ T}| .

Proposición 2.38. Para cualesquiera dos gráficas G = (V (G), E(G)) y G′ = (V (G′), E(G′))
con V (G) = V (G′) se satisface

d�(G,G′) = máx
S,T⊆V (G)

|eG(S, T )− eG′(S, T )|
n2 .

Demostración. Sean AG = (aij) y AG′ = (bij) las matrices de adyacencia de G y G′,
respectivamente. Observemos que, de la definición de una matriz de adyacencia, para S, T ⊆ V (G)
se tiene
(34) eG(S, T ) =

∑
i∈S,j∈T

aij y eG′(S, T ) =
∑

i∈S,j∈T
bij .

Entonces

d�(G,G′) = 1
n2 máx

S,T⊆V (G)

∣∣∣∣∣∣
∑

i∈S,j∈T
(ai,j − bi,j)

∣∣∣∣∣∣ = 1
n2 máx

S,T⊆V (G)

∣∣∣∣∣∣
∑

i∈S,j∈T
ai,j −

∑
i∈S,j∈T

bi,j

∣∣∣∣∣∣ .
De esta última igualdad podemos concluir por (34). �

Para un entero positivo n, debido a que para toda A ∈ Rn×n se cumple ‖A‖� ≤ ‖A‖1 (Ob-
seración 2.31), entonces tenemos d�(G,G′) ≤ d1(G,G′) para cualesquiera dos gráficas G y G′ de
orden n.

4.2. Dos gráficas con el mismo número de vértices. Fijemos un entero positivo n. A
lo largo de esta sección suponemos que G = (V (G), E(G)) y G′ = (V (G′), E(G′)) son dos gráficas
de orden n. Un siguiente paso en la definición de una métrica entre dos gráficas es suponer que son
del mismo orden, esto es, las gráficas G y G′ tienen la propiedad v(G) = v(G′). Enfatizamos que
es posible el caso V (G) 6= V (G′).

Definición 2.39. Sean n un entero positivo, G y G′ dos gráficas de orden n. Definimos la
distancia entre ellas por

δ̂�(G,G′) := mı́n{d�(Gϕ, G′ψ) |ϕ : [n]→ V (G), ψ : [n]→ V (G′)
son etiquetamientos de G y G′, respectivamente}.

Ejemplo 2.40. Consideremos las gráficas G y G′ de orden 5 con conjuntos de vértices V (G) =
{v1, . . . , v5} y V (G′) = {u1, . . . , u5} con la propiedad V (G) 6= V (G′). Y con conjuntos de aristas

E(G) = {v1v2, v2v3, v3v4, v1v5}

y
E(G′) = {u1u2, u4u5, u3u4, u1u5}.

Las gráficas G y G′ están representadas en la Figura 5.

En base a la Figura 5 no es difícil ver que las gráficas G y G′ son esencialmente la misma gráfica
y, por ende, la distancia entre G y G′ debería ser cero. En efecto, consideremos el etiquetamiento
de G ϕ : [5]→ V (G) dado por ϕ(i) = vi para cada i ∈ [5]. Y ψ : [5]→ V (G′) el etiquetamiento de
G′ con regla de correspondencia

ψ(1) = u4, ψ(2) = u5, ψ(3) = u1, ψ(4) = u2, ψ(5) = u3.
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Figura 5. Dos gráficas del mismo orden esencialmente iguales.
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Figura 6. Gϕ y G′ψ

Entonces los conjuntos de aristas de Gϕ1 y Gψ2 son

Eϕ(G) = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (1, 5)}
y

Eψ(G′) = {(3, 4), (1, 2), (5, 1), (3, 2)}.
Por consiguiente, Gϕ es igual a la gráfica G′ψ, pues comparten el mismo conjunto de vértices y
coinciden también sus conjuntos de aristas. Visualmente podemos confirmar este hecho en la Figura
6. Consecuentemente, 0 ≤ δ̂�(G,G′) ≤ δ�(Gϕ, G′ψ) = 0. Por lo tanto, δ̂�(G,G′) = 0.

4.3. Dos gráficas arbitrarias. Fijemos dos enteros positivos n y n′. Supongamos que G =
(V,E) y G′ = (V ′, E′) son dos gráficas con conjuntos de vértices V = [n] y V ′ = [n′]. Dado que
n y n′ son arbitrarios, para poder considerar la distancia entre G y G′ necesitamos que ambas
gráficas tengan la misma cantidad de vértices. De la Observación 2.17 sabemos que G(n′) tiene
n′ · v(G) = n′ · n vértices, mientras que G′(n) tiene n · v(G′) = n · n′ vértices, es decir, G(n′) y
G′(n) son del mismo orden. Más generalmente, para cada entero positivo k, G(kn′) y G′(kn) son
del mismo orden. Por ende, podemos establecer la definición de la distancia entre G y G′ a través
de gráficas autoreplicadas.

Definición 2.41. Sean n y n′ dos enteros positivos. Supongamos que G y G′ dos gráficas con
conjuntos de vértices [n] y [n′], respectivamente. Definimos la distancia δ� entre G y G′ como

δ�(G,G′) = ĺım
k→∞

δ̂�(G(kn′), G′(kn)).

5. Norma de corte y distancia de corte para núcleos

Ahora definiremos una métrica en el espacio de núcleos. Tal y como se observó en la introduc-
ción, los grafones son una generalización de las gráficas.

5.1. Norma de corte.

Definición 2.42. Definimos la norma de corte en el espacio de núcleos W como:

‖W‖� := sup
{∣∣∣ ∫

S×T
Wdλ2

∣∣∣ : S, T ∈ B([0, 1])
}
.
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Observación 2.43. Consideremos el espacio de probabilidad ([0, 1]2,B([0, 1]2), λ2). La norma
de corte en W es la S�-norma uniforme (Definición 1.3) al considerar el 2-semianillo en [0, 1]2
(Ejemplo 1.8)

S� := {S × T | S, T ∈ B([0, 1])}.

Proposición 2.44. La norma de corte es, en efecto, una norma.

Demostración. Es similar a la demostración en la Proposición 1.4. Sean S, T ∈ B([0, 1])
y W ∈ W tal que W = 0 λ2-casi donde sea. En consecuencia,

∫
S×T Wdλ2 = 0. Se sigue que

‖W‖� = 0.
Recíprocamente, sea W ∈ W tal que ‖W‖� = 0. De manera que∣∣∣ ∫

S×T
Wdλ2

∣∣∣ = 0

para cualesquiera S, T ∈ B([0, 1]); en particular, para cualquier a1, b1, a2, b2 ∈ R con 0 ≤ a1 ≤
b1 ≤ 1 y 0 ≤ a2 ≤ b2 ≤ 1, ∫

[a1,b1]×[a2,b2]
Wdλ2 = 0.

Defina Π2 := {[a, b] | a, b ∈ R2, 0 ≤ a ≤ b ≤ 1} ∪ {∅} (Notación A.7). Las igualdades en las dos
integrales previas nos dicen que ∫

A

Wdλ2 = 0

para cualquier A ∈ Π2 (la primera igualdad es para el caso A = ∅). Sabemos que Π2 es un π-
sistema que cumple B([0, 1]2) = σ(Π2) (Corolario A.15). Por lo cual, considerando el espacio de
medida ([0, 1]2,B([0, 1]2), λ2), dado que W es integrable (Proposición 2.25) y medible por ser un
núcleo, entonces la Proposición A.37 asegura que W = 0 λ2-casi donde sea.
Fijemos ahora W ∈ W arbitrario y α ∈ R. Tenemos, por linealidad de la integral,

‖αW‖� = sup
{∣∣∣ ∫

S×T
αWdλ2

∣∣∣ : S, T ∈ B([0, 1])
}

= sup
{∣∣∣α ∫

S×T
Wdλ2

∣∣∣ : S, T ∈ B([0, 1])
}

= |α| sup
{∣∣∣ ∫

S×T
Wdλ2

∣∣∣ : S, T ∈ B([0, 1])
}

= |α| ‖W‖�,

donde en la penúltima igualdad usamos un hecho básico de cálculo para la constante |α| ≥ 0.
Por último, sean W,U ∈ W y S, T ∈ B([0, 1]) arbitrarios. De la desigualdad del triángulo, usando
implícitamente para la primera igualdad que W1S×T y U1S×T son integrables,∣∣∣ ∫

S×T
(W + U)dλ2

∣∣∣ =
∣∣∣ ∫
S×T

Wdλ2 +
∫
S×T

Udλ2
∣∣∣

≤
∣∣∣ ∫
S×T

Wdλ2
∣∣∣+
∣∣∣ ∫
S×T

Udλ2
∣∣∣

≤ ‖W‖� + ‖U‖�.

Por consiguiente, dado que S, T ∈ B([0, 1]) son arbitrarios, ‖W +U‖� ≤ ‖W‖� + ‖U‖�. De modo
que la norma de corte es, en efecto, una norma. �

Por consiguiente, es posible dar una métrica al espacio de núcleos W.

Definición 2.45. Definimos la métrica de corte en W como

d�(U,W ) = ‖U −W‖�.
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5.2. Distancia de corte para núcleos no etiquetados. Los núcleos definidos en un
conjunto fijo [0, 1] corresponden a gráficas etiquetadas. Así como en gráficas, introducimos una
versión “no etiquetada” de la norma de corte, encontrando la mejor “cubierta” de los conjuntos
subyacentes.

Definición 2.46. Sean (Ω1,F1,P1) y (Ω2,F2,P2) dos espacios de probabilidad, y ϕ : Ω1 → Ω2
una función. Decimos que ϕ : (Ω1,F1,P1)→ (Ω2,F2,P2) preserva la medida si ϕ es (F1,F2)-
medible y además P1(ϕ−1(A)) = P2(A) para todo A ∈ F2.

Ejemplo 2.47. Dado un espacio de probabilidad (Ω,F ,P), la función identidad Id : Ω → Ω,
esto es, dada por Id(ω) = ω, es una función que preserva la medida.

Demostración. Sea A ∈ F . Por definición Id−1(A) es igual a A. Consecuentemente, Id−1(A)
pertenece a F y P(Id−1(A)) = P(A). Por lo tanto, Id : (Ω,F ,P)→ (Ω,F ,P) preserva la medida.

�

El nombre es un poco engañoso porque es ϕ−1 quien preserva la medida en lugar de ϕ. Una
función que preserva la medida no necesariamente es biyectiva.

Definición 2.48. Sean (Ω1,F1,P1) y (Ω2,F2,P2) dos espacios de probabilidad, y ϕ : Ω1 → Ω2
una función. Supongamos que ϕ : (Ω1,F1,P1)→ (Ω2,F2,P2) preserva la medida. Decimos que ϕ
es invertible si ϕ es biyectiva y ϕ−1 : (Ω2,F2,P2)→ (Ω1,F1,P1) preserva la medida.

Es importante ser precisos en los espacios de probabilidad con los que se trabaja cuando
consideramos una función que preserva la medida. No obstante, para el conjunto [0, 1], en este
capítulo siempre consideraremos el espacio de probabilidad ([0, 1],B([0, 1]), λ). Es por ello que se
establece la siguiente notación.

Notación 2.49. Supongamos que tenemos una función ϕ : [0, 1] → [0, 1]. En lugar de la
extensa notación (y en este caso particular poco útil) ϕ : ([0, 1],B([0, 1]), λ) → ([0, 1],B([0, 1]), λ)
preserva la medida, denotamos ϕ : [0, 1] → [0, 1] preserva la medida o simplemente ϕ preserva la
medida.

Aclarada esta notación, definamos el conjunto
S[0,1] := {ϕ : [0, 1]→ [0, 1] | ϕ preserva la medida y es invertible} .

Proposición 2.50. Considere el espacio de medida ([0, 1]2,B([0, 1]2), λ2). Tomemos ϕ ∈ S[0,1]
arbitraria y definamos φ : [0, 1]2 → [0, 1]2 mediante la regla φ(x, y) = (ϕ(x), ϕ(y)). Entonces φ es(
B([0, 1]2),B([0, 1]2)

)
-medible y su medida inducida λ2 ◦ φ−1 (ver Proposición A.44) satisface

λ2 ◦ φ−1 = λ2.

Demostración. Veamos primero que φ es medible. En virtud del Corolario A.15 sabemos
que Π2 = {[a, b] | a, b ∈ R2, 0 ≤ a ≤ b ≤ 1} ∪ {∅} es un π-sistema que cumple B([0, 1]2) = σ(Π2).
De manera que, por la Proposición A.22, bastará mostrar φ−1(A) ∈ B([0, 1]2) para todo A ∈ Π2.
Para ∅ ∈ Π2, φ−1(∅) = ∅ ∈ B([0, 1]2). Ahora, fijemos A0 ∈ Π2 \ {∅} un elemento arbitrario. Por
lo cual, A0 = [a1, b1] × [a2, b2] para a1, a2, b1, b2 ∈ R con a1 ≤ b1 y a2 ≤ b2. Sencillamente de la
definición, la pre-imagen de A0 bajo φ es

φ−1([a1, b1]× [a2, b2]) = {(x, y) ∈ [0, 1]2 | (ϕ(x), ϕ(y)) ∈ [a1, b1]× [a2, b2]}.(35)

No es difícil ver que se cumple la igualdad
(36) {(x, y) ∈ [0, 1]2 | (ϕ(x), ϕ(y)) ∈ [a1, b1]× [a2, b2]} = ϕ−1([a1, b1])× ϕ−1([a2, b2]).
Como [a1, b1] ∈ B([0, 1]) y ϕ es medible, entonces ϕ−1([a1, b1]) ∈ B([0, 1]). De igual manera,
ϕ−1([a2, b2]) ∈ B([0, 1]). Consecuentemente, ϕ−1([a1, b1]) × ϕ−1([a2, b2]) ∈

⊗2
i=1 B([0, 1]). Pues-

to que
⊗2

i=1 B([0, 1]) = B([0, 1]2) (Proposición A.5), entonces ϕ−1([a1, b1]) × ϕ−1([a2, b2]) ∈
B([0, 1]2). De la cadena de igualdades compuesta por (35) y (36),
(37) φ−1([a1, b1]× [a2, b2]) = ϕ−1([a1, b1])× ϕ−1([a2, b2]).
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Por lo tanto, φ−1([a1, b1] × [a2, b2]) ∈ B([0, 1]2). La arbitrariedad de A0 nos permite deducir
que φ−1(A) ∈ B([0, 1]2) para cualquier A ∈ Π2, como queríamos demostrar. Se sigue que φ es(
B([0, 1]2),B([0, 1]2)

)
-medible.

Ahora veamos λ2 ◦ φ−1 = λ2. Para ello usaremos la Proposición A.16. La igualdad de las medidas
es evidente en el caso ∅ ∈ Π2, pues φ1

−1(∅) = ∅, así que λ2 ◦ φ−1(∅) = λ2(∅). En el caso
A ∈ Π2 \ {∅}, podemos considerar A0 como antes, esto es, A0 es de la forma A0 = [a1, b1]× [a2, b2]
y por (37),

λ2(φ−1([a1, b1]× [a2, b2])) = λ2(ϕ−1([a1, b1])× ϕ−1([a2, b2])) = λ(ϕ−1([a1, b1]))× λ(ϕ−1([a2, b2])).

Como ϕ es una función que preserva la medida, λ(ϕ−1([ai, bi]) = λ([ai, bi]) para i = 1, 2. Por ende,

(38) λ2(φ−1([a1, b1]× [a2, b2])) = λ([a1, b1])× λ([a2, b2]) = λ2([a1, b1]× [a2, b2]).

Puesto que A0 fue un elemento arbitrario, esto muestra que para cualquier A ∈ Π2, λ2 ◦ φ−1(A) =
λ2(A). Resta ver que λ2 ◦ φ−1([0, 1]2) = λ2([0, 1]2) <∞. La igualdad λ2 ◦ φ−1([0, 1]2) = λ2([0, 1]2)
se obtiene de (38) en el caso particular a1 = a2 = 0, b1 = b2 = 1. Por otro lado, λ2([0, 1]2) = 1. En
consecuencia, λ2 ◦ φ−1([0, 1]2) = λ2([0, 1]2) = 1 < ∞. Por lo tanto, la Proposición A.16 garantiza
la igualdad λ2 ◦ φ−1 = λ2. �

Notación 2.51. Dado un núcleo W : [0, 1]2 → R y una función ϕ ∈ S[0,1] definimos Wϕ :
[0, 1]2 → R como Wϕ(x, y) := W (ϕ(x), ϕ(y)).

Observación 2.52. Para cada W ∈ W y ϕ ∈ S[0,1], la función Wϕ pertenece a W.

Demostración. Fijemos un núcleo W ∈ W y una función ϕ ∈ S[0,1]. Defina φ : [0, 1]2 →
[0, 1]2 mediante la regla φ(x, y) = (ϕ(x), ϕ(y)). Por la Proposición 2.50 φ es (B([0, 1]2),B([0, 1]2))-
medible. Notemos la igualdad

Wϕ = W ◦ φ.
Dado que composición de funciones medibles es medible (Proposición A.24) tenemos que Wϕ es
(B([0, 1]2),B(R))-medible.
Para cada x, y ∈ [0, 1], como W es simétrica,

Wϕ(x, y) = W (ϕ(x), ϕ(y)) = W (ϕ(y), ϕ(x)) = Wϕ(y, x).

Por ende, Wϕ es simétrica.
Finalmente, Wϕ está acotada porque W es una función acotada. Por lo tanto, Wϕ es un núcleo,
como queríamos demostrar. �

Definición 2.53. Definimos la distancia de corte para U,W ∈ W como

δ�(U,W ) := ı́nf
ϕ∈S[0,1]

d�(U,Wϕ).

Fijemos dos núcleos U,W ∈ W. Dado que, para cada ϕ ∈ S[0,1], sabemos que Wϕ es un núcleo,
ciertamente es válido considerar d�(U,Wϕ). Como d�(U,Wϕ) está acotada inferiormente por cero
y la función identidad pertenece a S[0,1], entonces podemos considerar el ínfimo sobre d�(U,Wϕ).
Esto es, la distancia de corte tiene sentido. Ahora bien, el ínfimo de d�(U,Wϕ) con respecto a
cada elemento ϕ ∈ S[0,1] debería coincidir al considerar el ínfimo d�(Uϕ,W ) con ϕ ∈ S[0,1]. Esta
igualdad correspondería al análogo en gráficas; es decir, dadas dos gráficas con el mismo número de
vértices, la distancia entre ellas es el resultado de minimizar las distancias de entre todos los posibles
etiquetamientos. En núcleos, Uϕ corresponde a un etiquetamiento de U para cada ϕ ∈ S[0,1], de
igual manera con Wϕ. Buscamos que la distancia de corte no dependa sobre qué grafón estamos
“etiquetando”. Es decir, queremos probar

(39) ı́nf
ϕ∈S[0,1]

d�(Uϕ,W ) = ı́nf
ϕ∈S[0,1]

d�(U,Wϕ).

Trabajar con funciones que preservan la medida hace que la igualdad buscada sea posible. Antes de
mostrar la igualdad (39) serán necesarios algunos resultados técnicos. Primero, veamos la siguiente
proposición.
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Proposición 2.54. Sea W ∈ W y ϕ ∈ S[0,1]. Entonces

(Wϕ)ϕ
−1

= W = (Wϕ−1
)ϕ.

Demostración. El resultado se sigue de una sencilla cadena de igualdades. Para (x, y) ∈
[0, 1]2,

(Wϕ)ϕ
−1

(x, y) = Wϕ(ϕ−1(x), ϕ−1(y)) = W (ϕ(ϕ−1(x)), ϕ(ϕ−1(y))) = W (x, y).

Por lo tanto, (Wϕ)ϕ−1 = W . Análogamente, (Wϕ−1)ϕ = W . �

Como consecuencia de la Proposición 2.50 y el teorema de cambio de variable (Teorema A.45)
tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.55. Sean W : [0, 1]2 → R un núcleo y ϕ ∈ S[0,1]. Entonces para cualesquiera
S, T ∈ B([0, 1]) se cumple ∫

S×T
Wϕdλ2 =

∫
ϕ(S)×ϕ(T )

Wdλ2.

Para mostrar el corolario será útil la siguiente observación.

Observación 2.56. Sean W un núcleo y ϕ ∈ S[0,1]. Para cada S, T ∈ B([0, 1]) se cumple

Wϕ ·
(
1
ϕ−1

S×T

)ϕ
=
(
W · 1ϕ

−1

S×T

)ϕ
.

Procedamos con la demostración del Corolario 2.55 y posteriormente con la demostración de
la Observación 2.56.

Demostración del Corolario 2.55. SeanW un núcleo y ϕ ∈ S[0,1]. Fijemos S, T ∈ B([0, 1]).
Entonces S × T ∈ B([0, 1]2) (Proposición A.5). También ya vimos que Wϕ es un núcleo, en par-
ticular, una función medible, por lo que es válido considerar la integral de Wϕ en S × T . Además
por la Proposición 2.54 y la Observación 2.56 tenemos, respectivamente,∫

S×T
Wϕdλ2 =

∫
Wϕ ·

(
1
ϕ−1

S×T

)ϕ
dλ2 =

∫ (
W · 1ϕ

−1

S×T

)ϕ
dλ2.

Al definir φ : [0, 1]2 → [0, 1]2 mediante la regla φ(x, y) = (ϕ(x), ϕ(y)) sabemos λ2 ◦ φ−1 = λ2

(Proposición 2.50). Por consiguiente, en virtud del teorema de cambio de variable (Teorema A.45),∫
S×T

Wϕdλ2 =
∫ (

W · 1ϕ
−1

S×T

)ϕ
dλ2 =

∫
W · 1ϕ

−1

S×T dλ
2.

Es evidente que (ϕ−1(x), ϕ−1(y)) ∈ S × T implica (x, y) ∈ ϕ(S)× ϕ(T ). Recíprocamente, como ϕ
es biyectiva, (x, y) ∈ ϕ(S)× ϕ(T ) implica (ϕ−1(x), ϕ−1(y)) ∈ S × T . Por ende,

1
ϕ−1

S×T = 1ϕ(S)×ϕ(T ).

Consecuentemente, de nuestra última integral,∫
S×T

Wϕdλ2 =
∫
W · 1ϕ

−1

S×T dλ
2 =

∫
ϕ(S)×ϕ(T )

Wdλ2.

�

Demostración de la Observación 2.56. Fijemos un núcleo W ∈ W, una función ϕ ∈
S[0,1] y dos elementos S, T ∈ B([0, 1]). Entonces S × T ∈ B([0, 1]2). Para cada (x, y) ∈ [0, 1]2 se
cumple(

Wϕ ·
(
1
ϕ−1

S×T

)ϕ)
(x, y) = Wϕ(x, y) ·

(
1
ϕ−1

S×T

)ϕ
(x, y) = W (ϕ(x), ϕ(y)) · 1ϕ

−1

S×T (ϕ(x), ϕ(y)).
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A su vez,(
W · 1ϕ

−1

S×T

)ϕ
(x, y) =

(
W · 1ϕ

−1

S×T

)
(ϕ(x), ϕ(y)) = W (ϕ(x), ϕ(y)) · 1ϕ

−1

S×T (ϕ(x), ϕ(y)).

�

Estamos preparados para demostrar la igualdad (39).

Proposición 2.57. Para todo U,W ∈ W se satisface
δ�(U,W ) := ı́nf

ϕ∈S[0,1]
d�(U,Wϕ) = ı́nf

ϕ∈S[0,1]
d�(Uϕ,W ).

Demostración. Sean U,W ∈ W y ϕ ∈ S[0,1]. Fijemos S, T ∈ B([0, 1]) arbitrarios. Recorde-
mos U = (Uϕ)ϕ−1 y, puesto que ϕ−1 también pertenece a S[0,1] y Uϕ es un núcleo, por el Corolario
2.55 se cumple ∫

S×T
Udλ2 =

∫
S×T

(Uϕ)ϕ
−1
dλ2 =

∫
ϕ−1(S)×ϕ−1(T )

Uϕdλ2.

De la misma manera, ∫
S×T

Wϕ−1
dλ2 =

∫
ϕ−1(S)×ϕ−1(T )

Wdλ2.

Entonces, dado que todo núcleo es integrable (Proposición 2.25), podemos aplicar la propiedad de
linealidad de la integral (Proposición A.36) para obtener la igualdad∫

S×T
U −Wϕ−1

dλ2 =
∫
ϕ−1(S)×ϕ−1(T )

Uϕ −Wdλ2.

Observemos que ϕ−1(S), ϕ−1(T ) ∈ B([0, 1]) porque ϕ es medible. En consecuencia,∣∣∣ ∫
S×T

U −Wϕ−1
dλ2
∣∣∣ ≤ sup

{∣∣∣ ∫
S×T

Uϕ −Wdλ2
∣∣∣ : S, T ∈ B([0, 1])

}
= d�(Uϕ,W ).

Notemos que d�(U,W ) es constante. Por ende, tomando supremo sobre cada S, T ∈ B([0, 1]) en
ambos lados de la desigualdad anterior,

(40) d�(U,Wϕ−1
) ≤ d�(Uϕ,W ).

Esto implica
δ�(U,W ) = ı́nf

ϕ−1∈S[0,1]
d�(U,Wϕ−1

) ≤ d�(Uϕ,W ).

En consecuencia, al tomar el ínfimo en ambos lados de la desigualdad anterior sobre cada ϕ ∈ S[0,1]
y como δ�(U,W ) es constante, llegamos a
(41) δ�(U,W ) ≤ ı́nf

ϕ∈S[0,1]
d�(Uϕ,W ).

Consideremos ahora los núcleos Uϕ−1
,Wϕ. De igual manera a como mostramos (40) tenemos

d�(Uϕ
−1
, (Wϕ)ϕ

−1
) ≤ d�((Uϕ

−1
)ϕ,Wϕ).

Es decir, d�(Uϕ−1
,W ) ≤ d�(U,Wϕ), en uso de la Proposición 2.54. Por consiguiente,

ı́nf
ϕ∈S[0,1]

d�(Uϕ,W ) = ı́nf
ϕ−1∈S[0,1]

d�(Uϕ
−1
,W ) ≤ d�(U,Wϕ).

De manera que encontramos una cota inferior para d�(U,Wϕ). Debido a la arbitrariedad de ϕ se
sigue que
(42) ı́nf

ϕ∈S[0,1]
d�(Uϕ,W ) ≤ δ�(U,W ).

Total, las desigualdades (41) y (42) muestran
ı́nf

ϕ∈S[0,1]
d�(Uϕ,W ) = ı́nf

ϕ∈S[0,1]
d�(U,Wϕ).

Esto concluye con la demostración. �
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Desafortunadamente, la distancia de corte en el espacio de núcleos solamente es una pseudo-
métrica.

Proposición 2.58. La distancia de corte δ� es una pseudométrica.

Demostración. Sean U, V,W ∈ W fijos.

(a) Ya vimos que siempre se cumple 0 ≤ δ�(U,U). Por otro lado, Id : [0, 1]→ [0, 1], dada por
Id(x) = (x), preserva la medida (Ejemplo 2.47) y es invertible. Esto implica Id ∈ S[0,1].
De manera que

δ�(U,U) ≤ d�(U,U Id) = 0.
Por lo tanto, δ�(U,U) = 0.

(b) (Simetría) Notemos que d�(Uϕ,W ) es igual a d�(W,Uϕ) para cada ϕ ∈ S[0,1] porque d�
es una métrica. Entonces la propiedad de simetría es inmediata de la Proposición 2.57
mediante la siguiente cadena de igualdades:

δ�(U,W ) = ı́nf
ϕ∈S[0,1]

d�(Uϕ,W ) = ı́nf
ϕ∈S[0,1]

d�(W,Uϕ) = δ�(W,U).

(c) (Desigualdad del triángulo) Para ϕ ∈ S[0,1], como d� es una métrica, d� satisface la
desigualdad del triángulo:

d�(U,Wϕ) ≤ d�(U, V ϕ) + d�(V, V ϕ) + d�(V,Wϕ).
Entonces

δ�(U,W ) ≤ ı́nf
ϕ∈S[0,1]

(d�(U, V ϕ) + d�(V, V ϕ) + d�(V,Wϕ)) .

Los conjuntos {d�(U, V ϕ) | ϕ ∈ S[0,1]}, {d�(V, V ϕ) | ϕ ∈ S[0,1]} y {d�(V,Wϕ) | ϕ ∈
S[0,1]} son no vacíos (Id pertenece a S[0,1]) y están acotados inferiormente por cero. Por
consiguiente,

δ�(U,W ) ≤ ı́nf
ϕ∈S[0,1]

d�(U, V ϕ) + ı́nf
ϕ∈S[0,1]

d�(V, V ϕ) + ı́nf
ϕ∈S[0,1]

d�(V,Wϕ).

Así, como δ�(V, V ) = 0 por la parte (a) de la presente demostración, se cumple
δ�(U,W ) ≤ δ�(U, V ) + δ�(V,W ).

�

Definición 2.59. Sean U,W ∈ W. Definimos la relación ∼ como: U ∼ W si y sólo si
δ�(U,W ) = 0.

Observación 2.60. ∼ es una relación de equivalencia.

Demostración. Sean U, V,W ∈ W.

Ya sabemos δ�(W,W ) = 0, por lo que W ∼W .
Supongamos U ∼W . Entonces δ�(U,W ) = 0. Ya que δ� es simétrica, se cumple δ�(W,U) =
0. Consecuentemente W ∼ U .
Supongamos ahora U ∼ V y V ∼ W . En consecuencia, por la desigualdad del triángulo,
δ�(U,W ) ≤ δ�(U, V ) + δ�(V,W ) = 0. Por lo tanto, δ�(U,W ) = 0, esto es, U ∼W .

En conclusión, ∼ es una relación de equivalencia. �

Por lo tanto, para cada núcleo W ∈ W, podemos considerar la clase de equivalencia de W
módulo ∼, es decir,

[W ]∼ = {U ∈ W | U ∼W}.

Definición 2.61. Definimos W̃ = {[W ]∼ |W ∈ W}.



6. El lema de regularidad como un teorema de compacidad en el espacio de grafones 49

Notación 2.62. Como es usual en estos casos, haremos un abuso notacional, pues denotare-
mos a un elemento [W ]∼ ∈ W̃ simplemente por el núcleo representante W . Esto es, decimos que
dos elementos U,W ∈ W̃ pertenecen aW, y son iguales si y solamente si se satisface δ�(U,W ) = 0.

Las complicaciones derivadas de usar la norma de corte en el espacio de núcleos y después
minimizar sobre funciones que preservan la medida se justifican por el hecho importante de que la
métrica δ� en W̃ define un espacio métrico compacto en el espacio W̃ [Lov12, p. 132].

6. El lema de regularidad como un teorema de compacidad en el espacio de grafones

Nuestra aproximación a un núcleo será con el llamado “operador paso”.

Definición 2.63 (El operador paso). Supongamos que p es un entero positivo. Sea W ∈ W y
sea P = {S1, . . . , Sp} una partición de [0, 1] de cardinalidad p y con la propiedad P ⊆ B([0, 1]).
Definimos la función WP : [0, 1]2 → R como

WP(x, y) = 1
λ(Si)λ(Sj)

∫
Si×Sj

W (x, y)dxdy,

para x ∈ Si, y ∈ Sj y λ(Si), λ(Sj) > 0. con i, j ∈ [p]. En el caso λ(Si) = 0 o λ(Sj) = 0, para
i, j ∈ [p], x ∈ Si, y ∈ Sj, definimos WP(x, y) = 0.

Notación 2.64. Dado un núcleo W ∈ W y una partición P del intervalo [0, 1], el operador
paso de W , WP , es llamado un escalonamiento de W . En términos probabilísticos, al considerar
el espacio de probabilidad ([0, 1]2,B([0, 1]2), λ2) y la partición P2 de [0, 1]2, WP es precisamente
E
(
W |P2) (Ejemplo B.6).

6.1. Lema débil de regularidad. En esta sección enunciamos el lema débil de regularidad
en la versión del área de análisis, después usaremos dicho lema dentro de la demostración del
teorema de compacidad en el espacio de grafones.

Un hecho ampliamente conocido es que cada núcleoW ∈ W puede ser aproximado, en la norma
L1, por funciones simples. La siguiente proposición asegura este hecho [Lov12, p. 145].

Proposición 2.65. Sea (Pn) una sucesión de particiones de [0, 1] con la propiedad de que,
para cada n ∈ N, Pn ⊆ B([0, 1]) y tales que cada par de puntos es separado por todos salvo un
número finito de particiones Pn. Entonces, para cada W ∈ W, WPn

→W casi donde sea.

El lema débil de regularidad para núcleos, probado por Frieze y Kannan en 1999 [FK99, p.
217], es un enunciado acerca de aproximación a una función medible mediante funciones simples
en la norma de corte.

Lema 2.66 (Lema débil de regularidad para núcleos). Para cada núcleo W ∈ W y cada entero
positivo k existe una función escalonada U ∈ W con k pasos (Notación 2.28) tal que

‖W − U‖� ≤
2√

log k
‖W‖2.

Entonces cada núcleo puede ser aproximado por funciones simples. La Proposición 2.65 asegura
algo similar sobre aproximación en la norma L1. Dado que, para W ∈ W, se cumple la desigualdad
‖W‖� ≤ ‖W‖1, aproximar en L1 parece un resultado más fuerte. Sin embargo, el error en la
aproximación en la norma L1 depende no sólo del número de pasos de una función escalonada
(Notación 2.28), sino de W . El hecho crucial sobre el Lema 2.66 es que el error tiende a cero
conforme k tiende a infinito, uniformemente en W [Lov12, p. 145].
Una función escalonada aproximándose a un grafón W ∈ W en el Lema 2.66 usualmente no es un
escalonamiento de W (Notación 2.64). No obstante, tenemos el siguiente lema:
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Lema 2.67. Sea W ∈ W0, sea U ∈ W una función escalonada, y sea P una partición de [0, 1],
donde los elementos de P son los pasos de U (Notación 2.28). Entonces

‖W −WP‖� ≤ 2‖W − U‖�.

Los lemas 2.66 y 2.67 implican el siguiente corolario.

Corolario 2.68. Para cada grafón W ∈ W0 y cada entero positivo k existe una partición P
de [0, 1] en a lo más k conjuntos con medida positiva tales que

‖W −WP‖� ≤
2√

log k
.

Definición 2.69. Sean ε > 0 y W ∈ W. Una partición P de [0, 1] que cumple
‖W −WP‖� ≤ ε

es llamada una partición débil regular de W con error ε.

Usaremos la siguiente versión del lema débil de regularidad (C. Borgs, J.T. Chayes y Y. Zhao).

Teorema 2.70 (Lema débil de regularidad). Para cualquier ε > 0 y cualquier grafón W :
[0, 1]2 → R existe una partición P de [0, 1] que satisface P ⊆ B([0, 1]), cumple |P| ≤ 41/ε2 y

‖W −WP‖� ≤ ε.

Lema 2.71 (Incremento de energía en L2). Sea W ∈ W0 un grafón y P una partición del
intervalo [0, 1], tal que ‖W −WP‖� > ε. Existe un refinamiento Q de P con la propiedad

‖WQ‖22 > ‖WP‖22 + ε2.

Teorema 2.72. Sean ε > 0, W ∈ W0 un grafón y P0 una partición de [0, 1]. Existe un
refinamiento Q de P0 tal que |Q| ≤ 41/ε2 |P0| que cumple

‖W −WQ‖� ≤ ε.

Definamos W̃0 como el espacio de grafones módulo la relación de equivalencia W ∼ U si
δ�(W,U) = 0. Esto es,

W̃0 = {[W ]∼ |W ∈ W0}.
Notemos que (W̃0, δ�) es un espacio métrico. El lema débil de regularidad, en su versión analista,
es una herramienta fundamental en la demostración del siguiente teorema de compacidad, el cual
puede pensarse como la versión más fuerte de regularidad [Lov12, p. 149].

Teorema 2.73. El espacio métrico (W̃0, δ�) es compacto.

La prueba del teorema de compacidad en el espacio de grafones (Teorema 2.73) expuesta en
el presente trabajo es una prueba no muy formal, puesto que analizar sus argumentos con lujo
de detalle requeriría de otra tesis. Fueron consultadas las notas de Zhao [Zha, p. 104] para la
demostración.

Demostración del Teorema 2.73. Dado que estamos trabajando en un espacio métrico,
basta probar que toda sucesión de grafones (Wn) tiene una subsucesión convergente a algún grafón.
Fijemos entonces una sucesión de grafones (Wn). Para cada n ∈ N aplicamos el lema débil de
regularidad (Teorema 2.72) repetidamente para obtener una sucesión de particiones
(43) Pn,1,Pn,2,Pn,3, . . .

tal que, para cualesquiera n, k ∈ N,

(a) Pn,k+1 refina Pn,k;
(b) |Pn,k| = mk, donde mk depende solamente de k; y
(c) ‖Wn −Wn,k‖� ≤ 1/k, donde Wn,k = (Wn)Pn,k

.
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El lema débil de regularidad solamente garantiza que |Pn,k| ≤ mk, pero si permitimos conjuntos
de medida cero como elementos de la partición Pn,k, podemos alcanzar la igualdad.

Inicialmente, cada elemento de una partición Pn,k puede ser un conjunto medibe arbitrario.
Sin embargo, para cada n, podemos aplicar una función invertible que preserva la medida a Wn,1 y
a Pn,1 de tal forma que Pn,1 es una partición de [0, 1] en intervalos. Para cada k ≥ 2, asumiendo
que Pn,k−1 es una partición de [0, 1] en intervalos, podemos aplicar una función invertible que
preserva la medida a Wn,k y Pn,k de tal forma que Pn,k es una partición de [0, 1] en intervalos, y
refina a Pn,k−1. Por inducción, tenemos entonces que Pn,k consiste de intervalos para toda n, k.
Las propiedades (a), (b) aún se cumplen. En tanto que la propiedad (c) puede dejar de satisfacerse,
y tampoco puede ser cierto que Wn,k = (Wn)Pn,k

, aún sabemos que δ�(Wn,Wn,k) ≤ 1/k para
toda n, k. Esto será suficiente para nuestro fin.

Ahora, la parte crucial de la prueba es un argumento de diagonalización en numerables pasos.
Comenzamos con la sucesiónW1,W2, . . . y pasaremos a una subsucesión repetidamente. En el paso
k seleccionamos una subsucesión Wn1 ,Wn2 , . . . tal que:

1. los extremos de los intervalos de Pni,k convergen individualmente cuando i→∞.
2. Wni,k converge puntualmente casi donde sea a un grafón Uk cuando i→∞.

Existe una subsucesión que satisface (1) dado que, para cada n, k ∈ N, la partición Pn,k tiene
exactamente mk elementos, y cada elemento tiene una longitud dentro del intervalo [0, 1]. Así,
consideremos una subsucesión (Wai)∞i=1 que satisface (1). Cada Wai,k puede ser naturalmente
identificada con una función fai,k : [mk]2 → [0, 1]. El espacio de tales funciones está acotado, así
que hay una subsucesión (fni)∞i=1 de (fai)∞i=1 que converge a alguna f : [mk]2 → [0, 1]. Ahora f
corresponde a un grafón Uk el cual es el límite de la sucesión (Wni)∞i=1. Por ende, (2) también se
satisface.
Para concluir el paso k, la subsucesión es re-etiquetada como W1,W2, . . . e ignoramos los términos
descartados. La particiones correspondientes también son re-etiquetadas. Sin perder generalidad
en el paso k pasamos a una subsucesión que contiene a W1, . . . ,Wk. Entonces, el resultado final
de los pasos k = 1, 2, . . . es una sucesión infinita con la propiedad de que (Wn,k)∞n=1 converge
puntualmente casi donde sea a Uk para toda k.
Similarmente, (Pn,k)∞n=1 converge a un intervalo partición Pk para toda k.

De la propiedad (a), cada partición Pn,k+1 refina a Pn,k, lo cual implica

Wn,k = (Wn,k+1)Pn,k
.

Tomando n→∞, se sigue que Uk = (Uk+1)Pk
. Ahora, cada Uk puede pensarse como una variable

aleatoria en el espacio de probabilidad ([0, 1]2,B([0, 1]2), λ2). Desde este punto de vista, las igual-
dades Uk = (Uk+1)Pn,k

implican que la sucesión U1, U2, . . . es una martingala.
El rango de cada Uk está contenido en el intervalo [0, 1], así que la martingala es acotada. Por
el teorema de convergencia de martingalas (Teorema B.14) existe un grafón U tal que Uk → U
puntualmente casi donde sea cuando k →∞.
Recordemos que nuestro objetivo era encontrar una subsucesión de W1,W2, . . . convergente a
un grafón bajo δ�. Hemos llegado a una subsucesión por el argumento de diagonalización de
arriba, y afirmamos que tal subsucesión converge a U bajo δ�. Es decir, queremos mostrar que
δ�(Wn, U) → 0 cuando n → ∞. Esto se sigue por un “argumento estándar de 3-epsilons”. Sea
ε > 0. Entonces existe k > 3/ε con la propiedad ‖U − Uk‖1 < ε/3, por convergencia puntual y
el teorema de convergencia dominada. Dado que Wn,k → Uk puntualmente casi donde sea (y por
otra aplicación del teorema de convergencia dominada), existe n0 ∈ N tal que ‖Uk −Wn,k‖1 < ε/3
para toda n > n0. Finalmente, dado que k > 3/ε, sabemos que δ�(Wn,Wn,k) < ε/3 para toda n.
Concluimos que

δ�(U,Wn) ≤ δ�(U,Uk) + δ�(Uk,Wn,k) + δ�(Wn,k,Wn)
≤ ‖U − Uk‖1 + ‖Uk −Wn,k‖1 + δ�(Wn,k,Wn)
≤ ε.
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En la segunda desigualdad usamos
δ�(W1,W2) ≤ ‖W1 −W2‖� ≤ ‖W1 −W2‖1,

para grafones W1,W2. �



Capítulo 3

Aplicaciones del lema fuerte de regularidad

Aquí se exponen las primeras consecuencias del resultado principal (Teorema 1.40) de esta
tesis. Primero se introduce la noción de eventos uniformes y su relación con la S -norma uniforme
(Definición 1.3), introducida en el Capítulo 1. La segunda sección está dedicada a la aplicación más
importante de este capítulo, enunciada en la Proposición 3.7, y obtenida como consecuencia del
lema fuerte de regularidad (versión probabilista) en virtud del Lema 3.6. La Proposición 3.7 brinda
una partición finita del espacio muestral consistente de una subcolección de eventos uniformes.1
En la última sección se enuncia el lema fuerte de regularidad, en su versión analista, para grafones,
como una consecuencia del resultado principal en el Capítulo 1 (Teorema 1.40) a través del Corolario
1.42.2

1. Eventos uniformes

Definición 3.1. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, k un entero positivo y S un
k-semianillo en Ω con S ⊆ F . Supongamos X ∈ L1(Ω,F ,P), 0 < η ≤ 1 y S ∈ S . Decimos que
el evento S es (X,S , η)-uniforme si, para cada T ⊆ S con T ∈ S , tenemos∣∣∣ ∫

T

(X − E(X|S))dP
∣∣∣ ≤ η · P(S).

Más aún, para cada C ⊆ S definimos Unf(C , X, η) = {C ∈ C | C es (X,S , η)-uniforme}.

En los ejemplos 3.2 y 3.3 suponemos que (Ω,F ,P) es un espacio de probabilidad, k un entero
positivo y S un k-semianillo en Ω con S ⊆ F . A su vez, suponemos X ∈ L1(Ω,F ,P), 0 < η ≤ 1
y S ∈ S .

Ejemplo 3.2. Si S es un evento con probabilidad cero, entonces S es (X,S , η)-uniforme.

Demostración. Supongamos un evento S ∈ S tal que P(S) = 0. Sea T ∈ S con la propiedad
T ⊆ S. Como P(S) = 0, entonces, por monotonía, la probabilidad del evento T también es cero.
Consecuentemente, ∫

T

(X − E(X|S))dP = 0.

De manera que si S ∈ S tiene probabilidad cero, entonces el evento S es (X,S , η)-uniforme para
cada 0 < η ≤ 1. �

Ejemplo 3.3. Si X es constante en S, entonces S es (X,S , η)-uniforme.

Demostración. Supongamos que X es igual a una constante c ∈ R en el evento S. Entonces
la esperanza condicional de X dado S, E(X|S), es igual a c (Proposición B.2), por lo que, para
T ⊆ S, ∫

T

(X − E(X|S))dP =
∫
T

(c− c)dP = 0.

Así, si X es constante en S, el evento S es (X,S , η)-uniforme para toda 0 < η ≤ 1. �

1Véase [DKK16, p. 16] para una aplicación de la Proposición 3.7 a hipercubos.
2Véase [DKK16, p. 17] para una demostración del lema fuerte de regularidad para grafones en el espacio Lp.
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El siguiente lema muestra que el concepto de (X,S , η)-uniformidad está relacionado con la
definición de la S -norma uniforme (Definición 1.3).

Lema 3.4. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, k un entero positivo y S un k-semianillo
en Ω con S ⊆ F . Supongamos X ∈ L1(Ω,F ,P), 0 < η ≤ 1 y un evento S ∈ S con la propiedad
P(S) > 0. Entonces, S es (X,S , η)-uniforme si y sólo si la variable aleatoria X − E(X|S) ∈
L1(Ω,F ,P( · | S)) satisface que su S -norma uniforme es menor o igual a η.

Demostración. Supongamos que el evento S es (X,S , η)-uniforme. Para facilitar la nota-
ción, denotemos a la medida de probabilidad condicional de P relativa a S como ν = P( · | S).
Entonces, de la desigualdad del triángulo,∫

|X − E(X|S)|dν ≤
∫
|X|dν +

∫
|E(X|S)|dν

=
∫
|X|dν + |E(X|S)|

≤
∫
|X|dP + |E(X|S)|.

La última desigualdad se debe al Ejemplo A.42, pues |X| es de vuelta una variable aleatoria positiva
(pertenece a L+(Ω,F )) por la Proposición A.24. Luego, puesto que X ∈ L1(Ω,F ,P), entonces∫
|X|dP y |E(X|S)| son números reales. Consecuentemente,

∫
|X − E(X|S)|dν < ∞. Además, si

consideramos a E(X|S) como una función constante, entonces, en virtud de las Proposiciones A.25
y A.26, X −E(X|S) es medible. Por ende, se cumple X −E(X|S) ∈ L1(Ω,F , ν). Ahora, tomemos
T ∈ S arbitrario. Al ser S un k-semianillo, se satisface S ∩ T ∈ S ; además, notemos que S ∩ T
es subconjunto de S. Por consiguiente, debido a que S es (X,S , η)-uniforme,∣∣∣ ∫

S∩T
(X − E(X|S))dP

∣∣∣ ≤ η · P(S).

Equivalentemente, ∣∣∣ 1
P(S)

∫
S∩T

(X − E(X|S))dP
∣∣∣ ≤ η.

Del Ejemplo A.39, ∣∣∣ ∫
T

(X − E(X|S))dν
∣∣∣ =

∣∣∣ 1
P(S)

∫
S∩T

(X − E(X|S))dP
∣∣∣ ≤ η.

La arbitrariedad de T nos permite deducir

‖X − E(X|S)‖S := sup
{∣∣∣ ∫

T

(X − E(X|S))dν
∣∣∣ : T ∈ S

}
≤ η.

Recíprocamente, supongamos que la variable aleatoria X − E(X|S) ∈ L1(Ω,F , ν) satisface que
su S -norma uniforme es menor o igual a η. Sea R cualquier subconjunto, fijo, de S con R ∈ S .
Entonces, por hipótesis, ∣∣∣ ∫

R

(X − E(X|S))dν
∣∣∣ ≤ ‖X − E(X|S)‖S ≤ η.

Nuevamente, haciendo uso del Ejemplo A.39,

(44)
∣∣∣ 1
P(S)

∫
S∩R

(X − E(X|S))dP
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫
R

(X − E(X|S))dν
∣∣∣ ≤ η.

Por el hecho de que R es subconjunto de S, S ∩R = R. Por lo tanto, de (44),∣∣∣ ∫
R

(X − E(X|S))dP
∣∣∣ ≤ η · P(S),

mostrando así que S es (X,S , η)-uniforme. �
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Corolario 3.5. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, k un entero positivo y S un
k-semianillo en Ω con S ⊆ F . Supongamos X ∈ L1(Ω,F ,P) y 0 < η ≤ 1. El espacio muestral,
Ω, es (X,S , η)-uniforme si y sólo si la variable aleatoria X −E(X) ∈ L1(Ω,F ,P) satisface ‖X −
E(X)‖S ≤ η.

Demostración. Debido a que Ω es el espacio muestral, sabemos P(Ω) = 1. Así, por definición
de probabilidad condicional (Ejemplo A.39), es fácil ver que la medida de probabilidad P( · | Ω)
coincide con la medida P, es decir, tenemos la igualdad P( · | Ω) = P. Por esta razón, los espacios
L1(Ω,F ,P( · | Ω)) y L1(Ω,F ,P) son iguales. También, de la definición de esperanza condicional
dado un evento (Definición B.1), tenemos E(X|Ω) = E(X). Por lo tanto, del Lema 3.4, Ω es
(X,S , η)-uniforme si y sólo si ‖X − E(X)‖S ≤ η. �

2. Regularidad en Probabilidad

Lema 3.6. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, k un entero positivo y S un k-semianillo
en Ω con S ⊆ F . También, sean P una partición finita de Ω con P ⊆ F , X ∈ L1(Ω,F ,P) y
0 < η ≤ 1. Supongamos que X admite una descomposición X = Xest + Xerr + Xunf en variables
aleatorias integrables con la propiedad de que Xest es constante en cada S ∈P y las funciones Xerr
y Xunf obedecen las estimaciones ‖Xerr‖1 ≤ η2/8 y ‖Xunf‖S ≤ (η2/8)|P|−1. Entonces tenemos∑

S∈P\Unf(P,X,η)

P(S) ≤ η.

Demostración. Supongamos S ∈ P \ Unf(P, X, η). Por definición, podemos seleccionar
T ⊆ S con T ∈ S tal que

(45) η · P(S) <
∣∣∣∣∫
T

(X − E(X|S))dP
∣∣∣∣ .

La función Xest es constante en S y por lo tanto, del Ejemplo 3.3,∣∣∣∣∫
T

(Xest − E(Xest|S))dP
∣∣∣∣ = 0.

Por consiguiente, de (45) y la desigualdad del triángulo,

η · P(S) <
∣∣∣∣∫
T

(Xest +Xerr +Xunf − E(Xest|S)− E(Xerr|S)− E(Xunf|S)dP
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫
T

(Xerr − E(Xerr|S))dP
∣∣∣∣+
∣∣∣∣∫
T

(Xunf − E(Xunf|S))dP
∣∣∣∣ .(46)

Por un lado, usando la desigualdad de Jensen y la desigualdad del triángulo,

(47)
∣∣∣∣∫
T

(Xerr − E(Xerr|S))dP
∣∣∣∣ ≤ ∫

T

|Xerr| dP +
∫
T

|E(Xerr|S)| dP.

Continuando con la desigualdad (47), la Proposición A.33 asegura que∫
T

|Xerr| dP +
∫
T

|E(Xerr|S)| dP ≤
∫
S

|Xerr| dP +
∫
S

|E(Xerr|S)| dP

= E(|Xerr| |S)P(S) + |E(Xerr|S)|P(S).
(48)

Y recordemos, de la Proposición B.3, |E(Xerr|S)| ≤ E(|Xerr| |S). En consecuencia, por las desigual-
dades (47) y (48),

(49)
∣∣∣∣∫
T

(Xerr − E(Xerr|S))dP
∣∣∣∣ ≤ 2E(|Xerr| |S)P(S).
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Por otro lado, de la bien conocida desigualdad del triángulo y por definición de la S -norma
uniforme, ∣∣∣∣∫

T

(Xunf − E(Xunf|S))dP
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫

T

XunfdP
∣∣∣∣+
∣∣∣∣∫
T

E(Xunf|S)dP
∣∣∣∣

≤ ‖Xunf‖S + P(T ) |E(Xunf|S)| .
(50)

La propiedad de monotonía de la medida nos dice que P(T ) ≤ P(S), por lo cual P(T )/P(S) ≤ 1.
La afirmación anterior es consistente, pues ya vimos que si S tiene probabilidad cero, entonces S
pertenece a Unf(P, X, η) (Ejemplo 3.2), por lo que podemos deducir que P(S) > 0. Así, tenemos
lo siguiente:

(51) P(T ) |E(Xunf|S)| = P(T )
P(S)

∣∣∣∣∫
S

XunfdP
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫

S

XunfdP
∣∣∣∣ ≤ ‖Xunf‖S .

Atando cabos, de las desigualdades (50) y (51),

(52)
∣∣∣∣∫
T

(Xunf − E(Xunf|S))dP
∣∣∣∣ ≤ 2‖Xunf‖S .

De lo que hasta ahora hemos desarrollado, la desigualdad que hay que tener en cuenta es aquella
que es el resultado de las desigualdades (46), (49) y (52), es decir,
(53) η · P(S) < 2E(|Xerr| |S)P(S) + 2‖Xunf‖S .

La arbitrariedad de S nos permite afirmar que lo anterior se satisface para todo elemento de
P \Unf(P, X, η).
Definamos los conjuntos

A = {S ∈P | E(|Xerr| |S) ≥ η/4} y B = {S ∈P | P(S) ≤ 4η−1‖Xunf‖S }.

Afirmamos que P \Unf(P, X, η) ⊆ A ∪B. En efecto, argumentando por contradicción, suponga
que existe un elemento en la intersección (P \Unf(P, X, η))∩(P \(A ∪B)), a quien, para facilitar
la notación, denotaremos nuevamente por S. En consecuencia, S cumple (53). También

E(|Xerr| |S) < η

4 y P(S) > 4‖Xunf‖S
η

.

Equivalentemente,

2E(|Xerr| |S)P(S) < ηP(S)
2 y ηP(S)

2 > 2‖Xunf‖S .

Sustituyendo este último hecho en (53),

ηP(S) < ηP(S)
2 + ηP(S)

2 ,

una contradicción. Esto muestra que P \ Unf(P, X, η) ⊆ A ∪ B. Ahora bien, para A ∈ A ,
E(|Xerr| |A) ≥ η/4 implica, de la definición de esperanza condicional dado un evento A (Definición
B.1),

P(A) ≤ 4
η

∫
A

|Xerr| dP.

Consecuentemente,∑
A∈A

P(A) ≤ 4
η

∑
A∈A

∫
A

|Xerr| dP ≤
4
η

∑
A∈P

∫
A

|Xerr| dP = 4
η

∫
|Xerr| dP,

donde usamos el Teorema A.32, pues P consiste de conjuntos ajenos por pares al ser una partición
(finita) de Ω, además,

⋃
P = Ω. De modo que, como ‖Xerr‖1 es una cantidad acotada por η2/8,

(54)
∑
A∈A

P(A) ≤ 4
η
‖Xerr‖1 ≤

η

2 .

A su vez, B es subconjunto de P y ‖Xunf‖S también es una cantidad finita. Por lo tanto,

(55)
∑
B∈B

P(B) ≤ 4‖Xunf‖S
η

|B| ≤ 4‖Xunf‖S
η

|P| ≤ η

2 .
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Finalmente, dado que P \Unf(P, X, η) ⊆ A ∪B, por (54) y (55),

(56)
∑

S∈P\Unf(P,X,η)

P(S) ≤
∑
A∈A

P(S) +
∑
B∈B

P(S) ≤ η.

�

El Lema 3.6 nos permitirá reducir la siguiente proposición al lema fuerte de regularidad en su
versión probabilista (Corolario 1.42).

Proposición 3.7. Para cada entero positivo k y cada 0 < η ≤ 1 existe un entero positivo
U(k, η) con la siguiente propiedad. Si (Ω,F ,P) es un espacio de probabilidad, S es un k-semianillo
en Ω con S ⊆ F y X ∈ L2(Ω,F ,P) con ‖X‖2 ≤ 1, entonces existe un entero positivoM ≤ U(k, η)
y una partición P de Ω con P ⊆ S y |P| = M , y satisface∑

S∈Unf(P,X,η)

P(S) ≥ 1− η.

Demostración. Fijemos un entero positivo k y un número real 0 < η ≤ 1. Definamos σ =
η2/8 y F : N → N mediante la regla F (n) = d(n/σ) + 1e = d(8n/η2) + 1e para cada n ∈ N. Para
ver que F es creciente tomemos n,m ∈ N con la propiedad n < m. Entonces

n

σ
+ 1 < m

σ
+ 1 ≤ F (m).

Por consiguiente, F (n) ≤ F (m). Supongamos que se satisface F (n) = F (m). Consecuentemente,

F (m)− 1 < m

σ
+ 1 ≤ F (m) y F (m)− 1 < n

σ
+ 1 ≤ F (m).

En consecuencia, ∣∣∣∣8m− 8n
η2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣m− nσ

∣∣∣∣ < 1.

Así, |8m− 8n| < η2 ≤ 1, lo cual no puede suceder. Por ende, F (n) < F (m); es decir, F es una
función creciente. Por otro lado, σ ≤ 1 implica n ≤ nσ−1 para cualquier n ∈ N. Así, para cada
n ∈ N, se cumple n+ 1 ≤ F (n). Por tanto, F es una función de crecimiento. Definamos

U(k, η) = Reg′(k, σ, F ).

Afirmamos que U(k, η) es el entero positivo buscado. Supongamos que (Ω,F ,P) un espacio de
probabilidad, S un k-semianillo en Ω con S ⊆ F y X una variable aleatoria que pertenece a
L2(Ω,F ,P) con ‖X‖2 ≤ 1. Por el Corolario 1.42, existe M un entero positivo menor o igual a
U(k, η), una partición P de Ω con P ⊆ S y |P| = M , y un refinamiento finito Q de P con
Q ⊆ S tal que, para

(57) Xest = E(X|P), Xerr = E(X|Q)− E(X|P) y Xunf = X − E(X|Q),

tenemos las estimaciones ‖Xerr‖2 ≤ σ y ‖Xunf‖S ≤ 1/F (M). Por monotonía de las normas Lp
(Proposición A.50), ‖Xerr‖1 ≤ σ. A su vez, notemos que

8M
η2 ≤

8M
η2 + 1 ≤ F (M),

por lo cual,
1

F (M) ≤
η2

8M .

Por consiguiente, recordando que |P| = M , tenemos ‖Xunf‖S ≤ (η2/8) |P|−1. Como última
observación, Xest es constante en cada S ∈P porque está definida como la esperanza condicional
de X dada la σ-álgebra finita generada por la partición P (Ejemplo B.6) y Xest es integrable por
definición de esperanza condicional. A su vez, Xerr y Xunf son integrables por ser el resultado de
una combinación lineal de variables aleatorias integrables, pues L1(Ω,F ,P) es un espacio vectorial.
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Entonces, X admite una descomposición en variables aleatorias integrables. De este modo, el Lema
3.6 asegura que
(58)

∑
S∈P\Unf(P,X,η)

P(S) ≤ η.

Y, ya que P es una partición, ∑
S∈P

P(S) = P
(⋃

P
)

= P(Ω) = 1.

Entonces, ∑
S∈P\Unf(P,X,η)

P(S) +
∑

S∈Unf(P,X,η)

P(S) = 1.

Despejando lo anterior y usando la desigualdad (58) tenemos:∑
S∈Unf(P,X,η)

P(S) ≥ 1− η.

Para poder despejar, en este último paso usamos que (Ω,F ,P) es un espacio de medida finita. �

3. Lema fuerte de regularidad para grafones

Definición 3.8. Supongamos que Ω es un conjunto no vacío. Decimos que una función W :
Ω× Ω es simétrica si, para cualesquiera x, y ∈ Ω, W satisface W (x, y) = W (y, x).

Definición 3.9. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad. Un núcleo es una función W :
Ω× Ω→ R que es acotada, simétrica y (F ,B(R))-medible.

Definición 3.10. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad. Un grafón es un núcleo W :
Ω× Ω→ R tal que 0 ≤W (x, y) ≤ 1 para cualesquiera x, y ∈ Ω.

Otra consecuencia del Corolario 1.42 es el lema fuerte de regularidad para grafones, cuya
demostración puede encontrarse en “Szemerédi’s regularity lemma via martingales” [DKK16].

Corolario 3.11 (Lema fuerte de regularidad para grafones). Para cada 0 < ε ≤ 1 y cada
función positiva h : N→ R existe un entero positivo s(ε, h) con la siguiente propiedad. Si (Ω,F ,P)
es un espacio de probabilidad y W : Ω × Ω → R es un grafón con ‖W‖2 ≤ 1, entonces existe una
partición R de Ω con R ⊆ F y |R| ≤ s(ε, h), y U : Ω×Ω→ R un grafón tal que ‖W −U‖2 ≤ ε y
‖U − UR‖� ≤ h(|R|).



Capítulo 4

Gráficas con sucesión de grados dada

Este capítulo expone brevemente el artículo “Random graphs with a given degree sequence”
[CDS11]. Comenzamos haciendo un recuento de algunos elementos de la teoría de límites de
gráficas para, posteriormente, introducir la noción de un límite de escalamiento, representado por
una función f : [0, 1] → R, correspondiente al límite de una sucesión de sucesiones de grados de
gráficas, (dn). El resultado principal de [CDS11] se enuncia en esta tesis como el Teorema 4.3 y
concierne a una sucesión de gráficas aleatorias, con una sucesión de sucesiones de grados dada, a
un grafón, W , descrito de manera explícita en términos de una cierta función g.

En seguida se enuncia y demuestra la Proposición 4.4, que caracteriza a un cierto tipo de
límites de escalamiento y se interpreta como una versión continua del criterio de Erdös-Gallai en la
teoría de gráficas tradicional; su demostración brinda, al mismo tiempo, un algoritmo para obtener
una sucesión de grados de una gráfica. En virtud del algoritmo obtenido en la demostración de la
Proposición 4.4, es posible dar una sucesión de grados de una gráfica mediante funciones continuas
y acotadas. Por esta razón, la tercera sección de este cuarto capítulo muestra una simulación de
gráficas aleatorias en base al Modelo de configuración.

Otro modelo de simulación de gráficas aleatorias relevante en este trabajo es el llamado Modelo
β. Dicho modelo influye dentro de la prueba del Teorema 4.3 (resultado principal de [CDS11]). El
Modelo β dicta las probabilidades para construir gráficas aleatorias. Cuando β es desconocido, el
estimador máximo verosímil, β̂, lleva a un algoritmo que permite encontrar g, y con ello, el grafón
límite,W , del Teorema 4.3. El Teorema 4.9 asegura la existencia de un estimador β̂ con probabilidad
alta. A su vez, el Teorema 4.10, garantiza una caracterización de todas las posibles sucesiones de
grados esperadas del Modelo β conforme β varía en Rn. En la última sección desarrollamos con rigor
la demostración de un teorema (Teorema 4.12) sobre convergencia al estimador máximo verosímil,
β̂, suponiendo su existencia. La demostración del Teorema 4.12 es cercana a la prueba del teorema
del punto fijo de Banach.

1. Introducción

Las gráficas de un orden suficientemente grande a menudo son estudiadas a través de su sucesión
de grados. En el artículo “Random graphs from a given degree sequence” [CDS11] se estudian
gráficas que son uniformemente escogidas con una sucesión de grados dada. Se ha mostrado que
bajo ciertas condiciones tales gráficas tienen límites de gráficas en el sentido de Lovász y Szegedy
[LS06] con límites identificables por una función conocida como grafón. Estudiaremos ecuaciones
particulares de un modelo exponencial que tienen a las sucesiones de grados como estadística
suficiente. En [CDS11] se muestra que el estimador máximo verosímil de los parámetros es único
y consistente con alta probabilidad. Entonces, para un entero positivo n, n parámetros pueden ser
estimados consistentemente basados en una muestra de tamaño uno.

Supongamos que G es una gráfica de n vértices y sean d1, . . . , dn los grados de los vértices de
G. Correspondientemente, la distribución de grados de G es la función de distribución acumulada
F con soporte en [0, 1], definida como

F (x) = |{i : di ≤ nx}|
n

.

59
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En otras palabras, si un vértice es escogido uniformemente al azar, entonces el grado de ese vértice,
dividido por n, es una variable aleatoria con función de distribución acumulada F .

Uno de los objetivos de [CDS11] es dar una descripción bastante precisa de la estructura de
gráficas aleatorias densas vía la noción de gráficas límite introducida recientemente por Lovász
y Szegedy [LS06] y desarrollada por Borgs et al. Esto da, en particular, una forma de escribir
fórmulas exactas para el número esperado de subgráficas de un tipo dado sin simulación.

1.1. Elementos de la teoría límite de gráficas. Supongamos que (Gn) es una sucesión
de gráficas simples tales que el número de vértices tiende a infinito. Para dos gráficas G y H,
recordemos la densidad de homomorfismos de H en G definida como

t(H,G) = hom(H,G)
v(G)v(H) .

En un espacio de probabilidad discreto (V (G)V (H),F ,P), la densidad de homomorfismos de H en
G es precisamente la probabilidad de que al elegir al azar una función f : V (H)→ V (G) ésta sea
un homomorfismo.

En [LS06], se analizan los límites de la sucesión (Gn) mediante densidades de homomorfismos.
Es decir, para cada gráfica H, las densidades de homomorfismo t(H,Gn) tienden a un límite t(H)
conforme n→∞.

El resultado principal de Lovász y Szegedy [LS06] es que, en efecto, hay un “objeto límite”
en el espacio de grafones W0. Inversamente, todo grafón es un objeto límite de una sucesión de
gráficas apropiada. Este objeto límite determina todos los límites de densidades de subgráficas: si
H es una gráfica simple con V (H) = [k], entonces∫

[0,1]k
Π(i,j)∈E(H)W (xi, xj)dx1 . . . dxk.

Por ejemplo, para la gráfica de Erdös-Renyi Gn,p si p está fijo y n→∞, entonces la gráfica límite
es representada por la función que es idénticamente igual a p en [0, 1]2.

2. Límites de escalamiento

Definición 4.1. Supongamos que, para cada entero positivo n, una sucesión de grados dn =
(dn1 , . . . , dnn) está dada. Sin pérdida de generalidad supongamos dn1 ≥ dn2 ≥ · · · ≥ dnn. Decimos que la
sucesión (dn) tiene un límite de escalamiento si existe una función f : [0, 1]→ R no creciente
tal que

(59) ĺım
n→∞

(∣∣∣∣dn1n − f(0)
∣∣∣∣+
∣∣∣∣dnnn − f(1)

∣∣∣∣+ 1
n

n∑
i=1

∣∣∣∣dnin − f
(
i

n

)∣∣∣∣
)

= 0.

Notemos que la convergencia en este sentido puede ser enunciada equivalentemente en térmi-
nos de convergencia de distribuciones de grados: dn1/n → f(0), dnn → f(1) y Dn/n → f(U) en
distribución, donde Dn es algún dni escogido al azar y U se distribuye uniformemente en [0, 1]. La
idea de controlar dn1 y dnn viene de la necesidad de eliminar vértices atípicos que son adyacentes
a demasiados o pocos vértices [CDS11, p. 1403]. Dado que dni es decreciente en i, los vértices de
grado atípico pueden ser eliminados simplemente controlando dn1 y dnn.

Definición 4.2. Definamos

D↓[0, 1] := {f : [0, 1]→ R | f es no creciente y f es continua por la derecha en (0,1)}.

Para cada n ∈ N, sea Gn una gráfica aleatoria escogida uniformemente en el conjunto de
gráficas simples con sucesión de grados dn. Supongamos que f es el límite de escalamiento de la
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sucesión (dn) como en (59). Dotamos al conjunto de límites de escalamiento (es decir, D↓[0, 1])
con la topología inducida por una modificación de la norma L1 dada por

‖f‖1′ := |f(0)|+ |f(1)|+
∫ 1

0
|f(x)| dx.

La elección de esta norma es debido a la necesidad de hacerla compatible con nuestra noción de
convergencia de sucesiones de grados.

No todas las funciones pueden ser límites de escalamiento de sucesiones de grados. Denotemos
F := {f ∈ D↓[0, 1] | existe una sucesión de grados (dn) tal que

f es límite de escalamiento de (dn)}.
El resultado principal en el artículo “Random graphs with a given degree sequence” [CDS11] es
el siguiente:

Teorema 4.3. Sea (Gn) una sucesión de gráficas aleatorias tal que, para cada n ∈ N, Gn es
escogida uniformemente en el conjunto de gráficas simples con sucesión de grados dn. Supongamos
que f es el límite de escalamiento de la sucesión (dn) como en (59). Supongamos también que f
pertenece al interior topológico del conjunto F . Entonces existe una única función g : [0, 1] → R
en D↓[0, 1] tal que la función

W (x, y) := eg(x)+g(y)

1 + eg(x)+g(y)

satisface, para toda x ∈ [0, 1],

f(x) =
∫ 1

0
W (x, y)dy.

En esta situación, la sucesión (Gn) converge casi seguramente al grafón W .

La demostración del Teorema 4.3 puede ser consultada en [CDS11]. El Teorema 4.3 puede
ser útil sólo si damos una manera simple de verificar cuándo f pertenece al interior de F . Si f es
el límite de escalamiento de una sucesión de grados, entonces f ∈ F . La pregunta es ¿cuándo f
pertenece al interior de F? El siguiente resultado da una condición equivalente que es sencilla de
verificar.

Proposición 4.4 (Caracterización del interior de F). Una función f : [0, 1]→ [0, 1] en D↓[0, 1]
pertenece al interior de F si y sólo si:

(i) existen dos constantes c1 > 0 y c2 < 1 tales que c1 ≤ f(x) ≤ c2 para todo x ∈ [0, 1].
(ii) para cada x ∈ (0, 1],∫ 1

x

mı́n(f(y), x)dy + x2 −
∫ x

0
f(y)dy > 0.

Demostraremos la Proposición 4.4 después de las siguientes observaciones.

Observaciones:
1. La condición (ii) en el resultado previo es una versión continua del bien conocido criterio de
Erdös-Gallai: Supongamos que d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dn son enteros no negativos. El criterio de Erdös-
Gallai nos dice que d1, . . . , dn puede ser la sucesión de grados de una gráfica simple de n vértices
si y sólo si

∑n
i=1 di es par y para cada k ∈ [n],

k∑
i=1

di ≤ k(k − 1) +
n∑

i=k+1
mı́n(di, k).

2. Como un ejemplo, consideremos el límite de la gráfica de Erdös-Renyi G(n, p) conforme n→∞.
Entonces f(x) = p para todo x. La condición (ii) se vuelve (1 − x) mı́n(p, x) + x2 − px > 0 para
toda x. Considerando los casos x ≥ p y x < p es posible verificar que las gráficas de Erdös-Renyi
pertenecen al interior de F para cualquier p fija, 0 < p < 1.
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Definición 4.5. Sea f ∈ D↓[0, 1]. Definimos Gf : [0, 1]→ R como

Gf (x) :=
∫ 1

x

mı́n(f(y), x)dy + x2 −
∫ x

0
f(y)dy.

Observación 4.6. Para cualesquiera f, f ′ ∈ D↓[0, 1] se satisface

sup
x∈[0,1]

|Gf (x)−Gf ′(x)| ≤ ‖f − f ′‖1′ .

Demostración. Sean f, f ′ ∈ D↓[0, 1] y x ∈ [0, 1]. Por un lado, para todo y ∈ [x, 1],

mı́n(f(y), x)−mı́n(f ′(y), x) = f(y) + x− |f(y)− x|
2 − f ′(y) + x− |f ′(y)− x|

2

≤ f(y)− f ′(y)− |f(y)− f ′(y)|
2 ≤ f(y)− f ′(y).

(60)

Por otro lado,

|Gf (x)−Gf ′(x)| =
∣∣∣ ∫ 1

x

mı́n(f(y), x)dy −
∫ x

0
f(y)dy −

∫ 1

x

mı́n(f ′(y), x)dy +
∫ x

0
f ′(y)dy

∣∣∣
≤
∣∣∣ ∫ 1

x

mı́n(f(y), x)−mı́n(f ′(y), x)dy
∣∣∣+
∣∣∣ ∫ x

0
f(y)− f ′(y)dy

∣∣∣
≤
∫ 1

x

|mı́n(f(y), x)−mı́n(f ′(y), x)| dy +
∫ x

0
|f(y)− f ′(y)| dy.

Así, puesto que para cada y ∈ [x, 1] se cumple (60),

|Gf (x)−Gf ′(x)| ≤
∫ 1

x

|f(y)− f ′(y)| dy +
∫ x

0
|f(y)− f ′(y)| dy =

∫ 1

0
|f(y)− f ′(y)| dy

≤ ‖f − f ′‖1′ .

Por lo tanto, como ‖f − f ′‖1′ es constante, al tomar supremo sobre todo x ∈ [0, 1] en ambos lados
de la desigualdad obtenemos el resultado deseado. �

Demostración de la Proposición 4.4. La prueba de que una función f : [0, 1]→ [0, 1] en
D↓[0, 1] pertenece al interior topológico de F puede encontrarse en [CDS11]. Nos enfocaremos a
demostrar el resultado inverso. Sea f ∈ D↓[0, 1] tal que, para toda x ∈ [0, 1], se satisface 0 < c1 <
f(x) < c2 < 1 y, para toda x ∈ (0, 1], Gf (x) > 0.
Probaremos primero f ∈ F . Fijemos n ∈ N. Definamos dn1 = bnf(0)c y, para i = 2, . . . , n,

(61) dni =
⌊
nf

(
i

n

)⌋
.

Dado que f es no creciente, tenemos dn1 ≥ dn2 ≥ · · · ≥ dnn. Podemos incrementar dn1 por 1 (ó
incrementar cualquier otro dni para i ∈ [n]) si es necesario, de tal forma que

∑n
i=1 d

n
i sea un

número par.

En el caso en que no se incremente dn1 por una unidad, dn1 ≤ nf(0) < n, por lo que 0 ≤
f(0) − dn1/n < 1/n. Para el caso en que incrementemos dn1 en una unidad, nf(0) ≤ dn1 ≤ n.
Total, en cualquier caso siempre podemos asegurar |f(0)− dn1/n| ≤ 1/n. Análogamente, para cada
i ∈ {2, . . . , n}, se cumple |f(i/n)− dni /n| ≤ 1/n, por lo que

1
n

n∑
i=2

∣∣∣∣dnin − f
(
i

n

)∣∣∣∣ ≤ n− 1
n2 ≤ 1

n
.

Como f es no creciente, n > nf(0) ≥ nf(1/n), entonces n > dn1 ≥ nf(1/n) ó n > nf(1/n) ≥ dn1 ;
en cualquier caso, |dn1/n− f(1/n)| ≤ 1/n. Por lo tanto, con esta construcción obtenemos

(62)
∣∣∣∣dn1n − f(0)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣dnnn − f(1)

∣∣∣∣+ 1
n

n∑
i=1

∣∣∣∣dnin − f
(
i

n

)∣∣∣∣ ≤ 4
n
.
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Para cada n ∈ N definamos al vector dn = (dn1 , . . . , dnn) como en (61). La desigualdad (62) asegura
que dn converge al límite de escalamiento f cuando n → ∞. Falta mostrar que para cualquier n
suficientemente grande, dn es, en efecto, una sucesión de grados de alguna gráfica.
Dado que f está acotada y es no creciente,

ĺım
n→∞

∫ 1

0
|f(x)− f(dnxe/n)| dx = 0,

así que para k ∈ [n]∣∣∣∣∣
∑n
i=k+1 mı́n(dni , k) + k(k − 1)−

∑k
i=1 d

n
i

n2 −Gf (k/n)
∣∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣ n∑
i=k+1

1
n

mı́n
(
dni
n
,
k

n

)
−
∫ 1

k/n

mı́n
(
f(y), k

n

)
dy
∣∣∣+ k

n2 +
∣∣∣ k∑
i=1

dni
n2 −

∫ k/n

0
f(y)dy

∣∣∣
≤
∣∣∣ n∑
i=k+1

1
n

mı́n
(
f

(
i

n

)
,
k

n

)
−
∫ 1

k/n

mı́n
(
f(y), k

n

)
dy
∣∣∣+ k

n2

+
∣∣∣ k∑
i=2

1
n
f

(
i

n

)
+ 1
n
f(0)−

∫ k/n

0
f(y)dy

∣∣∣
≤ ε(n),

donde ε(n) → 0 conforme n → ∞. Entonces existe una sucesión de enteros (k0(n)), donde
k0(n)/n→ 0 conforme n→∞, tales que, para todo k ≥ k0(n), se satisface

n∑
i=k+1

mı́n(dni , k) + k(k − 1)−
k∑
i=1

dni > 0.

Además, existen c′1 < 1 y c′2 > 0 tales que para n suficientemente grande, se cumple c′2 ≤ dni /n ≤ c′1
para toda i ∈ [n]. Supongamos que para n suficientemente grande se cumple k0(n)/n < c′2 y
(1− c′1)n− k0(n) > 0. Consecuentemente, si k ≤ k0(n), tenemos

n∑
i=k+1

mı́n(dni , k) + k(k − 1)−
k∑
i=1

dni

≥
n∑

i=k+1
mı́n(c′2n, k) + k(k − 1)−

k∑
i=1

nc′1

= (n− k)k + k(k − 1)− c′1nk
= ((1− c′1)n− k)k + k(k − 1) > 0.

En consecuencia, para n suficientemente grande, tenemos que para toda k ∈ [n],
n∑

i=k+1
mı́n(dni , k) + k(k − 1)−

k∑
i=1

dni > 0.

El criterio de Erdös-Gallai garantiza que (dn1 , . . . , dnn) es una sucesión de grados válida. Es así como
hemos probado que si f satisface las condiciones (i) y (ii) de la Proposición 4.4, entonces f debe
pertenecer a F . Ahora mostraremos que f está en el interior de F .
Notemos que Gf es una función continua que es positiva en (0, 1]. Más aún, la Observación 4.6
garantiza que

sup
x∈[0,1]

|Gf (x)−Gf ′(x)| ≤ ‖f − f ′‖1′

para cualesquiera f, f ′ ∈ D↓[0, 1]; así que si fn → f en ‖·‖1′ , entonces Gfn → Gf en la norma
del supremo. Consecuentemente, para cualquier ε > 0 existe δ > 0 tal que ‖h − f‖1′ < δ implica
Gh(x) > 0 para toda x ∈ [ε, 1]. También, c1 − δ ≤ h(x) ≤ c2 + δ para toda x ∈ [0, 1]. Escogiendo
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δ, ε lo suficientemente pequeñas, podemos asegurarnos que se cumple c1−δ > ε y 1− ε−δ−c2 > 0.
Fijemos tales ε, δ y h. Entonces para cualquier x ∈ (0, ε), tenemos

Gh(x) ≥
∫ 1

x

mı́n(c1 − δ, x)dy + x2 −
∫ x

0
(c2 + δ)dy

= (1− x)x+ x2 − (c2 + δ)x
≥ (1− ε− δ − c2)x+ x2 > 0.

Y también tenemos Gh(x) > 0 para x ∈ [ε, 1] por la elección de δ. Es decir, hemos probado que
existe δ > 0 con la propiedad de que si ‖h− f ′‖1′ < δ, entonces Gh(x) > 0 para toda x ∈ (0, 1]. Si
escogemos δ lo suficientemente pequeña, podemos asegurar que el rango de h no contiene a cero ni
a uno. �

La Proposición 4.4 nos da un algoritmo para obtener sucesiones de grados. Recordemos

D↓[0, 1] := {f : [0, 1]→ R | f es no creciente y f es continua por la derecha en (0,1)}.

Tomamos f ∈ D↓[0, 1]. Definamos, para cada n ∈ N, dn1 = bnf(0)c y

(63) dni =
⌊
nf

(
i

n

)⌋
, para i = 2, . . . , n.

Podemos incrementar dn1 por 1 (ó incrementar cualquier otro dni para i ∈ [n]) si es necesario, de
tal forma que

∑n
i=1 d

n
i sea un número par.

3. Simulación mediante el Modelo de configuración

En los siguientes dos ejemplos se simularon gráficas con una sucesión de grados dada por una
función no creciente. El código utilizado para nuestro fin se encuentra en el Apéndice C del presente
trabajo.

Ejemplo 4.7. Considere la función f : [0, 1]→ [0, 1] dada por f(x) = −x2/2 + 3/4.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
f(x)

Para n = 10, 20, 30, 40 construimos una sucesión de grados como en (63), denotada por dn =
(dn1 , . . . dnn). Una vez obtenida la sucesión de grados dn, simulamos una gráfica aleatoria con el
siguiente código basado en el Modelo de configuración [vdH16, p. 139].

Ejemplo 4.8. Considere la función f : [0, 1]→ [0, 1] dada por f(x) = 1/(x+ 2).
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(a) d10 (b) d20

(c) d30 (d) d40

Figura 1. Simulación de gráficas aleatorias con una sucesión de grados dada por una
función cóncava.
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A diferencia del Ejemplo 4.7, en esta ocasión f es una función convexa. Notemos también que la
densidad de aristas es ligeramente menor al ejemplo anterior.

La siguiente pregunta natural es si uno puede fácilmente describir la función g del Teorema
4.3 para una función f dada. Esto se vuelve un problema central en todo el análisis. De hecho,
para probar el Teorema 4.3 analizamos un modelo estadístico relacionado. Resulta que obtener el
estimador máximo verosímil en el modelo nos lleva a un algoritmo para encontrar g, lo que produce
una prueba del Teorema 4.3. Analizaremos el modelo estadístico.

4. Estadísticas con sucesiones de grados.

4.1. Modelo β. Dado un vector β = (β1, . . . , βn) ∈ Rn y un entero positivo n, sea Pβ la
ley de una gráfica aleatoria no dirigida con conjunto de vértices [n] definida como sigue: para cada
i, j ∈ [n] tales que i 6= j, ponemos una arista entre los vértices i y j con probabilidad

pij := eβi+βj

1 + eβi+βj
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(a) d10 (b) d20

(c) d30 (d) d40

Figura 2. Simulación de gráficas aleatorias con una sucesión de grados dada por una
función convexa.

e independientemente de todas las demás aristas. Entonces, si G es una gráfica con sucesión de
grados d1, . . . , dn, la probabilidad de observar G bajo Pβ es

e
∑

i
βidi

Πi<j(1 + eβi+βj ) .

Este modelo de gráficas aleatorias es llamado Modelo β.
Supongamos que una gráfica aleatoria es generada del Modelo β, donde β ∈ Rn es desconocido.
¿Es posible estimar β de una G observada? El estimador máximo verosímil, β̂, de β debe satisfacer
el sistema de ecuaciones

(64) di =
n∑
j=1
j 6=i

eβ̂i+β̂j

1 + eβ̂i+β̂j
, para i = 1, . . . n,

donde d1, . . . , dn son los grados de los vértices de la gráfica observada G.

El siguiente teorema muestra que bajo ciertas condiciones en β, hay una alta probabilidad de
que exista el estimador máximo verosímil, sea único y estime β con precisión uniforme en todas
sus coordenadas.

Teorema 4.9. Supongamos que G es una gráfica aleatoria dada por la medida Pβ y sea
d1, . . . , dn la sucesión de grados de G. Sea L := máx1≤i≤n |βi|. Entonces existe una constante
C(L) que depende sólo de L tal que con probabilidad al menos 1 − C(L)n−2, existe una única
solución β̂ a las ecuaciones (64), que satisface

máx
1≤i≤n

∣∣∣β̂i − βi∣∣∣ ≤ C(L)
√

logn
n

.

Demostración. La demostración de este teorema puede consultarse en [CDS11, p. 1414] �
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El siguiente teorema caracteriza todas las posibles sucesiones de grados esperadas del modelo
β conforme β varía en Rn. Una buena característica es que no se deja fuera ninguna sucesión de
grados.

Teorema 4.10. Denotemos por R al conjunto de todas las sucesiones de grados esperadas de
gráficas aleatorias bajo la ley Pβ conforme β varía sobre Rn. Denotemos por D al conjunto de todas
las sucesiones de grados posibles de gráficas no dirigidas de n vértices. Entonces

conv(D) = R,

donde conv(D) denota la envolvente convexa de D y R la cerradura topológica de R.

La prueba del Teorema 4.10 es mostrada en [CDS11, p. 1413].

Por último describamos un algoritmo rápido para obtener el estimador máximo verosímil, β̂,
del Modelo β cuando β es desconocido, asumiendo su existencia.

5. Convergencia al estimador máximo verosímil del Modelo β

En esta sección demostramos con rigor el Teorema 4.12 que nos da un algoritmo para obtener
el estimador máximo verosímil del Modelo β.
Recordemos que la norma L∞ de un vector x = (x1, . . . , xn) está definida como

‖x‖∞ := máx
1≤i≤n

|xi| .

Notación 4.11. Sean i, j ∈ [n] con i 6= j. Definimos rij : Rn → R como

(65) rij(x) := 1
e−xj + exi

.

Dada una gráfica aleatoria con sucesión de grados (d1, . . . , dn), definamos, para cada i ∈ [n], la
función ϕi : Rn → R mediante la regla

ϕi(x) := log(di)− log

 n∑
j=1
j 6=i

rij(x)

 .

Definamos también ϕ : Rn → Rn como la función dada por

(66) ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕn(x)).

Notemos que si x es un punto fijo de ϕ, entonces para i ∈ [n],

log(di) = xi + log

 n∑
j=1
j 6=i

1
e−xj + exi

 .

Equivalentemente,

di =
n∑
j=1
j 6=i

exi

e−xj + exi
=

n∑
j=1
j 6=i

exi+xj

1 + exi+xj
.

De manera que los puntos fijos de ϕ son precisamente las soluciones de (64).

Teorema 4.12. Sea n un entero positivo. Dada una gráfica aleatoria con sucesión de grados
(d1, . . . , dn), definamos ϕ como en (66). Supongamos que las ecuaciones del estimador máximo
verosímil (64) tienen una solución β̂. Entonces β̂ es un punto fijo de la función ϕ. Comenzando
desde cualquier x0 ∈ Rn, defina xk+1 = ϕ(xk) para k = 0, 1, 2, . . . . Entonces xk converge a β̂
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en la norma L∞ a una velocidad geométrica donde la tasa depende sólo de (‖β̂‖∞, ‖x0‖∞). En
particular, β̂ debe ser la única solución de (64). Más aún,

‖x0 − β̂‖∞ ≤ C‖x0 − x1‖∞,

donde C es una función constante del par (‖β̂‖∞, ‖x0‖∞). Por el contrario, si las ecuaciones del
estimador máximo verosímil (64) no tienen una solución, entonces la sucesión (xk) debe tener una
subsucesión divergente.

Antes de proceder con todo rigor con la demostración del Teorema 4.12 serán necesarios un
par de detalles técnicos. Comenzamos enunciando una sencilla observación.

Observación 4.13. Para cualesquiera números reales a, b, c, d que satisfagan a ≤ b < 0 < c ≤
d se cumple ad ≤ bc.

Demostración. Sean a, b, c, d ∈ R tales que a ≤ b < 0 < c ≤ d. Entonces, como b es un
número negativo, a/b ≥ 1 y c/d ≤ 1. Por ende, c/d ≤ a/b. Esto implica c ≤ (ad)/b. Por lo tanto,
nuevamente porque b es un número negativo, bc ≥ ad. �

Recordemos que para una matriz A = (aij) ∈ Rn×n, la norma ‖·‖∞ se define como

‖A‖∞ := máx
‖x‖∞≤1

‖Ax‖∞.

Será útil para la demostración del Teorema 4.12 la siguiente equivalencia para la norma ‖·‖∞ en
el espacio Rn×n.

Proposición 4.14. Sea A = (aij) ∈ Rn×n. Entonces

‖A‖∞ = máx
1≤i≤n

n∑
j=1
|aij | .

Demostración. Veamos

máx
‖x‖∞≤1

‖Ax‖∞ ≤ máx
1≤i≤n

n∑
j=1
|aij | .

Sea x ∈ Rn tal que ‖x‖∞ ≤ 1. Por definición de ‖·‖∞,

‖Ax‖∞ = máx
1≤i≤n

∣∣∣ n∑
j=1

aijxj

∣∣∣.
Fijemos i ∈ [n]. Luego, para cada j ∈ [n], |xj | ≤ ‖x‖∞ ≤ 1 implica |aij | |xj | ≤ |aij |. Entonces∣∣∣ n∑

j=1
aijxj

∣∣∣ ≤ n∑
j=1
|aijxj | ≤

n∑
j=1
|aij | .

Por consiguiente,

‖Ax‖∞ = máx
1≤i≤n

∣∣∣ n∑
j=1

aijxj

∣∣∣ ≤ máx
1≤i≤n

n∑
j=1
|aij | .

Se sigue que

‖A‖∞ ≤ máx
1≤i≤n

n∑
j=1
|aij | .

Ahora mostraremos la desigualdad restante. Fijemos i ∈ [n] arbitrario. Mostraremos
n∑
j=1
|aij | ≤ ‖A‖∞.
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Consideremos, para cada j ∈ [n], yj = sgn(aij) · 1 si aij 6= 0 y yj = 0 si aij = 0. Definamos y ∈ Rn
como y = (y1, . . . , yn). Notemos ‖y‖∞ ≤ 1.
Puesto que se satisface

‖Ay‖∞ ≥
∣∣∣ n∑
j=1

aijyj

∣∣∣ =
∣∣∣ n∑
j=1
|aij |

∣∣∣ =
n∑
j=1
|aij | ,

entonces
‖A‖∞ ≥ ‖Ay‖∞ ≥

n∑
j=1
|aij | .

Dado que i ∈ [n] fue arbitrario, tenemos

‖A‖∞ ≥ máx
1≤i≤n

n∑
j=1
|aij | ,

desigualdad que termina con la demostración. �

Para facilitar la notación definamos un tipo particular de matrices en Rn×n; posteriormente
veremos algunas propiedades.

Definición 4.15. Sea δ > 0. Diremos que una matriz A = (aij) ∈ Rn×n pertenece a la clase
Ln(δ) si ‖A‖∞ ≤ 1 y para cada i, j ∈ [n] con i 6= j se satisface

aii ≥ δ y aij ≤ −
δ

n− 1 .

Lema 4.16. Sea δ > 0. Si A,B ∈ Ln(δ), entonces

‖AB‖∞ ≤ 1− 2(n− 2)δ2

n− 1 .

Demostración. Fijemos i, k ∈ [n] tales que i 6= k. Sean A = (aij), B = (bij) ∈ Ln(δ). Por
definición,

bik ≤ −
δ

n− 1 < 0 < δ ≤ aii.

Consecuentemente, aiibik ≤ − δ2

n−1 (Observación 4.13). La desigualdad aikbkk ≤ − δ2

n−1 es análoga.
Por ende,

(67) aiibik + aikbkk ≤ −
2δ2

n− 1 .

Sea j ∈ [n] \ {i, k} arbitrario. Directamente de la Definición 4.15, al multiplicar dos desigualdades,
tenemos

aijbjk ≥
δ2

(n− 1)2 .

Dado que j fue arbitraria,

(68)
n∑
j=1
j 6=i,k

aijbjk ≥
(n− 2)δ2

(n− 1)2 .

Definamos x =
∑
j∈[n]\{i,k} aijbjk y y = − (aiibik + aikbkk). La desigualdad (68) implica

(69) − 2x ≤ −2(n− 2)δ2

(n− 1)2 .

De (67) tenemos una desigualdad para y, a saber,

y ≥ 2δ2

n− 1 ≥
2δ2(n− 2)
(n− 1)2 ,

Además, de esto último vemos que se cumple y > 0, lo que implica y ≤ 2y. De modo que

(70) − 2y ≤ −y ≤ −2δ2(n− 2)
(n− 1)2 .
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En cualquier caso, (69) y (70) muestran que

(71) − 2 mı́n(x, y) ≤ −2δ2(n− 2)
(n− 1)2 .

Es un hecho básico de cálculo que para cualquier par x, y de números reales positivos se cumple
|x− y| = |x|+ |y| − 2 mı́n(x, y). Así, con nuestras definiciones previas de los números x, y,∣∣∣ n∑

j=1
aijbjk

∣∣∣ =
∣∣∣ n∑
j=1
j 6=i,k

aijbjk

∣∣∣+ |−(aiibik + aikbkk)| − 2 mı́n(x, y).

De la desigualdad del triángulo,

∣∣∣ n∑
j=1

aijbjk

∣∣∣ ≤ n∑
j=1
|aijbjk| − 2 mı́n

 n∑
j=1
j 6=i,k

aijbjk,−(aiibik + aikbkk)


≤

n∑
j=1
|aijbjk| −

2δ2(n− 2)
(n− 1)2 ,

(72)

donde en la última desigualdad usamos lo estimado en (71).
Nuestra equivalencia en la Proposición 4.14 para la norma ‖·‖∞ en el espacio Rn×n nos dice que

‖AB‖∞ = máx
1≤i≤n

n∑
k=1

∣∣∣ n∑
j=1

aijbjk

∣∣∣.
De esta forma, por (72),

‖AB‖∞ ≤ máx
1≤i≤n

 n∑
k=1

 n∑
j=1
|aijbjk| −

2δ2(n− 2)
(n− 1)2


= máx

1≤i≤n

 n∑
k=1

 n∑
j=1
|aijbjk|

− 2nδ2(n− 2)
(n− 1)2 .

(73)

Para afinar los últimos detalles observemos que −n ≤ −(n− 1) implica

(74) − 2n(n− 2)δ2

(n− 1)2 ≤ −2(n− 1)(n− 2)δ2

(n− 1)2 = −2(n− 2)δ2

(n− 1) .

Y debido a la hipótesis ‖A‖∞, ‖B‖∞ ≤ 1,

máx
1≤i≤n

 n∑
k=1

 n∑
j=1
|aijbjk|

 = máx
1≤i≤n

 n∑
j=1
|aij |

(
n∑
k=1
|bjk|

)
≤ máx

1≤i≤n

 n∑
j=1
|aij | · ‖B‖∞


≤ máx

1≤i≤n

 n∑
j=1
|aij | · 1

 ≤ 1.

(75)

Por último sustituimos (74) y (75) en (73) para mostrar

‖AB‖∞ ≤ 1− 2(n− 2)δ2

(n− 1) .

�

Veremos que el Lema 4.16 es clave para la demostración del Teorema 4.12.
Por último, enunciaremos un lema algo técnico, cuya demostración se puede encontrar después de
la demostración del Teorema 4.12.



5. Convergencia al estimador máximo verosímil del Modelo β 71

Lema 4.17. Sea (d1, . . . , dn) una sucesión de grados de una gráfica. Definamos, para cada
i ∈ [n],

ϕi(x) := log(di)− log

 n∑
j=1
j 6=i

rij(x)

 .

Definamos también ϕ : Rn → Rn como la función dada por

(76) ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕn(x)).

Sean K ∈ R≥0, i, j ∈ [n] con i 6= j. Entonces, para todo x ∈ Rn, se satisface
∂ϕi(x)
∂xj

≤ 0 y ∂ϕi(x)
∂xi

≥ 0.

Además, para cada x ∈ Rn con la propiedad ‖x‖∞ ≤ K, se cumple

(77) e−4K

2 ≤ ∂ϕi(x)
∂xi

≤ e2K

y

(78) − e2K

n− 1 ≤
∂ϕi(x)
∂xj

≤ − e−4K

2(n− 1) .

Procedamos entonces con la esperada demostración del Teorema 4.12.

Demostración del Teorema 4.12. Fijemos x, y ∈ Rn arbitrarios. Sea J(x, y) la matriz
cuya entrada Jij(x, y) es

Jij(x, y) =
∫ 1

0

∂ϕi
∂xj

(tx+ (1− t)y)dt.

La i-ésima entrada del vector J(x, y)(x− y) es igual a
∑n
j=1 Jij(x, y)(xj − yj). Equivalentemente,

por linealidad de la integral, regla de la cadena y el teorema fundamental del cálculo,
n∑
j=1

Jij(x, y)(xj − yj) =
∫ 1

0

n∑
j=1

∂ϕi
∂xj

(tx+ (1− t)y)(xj − yj)dt

=
∫ 1

0

d

dt
ϕi(tx+ (1− t)y)dt

= ϕi(x)− ϕi(y).
De modo que

ϕ(x)− ϕ(y) = J(x, y)(x− y).
El Lema 4.17 asegura que, para cada i, j ∈ [n] con i 6= j, ∂ϕi∂xj

es una función menor o igual a cero
y ∂ϕi
∂xi

es mayor o igual a cero. Más aún, para cada i ∈ [n],
n∑
j=1

∣∣∣∂ϕi
∂xj

∣∣∣ = ∂ϕi
∂xi
−

n∑
j=1
j 6=i

∂ϕi
∂xj
≡ 1.

Se sigue que para cada i ∈ [n] y cada x, y,
∑n
j=1 |Jij(x, y)| = 1. Consecuentemente, ‖J(x, y)‖∞ = 1

(Proposición 4.14). Definamos K como el máximo de las normas L∞ de x, y, ϕ(x) y ϕ(y). Obser-
vemos que, para t ∈ [0, 1],

‖tx+ (1− t)y‖∞ ≤ t‖x‖∞ + (1− t)‖y‖∞ ≤ tK + (1− t)K = K.

Por ende, el Lema 4.17 asegura también
e−4K

2 ≤ ∂ϕi(tx+ (1− t)y)
∂xi

y ∂ϕi(tx+ (1− t)y)
∂xj

≤ − e−4K

2(n− 1) ,
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para toda t ∈ [0, 1]. Integrando de 0 a 1,
e−4K

2 ≤ Jii y Jij ≤ −
e−4K

2(n− 1) .

Y como ‖J(x, y)‖∞ = 1, vemos que, para δ = 1
2e
−4K , J(x, y) ∈ Ln(δ) . Similarmente,

ϕ(ϕ(x))− ϕ(ϕ(y)) = J(ϕ(x), ϕ(y)) (ϕ(x)− ϕ(y))
= J(ϕ(x), ϕ(y))J(x, y)(x− y)

y también J(ϕ(x), ϕ(y)) ∈ Ln(δ). Aplicando el Lema 4.16 tenemos

‖J(ϕ(x), ϕ(y))J(x, y)‖∞ ≤ 1− 2(n− 2)δ2

n− 1 .

Consecuentemente,

(79) ‖ϕ(ϕ(x))− ϕ(ϕ(y))‖∞ ≤
(

1− 2(n− 2)δ2

n− 1

)
‖x− y‖∞.

Note que δ depende de K, que a su vez depende de x y de y. Entonces podemos denotar

θ(x, y) = 1− 2(n− 2)δ2

n− 1 .

Observemos que 0 ≤ θ < 1 y θ está uniformemente acotada por 1 en subconjuntos de Rn × Rn.
Más aún, dado que ‖J(x, y)‖∞ = 1, también tenemos la cota trival

‖ϕ(x)− ϕ(y)‖∞ ≤ ‖x− y‖∞.
Como x, y ∈ Rn fueron arbitrarios, entonces lo anterior se satisface para todo x, y ∈ Rn. Ahora
supongamos que ϕ tiene un punto fijo β̂. Si comenzamos con un x0 arbitrario y definimos xk+1 =
ϕ(xk) para cada k ≥ 0, entonces, para cada k ∈ N, tenemos

‖xk+1 − β̂‖∞ = ‖ϕ(xk)− ϕ(β̂)‖∞ ≤ ‖xk − β̂‖∞.
En particular, la sucesión (xk) permanece acotada.
Entonces existe un θ ∈ [0, 1), que depende sólo de ‖β̂‖∞ y ‖x0‖∞ tal que para todo k ≥ 0, tenemos
(80) ‖xk+3 − xk+2‖∞ ≤ θ‖xk+1 − xk‖∞
y
(81) ‖xk+2 − β̂‖∞ ≤ θ‖xk − β̂‖∞.

De la desigualdad del triángulo,

‖x0 − β̂‖∞ ≤
k∑
j=0

(‖xj − xj+1‖∞) + ‖xk+1 − β̂‖∞.

De (81), vemos que xk → β̂ cuando k →∞. En consecuencia,

‖x0 − β̂‖∞ ≤
∞∑
j=0
‖xj − xj+1‖∞.

Y por (80),

‖x0 − β̂‖∞ ≤
1

1− θ (‖x0 − x1‖∞ + ‖x1 − x2‖∞) ≤ 2
1− θ‖x0 − x1‖∞.

Por último, notemos que si β̂ no existe, entonces la sucesión (xk) debe tener una subsucesión
convergente. De otra manera, argumentando por contrapositiva, la sucesión está acotada; esto es,
existe K ∈ R≥0 con la propiedad xk ∈ BK(0Rn) para toda k ∈ N, donde 0Rn es el vector en
Rn cuyas entradas son todas cero. Por ende, existe θ ∈ [0, 1) que satisface (79) para cualesquiera
x, y ∈ BK(0Rn). En consecuencia, la desigualdad (80) también se cumple. Esto implica que la
sucesión (xk) es una sucesión de Cauhy en Rn. Por ende, al ser (BK(0Rn), ‖·‖∞) un espacio de
Banach, pues BK(0Rn) es un conjunto compacto, (xk) converge a un punto x∗ ∈ Rn. Puesto que
ϕ es continua, se tiene entonces que ϕ(xk) → ϕ(x∗) en BK(0Rn). Como el límite de una sucesión
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es único, ϕ(x∗) = x∗, es decir, x∗ es un punto fijo de ϕ. Consecuentemente, x∗ es una solución de
las ecuaciones en (64). �

Demostración del Lema 4.17. Fijemos i, j ∈ [n] con i 6= j. Sea x un elemento arbitrario
de Rn. Recordemos la función rij : Rn → R dada por rij(x) = (e−xj + exi)−1. Definamos

qij(x) := rij(x)∑n
k=1
k 6=i

rik(x) .

Antes de derivar ϕi(x) respecto de xi, primero notemos
n∑
k=1
k 6=i

∂rik(x)
∂xi

=
n∑
k=1
k 6=i

− exi

(e−xk + exi)2 = −
n∑
k=1
k 6=i

exi

e−xk + exi
· rik(x).

De manera que, por regla de la cadena,

∂ϕi(x)
∂xi

= − 1∑n
`=1
` 6=i

ri`(x) ·

− n∑
k=1
k 6=i

exi

e−xk + exi
· rik(x)


=

n∑
k=1
k 6=i

exi

e−xk + exi
· rik(x)∑n

`=1
` 6=i

ri`(x)

=
n∑
k=1
k 6=i

exi

e−xk + exi
· qik(x) = exi

n∑
k=1
k 6=i

rik(x)qik(x).

Esto muestra que la función ∂ϕi
∂xi

es mayor ó igual a cero en Rn. Mientras que

∂ϕi(x)
∂xj

= − 1∑n
`=1
6̀=i
ri`(x) ·

 n∑
k=1
k 6=i

∂rik(x)
∂xj

 .

Puesto que rik(x) = (e−xk + exi)−1, entonces ∂rik(x)
∂xj

= 0 para k ∈ [n] \ {j}. Por consiguiente,
n∑
k=1
k 6=i

∂rik(x)
∂xj

= ∂rij(x)
∂xj

= − −e−xj
(e−xj + exi)2 = e−xj

e−xj + exi
· rij(x).

Por lo tanto,

(82) ∂ϕi(x)
∂xj

= − e−xj

e−xj + exi
· rij(x)∑n

`=1
6̀=i
ri`(x) = −e−xjrij(x) · qij(x).

Se sigue que la función ∂ϕi
∂xi

es menor ó igual a cero en Rn.
Sea K ∈ R≥0. Supongamos x ∈ Rn con ‖x‖∞ ≤ K. Entonces −xj , xi ≤ ‖x‖∞ ≤ K. De modo que
e−xj , exi ≤ eK . En consecuencia, e−xj + exi ≤ 2eK . Análogamente, 2e−K ≤ e−xj + exi . Por ende,

(83) 1
2e
−K ≤ rij(x) ≤ 1

2e
K .

Luego,

(n− 1)1
2e
−K ≤

n∑
k=1
k 6=i

rik(x) ≤ (n− 1)1
2e

K .

De manera que al invertir las desigualdades anteriores obtenemos

(84) 2
n− 1e

−K ≤ 1∑n
k=1
k 6=i

rik(x) ≤
2

n− 1e
K .
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En consecuencia, cuando multiplicamos las desigualdades de (83) y (84) (las cuales son no negativas,
así que se preserva el orden de la desigualdad), nos queda la desigualdad

1
n− 1e

−2K ≤ rij(x)∑n
k=1
k 6=i

rik(x) ≤
1

n− 1e
2K ;

es decir,

(85) e−2K

n− 1 ≤ qij(x) ≤ e2K

n− 1 .

Entonces, al multiplicar por −rij(x),

(86) − rij(x) e
2K

n− 1 ≤ −rij(x)qij(x) ≤ −rij(x) e
−2K

n− 1 .

Por consiguiente, de la segunda desigualdad en (83) y la primera desigualdad en (86),

− e3K

2(n− 1) ≤ −rij(x) e
2K

n− 1 ≤ −rij(x)qij(x).

En tanto que, de la primera desigualdad en (83) y la segunda desigualdad en (86),

(87) − rij(x)qij(x) ≤ −rij(x) e
−2K

n− 1 ≤ −
e−3K

2(n− 1) .

Recordemos e−K ≤ e−xj , así que, de (87),

−e−xjrij(x)qij(x) ≤ −e−Krij(x)qij(x) ≤ −e−K e−3K

2(n− 1) = − e−4K

2(n− 1) .

Entonces, de (82),
∂ϕi(x)
∂xj

≤ − e−4K

2(n− 1) .

A su vez, e−xjrij(x)qij(x) ≤ qij(x), puesto que e−xj ≤ e−xj + exi . De manera que de la segunda
desigualdad en (85)

− e2K

n− 1 ≤ −qij(x) ≤ −e−xjrij(x)qij(x) = ∂ϕi(x)
∂xj

.

Por lo tanto,

− e2K

n− 1 ≤
∂ϕi(x)
∂xj

≤ − e−4K

2(n− 1) .

Los mismos argumentos muestran que

− e2K

n− 1 ≤ −e
xirij(x)qij(x) ≤ − e−4K

2(n− 1) .

En consecuencia,
e−4K

2(n− 1) ≤ e
xirij(x)qij(x) ≤ e2K

n− 1 .

Entonces,
e−4K

2 ≤ ∂ϕi(x)
∂xi

≤ e2K .

�



Apéndice A

Nociones de la teoría de la medida

Definición A.1. Supongamos que Ω es un conjunto no vacío. Una familia F de subconjuntos
de Ω es un álgebra si contiene a Ω y es cerrada bajo complementos y uniones finitas, esto es,

(i) Ω ∈ F .
(ii) Si A ∈ F , entonces Ω \A ∈ F .
(iii) Si A,B ∈ F , entonces A ∪B ∈ F .

Definición A.2. Supongamos que Ω es un conjunto no vacío. Una familia F de subconjuntos
de Ω es una σ-álgebra si F es un álgebra y es cerrada bajo uniones numerables; es decir, para
{An | n ∈ N} ⊆ F tenemos

⋃
n∈NAn ∈ F .

Note que el hecho de que F cumpla con las condiciones (i) y (ii) en la Definición A.1 y también
sea cerrada bajo uniones numerables, implica la condición (iii) en la Definición A.1; lo cual es bien
sabido y, por tanto, no será mostrado.

Si Ω es un conjunto no vacío y F es una σ-álgebra de subconjuntos de Ω, el par (Ω,F ) usual-
mente es llamado un espacio medible. Los conjuntos que pertenecen a F son llamados conjuntos
medibles o, en un contexto probabilístico, son llamados eventos. Particularmente, en probabilidad,
si {ω} está en F , decimos que {ω} es un evento elemental.

Proposición A.3. Supongamos que Ω es un conjunto no vacío. Dada una familia C de sub-
conjuntos de Ω, existe una mínima σ-álgebra en Ω que contiene a C y la denotaremos por σ(C ).
Es decir, sin F es una σ-álgebra que contiene a C , entonces σ(C ) ⊆ F .

En adelante diremos que σ(C ) es la σ-álgebra generada por C .

Supongamos que (Ω, τ) es un espacio topológico. Definimos a la σ-álgebra de Borel en (Ω, τ)
como la σ-álgebra generada por τ y la denotamos por B(Ω, τ) o simplemente B(Ω) si no se genera
alguna confusión. Si (Ω, d) es un espacio métrico, B(Ω) denota a la σ-álgebra generada por los
abiertos que pertenecen a la topología inducida por d. En particular, para n ∈ N, denotamos por
B(Rn) a la σ-álgebra generada por la topología inducida por la métrica euclidiana.

Supongamos que {Ωα | α ∈ A} es una colección de conjuntos no vacíos. Definimos a
∏
α∈A Ωα

como el conjunto de funciones f : A→
⋃
α∈A Ωα tales que f(α) ∈ Ωα para todo α ∈ A.

Para cada α ∈ A definimos al α-ésimo mapeo proyección, πα :
∏
α∈A Ωα → Ωα, por medio de la

identidad πα(ω) = ω(α).
Si Fα es una σ-álgebra en Ωα para todo α ∈ A, definimos a la σ-álgebra-producto en

∏
α∈A Ωα

como ⊗
α∈A

Σα := σ({π−1
α (Eα) | Eα ∈ Fα, α ∈ A}).

Proposición A.4. Sea {(Ωα,Fα) | α ∈ A} una colección de espacios medibles. Supongamos
que Cα ⊆P(Ωα) es tal que Fα = σ(Cα) para todo α ∈ A. Entonces,⊗

α∈A
Σα := σ({π−1

α (Eα) | Eα ∈ Cα, α ∈ A}).

75
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Si además A es a lo más numerable y Xα ∈ Cα para todo α ∈ A, entonces⊗
α∈A

Σα := σ
({ ∏

α∈A
Eα | Eα ∈ Cα

})
.

Sean (X1, d1), . . . , (Xn, dn) espacios métricos. Tenemos una métrica en
∏n
i=1Xi dada por

d(x, y) :=
(

n∑
i=1

di(xi, yi)2

)1/2

,

para x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈
∏n
i=1Xi. No es complicado ver que d es una métrica, y

es llamada la métrica producto.
Proposición A.5. Sean (X1, d1), . . . , (Xn, dn) espacios métricos separables y consideremos a∏n

i=1Xi equipado con la métrica producto. Entonces B(X) =
⊗n

i=1 B(Xi).
Definición A.6. Decimos que Π es un π-sistema si para todo A,B ∈ Π tenemos A∩B ∈ Π.
Notación A.7. Para a = (a1, . . . , an) y b = (b1, . . . , bn) en Rn, decimos que a < b (≤) si y

sólo si ai < bi para i ∈ [n]. Si a < b, denotaremos al rectángulo abierto generado por a y b como
(a, b) := {x ∈ Rn | a < x < b} = (a1, b1)× · · · × (an, bn).

De manera análoga definimos al rectángulo [a, b].
Proposición A.8. El conjunto Π1 := {[a, b] | a, b ∈ R2, a ≤ b} ∪ {∅} es un π-sistema.
Proposición A.9. La igualdad B(R2) = σ(Π1) se satisface.
Observación A.10. Para cualesquiera a, b ∈ R con a ≤ b tenemos [a, b] ∩ [0, 1] = [c, d] para

c, d ∈ R con 0 ≤ c ≤ d ≤ 1, ó [a, b] ∩ [0, 1] = ∅.

Demostración. Fijemos dos elementos a, b ∈ R arbitrarios con la propiedad a ≤ b. Entonces,

[a, b] ∩ [0, 1] =


∅ si b < 0 ó 1 < a,

[0, b] si a < 0 ≤ b < 1,
[a, b] si 0 ≤ a ≤ b < 1,
[a, 1] si 0 ≤ a ≤ 1 ≤ b.

�

Sea Ω un conjunto no vacío y C una familia no vacía de subconjuntos de Ω, para cualquier
subconjunto no vacío E ⊆ Ω, definimos

C ∩ E := {A ∩ E | A ∈ C }.
Observación A.11. Considere Π1 = {[a, b] | a, b ∈ R2, a ≤ b}∪{∅} una familia de subconjun-

tos de R2 y definamos Π2 := {[a, b] | a, b ∈ R2, 0 ≤ a ≤ b ≤ 1} ∪ {∅}. La igualdad Π1 ∩ [0, 1]2 = Π2
se satisface.

Demostración. Primero mostraremos Π1 ∩ [0, 1]2 ⊆ Π2. Es evidente el caso ∅ ∩ [0, 1]2 ∈
Π1 ∩ [0, 1]2 ya que ∅ ∩ [0, 1]2 = ∅ y ∅ ∈ Π2 . Tomemos, pues, [a, b] ∈ Π1 \ {∅}. Note que [a, b] es
de la forma [a, b] = [a1, b1]× [a2, b2] para a1, a2, b1, b2 ∈ R. Consecuentemente,

[a, b] ∩ [0, 1]2 = ([a1, b1]× [a2, b2]) ∩ ([0, 1]× [0, 1])
= ([a1, b1] ∩ [0, 1])× ([a2, b2] ∩ [0, 1]).

Así, por la Observación A.10, [a, b]∩[0, 1]2 = ∅, ó [a, b]∩[0, 1]2 = [c1, d1]×[c2, d2] para c1, c2, d1, d2 ∈
R con 0 ≤ c1 ≤ d1 ≤ 1 y 0 ≤ c2 ≤ d2 ≤ 1. En cualquier caso, [a, b] ∩ [0, 1]2 ∈ Π2. Por lo tanto,
Π1 ∩ [0, 1]2 ⊆ Π2. Recíprocamente, ya sabemos que ∅ ∈ Π1 ∩ [0, 1]2, por lo que será suficiente
mostrar que [a, b] ∈ Π2 implica [a, b] ∈ Π1 ∩ [0, 1]2 para a, b ∈ R2 tales que 0 ≤ a ≤ b ≤ 1. Basta
ver que, por las condiciones de a y b, [a, b] = [a, b] ∩ [0, 1]2. Finalmente, [a, b] ∈ Π1 \ {∅} puesto
que a, b ∈ R2 y, en particular, a ≤ b. Por ende, [a, b] = [a, b] ∩ [0, 1]2 ∈ Π1 ∩ [0, 1]2. Por lo tanto,
Π2 ⊆ Π1 ∩ [0, 1]2. Esto concluye con la demostración. �
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Observación A.12. Π2 = {[a, b] | a, b ∈ R2, 0 ≤ a ≤ b ≤ 1} ∪ {∅} es un π-sistema.

Demostración. Ya sabemos Π2 = Π1 ∩ [0, 1]2 de la Observación A.11. De modo que hay
que ver que Π1 ∩ [0, 1]2 es un π-sistema para mostrar la afirmación. Note que para cualesquiera
A ∩ [0, 1]2, B ∩ [0, 1]2 ∈ Π1 ∩ [0, 1]2, con A,B ∈ Π1 tenemos(

A ∩ [0, 1]2
)
∩
(
B ∩ [0, 1]2

)
=
(
A ∩B

)
∩ [0, 1]2.

Dado que Π1 es un π-sistema, A∩B ∈ Π1. Por ende,
(
A∩B

)
∩[0, 1]2 ∈ Π1∩[0, 1]2. En consecuencia,

Π1 ∩ [0, 1]2 es un π-sistema. �

Proposición A.13. Sea (Ω,F ) un espacio medible y E un subconjunto no vacío de Ω. Si
F = σ(C ) para C una familia de subconjuntos de Ω, entonces F ∩ E = σ(C ∩ E).

Corolario A.14. Sea Ω un espacio métrico y consideremos a cualquier subconjunto no vacío,
E ⊆ Ω, como subespacio métrico. Entonces B(Ω) ∩ E = B(E).

Corolario A.15. El conjunto Π2 = {[a, b] | a, b ∈ R2, 0 ≤ a ≤ b ≤ 1} ∪ {∅} es un π-sistema
que cumple B([0, 1]2) = σ(Π2).

Demostración. Ya mostramos en la Observación A.12 que Π2 es un π-sistema. Por el Co-
rolario A.14, B([0, 1]2) = B(R) ∩ [0, 1]2. Y en uso de la Proposición A.9, B(R) = σ(Π1). En
consecuencia, B([0, 1]2) = σ(Π1) ∩ [0, 1]2 = σ(Π1 ∩ [0, 1]2), donde la última igualdad se justifica
por la Proposición A.13. La Observación A.11 nos permite concluir B([0, 1]2) = σ(Π2). �

Proposición A.16. Sea (Ω,F ) un espacio medible y Π ⊆ P(Ω) un π-sistema tal que F =
σ(Π). Supongamos que µ y ν son medidas en F tales que µ(A) = ν(A) para todo A ∈ Π. Si
µ(Ω) = ν(Ω) <∞, entonces µ = ν.

Definición A.17. Supongamos que (Ω,F ) es un espacio medible. Una función µ : F → [0,∞]
es una medida si satisface simultáneamente las siguientes condiciones:

(i) µ(∅) = 0.
(ii) Si tenemos una colección {An | n ∈ N} ⊆ F con la propiedad de que para cualquier par de

números naturales distintos i, j se cumple que Ai ∩Aj = ∅, entonces

µ
( ∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

µ(An).

Un espacio de medida es una terna (Ω,F , µ) consistente de un conjunto no vacío Ω, F una
σ-álgebra en Ω y una medida µ : F → [0,∞].

Definición A.18. Supongamos que (Ω,F , µ) es un espacio de medida. Decimos que µ es una
medida de probabilidad si µ(Ω) = 1. A menos que se indique lo contrario, denotaremos por P a
una medida de probabilidad en un espacio medible (Ω,F ).

Un espacio de medida (Ω,F ,P) es un espacio de probabilidad si P es una medida de probabi-
lidad.

Proposición A.19. Supongamos que (Ω,F , µ) es un espacio de medida. Tenemos las siguien-
tes propiedades:

(i) (Monotonía). Si A,B ∈ F y A ⊆ B, entonces µ(A) ≤ µ(B).
(ii) (Subaditividad). Si {An | n ∈ N} ⊆ F , entonces µ(

⋃∞
n=1An) ≤

∑∞
n=1 µ(An).

Definición A.20. Dado un espacio de medida (Ω,F , µ), decimos que un conjunto A ∈ F es
nulo (o µ-nulo) si µ(A) = 0.
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La propiedad de subaditividad de la medida garantiza que toda unión numerable de conjuntos
nulos es un conjunto nulo. Además, si A es un conjunto nulo, por monotonía se sigue que para todo
B ∈ F tal que B ⊆ A, µ(B) = 0. Cuando trabajemos con un espacio de probabilidad (Ω,F ,P),
nos referiremos a un conjunto nulo como un conjunto de probabilidad cero.
En un espacio de medida (Ω,F , µ), decimos que una proposición P (ω) referente a ω ∈ Ω es cierta
µ-casi donde sea si existe A ∈ F con µ(A) = 0 tal que P (ω) es cierta si ω ∈ Ω \A.

1. Espacios de probabilidad discretos

Sea F la σ-álgebra de todos los subconjuntos de un espacio numerable (finito o infinito) Ω, y
sea p : Ω→ [0, 1] una función no negativa. Supongamos que

∑
ω∈Ω p(ω) = 1. Si A es un subconjunto

de Ω, definimos

(88) P(A) =
∑
ω∈A

p(ω).

Entonces P está bien definida y es una medida de probabilidad. Siendo rigurosos, este hecho (a mi
parecer) no es trivial, sin embargo, tampoco es complejo. La demostración requiere de nociones
básicas de Cálculo y se omite para fines de esta tesis. El lector interesado en la prueba puede
consultarla en [Bil95].

Nos referimos a (Ω,F ,P) como un espacio de probabilidad discreto si Ω es numerable (finito o
infinito), F consiste de todos los subconjuntos de Ω, y P se define como en (88).

En un espacio de probabilidad discreto, el caso particular donde Ω es un conjunto finito con al
menos un elemento y p está definida como p(ω) = 1/ |Ω|, entonces para cualquier evento A tenemos

(89) P(A) = |A|
|Ω| .

Dicho de otra manera, si los eventos elementales son equiprobables, la probabilidad de A
es entonces el número de eventos elementales que conforman (cuya unión es) A dividido por el
número total de eventos elementales. Este ejemplo nace de la teoría de probabilidad clásica. En
este contexto, la medida P dada por (89) recibe el nombre de medida de probabilidad uniforme.

2. Funciones medibles

Definición A.21. Sean (Ω1,F1) y (Ω2,F2) dos espacios medibles. Decimos que una función
X : Ω1 → Ω2 es (F1,F2)-medible, o medible si no se presta a confusión, si y sólo si X−1(A) ∈
F1 siempre que A ∈ F2.

Proposición A.22. Sean (Ω1,F1) y (Ω2,F2) dos espacios medibles, C ⊆ P(Ω2) tal que
σ(C ) = F2. Entonces, X : Ω1 → Ω2 es medible si y sólo si X−1(A) ∈ F1 para todo A ∈ C .

Proposición A.23. Supongamos que m y n son enteros positivos. Si X : Rn → Rm es una
función continua, entonces es medible.

Proposición A.24. Sean (Ω1,F1), (Ω2,F2) y (Ω3,F3) espacios medibles. Si X : Ω1 → Ω2 y
Y : Ω2 → Ω3 son funciones medibles, entonces Y ◦X : Ω1 → Ω3 es una función medible.

Proposición A.25. Sea (Ω,F ) un espacio medible. Fijemos n ∈ N. Si X,Y : Ω → Rn son
medibles, entonces para cualesquiera a, b ∈ R, aX + bY es medible.

Proposición A.26. Sea (Ω,F ) un espacio medible. Si X : Ω → R es constante, entonces X
es medible.

Proposición A.27. Supongamos que (Ω,F ) es un espacio medible. Si X,Y : Ω → R son
medibles, entonces XY es medible.
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Definición A.28. Sea (Ω,F ) un espacio medible. Para E ⊆ Ω, 1E : Ω→ R dada por

1E(x) =
{

1 si x ∈ E
0 si x ∈ Ω \ E

es llamada la función indicadora de E.
Nota: La función indicadora de E también recibe el nombre de función característica de E, en
cuyo caso se denota como χE.

Proposición A.29. Sea (Ω,F ) un espacio medible. Si A,B ⊆ Ω, entonces
1A1B = 1A∩B .

Proposición A.30. Sea (Ω,F ) un espacio medible y E un subconjunto de Ω. La función
indicadora de E, 1E, es medible si y sólo si E ∈ F .

No podíamos concluir esta sección sin enunciar la definición de una variable aleatoria.

Definición A.31. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria es una
función X : Ω→ R que es (F ,B(R))-medible.
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3. Propiedades de la integral

Consideremos un espacio de medida (Ω,F , µ). Definimos

L+(Ω,F ) = {X : Ω→ R | X es (F ,B(R))-medible y X ≥ 0}.

Teorema A.32. Sea (Ω,F , µ) un espacio de medida. Supongamos que tenemos una colección
{An | n ∈ N} ⊆ F de conjuntos ajenos por pares. Si X ∈ L1(Ω,F , µ) ∪ L+(Ω,F ), entonces∫

∪nAn
Xdµ =

∑
n

∫
An

Xdµ.

Proposición A.33. Sea (Ω,F , µ) un espacio de medida. Supongamos X,Y ∈ L+(Ω,F ).

(i) Si X ≤ Y , entonces
∫
Xdµ ≤

∫
Y dµ.

(ii) Si E,F ∈ F y E ⊆ F , entonces
∫
E
Xdµ ≤

∫
F
Xdµ.

Proposición A.34. Sea (Ω,F , µ) un espacio de medida, X ∈ L1(Ω,F , µ) y E ∈ F . Entonces
X1E pertenece a L1(Ω,F , µ).

Demostración. Sabemos que 1E es medible por la Proposición A.30. Luego, X1E es medible
debido a la Proposición A.27. Además, |X| es una composición de funciones medibles, así, |X| ∈
L+(Ω,F ). De modo que, en uso de la Proposición A.33,∫

|X1E | dµ =
∫
|X|1Edµ ≤

∫
|X|1Ωdµ =

∫
|X| dµ <∞.

Por lo tanto, X1E ∈ L1(Ω,F , µ). �

Proposición A.35. Sea (Ω,F , µ) un espacio de medida. Si X ≤ Y con X,Y ∈ L1(Ω,F , µ),
entonces

∫
Xdµ ≤

∫
Y dµ.

Proposición A.36 (Linealidad de la integral). Sea (Ω,F , µ) un espacio de medida. Si X,Y ∈
L1(Ω,F , µ) y a ∈ R, entonces

1.
∫

(X + Y )dµ =
∫
Xdµ+

∫
Y dµ

2.
∫
aXdµ = a

∫
Xdµ.

Proposición A.37. Sea (Ω,F , µ) un espacio de medida tal que µ(Ω) <∞ y Π un π-sistema
con la propiedad F = σ(Π) y Ω ∈ Π. Supongamos que X : Ω → R es (F ,B(R))-medible e
integrable. Si para todo A ∈ Π se cumple

∫
A
Xdµ = 0, entonces X = 0 µ-casi donde sea.

Proposición A.38. Sean (Ω,F , µ) un espacio de medida y X ∈ L+(Ω,F ). La función ν :
F → [0,∞] dada por ν(E) :=

∫
E
Xdµ es una medida. Además, si Y : Ω → R es medible,

Y ∈ L1(Ω,F , ν) si y sólo si Y X ∈ L1(Ω,F , µ) y en este caso∫
Y dν =

∫
Y Xdµ.

La igualdad anterior también es válida para Y ∈ L+(Ω,F ).

Ejemplo A.39. Dado un espacio de probabilidad (Ω,F ,P), fijemos un conjunto A ∈ F con
probabilidad positiva. La función P( · | A) : F → [0, 1] dada por

(90) P(B | A) = P(A ∩B)
P(A)

es una medida de probabilidad sobre (Ω,F ). Más aún, suponga Y ∈ L1(Ω,F ,P( · | A)). Entonces,
para cualquier B ∈ F ,

(91)
∫
B

Y dP( · | A) = 1
P(A)

∫
A∩B

Y dP.
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Demostración. Puesto que A pertenece a F , 1A es medible. También, por definción, 1A es
mayor o igual a cero. En consecuencia, 1A ∈ L+(Ω,F ). Por otro lado, por hipótesis, 1/P(A) > 0.
De manera que, en virtud de la Proposición A.25, 1

P(A)1A pertenece a L+(Ω,F ). Por lo tanto, la
función ν : F → [0,∞] dada por

ν(B) =
∫
B

1
P(A)1AdP

es una medida. Desarrollando lo anterior usando la Proposición A.29,

ν(B) =
∫ 1

P(A)1A1BdP =
∫ 1

P(A)1A∩BdP = P(A ∩B)
P(A) .

De esto último es claro que ν(Ω) = 1. Por consiguiente, ν es una medida de probabilidad. Como la
notación del enunciado lo sugiere, la medida ν es denotada por P( · | A). Para mostrar la segunda
afirmación, tomemos B ∈ F arbitrario. Por la Proposición A.34, Y 1B pertenece a L1(Ω,F , ν).
En consecuencia, podemos usar la Proposición A.38 para deducir que∫

Y 1Bdν =
∫
Y 1B

1
P(A)1AdP

= 1
P(A)

∫
Y 1B1AdP

= 1
P(A)

∫
Y 1A∩BdP.

Esto culmina con la demostración. �

La medida P( · | A) del ejemplo anterior tiene relevancia en la teoría de la probabilidad y da
pie a la siguiente definición.

Definición A.40. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y A ∈ F un evento de probabilidad
positiva. Decimos que la función P( · | A) : F → [0, 1], con regla de correspondencia dada por (90),
es la medida de probabilidad condicional de P relativa a A. Para B ∈ F arbitrario, decimos
que P(B | A) es la probabilidad condicional de B dado A, típicamente abreviado como la
probabilidad de B dado A.

Para abordar más a fondo en la intuición de esta definición véase [Bil95], o también

Proposición A.41. Sean (Ω,F , µ) un espacio de medida y X ∈ L+(Ω,F ). Si ν : F → [0,∞]
es una medida para la cual ν(E) ≤ µ(E) para todo E ∈ F , entonces

∫
Xdν ≤

∫
Xdµ .

Ejemplo A.42. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y A ∈ F un evento de probabilidad
positiva. Si X ∈ L+(Ω,F ), entonces

∫
XdP( · | A) ≤

∫
XdP .

Demostración. Ya que P(A) > 0, entonces 0 < (P(A))−1 ≤ 1. Además, para cualquier
B ∈ F , por la propiedad de monotonía, P(A ∩B) ≤ P(B). Así,

P(B | A) = P(A ∩B)
P(A) ≤ P(B).

El resultado se sigue de la Proposición A.41. �

Teorema A.43 (Desigualdad de Jensen). Supongamos que ϕ : R→ R es una función convexa,
esto es,

λϕ(x) + (1− λ)ϕ(y) ≥ ϕ(λx+ (1− λ)y)
para toda λ ∈ (0, 1) y x, y ∈ R. Si µ es una medida de probabilidad, y X y ϕ(X) son integrables,
entonces

ϕ
(∫

Xdµ
)
≤
∫
ϕ(X)dµ.
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Proposición A.44. Sean (Ω1,F1) y (Ω2,F2) espacios medibles y φ : Ω1 → Ω2 una función
(F1,F2)-medible. Si µ es una medida en F1, entonces φ induce una medida en F2 a través de la
identidad

µ ◦ φ−1(E) := µ(φ−1(E)),
para todo E ∈ F2.

Teorema A.45 (Cambio de variable). Sea (Ω1,F1, µ) un espacio de medida, (Ω2,F2) un es-
pacio medible, φ : Ω1 → Ω2 una función (F1,F2)-medible y X : Ω2 → R una función (F2,B(R))-
medible. Sea µ ◦ φ−1 la medida inducida por φ. Entonces X ◦ φ ∈ L1(Ω1,F1, µ) si y sólo si
X ∈ L1(Ω2,F2, µ ◦ φ−1) y en este caso∫

X ◦ φdµ =
∫
Xd(µ ◦ φ−1).

La igualdad anterior también se cumple para X ∈ L+(Ω1F1).

4. Espacios Lp y desigualdades

Los espacios Lp están definidos para un espacio de medida arbitrario. Debido al enfoque de
esta tesis, y para no confundir al lector con la notación, trabajaremos con espacios de medida de
la forma (Ω,F ,P). Nos referiremos a (Ω,F ,P) como un espacio de probabilidad. Es importante
hacer notar que algunas de las siguientes proposiciones pueden generalizarse a cualquier espacio de
medida o, en particular, a cualquier espacio de medida finita.

Consideremos, pues, un espacio de probabilidad (Ω,F ,P). Definimos para 0 < p <∞

Lp(Ω,F ,P) :=
{
X : Ω→ R | X es medible y

∫
|X|pdP <∞

}
.

Es un hecho que Lp(Ω,F ,P) es un espacio vectorial.

Proposición A.46. Supongamos que X es una variable aleatoria. Son equivalentes:

1.
∫
XdP ∈ R.

2.
∫
X+dP,

∫
X−dP <∞

3.
∫
|X|dP <∞.

De aquí podemos deducir que una variable aleatoria X tiene experanza finita si y sólo si X
pertenece al espacio L1.

Proposición A.47 (Desigualdad de Hölder). Sean p, q ∈ (1,∞) tales que 1/p + 1/q = 1. Si
X ∈ Lp y Y ∈ Lq, entonces XY ∈ L1 y

‖XY ‖1 ≤ ‖X‖p‖Y ‖q.

Observación A.48. El caso especial p = q = 2 es llamado desigualdad de Cauchy-
Schwarz y podemos reformularlo en términos probabilistas.

Proposición A.49 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz). Sean X,Y ∈ L2 dos variables aleato-
rias. Entonces la variable aleatoria XY es integrable y

E(|XY |) ≤
√

E(X2)E(Y 2).

Proposición A.50. Supongamos que tenemos un espacio de probabilidad (Ω,F ,P). Si 0 <
p ≤ r ≤ ∞, entonces Lr(Ω,F ,P) ⊆ Lp(Ω,F ,P) y para toda X ∈ Lr(Ω,F ,P),

‖X‖p ≤ ‖X‖r.



Apéndice B

Martingalas

1. Esperanza condicional

1.1. Esperanza condicional dado un evento.

Definición B.1. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, X ∈ L1(Ω,F ,P) y A ∈ F un
evento de probabilidad positiva. Definimos la esperanza condicional de X dado A, denotada
por E(X|A), como sigue

E(X|A) = 1
P(A)

∫
A

XdP.

Si P(A) = 0, por convención definimos E(X|A) = 0.

Es importante resaltar que la esperanza condicional de una variable aleatoria, con esperanza
finita, dado un evento resulta ser un número.
Otra observación sencilla, pero útil, se establece en la siguiente proposición.

Proposición B.2. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, X ∈ L1(Ω,F ,P), A ∈ F un
evento de probabilidad positiva y c ∈ R. Si X es igual a una constante c en A, entonces E(X|A) = c .

Demostración. De la definición tenemos las siguientes igualdades:

E(X|A) = 1
P(A)

∫
A

XdP

= 1
P(A)

∫
A

c dP

= 1
P(A) · c · P(A).

Por lo tanto, E(X|A) = c . �

Proposición B.3. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, X ∈ L1(Ω,F ,P) y A ∈ F con
probabilidad positiva. Entonces

|E(X|A)| ≤ E(|X| |A).

Demostración. Por la Definición B.1,

|E(X|A)| = 1
P(A)

∣∣∣∣∫
A

XdP
∣∣∣∣ = 1

P(A)

∣∣∣∣∫ X1AdP
∣∣∣∣ .

Aplicando la desigualdad de Jensen a la igualdad anterior,

|E(X|A)| ≤ 1
P(A)

∫
|X1A| dP = 1

P(A)

∫
|X|1AdP = E(|X| |A).

Por ende, |E(X|A)| ≤ E(|X| |A). �

Buscaremos generalizar este concepto al introducir una familia más, como se verá en la siguiente
sección. La esperanza condicional de una variable aleatoria dada una σ-álgebra es una función, como
se precisa en la Definición B.4.
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1.2. Esperanza condicional dada una σ-álgebra.

Definición B.4. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, X : Ω→ R una variable aleatoria
en el espacio L1(Ω,F ,P) y G una σ-álgebra tal que G ⊆ F . Definimos la esperanza condicional
de X dado G como una variable aleatoria, denotada por E(X|G ), que satisface las siguientes tres
propiedades de manera simultánea:

(i) E(X|G ) es G medible.
(ii) Tiene esperanza finita.
(iii) Para cualquier evento A ∈ G ,

(92)
∫
A

E(X|G )dP =
∫
A

XdP.

La pregunta obligada que surge de la definición anterior es sobre la existencia de la esperanza
condicional de una variable aleatoria dada una σ-álgebra. La respuesta a esta pregunta estriba en el
teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym, que suele introducirse en un curso de Teoría de la medida.
Como referencia el lector puede consultar [Dur10].
Ahora bien, otra pregunta que debe surgir es acerca de la unicidad. Pues, es importante notar
que en la definición anterior no se da una fórmula explícita para la esperanza condicional de una
variable aleatoria, sino que, en principio, cualquier variable aleatoria que cumpla solamente con
tres propiedades puede ser una esperanza condicional de una cierta variable X. Esto genera la
inquietud de si la esperanza condicional de una variable aleatoria es única. Adelantamos al lector
que la unicidad se obtiene en el sentido casi seguro. La demostración de esta afirmación también
puede consultarse en [Dur10].
De este modo, sí podemos referirnos a la esperanza condicional de una variable aleatoria dada una
σ-álgebra (en el sentido casi seguro).

Ejemplo B.5. Supongamos que (Ω,F ,P) es un espacio de probabilidad. Tomemos
X ∈ L1(Ω,F ,P). Entonces

E(X|{∅,Ω}) ≡ E(X).

Una generalización del ejemplo anterior se enuncia a continuación.

Ejemplo B.6. Supongamos que (Ω,F ,P) es un espacio de probabilidad. Sea P una partición
del espacio muestral Ω consistente de eventos de probabilidad positiva y tal que P ⊆ F . Entonces

E(X|P) ≡ E(X|A) en cada A ∈P.

1.3. Propiedades.

Proposición B.7 (Linealidad de la esperanza condicional). Sean (Ω,F ,P) un espacio de
probabilidad y G una σ-álgebra con la propiedad G ⊆ F . Supongamos que tenemos dos variables
aleatorias X,Y ∈ L1(Ω,F ,P) y fijemos un escalar a ∈ R arbitrario. Entonces

E(aX + Y |G ) = aE(X|G ) + E(Y |G ).

Proposición B.8. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, X una variable aleatoria inte-
grable, F1 y F2 dos sub-σ-álgebras que cumplen que F1 ⊆ F2. Entonces, con probabilidad uno,

(i) E(E(X|F1)|F2) = E(X|F1).
(ii) E(E(X|F2)|F1) = E(X|F1).

Una manera sencilla de recordar la proposición anterior es notar que “la σ-álgebra más pequeña
siempre gana”.

Teorema B.9 (La esperanza condicional es una contracción en Lp). Fijemos un número real
p ≥ 1. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, X ∈ Lp(Ω,F ,P) y G una σ-álgebra con la
propiedad G ⊆ F . Entonces

‖E(X|G )‖p ≤ ‖X‖p.
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2. Martingalas

Definición B.10. Una filtración es una sucesión de σ-álgebras (Fn) con la propiedad de
que, para cualesquiera n,m ∈ N con la propiedad n ≤ m, se cumple Fn ⊆ Fm.

Definición B.11. Supongamos que tenemos una sucesión de variables aleatorias (Xn). Deci-
mos que (Xn) es adaptada a una filtración (Fn) si, para cada n ∈ N, la variable aleatoria Xn

es Fn-medible.

Definición B.12. Sea (Fn) una filtración. Una sucesión de variables aleatorias (Xn) es una
martingala respecto a (Fn) si, para cada n ∈ N, se satisfacen simultáneamente las siguientes
condiciones:

(i) Xn es integrable.
(ii) (Xn) es adaptada a (Fn).
(iii) E(Xn+1|Fn) = Xn.

Ejemplo B.13 (Martingala de la esperana condicional). Dada una filtración (Fn) y una va-
riable aleatoria X integrable, la sucesión de variables aleatorias (Xn) definida, para cada n ∈ N,
como:

Xn := E(X|Fn)
es una martingala.

Demostración. Se sigue de la Proposición B.8. �

Teorema B.14 (Teorema de convergencia de martingalas). Supongamos que (Xn) es una mar-
tingala respecto a alguna filtración. Si supn∈N E(|Xn|) <∞, entonces existe una variable aleatoria
X que satisface Xn → X con probabilidad uno y E(|X|) ≤ supn∈N E(|Xn|).

La demostración del teorema de convergencia de martingalas puede encontrarse en [Bil95, p.
490]

3. Sucesión de diferencias de martingala

Definición B.15. Sea (Xn) una martingala. Una sucesión de diferencias de martingala
es una sucesión (dn) de la forma

dn := Xn −Xn−1

para n ∈ N con n mayor o igual a uno y d0 := X0.

Proposición B.16. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y 1 < p ≤ 2. Entonces para cada
sucesión de diferencias de martingala (di)ni=0 que pertenece a Lp(Ω,F ,P) tenemos

(93)
( n∑
i=0
‖di‖2p

)1/2
≤
( 1
p− 1

)1/2
·
∥∥ n∑
i=0

di
∥∥
p
.





Apéndice C

Códigos

En este apéndice se encuentra el código, en lenguaje Python, utilizado para los dos ejemplos
de la sección 3 del Capítulo 4. El siguiente código se basa en [Sou], donde se agregó un algoritmo
para simular una sucesión de grados en base a funciones continuas y acotadas en [0, 1].

import networkx as nx
import random as rnd
import matp lo t l i b . pyplot as p l t
import numpy as np
import math
from networkx import Graph , draw
from b i s e c t import b i s e c t_ l e f t
from i t e r t o o l s import repeat

#Modelo de con f i gurac ión dada una suces ión de grados (MCSG) .
def MCSG(k ) :

" " "
Esta func ión crea un modelo de con f i gurac i ón de una
g r á f i c a a l e a t o r i a a p a r t i r de una suces ión de grados ‘ k ’ ,
donde k es un vec t o r de en te ros no nega t i v o s de tamaño
f i n i t o .
" " "
#Primero nos aseguramos que l a suma de l o s grados en l a
#suces ión de grados dada sea un número par .
a s s e r t ( (sum( k)%2)==0)
#Creamos una g r á f i c a vac ía .
G = Graph ( )
#El número de v é r t i c e s en nues tra g r á f i c a es i g u a l a l a
#suma de l a s entradas d e l v e c t o r k .
G. add_nodes_from ( range ( len ( k ) ) )
#Creamos un vec to r l lamado ‘ resguardos ’ donde guardamos
#ordenadamente k_i cop ias de ‘ i ’ , donde k_i es l a i−ésima
#entrada de k .
re sguardos = [ i for i in range ( len ( k ) )

for _ in repeat (None , k [ i ] ) ]
#Reordenamos nues t ros e lementos en ‘ resguardos ’ a l azar .
rnd . s h u f f l e ( re sguardos )
#Creamos l a s a r i s t a s s e l e c c i onado dos e lementos
#a lea tor iamente de nues tro vec t o r ‘ resguardos ’ .
for ( i , j ) in zip ( re sguardos [ 0 : : 2 ] , r e sguardos [ 1 : : 2 ] ) :

#Añadimos una a r i s t a en t re l o s v é r t i c e s
#cor re spond i en t e s .
G. add_edge ( i , j )

return G
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#Especi f i camos una función f , acotada y cont inua en [ 0 , 1 ] .
def f ( x ) :

va lue = −1/2∗x∗∗2 + 3/4
return value

#Creación de una suces ión de grados .
def suces ion_f (n ) :

#Creamos una l i s t a vac ía .
suces ion_grados = [ 0 ] ∗ n
#Declaramos e l grado mas grande en l a g r á f i c a .
suces ion_grados [ n−1] = math . f l o o r (n∗ f ( 0 ) )
#Desde 1 has ta (n−1).
for i in range (1 , n ) :
#Declaramos l o s demás grados .

suces ion_grados [ n−1− i ] = math . f l o o r (n∗ f ( i /n ) )
i f (sum( suces ion_grados)%2 != 0 ) :
#Si l a suma de l o s grados no es par ,
#entonces aumentamos en una unidad e l grado más grande .

suces ion_grados [ n−1] = suces ion_grados [ n−1] + 1
#Devuelve una suces ión de grados en orden c r e c i e n t e
#( devue l v e una l i s t a ) .
return suces ion_grados



Símbolos

Símbolo Descripción
N El conjunto {0, 1, 2, 3, . . . }.
R+ Los números reales positivos.
Rn×n Conjunto de matrices con entradas reales.
v(G) El número de vértices de una gráfica G.
e(G) El número de aristas de una gráfica G.
AG Matriz de adyacencia de una gráfica G.

[0, 1]2 El producto cartesiano [0, 1]× [0, 1].
[n] El conjunto {1, . . . , n} para algún n ∈ Z>0.
[n]2 El producto cartesiano [n]× [n].
Ω Un conjunto no vacío.
P Una partición de Ω.

P(Ω) El conjunto potencia de Ω.
E(X) Esperanza de una variable aleatoria X

E(X|P) Esperanza condicional de X dado σ(P).
(Xn) Una sucesión de variables aleatorias.
F ◦` F compuesta consigo misma, F ◦ · · · ◦ F , `-veces.
(Σi) Una sucesión de k-semianillos.
dn Una sucesión de grados de una gráfica de orden n.

(dn) Una sucesión de sucesiones de grados.
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