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Introduccion

Una de las cualidades més sorprendentes de las matemaéticas es la interaccién
entre sus diferentes areas; uno de los ejemplos més conocidos son las cénicas,
estudiadas por primera vez por los griegos quienes las clasificaron como obje-
tos geométricos y posteriormente, por Fermat y Descartes haciendo uso de las
ecuaciones cuadréticas para su clasificacién. Fue en la década de 1800 cuando
la conjetura de Pisot planteada por Rauzy y Host abre pauta para la propuesta
de diversos plantamientos entre la relacién de la dimamica asociada sobre las
substituciones y las rotaciones en un grupo abeliano compacto por medio del uso
de sistemas dinamicos, temas de teoria de grupos, teoria de la medida, analisis
funcional, teoria de niimeros e incluso fractales.

Una de las técnicas méas importante para relacionar un sistema dindmico medible
con una rotacion sobre un grupo abeliano compacto es empleando el Teorema
de Representaciéon de Halmos y von Newman, el cual asegura que si un sistema
dinamico medible ergddico tiene espectro discreto, entonces es isomorfo a una
rotacion ergddica sobre un grupo abeliano compacto, en otras palabras, pode-
mos asegurar que todos los sistemas dindamicos ergddicos con espectro discreto
se ven como rotaciones en un grupo abeliano compacto. Mas ain, el Teorema de
Representacion también nos asegura el converso, es decir, si un sistema dindmico
medible ergddico es isomorfo a una rotacion ergddica sobre un grupo abeliano
compacto, entonces este tiene espectro discreto. Este teorema logré identificar
las propiedades necesarias y suficientes para poder clasificar los sistemas dinami-
cos medibeles como rotaciones sobre un grupo abeliano compacto y simplifica
el estudio del sistema.

En la presente tesis exponemos dos sistemas dindmicos medibles haciedo uso
de las substituciones; una substitucién es un morfismo denotado por ¢ sobre
un conjunto de letras A = {aq,..,a,} donde ¢(ai)p(az) es la concatenacién
¢(araz). El primer sistema dindmico que se estudia es el asociado a la substitu-
cién de Fibonnaci, nombrado asi por crecer conforme a la sucesién de Fibonacci,
entre otras propiedades se demuestrd que este sistema es isomorfo a una rotacion
sobre el circulo haciendo uso de los tiempos de retorno en una particién especial
sobre el circulo y, por el Teorema de Representacién, tiene espectro discreto. Por
otra parte, el segundo sistema es el asociado a la substituciéon de Tribonacci,
llamada asi por tener las propiedades de la pasada con tres elementos, pero a
diferencia del caso anteriror el sistema es isomorfo a una rotacién sobre el toro
donde la particién asociada es el Fractal de Rauzy.

II



Introduccion 111

Comparando los resultados obtenidos de estudiar los sistemas pasados, probar
que un sistema dindmico tiene espectro discreto haciendo uso del Teorema de
Representacion puede complicarse ya que los isomorfismos pueden esconder la
estructura algebraica de un sistemas. Es asi como surge la conjetura de Pisot.
Todos estos resultados se construyeron asumiendo conocimientos basico de to-
pologia y teoria de la medida.

Es importante mencionar que el fractal de Rauzy, mostrado en la Figura 1, es
un fractal que tesela el plano usando tres mosaicos con la misma forma, pero
con distintos tamanos y, ademds de utilizarse para la prueba antes mencionada,
fue usado recientemente por Kenyon [5] para construir difeomorfismos pseudo-
Anosov y probar una conjetura de Fried, lo cual nos puede mostrar a grandes
rasgos la importancia de esta construccion.

Figura 1: Fractal de Rauzy [9]

La tesis estd compuesta de la forma siguiente:
En el primer capitulo se presentan definiciones esenciales de dlgebra lineal, es-
pacios medibles y de Hilbert, espectro de un operador y se muestran algunos
resultados de la teoria de caracteres.
En el segundo capitulo, se presentan las nociones bésicas de los sistemas dinami-
cos topoldgicos y de la relacién con el operador inducido en C(X), el espacio de
las funciones continuas de X con valores en los complejos.
En el capitulo tres estudiaremos los sistemas dinamicos medibles, la teoria es-
pectral y el Teorema de Representaciéon de Halmos y von Neumann.
El capitulo cuatro tiene como propoésito responder a la pregunta: ;Habra siste-
mas dindmicos con espectro discreto y sin espectro topologico discreto? Para lo
cual, se definen los sistemas dindmicos topolégicos asociados a una substitucion.
Se estudia el espectro de los sistemas dindmicos asociados a la substituciones
de Fibonacci y Tribonacci y, por tltimo, se enuncia la conjetura de Pisot.
Finalmente, en el quinto capitulo se presenta el proceso de la construccién del
fractal de Rauzy se demuestra que la substitucion de Tribonacci tiene espectro
discreto.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Teorema de Perron-Frobenius

Definicién 1.1. Una permutacién del conjunto P = {1,...,n} es una funcién
biyectiva de este conjunto sobre si mismo. Denotamos al conjunto de todas las
permutaciones de P por S,.

Ejemplo 1.1. La funcién ¢ : {1,2,3} — {1,2, 3} definida mediante la regla
p)=2  ¥(@2)=3 Y@B)=1
es una permutacién del conjunto {1,2,3}, es decir, ¥ € Ss.

Definicién 1.2. Sea 1) € S,,. Definimos la matriz de permutacién P, me-
diante la regla
Py = [0y 4li=1-

Ejemplo 1.2. A la permutacién v definida en el Ejemplo 1.1 se le asocia la
matriz

010
Py=Pys1=10 0 1]. (1.1)
10 0

Definicién 1.3. Una matriz M de orden n x n es reducible si:
1. M es la matriz cero de orden 1 X 1 o

2. sin > 2y existe una matriz de permutacién P tal que

PMPT = <g g) , (1.2)

donde B y D son matrices cuadradas de orden menor a n y mayor a 1 y
0 es la matriz cero.
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Una matriz M es irreducible si no es reducible.

Definicién 1.4. Decimos que una matriz M es primitiva si y solo si existe
una p > 0 tal que MP es estrictamente positiva, esto es, todas sus entradas son
positivas.

Teorema 1.1. (Teorema de Perron-Frobenius)
Sea M una matriz cuadrada de n X n con entradas no negativas (A > 0). Si M
es irreducible entonces:

1. Existe un eigenvalor A > 0 tal que Mv = Av, donde el eigenvector corres-
pondiente es v = (v1,...,0,) y v; > 0 para toda i = {1,...,n}.

2. X\ > |a| para cualquier otro eigenvalor o de M.
3. El eigenvalor \ tiene multiplicidad geométrica uno.

4. Cualquier eigenvector w = (w1, ..., w,) no nulo de M con w; > 0 para
toda i = {1,...,n} es miltiplo de v.

Mads aun, si M es primitiva, entonces el eigenvalor A domina estrictamente en
mddulo a los demds eigenvalores o, es decir

A > al.

1.2. Espacios medibles

Definicién 1.5. Un espacio topolégico es una pareja (X, 7) donde X es un
conjunto y 7 es una familia de subconjuntos de X que satisface las siguientes
condiciones:

LeryXer.
11. Si Uy,Us € 7, entonces Uy NU; € 7.
1. Si A C 7, entonces |JA € 7.

El conjunto X es llamado el espacio, los elementos de X son llamados
puntos y los subconjuntos de X que pertenecen a 7 son llamados abiertos del
espacio X; la familia 7 de subconjuntos abiertos de X se le conoce como una
topologia en X.

Definicién 1.6. Sea (X, 7) un espacio topolégico. El interior de un conju-
to A C X es la unién de todos los conjuntos abiertos contenidos en A y lo
denotamos por int(A).

Por otra parte, el interior de A se define equivalentemente como el conjunto
abierto mas grande contenido en A.
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Definicién 1.7. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una familia B C 7 es llamada
base de (X, 7) si todo abierto no vacio A C X puede verse como la unién de
una subfamilia de B. Por otra parte, decimos que una familia P C 7 es subbase
de (X, 1) si la familia de todas las intersecciones finitas

UiNnUsN...NUgdonde U; e Pconi=1,...,k
es una base para (X, 7).

Definicién 1.8. Sea X un espacio topolégico. Un recubrimiento abierto de
un subconjunto A C X es una familia de conjuntos abiertos {O; };er de X, tales
que
AC U OZ
iel
Definiciéon 1.9. Un espacio topoldgico X es compacto si, dado un recubri-
miento abierto de X cualquiera, existe un subrecubrimiento finito del mismo.

Asf pues, decimos que X es localmente compacto si para todo punto z € X
existe un abierto U con x € U tal que U es compacto.

Observacién 1.1. Sean X,Y dos espacios topoldgicos, U C X compacto ,
V CY abiertoy [U, V] la coleccién de funciones f : X — Y tales que f(U) C V.
Entonces la coleccién de conjuntos [U, V] es una subbase de la topologia 75 en
C(X,Y) nombrada topologia compacto-abierta.

Definicién 1.10. Sea X un conjunto y P(X) = {subconjuntos de X}. Decimos
que D C P(X) es una una o-algebra si:

1. e D.
2. AeD= A°eD.

3. Para toda sucesién A,, € D,

UA" eD.

Definicién 1.11. Sea X un espacio topoldgico. La o-dlgebra de Borel (o de
los borelianos) es la o-algebra generada por los abiertos de X y se denota por
B(X).

Ejemplo 1.3. B(R"™) es la o—4&lgebra generada por los conjuntos

n

[I(ai,b:) aibi € Q.

i=1
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Demostracion. Sea C = {[[;—,(ai,b;) a;,b; € Q}. Tenemos que
C C {A: A es abierto} C B(R"),

entonces B(R™) es una o-dlgebra que contiene a C, esto es, B(R™) C o(C).
Sea O abierto de R™. Sabemos que

o= |J 4

AeC,ACO

donde cada A € o(C) y como C es numerable, se tiene que J, e 40 A es
numerable, entonces O € o(C) y o(C) es una o-dlgebra que contiene a los

abiertos. Por lo tanto contiene a los borelianos.
[ |

Observacién 1.2. Sea D C P(X) una o—algebra.
a. XeD
b. Para toda sucesién B, € D, ), B, € D.

Definicién 1.12. Una coleccién G de subconjuntos de X es una semidlgebra
si satisface las siguientes condiciones:

. Peg.
1. Si {4, B} €, entonces ANB € G.
L. Si A € G, entonces X/A = Jj_, E; donde
EiegijﬂEi:Q) Vi,jE{l,...,’rL}.
Teorema 1.2. Sea G una semidlgebra de subconjuntos de X. La o—dlgebra

o(G) generada por G consiste en los subconjuntos de X que pueden ser escritos
de la forma

donde A; € G y Ay, ..., A, son subconjuntos ajenos de X.

Ejemplo 1.4. Sea k > 2 € Z" fijo y (po,--.,pk—1) un vector de probabilidad
(i.e., p; > 0 para toda i y Zf;olpi =1),Y={1,....k—1} y X =[5, Y,
consideramos los rectangulos elementales A; donde

Ay = {{2:}22] 2 = a; para j < n}.

Denotamos a este conjunto como [ag,...,a,], ¥ lo llamamos el bloque con
puntos finales 0 y n. La coleccién de estos conjuntos forman una semidlgebra
que genera la o—algebra producto B.
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Definicién 1.13. Sea (X, D) un espacio medible, donde X es un conjunto
arbitrario y D es una o—algebra. Una medida positiva sobre (X, D) es una
aplicacién
p:D —[0,+00] tal que
1. p(0) =o0.

2. Para toda sucesién A,, € D tal que A, N A,, = 0 con m # n, se tiene que

,u (U An> = Zu(An) € [0, o0].

Un espacio de medida estd dado por la tercia (X,D,u) donde D es una
o—algebra de X y p una medida sobre D.

Un espacio medible de interés en la tesis es el espacio L?, el cual definiremos
a continuacion.

1.2.1. Espacio L?

Sea K =Cy Na(f) == ([fy \f|2du)%. Definimos el espacio

C3(X,D 1) o= {f : X — K | Na(f) < oo}

Tenemos que Na(f) satisface que:

1. No(f)(af) = |a|Na(f) para toda o € C y para toda f.

2. No(f +g) < Na(f) + Na(g) por la desigualdad de Minkowski.

3. Na(fg) > Nao(f)N2(g) por la desigualdad de Holder.
Observacién 1.3. £%(X,D, i) es un subespacio vectorial de KX y

Ny : L2(X,D, ) — [0, 00)

es una seminorma ya que Na(f) =0 si y sélo si f(z) = 0 casi en todas partes.

Definicién 1.14. Definimos el espacio de las funciones cuadrado integrables
como L?(X,D,u) = L2(X,D, )/ ~ , donde f ~ g si f(z) = g(x) casi en todas
partes (c.t.p.), entonces

I ll2: L*(X,D,p) — 00 con || [l2=N2
es una norma de L?(X,D, ).
Teorema 1.3. L?(X,D, ) es completo.

Para demostrar el teorema anterior, haremos uso del siguiente lema:
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Lema 1.1. Sea E un espacio normado. E es completo si y sélo si toda serie
normalmente convergente es convergente.

Demostracion Teorema 1.3. Sea f, € L*(X,D,p) tal que . || fu]l2 < oo.
Consideramos

. (i'f) dn = nivjlw

Usando el Teorema de convergencia monétona de Levi, obtenemos

/ (ivﬂ(w)') duzni_o:l </|fn(33)> dp < i”’nb < o0

donde Y7, || fxll2 < co c.t.p. Por lo tanto

o0

N
<D allz < Y M1 fall2 < oo
2 n=1 n

=1

f(z) = Z fn(x)  es convergente en c.t.p.
n>1

Sea g(z) = >_°° ;| fu(x)|. Entonces |f(z)| < g(z). Esto implica que
/ g*dp < oo entonces f € L*(X, D, ).
X

Por tanto Y f, converge a f en L?(X, D, ). Usando esto y que

N 9]

n=N+1

obtenemos que
2

> fal)

n=N+1

lim
n—oo

=0 c.t.p.

Pero como )

o0
Z fn(z) < ¢? para c.t.p.,

n=N+1

entonces por convergencia

2

N
/ ‘f—an(x) du(z) — 0,
X n=1
es decir, Y f, converge a f en L?(X, D, ). [ |

Definicién 1.15. Sean (X,D) y (Y, B) espacios medibles. Decimos que una
funcién f: X — Y es medibe si para toda B € B tenemos que f~!(B) € D.
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Proposicién 1.1. Sea Y un espacio topoldgico con la o-dlgebra B(Y'). Entonces

1) f:(X,D) — (Y,B(Y)) es medible si y sdlo si para todo abierto U C Y,
f~1(U) eD.

1 )Sif: X —Y es continua, entonces f es medible.

Demostracion I). Es evidente que si U C Y es un abierto, entonces U € B(Y)
y por lo tanto f~1(U) € D.

Sea By = {B € B(Y) | f~Y(B) € D}. Entonces By C B(Y). Podemos
afirmar que B(Y') = By pues B(Y) C By por hipétesis. Tenemos que

= ) € B(Y) yaque f~1(0) =0 € D por lo tanto, () € By.

= Si B € By sabemos que B € By pero f~1(B¢) = (f~1(B))¢ € D. Por lo
tanto, B¢ € By.

= Dada una sucesién en By, para todo B, € B(Y)
B € B(Y),
entonces f~1(U,, Bn) =U,, f~1(B,), con f~1(B,) € D para toda n, esto
implica que |J,, f~'(By) € D.

Por lo tanto, By es una o—4lgebra que contiene a los abiertos, es decir, B(Y) C
By. |

Demostracion II). Si f : X — Y es continua, entonces para todo abierto U C Y
se tiene que f~(U) es un abierto de X y por tanto un boreliano de X. |

1.3. Espacios de Hilbert y espectro de un operador

1.3.1. Espacios de Hilbert

Definicién 1.16. Sea K un campo y H un espacio vectorial sobre K. Definimos
el producto interno como una funcién (,) : H x H — K que satisface las
siguientes condiciones.

1. Lineal por la izquierda:
(az + by, z) = a(z,2) + by, 2).
2. Lineal conjugada por la derecha:

(x,ay + bz) = alx,y) + b(z, 2).

3. (z,y) = (y,2).
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4. Definida positiva: (z,z) >0y (z,2) =0z =0.

Donde z,y,z € Hy a,be K.

Definicién 1.17. Sea H un espacio vectorial y (,) : H x H — K un producto
interno. H es un espacio de Hilbert si la pareja (H,|| ||) es un espacio
completo, donde

2|l = V/ (=, z).

Teorema 1.4 (Riesz-Fischer). La pareja (L32(X,D,u),{,)) es un espacio de
Hilbert, donde el producto interno (,) : L? x L? — C estd definido como:

/fgd,u e C.

Demostracion. Tenemos que (,) es un producto punto hermitiano, es decir

I ) Lineal en la primer entrada:
(af+Bg. h) = / (af +Bg)hdp = o / fgdu+p / ghdp = a(f, h)+B{g, h).
X X X
1 ) Lineal conjugada en la segunda entrada:

(f, ag+Bh) = /X J(ag T BR)dp =@ /X fgdu+B /X fhdu = a(f, )+ B, ).

ur ) (f,9) = (9, f)

) = /X oTdp = /X fgdp = (f.g).

V)L 20 vy (f,f)=0&f=0.
— [ fFau= [ s+ frauzo
X X

Por otra parte, (f,f) =0& [, ffdu=0& ff=0& f=0.

Por otro lado, por el Teorema 1.4, L?(X, D, i1) es completo, es decir, (L2(X, D, ), {,))
es un espacio de Hilbert.
|

Definicién 1.18. Sea H un espacio de Hilbert. Dos vectores z,y € H son
ortogonales si (x,y) = 0 y se denota por x L y. Por otra parte, se llama
ortogonal de un conjunto A al conjunto de todos los vectores ortogonales a
los vectores de A denotado por AL, es decir,

L={zcHlzly VycA}.

AL es un subespacio vectorial cerrado.
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Definicién 1.19. Una sucesién (z,) en un espacio de Hilbert H es una base
ortogonal de Hilbert de H si (z,,) genera a H y es un sistema ortogonal, es
decir

= Paratodox € H z =) anx, con a, € K.
s Siz, #0y x, L z,, para n # m.
Ejemplo 1.5. {e"!|n € Z} en L?(T) es una base de Hilbert para (L?(X, D, i), {, )).

1.3.2. Espectro de un operador sobre un espacio de Hilbert

Definicién 1.20. Un operador entre dos espacios de Hilbert Hy, H, es una
funcién lineal U : H; — Hj. Si U es un operador lineal sobreyectivo tal que

(Tz, Ty) = (x,y) para toda z,y € Hy,

entonces U es un isomorfismo.

Decimos que A € K es un eigenvalor de U si existe un vector hy € H,
llamado eigenvector de U, tal que

Uhy = Ahy.

Proposicién 1.2. Sean Hy, Hy dos espacios de Hilbert y T : Hi — Hy un
operador lineal continuo. Entonces existe un unico operador T* : Hy — Hy
lineal y continuo tal que

(Tx,y) = (x,T*y) para toda v € Hy,y € Hs.

El operador T* recibe el nombre de adjunto de T.

Definicién 1.21. Sea H un espacio de Hilbert separable y U : H — H un
operador. Decimos que U es un operador unitario si U es un operador lineal

continuo invertible tal que
Ur=u"1

Observacién 1.4. Sea U un operdador unitario, A un eigenvalor de U y h) el
eigenvector correspondiente. Entonces |A| = 1

Demostracion.
AMhx, ha) = (Uhy, hy) = (b, U"hy)
= (ha, U 'hy) = (U~ Thy, hy)
= A"1(h,h),
esto implica que AA~1 = 1. Por lo tanto |A| = 1. |

La familia de todos los eigenvalores 4(U) del operador U se le conoce como
el espectro discreto de U.
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1.4. Teoria de caracteres

Definicién 1.22. Sea GG un grupo abeliano localmente compacto. Denotamos
por G al conjunto de todos los homeomorfismos de G al circulo unitario denotado
por K = {z € C: |z| = 1} y decimos que los elementos de G son los caracteres
de G.

Observacién 1.5. Sean 1,72 € G dos caracteres. Si consideramos la operacién
producto

(m x72)(9) : G — K donde (v1 x72)(9) =71(9) x 12(9),

entonces (G, X) es un grupo abeliano compacto. Mds aun, si equipamos a G
con la topologia compacto-abierta, entonces es un grupo abeliano localmente
compacto.

Ejemplo 1.6. Considerando G = K entonces todos los homeomorfismos en K
son de la forma

Yo K = K

z — 2" para alguna n € Z,

entonces K ~ 7. Anélogamente, el grupo de caracteres del n-toro T" = R"™/Z"
es isomorfo a Z™ y todo v € K" es de la forma

Y(z1y ey 2n) = (27", ... 2P")  para algin (p1,...,pn) € Z".

Proposicién 1.3. Sea G un grupo abeliano localmente compacto. Tenemos los
siguientes resultados:

1. G tiene una base topoldgica numerable si y solo si G tiene una base to-
poldgica numerable.

2. G es compacto si y solo si G es discreto.

Usando (1) y (2) tenemos que G es compacto y metrizable si y sélo si G
es un grupo discreto.

3. (Teorema de dualidad.) (G) es naturalmente isomorfo (como un grupo
topoldgico) a G, donde el isomorfismo estd dado por el mapeo

a — a donde a(y) = v(a) para toda vy € G.

4. Sea H un subgrupo cerrado de G con H # G. Entonces existe v € G’,’y Z1
tal que y(h) = 1 para toda h € H.

5. Sea G compacto. Entonces los elementos de G son mutuamente ortogona-
les en L*(m) donde m es la medida de Haar.
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Demostracion. Basta demostrar que
/G'y(x)dm(x) =0 siy#1.
Sea a € G. Dado que m es la medida de Haar se cumple que
[r@dmiz) = [ +(awyim(a)
— (@) [ (@)dma

Escogiendo a tal que v(a) # 1, entonces [ vy(x)dm(z) = 0.
|

6. Si G es compacto, entonces los elementos de G forman una base ortonor-
mal de L?>(m) donde m es la medida de Haar.



Capitulo 2

Sistemas dinamicos
topologicos

En este capitulo se exponen nociones y resultados bésicos de la dinamica
topoldgica.
Un sistema dindmico topoldgico es una pareja (X,7T)donde X es un es-
pacio métrico compacto (donde la métrica asociada se denotard por d o p) y
T : X — X es una funcién continua.

Definicién 2.1. Sean (X,T) y (Y, S) dos sistemas dindmicos topoldgicos. Deci-
mos que (X,T) es conjugado topolédgico a (Y, S) si existe un homeomorfismo

m: X =Y talque 7T =S7.

Donde el homeomorfismo 7 es llamado conjugacién topoldgica.

Definicién 2.2. Sea (X, T') un sistema dindmico topoldgico. Decimos que (X, T')
es topoldgicamente transitivo si para todo U,V abiertos no vacios de X,
existe n > 1 tal que

T~ (U)NV £ 0.

Proposicién 2.1. Sea (X,T) un sistema dindmico topoldgico. Entonces las
siguientes son equivalentes

1. (X,T) es topoldgicamente transitivo.

2. Para todo subconjunto cerrado E C X tal que E C T™1E, entonces E = X
o E es denso en ninguna parte (equivalentemente, para todo U C X abierto
tal que T=*U C U, entonces U =0 o U es denso).

Demostracion. 1 = 2 Supongamos que U,V # () son abietos. Si consideramos
el conjunto

UJrw,

12
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podemos asegurar que es T —invariante y denso, de otra manera existiria
o0 o0
Wex\|JT™U) talque WnlJT7(U) =0
n=1 n=1

Entonces E = X \ J,—; T-"(U) es un conjunto cerrado con E # X tal que
E C T7Y(E) y existe W C E abierto. Lo cual contradice IT), esto implica que

(@

T~ ™U)NV #0, es decir, existe m > 0 tal que T-™(U) NV # 0.

n=1

2 = 1 Supongamos que U,V C X son abiertos distintos del vacio. Entonces
U T~™(U) esabiertoy T7! (U T‘”(U)) C U 7).
n=1 n=1 n=1

Podemos concluir, por el inciso 2, que [ J;—, T~"(U) es denso. Por lo tanto, para
algunan > 17T U)NV # 0. |

Definicién 2.3. Sea (X, T') un sistema dindmico topoldgico. Decimos que (X, T')
es minimal si para todo z € X el conjunto

Or(z) :={T"(z)|n € N} es denso en X.
El conjunto Or(z)es llamado la T-6rbita de x.

Teorema 2.1. Sea T : X — X un homeomorfismo y X un espacio métrico
compacto. Las siguientes son equivalentes.

1. (X,T) es minimal.
2. Si EC X escerrado y T(E) =F entonces E=0 6 E=X.
3. Para todo U C X distinto del vacio se tiene que |J™, T"(U) = X.

Demostracion. 1 = 2. Sea E C X un conjunto cerrado no vacio tal que T(E) =
E y supongamos que (X, T) es minimal.
Como F es cerrado, si ¢ € E entonces

lim T"(z) € E.

n—oo

Esto implica que Or(E) C E, es decir, X = Or(x) C E. Por lo tanto E = X.

2 = 3. Sea U C X un abierto distinto del vacio. Entonces

U T™(U) es abierto.

n=—oo
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Considerando que

p=x\ |J ™),

entonces
T(E)=T(X\ |JT"W)=TX)\T(|J (V) =X\ |J1T"(U) = E.

Esto implica que F es un conjunto cerrado distinto de X y TE = E. Por 2 se
tiene que E = (). Por lo tanto X =J>2___ T™(U).

n=—oo

3=1 Seax € X yU C X abierto distinto del vacio. Por el inciso 3
Urmw)=x.

Entonces existe n € Z tal que x € T™(U). Asi pues, T~"(x) € U es decir,
T "(xz)NU # 0 paraalguna n € Z.
Por lo tanto, para toda x € X, Or(z) es denso en X. |

Dados dos sistemas dindamicos topoldgicos, es natural preguntarse en este
punto si las propiedades de minimalidad y transitividad topoldgica, definidas
anteriormente, se preservan bajo conjugacion.

Proposicién 2.2. Sean (X,T), (Y,S) dos sistemas dindmicos topoldgicos con-
jugados. Entonces

1. (X,T) es minimal si y sélo si (Y,S) es minimal.

2. (X,T) es topolégicamente transitivo si y sélo si (Y,S) es topolégicamente
transitivo.

Demostracion 1. Supongamos que (X,T) es minimal. Sea Z C Y un cerrado
S-invariante no vacio. Entonces m~1(Z) es cerrado y
T(n='(Z))=7""oSon(r~!(Z))
=r108(2)=n"12),
es decir, 771(Z) es un cerrado T—invariante de X donde @) # 7~(Z) # X. Lo
cual contradice la minimalidad de (X,T). Por lo tanto, si (X,T) es minimal
(Y, S) es minimal.

Andlogamente, sea V C X un cerrado T—invariante tal que ) #V # X y
supongamos que (Y, .S) es minimal. Entonces w(V') es un cerrado en Y tal que
S(r(V)) =moTon  (n(V))

=7noT(V)=¢(V).
Esto implica que ¢(V) es un cerrado S—invariante con ) # ¢(V) # Y, lo cual

contradice que (Y, S) es minimal. Por lo tanto, si (Y,S) es minimal (X,T) es
minimal. El si y sélo si se obtiene ya que la conjugacién es simétrica. |
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Demostracion 2. Sean U,V C Y abiertos distintos del vacio y supongamos que
(X, T) es topolégicamente transitivo. Entonces 7~ (U),7~1(V) C X son abier-
tos no vacios y por ser (X,T) transitivo existe n € Z tal que

T (x H(U)) N7~ (V) # 0, esto implica que

(T () N7 (V) = 7o T (n Y (U)Nmor }(V) £ 0.

Por lo tanto S™(U) NV # 0, es decir, (Y, S) es topolégicamente transitivo.

Andlogamente, sean W, Z C X abiertos distintos del vacio y supongamos
que (Y, S) es topoldgicamente transitivo. Entonces w(W), 7(Z) son abiertos no
vacios en Y y por ser (Y, 5) transitivo existe m € Z tal que

S™M(r(W))Nw(Z) # 0.
Esto implica que
7 N S™(r(W))N7w(Z)) =7 Lo S™(x(W))Na~ton(Z) # 0.
Por lo tanto T™(W)N Z # 0, es decir, (X, T) es topolégicamente transitivo. M

Proposicién 2.3. Sea (X,T) es un sistema dindmico topoldgico metrizable
(con métrica p) y T un homeomorfismo topoldgicamente transitivo. Si existe
una métrica equivalente a p en X tal que T es una isometria, entonces T es
minimal.

Demostracion. Supongamos que d es una métrica en X tal que

d(T'(x),T(y)) = d(z,y) Vz,y € X

Veamos que Or(x) = X para toda z € X.
Sea zp € X tal que Or(zp) = X, z,y € X y € > 0. Entonces 3 m,n € Z tal
que

d(z, T™(x0)) < 5y d(y,T"(x0)) <

| ™
N ™

Esto implica que
d(y, "™ (x)) < d(y, T"(x0)) + d(T" (x0), T" "™ (z))

< d(y, T"(x0)) + d(T™ (w0), x) <e.
Asi pues, Or(z) = X para toda z € X, es decir, T es minimal bajo la métrica
d.

Dado que d y p son métricas equivalentes, se tiene que el sistema (X, T)
equipado con la métrica p es conjugado al sistema (X,T") con la métrica d y
por la Proposicién 2.2 inciso 1, podemos concluir que (X,7T) con métrica p es

minimal. ]
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Ejemplo 2.1. Rotacién sobre el circulo

Sea T=R/Z donde z ~ y. Si x —y € Z, entonces
z]={xz+n:neZ} y T={z]:xeR}

Por otra parte, podemos deducir que T= S = {2z € C: ||z|| = 1} considerando
el homeomorfismo 7 : R — S con 7(z) = €™ y usando la siguiente métrica en
T

d(z,y) = min {dr(x +n,y + m) : n,m € Z}.

Concluimos que T es un espacio métrico compacto.
Dada « € T, definimos la rotaciéon en S como

Ry,:T—T
[z] = [z + «].

Proposicién 2.4. R, es un homeomorfismo con inversa R, = R_,,.

Demostracion. Para ver que es inyectiva, supongamos que R, ([z]) = Ra([y]),
entonces [z + a] = [y + «]. Por lo tanto z — y € Z, es decir, [z] = [y].

Por otra parte, Ry o R_o(z) = 2 — a + a = [z] = Ro(x). Andlogamente
R_, o Ry(x) = Ro(z).

Esto es, R, es una biyeccion.

La continuidad de R, y R_, se satisface ya que para toda a € T, e >0y
0 =¢sid(x,y) < J, entonces

d(Ro(z), Ro(y)) = min{dr(z + a+n,y+a+m):n,m e Z} =d(z,y) < .
Asi pues, R, es un homeomorfismo. ]

Por la Proposicién 2,1 se puede concluir que la pareja (T, R,) es un sistema
dindmico topolégico, donde la propiedad de ser minimal se cumple bajo ciertas
condiciones.

Proposicién 2.5. Sea (T, R,,) una rotacion en el circulo. Entonces R, es mi-
nimal si y sélo si a es irracional.

Demostraciéon. Supongamos que o € Q, es decir o = %’ con {p,q} €ZyxeT,
entonces
Rla] = |2+ 2] ol
q
Por lo tanto, Og,_ (z) es g-periédica para toda x € T. Mds aun, Op_(x) tiene
una cantidad finita de elementos, lo que implica que no es densa en T. Asi pues,
si R, es minimal entonces « es irracional.
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Sea a € I y supongamos que existe z € T tal que Og,_(z) # X. Entonces
existe un abierto J € T tal que J N Og, (z) = 0. Vamos a probar que existe
J C T\ Og,(z) de longitud maxima tal que

Ry(J)=0 Vnel.
Supongamos que no existe, es decir que R”(J) N J = (). Entonces
1. R"(J)=1J,o0
2. R™(J)U J es un intervalo.

Suponiendo que pasa 2, entonces |R™(J) U .J| > |J|, lo cual contradice el hecho
de que J es el intervalo de mayor longitud.
Supongamos que sucede el caso 1y que J = (a,b). Asi pues

R (z) = z.

Entonces z + na = z +m para alguna m € Z. Por lo tanto a = ™ € Q, lo cual
contradice la hipétesis de que a € 1.
Asi pues, los intervalos R]: C T son ajenos dos a dos y dado que R} es una

isometria |R2(J)| = |J| Vn € Z, entonces
U Ra()l= Y IRa(J)] = oo
—o00 n=-—oo

Pero esto no es posible ya que la longitud de S es finita. Por lo tanto,

ORa (l‘) =T.
|
Proposicién 2.6. Toda rotacion (T, Ry) es minimal si y sdlo si es transitiva.

Es inmediato que, si (T, R,) es minimal, entonces (T, R,,) es transitiva. Por
otra parte, por ser R, un homeomorfimo y d una isometria, por la Proposicién
2.3, si T es topolégicamente transitivo entonces R, es minimal.

2.0.1. Rotacién sobre un grupo topoldgico compacto

Considerando la rotacién sobre el circulo definida en el Ejemplo 2.1, se puede
generalizar el resultado para rotaciones sobre grupos topoldgicos compactos.

Un grupo topoldgico es una terna (G, 7, *) donde:
1. (G, 7) es un espacio topoldgico.
2. (G,*) es un grupo.

3. La funcién * : G x G — G donde (z,y) — x * y es continua.
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4. La funcién inversa G — G donde x — x~!, es continua.

Definimos la rotaciéon R, sobre un grupo topolégico compacto como

R, :G — G donde

Ruo(x) =ax con o,z € G.

Por el Teorema de Haar, dado un grupo topoldgico compacto (G, 7.x), existe
una medida de probabilidad m definida en B(G), los borelianos de G, tal que

I. m(zE) = m(F) para toda z € Gy E € B(G).

II. m es regular, es decir, para toda e > 0y F € B(G) existe un compacto M
y un abierto U tal que M C EC U y d(M,U) < e.

Maés aun, existe una tnica medida de probabilidad p regular e invariante bajo
rotacién en (G,B(G)) llamada medida de Haar.

Asi pues, si G es un grupo compacto metrizable podemos dar una medida p
invariante bajo rotacion, esto es

gz, gy) = p(z,y) = p(xg,yg) VYg,z,y € G.

Por ejemplo, dada cualquier medida d y m la medida de Haar podemos tomar

pula,y) = / (/ d(gzh, gyh)dm(9)> dm(h).
Entonces (G, R,) es un sistema dindmico topoldgico ya que R, es continua por
ser invariante sobre la medida asociada u.

Teorema 2.2. Sea G un grupo topolégico compacto y R, una rotacion. Enton-
ces Ry es minimal si y sdlo si {a™ :n € Z} es denso en X.

Demostracion. Supongamos que R, es minimal. Como Opg_ (e) es denso en G y

Ro(e) =a, R?

2(e)=a? ...,R"(e) =a",

entonces Or_(e) = {a" : n € Z} es densa en X.

Sea r,y € G. Como yx~! € Gy {a™ : n € Z} es denso en G, se tiene que

Mg

In; €Z tal que p(a™,yz™') <e.

Por lo tanto

u(Ra' (x),y)

(a™z,y)

W
pla™ize !

cyr ) = playzTt) <e.

Se concluye que, para toda x € G, Og_(x) es denso en X, es decir, R, es
minimal. [ |
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2.0.2. Sistemas dimamicos simbodlicos

Como pudimos observar anteriormente, si (X,7T) es un sistema dindmico
topoldgico minimal, entonces (X, T) es topoldgicamente transitivo pero el con-
verso no siempre se cumple. Como ejemplo se considerara el sistema dindmico
topolégico conformado por la pareja (A%, o) donde A% es un espacio simbdlico
y o el shift completo, los cuales definiremos a continuacién.

Definicién 2.4. Decimos que un conjunto finito .4 es un alfabeto si tiene al
menos dos simbolos. El espacio de todas las sucesiones biinfinitas de simbolos
en A estd denotada por

AP = {U = (v;)icz|vi € AVi € Z}.

Al representar a v como una sucesién de elementos en el alfabeto usamos un
punto para que el lector vea donde esté la posicién cero, es decir

V=...0_20_1.099V102....

Definicién 2.5. Una palabra o bloque V = v; ..., es una cadena finita de
elementos en A. Al conjunto de todas las palabras en A lo detonaremos A*.

La longitud de una palabra estd determinada por la cantidad de letras que
hay en la componente y la denotamos por |V| = |v; ... v,|. En este caso se dice
que V es una palabra de longitud n. Por otra parte, denotamos por |V/|,, al
ndimero de ocurrencias de {v;} € A en la palabra V.

Podemos obtener nuevas palabras concatenando dos elementos en A*, por
ejemplo, si V =v1...09, W = wy ... ws € A* la concatenacion estd dada por

VW =v...v,wq ... ws.
Esta operacion es asociativa y tiene como neutro a la palabra vacia.

Definicién 2.6. Para una palabra W = wy ... w,, el cilindro [W]; con k € Z
se define como

W = W = {V € AJog = wo, ... vy ywi-1 = wr ).

Definicién 2.7. Sean u,v € A%. La métrica asociada al espacio AZ esté definida
por
2—max{n6N|U[_n,n]:v[_n,n]} si u 7£ v
d(u,v) (2.1)
0 St u=wv.

Es importante notar que con la métrica definida anteriormente, la cercania
de dos sucesiones esta determinada por las primeras letras que las conforman,
es decir, dos sucesiones estan cerca si las primeras letras son iguales.
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Ejemplo 2.2. Sean u,v € {0,1}% donde
v=...000,111... y wv»=...100,110....
Entonces d(u,v) = 272

Decimos que AN equipado con la métrica (2.1) definida anteriormente es un
espacio simbdlico, el cual es un espacio métrico compacto homeomorfo a un
espacio de Cantor.

Ahora que se ha expuesto la métrica para el espacio simbdlico podemos
definir una base.

Proposicién 2.7. El cilindro (W] es cerrado y abierto para toda W € A% y
ke Z.

Demostracion. [W]y, es abierto.
Observemos que para alguna n € Z, se tiene que

By n(V)={U € A% u_py =V .. U = Vp} = [V ... Up] .

Sea x € [W]i. Por definicion (W], = {V € AZ| v, = wo, .-, Vgsr_1 = Wy},
consideramos N = méax{|k|, |k + |W| — 1|}, entonces

By-n(z)=[x—pn...Tn]-N
C{U € A" Jupp ot w)—-1) = Wik e jwi-11} = Wk

Por lo tanto, [W], es abierto. Por otro lado, para demostrar que [W]j, es cerrado
veamos que ([W]i)¢ es abierto.

(W) ={V € A%|vy, # wo, - . ., Vg jwi—1 7 Wy}

= U {X € A%zi_ppriwi—1 = U}
UeAn\W

= U o

UcAM\W
es decir, ([W]k)¢ es abierto. Por lo tanto [W]j es cerrado. [ |
Definicién 2.8. Definimos la funcién shift o : A — A% donde
o((un)nez) = (un—1)nez,
la funcién inversa se define como o~ ! : A% — A% donde
0 ((un)nez) = (Un+1)nez-

Decimos que X es un espacio shift si es un subconjunto del espacio simbdlico
AZ, cerrado y shift-invatiante.
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Proposicion 2.8. La funcion shift es biyectiva y continua.

Demostracion. Veamos primero que o es biyectiva.

Sea u = ...u_ou_1.ugly ... € X. Consideramos 4 = ...u_3zu_s.u_1uUg, enton-
ces S(U) = uy...uUpt1... = u. Esto es, o es suprayectiva. Por otra parte, si
u # v con v € X, entonces existe al menos una j € Z tal que u; # v;, esto
implica que

o(u)j—1 # o(v)j-1.

Dado que hay al menos una coordenada donde o(u) # o(v), concluimos que
o(u) # o(v), es decir, o es inyectiva. Por lo tanto o es biyectiva.

Demostremos ahora que o es continua.
Sea e > 0, u,v € X tal que d(u,v) < 5§y N € Ntal que 21\,% < 5. Entonces
si

1
esto implica que d(o(u),0(v)) < = < €.

d(u,v) < < oW

2N+1
Por lo tanto o es continua sobre X. |
Anélogamente, podemos ver la continuidad de o~

Como AN es un espacio métrico compacto y ¢ un homeomorfisomo sobre
AN 1a pareja (AY, o) es un sistema dindmico topolégico.

Proposicién 2.9. El sistema dindmico topoldgico (AN, o) es topoldgicamente
transitivo pero no es minimal.

Demostracion. Supongamos que A = {ag,...,a,}.

Veamos que o es topoldgicamente transitivo. Para esto, basta exhibir un
elemento zg € AN tal que O, () es densa en AN. Consideramos

xo = (apay . .. a, apapaoay . .. apay . . .),

longitud 1 longitud 2

la sucesion donde estan todas las sucesiones de longitin n € N.

Seay € AN, e > 0y n € N tal que % < e. Considerando los primeros n
elementos de y, por construccion sabemos que, existe una sucesiéon de longitud
n en xg tal que para alguna k € Z, o¥(x¢) y y tienen los primeros n elementos

iguales, esto implica que
d(O'k(Jfo),y) =5 <&

Por lo tanto O, () es densa en AN, es decir, el sistema dindmico topolégico
(AN o) es topoldgicamente transitivo.

Pero, dada a; € A y considerando la sucesién

a; = (...a1a1a1 ),
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es decir, la sucesién donde todos los elementos son a;, entonces
U}“(ch) =a; Vk€Z loqueimplicaque O,(ar)=a7.
Por lo tanto el sistema dindmico topoldgico (A%, o) no es minimal. [ |

Ejemplo 2.3 (Shift par). Sea A = {0,1} y X el conjunto de todas las sucesio-
nes binarias tales que entre cada dos 1, hay un ntmero par de ceros. Entonces
la palabra

U =...100100100... € X pero V =...100010001000... ¢ X.

Asf pues, X = AZ\ F donde F = {10?"*! : n > 0}. Por otra parte, el sistema
(X, 0) es transitivo pero no es minimal.

2.0.3. Dinamica topoldgica espectral

Hay casos donde demostrar directamente las propiedades de minimalidad y
transitividad topolégica suele complicarse, por lo tanto, otra forma de estudiar
la familia de sistemas dindmicos topoldgicos transitivos y minimales es a través
de un operador, el cual definiremos a continuacion.

Definicién 2.9. Sea (X, T') un sistema dindmico topolégico y C(X) el espacio de
todas las funciones continuas con valores en los complejos. Definimos el operador

Ur:C(X) — C(X)
Ur(f)=foT.

Observemos que Ur es lineal ya que
Ur(cf+g)=(cf+g9)oT =cfoT+goT =cUr(f)+Ur(g)

y multiplicativo, esto es:

Ur(fg) = Ur(f)Ur(9).

Maés aun, si T es suprayectivo, entonces Ur es una isometria y si T es un ho-
meomorfismo, entonces Ur es un automorfismo.

Dada f: X — C una funcién continua tal que f # 0, decimos que f es una
eigenfuncion de T si existe un eigenvalor \ € C tal que

Ur(f) =AMf(z) VeelX.

Definicién 2.10. Sea (X,T) un sistema dindmico topoldgico y f € C(X).
Decimos que f es invariante bajo T si

foT(x)=f(x) VrelX.

Teorema 2.3. Sea (X,T) un sistema dindmico topoldgico transitivo es decir,
Ur(f) = f y T un homeomorfismo. Entonces
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1. T no tiene funciones continuas invariantes distintas de una constante.
2. St foT =\f donde 0 # f € C(X), entonces |\ =1 y |f| es constante.

3. Si f, g son eigenfunciones de T' con el mismo eigenvalor A, entonces f = cg
con ¢ una constante.

Demostracion. 1. Supongamos que 0 Z f € C(X) es una funcién T-invariante,
entonces foT = f. Asi pues

foTh=f Vne€Z.

Esto implica que f es constante en las 6rbitas de los puntos, en especial para
zo € X tal que Or(z9) = X. Por lo tanto f = ¢ con ¢ una constante.

2. Tenemos que
[f(Tz)| = |Af ()| = [Al[f ()],
entonces

supgex |f(T2)| = [Alsupgex|f(2)]-

Esto implica que |A| = 1.
Por hipétesis se tiene que |f(Tz)| = |f(z)| y como |f(x)| es una funcién
continua invariante bajo T, por 1 tenemos que |f(z)| = ¢ con ¢ una constante.

3. Sea f, g eigenfunciones de T con eigenvalor A. Por 2 podemos afirmar que
lg(x)] >0 Va e X, esto implica que

f Af f

S(T(2)) = 1 (@) = (@),

g g g
es decir, £ es T—invariante. Pero por 1 esto implica que g = ¢ con ¢ una
constante. Por lo tanto f = cg. ]

Definicién 2.11. Sea (X,T) un sistema dindmico topolégico y T' un homeo-
morfismo. Decimos que T tiene espectro topoldgico discreto si el subespacio
cerrado mds pequeno de C(X) que contiene a las eigenfunciones de T es C(X),
es decir, el eigenespacio genera a C(X).

Teorema 2.4 (Halmos y von Neumann). Sea (X,T) un sistema dindmico
topologico y T un homeomorfismo. Las siguientes son equivalentes

1. T es topoldogicamente transitiva y es una isometria para alguna métrica en
X.

2. T es topologicamente conjugada a una rotacion minimal sobre un grupo
abeliano compacto.

8. T es minimal y tiene espectro discreto.

4. T es topologicamente transitiva y tiene espectro discreto.
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Demostracion. 1 = 2. Sea d la métrica en X para la cual T es una isometria y
xo € X tal que Op(z0) = X. Definimos la operacién multiplicacién x en Op(zg)
como

T"zox« T"xo =T Mg,
Entonces (Or(zg), *) es un grupo.

= Por definicién, si consideramos T*xq, T"xo tenemos que

Txgx T "xg = T5+Tl‘0 S OT(.Z‘()).
w Toxg* (TTxox TMxg) = TPxq * T +Mygx = T +my,

= (TPzo xT"x0) x T xy.

» Considerando T™xy, entonces T0xo * T xg = TOT Mz = T™ay.
= Por tdltimo si consideramos T~ """z, entonces

TmJZO * Tﬁmxo = Tmimxo = TOJZQ.

Ahora, la funcién * : Op(xg) X Or(x9) — Or(xo) es uniformemente continua,
ya que
d(T"zo * T™xo, TPxo * T20) = d(T™ ™0, TP 120)
§ d(Tn+mZL'0, Tp+m1,0) + d(Tp+m£L’0, Tp+q$0)
< d(Tnl‘o, Tpl‘o) + d(TmJZQ, Tq.l‘o).

Dado que Op(zg) = X es completo y * es uniformemente continua, podemos
extender de manera tnica la funcién * : X x X — X en donde * es continua.
Anélogamente, la funcién inversa

OT(JZ()) — OT(.’B())
Tm.TO — T_ml'o

es uniformemente continua en OT(Z’()) dado que
d(Tﬁn‘To, Tﬁml‘o) = d(Tm+nT7n.TO, Tm+anmx0) = d(Tm.To, Tnl‘o)

Por lo tanto, la podemos extender de manera tnica a X donde cumple ser con-
tinua por la completez de Or(xz¢) = X. Por lo tanto, X es un grupo topolégico
abeliano ya que el conjunto

Or(xg) ={T"x0:n € Z}

es un subgrupo abeliano denso en X.
Por otra parte, como

T(T"z0) = T" g = Taxo x T,
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se tiene que Tx = T'xg * x. Por lo tanto T' es la rotacién por Txg.

2= 3. Sea T' = R, una rotacién minimal sobre un grupo abeliano compacto
G. Entonces, dada v € G tenemos que

Y(Rag) = ~(ag) = v(a)y(g)-

Esto implica que v es una eigenfuncién con eigenvalor v(a). Sea A el conjunto
de todas las combinaciones lineales finitas de caracteres, entonces A es una
subélgebra de C(X) que contiene a las constantes, cerrada bajo conjugacién
compleja y separa puntos. Por el teorema de Stone-Weierstrass podemos concluir
que A = C(X).

3 = 4. Dado que T es minimal entonces T es topoldgiamente transitivo vy,
por hipétesis, T tiene espectro discreto.

4 = 1. Considerando las eigenfunciones de T'

fniX—=>K n>1
Como T tiene espectro discreto, podemos afirmar que el conjunto de eigenfun-

ciones {f,} es linealmente independiente y genera a C(X), esto implica que
{fn} separa los puntos de X. Por lo tanto

o Z\fn ~1n(0)

define una métrica en X. Ademds, por el Teorema 2.5 sabemos que |A,| = 1,
entonces

(T2, Ty) = Z‘fnTﬂf Ia(Ty)| Zunfn (1)

)\ n n n
Z\ [|fn(z Zlf f()l

= p(x,y).

Sélo falta demostrar que p genera a la topologia en X. Sea d la métrica original
de X, e >0y N tal que

= 1 €

Z on—1 < 5

n=N+1

Dado que f,, es continua con n < N existe § > 0 tal que d(z,y) < J, esto implica
que

[fal@) = ful)| < 5 paral<n<N,
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entonces si d(z,y) < §

N
€ €
plx,y) < Z gni1 T3 <&
n=1

Como la funcién identidad del espacio métrico compacto (X, d) al espacio métri-
co (X, p) es continua y una funcién biyectiva continua de un espacio compacto a
un espacio Hausdorff es un homeomorfismo. Por lo tanto, p genera a la topologia
en X. ]



Capitulo 3

Sistemas dinamicos
medibles

Definicién 3.1. Un espacio de probabilidad es una terna (2, 7, P) en donde
Q es un conjunto arbitrario, F es una o- dlgebra de subconjuntos de 2 y P es
una medida sobre F que satisface:

1. P(A) >0.

2. P(2) =1.

3. P(Upey Ak) = >-po, P(Ag) si A; U Aj = 0 para toda i # j.
Llamamos a P como medida de probabilidad.

Definicién 3.2. Decimos que un espacio de probabilidad (2, F, P) es estandar
si es isomorfo casi en todas partes a R equipada con la medida de Lebesgue.

Definicién 3.3. Sean (X1, B1,m1), (Xs, B2, m2) dos espacios de probabilidad
estandar y T : X7 — X5 una transformacion. Decimos que

1. T es medible si T~ !(Bs) € By V B € Bs.
2. T preserva la medida si T' es medible y

ml(T_l(Bg)) = mg(BQ) VBsy € Bs.

3. T es una transformacién invertible que preserva la medida si T
preserva la medida, es biyectiva y T—! preserva la medida.

Ademds, decimos que el conjunto (X, B,m,T) es un sistema dindmico medi-
ble si la terna (X, 5,m1) es un espacio de probablidiad estandar y T : X — X
es una transfomacion que preserva la medida.

27
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Ejemplo 3.1. Shift de Bernoulli

Sea k > 2 € Z*, (po,.--,pr—1) un vector de probabilidad con entradas
distintas de cero, (Y,2Y,u) el espacio de medida Y = {1,...,k — 1} y u la
medida dada por u(i) = p;. Definimos el espacio de medida

o0

(X7 Bvﬁ) = H(Ya 2Y7:u)'

i=0
Donde un elemento de la semidlgebra A (ver Definicién 1.9) se ve la forma
A= [a(]v"'van]n con a; € (}/72Y7/l1’)7

y la medida se define como

ﬁ(A) = ﬁ([aov ceey an]n) = Hpai‘
=0

Considerando la funcién shift
c: X=X
(560,1‘1, o, .. ) — (1‘1, o, .. )

Entonces (X, B, p, ) es un sistema dindmico medible.

Es claro que (X, B, i) es un espacio de probabilidad por lo tanto, basta ver
que o es una transformacion que preserva la medida.

Sea A un elemento de la semidgebra, entonces

(T ™HA) = w(T {(2:)Z0| 25 = a;¥j < n}))
= p({(@:)iZ,| z; = a;Vj < n})})

= Hpai = p(A).
=0

Como T preserva la medida sobre la semialgebra entonces, por el Teorema 1,3,
T preserva la medida en todo B € B. Por lo tanto, (X, B, u,0) es un sistema
dindmico medible.

Denotaremos por (py, . . ., pr—1)—shift al shift de Bernoulli.

Definicién 3.4. Sean (X1, p1,B81,T1),(Xo, p2, Ba, To) dos sistemas dindmicos
medibles. Decimos que son isomorfos si existen dos conjuntos By € By, By € By
con 11 (B1) = 1 = pa(Bs) tal que

L. Ty(B1) € By, Ty(B2) € Ba, y
I1. existe una transformacién 1 invertible que preserva la medida donde

Y : By — By con le(JZ) = Tgw(l') Vx € Bs.
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Si la funcién ¢ solo es suprayectiva, decimos que (Xa,T5, 12, B2) es factor de
(X17T17,u1;81)'

Ejemplo 3.2. Consideramos el sistema dindmico medible ([0, 1), B, A, S), donde
A es la medida de Lebesgue y S la transformacién dada por

S:[0,1) = [0,1)
T — 2x mod 1.

Es evidente que ([0,1),B,A,5) v (X,B,u,T) no son topolégicamente con-
juagados ya que un espacio Cantor no puede ser topoldgicamente conjugado a
un intervalo. Sin embargo, estos sistemas dindmicos medibles si son isomorfos.

Proposicién 3.1. Sea (X,D,u,T) el (3,3) — shift. Entonces los sistemas

dindmicos medibles ([0,1),B,A,8) y (X, D, u, T) son isomorfos.
Demostracion. Sea ¥ : X — [0,1) donde
\Il(a17a27a37...) = 7_}_7_’_7_’_

Entonces ¥ es suprayectiva ya que todo ntimero tiene una expresién binaria y
U es inyectiva en X \ D, donde

D = {(a1,az,...)| (a1, a2,...) es eventualmete periddico}.

Veamos que X \ D € X y [0,1)\ C C [0,1) con C los nimeros racionales
diddicos. Por una parte tenemos que

T7Y(D) = D, entonces T"*(X \ D) = X \ D.

Anélogamente, considerando C' el conjunto de niimeros racionales diddicos, te-
nemos que

S~H(C) = C, entonces STI([0,1)\ C) =[0,1) \ C.

Maés aun, D y C tienen medida cero ya que se puede ver como la unién numerable
de conjuntos de medida cero y para todo z = (aj,as,...) € X tenemos que

az  as
\I/T(:c):\Il(ag,ag,...):?+§+...,
mientras que
a a
SU(z)=S(—+2+...)
2 3
a a
:(a1+§2+§3+...)m0d1

a2 as
5 t3

Por lo tanto, YT = SU en los conjuntos de medida uno X \ D y [0,1) \ C; asi
pues, ([0,1),B8,),S) es isomorfo a (X, B, u, T). [ ]
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Definicién 3.5. Sea (X, B, u,T) un sistema dindmico medible. Decimos que el
sistema (X, B, u,T) es ergédico si para todo B € B(X) tal que T~!(B) = B,
entonces

u(B)=0 6 u(B)=1

Ejemplo 3.3. El (po,...,pr—1)—shift es ergédico.

Demostracion. Sea A la oc—algebra de todas las uniones finitas de cilindros
medibles. Sea e > 0, A € A tal que m(EA A) < € y supongamos que T~ 'E = F
con E € B. Entonces

Im(E) —m(A)| = |m(ENA)+m(E\A) —m(ANE)—m(A\ E)]
<m(E\A)+m(A\ E)
=m(EAA)<e.

Sea ng lo suficientemente grande y B =T~ A tal que
m(B N A) =m(B)m(A) = m(A)? por ser T—invariante,

entonces m(E A B) =m(T "E AT ™"A) =m(E A A) < ¢, esto implica que

EAN(ANB)C(EAA)U(EAB) ie m(EA(ANB)) <2

Asf pues, |m(E) — m(A A B)| < 2e.
Por otra parte
m(E) — m(E)?| < |m(E) — m(A A B)| + m(A A B) — m(E)?|
|

< 2+ |m(A)? — m(E)?
< 2e +m(A)m(A) — m(E)| + m(E)m(A) — m(E)| < 4e.

Dado que ¢ es arbitraria, se tiene que m(E) = m(E)? lo que implica que
m(E)=0 6 m(E)=1.
Asf pues, el (pg, ..., pr—1)—shift es un sistema dindmico medible ergédico. M

Teorema 3.1. Sea (X,B,m,T) un sistema dindmico medible. Entonces las
siguientes son equivalentes:

1. (X,B,m,T) es ergddico.

2. Los tnicos elementos B € B tal que m(T~Y(B) A B) = 0 son aquellos que
m(B) =0 ¢ m(B) = 1.

3. Para toda A € B con m(A) > 0 se tiene que

m <§1T—1A> =1
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4. Para toda A,B € B con m(A) > 0 y m(B) > 0 existe n > 0 tal que
m(T~"ANB) > 0.

Demostracion. 1 = 2. Sea B € B tal que m(T~"B A B) = 0. Entonces para
todan >0 m(T "B A B)=0ya que

n—1 n—1
T"BABC |JT"'BAT'B=|JT(T"'BAB).

n=0 n=0

Esto implica que

|
-

n—1 n
m(T™'BA B) <m (U T 'BA T—iB) <> m(T(T7'B A B))

n=0

Il
=]

%

<nm(T"'BA B)=0.

Sea

B = ﬁ G T7'B.

n=01i=n
Como m(BA;2,) <Y, m(BAT'B) =0,

oo
U T B es decreciente cuando n — 0o

i=n

y m(B) = m(U;2,, T~'B), entonces m(Bs,AB) = 0. Sin embargo,

m(Bs) =m (ﬁ G T—iB)

n=01i=n

= lim (G T’B) =m(B)

1=n

T 'By = ﬁ G T+ B = ﬁ D T7'B = Bo.

n=01i1=n n=01=n+1

Asf pues, By, cumple que T !B, = 00 y m(Bs /A B) = 0, por ergodicidad
esto implica que
m(Bs) =0 0o m(Bx) =1

Por lo tanto m(B) =1 o m(B) = 1.

2= 3. Sea A € B con m(A) > 0. Consideramos

A = G T "A,
n=0
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entonces

T 'A, =T G T "AC G T+ 4
n=0 n=0
clyrmaca
n=1

y, por ser T invariante, se cumple que m(T~1A;) = m(A;), entonces
m (T4 A Ay) = 0.
Por 2, esto implica que
m(41) =1 6 m(A;) =0.

Pero m(A;) # 0 pues T7'A C Ay y m(T~1A) = m(A) > 0. Por lo tanto,

3 =4 Seam(A) >0y m(B) > 0. Por 3, se tiene que
m (U T”A) =1.
n=0
Esto implica que
0<m(B)=m (Bﬂ U T”A) =m (U BﬂT"A) .
n=0 n=0

Por lo tanto m(BNT~™A) > 0 para alguna n > 0.

4 = 1. Supongamos que B € By T~'B = B. Si 0 < m(B) < 1 entonces,

0=m(BNX\B)=m(T"BnNn(X\B)) Vn>1,

lo cual contradice 4. [ |

3.0.1. Teoria ergdédica espectral

Sea (X, B, u,T) un sistema dindmico medible. Podemos asociarle un opera-
dor U que actia sobre el espacio de Hilbert L?(X, u) dado por:

U:LX(X,p) — L*(X, )
f— foT.

Llamamos a U como el operador de Koopman, tenemos las siguientes pro-
piedades.
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1. Los eigenvalores de (X, B, T, i) son los eigenvalores asociados al operador
U, es decir; A es eigenvalor de (X, B,T, u) si

U(hy) = Aha.

2. Las eigenfunciones de (X, T, i) son los eigenvectores de U.

3. El espectro de (X,B,T, 1) denotado por S(X,B,T, 11) es el conjunto de
todos los eigenvalores de (X, B, T, u).

Definicién 3.6. Decimos que el sistema dindmico medible (X, B,T, 1) tiene
espectro discreto si L%(X, 1) admite una base de Hilbert de eigenfunciones,
es decir, las eigenfunciones generan a L2(X, u1).

Podemos notar que si L?(X, 1) es separable entonces, hay a lo més una cantidad
numerable de eigenvalores.

Observacion 3.1. El operador U tiene siempre como eigenvalor al 1 donde
la eigenfuncién correspondiente es cualquier funcién constante c distinta de la
funcién constante cero.

Demostracion. Sea c la funcién constante, tal que ¢(z) = ¢ para toda x, con ¢
distinta de cero. Entonces

U(e) = (coT)(x)
= (T (z)) = lc.
|

Por otro lado, al conjunto ortogonal de las constantes en L?(X, 1) lo deno-
tamos por 1. Donde

1L:{feL2(X,u)‘/deu:0}.

Ya que, considerando una funcién constante ¢ distinta de cero, tenemos que

<c,f>:0(:>/ fEduzO@/fd,u:O.
X

Decimos que el sistema dindmico medible (X, T, i, B) tiene espectro continuo
si S(X, T, p) = {1}.

Ejemplo 3.4 (Espectro de la rotacién sobre un grupo G). .
1. Espectro de la rotacién sobre el circulo unitario.
Afirmacién
S(T, Ry, pt) = {*™n € Z} = {a"|n € Z}
donde f,,(z) = €2™"* = 2™ es una eigenfuncién con eigenvalor

eQﬂ'lnﬂ. — an.
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Demostracion.
fn(Ra(z)) = fn(z + a’)
— eQﬂ'in(Z-‘ra)
_ g2mina 2minz
— eQﬂ'inafn(Z)
Por lo tanto, f,, es una eigenfuncién con eigenvalor e?#"®, ]

Sia= % € Q con p, g primos relativos entonces el espectro estd dado por
S(T, Ry, 1) = {*™™%n =0,1,...,q— 1},
y como S(T, R, 1) es finito, f, no genera a L?(T, R,).
Por otra parte, si a es irracional el espectro esta dado por
S(T, Ry, p1) = {*™%n € Z}.

En este caso S(T, Ry, 1) es infinito y por el teorema de Fourier, toda
funcién f € S(T, R,, i) puede ser vista como

oo

f@)= Y fu@)  con a= [ @R

n=—oo

es decir, f,, genera a L*(T, R,).

. Espectro de una rotacids sobre T".

En general, podemos definir una rotacién R, con a = (ay,...,a,) € T¢
sobre T¢ dada por:

R,(z):T" — T"
(@1,...,2n) — ((#1 + a1)modl,. .., (z, + a,)modl).

De manera andloga, el espectro de R, esta dado por

S(T", Ry, 1) = {e*™ 2 %% |k; € Z} = {(a¥,... ,ak)|k; € Z para toda j € 1,...

'

Donde las eigenfunciones son la de forma

fa(z1,. 00y 2n) = (zkl,...7zk”)

y su eigenvalor asociado esta dado por (a’fl, cey ).

. Espectro de una rotacién R, sobre un grupo abeliano compacto G.

Analizando los ejemplos anteriores podemos deducir que el espectro de
una rotacion sobre un grupo abeliano compacto estd dado por

S(G,Ra, p) = {v(a) :a € G,y € G}.

Donde las eigenfunciones f(g) € {ny(g) : v € G,n € Z}, es decir, son
miultiplos constantes de los caracteres de G.

,n}.
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Demostracion. Sea f(g) = ny(g) € G,n € Z. Entonces

nf(Rag) = ny(ag) = ny(a)y(g) = v(a)f(g)-
n

En especial los caracteres de G son eigenfunciones y por la Proposicién 1.3 inciso
6 podemos concluir que G forma una base ortogonal de L?(m), es decir, G tiene
espectro discreto.

Definicién 3.7. Sean (X1, B1,T1,m1) y (Xa, Ba, T, mg) dos sistemas dindmi-
cos medibles. Decimos que son espectralmente isomorfos si existe un opera-
dor lineal W : L2(X7y, 1) — L?(X2, u2) tal que:

I. W es invertible.
. <WfWf>=< f,g> paratoda f,g € L*(Xa, o).
m. Up, W = WUr,.

Teorema 3.2 (Teorema de isomorfismo de von Neumann). Consideremos
(X1, B1,p11,T1), (Xa,Ba, po, To) dos sistemas dindmicos medibles ergddicos con
espectro discreto. Entonces Ty, To son espectralmente isomorfas si y sélo si Ty, Ts
tienen los mismos eigenvalores.

Demostracion. Supongamos que 17 y Tb son espectralmente isomorfos. Entonces
Up, oW =W oUr, con W invertible.
Sea A un eigenvalor de Ur, y fx la eigenfucién asociada a A, entonces
Ur, W™ o f\) =W oUrp, o W(W™ o fy)
=W loUr o (fi) =W H(Af)
=AW to fy).
Por lo tanto, ) es eigenvalor de T, donde la eigenfuncién asociada es W1 o fy.
Supongamos que T} y T» tienen los mismos eigenvalores, entonces para el eigen-

valor A, sea fi € L(mq),gx € L(mz) tal que
Unfa=XAf, Ungrx=2Xg v |fil=lnl=1

Definimos
W L*(mg) — L*(my)
Wi(gx) = fa

y lo extendemos a L(m;),i € {1,2} por linealidad. Entonces W es una isometria
biyectiva donde

W oUr,(gx) = Wo (\gx) = Afx pero
Ur, o W(gx) = Ur, o fx = A

Por lo tanto T3, 75 son espectralmente isomorfos. |
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Teorema 3.3. Sea (X, B,m,T) un sistema dindmico medible y supongamos que
T es ergodica. Tenemos las siguientes afirmaciones.

1. Si Urf = f,f € L3(m),f # 0, entonces f es constante casi en todas
partes.

2. SiUrf = N, f € L*(m), f # 0, entonces |\| = 1 y |f| es una cosntante
casi en todas partes.

3. Si f,g son eigenfunciones con diferentes eigenvalores, entonces son orto-
gonales.

4. St f,g son eigenfunciones con eingenvalores A, entonces f = cg casi en
todas partes para alguna c constante.

5. Los eigenvalores de T forman un subgrupo del circulo unitario S.

Demostracion. 1. Supongamos que f no es constante casi en todas partes. En-
tonces existen A, B € B(X) tal que A,B # 0, ANB =0y Im(f) = AUB,
donde

p(f7HA) = (T~ o (f7H(A) >0, u(f71(B) = u(T™ o (f71(B)) > 0.

Lo cual contradice la ergodicidad del sistema. Por lo tanto, f es constante casi
en todas partes.

2. Sabemos que
WUz F[[ = [[AfIf = M ast que  [LF]] = Al f]]
y como || f|| # 0, entonces |A| = 1. Por otra parte
Uz f(2)| = [AlIf ()] = |f(2)].

Como T es ergddico y | f| una funcién T—invariante esto implica que |f| es una
constante.

3. Supongamos que A # u son tales que
Urf=Af 'y Urg=pug.
Entonces
< fog>=<Upf,Upg >=< Af,ug >= g < f,g > .

Como Al # 1 se tiene que < f,g >= 0.

4. Como g(x) # 0 en L?(m) y |g| es constante casi en todas partes por 1,
entonces g(x) # 0 casi en todas partes. Considerando 5 tenemos que

=T ==
g g
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Por tener los mismos eigenvalores, esto implica que 5 es T'—invariante. Por lo

tanto & = ¢ casi en todas partes, es decir, f = cg casi en todas partes.

5. Sean A, u dos eigenvalores de T'. Entonces
foT=\Af y goT =pg para algunas f,g # 0 € L*(m).
Tomando la conjugacién compleja tenemos que goT = g y por lo tanto

(fg) o T = Xu(f9)-

Esto implica que (Au)~! = A\l es un eigenvalor de T y los eigenvalores forman

un subgrupo sobre S. |

Proposicién 3.2. El sistema dinamico (X,B,u,T) es ergddico si y sdlo si el
etgenvalor 1 asociado a U es simple, es decir, todas las eigenfunciones asociadas
a 1 son constantes casi en todas partes.

Demostracion. Supongamos que T no es ergédica, por el inciso II) del Teorema
3.1, esto implica que existe un conjunto F tal que T~'E = E donde la medida
de E es no trivial y

= 1(Xp).

Esto es, 1|p es una funcién no constante T-invariante asociada al eigenvalor 1.

Supongamos que T~ 'E = E con E € B. Entonces
XgeL*m) v (XgoT)(z)=Xg VzecX,

por hipétesis, esto implica que X' es constante casi en todas partes. Entonces
X =00 Xg =1 casi en todas partes. Pero

m(E) = /XEdm7 es decir, m(E)=0o0om(E)=1.

Por lo tanto, (X, B, i, T) es ergddico. |

Proposicién 3.3. La rotacion T(z) = az sobre el circulo unitario T equipada
con la medida de Haar es ergodica si y solo si a no es raiz de la unidad.

Demostracion. Supongamos que a es una raiz de la unidad, entonces
a? =1 para alguna p # 0.
Sea f(z) = zP. Entonces

foT = flaz)=aPzP =2 = Ff
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pero f no es una funcién constante casi en todas partes. Por lo tanto 7" no es
ergédica.
Andlogamente, supongamos que a no es una raiz de la unidad y

foT =f con fe&L*m).
Sea f(z) = >.7_ b,2" la serie de Fourier. Entonces

o

como foT = f, esto implica que f(az) = z, es decir,

oo oo o0

n.n __ n n._ n n __
E bpa"z" = E b,z" entonces E b,a"z" —b,z" = 0.
— 0o — 0o —00

Esto implica que b,a"™z"™ — b, 2" = b,2"(a™ — 1) = 0, entonces
bp(a” —1) =0 Vn#0, es decir, b, =0.
Asi pues, f es consante casi en todas partes. Por lo tanto T es ergddica. |

Teorema 3.4. Sea G un grupo compacto equipado con la medida de Haar,
T(x) = ax una rotacidn sobre G y O(a) la T-drbita de a. Entonces el sistema
dindmico (G, B,m,T) es ergddico si y sdlo si O(a) es denso en G.

Demostracion. Sea H la cerradura del subgrupo O(a) = {a, }>°,, de G y supon-
gamos que el sistema (G, B, m,T) es ergbdico. Si H # G entonces, por el inciso
4 de la Proposicién 1.5 existe v € G con y £ 1 y ~v(h) = 1 para toda h € H.
Entonces

v(Tz) = v(az) = v(a)y(z) = v(z),

pero esto contradice la ergodicidad de T'. Por lo tanto, H = G.

Andlogamente, si suponemos que {a, }nez es densa en G, entonces G es abeliano.
Sea f € L?(m)y foT = f, por el inciso 6 de la Proposicién 1.4 f puede
expresarse como la serie de Fourier

f(z)= Zbi% donde ; € G.

Entonces

Z bivi(a)vi(z) = Z bivi(x),

si b; # 0, entonces v;(a) = 1 y como v;(a™) = (vi(a))™ = 1 esto implica que
~; = 1. Por lo tanto solo las constantes de la serie de Fourier pueden ser distintas
de cero, es decir, f es constante casi en todas partes y por el Teorema 3.4 se
tiene que (G,B,m,T) es ergddico. [ |
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3.0.2. Rotaciones sobre un grupo

Uno de los ejemplos més comunes de sistemas dindmicos medibles con es-
pectro discreto son las rotaciones sobre un grupo.
Como se expuso anteriormente, si consideramos la rotacién R, sobre el circu-
lo unitario K equipado con la medida de Haar. Entonces el sistema dindmico
medible (K, B, m, R,) es ergddico si a no es unidad de la raiz, donde las eigen-
funciones asociadas al sistema son de la forma

fn(z) = 2" n € Zy sus eigenvalores son {a" : n € Z}.

Como {f,} forman una base de L?(m), entonces (K, B, m,R,) es ergédico y
tiene espectro discreto.

Siguendo esta idea, podemos demostrar un resultado equivalente en las rotacio-
nes ergddicas sobre todo grupo abeliano compacto equipado con la medida de
Haar.

Proposicién 3.4. Sea R, una rotacién sobre un grupo abeliano compacto G
definida como

R,:G— G
g — ag.

Entonces si el sistema dindmico medible (G, B, m, R,) es ergddico, (G, B, m, R,)
tiene espectro discreto.

Demostracion. Como vimos anteriormente, las eigenfunciones de R, son multi-
plos constantes de los caracteres de G y los eigenvalores son

{v(a)ly € G}.

M4s aun, el sistema (G, B, m, R,) tiene espectro discreto, ya que los caracteres
de G son una base ortonormal de L?(m).

Ahora, por el inciso (v) de la Proposicién 3.3, si existe algin otro eigenvalor s
que no esté en el conjunto {vy(a)|y € é}, entonces la eigenfuncién tiene que ser
ortonomal a todos lo elementos en {y(a)|y € G}, asi pues s = 0.

Por lo tanto, {y(a)|y € G} es el grupo de todos los eigenvalores de T'.

Por otra parte, por el inciso (iv) del Teorema 3.3, si f es una eigenfuncién
de (G,B,m, R,), entonces f es miiltiplos constantes de lo caracteres de G.
|

Teorema 3.5 (Teorema de Representacién de Halmos y von Neumann).
Sea (X, B,u,T) un sistema dindmico ergddico. Entonces (X, B, u,T) tiene es-
pectro discreto si y sélo si es isomorfo a una rotacion ergddica sobre un grupo
abeliano compacto, equipada con la medida de Haar.
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Demostracion. Sea A el grupo de todos los eigenvalores de T' equipada con la
topologia discreta y G = A el grupo de caracteres de A. Entonces A es un
subgrupo algebraico de K con topologia discreta y G es abeliano y compacto.

Por el Teorema 1.3.3 G = A es un isomorfismo natural a A y para A € A
denotaremos por A al elemento correspondiente de GG, es decir

Mg)=9(\) VgeG=A

Donde el mapeo

es un homeomorfismo del grupo discreto A a K y por lo tanto a € A =G
Entonces A(a) = a(A) = A para toda A € A.
Definimos

S:G—=G
S(g)=ag ac€G.

Por lo demostrado anteriormente, S es ergddica. Sea u la medida de Haar sobre
G y supongamos que foS = f con f € L?(uu). Entonces f tiene una serie de

Fourier §
f:ijAj, )\jGA.
J
Para f oS = f tenemos que

f= ijXj (a)X;(g) = ijXj (9) lo que implica que b;jA; =b;.
J J

Como \j(a) = \; se tiene que bj\; = b;. Si b; # 0, entonces \; = 1 lo que
implica que ;\j = 1. Asi pues, el tnico término que no desaparece en la serie
de Fourier es el término constante y por lo tanto f es constante casi en todas
partes.

Por el Ejemplo 3.5 sabemos que S tiene espectro discreto y por la Proposicion
3,3 tiene espectro discreto. Por lo tanto, el sistema (X, B, u,T) tiene espectro
discreto.

Por otra parte, por la proposicién 3.3, el grupo de eigenvalores de S es

{v(a):ye Gy ={a(N): xeA}={r: e A}

Entonces S y T tienen los mismos eigenvalores y ambos tienen espectro discreto,

por el Teorema 3.2, concluimos que S y T son isomorfos.
[ |



Capitulo 4

Sistemas dinamicos
asoclados a una substitucion

Gracias a los resultados obtenidos de von Neumann y el Teorema de Repre-

sentacion, surge la pregunta: ; Habra sistemas dindmcos con espectro discreto y
sin espectro topoldgico discreto?.
En este capitulo construiremos un sistema dindmico simbdlico basado en substi-
tuciones. Posteriormente estudiaremos las propiedades de minimalidad, transiti-
vidad topoldgica y ergodicidad con el fin de generalizar las condiciones necesarias
y suficientes sobre la substitucién para que cumplan las propiedades. Finalmete
enunciaremos la conjetura de Pisot y daremos referencias con resultados desa-
rrollados.

4.1. Substituciones
Definicién 4.1. Sea A un alfabeto, A* el conjunto de palabras formadas por A

y ¢ la palabra vacia. Una substitucién es una aplicacién ¢ : A — A* y usando
la concatenacién, se extiende a un morfismo

¢: A" — A*, donde:
L p(VW) = ¢(V)p(W).

2. ¢(e) =e.
Ejemplo 4.1. Consideramos el alfabeto A = {a, b}.

1. La substitucién de Morse denotada por ¢; estd dada por
¢1(a) =ab y  ¢1(b) = ba. (4.1)

41
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Para entender mejor el mapeo, tomando la palabra U = ab, entonces

$1(U) = abba y ¢3(U) = abbabaab.

Observacion 4.1. Tomando en cuenta la definicién anterior, podemos dar una
substitucién ¢ : AN — AN donde

() = d(zo)p(w1) ... si = (Tn)n>0 € AN
La funcién ¢ es continua ya que, si = (x,,),>0 € A" es tal que

lim (z,)p>0 =u para alguna u € AN,

entonces
nﬁnoo d((zn)n>0) = nﬁnoo d(x1)...d(xn) = d(x1) ... d(xy) ... = d(u).

Definicién 4.2. Sea u = uguius ... una sucesién y v; ...v, una palabra. De-
cimos que 1 ...v, es un factor de u si existe una m tal que

Um = V1y- oy Umtr—1 = Up.
El lenguaje de longitud n de una sucesién u = uguius . .. estd definido como
Ly(u) ={s € A*| s es factor de u y |s| = n},

mientras que el lenguaje de u esta dado por

Definicién 4.3. Una sucesién u = (un)nen €s minimal si cada palabra que
ocurre en u ocurre en una infinidad de posiciones con distacia finita, es decir,
si para todo factor W, existe una s tal que para toda n € N, W es factor de

Up oo - Upts—1-

Definicién 4.4. El lenguaje de una substitucién ¢: A* — A* es el subcon-
junto £, C A* que consiste de todas las subpalabras de palabras de la forma
#F(i),i € Ay k €N, esto es

Ly = {factores de ¢"(a): n > 0,a € A}.
Los elementos de L4 son llamados palabras admisibles de ¢.

Definicién 4.5. Un punto periédico de (L4, ¢) es una sucesién infinita v
donde ¢*(v) = v para alguna k € N. Si ¢(v) = v entonces v es un punto fijo.

Denotamos por O(v) a la érbita de v, es decir

O(v) = {¢"(v)|n € N}.
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Proposicién 4.1. Sea ¢ una substitucion en A* tal que,

lim [¢p"(a)] =00 Vac€A

N 00
Entonces, ¢ tiene al menos un punto periddico.

Demostracion. Como A es un conjunto finito, podemos encontrar una k > 1y
una a € A tal que la palabra ¢*(a) empieza con a. Para una secuencia arbritaria
z € AY con xg = a, la palabra ¢*"(x) empieza con ¢*"(a) entonces ¢*"(z) y
@*" kP (1) empiezan con la misma palabra ¢*"(a), mientras la longitud crece
conforme n tiende a oo.

Podemos afirmar que (¢*"(x)),>1 converge a una sucesién u tal que

u=¢"u) y u=a,

ya que (¢*"(x)),>1 es una sucesién de Cauchy en el espacio compacto AV,
entonces la sucesién (¢*"(z)),>1 converge a una sucesién u donde

¢k(u) = gbk( lim (¢k"(x))n>1) por continuidad de ¢
n—oo -
= lim ¢***(2) =u.
n—-oo

Por otra parte, ug = x¢9 = a. Por lo tanto, ¢ tiene al menos un punto periédico.
|

Ejemplo 4.2. El punto fijo asociado a la substitucién de Morse estd dado por
u = abbabaabbaababbabaababbabaab . . . .

A wu se le conoce como la sucesiéon de Morse y esta sucesion se obtiene del

lim @7 (a).

n——aoQ

Definiciéon 4.6. Sea A un alfabeto y ¢ una substitucién. Decimos que ¢ es
primitiva si existe una k € N tal que, para toda a,b € A, la letra a aparece en

¢*(b).

Podemos observar que si ¢ es primitiva, entonces para a € A, todas las letras
de A aparecen en la letra ¢*(a). Esto implica que

|5 ()| > (CardA)™,
es decir, |¢"(a)| y |#*™(a)| tienden a infinito.

Ejemplo 4.3. La substitucién ¢; definida en (4.1) es primitiva ya que a,b
aparecen en ¢1(a) = aby ¢1(b) = ba.

Proposicion 4.2. Si ¢ es una substitucion primitiva, entonces todos sus puntos
periddicos son sucesiones minimales.
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Demostracion. Por la Proposicién 4.1 sabemos que ¢ tiene al menos un punto
periddico v, es decir, existe n € N tal que ¢"(v) = v. Entonces

v = (¢™F ) = (") (vo) (") ¥ (v1)...  VkeEN.

Como ¢ es primitiva para toda a,b € A, se satisface que a ocurre en (¢™)*(b)
para alguna k € N, entonces a ocurre una infinidad de veces en wu.

Esto implica que todo (¢™)*(a) ocurre en u = (¢™)*(u) para alguna n € N. Por
lo tanto, toda palabra ocurre en wu, es decir, u es minimal. ]

Definicién 4.7. Sea ¢ una substitucién definida sobre el alfabeto A = {a4,...,aq}
de cardinalidad d. Definimos la matriz de incidencia My, como la matriz de

d x d donde la entrada (i,7) estd dada por |¢(a;)|a,, es decir, el nimero de
ocurrencias de a; en ¢(a;).

Notemos que para toda (i,7) € {1,2,...,d}? y para toda n € N, [¢"(a;)]a, es
igual al valor de la entrada (i, j) de la matriz M.

Ejemplo 4.4. La matriz de incidencia de ¢; estd dada por

M, — G D . (4.2)

Proposicién 4.3. Sea ¢ una substitucion y My su matriz de incidencia. La
substitucion ¢ es primitiva si y sélo si My es primitiva.

Demostracion. Sea ¢ una substitucién primitiva. Entonces para toda a,b € A
existe una s; tal que la letra a aparece en ¢% (b), es decir,

|¢°(b)|o > 1, considerando k = méax{s;}
se tiene que la matriz M g tiene todas las entradas positivas. Por lo tanto M f;

es primitiva.
Si existe una k € N tal que M (’; tiene todas sus entradas positivas, entonces

|¢°(b)|a > 1 para toda a,b € A,

es decir, la letra a aparece en ¢(b)¥. Por lo tanto ¢ es primitiva. [ |

4.2. Sistema dinamico (X, 0)

Considerando ¢ una substitucién primitiva y v un punto periédico de ¢,
donde ¢ satisface que

I lim,,_, |¢"(a)] = co para todaa € Ay
11 Existe una letra ag € A tal que ¢(ap) empieza con ay,

podemos definir dos sistemas dindamicos topoldgicos:
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1. El sistema obtenido de restringir la funcién shift a
Xy ={xec AV L(zx) C Ly}

X4 es un conjunto cerrado, shift-invariante. Llamamos por sistema dindmi-
co simbdlico asociado a ¢ a dicho sistema y lo denotamos por (Xg,0).

2. El sistema obtienido de restringir la funcién shift a

Ow) = {o" (@ = 0}.

Observemos que O(u) C Xy4. Denotamos a este sistema por (O(u), o).

Veremos a continuacién que si ¢ es una substitucion primitiva, los sistemas son
idénticos y unicamente ergddicos.

Proposicion 4.4. Sea ¢ una substitucion primitiva. Si u es cualquier punto
fijo de ¢, entonces (X¢,0) y (O(u),T) son idénticos. En particular, el sistema
no depende del punto fijo.

Demostracion. Por una parte, es claro que O(u) C X,.

Sea x € X,. Entonces todo factor de x ocurre en alguna palabra ¢™(a) con
n >0y a€ A, pero a aparece en u. Andlogamente, ¢"(a) aparece en ¢"(u),
entonces

u=¢"(u)
Lo que implica que Xy C O(u) y el sistema no depende del punto fijo. |

Dada la proposicién anterior, a partir de ahora denotaremos por (X, o) al
sistema dinamico topoldgico asociado a la substitucién primitiva ¢.

Definicién 4.8. La medida asociada al sistema (X, o) estd dada por

1
p([B]) = lim NCard {n <N | upni -1 =B} para todo B € L.

N—00
Por lo tanto, el conjunto (X, B, 1, 0) es un sistema dindmico medible.

Definicién 4.9. Sea (X, T) un sistema dindmico topoldgico. Decimos que T' es
unicamente ergddico si sélo existe una medida de probabilidad de Borel T'
invariante en X.

Se puede probar que la tnica medida de probabilidad invariante p en X, es
w([B]) para toda B € L. Méas aun, P. Michel [7] demostré que si ¢ es una subs-
titucién primitiva entonces el sistema dindmico medible (X4, B, p,0) es tnica-
mente ergddico.

Proposicién 4.5. Sea ¢ una substitucion primitiva, (X4, 0) el sistema asociado
a la substitucidn y u el punto fijo asociado. El sistema (Xg,0) es minimal st y
sdlo si, para toda a € A existe una k > 0 tal que la primer letra del punto fijo
u denotada por ag ocurre en ¢*(a).
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Demostracion. Sea u = ¢(u) y ag € A tal que ¢(ap) empieza con ag y supon-
gamos que (X4,0) es minimal.

Dado que ¢ es minimal, en especial toda letra a aparece en u = ¢(u) con dis-
tancia finita, esto implica que ¢*(a) es un factor de u para toda a € A y para
toda k > 1. Por otra parte

lm [¢*(a)| = cc.
k—o0
Esto implica que, para k lo suficientemente grande ¢*(a) contiene a la letra ag
para calquier a, es decir, (X4, 0) es minimal.
Supongamos que ag ocurre en ¢*(a) para toda a € A y alguna k > 0. Entonces

#**1(a) contiene a ¢(ag) y por tanto contiene a ag. Definimos el conjunto
K = sup,c 4infy>1 {k|¢k(a) contienen a ag } , (4.3)

entonces, por definicién de K, ¢*(a) contiene a ay para toda a € A y como
u = ¢ (u), esto implica que u es la unién de palabra de la forma ¢ (a) donde
todas contiene a ag.

Asi pues, ag aprarece en u con distancia finita, es decir, toda palabra ¢"(ag)
con n > 1 aparece en u con distancia finita. Entonces si B es un factor de
u, B C ¢"(ag) para alguna n lo suficientemente grande. Por lo tanto ¢ es
minimal. ]

Teorema 4.1. Sea ¢ una substitucion. El sistema (Xg4,0) es minimal si y solo
st ¢ es una substitucion primitiva.

Demostracion. Supongamos que (X, o) es minimal donde ¢ satisface las con-
diciones I) y IT) y ag es tal que ¢(ap) comienza con ag. Por la proposicién 4.7
si ¢ es minimal, entonces para toda a € A existe una k > 0 tal que ag aparece
en ¢*(a). Sea K como (4.3).

Como ¢* (a) contiene a ag y existe una M > 0 tal que ¢™ (ag) contiene a todas
las letras de A, esto implica que ¢M+%(a) contine a ¢™ (ag) como un factor
para toda a. Por lo tanto ¢ es primitiva.

Supongamos que ¢ es primitiva, entonces para toda a,b € A existe una k > 0
tal que a aparece en ¢*(b). En especial se cumple que para toda a € A existe
una k > 0 tal que ag aparece en ¢*(a). Por la Proposicién 4.7 esto implica que
¢ es minimal. ]

4.2.1. Substitucién de Fibonacci

Con los teoremas anteriores, hemos encontrado las condiciones necesarias y
suficientes para que el sistema dindmico topolégico asociado a una substitucion
sea Unicamente ergddico y minimal. Pero visto como sistema dindmico medible
falta dar las condiciones para que este sistema tenga espectro discreto. Por
lo tanto, comenzaremos estudiando unos de los ejemplos més comunes en el
universo de los sistemas dindmicos asociados a una substitucion.
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Definicién 4.10. Sea Q una particién de X en dos segmentos @1 y (2. Para
todo punto x € X definimos el Q- nombre o itinerario respecto a Q como
la sucesién Q(w) tal que

Q(w), = i siempre que ¢"(w) € Q;,n > 0.

Por ejemplo, si
Q1= Fo1, Qo= Foo,

entonces por definicién
Q(w), =i siempre que w, =i y Q(w)= w para toda w.

Definicién 4.11. Sea T una transformacién sobre X, A C X y x € A. Nom-
bramos por el primer tiempo de retorno de =z € A al menor entero m > 0
tal que

T™(z) € Ay lo denotamos por n4(x).

Por otra parte, el mapeo inducido por T en A es el mapeo T™4(*) definido en
ANn{z;na(x) < oo}
La transformacion importante en esta seccién es la rotacion sobre el circulo por

V51
2

el angulo a = definida como

R,:T—T
x =[x+ a]
y puede verse en el intervalo [0, 1) como
Ry(z)=xz+asizel0,1—a), (4.4)
Ry(x)=xz+a-1size[l—a,l). (4.5)
Sea Py=[0,1—a)y PL =[1l—a,1) y v el P-nombre del punto « en R,.

Proposicién 4.6. Considerando la substitucion ¢q : {0,1} — {0,1} dada
por

¢0(0) =10, ¢o(1) =0 (4.6)
y ¢ : {0, 1} — {0,1} la substitucion dada por.

¢(0) =001 , ¢(1) =01. (4.7

Entonces la sucesion v es la imagen por o¢g del punto fijo asociado a la subs-
titucion ¢.

Demostracion. Observemos que v = o(v”) donde

vp =051 RE(0) € [1 — a,1),
vy =1si R}(0) €[0,1— a).
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Pues si R(0) € [1 — a, 1) esto implica que

0 < R™(0) < @, o bien, 0 < R"(a) < a,
pero si R?(0) € [0,1 — «), entonces

a < R*1(0) < 1, o bien,a < R"(a) < 1.

De lo anterior podemos ver que R%(0) y RY(«) estan intercalado y R, () em-
pieza en el tiempo R2(0). Por lo tanto v = o(v").

Sea R/, el mapeo inducido de R, en I = [0,c) y n(z) el primer tiempo de
retorno de xz en I, si z € [0,1 — «) entonces

a<R,(zx)<1l y Rylx)e[l—a,l)
20 —1<Ry(z)<a y Ri(z)€[0,1-a).
Por lo tanto n(z) = 2. Por otra parte, si € [1 — «, 1), entonces
0<Ry(z)<a y Ru(z)e[0,1—a)
y por tanto n(z) = 1. Esto implica que
Rl (z)=z+2a—-1 sizel0,1—a)
Rl (z)=z+a-1 sizel—a,a).
Sea v’ la sucesion definida como

=0 siR™0)€[0,1—a)

/
U’n
v, =1 siRI0)E€[l—aa).

Comparemos v’ con v”’. Si n(z) es el primer tiempo de retorno de = en I vamos
a verificar que na(z) = n(z) + n(R,,(z)). Si z € [0,1 — «), entonces n(z) = 2,
n(R,(xz)) =1y na(x) = 3. Por otra parte, si x € (1 — «, 1] entonces n(z) = 1,
n(R.,(z)) =2y na(x) = 3. Usando induccién obtenemos que

ni(x) = ni—1(z) + n(Ry™" (2)) (4.8)

es el i-ésimo tiempo de retorno de x € I.
Teniendo los resultados anteriores, supongamos que v; = 0. Entonces

Ri(0) = Ry©(0) € 0,1~ a)
RO 0) e[, c1—a,1)y
RMO*2(0) € 2a — 1,a] C [0, a).

Asi pues, n;41 = n;(0) + n(R.(0)) = n;(0) + 2 y por tanto

ni41(0) —=ni(0) =2y v, (0) =1, v} (0)31(0)=0.
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Por otro lado, supongamos que v; = 1. Entonces RE©O = RE0) e[l —a,a) y
0 < RMOH () <ay R¥OFL0) c[0,a).
Asf pues, 1;41(0) = 1;(0) +n(Ry) =ni(0) + 1y
1

ni+1(0) =n;(0) =0y vy, ) = 0.

Dados estos resultados, conociento v’ podemos determinar a v entre dos espa-
cios consecutivos n;(0) y n;+1(0). Por tanto,

U” — (b()(v/)-

Por lo tanto v = o (¢g(v')) = o (v").
Ahora, si multiplicamos por é la relacién que tenemos de R/, R. se convierte
en una rotaciéon por 2 — é =1— aen el intervalo [0,1) y

vy, =1si R0) € [o,1), v, =0si RJ(0) € [0, ).

Sea @ el mapeo inducido de R’ en [0,a) y m(x) el primer tiempo de retorno,
entonces

sizel0,2a—1), m(z)=1, Q@)=z+1l—-ay
siz€2a—1,a), m(x)=2, Qx)=z+1-2a

Sea w la sucesién definida por

wy, =0si Q™(0) € [0,2a — 1),
wp, =181 Q™(0) € 2o — 1, ).

Utilizando el método anterior podemos verificar que v = ¢;(w) donde
$1(0) =0y ¢1(1) = 01.
Dividiendo entre « el mapeo inducido @, se obtiene que @ es la rotacién R, y

wy, =1s1 RL(0) €[l —a,l),
w, =0si R,(0)€[0,1—a).

Asf pues, w = ¢2(v'), donde ¢2(0) = 01,¢92(1) = 1 y v/ = ¢(v'), es decir
¢ =d1¢a y v=0po(v). [ |

La substitucién de Fibonacci, denotada por ¢ esta definida como
op(0) =01 y ¢r(l)=0 (4.9)
En este caso, si u = 01, entonces

dp(u) =010 y ¢%(u) = 01001
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Por otro parte, el punto fijo asociado a la substitucion ¢ dada en (4.9) estd
generado por el

lm_ 6(0) = lim_ @)

n—mao0

A esta sucesion se le conoce como la sucesién de Fibonacci y esta se escribe
de la forma
u = 01001010010010100101 . ...

Mientras que la matriz de incidencia My, se ve de la forma

M,, = G é) . (4.10)

Proposicion 4.7. La sucesion de Fibonacci es el limite de la sucesion de pala-
bras U, donde Uy =0,U; =01, yn >0, Upyo = Upt1U,.

Demostracion. Demostremos que U,11 = ¢'%(0) = ¢%(Up). Es suficiente de-
mostrar por induccién que para toda n se tiene que U, 11 = ¢p(Uy,).
Paran =20

Uy =01 = ¢p(0) = ¢pp(Up).

Paran=1
Us = U1Up = 010 = ¢p(10) = ¢p(Uy).

Supongamos que Ug+1 = ¢ (Uy) para toda k < n y para alguna n > 1.
Entonces

Uni2 =Upnt1U, = ¢p(Un)orp(U,—1) por hipétesis de induccién
Concluimos usando que
¢F(Un)¢F(Un—1) = (bF(UnUn—l) = ¢F(Un+1)
[ |

Observacion 4.2. La longitud de la sucesion de Fibonacci crece conforme a la
serie de Fibonacci, es decir, |¢%(0)| = |¢% 2(0)| + |¢% *(0)|. Tenemos que

¢%(0) =0 6% (0)] =1
¢r(0) =01 lpr(0)] =2
¢%(0) =010 [¢%(0)| = 3 = [¢%(0)] + ¢ (0)].

Supongamos que se cumple |¢%(0)] = [¢%2(0)| + ¢ ' (0)|, entonces
F +1(0) = ¢5(¢(0))
Lo que implica que

|65 ()] = ¢ (6(0)] = [6F*(9r(0))] + [¢F ' (6r(0)]
= 0% (0)] + ¢ (0)]-
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Proposicién 4.8. Sea u el punto fijo de ¢ y Ry la rotacion por el dngulo «.
Entonces

u, =0 st Ri(a) €1 —a,1),

u, =1 si Rjy(a) € 0,1 — ).

Demostracion. Sean ¢ y ¢ como en (4.6) y (4.7) respectivamente. Basta iden-
tificar la sucesién u con la sucesiones v definida en la Proposicién 4.8. Como

$o¢(0) = 10100 = 14%(0), Poep(1) = 100

podemos ver que ¢op(0) estd conformado por un 1 seguido de ¢%(0) y ¢op(1)
estd conformado por las 3 tltimas letras de ¢g¢(1). Ahora, haciendo iduccién
sobre n y suponiendo que ¢o¢"(0) estd conformado por un 1 seguido de 2”“ (0)
y ¢op™(1) estd conformado por las 2n + 1 dltimas letras de ¢o¢™(0). Ubando
que ¢ (0) = 71;_1(0) %H_Z(O) se tiene que

B0"1(0) = 66" (6(0)) = 163+ (6(0))
2““(0 1) = 163 003 )6 (1)
)
- 1¢2"+2<1> 249(1) = 16305 (0)2 (1)
(

2n+3 01) _ 1¢2n+4(0).

Entonces v comienza con ¢ (0) y v = u. |

Teorema 4.2. Sea (Xy4,,B,p1,0) el sistema dindmico medible asociado a la
substitucion de Fibonacci y sea (K,B,v, Ry) la rotacidn en el circulo unitario
equipada con la medida de Haar, donde

C1+V5
=
Entonces (Xg,, B, p,0) es isomorfo a (K,B,v, R,).

Demostracion. Sea P la particion dada por
P1:[O,1—a)7 P():[l—a,l)

y P(z) : (T,B,v,Ra) = (X4, B,1,0) el P-nombre de z. Entonces, por la
Proposicién 4.8
Pla) =uy P(Ry(a) = 0"(u),

y si
R*(a) - x  entonces P(R}*(a)) — P(x)

excepto si x es la 6rbita de a pues Py, P, son intervalos semicerrados y

P(xz) = lm o™ (u)

n—oo
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es un punto en O(u) = X4,.. Como « es irracional, se tiene que R, es minimal y
por tanto el conjunto D = {na : n € N} es denso en [0,1). Asf pues, el conjunto

P([0,1)\ D) C X4, donde D es numerable.

Ahora, dos puntos con el mismo P—nombre no pueden ser separados por un in-
tervalo arbitrariamente pequeno, por lo tanto son el mismo. Después de eliminar
el conjunto numerable D, todo punto en Xy, puede escribirse como lim o™* (u),

considerando una subsucesién nj, de tal forma que Ro*(«) converja y por tanto
P(R&*) = (lim o™ (u)) = u.

Asi pues, P(x) es una biyeccién bicontinua, excepto en un conjunto numerable
D. Dado x € [0,1) sabemos que = = lim R2*(«) y
P o Ry(z) = P(Ro(im Ry (a))) = 0™ (u),
oo P(lim R (a)) = o (0™ (u)) = o™ 1 (u).

por lo tanto (X, B, i, o) es isomorfo a (K, B, v, R,).
[ |

Corolario 4.1. El sistema dindmico medible (X4, B, u,0) tiene espectro dis-
creto.

Demostracion. Por el Teorema de Representacién sabemos que (X, B, 1, 0)
es ergddico y tiene espectro discreto por ser isomorfo a una rotacién ergédica
sobre un grupo abeliano compacto equipado con la medida de Haar.

[ |

4.2.2. Substitucién de Tribonacci

Consideramos ahora un alfabeto con 3 elementos U = {1,2,3} y U* el con-
junto de todas las palabras en Y. Definimos de manera analoga la substitucion
de Tribonnaci como ¢; : Y — U™ donde

pe(1) =12  ¢(2) =13  ¢(3)=1.

La matriz de incidencia estd dada por

111
My, =1 0 0 (4.11)
01 0

y sus eingenvalores

A~ 1.84 a ~-0.42+0.61: a ~-0.42-0.613.
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Donde el eigenvector asociado a A estd dado por ( = (%, %, %) y por la pro-

posicion 4.5 si consideramos V € U*

lim —— (67 (V) =

4.12
n— o0 |V| ( )

el el

donde%—&—%—l—%:l.

En este caso, para poder encontrar el isomorfismo a una rotaciéon en un grupo
abeliano compacto vamos a considerar una rotacién sobre el toro T? y crearemos
una particién en T? = C/Z + iZ tal que el tiempo de retorno P(x) asociado a
R, genere el alfabeto asociado al punto fijo u de oy.

Definicién 4.12. Definimos el subconjunto R C T? como
R = {Z et | Vi>3 e, € 0,1} y ep, + Epppy +Eiry = 0} . (413)
i=3

Llamamos al conjunto R como el fractal de Rauzy. Donde la particién de
R C T? buscada esté dada por

Rli{IER|€0:0},
R2:{$ER|€061:10}}7
Rs={x € R |eoe1 = 11}.

En el Capitulo 5.1 se demostrara por construccién que R es una patricion de
T2.

Definicién 4.13. Sea R, la rotacién sobre R definida por R,(z) = z +
a? mod Z + Za.

Proposicién 4.9. El sistema dindmico medible (Xy,, p, o) es isomorfo a (T, A, Ry)
donde \ es la medida de Haar en T?.

Este resultado se probard posteriormente en el Teorema 5.3, donde el isomor-
fismo entre los sistemas (Xg,, 1, 0) y (T%, Ra, \) estd dado por po f con p la
proyeccion de R en T? y

f : X¢t - R
N .
x — (Zakia’> .
i=3

Por lo tanto (X4, pu, o) es isomorfo a (T?, Ry, ).

Corolario 4.2. (Xg,,u,0) tiene espectro discreto.



54CAPITULO 4. SISTEMAS DINAMICOS ASOCIADOS A UNA SUBSTITUCION

4.3. La conjetura de Pisot

Por lo visto anteriormente, podemos concluir que hacer isomorfismos de un
sistema dindmico asociado a una substituciéon a un grupo abeliano compacto se
complica conforme el abecedario va creciendo. Por ello, no resulta préactico utili-
zar el Teorema de Representacion para identificar sistemas dindmicos ergédicos
asociados a una substitucién con espectro discreto.

Analizando ambas substituciones podemos observar que las propiedades que tie-
nen en comun las substituciones de Fibonnaci y Tribonnaci son las siguientes.

Observacion 4.3. Si ¢ es una substitucién primitiva, por el teorema de Perron-
Frobenius M, tiene un eigenvalor positivo A > 0 tal que:

1. Myv = v, donde el vector propio correspondiente es v > 0.
2. El valor propio A tiene multiplicidad geométrica uno.
3. A > |v| para cualquier otro valor propio v de M.

Decimos que A es la raiz de Perron-Frobenius de M.

Definicién 4.14. Sea ¢ una substitucién. Decimos que ¢ es irreducible si el
polinomio caracteristico de My es irreducible sobre Q

Ejemplo 4.5. El polinomio caracteristico asociado a My, , la matriz de inci-
dencia de la substitucién de Morse, es

A2 = A\ —2).
Por lo tanto ¢ no es irreducible.

Definicién 4.15. Sea ¢ una substitucién. Decimos que ¢ es una substitucién
de Pisot sila raiz o de Perron-Frobenius en My es un nimero de Pisot, es decir,
« es un entero algebraico tal que a > 1 y todos sus conjugados algebraicos \ # «
satisfacen que |A| < 1.

Definiciéon 4.16. Decimos que una substitucién es unimodular si el deter-
miante de su matriz de incidencia es +1.

Ejemplo 4.6. La substiticién de Morse definida en el ejemplo (4.1) es unimo-
dular ya que
det M¢2 =1.

Proposiciéon 4.10. Sean ¢r, ¢; la substitucion de Fibonacci y Tribonacci res-
b
pectivamente. Entonces las siguientes afirmaciones son ciertas

1. ¢r y ¢¢ son primitivas.
2. ¢r y ¢ son irreducibles.

8. ¢r y ¢+ son de Pisot.
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Demostracion. 1. Por una parte, la matriz de incidencia de ¢ estd dada por

(11 s (21
wo=(10) v om=(7)) (414

Como M7 _ > 0 esto implica que ¢r es primitiva.

Mientras que la matriz de incidencia asociada a ¢; estd dada por

My

1 1 1 4 3 2

=110 0 y M3 =2 2 1]. (4.15)
01 0 1 1 1

Dado que Mgt > 0, podemos afirmar que la substituciéon ¢; es primitiva.

2. El polinomio caracteristico asociado a My,. estd dado por

14+5 1-5
2 ) - 2

AoX—1=(\— ).

Donde ninguna de las raices estd en Q. Por lo tanto ¢p es irreducible.
Anélogamente, el polinomio caracteristico de My, estd dado por

p(z) =23 —2% —z — 1.
Con eingenvalores

A=1.84 a =-0.4240.61¢ a =-0.42-0.613.

Comos p(z) es un polinomio primitivo, haciendo uso del Lema de Gauss, si p(x)
es reducible sobre QQ, entonces también es reducible sobre Z, lo cual no se satis-
face. Esto implica que ¢, es irreducible.

3. Por 2 podemos ver que las raices de la matriz Mg, son

145 1-V5
a=— y A= 7

Donde o > 1 y |A] < 1. Por lo tanto ¢z es de Pisot.
Por otro lado, en la substitucién de Tribonacci ¢¢ podemos ver por 2 que p(x)
es irreducible y se cumple que

A> 1y |ag| <1 parak € {1,2},
entonces ¢; es una substitucién de Pisot con ntimero de Pisot A. |

Obteniendo el resultado anterior, con el fin de clasificar los sistemas dindmi-
cos asociados a una substitucién con espectro discreto, surge la conjetura de
Pisot.
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Conjetura 4.1 (Conjetura de Pisot). Sea ¢ una substitucion irreducible de
Pisot. Entonces el sistema dindmico medible (X4, B, i1, 0) tiene espectro discreto.

Si bien la conjetura no ha sido demostrada, en el articulo [12] se demostré que
para que un sistema dindmico unidimensional asociado a una substitucién tenga
espectro discreto es necesario que la substitucién sea de Pisot. Posteriormente,
en el articulo [11] se enfocan en responder la pregunta: ;jQue propiedades se
deben agregar a una substitucién de Pisot para que el sistema dimamico asociado
tenga espectro discreto?. En este articulo se exponen teoremas como el siguiente:

Teorema 4.3. Sea ¢ una substitucion primitiva de Pisot unimodular e irredu-
cible. Entonces el sistema dindmico (X, 0) tiene espectro discreto si y solo si
el grado m de la particion asociada a ¢ es 1.



Capitulo 5

Demostracion del
isomorfismo entre (X, 1, 0)

y <T27 >\7 Roz)

La demostracién que se desarrollard en este capitulo tiene generalizaciones
en inglés. Sin embargo, la prueba de este caso en particular sélo se encuentra en
el articulo francés "Nombres algébriques et substitutions” escrito por G. Rauzy
[9].

Proposicion 5.1. Sea M una matriz primitiva, A > 0 el valor propio mazimal
y Py el eigenvector asociado a A. Entonces

1

n—oo

Demostracion. Sabemos que P es la proyeccién sobre el eigenespacio Ker(M —
AI), si consideramos al operador N que satisface que NPy = PN = 0. Entonces
podemos descomponer a M como

M = AP\ + N.
Esto implica que M™ = A" Py + N™ (Teorema 1.1), si

7 : = méx{|a;|, a; es eigenvalor de N}.

Entonces 7 < 1 < A y podemos concluir que lim,_ o, M™ = A"Py. Es decir,
existe una ¢ > 0 tal que

[|M™ — A" Pylloo = [|IN"||oo < cT. (5.1)
Por lo tanto, lim,, JX[—: = P,. |

57
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Definicién 5.1. Decimos que P = (wy,ws,w3) es una particién de R? mod Z?2
si:

I ) wg con k € {1,2,3} son conjuntos abiertos, conexos y acotados;

IT ) los conjuntos wy, + Z?2 (es decir, el conjunto x +y con x € wy y y € Z?)
son mutuamente ajenos;

I ) (wy + Z?) U (wg + Z2) U (w3 + Z?%) es denso en R?;
IV ) Vg € Z% y g # 0 se tiene que wy, N (g +wy) = @ con k € {1,2,3}.

5.1. Construccion del fractal de Rauzy

Definicién 5.2. SeaV € Ly, = { factores de ¢} (u) : n > 0,u punto fijo de ¢}

1 1 1

C:(X’F’F)’ Ac(V) =CFIV = Vi y k € {1,2,3}. (5.2)

Tenemos que Zke£¢ Ak(V) =0, pues

1 1 1
D MWV) =S WVI= Vi 35V = Vi + 5 VI= Vi
keLly,
1 1 1
—|V|(X+F+ﬁ)—(

=|V|—|V|=0.

Vi + Ve +|V]3)

Por la obsrevacién anterior, si sabemos los valores de Ay (V'), Ao (V) es inmediato
obtener el valor Az(V). Por lo tanto nos limitaremos a estudiar los vectores
columna A(V') de R? con coordenadas A (V), Ay(V).

Proposicion 5.2. Sea £ = % Entonces

vWe ‘C¢t7 A((bt(v)) = BA(‘/)? (53)
donde B es la matriz:
=< —5)
B = . 5.4
<1 _52 _62 ( )
Demostracion. Sabemos que £ + &2+ &3 =1y |V| =|V]1 +|V]2 + |V]3, ahora
11 1\ [Vl Vi + V2 + [Vl
(V)= (1 0 O0f[[V]] = VI
0 1.0/ \|[V]s [Vl

esto implica que

loe(V)i = Vi + V]2 +[VIs v [¢e(V)]2 = V1.
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Por otra parte, podemos deducir de (5.1) que

lpe (V)| = [6e(V)|1 + [@e(V)]2 + |0 (V)3 = 2[V]1 +2[V]2 + [V]3.
Usando que & + &2 + &3 = 1, tenemos que
A1(¢t(v)) = f|¢t(v)| - |¢t(v)|1
=E2VIL+2[V2 +|V[3) = V1 = [V]2 = [V]3
=2V +26-DV]2+ (- D|V]3
== -NWh+E-E -+ (- -)Vs
= =E(Vh+ Ve + VIs) = (VL + V]2 + [V]3) + &|V]1 + £V 2.

Asi pues,
v = (¢ -9 (S ) = e —o(S49)- 69
Anélogamente

As(9e(V)) = E(Ioe(V)]) — o:(V)]2
=EQVIL +2[V]z + [V]s) = V1
= (282 - )|V|1 + 28|V ] + &|V]3.

Por otra parte
A(V)) _ V=V
0-¢ o) Q) =0 e (Sy i)

EVI=EWVI =V + &V = V] + V]2
=V + V2 +VIs) =V + V2 +VIs) = [V + [V = (VL + [VI2 + [Vs) + €[V ]2
=VEh(E- -1+ -+ |V]a(6 - -+ ) +[V]s(e - € - &Y
=262 = )|V]1 + 28|V |2 + E|Vs.

<

Asi pues,
MoV = (1= - (321 (56)
De (5.5) y (5.6), obtenemos que
e = (, % Z8) (A1) = BAW),
]

Por la propiedad del siguiente lema a la substitucién ¢; la nombraremos
substitucién de Tribonacci.
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Lema 5.1. Sea ¢; la substitucion de Tribonacci. Entonces

[0 ()] = 107> ()] + [6p > (@)] + o7~ (2)], (5.7)

es decir, la sucesion aumenta en relacion a la suma de las tres longitudes ante-
riores.

Demostracion. Dada V' € U* denotaremos por 7(V') = (|V|1,|V]2,|V|3). Enton-
ces es inmediato que

YV eU* r(o(V)) = r(V) ypor tanto r(¢;(V)) = Mg r(V).

O = =

1
0
1

O O

Dados vg, v1, v2, podemos demostrar por induccién que

Un+2 V2
n
Un41 | = A U1
Un, Vo
Para n =1 es directo que

U3 Vo
(%) = M¢t U1
U1 Vo

Suponiendo cierto para n, para n + 1 tenemos que

VU2 V2 U3 Un+-3

n+1 _ n _ n —
M¢t V1 = M¢t M¢t U1 = M¢t (%) = Un+42
Vo Vo U1 Un+1

De esto podemos deducir que

Un+3 V3 1 1 1 Un+4-2
Un+42 = M¢t Mgt (%) = 1 0 0 Un+4+1
Un+1 u 0 1 0 Un,
Esto implica que
Un+3 = Un+42 T Unt1 + Un, (58)

es decir

o7 ()| = |07 > ()] + |67 % ()| + |o7 " ()]

Observacion 5.1. Dado que ¢; es primitiva, por la Proposicién 4.2 podemos
afirmar que existe un punto fijo. Mds aun « = lim,, o ¢7'(1), es decir,

uw=12131211213121....



5.1. CONSTRUCCION DEL FRACTAL DE RAUZY 61
Denotaremos por Uy la palabra vacia y por Uy la palabra en U* formada de los
primeros N términos de u, entonces
Uy =ug...un_1.
Sea g(n) := |¢7(1)|. Entonces por la relacién (5.7), sabemos que
gn+3)=gn+2)+gn+1)+g(n).

Por ejemplo:
9(0)=1, g¢(1)=2, g¢(2)=4, ¢g(3)=T.

Proposicién 5.3. Sea §(N) = A(U,,). Entonces
YneN, d(g(n)) =B"6(1). (5.9)

Demostracion.

_ EIUN| = |Un|1\ _ [ NE—|UnIY _ €Y (lUn|s
o) = A(UN) (52UN| - |UN2> = (st - |UN|2) =N (s) <|UN|2) '
Como U; = 12, entonces

_ (&1
w=(51).

Por otra parte, dado que la sucesién u comienza con ¢}'(1) V n € N. Esto implica
que Uy(n) = @1 (1), de (5.3)

d(g(n)) = A7 (1)) = B"A(U1) = B"4(1).

Mas aun, el polinomio caracteristico de B es el polinomio:
(x — a)(z —@).

Diagonalizando la matriz B, podemos afirmar que existen a,b € C tal que para
todan € N,

oot = (e T

Es decir, existe una funcién ¥ lineal biyectiva y continua de R? a C tal que
U(B"z) = ™3, (5.10)
Lema 5.2. Sea n, N € N tal que:
g(n) <N <g(n+1).

FEntonces
Uy = ¢?(1)UNfg(n)
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Demostracion. Haremos esta prueba por inducciéon sobre n.
Para n = 0 se tiene que
g(0)=1 y g(1)=2 entonces ¢(0) <N < g(1).

Esto implica que 1 < N <2y para N =1

U =12 = ¢4(1) = ¢+(1)Up.
Para n = 1 tenemos que

g(1)=2, ¢g(2)=4 y 2<N<4

Esto implica que N € {2,3}. Si N = 2 tenemos que

Uz =12 = ¢4(1) = ¢¢(1)Vp.
Mientras que si N = 3 tenemos que

Us =121 = ¢(1)1 = ¢ (1)U;.

Supongamos valido para n, veamos que se cumple para n + 1. Sea N € N tal
que g(n+1) < N < g(n + 2), entonces

Un = 67T (DUN—g(nt1)-

Dado que u comienza con ¢} (1) y que g(n) < N esto implica que

¢} ()] < Un.
Ademds, por hipdtesis de induccién
Uy = ¢:(1)"V,

donde V es una palabra de longitud N — g(n). Por otro lado, 4 comienza con
n+1
e Y

0r T = g(n +1).
n+1

Esto implica que N < [¢7!| y, como ¢7(1) comienza con Uy, entonces ¢ (1)
comienza con Upy. Pero

P = 0y (2(1)) = ¢ (12) = ¢7 (1)1 (2)
Entonces ¢}'(2) comienza con V' y
¢ (2) = o771 (13) = ¢y T2(121) = ¢} 2 (1)er 2 (2)r (1)
o (1) = ¢y~ (12) = ¢y ~*(1213) = ¢} (1)) 7 (2)e7 (1) *(3).
Por lo tanto ¢} (1) comienza con ¢} (2). En conclusién ¢y (1) comienza con V' y

Un =67 (1)¢e(L)Un —g(nt1)
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Observacién 5.2. Comparando la longitud de ¢} (2) con ¢} (1) podemos de-
ducir que Vn € N g(n + 1) < 2¢(n).

Lema 5.3. Sea N un entero positivo. Entonces existe una s € N y una s + 1
tupla (no,...,ns) de enteros tal que:

I)0<ny<ni...<ns.
II ) Para ninguna k € {0,...,s — 2} se cumple que nyi2 = ng + 2.
I ) Uy = ¢7=(1) ... ¢7°(1).

Demostracion. Supongamos que g(n) < N < g(n + 1) y demostremos por in-
duccién sobre n. Para n = 0 tenemos que ¢g(0) < N < g(1), entonces N = 1.
Consideramos s = 0 y ng = 0, entonces:

IT ) Para k=0, ng#ng+2.
I )U; =1 = ¢Y(1).
Supongamos que el resultado es valido para n y demostremos que si g(n+1) <
N < g(n + 2) existe una s € Ny una s+ 1 tupla (ng,...,ns) de enteros que
satisfacen I),II) y III).
Por el Lema 5.2, Uy = ¢} (1)Un—_g(n) donde
gn) < N <g(n+1).
Lo que implica que 0 < N —g(n) < g(n+1) —g(n) y por tanto N —g(n) < g(n).
Usando la hipétesis de induccién para N — g(n) se tiene que
Un—g(n) = ¢ (1) ... 97" (1),

con (ng . ..ns) satisfaciendo las condiciones I) y II). Por lo tanto
Un = ¢} (1)e7=(1) ... ¢7°(1).
Veamos que (ng, . ..,ns,n) satisfacen las condiciones I) y IT). Como
|UN7g(n)| =N - g(S)

Esto implica que |¢;*(1)] = g(ns) < N — g(s) y dado que N — g(n) < g(n)
entonces ns < n, que establece la propiedad I).
Para verificar IT), es suficiente demostrar que no es posible que

n=nsg1+2 si ng1=n—-2, ng=n-—1.
Si esto no se cumple tendriamos que
or (D)ey (L)ey* 7 (1) =y 2 (67 (1)) > (¢e(1) 9y (1)
=¢; % (1213121) = ¢} *(4}(1))
=¢; (1)
n+1

Entonces Uy comienza con ¢; " (1) y por tanto N > g(n+1), lo cual contradice
la hipétesis. [
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Observacién 5.3. Por el Lema 4.4 inciso I11) sabemos que Uy = ¢;*(1) ... ¢;°(1).
Esto implica que
w= g0 (1)... 6 (1)o" (u).

Lema 5.4. Sea N un entero positivo. Entonces eziste una unica s € N y una
dnica s + 1-tupla (no, ..., ns) que satisfacen las condiciones I) y II) del Lema
5.3. Se deduce que si (ng,...,ns) es una s+1-tupla que satisace estas condicio-
nes. Ademds, si N es el entero definido por:

N =Y g(n),
7=0

se tiene que Uy = ¢y* (1) ... ¢;°(1).

Demostracion. Primero demostraremos por induccién sobre s que si (ng, . .., ns)
es una s + l-tupla que satisface I) y IT), entonces

> 9(n;) < g(ng +1).

Jj=0

Para s = 0 se tiene que g(ng) < g(ng + 1), pues g es una funcién estrictamente
creciente.

Sea (ng,...,Np+1) una s + 2-tupla que satisface I) y II) y supongamos valido
para la s + 1-tupla. Entonces (no, ..., ns) satisfacen ambas condiciones. Si

Ngt1 > 1+ ng

entonces, por hipdtesis de induccién

s+1

Zg(nj) <g(ns +1)+ g(nsy1) < g(nsp1 — 1) + g(nsy1).

Dado que g satisface (5.7)

g(nsy1 +1) = g(nsy1) + g(nsp1 — 1) + g(nsy1 — 2),

entonces
s+1

S g(n) < gl +1).

Jj=0

Ahora, supongamos que ngy1 = 1+ n;.
Demostremos que si ngy1 = 1+ns y (ng,...,ns—1) es una s-tupla que satisface

I) y IT), entonces
s—1

> 9(ny) < g(ngr +1).

J=0
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Para s = 0 se tiene que ny = 1 = ng. Usando (5.7) obtenemos
9(no +1) = g(no) + g(no — 1) + g(no — 2).
Lo que implica que

g(no) < g(no +1) = g(n1).

Supongamos véalido para s que si (ng,...,ns—1) es una s-tupla que satisface I)

y ITI), entonces
s—1

> 9(ny) < g(ngr +1).

=0

Pero, en este caso, se tiene que:
Ng_1+1=ns,.

Entonces la n + 2-tupla (ng,...,ns+1) no satisface la condicién IT) pero la
desigualdad se preserva pues

s+1
Zg(nj) < g(ns—1)+g(ns)+g(nsy1) < gns+1)+g(ng)+g(ns+1) = g(nsp1+1).
=0

Asf pues, si (ng,...,ns) es una s-tupla que satisface las condiciones I) y II) y
si N es tal que:

N =Y g(n),
=0

del anaisis anterior, podemos deducir que ng es necesariamente el entero positivo
n tal que
g(n) <N <g(n+1).

Esto implica que existe una tnica s € N y una tnica s + 1-tupla (ng,...,ns)
que satisfacen I) y IT). [ |

Definicién 5.3. Sea N el conjunto de sucesiones con términos en {0,1} donde
no se adimite la palabra 111 y donde todos los términos son nulos después de
cierto rango. Sean N7, N3, N3 definidos como:

M ={e e N| eo=0}, (5.11)
Ny ={e e N| e9=1,e1 =0}, (5.12)
Ny ={e e N| gy=1,e1=1}. (5.13)

El conjuto (N7, N2, N3) es una particién de N.
Dada la definicién anetrior, podemos concluir que para toda N € N, existe un
tnico conjunto ¢(N) € N tal que N tiene un desarrollo de la forma:

N =Y en(N)g(n), (5.14)

n=0
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con &, (N) es una sucesién de 0 y 1 tal que a partir de cierto rango k, €,,(N) =0
para toda m > k. Asi pues, podemos deducir que la suma es finita y estd bien
definida pues si la palabra 111 se admitiera N > g(n + 1), lo cual contradice el
Lema 5.4.

En general, no es facil expresar a N como en (5.16). Pero hay un caso donde las
sumas se expresan facilmente.

Lema 5.5. Sean M,N € N tal que £,(M) + £,(N) pertenece a N, entonces:
VYneN eg,(M+ N)=¢e,(M)+e,(N).

Demostracion. Por una parte, tenemos que

N+ M= isn(N—i-M)g(n).

n=0

Pero, por definicién
D en(N)g(n) + Y en(M)g(n) = N + M.
n=0 n=0

Como la expresion e, (N + M) es tnica y ,(M) +,(N) € N esto implica que

en(M + N) =¢e,(M) +e,(N).

Teorema 5.1. Sea z = d(1) y N € N con desarrollo

N = an(]\/')g(n).
n=0

FEntonces

5(N) = ien(N)an.
n=0

Demostracion. Por (5.16) sabemos que d(g(n)) = B™d(1). Entonces
S(N) =8()_ en(N)g(n)) = Y en(N)s(g(n))
n=0 n=0

_ i en(N)BS(1) = i en(N)B"z,
n=0 n=0

Lema 5.6. Sea v(N) el unico elemento de U tal que el desarrollo de N pertenece
a Ny(wy- Entonces

(v(N))nNen = u.
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Demostracion. Tenemos que v(0) = 1, pues
n=0

donde &,(0) es la sucesién 0. Por tanto £,(0) € N;.
Sea N >0y n € N tal que:

g(n) < N <gn+1).
Por el Lema 5.2, tenemos que
Un = ¢?(1)UN—g(n),

donde la tltima letra de Uy es u,_1, la cual coincide con la ultima letra de
UNn_g(n) la cual llamaremos uy_g(,)—1-

Supongamos que n > 2; vimos que ¢} (2) es el comienzo de u, donde la propiedad
anterior también es valida para N = g(n + 1), entonces

Ugnrry = &1 (D00 = 671 (1) = 67 (1)9} (2).
Reemplazando N — 1 por N:
Yn>2, VN tal queg(n) <N <g(n+1).

UN = Un—g(n)-

Entonces los desarrollos de N y N — g(N) coinciden hasta en el rango n — 1.
Tambien tenemos que

Yn>2, VN talqueg(n)<N<gn-+1)

o(N) = o(N - g(n)).

Maés aun, por el Lema 5.2, los desarrollos de N y de N — g(n) coinciden hasta
la posicién n — 1. Entonces

Yn>2, VN talqueg(n) <N <gn+1).

o(N) = o(N - g(n)).

Ahora, falta demostrar que (v(IN))nen y u coinciden hasta la posicién ¢g(2) —
1+ 3. Para N =1 se tiene que cumplir que

o0

0= c(N)ugln)

n=0

y como g(n) > 0 para toda n > 0 necesitamos que €, (0) = 0 para toda n. Esto
implica que €(0) € N;. Asf pues

v(0) = 1.
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Por otra parte, para N = 1 se debe cumplir que

oo

1= "e(N)ng(n),

n=0

pero g(0) = 1y g(n) > 0 para toda n, es decir, necesitamos que £9(1) = 1y
para toda n > 0 &,(1) = 0. Entonces €,(1) e Na y

v(l) = 2.

Finalmente, para N = 2 se tiene que satisfacer que

oo

2=3"e(N)ug(n),

n=0

pero g(1) = 2 y g(n) > 0 para toda n € N por lo tanto, necesitamos que
en(2) =1 paran =1y e,(n) =0 para toda n # 1. Entonces € € N} y

v(2) = 1.

Esto implica que (v(N))%_, = 121 = Us, es decir, (v(N))nyen ¥ u coinciden
hasta la posicién ¢g(2) — 1 = 3. [

Definicién 5.4. Denotamos por E al conjunto de puntos en R? de la forma
0(N)con NeNyaQ=E.
Como N = > e,(N)g(n) y por la ecuacién (4.32) podemos deducir que

3(N) =06(Y_ en(N)g(n)) = > en(N)d(g(n))
n=0

n=0
oo

Es decir, E es la imégen de la funcién lineal S : C — R2, donde los elementos
del dominio son de la forma Y~ j e, (N)a" con (,) en el conjunto acotado N

Definicion 5.5. Considerando las matrices

p=(Te ) v ow=(55 ) (5.15)

Dado = = (z1,72) € R% Definimos la norma en R? adaptada a la matriz B
€omo

[1Bz| = |alllzl] = V€[] (5.16)

donde ||z|| es la norma asociada a un vector Mz, definida de la siguiente manera:

[|z]] = (@ + §)r + Exa.
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La cual esta bien definida, ya que

Mp :(—?a++§£> fﬁ) (1:552 —_€€Q>
(5 2 (0% %)

MB = (a 0) M.

Entonces

0 @
Esto implica que
|Bz|| = |MBzx| = |o|[Mz| = |af||x]].
Por lo tanto (5.16) estd bien definida.

Observacién 5.4. Considerando una serie de la forma ) ¢, B"z, con (cy)
acotada. Usando (5.16) y que |a| < 1 obtenemos que

oo oo ©
1Y enB 2l < leal D NIB 2l < MY [a]"|2]
n=0 n=0 n=0

5
< MZ la|™|z] + .

n=0

Entonces (3, _,cnB"2)ken €s una sucesion acotada y creciente, por lo tanto

oo
E cp,B" %
n=0

es convergente. En particular, el conjunto {0, 1} es compacto si lo equipamos
con la topologia producto asociada a la topologia discreta de {0,1}. Lo que
implica que todos los elementos en E son de la formas:

[ee]
E enB"z,
n=0

donde la sucesion (g, )nen € N.

Lema 5.7. Sea E la cerradura del conjunto E. Entonces

E c {z € R¥mdx(|z1], |z2|) < 1}.
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Demostracion. Sea x € F, entonces

oo
T = g enB" 2.
n=0

Dado que x € E no existe una n tal que

En = En+tl = En42 = 1.
Definimos a y,, con los siguientes casos:

1. Sie, =0,ep41 = 0,642 = 0 esto implica que

Tp = Tpt1 = Tn42 =0 yy,=0.

Siep, =1,ep41 =0,p4+2 = 0, entonces

Tp =B"z, Tpit1=2np2=0 yy, ==z
3. Siep, =0,e441 =1,en42 = 0, entonces
= =0 = p"t! =B
Ty = Il?n+2 =U, Tp+1 = Z Y Yn = Z.
4.

Siep, =0,en41 =0,6n4+2 = 1, entonces
Ty = Tpt1 = 0,Tp40 = B2, YV Yn = B%z
Sie, =1,ep41 =1,ep42 = 0, entonces
tp=B"2,&p41 =B" 2, 20,0=0 yuy,=2+ Bz
Sie, =0,e,401 = 1,612 = 1, entonces

Ty =0,2p41 = B"+1z,xn+2 =B""2; yuy, = Bz+ B

Sie, =1,e541 =0,6,42 = 1, entonces

Tp=B"z,2n41 = 0,242 = B"™2 yy, =2+ B2

Por lo tanto, podemos escribir a x de la forma

(oo} (oo}
>_enBrz=) By,
n=0 n=0
donde y, € F ={0, 2, Bz, B?z,z+ Bz,z + B?z, B2 + B?2z}. Entonces

o] o0 o0
el = 11 B yall < > 11B* yn < > 11B*| [[yal|
n=0 n=0 n=0

o0 o0
<[l lyall < Y lal* sup,epllynll,
n=0 n=0
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sup,erllynl| = [|2]| = ¢. Por lo tanto

¢? 1
< — < —.
=l < 1—|a)® "2

Asi pues, E C {z € R?|méx(|z1], |v2]) < 1}. Lo cual demuestra el primer punto
que cumple una particién en T2.
|

Veamos ahora que si z € Z, con x # () entonces, ¢ E.

Lema 5.8. Sean = ((,(?). Si existe un nimero estrictamente positivo c tal que
V N eN,Y g € Z? se cumple que

[[Nn—g|l <c¢, entonce o(N)=Nn-—g. (5.17)
Demostracion. Por el Lema 5.7 si existe una ¢ > 0 tal que si
Vg € Z? se tiene que inf, z||lg — z|| < c

entonces g = 0.

Corolario 5.1. Sea 2 = int(E). Entonces 0 = (0,0) € w.

Demostracion. Como (, (2, (3 son Q—linealmente independientes, el conjunto
(Nn)nen es denso en R?/Z2, en particular es denso en el conjunto de las x tal
que ||z|| < ¢ para c suficientemente pequefia.

Sea c tal que ||[Nn — 0|| < c. Entonces, por el Lema 5.8,

o(N) = Nn.

Es decir, 0(N),eg C E es denso. Por lo tanto, 0 € Q.
Considerando a ¢ como en el Lema 5.8 podemos deducir que (6(N))nen es denso
en ) C E. |

Observacién 5.5. Por otra parte, todo punto de E se representa de la forma
o0
ZenB”z con (e,) € N.
n=0

Reciprocamente, todo punto de esta forma es un punto de E ya que es el limite
de los puntos de la forma

N
Z enB"z € FE.
n=0

Ahora, si N no contiene a la palabra 111, entonces o(N) no la va a contener,
es decir o(N) C N. Por lo tanto

o(N)Cco(N)CN.
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Lo que implica que el conjunto A es invariante bajo la funcién shift o. En
particular, para toda N € N en conjunto N"F esta en E ya que

B" ZskBkz = ZekBH”z = 263 WBlz= Zo (6j))B’z  con o "(gj) € N.

Asi pues,

oo
Za (¢5) BJZGE
Jj=0

es decir, o
BE CE. (5.18)

Observacién 5.6. Sean € Ny m € Z. Sie,(N) = 0 para toda n > m, entonces
S(N)+ B"?E cC E. (5.19)
Dadas las siguientes observaciones, podemos dar la particién de R?/Z? buscada.

Definicién 5.6. Sea k € {1,2,3}. Definimos a los conjuntos Ej como el con-
junto de las 6(N) con N € Ny y por Q = int Ej.

Lema 5.9. Sean Ey, Eo, E3 definidas como en la Definicion 5.6. Entonces
E=FE UE,UEs.
Demostracion. Veamos primero que F1 U E, U E3 C E.

1. Sea N € N7 . Entonces

o0

N)=0+) e,(N)B"z=DBY_o(ex(N))B"z.
n=1 k=0

Por lo tanto, o -
Ey=BECE. (5.20)
2. Sea N € Ny. Entonces
oo oo
(N)=z+> en(N)B"z =2+ B2y o*(ex(N)) B2
k=0

Por lo tanto, - o
Ey=2+B’ECE. (5.21)

3. Sea N € N3. Entonces

§(N)=2+Bz+0+Y en(N)B"2 =2+ Bz+B*> o*(e(N))B"=.
n=3 k=0
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Por lo tanto, o o
Es=2+Bz+B*ECE. (5.22)

Asf pues, E1 UEy; U Es5 C E.
Ahora, si x € F, entonces
k
x = Zan(N)B"z con g,(N) € N,
n=0

donde N' = N; UN; UN3. Entonces e, (N) € N7 oe,(N) € Ny oe,(N) €
N3 esto implica que

x € El o xE EQ o xE E;g.

Por lo tanto E C E1 U Ey U E3, es decir, E = E, U Ey U E5.

Lema 5.10. Los conjuntos 21,8, Q3 son mutuamente ajenos.

Demostracion. Como E es compacto, E es medible respecto a la medida de
Lebesgue u(E), la cual es finita y no nula ya que 0 € int(E). Entonces

W(E) = w(Er U E2 U B3) < u(E1) + p(E2) + p(Es).
Donde solo se da la igualdad si para toda 4,5 € {1,2,3} se cumple que
u(E; N E;) = 0.
Ahora, como la matriz B estd determinada por £, tenemos que
det(B) =& +£(1-€) = +6+&7 =¢

Entonces - B -
n(Er) = W(BE) = {u(E) 5.23)

(
w(Ba) = u(z + B*E) = u(z) + u(B°E) = €u(E) (5.24)
#(E3) = p(z + Bz + B°E) = p(2) + u(Bz) + u(B*E) = €u(E).  (5.25)
Como & + €2 + €3 = 1 y por las ecuaciones (5.23), (5.24), (5.25) se tiene que
P(EY) + p(E2) + p(E3) = Eu(E) = &(E) + & (E) = p(E).
Entonces, Vi,j € {1,2,3} con i # j
£(QNQ;) =0.

Por lo tanto, 21, s, Q3 son ajenos ya que €; es abierto para toda i € {1,2,3}.
|
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Lema 5.11. Eziste un numero estrictamente positivo ¢ tal que st VN € N, Vg €
72 yV¥m € N se tiene que |[N¢ — g|| < €7, entonces

en(N)=0 VY n<m.

Demostracion. Usando el Lema 5.8, consideramos a ¢ lo suficientemente pe-
quena tal que ||z|| < ¢y por lo tanto z € Q. Como z € Q, entonces

oo

T = Z B"z.

n=0
Esto implica que
] = 1) B2l < c£%.
n=0
Esto es, x € B™). Por otro lado,
[INE — g]| < ¢ donde §(N) = NE — g.
Entonces § € B™Q, es decir, €,(N) =0 Vn <m. [ |

Definicién 5.7. Para todo conjunto k; € {1,2,3} coni € {1,...,m}. Definimos
el conjunto Q(kq, ..., k) por induccién sobre m de la siguiente manera

Param=1 Qv)=Q, conve{l,2,3}y

Qky, ...k, 1) = BQ(Ey, ... k),
Qk1,. . km,2) = 2+ B?Q(k1, .. k),
Qky,... km,3) =2+ Bz + B3Q(k1, ..., km,3).

Lema 5.12. Sea i € {1,2,3}. Entonces los conjuntos Q(k1,...,km—1,%) son
mutuamente ajenos.

Demostracion. Haremos esta prueba por induccién sobre m.
Para m = 1, por definicién Q(1) = Q4,Q(2) = Q2 y Q(3) = Q3, los cuales
son ajenos por el lema (4,11).

Asf pues, por induccién sobre m tenemos que los conjuntos Q(kq, ..., km—1,1%)
son ajenos para toda ¢ € {1,2,3}. Entonces se cumple que

3 3

p(> Q1 Em1,1) = > Qe Em1,7)).

=1 i=1

Lema 5.13. Sea N € Z tal que existe n < m con e,(N) = 1. Entonces 6(N) €
Q(k1,. .., kn) donde no todos los k; son 1.
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Demostracion. Haremos esta pruba por induccién sobre m.

Sim =1, entonces n =0y si gg(N) = 1 se tiene que
S(N)=2z+ ZEn(N)BnZ.
n=1

Por otra parte, como {Q, 2,3} es una particién de F tenemos que 6(N) € Q;
para alguna i € {1,2,3}. Pero §(N) & Q pues Q1 = BE y §(N) comienza con
z. Por lo tanto, §(N) € Qs 6 §(IN) € Q3 con ki # 1.
Supongamos que el resultado es valido para m y demostremos que para N € Z
si existe una n < m + 1 con €,(N) = 1 entonces §(N) € Q(ky, ..., km+1) con
k; # 1 para alguna j € {1,...,m+1}.

Si n = m, entonces &,,(N) = 1, donde

3

§(N)=> e(N)B'z+B"z+ »_ &(N)B'z.
m—+1

I
o

9

Si suponemos que €, (V) = 0 para toda n < m—1 entoces 6(N) € Q(1,...,1,1),
es decir,
§(N)e BQ(1,...,1),
———

n

lo cual contradice la hipétesis de induccién. Por lo tanto, existe k; # 1.
Por otra parte, si n < m y suponemos que k; = 1 para toda ¢ > n, entonces

S(N) € B™"Q(ky, ... kn),

donde, por hipétesis de induccién, existe una k; # 1 tal que §(N) € B™ " Q(ky,. ..

Por lo tanto
6(N)€Q(k1,...,km+1) con ]{i]#l

]
Corolario 5.2. Sea §(N) € B™Q. Entonces, para toda n < m €,(N) = 0.
Demostracion. Es claro que
B™"Q=0Q(1,...,1).
—
]

Lema 5.14. Sea z,y € Q tal que x — y € Z2. Entonces = y.

Demostracién. Supongamos que z —y = g con g € Z2. Como ) es abierto,
podemos elejir una M € N tal que §(INV) sea lo suficientemente cercano a z de
tal forma que (M) + g € Q.

Como y — x = g entonces y = x + g.
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Sea m tal que para toda n >m, €,(M) =0y sea N € Z tal que
1B(N) — (B(M) + g)] < ™5
Entonces existe una h € Z2 tal que
(N = M)§ —h =06(N) = (§(M) + g).
Por el Lema 5.11 tenemos que para toda n < m + 2
en(N — M) =0,
y por el Lema 5.5 podemos deducir que para toda n € N
e(N)=¢e(M)+e(N — M).
Esto implica que
O(N)=0(M)+ 6(N — M), entonces §(N — M) = (N —M){ — h.

Por lo tanto

m+2
gl = [I6(N = M)|| < c€ 2.
Como m es lo suficientemente grande g = 0, es decir z = y.
De las demostraciones anteriores, podemos deducir que los elementos del con-
junto
Q={Q(1),Q(2),2(3)}
son ajenos dos a dos y que los conjuntos € + Z2, k € {1,2,3} son mutuamente

ajenos. Lo cual cubre los incisos (IT) y (III) para que {Fi, E2, F3} sea una
particién de R?/Z2. [ |

Observacién 5.7. Las demostraciénes siguientes son validas si € E. Ya que,
toda clase de R?/Z? tiene un representante en E por la densidad de (N¢) en
Z? y ya que cualquier punto de la frontera de E estd asociado con un punto
y#0¢cZ2

Veamos ahora que la particion dada es simplemente conexa.

Proposicién 5.4. Sea {E1, E2, Es} la particién definida anteriormente. En-
tonces el punto w con

w = ZB"ZEEHEHE.
n=0

Demostracion. Dado que B tiene como polinomio caracteristico a (z+a)(z —@)
el cual divide al polinomio 23 — 22 — 2z — 1 y B® 4+ B"t! 4 B"*2 = B"*+3 para
toda n € N por la proposicién (4.12). Entonces

o0 o
w= Z B3z = B3 Z B"z por lo tanto w € E.
n=1 n=1
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Por otra parte
oo oo
w= ZB?’"z:z—i—Bzz—i—ZB?’"z
n=1 n=3

=2+ B%z+ Z B3*+2; = 4+ B?2 + B® Z BFt+2,
k=1 k=1
por lo tanto w € E3.

Por 1ultimo,

w = iB3"z:z+§:B3"z
n=1 n=2

[eS) 9]
:Z+Zng+IZ:Z+Bngk+1Z,
n=1 n=1

por lo tanto w € Fs.

Entonces w € Eq N Ey N E5.

Lema 5.15. E es conexo.

Demostracion. Como E es compacto, basta ver que el conjunto estd bien co-
nectado. Para todo (ki,...,km), ki € {1,2,3} denotamos por E(k1, ..., k) la

cerradura del conjunto Q(ky, ..., k). Entonces
E(kla RS km» ]-) = BE(kla RS km)a
E(kl,...,km,Q) :Z—FBZE(/{l,,km) y
E(kl, ce ,km,g) =z+ BQZ + BSF(kl, [N ,km)

Donde el didmetro de E(ky, ..., ky) es ¢t thm/2 y

lfm ghtthn/2 =,
n—oo

Si suponemos que w(1) = w(2) = w(3) y definimos por
U)(k‘l, ey km7 1) = Bw(k‘l, ce 7km>7
w(k, ... km,2) =24+ B2w(ky,... . kn)y
w(ky, ..., km,3) =2+ Bz+ B3w(ky, ..., k).

Veamos por induccién sobre m que w(ky, ..., kn) € E(ki, ..., kn).
Para m = 1, por la Proposicién 5.2, w € E; U Ey U Fj.

Supongamos valido para m que w(ki,...,ky,) € E. Si ky11 = 1 entonces

U)(kl,...,]{im,l) = Bw(kl,...,k:m),
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donde w(ki,...,kn) € E, por hipétesis de induccién. Entonces
(oo}
w(ky, .km) = Z en(N)B"z.
n=1

Por lo tanto,
w(ky, ..., km,1) =B > en(N)B"z € Ey.
n=1
Si k1 = 2, entonces
w(k, ... km,2) =z + Bz + B*w(ky, ... kn)
=2+ B%) e (N)B"z=2+Y 0*(en(N))B" 2.
n=0 k=0
Entonces w(ky, ..., kmn,2) € Ey.
Si k1 = 3, entonces
w(ky, ..., km,3) =2+ Bz+ B3w(ky,. .., k)

=2+ Bz+B*) c,(N)B"z

n=0

Por lo tanto w(ky, ..., kn,3) € Es.
Ahora, por induccién sobre m podemos ver que

w(l, ko, ... km) =w(2,ka, ... km) = w(3, ko, ... k).
Para m = 1, por definicién tenemos que
w(l) = w(2) = w(3).
Supongamos que
w(l, ke, ... km) =w(2,ka, ... km) = w(3, ko, ... k).
Entonces, si ky41 =1
w(l,...,km,1) = Bw(l,... kyn) =Bw(2,...,kn) =w(2,...,kn,1).
Anélogamente
w(l,...,km,1) =Bw(l,... kyn) =Bw3,....kn) =w(3,...,kn,1).

Por lo tanto
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Si kit1 = 2, entonces

w(l,..., km,2) =2+ Bw(,...,kyn) =2+ Bw(2,....kpn) =w(2,...,kn,2).
Por otro lado,

w(3,...,km,2) =2+ Bw(3,...,kn) =2+ Bw(3,....,kn) =w(3,...,kn,2).

Asi pues,
w(l, .. km,2) =w(2,..., kn,2) =w(3,... kn,2).

Finalmente, si k,,+1 = 3, entonces
w(l,...,kn,3) = 24+Bz+B3*(1,...  kp) = 24+B2+B3(2, ..., km) = w(2,...,kn,3).
Esto implica que,
w(l,... km,3) = 24+B2+B3(1,... kp) = 2+B2+B3*(3, ... k) = w(3,...,kn,3).
Por lo tanto

w(l, ... km,3) =w(2,...,kn,3) =w(3,...,kn,3).

Esto es

wky, .. km) € [ EG k. km)-
j€{1,2,3}

Por otra parte, sea x,y € E. Demostremos por induccién sobre m que existe
una cadena (z1,...,2zy) de elementos en E tal que

I )xlzxaxN:ya
II )Paratodaj =1,..., N—1lexiste (k1,...,kn) conzj,xj11 € E(k1,... kn).

Veamos que es valido para m = 1.
Consideramos z,y € E. Entonces la cadena (z,y) es tal que

r=x,y=22 € E.

Supongamos véalido para m y demostremos para m+ 1. Sea (k1,...,kn) con las
propiedades I),II)y j € {1,...,N — 1}. Entonces

z;, w41 pertenece al mismo conjunto E(ki,. .., kny).
Pero o o
E(ky,.. . km) = |J Bk k1, k),
ke{1,2,3}
donde el punto w(k, k1, . . ., ki) €s un punto en comin en Uke{1,273} Eky, ... k).
Por lo tanto dos puntos cualesquiera de E estén juntos por una cadena (1, ..., 2y)
tal que:

Vi=1,...,N —1, ||xj+1—xj|\ <£%d1am(E)

Esto implica que E es conexo.
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Teorema 5.2 (Curva de Jordan). Toda curva simple del plano divide en dos
componentes convexas disjuntas que tienen a la curva como frontera comin.
Una de estas componentes estd acotada y la otra no estd acotada y se llama
exterior.

Lema 5.16. Q) es simplemente conezxa.

Demostracion. Sea I' una curva de Jordan simple contenida en ). Entonces
R?\ Q tiene dos componentes conexas, D el componente acotado (interior de I')
y D’ el exterior. Basta demostrar que D C Q.

Por otra parte, la imagen BT por la matriz B esta contenido en

BQ = Q.
Como T' es compacto, entonces hay un nimero real r > 0 tal que
Vo € R? infepr||z —y|| <7

Entonces = € ;.

Sea BD y BD' las imé4genes de D y D’ por la matriz B. Entonces BD y BD’
son las componentes conexas de R*\ BT.

Sea 19 € BDN E y veamos que BD N E C BE. Entonces xg € {E1, By, E3}.
Sin pérdida de generalidad supongamos que zo € E1, entonces Ey 6 E3 tiene
un punto en BD, sea F}, este conjunto. Entonces Ej, es conexo como iméagen
continua de F, el cual es conexo. Por otro lado, E;, no tiene ningin punto en
comin con € de lo contrario Q5 N Q; # 0. En particular E; no tiene ningtin
punto de las x que satisfacien que

infyepr|lz —y|| <

Esto implica que E} estd totalmente contenido en BD. Pero w es un punto

comin en By, Ey, Es, entonces # € BD. Por lo tanto Es, E3 tienen un punto en
BD, lo que implica que Ey y E3 estdn contenidos en BD. Asi pues,

BD'NE C BE.

Sea z; € E tal que:
||z1]] = sup,c5|z||
y £1 € BD', entonces z1 deberia estar en BE. El punto B~'z; € E lo cual es
imposible pues:
_ -1
1B~ ]| = €72 [[aa]] > [|2al.

Entonces tenemos que BD N E C BE, lo que implicaria que

BDNE =BE.

Reemplazando T por la curva B* 'T la cual es una curva de Jordan simple
contenida en 2. Veamos que Vn > 1

B"DNE=B"DN BE.
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Figura 5.1: Fractal de Rauzy

Es claro para n = 0, y suponiendo valido para n entonces:

B""'DNE=B"""DNBE
= B(B"DNB"E) = B""'Dn B""'E.

Supongamos que existe 2 € D que no estd en E. Entonces

lim B"z =0,

n—oo
y como 0 € E, existe una n € N tal que B"z € B"E, esto es, z € B*"NE. Es
decir, = € E lo cual es una contradiccién. Por lo tanto D C E.
Pero ningtin punto de la frontera de E puede estar en D ya que D es abierto y
existirfan puntos de D que no estén en E. Por lo tanto

D cQ.

Esto implica que el conjunto {Ey, Es, E3} es una particién de R?/Z? como se
muestra en la Figura 5.1. |



82CAPITULO 5. DEMOSTRACION DEL ISOMORFISMO ENTRE (X, 11,0) Y (T2, A, Ry)

Figura 5.2: R mod Z + Za

5.2. Isomorfismo

Consideramos el fractal de Rauzy definido como

R = {Z EiOZi | Vi >3,¢e; € {0, 1}§5i5i+15i+2 = 0} . (526)

=3

Teorema 5.3. El conjunto R es una particion de C mod Z + Zav.

Demostracion. Sabemos que E es particién disjunta de R? mod Z? y R es
la imagen de E por la funcién S dada en la Definicién 4.19. Por lo tanto, es
suficiente demostrar que S(Z?) = Z + oZ. Pero

( 01> =B ?2=9"Ya) vy <_11) =B z=57'(1).

Por lo tanto, R es particion de C mod Z + Za, como se muestra en la Figura
5.2 [ |

Definicién 5.8. Sabemos que para toda x € Xy,, * = ¢} (u). Entonces existe
un numero complejo de la forma

N N
n = Zeig(i) 6n= Zsio/.
i=1 =3

Sea f: Xy, = R donde

N
_ k
T— | n; = ek,
k=3 i€N

y (n;) es una sucesién de enteros tal que o™i (u) converge a x cuando i tiende a
infinito.

Es importante observar que f(o(u)) converge a R por la contruccién del con-
junto y, por la misma razoén, es continua.
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Proposicién 5.5. Para toda v € Xy, se tiene que f(®(z)) = af(z) y

f(x) +a? six € [1]
flo(x) =% fl@)+a+a® sixel2 (5.27)
f(x)+a? six € [3]

Demostracion. Dado que f es continua en Xy, entonces f es densa en Xy, y por
tanto es suficiente demostrar para un punto en la érbita de u. Por la Observacién
4.7 sabemos que u = ¢y (1)... ¢ (1)o™(u) con n = Zf:s g;a’. Pero

$r(w) = u= ¢ (1) o] T (1)ge(0" (w).

Por lo tanto f(¢:(0™(u))) = af(c™(u)). Por otra parte, podemos expresar a

N
f(o-”(u)) = Zfig(N) =na® + (pn + Qn)a ~+ Dn-
1=3

Donde
N N N
n=> eig(i), pnt+» egli—1)yqn= ecigli—?2).
i=3 =3 i=3
Analizaremos los 3 casos posibles
1. Sio™(u) € [1], entonces n = Zf\; ;9(i). Donde n+1 = g(O)—I—X:?;4 g;g().

= Sieqes =0, entonces pp=1 =pp + 1y Gnt1 = Gn-

= Sieyes = 1, entonces exite un entero k > 2 tal que

k N
n= Zei (9(3i—2) +g(3i — 1))+ Z €;9(1) con eski1€3642 = 0.
i—2 i=3k+1

Donde n +1 = g(3k) + >\ 5111 €i9(1) ¥ Pnt1 = Pny Gni1 = Gn. Por
lo tanto f(o™ 1 (u)) = f(o™(u)) + 3.

2. Si o™(u) € [2], entonces Pp+1 =P ¥ Gnt1 = ¢n + 1 ¥ por tanto
Fl@™ () = f(o™(u) + a+a®.
3. Si o™(u) € [3], entonces pp11 = Pn ¥ Gnt1 = ¢n. Por consecuencia
Fl@" (w) = fo"(u)) +a®.
|

Definicién 5.9. Sea R, la rotacién sobre R definida por R, (z) = z + o mod
(Z 4+ Z«). Entonces

z+ a3 si z € int(Ry)
Ro(2)=<¢ z+a+a? sizeint(Ro) (5.28)
z+a? si z € int(R3)
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Observacién 5.8. Para todo z € Xy,, tal que f(z) € U;_; 5 3 Ri, se tiene que
flo(x)) = Ra o f(x).

La funcién f no puede ser inyectiva, de lo contrario f serfa un isomorfismo
topolégico. Lo cual es imposible pues Xy, es un conjunto compacto totalmen-
te disconexo y R es conexo (Lema 5.15). Veamos en qué conjunto cumple la
inyectividad.

Observacion 5.9. El punto fijo u = uy ... u, ... satisface que para todan € Z
y toda palabra V' € L, (u) esta puede prolongarse hacia la derecha de manera
Unica excepto en una sola palabra que es 3-prolongable a la derecha.

Lema 5.17. [6] Sea uy ... u, un elemento de L, (u) 3-prolongable hacia la de-
recha. Entonces existe wy ... ws € Ls(u) 3-prolongable a la derecha tal que

[U1y. ..y upd] = Gy, ([wy ... wsz;])

donde Gy = ¢, G1 = o(¢?) y Go = opo¢? con i € {1,2,3} y las x; son 3
elementos distintos de {1,2,3}.
Ahora, considerando las funciones de C a C dadas por

fi=az

fo=0a+a%z

fs=a+a* +a’z,
se tiene que f;(R) = f([i]) Vi € {1,2,3}. En general, usando la Proposicion
4.15 y el Lema 4.18 se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 5.3. Sea vy ...v, un elemento de L, (u). Entonces existen iy, ..., i,
elementos de {1,2,3} con r < n tal que

f([Ul e Un])fil O... flr(R)

Si, ademds, el conjunto es 3-prolonglable a la derecha, entonces para toda j €
{1,2,3}

,f(['Ul UHD = fi1 ... Ofir Ofnj(R)7
donde n; € {1,2,3} yn; #n; sii#j.

Definicién 5.10. Sea z un nimero complejo. Decimos que z es un a—desarrollo
de R si existe una sucesién (a;);>3 € {0, 1}2.

Observacion 5.10. Si denotamos a D como el conjunto de todo los puntos
que pertenecen a R; NR; con i # j el cual tiene medida cero. Los puntos que
se encuentren en D Nint(R) tienen a lo mas dos a—desarrollos distintos en R
mientras que los elementos que se encuentren en Fr(R) no necesariamente tienen
dos a—desarrollos distintos en R. Por ejemplo, si consideramos a w definido en
la Proposiciéon 4.13 se tiene que

wE€ R NR:NR3.
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Proposicion 5.6. La funcion f es inyectiva excepto en la imdgen reciproca de
los numeros complejos que tienen al menos dos a—desarrollos en R.

Demostracion. Sea V, W elementos de X, tal que f(V) = f(W) y S el prefijo
mas grande que tiene en comin Vy W. Entonces se tiene que

F(V) € f([Sal) N f([SB)

donde a,b € {1,2,3} y a # b. Asi pues, por el Corolario 4.6, f(V) tiene al menos
dos a—desarrollos hacia la derecha distintos en R.

De manera andloga, si z es un complejo que tiene al menos 2 a—desarrollos en
R, entonces existe i1, ...,ir, 11 y na € {1,2,3} con ny # nsy tales que

ZAS fil O"'ofirﬁfh o"'ofn2(R)7
o incluso
S f(Gll o"'oGir OGnl(X¢t))mf(Gi1 O"'OGir oGn2(¢t))7

donde las G; son las tres aplicaciones definifas en el Lema 4.18. Esto implica
que existen V', W dos elementos distintos de X, tales que

Proposicion 5.7. La imdgen de D por f es de medida cero.

Demostracion. Es suficiente demostrar que u(f~1(DNR)) = 0 donde m es la
medida invariante definida en Xg,.
Veamos que para toda B C R existe una k > 0 tal que

p(fTHDNR)) = kA(B),

donde A es la medida de Lebesgue en C. Para ello, por el Teorema 1.3 basta
demostrar sobre los cilindros [1], [2], [3] que forman una semidlgebra. Dado que
¢+ es primitiva el vector

w1\ (¢
w(i2) | =[] (5.29)
w3 \e

Como el valor propio dominante asociado a la matriz My, es A, entonces
1 i+1
w([i]) = Y bara todo i € {1,2,3}.
Pero, % = |a?| y para toda i € {1,2,3} f([i]) = R;. Por lo tanto,

A(f([i])) = ku([i]) donde k = A(R).
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Demostremos ahora, por induccién sobre n que para toda palabra v;...v, €
L (u),
A(f[v1 ... vn]) = kp[vr - . v,]).

Supongamos valido para n y que [v1...vp11] # [v1...v,]. Por el Lema 4.18,
tenemos 3 casos a estudiar.
Si[v1...0p41] = ¢e([wr..ws]). Entonces

p([vr .. vpy1]) = %u([wl .owg]),

2
de donde p([v1 ... vp11]) = LN Flwr .. owg]) = INF([v1 - vsa])-
De manera anéloga, para los casos

[V1 .. Vnt1] = Go, (w1 ... wy]), G, = 07 0 Thro¢?.

Denotaremos por p a la proyecciéon de R en C/Z + Za = T? y a R, a la
rotacién por el vector o en el toro T2.

Teorema 5.4. La funcion p o f es un isomorfismo métrico entre el sistema
dindmico medible (X 4,,1t,0) y (T2, Ra, N).

Demostracion. Dado que
(X, \ f7H(D) =1=A(R\D)

Entonces po f es una transformacion invertible que preserva la medida y por la
Observacion 4.12

po foo(x) =Ry opoa(z).

Corolario 5.4. (X4, 1,0) y (T?, Ry, \) son isomorfos.
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..[P13121121. .. € Xq, 13121121 ... € Xq,

. 120B121121... € X, ...1213121120. .. € X,

Figura 5.3: Rotacién Ry en R
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