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Introducción

Una de las cualidades más sorprendentes de las matemáticas es la interacción
entre sus diferentes áreas; uno de los ejemplos más conocidos son las cónicas,
estudiadas por primera vez por los griegos quienes las clasificaron como obje-
tos geométricos y posteriormente, por Fermat y Descartes haciendo uso de las
ecuaciones cuadráticas para su clasificación. Fue en la década de 1800 cuando
la conjetura de Pisot planteada por Rauzy y Host abre pauta para la propuesta
de diversos plantamientos entre la relación de la dimámica asociada sobre las
substituciones y las rotaciones en un grupo abeliano compacto por medio del uso
de sistemas dinámicos, temas de teoŕıa de grupos, teoŕıa de la medida, análisis
funcional, teoŕıa de números e incluso fractales.
Una de las técnicas más importante para relacionar un sistema dinámico medible
con una rotacion sobre un grupo abeliano compacto es empleando el Teorema
de Representación de Halmos y von Newman, el cual asegura que si un sistema
dinamico medible ergódico tiene espectro discreto, entonces es isomorfo a una
rotación ergódica sobre un grupo abeliano compacto, en otras palabras, pode-
mos asegurar que todos los sistemas dinámicos ergódicos con espectro discreto
se ven como rotaciones en un grupo abeliano compacto. Más aún, el Teorema de
Representación también nos asegura el converso, es decir, si un sistema dinámico
medible ergódico es isomorfo a una rotación ergódica sobre un grupo abeliano
compacto, entonces este tiene espectro discreto. Este teorema logró identificar
las propiedades necesarias y suficientes para poder clasificar los sistemas dinámi-
cos medibeles como rotaciones sobre un grupo abeliano compacto y simplifica
el estudio del sistema.
En la presente tesis exponemos dos sistemas dinámicos medibles haciedo uso
de las substituciones; una substitución es un morfismo denotado por φ sobre
un conjunto de letras A = {a1, .., an} donde φ(a1)φ(a2) es la concatenación
φ(a1a2). El primer sistema dinámico que se estudia es el asociado a la substitu-
ción de Fibonnaci, nombrado aśı por crecer conforme a la sucesión de Fibonacci,
entre otras propiedades se demuestró que este sistema es isomorfo a una rotación
sobre el ćırculo haciendo uso de los tiempos de retorno en una partición especial
sobre el ćırculo y, por el Teorema de Representación, tiene espectro discreto. Por
otra parte, el segundo sistema es el asociado a la substitución de Tribonacci,
llamada aśı por tener las propiedades de la pasada con tres elementos, pero a
diferencia del caso anteriror el sistema es isomorfo a una rotación sobre el toro
donde la partición asociada es el Fractal de Rauzy.
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Introducción III

Comparando los resultados obtenidos de estudiar los sistemas pasados, probar
que un sistema dinámico tiene espectro discreto haciendo uso del Teorema de
Representación puede complicarse ya que los isomorfismos pueden esconder la
estructura algebráica de un sistemas. Es aśı como surge la conjetura de Pisot.
Todos estos resultados se construyeron asumiendo conocimientos básico de to-
poloǵıa y teoŕıa de la medida.
Es importante mencionar que el fractal de Rauzy, mostrado en la Figura 1, es
un fractal que tesela el plano usando tres mosaicos con la misma forma, pero
con distintos tamaños y, además de utilizarse para la prueba antes mencionada,
fue usado recientemente por Kenyon [5] para construir difeomorfismos pseudo-
Anosov y probar una conjetura de Fried, lo cual nos puede mostrar a grandes
rasgos la importancia de esta construcción.

Figura 1: Fractal de Rauzy [9]

La tesis está compuesta de la forma siguiente:
En el primer caṕıtulo se presentan definiciones esenciales de álgebra lineal, es-
pacios medibles y de Hilbert, espectro de un operador y se muestran algunos
resultados de la teoŕıa de caracteres.
En el segundo caṕıtulo, se presentan las nociones básicas de los sistemas dinámi-
cos topológicos y de la relación con el operador inducido en C(X), el espacio de
las funciones continuas de X con valores en los complejos.
En el caṕıtulo tres estudiaremos los sistemas dinámicos medibles, la teoŕıa es-
pectral y el Teorema de Representación de Halmos y von Neumann.
El caṕıtulo cuatro tiene como propósito responder a la pregunta: ¿Habrá siste-
mas dinámicos con espectro discreto y sin espectro topológico discreto? Para lo
cual, se definen los sistemas dinámicos topológicos asociados a una substitución.
Se estudia el espectro de los sistemas dinámicos asociados a la substituciones
de Fibonacci y Tribonacci y, por último, se enuncia la conjetura de Pisot.
Finalmente, en el quinto caṕıtulo se presenta el proceso de la construcción del
fractal de Rauzy se demuestra que la substitución de Tribonacci tiene espectro
discreto.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Teorema de Perron-Frobenius

Definición 1.1. Una permutación del conjunto P = {1, . . . , n} es una función
biyectiva de este conjunto sobre śı mismo. Denotamos al conjunto de todas las
permutaciones de P por Sn.

Ejemplo 1.1. La función ψ : {1, 2, 3} −→ {1, 2, 3} definida mediante la regla

ψ(1) = 2 ψ(2) = 3 ψ(3) = 1

es una permutación del conjunto {1, 2, 3}, es decir, ψ ∈ S3.

Definición 1.2. Sea ψ ∈ Sn. Definimos la matriz de permutación Pψ me-
diante la regla

Pψ = [δψ(i),j ]
n
i,j=1.

Ejemplo 1.2. A la permutación ψ definida en el Ejemplo 1.1 se le asocia la
matriz

Pψ = P2,3,1 =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 . (1.1)

Definición 1.3. Una matriz M de orden n× n es reducible si:

1. M es la matriz cero de orden 1× 1 o

2. si n ≥ 2 y existe una matriz de permutación P tal que

PMPT =

(
B 0
C D

)
, (1.2)

donde B y D son matrices cuadradas de orden menor a n y mayor a 1 y
0 es la matriz cero.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Una matriz M es irreducible si no es reducible.

Definición 1.4. Decimos que una matriz M es primitiva si y solo si existe
una p > 0 tal que Mp es estrictamente positiva, esto es, todas sus entradas son
positivas.

Teorema 1.1. (Teorema de Perron-Frobenius)
Sea M una matriz cuadrada de n× n con entradas no negativas (A ≥ 0). Si M
es irreducible entonces:

1. Existe un eigenvalor λ > 0 tal que Mv = λv, donde el eigenvector corres-
pondiente es v = (v1, . . . , vn) y vi > 0 para toda i = {1, . . . , n}.

2. λ ≥ |α| para cualquier otro eigenvalor α de M .

3. El eigenvalor λ tiene multiplicidad geométrica uno.

4. Cualquier eigenvector w = (w1, . . . , wn) no nulo de M con wi ≥ 0 para
toda i = {1, . . . , n} es múltiplo de v.

Más aun, si M es primitiva, entonces el eigenvalor λ domina estrictamente en
módulo a los demás eigenvalores α, es decir

λ > |α|.

1.2. Espacios medibles

Definición 1.5. Un espacio topológico es una pareja (X, τ) donde X es un
conjunto y τ es una familia de subconjuntos de X que satisface las siguientes
condiciones:

i. ∅ ∈ τ y X ∈ τ .

ii. Si U1, U2 ∈ τ , entonces U1 ∩ U2 ∈ τ.

iii. Si A ⊂ τ , entonces
⋃
A ∈ τ.

El conjunto X es llamado el espacio, los elementos de X son llamados
puntos y los subconjuntos de X que pertenecen a τ son llamados abiertos del
espacio X; la familia τ de subconjuntos abiertos de X se le conoce como una
topoloǵıa en X.

Definición 1.6. Sea (X, τ) un espacio topológico. El interior de un conju-
to A ⊂ X es la unión de todos los conjuntos abiertos contenidos en A y lo
denotamos por int(A).

Por otra parte, el interior de A se define equivalentemente como el conjunto
abierto más grande contenido en A.
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Definición 1.7. Sea (X, τ) un espacio topológico. Una familia B ⊂ τ es llamada
base de (X, τ) si todo abierto no vaćıo A ⊂ X puede verse como la unión de
una subfamilia de B. Por otra parte, decimos que una familia P ⊂ τ es subbase
de (X, τ) si la familia de todas las intersecciones finitas

U1 ∩ U2 ∩ . . . ∩ Uk donde Ui ∈ P con i = 1, . . . , k

es una base para (X, τ).

Definición 1.8. Sea X un espacio topológico. Un recubrimiento abierto de
un subconjunto A ⊂ X es una familia de conjuntos abiertos {Oi}i∈I de X, tales
que

A ⊂
⋃
i∈I

Oi.

Definición 1.9. Un espacio topológico X es compacto si, dado un recubri-
miento abierto de X cualquiera, existe un subrecubrimiento finito del mismo.
Aśı pues, decimos que X es localmente compacto si para todo punto x ∈ X
existe un abierto U con x ∈ U tal que U es compacto.

Observación 1.1. Sean X,Y dos espacios topológicos, U ⊆ X compacto ,
V ⊆ Y abierto y [U, V ] la colección de funciones f : X → Y tales que f(U) ⊂ V .
Entonces la colección de conjuntos [U, V ] es una subbase de la topoloǵıa τK en
C(X,Y ) nombrada topoloǵıa compacto-abierta.

Definición 1.10. Sea X un conjunto y P(X) = {subconjuntos de X}. Decimos
que D ⊂ P(X) es una una σ-álgebra si:

1. ∅ ∈ D.

2. A ∈ D ⇒ Ac ∈ D.

3. Para toda sucesión An ∈ D, ⋃
n

An ∈ D.

Definición 1.11. Sea X un espacio topológico. La σ-álgebra de Borel (o de
los borelianos) es la σ-álgebra generada por los abiertos de X y se denota por
B(X).

Ejemplo 1.3. B(Rn) es la σ−álgebra generada por los conjuntos

n∏
i=1

(ai, bi) ai, bi ∈ Q.
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Demostración. Sea C = {
∏n
i=1(ai, bi) ai, bi ∈ Q}. Tenemos que

C ⊂ {A : A es abierto} ⊂ B(Rn),

entonces B(Rn) es una σ-álgebra que contiene a C, esto es, B(Rn) ⊂ σ(C).
Sea O abierto de Rn. Sabemos que

O =
⋃

A∈C,A⊂O
A

donde cada A ∈ σ(C) y como C es numerable, se tiene que
⋃
A∈C,A⊂O A es

numerable, entonces O ∈ σ(C) y σ(C) es una σ-álgebra que contiene a los
abiertos. Por lo tanto contiene a los borelianos.

�

Observación 1.2. Sea D ⊂ P(X) una σ−álgebra.

a. X ∈ D

b. Para toda sucesión Bn ∈ D,
⋂
nBn ∈ D.

Definición 1.12. Una colección G de subconjuntos de X es una semiálgebra
si satisface las siguientes condiciones:

i. ∅ ∈ G.

ii. Si {A,B} ∈ G, entonces A ∩B ∈ G.

iii. Si A ∈ G, entonces X/A =
⋃n
j=1Ei donde

Ei ∈ G y Ej ∩ Ei = ∅ ∀i, j ∈ {1, . . . , n}.

Teorema 1.2. Sea G una semiálgebra de subconjuntos de X. La σ−álgebra
σ(G) generada por G consiste en los subconjuntos de X que pueden ser escritos
de la forma

E =
n⋃
i=1

Ai,

donde Ai ∈ G y A1, . . . , An son subconjuntos ajenos de X.

Ejemplo 1.4. Sea k ≥ 2 ∈ Z+ fijo y (p0, . . . , pk−1) un vector de probabilidad

(i.e., pi ≥ 0 para toda i y
∑k−1
i=0 pi = 1), Y = {1, . . . , k − 1} y X =

∏∞
i=0 Yi,

consideramos los rectángulos elementales Aj donde

Aj = {{xi}∞i=0| xi = ai para j ≤ n} .

Denotamos a este conjunto como [a0, . . . , an]n y lo llamamos el bloque con
puntos finales 0 y n. La colección de estos conjuntos forman una semiálgebra
que genera la σ−álgebra producto B.
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Definición 1.13. Sea (X,D) un espacio medible, donde X es un conjunto
arbitrario y D es una σ−álgebra. Una medida positiva sobre (X,D) es una
aplicación

µ : D −→ [0,+∞] tal que

1. µ(∅) = 0.

2. Para toda sucesión An ∈ D tal que An ∩Am = ∅ con m 6= n, se tiene que

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

µ(An) ∈ [0,∞].

Un espacio de medida está dado por la tercia (X,D, µ) donde D es una
σ−álgebra de X y µ una medida sobre D.

Un espacio medible de interés en la tesis es el espacio L2, el cual definiremos
a continuación.

1.2.1. Espacio L2

Sea K = C y N2(f) :=
(∫
X
|f |2dµ

) 1
2 . Definimos el espacio

L2(X,D, µ) := {f : X −→ K | N2(f) <∞} .

Tenemos que N2(f) satisface que:

1. N2(f)(αf) = |α|N2(f) para toda α ∈ C y para toda f .

2. N2(f + g) ≤ N2(f) +N2(g) por la desigualdad de Minkowski.

3. N2(fg) ≥ N2(f)N2(g) por la desigualdad de Hölder.

Observación 1.3. L2(X,D, µ) es un subespacio vectorial de KX y

N2 : L2(X,D, µ) −→ [0,∞]

es una seminorma ya que N2(f) = 0 si y sólo si f(x) = 0 casi en todas partes.

Definición 1.14. Definimos el espacio de las funciones cuadrado integrables
como L2(X,D, µ) = L2(X,D, µ)/ ∼ , donde f ∼ g si f(x) = g(x) casi en todas
partes (c.t.p.), entonces

|| ||2 : L2(X,D, µ) −→∞ con || ||2 = N2

es una norma de L2(X,D, µ).

Teorema 1.3. L2(X,D, µ) es completo.

Para demostrar el teorema anterior, haremos uso del siguiente lema:
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Lema 1.1. Sea E un espacio normado. E es completo si y sólo si toda serie
normalmente convergente es convergente.

Demostración Teorema 1.3. Sea fn ∈ L2(X,D, µ) tal que
∑
||fn||2 <∞.

Consideramos∫
X

(
N∑
n=1

|fn|

)
dµ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
N∑
n=1

|fn|

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

≤
N∑
n=1

||fn||2 ≤
∞∑
n=1

||fn||2 <∞.

Usando el Teorema de convergencia monótona de Levi, obtenemos∫ ( ∞∑
n=1

|fn(x)|

)
dµ =

∞∑
n=1

(∫
|fn(x)|

)
dµ ≤

∞∑
n=1

||fn||2 <∞

donde
∑∞
n=1 ||fn||2 <∞ c.t.p. Por lo tanto

f(x) =
∑
n≥1

fn(x) es convergente en c.t.p.

Sea g(x) =
∑∞
n=1 |fn(x)|. Entonces |f(x)| ≤ g(x). Esto implica que∫

X

g2dµ <∞ entonces f ∈ L2(X,D, µ).

Por tanto
∑
fn converge a f en L2(X,D, µ). Usando esto y que

f −
N∑
n=1

fn(x) =
∞∑

n=N+1

fn(x)

obtenemos que

ĺım
n→∞

∣∣∣∣∣
∞∑

n=N+1

fn(x)

∣∣∣∣∣
2

= 0 c.t.p.

Pero como ∣∣∣∣∣
∞∑

n=N+1

fn(x)

∣∣∣∣∣
2

≤ g2 para c.t.p.,

entonces por convergencia

∫
X

∣∣∣∣∣f −
N∑
n=1

fn(x)

∣∣∣∣∣
2

dµ(x) −→ 0,

es decir,
∑
fn converge a f en L2(X,D, µ). �

Definición 1.15. Sean (X,D) y (Y,B) espacios medibles. Decimos que una
función f : X −→ Y es medibe si para toda B ∈ B tenemos que f−1(B) ∈ D.
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Proposición 1.1. Sea Y un espacio topológico con la σ-álgebra B(Y ). Entonces

i ) f : (X,D) −→ (Y,B(Y )) es medible si y sólo si para todo abierto U ⊂ Y ,
f−1(U) ∈ D.

ii ) Si f : X −→ Y es continua, entonces f es medible.

Demostración I). Es evidente que si U ⊂ Y es un abierto, entonces U ∈ B(Y )
y por lo tanto f−1(U) ∈ D.

Sea B0 = {B ∈ B(Y ) | f−1(B) ∈ D}. Entonces B0 ⊂ B(Y ). Podemos
afirmar que B(Y ) = B0 pues B(Y ) ⊂ B0 por hipótesis. Tenemos que

∅ ∈ B(Y ) ya que f−1(∅) = ∅ ∈ D por lo tanto, ∅ ∈ B0.

Si B ∈ B0 sabemos que B ∈ B0 pero f−1(Bc) = (f−1(B))c ∈ D. Por lo
tanto, Bc ∈ B0.

Dada una sucesión en B0, para todo Bn ∈ B(Y )⋃
n

Bn ∈ B(Y ),

entonces f−1(
⋃
nBn) =

⋃
n f
−1(Bn), con f−1(Bn) ∈ D para toda n, esto

implica que
⋃
n f
−1(Bn) ∈ D.

Por lo tanto, B0 es una σ−álgebra que contiene a los abiertos, es decir, B(Y ) ⊂
B0. �

Demostración II). Si f : X → Y es continua, entonces para todo abierto U ⊂ Y
se tiene que f−1(U) es un abierto de X y por tanto un boreliano de X. �

1.3. Espacios de Hilbert y espectro de un operador

1.3.1. Espacios de Hilbert

Definición 1.16. Sea K un campo y H un espacio vectorial sobre K. Definimos
el producto interno como una función 〈, 〉 : H × H −→ K que satisface las
siguientes condiciones.

1. Lineal por la izquierda:

〈ax+ by, z〉 = a〈x, z〉+ b〈y, z〉.

2. Lineal conjugada por la derecha:

〈x, ay + bz〉 = a〈x, y〉+ b〈x, z〉.

3. 〈x, y〉 = 〈y, x〉.
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4. Definida positiva: 〈x, x〉 ≥ 0 y 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0.

Donde x, y, z ∈ H y a, b ∈ K.

Definición 1.17. Sea H un espacio vectorial y 〈, 〉 : H ×H −→ K un producto
interno. H es un espacio de Hilbert si la pareja (H, || ||) es un espacio
completo, donde

||x|| =
√
〈x, x〉.

Teorema 1.4 (Riesz-Fischer). La pareja (L2(X,D, µ), 〈, 〉) es un espacio de
Hilbert, donde el producto interno 〈, 〉 : L2 × L2 −→ C está definido como:

〈f, g〉 =

∫
X

fgdµ ∈ C.

Demostración. Tenemos que 〈, 〉 es un producto punto hermitiano, es decir

i ) Lineal en la primer entrada:

〈αf+βg, h〉 =

∫
X

(αf+βg)hdµ = α

∫
X

fgdµ+β

∫
X

ghdµ = α〈f, h〉+β〈g, h〉.

ii ) Lineal conjugada en la segunda entrada:

〈f, αg+βh〉 =

∫
X

f(αg + βh)dµ = α

∫
X

fgdµ+β

∫
X

fhdµ = α〈f, g〉+β〈f, h〉.

iii ) 〈f, g〉 = 〈g, f〉

〈g, f〉 =

∫
X

gfdµ =

∫
X

fgdµ = 〈f, g〉.

iv ) 〈f, f〉 ≥ 0 y 〈f, f〉 = 0⇔ f ≡ 0.

〈f, f〉 =

∫
X

ffdµ =

∫
X

f2
1 + f2

2 dµ ≥ 0.

Por otra parte, 〈f, f〉 = 0⇔
∫
X
ffdµ = 0⇔ ff = 0⇔ f ≡ 0.

Por otro lado, por el Teorema 1.4, L2(X,D, µ) es completo, es decir, (L2(X,D, µ), 〈, 〉)
es un espacio de Hilbert.

�

Definición 1.18. Sea H un espacio de Hilbert. Dos vectores x, y ∈ H son
ortogonales si 〈x, y〉 = 0 y se denota por x ⊥ y. Por otra parte, se llama
ortogonal de un conjunto A al conjunto de todos los vectores ortogonales a
los vectores de A denotado por A⊥, es decir,

A⊥ = {x ∈ H|x ⊥ y ∀y ∈ A}.

A⊥ es un subespacio vectorial cerrado.
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Definición 1.19. Una sucesión (xn) en un espacio de Hilbert H es una base
ortogonal de Hilbert de H si (xn) genera a H y es un sistema ortogonal, es
decir

Para todo x ∈ H x =
∑
αnxn con αn ∈ K.

Si xn 6= 0 y xn ⊥ xm para n 6= m.

Ejemplo 1.5. {eint|n ∈ Z} en L2(T) es una base de Hilbert para (L2(X,D, µ), 〈, 〉).

1.3.2. Espectro de un operador sobre un espacio de Hilbert

Definición 1.20. Un operador entre dos espacios de Hilbert H1, H2 es una
función lineal U : H1 −→ H2. Si U es un operador lineal sobreyectivo tal que

〈Tx, Ty〉 = 〈x, y〉 para toda x, y ∈ H1,

entonces U es un isomorfismo.

Decimos que λ ∈ K es un eigenvalor de U si existe un vector hλ ∈ H,
llamado eigenvector de U , tal que

Uhλ = λhλ.

Proposición 1.2. Sean H1, H2 dos espacios de Hilbert y T : H1 −→ H2 un
operador lineal continuo. Entonces existe un único operador T ∗ : H2 −→ H1

lineal y continuo tal que

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 para toda x ∈ H1, y ∈ H2.

El operador T ∗ recibe el nombre de adjunto de T.

Definición 1.21. Sea H un espacio de Hilbert separable y U : H → H un
operador. Decimos que U es un operador unitario si U es un operador lineal
continuo invertible tal que

U∗ = U−1.

Observación 1.4. Sea U un operdador unitario, λ un eigenvalor de U y hλ el
eigenvector correspondiente. Entonces |λ| = 1

Demostración.

λ〈hλ, hλ〉 = 〈Uhλ, hλ〉 = 〈hλ, U∗hλ〉

= 〈hλ, U−1hλ〉 = 〈U−1hλ, hλ〉
= λ−1〈h, h〉,

esto implica que λλ−1 = 1. Por lo tanto |λ| = 1. �

La familia de todos los eigenvalores Ωd(U) del operador U se le conoce como
el espectro discreto de U.
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1.4. Teoŕıa de caracteres

Definición 1.22. Sea G un grupo abeliano localmente compacto. Denotamos
por Ĝ al conjunto de todos los homeomorfismos deG al ćırculo unitario denotado
por K = {z ∈ C : |z| = 1} y decimos que los elementos de Ĝ son los caracteres
de G.

Observación 1.5. Sean γ1, γ2 ∈ Ĝ dos caracteres. Si consideramos la operación
producto

(γ1 × γ2)(g) : G→ K donde (γ1 × γ2)(g) = γ1(g)× γ2(g),

entonces (Ĝ,×) es un grupo abeliano compacto. Más aun, si equipamos a Ĝ
con la topoloǵıa compacto-abierta, entonces es un grupo abeliano localmente
compacto.

Ejemplo 1.6. Considerando G = K entonces todos los homeomorfismos en K̂
son de la forma

γn : K → K

z → zn para alguna n ∈ Z,

entonces K̂ ∼= Z. Análogamente, el grupo de caracteres del n-toro Tn = Rn/Zn
es isomorfo a Zn y todo γ ∈ K̂n es de la forma

γ(z1, . . . , zn) = (zp11 , . . . , zpnn ) para algún (p1, . . . , pn) ∈ Zn.

Proposición 1.3. Sea G un grupo abeliano localmente compacto. Tenemos los
siguientes resultados:

1. G tiene una base topológica numerable si y sólo si Ĝ tiene una base to-
pológica numerable.

2. G es compacto si y sólo si Ĝ es discreto.

Usando (1) y (2) tenemos que G es compacto y metrizable si y sólo si Ĝ
es un grupo discreto.

3. (Teorema de dualidad.) (
ˆ̂
G) es naturalmente isomorfo (como un grupo

topológico) a G, donde el isomorfismo está dado por el mapeo

α→ a donde α(γ) = γ(a) para toda γ ∈ G.

4. Sea H un subgrupo cerrado de G con H 6= G. Entonces existe γ ∈ Ĝ, γ 6≡ 1
tal que γ(h) = 1 para toda h ∈ H.

5. Sea G compacto. Entonces los elementos de Ĝ son mutuamente ortogona-
les en L2(m) donde m es la medida de Haar.
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Demostración. Basta demostrar que∫
G

γ(x)dm(x) = 0 si γ 6= 1.

Sea a ∈ G. Dado que m es la medida de Haar se cumple que∫
γ(x)dm(x) =

∫
γ(ax)dm(x)

= γ(a)

∫
γ(x)dmx

Escogiendo a tal que γ(a) 6= 1, entonces
∫
γ(x)dm(x) = 0.

�

6. Si G es compacto, entonces los elementos de Ĝ forman una base ortonor-
mal de L2(m) donde m es la medida de Haar.



Caṕıtulo 2

Sistemas dinámicos
topológicos

En este caṕıtulo se exponen nociones y resultados básicos de la dinámica
topológica.
Un sistema dinámico topológico es una pareja (X,T )donde X es un es-
pacio métrico compacto (donde la métrica asociada se denotará por d o ρ) y
T : X → X es una función continua.

Definición 2.1. Sean (X,T ) y (Y, S) dos sistemas dinámicos topológicos. Deci-
mos que (X,T ) es conjugado topológico a (Y, S) si existe un homeomorfismo

π : X → Y tal que πT = Sπ.

Donde el homeomorfismo π es llamado conjugación topológica.

Definición 2.2. Sea (X,T ) un sistema dinámico topológico. Decimos que (X,T )
es topológicamente transitivo si para todo U, V abiertos no vaćıos de X,
existe n ≥ 1 tal que

T−n(U) ∩ V 6= ∅.

Proposición 2.1. Sea (X,T ) un sistema dinámico topológico. Entonces las
siguientes son equivalentes

1. (X,T ) es topológicamente transitivo.

2. Para todo subconjunto cerrado E ⊂ X tal que E ⊂ T−1E, entonces E = X
o E es denso en ninguna parte (equivalentemente, para todo U ⊂ X abierto
tal que T−1U ⊂ U , entonces U = ∅ o U es denso).

Demostración. 1 ⇒ 2 Supongamos que U, V 6= ∅ son abietos. Si consideramos
el conjunto

∞⋃
n=1

T−n(U),

12
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podemos asegurar que es T−invariante y denso, de otra manera existiŕıa

W ⊂ X \
∞⋃
n=1

T−n(U) tal que W ∩
∞⋃
n=1

T−n(U) = ∅.

Entonces E = X \
⋃∞
n=1 T

−n(U) es un conjunto cerrado con E 6= X tal que
E ⊂ T−1(E) y existe W ⊂ E abierto. Lo cual contradice II), esto implica que

∞⋃
n=1

T−n(U) ∩ V 6= ∅, es decir, existe m ≥ 0 tal que T−m(U) ∩ V 6= ∅.

2⇒ 1 Supongamos que U, V ⊂ X son abiertos distintos del vaćıo. Entonces

∞⋃
n=1

T−n(U) es abierto y T−1

( ∞⋃
n=1

T−n(U)

)
⊂
∞⋃
n=1

T−n(U).

Podemos concluir, por el inciso 2, que
⋃∞
n=1 T

−n(U) es denso. Por lo tanto, para
alguna n ≥ 1 T−n(U) ∩ V 6= ∅. �

Definición 2.3. Sea (X,T ) un sistema dinámico topológico. Decimos que (X,T )
es minimal si para todo x ∈ X el conjunto

OT (x) := {Tn(x)|n ∈ N} es denso en X.

El conjunto OT (x)es llamado la T -órbita de x.

Teorema 2.1. Sea T : X → X un homeomorfismo y X un espacio métrico
compacto. Las siguientes son equivalentes.

1. (X,T ) es minimal.

2. Si E ⊂ X es cerrado y T (E) = E entonces E = ∅ ó E = X.

3. Para todo U ⊂ X distinto del vaćıo se tiene que
⋃∞
−∞ Tn(U) = X.

Demostración. 1⇒ 2. Sea E ⊂ X un conjunto cerrado no vaćıo tal que T (E) =
E y supongamos que (X,T ) es minimal.

Como E es cerrado, si x ∈ E entonces

ĺım
n→∞

Tn(x) ∈ E.

Esto implica que OT (E) ⊂ E, es decir, X = OT (x) ⊂ E. Por lo tanto E = X.

2⇒ 3. Sea U ⊂ X un abierto distinto del vaćıo. Entonces

∞⋃
n=−∞

Tn(U) es abierto.
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Considerando que

E = X \
∞⋃

n=−∞
Tn(U),

entonces

T (E) = T (X \
∞⋃
−∞

Tn(U)) = T (X) \ T (
∞⋃
−∞

Tn(U)) = X \
∞⋃
−∞

Tn(U) = E.

Esto implica que E es un conjunto cerrado distinto de X y TE = E. Por 2 se
tiene que E = ∅. Por lo tanto X =

⋃∞
n=−∞ Tn(U).

3⇒ 1. Sea x ∈ X y U ⊂ X abierto distinto del vaćıo. Por el inciso 3

∞⋃
−∞

Tn(U) = X.

Entonces existe n ∈ Z tal que x ∈ Tn(U). Aśı pues, T−n(x) ∈ U es decir,

T−n(x) ∩ U 6= ∅ para alguna n ∈ Z.

Por lo tanto, para toda x ∈ X, OT (x) es denso en X. �

Dados dos sistemas dinámicos topológicos, es natural preguntarse en este
punto si las propiedades de minimalidad y transitividad topológica, definidas
anteriormente, se preservan bajo conjugación.

Proposición 2.2. Sean (X,T ), (Y, S) dos sistemas dinámicos topológicos con-
jugados. Entonces

1. (X,T ) es minimal si y sólo si (Y, S) es minimal.

2. (X,T ) es topológicamente transitivo si y sólo si (Y, S) es topológicamente
transitivo.

Demostración 1. Supongamos que (X,T ) es minimal. Sea Z ⊂ Y un cerrado
S-invariante no vaćıo. Entonces π−1(Z) es cerrado y

T (π−1(Z)) = π−1 ◦ S ◦ π(π−1(Z))

= π−1 ◦ S(Z) = π−1(Z),

es decir, π−1(Z) es un cerrado T−invariante de X donde ∅ 6= π−1(Z) 6= X. Lo
cual contradice la minimalidad de (X,T ). Por lo tanto, si (X,T ) es minimal
(Y, S) es minimal.

Análogamente, sea V ⊂ X un cerrado T−invariante tal que ∅ 6= V 6= X y
supongamos que (Y, S) es minimal. Entonces π(V ) es un cerrado en Y tal que

S(π(V )) = π ◦ T ◦ π−1(π(V ))

= π ◦ T (V ) = φ(V ).

Esto implica que φ(V ) es un cerrado S−invariante con ∅ 6= φ(V ) 6= Y , lo cual
contradice que (Y, S) es minimal. Por lo tanto, si (Y, S) es minimal (X,T ) es
minimal. El si y sólo si se obtiene ya que la conjugación es simétrica. �
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Demostración 2. Sean U, V ⊂ Y abiertos distintos del vaćıo y supongamos que
(X,T ) es topológicamente transitivo. Entonces π−1(U), π−1(V ) ⊂ X son abier-
tos no vaćıos y por ser (X,T ) transitivo existe n ∈ Z tal que

Tn(π−1(U)) ∩ π−1(V ) 6= ∅, esto implica que

π(Tn(π−1(U) ∩ π−1(V )) = π ◦ Tn(π−1(U) ∩ π ◦ π−1(V ) 6= ∅.

Por lo tanto Sn(U) ∩ V 6= ∅, es decir, (Y, S) es topológicamente transitivo.
Análogamente, sean W,Z ⊂ X abiertos distintos del vaćıo y supongamos

que (Y, S) es topológicamente transitivo. Entonces π(W ), π(Z) son abiertos no
vaćıos en Y y por ser (Y, S) transitivo existe m ∈ Z tal que

Sm(π(W )) ∩ π(Z) 6= ∅.

Esto implica que

π−1(Sm(π(W )) ∩ π(Z)) = π−1 ◦ Sm(π(W )) ∩ π−1 ◦ π(Z) 6= ∅.

Por lo tanto Tm(W )∩Z 6= ∅, es decir, (X,T ) es topológicamente transitivo. �

Proposición 2.3. Sea (X,T ) es un sistema dinámico topológico metrizable
(con métrica ρ) y T un homeomorfismo topológicamente transitivo. Si existe
una métrica equivalente a ρ en X tal que T es una isometŕıa, entonces T es
minimal.

Demostración. Supongamos que d es una métrica en X tal que

d(T (x), T (y)) = d(x, y) ∀x, y ∈ X

Veamos que OT (x) = X para toda x ∈ X.

Sea x0 ∈ X tal que OT (x0) = X, x, y ∈ X y ε > 0. Entonces ∃ m,n ∈ Z tal
que

d(x, Tm(x0)) <
ε

2
y d(y, Tn(x0)) <

ε

2
.

Esto implica que

d(y, Tn−m(x)) ≤ d(y, Tn(x0)) + d(Tn(x0), Tn−m(x))

≤ d(y, Tn(x0)) + d(Tm(x0), x) < ε.

Aśı pues, OT (x) = X para toda x ∈ X, es decir, T es minimal bajo la métrica
d.

Dado que d y ρ son métricas equivalentes, se tiene que el sistema (X,T )
equipado con la métrica ρ es conjugado al sistema (X,T ) con la métrica d y
por la Proposición 2.2 inciso 1, podemos concluir que (X,T ) con métrica ρ es
minimal. �
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Ejemplo 2.1. Rotación sobre el ćırculo

Sea T = R/Z donde x ∼ y. Si x− y ∈ Z, entonces

[x] = {x+ n : n ∈ Z} y T = {[x] : x ∈ R}.

Por otra parte, podemos deducir que T ∼= S = {z ∈ C : ||z|| = 1} considerando
el homeomorfismo π : R→ S con π(x) = eiπx y usando la siguiente métrica en
T

d(x, y) = mı́n {dR(x+ n, y +m) : n,m ∈ Z}.

Concluimos que T es un espacio métrico compacto.
Dada α ∈ T, definimos la rotación en S como

Rα : T→ T
[x]→ [x+ α].

Proposición 2.4. Rα es un homeomorfismo con inversa R−1
α = R−α.

Demostración. Para ver que es inyectiva, supongamos que Rα([x]) = Rα([y]),
entonces [x+ α] = [y + α]. Por lo tanto x− y ∈ Z, es decir, [x] = [y].

Por otra parte, Rα ◦R−α(x) = x− α+ α = [x] = R0(x). Análogamente

R−α ◦Rα(x) = R0(x).

Esto es, Rα es una biyección.

La continuidad de Rα y R−α se satisface ya que para toda α ∈ T, ε > 0 y
δ = ε si d(x, y) < δ, entonces

d(Rα(x), Rα(y)) = mı́n{dR(x+ α+ n, y + α+m) : n,m ∈ Z} = d(x, y) < ε.

Aśı pues, Rα es un homeomorfismo. �

Por la Proposición 2,1 se puede concluir que la pareja (T, Rα) es un sistema
dinámico topológico, donde la propiedad de ser minimal se cumple bajo ciertas
condiciones.

Proposición 2.5. Sea (T, Rα) una rotación en el ćırculo. Entonces Rα es mi-
nimal si y sólo si α es irracional.

Demostración. Supongamos que α ∈ Q, es decir α = p
q con {p, q} ∈ Z y x ∈ T,

entonces

Rq[x] =

[
x+

p

q
q

]
= [x].

Por lo tanto, ORα(x) es q-periódica para toda x ∈ T. Más aun, ORα(x) tiene
una cantidad finita de elementos, lo que implica que no es densa en T. Aśı pues,
si Rα es minimal entonces α es irracional.
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Sea α ∈ I y supongamos que existe x ∈ T tal que ORα(x) 6= X. Entonces
existe un abierto J ∈ T tal que J ∩ ORα(x) = ∅. Vamos a probar que existe
J ⊂ T \ ORα(x) de longitud máxima tal que

Rnα(J) = ∅ ∀n ∈ Z.

Supongamos que no existe, es decir que Rnα(J) ∩ J = ∅. Entonces

1. Rn(J) = J , o

2. Rn(J) ∪ J es un intervalo.

Suponiendo que pasa 2, entonces |Rn(J) ∪ J | > |J |, lo cual contradice el hecho
de que J es el intervalo de mayor longitud.
Supongamos que sucede el caso 1 y que J = (a, b). Aśı pues

Rnα(z) = z.

Entonces z + nα = z +m para alguna m ∈ Z. Por lo tanto α = m
n ∈ Q, lo cual

contradice la hipótesis de que α ∈ I.
Aśı pues, los intervalos Rnα ⊂ T son ajenos dos a dos y dado que Rnα es una
isometŕıa |Rnα(J)| = |J | ∀n ∈ Z, entonces

|
∞⋃
−∞

Rnα(J)| =
∞∑

n=−∞
|Rnα(J)| =∞.

Pero esto no es posible ya que la longitud de S es finita. Por lo tanto,

ORα(x) = T.

�

Proposición 2.6. Toda rotación (T, Rα) es minimal si y sólo si es transitiva.

Es inmediato que, si (T, Rα) es minimal, entonces (T, Rα) es transitiva. Por
otra parte, por ser Rα un homeomorfimo y d una isometŕıa, por la Proposición
2.3, si T es topológicamente transitivo entonces Rα es minimal.

2.0.1. Rotación sobre un grupo topológico compacto

Considerando la rotación sobre el ćırculo definida en el Ejemplo 2.1, se puede
generalizar el resultado para rotaciones sobre grupos topológicos compactos.

Un grupo topológico es una terna (G, τ, ∗) donde:

1. (G, τ) es un espacio topológico.

2. (G, ∗) es un grupo.

3. La función ∗ : G×G→ G donde (x, y)→ x ∗ y es continua.
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4. La función inversa G→ G donde x→ x−1, es continua.

Definimos la rotación Rα sobre un grupo topológico compacto como

Rα : G→ G donde

Rα(x) = αx con α, x ∈ G.

Por el Teorema de Haar, dado un grupo topológico compacto (G, τ.∗), existe
una medida de probabilidad m definida en B(G), los borelianos de G, tal que

i. m(xE) = m(E) para toda x ∈ G y E ∈ B(G).

ii. m es regular, es decir, para toda ε > 0 y E ∈ B(G) existe un compacto M
y un abierto U tal que M ⊂ E ⊂ U y d(M,U) < ε.

Más aun, existe una única medida de probabilidad µ regular e invariante bajo
rotación en (G,B(G)) llamada medida de Haar.

Aśı pues, si G es un grupo compacto metrizable podemos dar una medida µ
invariante bajo rotación, esto es

µ(gx, gy) = µ(x, y) = µ(xg, yg) ∀g, x, y ∈ G.

Por ejemplo, dada cualquier medida d y m la medida de Haar podemos tomar

µ(x, y) =

∫ (∫
d(gxh, gyh)dm(g)

)
dm(h).

Entonces (G,Rα) es un sistema dinámico topológico ya que Rα es continua por
ser invariante sobre la medida asociada µ.

Teorema 2.2. Sea G un grupo topológico compacto y Rα una rotación. Enton-
ces Rα es minimal si y sólo si {αn : n ∈ Z} es denso en X.

Demostración. Supongamos que Rα es minimal. Como ORα(e) es denso en G y

Rα(e) = α, R2
α(e) = α2, . . . , Rnα(e) = αn,

entonces ORα(e) = {αn : n ∈ Z} es densa en X.

Sea x, y ∈ G. Como yx−1 ∈ G y {αn : n ∈ Z} es denso en G, se tiene que

∃ ni ∈ Z tal que µ(αni , yx−1) < ε.

Por lo tanto

µ(Rniα (x), y) = µ(αnix, y)

= µ(αnixx−1, yx−1) = µ(αni , yx−1) < ε.

Se concluye que, para toda x ∈ G, ORα(x) es denso en X, es decir, Rα es
minimal. �
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2.0.2. Sistemas dimámicos simbólicos

Como pudimos observar anteriormente, si (X,T ) es un sistema dinámico
topológico minimal, entonces (X,T ) es topológicamente transitivo pero el con-
verso no siempre se cumple. Como ejemplo se considerará el sistema dinámico
topológico conformado por la pareja (AZ, σ) donde AZ es un espacio simbólico
y σ el shift completo, los cuales definiremos a continuación.

Definición 2.4. Decimos que un conjunto finito A es un alfabeto si tiene al
menos dos śımbolos. El espacio de todas las sucesiones biinfinitas de śımbolos
en A está denotada por

AZ = {v = (vi)i∈Z|vi ∈ A ∀i ∈ Z}.

Al representar a v como una sucesión de elementos en el alfabeto usamos un
punto para que el lector vea donde está la posición cero, es decir

v = . . . v−2v−1.v0v1v2 . . . .

Definición 2.5. Una palabra o bloque V = v1 . . . vn es una cadena finita de
elementos en A. Al conjunto de todas las palabras en A lo detonaremos A∗.

La longitud de una palabra está determinada por la cantidad de letras que
hay en la componente y la denotamos por |V | = |v1 . . . vn|. En este caso se dice
que V es una palabra de longitud n. Por otra parte, denotamos por |V |vi al
número de ocurrencias de {vi} ∈ A en la palabra V .

Podemos obtener nuevas palabras concatenando dos elementos en A∗, por
ejemplo, si V = v1 . . . v2,W = w1 . . . ws ∈ A∗ la concatenación está dada por

VW = v1 . . . vnw1 . . . ws.

Esta operación es asociativa y tiene como neutro a la palabra vaćıa.

Definición 2.6. Para una palabra W = w0 . . . wr, el cilindro [W ]k con k ∈ Z
se define como

[W ]k = [W ]A
Z

k = {V ∈ AZ|vk = w0, . . . , vk+|W |−1 = wr}.

Definición 2.7. Sean u, v ∈ AZ. La métrica asociada al espacioAZ está definida
por

d(u, v)

 2−max{n∈N|u[−n,n]=v[−n,n]} si u 6= v

0 si u = v.
(2.1)

Es importante notar que con la métrica definida anteriormente, la cercańıa
de dos sucesiones está determinada por las primeras letras que las conforman,
es decir, dos sucesiones están cerca si las primeras letras son iguales.
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Ejemplo 2.2. Sean u, v ∈ {0, 1}Z donde

u = . . . 000,111 . . . y v = . . . 100,110 . . . .

Entonces d(u, v) = 2−2.

Decimos que AN equipado con la métrica (2.1) definida anteriormente es un
espacio simbólico, el cual es un espacio métrico compacto homeomorfo a un
espacio de Cantor.

Ahora que se ha expuesto la métrica para el espacio simbólico podemos
definir una base.

Proposición 2.7. El cilindro [W ]k es cerrado y abierto para toda W ∈ AZ y
k ∈ Z.

Demostración. [W ]k es abierto.
Observemos que para alguna n ∈ Z, se tiene que

B2−n(V ) = {U ∈ AZ|u−n = v−n, . . . , un = vn} = [v−n . . . vn]−n.

Sea x ∈ [W ]k. Por definición [W ]k = {V ∈ AZ| vk = w0, . . . , vk+r−1 = wr},
consideramos N = máx{|k|, |k + |W | − 1|}, entonces

B2−N (x) = [x−n . . . xn]−N

⊆ {U ∈ AZ|u[k,k+|W |−1] = w[k,k+|W |−1]} = [W ]k.

Por lo tanto, [W ]k es abierto. Por otro lado, para demostrar que [W ]k es cerrado
veamos que ([W ]k)c es abierto.

([W ]k)c = {V ∈ AZ|vk 6= w0, . . . , vk+|W |−1 6= wr}

=
⋃

U∈An\W

{X ∈ AZ|x[−k,k+|W |−1] = U}

=
⋃

U∈An\W

[U ]k,

es decir, ([W ]k)c es abierto. Por lo tanto [W ]k es cerrado. �

Definición 2.8. Definimos la función shift σ : AZ −→ AZ donde

σ((un)n∈Z) = (un−1)n∈Z,

la función inversa se define como σ−1 : AZ → AZ donde

σ−1((un)n∈Z) = (un+1)n∈Z.

Decimos que X es un espacio shift si es un subconjunto del espacio simbólico
AZ, cerrado y shift-invatiante.
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Proposición 2.8. La función shift es biyectiva y continua.

Demostración. Veamos primero que σ es biyectiva.
Sea u = . . . u−2u−1.u0u1 . . . ∈ X. Consideramos ũ = . . . u−3u−2.u−1u0, enton-
ces S(ũ) = u1 . . . un+1 . . . = u. Esto es, σ es suprayectiva. Por otra parte, si
u 6= v con v ∈ X, entonces existe al menos una j ∈ Z tal que uj 6= vj , esto
implica que

σ(u)j−1 6= σ(v)j−1.

Dado que hay al menos una coordenada donde σ(u) 6= σ(v), concluimos que
σ(u) 6= σ(v), es decir, σ es inyectiva. Por lo tanto σ es biyectiva.

Demostremos ahora que σ es continua.
Sea ε > 0, u, v ∈ X tal que d(u, v) < ε

2 y N ∈ N tal que 1
2N+1 <

ε
2 . Entonces

si

d(u, v) ≤ 1

2N+1
esto implica que d(σ(u), σ(v)) ≤ 1

2N
< ε.

Por lo tanto σ es continua sobre X. �

Análogamente, podemos ver la continuidad de σ−1:

Como AN es un espacio métrico compacto y σ un homeomorfisomo sobre
AN, la pareja (AN, σ) es un sistema dinámico topológico.

Proposición 2.9. El sistema dinámico topológico (AN, σ) es topológicamente
transitivo pero no es minimal.

Demostración. Supongamos que A = {a0, . . . , an}.

Veamos que σ es topológicamente transitivo. Para esto, basta exhibir un
elemento x0 ∈ AN tal que Oσ(x0) es densa en AN. Consideramos

x0 = (a0a1 . . . an︸ ︷︷ ︸
longitud 1

a0a0a0a1 . . . anan︸ ︷︷ ︸
longitud 2

. . .),

la sucesión donde están todas las sucesiones de longitún n ∈ N.
Sea y ∈ AN, ε > 0 y n ∈ N tal que 1

2n < ε. Considerando los primeros n
elementos de y, por construcćıon sabemos que, existe una sucesión de longitud
n en x0 tal que para alguna k ∈ Z, σk(x0) y y tienen los primeros n elementos
iguales, esto implica que

d(σk(x0), y) =
1

2n
< ε.

Por lo tanto Oσ(x0) es densa en AN, es decir, el sistema dinámico topológico
(AN, σ) es topológicamente transitivo.

Pero, dada a1 ∈ A y considerando la sucesión

a1 = (. . . a1a1a1 . . .),
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es decir, la sucesión donde todos los elementos son a1, entonces

σk(a1) = a1 ∀k ∈ Z lo que implica que Oσ(a1) = a1.

Por lo tanto el sistema dinámico topológico (AZ, σ) no es minimal. �

Ejemplo 2.3 (Shift par). Sea A = {0, 1} y X el conjunto de todas las sucesio-
nes binarias tales que entre cada dos 1, hay un número par de ceros. Entonces
la palabra

U = . . . 100100100 . . . ∈ X pero V = . . . 100010001000 . . . 6∈ X.

Aśı pues, X = AZ \ F donde F = {102n+1 : n ≥ 0}. Por otra parte, el sistema
(X,σ) es transitivo pero no es minimal.

2.0.3. Dinámica topológica espectral

Hay casos donde demostrar directamente las propiedades de minimalidad y
transitividad topológica suele complicarse, por lo tanto, otra forma de estudiar
la familia de sistemas dinámicos topológicos transitivos y minimales es a través
de un operador, el cual definiremos a continuación.

Definición 2.9. Sea (X,T ) un sistema dinámico topológico y C(X) el espacio de
todas las funciones continuas con valores en los complejos. Definimos el operador

UT : C(X)→ C(X)

UT (f) = f ◦ T.

Observemos que UT es lineal ya que

UT (cf + g) = (cf + g) ◦ T = cf ◦ T + g ◦ T = cUT (f) + UT (g)

y multiplicativo, esto es:

UT (fg) = UT (f)UT (g).

Más aun, si T es suprayectivo, entonces UT es una isometŕıa y si T es un ho-
meomorfismo, entonces UT es un automorfismo.

Dada f : X → C una función continua tal que f 6≡ 0, decimos que f es una
eigenfunción de T si existe un eigenvalor λ ∈ C tal que

UT (f) = λf(x) ∀x ∈ X.

Definición 2.10. Sea (X,T ) un sistema dinámico topológico y f ∈ C(X).
Decimos que f es invariante bajo T si

f ◦ T (x) = f(x) ∀x ∈ X.

Teorema 2.3. Sea (X,T ) un sistema dinámico topológico transitivo es decir,
UT (f) = f y T un homeomorfismo. Entonces
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1. T no tiene funciones continuas invariantes distintas de una constante.

2. Si f ◦ T = λf donde 0 6≡ f ∈ C(X), entonces |λ| = 1 y |f | es constante.

3. Si f, g son eigenfunciones de T con el mismo eigenvalor λ, entonces f = cg
con c una constante.

Demostración. 1. Supongamos que 0 6≡ f ∈ C(X) es una función T -invariante,
entonces f ◦ T = f . Aśı pues

f ◦ Tn = f ∀n ∈ Z.

Esto implica que f es constante en las órbitas de los puntos, en especial para
x0 ∈ X tal que OT (x0) = X. Por lo tanto f ≡ c con c una constante.

2. Tenemos que
|f(Tx)| = |λf(x)| = |λ||f(x)|,

entonces
supx∈X |f(Tx)| = |λ|supx∈X |f(x)|.

Esto implica que |λ| = 1.
Por hipótesis se tiene que |f(Tx)| = |f(x)| y como |f(x)| es una función

continua invariante bajo T , por 1 tenemos que |f(x)| ≡ c con c una constante.

3. Sea f, g eigenfunciones de T con eigenvalor λ. Por 2 podemos afirmar que
|g(x)| > 0 ∀x ∈ X, esto implica que

f

g
(T (x)) =

λ

λ

f

g
(x) =

f

g
(x),

es decir, f
g es T−invariante. Pero por 1 esto implica que f

g ≡ c con c una
constante. Por lo tanto f = cg. �

Definición 2.11. Sea (X,T ) un sistema dinámico topológico y T un homeo-
morfismo. Decimos que T tiene espectro topológico discreto si el subespacio
cerrado más pequeño de C(X) que contiene a las eigenfunciones de T es C(X),
es decir, el eigenespacio genera a C(X).

Teorema 2.4 (Halmos y von Neumann). Sea (X,T ) un sistema dinámico
topológico y T un homeomorfismo. Las siguientes son equivalentes

1. T es topológicamente transitiva y es una isometŕıa para alguna métrica en
X.

2. T es topológicamente conjugada a una rotación minimal sobre un grupo
abeliano compacto.

3. T es minimal y tiene espectro discreto.

4. T es topológicamente transitiva y tiene espectro discreto.
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Demostración. 1⇒ 2. Sea d la métrica en X para la cual T es una isometŕıa y
x0 ∈ X tal que OT (x0) = X. Definimos la operación multiplicación ∗ en OT (x0)
como

Tnx0 ∗ Tmx0 = Tn+mx0,

Entonces (OT (x0), ∗) es un grupo.

Por definición, si consideramos T sx0, T
rx0 tenemos que

T sx0 ∗ T rx0 = T s+rx0 ∈ OT (x0).

T sx0 ∗ (T rx0 ∗ Tmx0) = T sx0 ∗ T r+mx0∗ = T s+r+mx0

= (T sx0 ∗ T rx0) ∗ Tmx0.

Considerando Tmx0, entonces T 0x0 ∗ Tmx0 = T 0+mx0 = Tmx0.

Por último si consideramos T−mx0, entonces

Tmx0 ∗ T−mx0 = Tm−mx0 = T 0x0.

Ahora, la función ∗ : OT (x0) × OT (x0) → OT (x0) es uniformemente continua,
ya que

d(Tnx0 ∗ Tmx0, T
px0 ∗ T qx0) = d(Tn+mx0, T

p+qx0)

≤ d(Tn+mx0, T
p+mx0) + d(T p+mx0, T

p+qx0)

≤ d(Tnx0, T
px0) + d(Tmx0, T

qx0).

Dado que OT (x0) = X es completo y ∗ es uniformemente continua, podemos
extender de manera única la función ∗ : X ×X → X en donde ∗ es continua.
Análogamente, la función inversa

OT (x0)→ OT (x0)

Tmx0 → T−mx0

es uniformemente continua en OT (x0) dado que

d(T−nx0, T
−mx0) = d(Tm+nT−nx0, T

m+nT−mx0) = d(Tmx0, T
nx0).

Por lo tanto, la podemos extender de manera única a X donde cumple ser con-
tinua por la completez de OT (x0) = X. Por lo tanto, X es un grupo topológico
abeliano ya que el conjunto

OT (x0) = {Tnx0 : n ∈ Z}

es un subgrupo abeliano denso en X.
Por otra parte, como

T (Tnx0) = Tn+1x0 = Tx0 ∗ Tnx0,
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se tiene que Tx = Tx0 ∗ x. Por lo tanto T es la rotación por Tx0.

2⇒ 3. Sea T = Ra una rotación minimal sobre un grupo abeliano compacto
G. Entonces, dada γ ∈ Ĝ tenemos que

γ(Rag) = γ(ag) = γ(a)γ(g).

Esto implica que γ es una eigenfunción con eigenvalor γ(a). Sea A el conjunto
de todas las combinaciones lineales finitas de caracteres, entonces A es una
subálgebra de C(X) que contiene a las constantes, cerrada bajo conjugación
compleja y separa puntos. Por el teorema de Stone-Weierstrass podemos concluir
que A = C(X).

3 ⇒ 4. Dado que T es minimal entonces T es topológiamente transitivo y,
por hipótesis, T tiene espectro discreto.

4⇒ 1. Considerando las eigenfunciones de T

fn : X → K n ≥ 1

fn(T ) = λnfn.

Como T tiene espectro discreto, podemos afirmar que el conjunto de eigenfun-
ciones {fn} es linealmente independiente y genera a C(X), esto implica que
{fn} separa los puntos de X. Por lo tanto

ρ(x, y) =
∞∑
n=1

|fn(x)− fn(y)|
2n

define una métrica en X. Además, por el Teorema 2.5 sabemos que |λn| = 1,
entonces

ρ(Tx, Ty) =
∞∑
n=1

|fn(Tx)− fn(Ty)|
2n

=
∞∑
n=1

|λnfn(x)− λnfn(y)|
2n

=
∞∑
n=1

|λn||fn(x)− fn(y)|
2n

=
∞∑
n=1

|fn(x)− fn(y)|
2n

= ρ(x, y).

Sólo falta demostrar que ρ genera a la topoloǵıa en X. Sea d la métrica original
de X, ε > 0 y N tal que

∞∑
n=N+1

1

2n−1
<
ε

2
.

Dado que fn es continua con n ≤ N existe δ > 0 tal que d(x, y) < δ, esto implica
que

|fn(x)− fn(y)| < ε

2
para 1 ≤ n ≤ N,
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entonces si d(x, y) < δ

ρ(x, y) <
N∑
n=1

ε

2n+1
+
ε

2
< ε.

Como la función identidad del espacio métrico compacto (X, d) al espacio métri-
co (X, ρ) es continua y una función biyectiva continua de un espacio compacto a
un espacio Hausdorff es un homeomorfismo. Por lo tanto, ρ genera a la topoloǵıa
en X. �



Caṕıtulo 3

Sistemas dinámicos
medibles

Definición 3.1. Un espacio de probabilidad es una terna (Ω,F , P ) en donde
Ω es un conjunto arbitrario, F es una σ- álgebra de subconjuntos de Ω y P es
una medida sobre F que satisface:

1. P (A) ≥ 0.

2. P (Ω) = 1.

3. P (
⋃∞
k=1Ak) =

∑∞
k=1 P (Ak) si Ai ∪Aj = ∅ para toda i 6= j.

Llamamos a P como medida de probabilidad.

Definición 3.2. Decimos que un espacio de probabilidad (Ω,F , P ) es estándar
si es isomorfo casi en todas partes a R equipada con la medida de Lebesgue.

Definición 3.3. Sean (X1,B1,m1), (X2,B2,m2) dos espacios de probabilidad
estándar y T : X1 → X2 una transformación. Decimos que

1. T es medible si T−1(B2) ∈ B1 ∀ B2 ∈ B2.

2. T preserva la medida si T es medible y

m1(T−1(B2)) = m2(B2) ∀B2 ∈ B2.

3. T es una transformación invertible que preserva la medida si T
preserva la medida, es biyectiva y T−1 preserva la medida.

Además, decimos que el conjunto (X,B,m, T ) es un sistema dinámico medi-
ble si la terna (X,B,m1) es un espacio de probablidiad estandar y T : X → X
es una transfomación que preserva la medida.

27
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Ejemplo 3.1. Shift de Bernoulli

Sea k ≥ 2 ∈ Z+, (p0, . . . , pk−1) un vector de probabilidad con entradas
distintas de cero, (Y, 2Y , µ) el espacio de medida Y = {1, . . . , k − 1} y µ la
medida dada por µ(i) = pi. Definimos el espacio de medida

(X,B, µ) =
∞∏
i=0

(Y, 2Y , µ).

Donde un elemento de la semiálgebra A (ver Definición 1.9) se ve la forma

A = [a0, . . . , an]n con ai ∈ (Y, 2Y , µ),

y la medida se define como

µ(A) = µ([a0, . . . , an]n) =

n∏
i=0

pai .

Considerando la función shift

σ : X → X

(x0, x1, x2, . . .)→ (x1, x2, . . .).

Entonces (X,B, µ, σ) es un sistema dinámico medible.

Es claro que (X,B, µ) es un espacio de probabilidad por lo tanto, basta ver
que σ es una transformación que preserva la medida.

Sea A un elemento de la semiágebra, entonces

µ(T−1(A)) = µ(T−1({(xi)∞i=0| xj = aj∀j ≤ n}))
= µ({(xi)∞i=1| xj = aj∀j ≤ n})})

=

n∏
i=0

pai = µ(A).

Como T preserva la medida sobre la semiálgebra entonces, por el Teorema 1,3,
T preserva la medida en todo B ∈ B. Por lo tanto, (X,B, µ, σ) es un sistema
dinámico medible.

Denotaremos por (p0, . . . , pk−1)−shift al shift de Bernoulli.

Definición 3.4. Sean (X1, µ1,B1, T1),(X2, µ2,B2, T2) dos sistemas dinámicos
medibles. Decimos que son isomorfos si existen dos conjuntos B1 ∈ B1, B2 ∈ B2

con µ1(B1) = 1 = µ2(B2) tal que

i. T1(B1) ⊆ B1, T2(B2) ⊆ B2, y

ii. existe una transformación ψ invertible que preserva la medida donde

ψ : B1 → B2 con ψT1(x) = T2ψ(x) ∀x ∈ B2.
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Si la función ψ solo es suprayectiva, decimos que (X2, T2, µ2,B2) es factor de
(X1, T1, µ1,B1).

Ejemplo 3.2. Consideramos el sistema dinámico medible ([0, 1),B, λ, S), donde
λ es la medida de Lebesgue y S la transformación dada por

S : [0, 1)→ [0, 1)

x→ 2x mod 1.

Es evidente que ([0, 1),B, λ, S) y (X,B, µ, T ) no son topológicamente con-
juagados ya que un espacio Cantor no puede ser topológicamente conjugado a
un intervalo. Sin embargo, estos sistemas dinámicos medibles si son isomorfos.

Proposición 3.1. Sea (X,D, µ, T ) el ( 1
2 ,

1
2 ) − shift. Entonces los sistemas

dinámicos medibles ([0, 1),B, λ, S) y (X,D, µ, T ) son isomorfos.

Demostración. Sea Ψ : X → [0, 1) donde

Ψ(a1, a2, a3, . . .) =
a1

2
+
a2

22
+
a3

23
+ . . . .

Entonces Ψ es suprayectiva ya que todo número tiene una expresión binaria y
Ψ es inyectiva en X \D, donde

D = {(a1, a2, . . .)| (a1, a2, . . .) es eventualmete periódico}.

Veamos que X \ D ⊂ X y [0, 1) \ C ⊂ [0, 1) con C los números racionales
diádicos. Por una parte tenemos que

T−1(D) = D, entonces T−1(X \D) = X \D.

Análogamente, considerando C el conjunto de números racionales diádicos, te-
nemos que

S−1(C) = C, entonces S−1([0, 1) \ C) = [0, 1) \ C.

Más aun, D y C tienen medida cero ya que se puede ver como la unión numerable
de conjuntos de medida cero y para todo x = (a1, a2, . . .) ∈ X tenemos que

ΨT (x) = Ψ(a2, a3, . . .) =
a2

2
+
a3

22
+ . . . ,

mientras que

SΨ(x) = S(
a1

2
+
a2

3
+ . . .)

= (a1 +
a2

2
+
a3

3
+ . . .)mod 1

=
a2

2
+
a3

3
+ . . . .

Por lo tanto, ΨT = SΨ en los conjuntos de medida uno X \D y [0, 1) \ C; aśı
pues, ([0, 1),B, λ, S) es isomorfo a (X,B, µ, T ). �
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Definición 3.5. Sea (X,B, µ, T ) un sistema dinámico medible. Decimos que el
sistema (X,B, µ, T ) es ergódico si para todo B ∈ B(X) tal que T−1(B) = B,
entonces

µ(B) = 0 ó µ(B) = 1.

Ejemplo 3.3. El (p0, . . . , pk−1)−shift es ergódico.

Demostración. Sea A la σ−álgebra de todas las uniones finitas de cilindros
medibles. Sea ε > 0, A ∈ A tal que m(E4A) < ε y supongamos que T−1E = E
con E ∈ B. Entonces

|m(E)−m(A)| = |m(E ∩A) +m(E \A)−m(A ∩ E)−m(A \ E)|
< m(E \A) +m(A \ E)

= m(E 4A) < ε.

Sea n0 lo suficientemente grande y B = T−n0A tal que

m(B ∩A) = m(B)m(A) = m(A)2 por ser T−invariante,

entonces m(E 4B) = m(T−nE 4 T−nA) = m(E 4A) < ε, esto implica que

E 4 (A ∩B) ⊂ (E 4A) ∪ (E 4B) i,e m(E 4 (A ∩B)) < 2ε

Aśı pues, |m(E)−m(A4B)| < 2ε.

Por otra parte

|m(E)−m(E)2| ≤ |m(E)−m(A4B)|+ |m(A4B)−m(E)2|
< 2ε+ |m(A)2 −m(E)2|
≤ 2ε+m(A)|m(A)−m(E)|+m(E)|m(A)−m(E)| < 4ε.

Dado que ε es arbitraria, se tiene que m(E) = m(E)2 lo que implica que

m(E) = 0 ó m(E) = 1.

Aśı pues, el (p0, . . . , pk−1)−shift es un sistema dinámico medible ergódico. �

Teorema 3.1. Sea (X,B,m, T ) un sistema dinámico medible. Entonces las
siguientes son equivalentes:

1. (X,B,m, T ) es ergódico.

2. Los únicos elementos B ∈ B tal que m(T−1(B)4B) = 0 son aquellos que
m(B) = 0 ó m(B) = 1.

3. Para toda A ∈ B con m(A) > 0 se tiene que

m

( ∞⋃
n=1

T−1A

)
= 1.
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4. Para toda A,B ∈ B con m(A) > 0 y m(B) > 0 existe n > 0 tal que
m(T−nA ∩B) > 0.

Demostración. 1 ⇒ 2. Sea B ∈ B tal que m(T−nB 4 B) = 0. Entonces para
toda n ≥ 0 m(T−nB 4B) = 0 ya que

T−nB 4B ⊂
n−1⋃
n=0

T i−1B 4 T−iB =
n−1⋃
n=0

T−i(T−1B 4B).

Esto implica que

m(T−1B 4B) ≤ m

(
n−1⋃
n=0

T i−1B 4 T−iB

)
≤
n−1∑
i=0

m
(
T i(T−1B 4B)

)
≤ nm(T−1B 4B) = 0.

Sea

B∞ =
∞⋂
n=0

∞⋃
i=n

T−iB.

Como m(B 4
⋃∞
i=n) ≤

∑∞
i=nm(B 4 T−iB) = 0,

∞⋃
i=n

T−iB es decreciente cuando n→∞

y m(B) = m(
⋃∞
i=n T

−iB), entonces m(B∞4B) = 0. Sin embargo,

m(B∞) = m

( ∞⋂
n=0

∞⋃
i=n

T−iB

)

= ĺım
n→∞

( ∞⋃
i=n

T−iB

)
= m(B)

y

T−1B∞ =
∞⋂
n=0

∞⋃
i=n

T−(i+1)B =
∞⋂
n=0

∞⋃
i=n+1

T−iB = B∞.

Aśı pues, B∞ cumple que T−1B∞ = ∞ y m(B∞ 4 B) = 0, por ergodicidad
esto implica que

m(B∞) = 0 o m(B∞) = 1.

Por lo tanto m(B) = 1 o m(B) = 1.

2⇒ 3. Sea A ∈ B con m(A) > 0. Consideramos

A1 =
∞⋃
n=0

T−nA,
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entonces

T−1A1 = T−1
∞⋃
n=0

T−nA ⊆
∞⋃
n=0

T−(n+1)A

⊆
∞⋃
n=1

T−nA ⊂ A1

y, por ser T invariante, se cumple que m(T−1A1) = m(A1), entonces

m
(
T−1A1 4A1

)
= 0.

Por 2, esto implica que

m(A1) = 1 ó m(A1) = 0.

Pero m(A1) 6= 0 pues T−1A ⊂ A1 y m(T−1A) = m(A) > 0. Por lo tanto,
m(A1) = 1.

3⇒ 4 Sea m(A) > 0 y m(B) > 0. Por 3, se tiene que

m

( ∞⋃
n=0

T−nA

)
= 1.

Esto implica que

0 < m(B) = m

(
B ∩

∞⋃
n=0

T−nA

)
= m

( ∞⋃
n=0

B ∩ T−nA

)
.

Por lo tanto m(B ∩ T−nA) > 0 para alguna n > 0.

4⇒ 1. Supongamos que B ∈ B y T−1B = B. Si 0 < m(B) < 1 entonces,

0 = m (B ∩ (X \B)) = m(T−nB ∩ (X \B)) ∀n > 1,

lo cual contradice 4. �

3.0.1. Teoŕıa ergódica espectral

Sea (X,B, µ, T ) un sistema dinámico medible. Podemos asociarle un opera-
dor U que actúa sobre el espacio de Hilbert L2(X,µ) dado por:

U : L2(X,µ) −→ L2(X,µ)

f 7−→ f ◦ T.

Llamamos a U como el operador de Koopman, tenemos las siguientes pro-
piedades.
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1. Los eigenvalores de (X,B, T, µ) son los eigenvalores asociados al operador
U , es decir; λ es eigenvalor de (X,B, T, µ) si

U(hλ) = λhλ.

2. Las eigenfunciones de (X,T, µ) son los eigenvectores de U .

3. El espectro de (X,B, T, µ) denotado por S(X,B, T, µ) es el conjunto de
todos los eigenvalores de (X,B, T, µ).

Definición 3.6. Decimos que el sistema dinámico medible (X,B, T, µ) tiene
espectro discreto si L2(X,µ) admite una base de Hilbert de eigenfunciones,
es decir, las eigenfunciones generan a L2(X,µ).

Podemos notar que si L2(X,µ) es separable entonces, hay a lo más una cantidad
numerable de eigenvalores.

Observación 3.1. El operador U tiene siempre como eigenvalor al 1 donde
la eigenfunción correspondiente es cualquier función constante c distinta de la
función constante cero.

Demostración. Sea c la función constante, tal que c(x) = c para toda x, con c
distinta de cero. Entonces

U(c) = (c ◦ T )(x)

= c(T (x)) = 1c.

�

Por otro lado, al conjunto ortogonal de las constantes en L2(X,µ) lo deno-
tamos por 1⊥. Donde

1⊥ =

{
f ∈ L2(X,µ)

∣∣∣∣∫
X

fdµ = 0

}
.

Ya que, considerando una función constante c distinta de cero, tenemos que

< c, f >= 0⇔
∫
X

fcdµ = 0⇔
∫
fdµ = 0.

Decimos que el sistema dinámico medible (X,T, µ,B) tiene espectro continuo
si S(X,T, µ) = {1}.
Ejemplo 3.4 (Espectro de la rotación sobre un grupo G). .

1. Espectro de la rotación sobre el ćırculo unitario.

Afirmación

S(T, Ra, µ) = {e2πina|n ∈ Z} = {an|n ∈ Z}

donde fn(z) = e2πinz = zn es una eigenfunción con eigenvalor

e2πina = an.
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Demostración.

fn(Ra(z)) = fn(z + a)

= e2πin(z+a)

= e2πinae2πinz

= e2πinafn(z)

Por lo tanto, fn es una eigenfunción con eigenvalor e2φina. �

Si a = p
q ∈ Q con p, q primos relativos entonces el espectro está dado por

S(T, Ra, µ) = {e2πina|n = 0, 1, . . . , q − 1},

y como S(T, Ra, µ) es finito, fn no genera a L2(T, Ra).
Por otra parte, si a es irracional el espectro está dado por

S(T, Ra, µ) = {e2πina|n ∈ Z}.

En este caso S(T, Ra, µ) es infinito y por el teorema de Fourier, toda
función f ∈ S(T, Ra, µ) puede ser vista como

f(x) =

∞∑
n=−∞

anfn(x) con an =

∫ 1

0

f(x)fn(x)dx,

es decir, fn genera a L2(T, Ra).

2. Espectro de una rotaciós sobre Tn.

En general, podemos definir una rotación Ra con a = (a1, . . . , an) ∈ Td
sobre Td dada por:

Ra(x) : Tn −→ Tn

(x1, . . . , xn) 7−→ ((x1 + a1)mod1, . . . , (xn + an)mod1).

De manera análoga, el espectro de Ra está dado por

S(Tn, Ra, µ) = {e2πi
∑
j kjaj |kj ∈ Z} = {(ak11 , . . . , a

kn
n )|kj ∈ Z para toda j ∈ 1, . . . , n}.

Donde las eigenfunciones son la de forma

fn(z1, . . . , zn) = (zk1 , . . . , zkn)

y su eigenvalor asociado esta dado por (ak11 , . . . , akn).

3. Espectro de una rotación Ra sobre un grupo abeliano compacto G.

Analizando los ejemplos anteriores podemos deducir que el espectro de
una rotación sobre un grupo abeliano compacto está dado por

S(G,Ra, µ) = {γ(a) : a ∈ G, γ ∈ Ĝ}.

Donde las eigenfunciones f(g) ∈ {nγ(g) : γ ∈ Ĝ, n ∈ Z}, es decir, son
múltiplos constantes de los caracteres de G.
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Demostración. Sea f(g) = nγ(g) ∈ Ĝ, n ∈ Z. Entonces

nf(Rag) = nγ(ag) = nγ(a)γ(g) = γ(a)f(g).

�

En especial los caracteres de G son eigenfunciones y por la Proposición 1.3 inciso
6 podemos concluir que Ĝ forma una base ortogonal de L2(m), es decir, G tiene
espectro discreto.

Definición 3.7. Sean (X1,B1, T1,m1) y (X2,B2, T2,m2) dos sistemas dinámi-
cos medibles. Decimos que son espectralmente isomorfos si existe un opera-
dor lineal W : L2(X1, µ1) −→ L2(X2, µ2) tal que:

i. W es invertible.

ii. < Wf,Wf >=< f, g > para toda f, g ∈ L2(X2, µ2).

iii. UT1W = WUT2 .

Teorema 3.2 (Teorema de isomorfismo de von Neumann). Consideremos
(X1,B1, µ1, T1), (X2,B2, µ2, T2) dos sistemas dinámicos medibles ergódicos con
espectro discreto. Entonces T1, T2 son espectralmente isomorfas si y sólo si T1, T2

tienen los mismos eigenvalores.

Demostración. Supongamos que T1 y T2 son espectralmente isomorfos. Entonces

UT1
◦W = W ◦ UT2

con W invertible.

Sea λ un eigenvalor de UT1 y fλ la eigenfución asociada a λ, entonces

UT2
(W−1 ◦ fλ) = W ◦ UT1

◦W (W−1 ◦ fλ)

= W−1 ◦ UT1 ◦ (fλ) = W−1(λfλ)

= λ(W−1 ◦ fλ).

Por lo tanto, λ es eigenvalor de T2 donde la eigenfunción asociada es W−1 ◦ fλ.
Supongamos que T1 y T2 tienen los mismos eigenvalores, entonces para el eigen-

valor λ, sea fλ ∈ L(m1), gλ ∈ L(m2) tal que

UT1
fλ = λf, UT2

gλ = λg y |fλ| = |gλ| = 1.

Definimos

W : L2(m2) −→ L2(m1)

W (gλ) = fλ

y lo extendemos a L(mi), i ∈ {1, 2} por linealidad. Entonces W es una isometŕıa
biyectiva donde

W ◦ UT2
(gλ) = W ◦ (λgλ) = λfλ pero

UT1
◦W (gλ) = UT1

◦ fλ = λfλ.

Por lo tanto T1, T2 son espectralmente isomorfos. �
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Teorema 3.3. Sea (X,B,m, T ) un sistema dinámico medible y supongamos que
T es ergódica. Tenemos las siguientes afirmaciones.

1. Si UT f = f, f ∈ L2(m), f 6= 0, entonces f es constante casi en todas
partes.

2. Si UT f = λf, f ∈ L2(m), f 6= 0, entonces |λ| = 1 y |f | es una cosntante
casi en todas partes.

3. Si f, g son eigenfunciones con diferentes eigenvalores, entonces son orto-
gonales.

4. Si f, g son eigenfunciones con eingenvalores λ, entonces f = cg casi en
todas partes para alguna c constante.

5. Los eigenvalores de T forman un subgrupo del ćırculo unitario S.

Demostración. 1. Supongamos que f no es constante casi en todas partes. En-
tonces existen A,B ∈ B(X ) tal que A,B 6= ∅, A ∩ B = ∅ y Im(f) = A ∪ B,
donde

µ(f−1(A)) = µ(T−1 ◦ (f−1(A)) > 0, µ(f−1(B)) = µ(T−1 ◦ (f−1(B)) > 0.

Lo cual contradice la ergodicidad del sistema. Por lo tanto, f es constante casi
en todas partes.

2. Sabemos que

||UTF || = ||λf || = |λ|||f || aśı que ||f || = |λ|||f ||

y como ||f || 6= 0, entonces |λ| = 1. Por otra parte

|UT f(x)| = |λ||f(x)| = |f(x)|.

Como T es ergódico y |f | una función T−invariante esto implica que |f | es una
constante.

3. Supongamos que λ 6= µ son tales que

UT f = λf y UT g = µg.

Entonces

< f, g >=< UT f, UT g >=< λf, µg >= λµ < f, g > .

Como λµ 6= 1 se tiene que < f, g >= 0.

4. Como g(x) 6= 0 en L2(m) y |g| es constante casi en todas partes por 1,
entonces g(x) 6= 0 casi en todas partes. Considerando f

g tenemos que

f

g
T =

f

g
.
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Por tener los mismos eigenvalores, esto implica que f
g es T−invariante. Por lo

tanto f
g = c casi en todas partes, es decir, f = cg casi en todas partes.

5. Sean λ, µ dos eigenvalores de T . Entonces

f ◦ T = λf y g ◦ T = µg para algunas f, g 6= 0 ∈ L2(m).

Tomando la conjugación compleja tenemos que g ◦ T = µg y por lo tanto

(fg) ◦ T = λµ(fg).

Esto implica que (λµ)−1 = λµ es un eigenvalor de T y los eigenvalores forman
un subgrupo sobre S. �

Proposición 3.2. El sistema dinámico (X,B, µ, T ) es ergódico si y sólo si el
eigenvalor 1 asociado a U es simple, es decir, todas las eigenfunciones asociadas
a 1 son constantes casi en todas partes.

Demostración. Supongamos que T no es ergódica, por el inciso II) del Teorema
3.1, esto implica que existe un conjunto E tal que T−1E = E donde la medida
de E es no trivial y

U(XE) = XE ◦ T
= 1(XE).

Esto es, 1|E es una función no constante T-invariante asociada al eigenvalor 1.

Supongamos que T−1E = E con E ∈ B. Entonces

XE ∈ L2(m) y (XE ◦ T )(x) = XE ∀x ∈ X,

por hipótesis, esto implica que XE es constante casi en todas partes. Entonces
XE = 0 o XE = 1 casi en todas partes. Pero

m(E) =

∫
XEdm, es decir, m(E) = 0 o m(E) = 1.

Por lo tanto, (X,B, µ, T ) es ergódico. �

Proposición 3.3. La rotación T (z) = az sobre el ćırculo unitario T equipada
con la medida de Haar es ergódica si y sólo si a no es ráız de la unidad.

Demostración. Supongamos que a es una ráız de la unidad, entonces

ap = 1 para alguna p 6= 0.

Sea f(z) = zp. Entonces

f ◦ T = f(az) = apzp = zp = f
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pero f no es una función constante casi en todas partes. Por lo tanto T no es
ergódica.
Análogamente, supongamos que a no es una ráız de la unidad y

f ◦ T = f con f ∈ L2(m).

Sea f(z) =
∑∞
−∞ bnz

n la serie de Fourier. Entonces

f(az) =
∞∑
−∞

bna
nzn,

como f ◦ T = f, esto implica que f(az) = z, es decir,

∞∑
−∞

bna
nzn =

∞∑
−∞

bnz
n entonces

∞∑
−∞

bna
nzn − bnzn = 0.

Esto implica que bna
nzn − bnzn = bnz

n(an − 1) = 0, entonces

bn(an − 1) = 0 ∀n 6= 0, es decir, bn = 0.

Aśı pues, f es consante casi en todas partes. Por lo tanto T es ergódica. �

Teorema 3.4. Sea G un grupo compacto equipado con la medida de Haar,
T (x) = ax una rotación sobre G y O(a) la T -órbita de a. Entonces el sistema
dinámico (G,B,m, T ) es ergódico si y sólo si O(a) es denso en G.

Demostración. Sea H la cerradura del subgrupo O(a) = {an}∞−∞ de G y supon-
gamos que el sistema (G,B,m, T ) es ergódico. Si H 6= G entonces, por el inciso
4 de la Proposición 1.5 existe γ ∈ Ĝ con γ 6≡ 1 y γ(h) = 1 para toda h ∈ H.
Entonces

γ(Tx) = γ(ax) = γ(a)γ(x) = γ(x),

pero esto contradice la ergodicidad de T . Por lo tanto, H = G.
Análogamente, si suponemos que {an}n∈Z es densa en G, entonces G es abeliano.
Sea f ∈ L2(m) y f ◦ T = f , por el inciso 6 de la Proposición 1.4 f puede
expresarse como la serie de Fourier

f(z) =
∑
i

biγi donde γi ∈ Ĝ.

Entonces ∑
i

biγi(a)γi(x) =
∑
i

biγi(x),

si bi 6= 0, entonces γi(a) = 1 y como γi(a
n) = (γi(a))n = 1 esto implica que

γi ≡ 1. Por lo tanto solo las constantes de la serie de Fourier pueden ser distintas
de cero, es decir, f es constante casi en todas partes y por el Teorema 3.4 se
tiene que (G,B,m, T ) es ergódico. �
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3.0.2. Rotaciones sobre un grupo

Uno de los ejemplos más comunes de sistemas dinámicos medibles con es-
pectro discreto son las rotaciones sobre un grupo.
Como se expuso anteriormente, si consideramos la rotación Ra sobre el ćırcu-
lo unitario K equipado con la medida de Haar. Entonces el sistema dinámico
medible (K,B,m,Ra) es ergódico si a no es unidad de la ráız, donde las eigen-
funciones asociadas al sistema son de la forma

fn(z) = zn n ∈ Z y sus eigenvalores son {an : n ∈ Z}.

Como {fn} forman una base de L2(m), entonces (K,B,m,Ra) es ergódico y
tiene espectro discreto.
Siguendo esta idea, podemos demostrar un resultado equivalente en las rotacio-
nes ergódicas sobre todo grupo abeliano compacto equipado con la medida de
Haar.

Proposición 3.4. Sea Ra una rotación sobre un grupo abeliano compacto G
definida como

Ra : G→ G

g → ag.

Entonces si el sistema dinámico medible (G,B,m,Ra) es ergódico, (G,B,m,Ra)
tiene espectro discreto.

Demostración. Como vimos anteriormente, las eigenfunciones de Ra son múlti-
plos constantes de los caracteres de G y los eigenvalores son

{γ(a)|γ ∈ Ĝ}.

Más aun, el sistema (G,B,m,Ra) tiene espectro discreto, ya que los caracteres
de G son una base ortonormal de L2(m).
Ahora, por el inciso (v) de la Proposición 3.3, si existe algún otro eigenvalor s
que no está en el conjunto {γ(a)|γ ∈ Ĝ}, entonces la eigenfunción tiene que ser
ortonomal a todos lo elementos en {γ(a)|γ ∈ Ĝ}, aśı pues s = 0.

Por lo tanto, {γ(a)|γ ∈ Ĝ} es el grupo de todos los eigenvalores de T .

Por otra parte, por el inciso (iv) del Teorema 3.3, si f es una eigenfunción
de (G,B,m,Ra), entonces f es múltiplos constantes de lo caracteres de G.

�

Teorema 3.5 (Teorema de Representación de Halmos y von Neumann).
Sea (X,B, µ, T ) un sistema dinámico ergódico. Entonces (X,B, µ, T ) tiene es-
pectro discreto si y sólo si es isomorfo a una rotación ergódica sobre un grupo
abeliano compacto, equipada con la medida de Haar.
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Demostración. Sea Λ el grupo de todos los eigenvalores de T equipada con la
topoloǵıa discreta y G = Λ̂ el grupo de caracteres de Λ. Entonces Λ es un
subgrupo algebraico de K con topoloǵıa discreta y G es abeliano y compacto.

Por el Teorema 1.3.3 Ĝ =
ˆ̂
Λ es un isomorfismo natural a Λ y para λ ∈ Λ

denotaremos por λ̌ al elemento correspondiente de Ĝ, es decir

λ̌(g) = g(λ) ∀g ∈ G = Λ̂.

Donde el mapeo

a : λ→ K

a(λ) = λ

es un homeomorfismo del grupo discreto Λ a K y por lo tanto a ∈ Λ̂ = G.
Entonces λ̌(a) = a(λ) = λ para toda λ ∈ Λ.

Definimos

S : G→ G

S(g) = ag a ∈ G.

Por lo demostrado anteriormente, S es ergódica. Sea µ la medida de Haar sobre
G y supongamos que f ◦ S = f con f ∈ L2(µ). Entonces f tiene una serie de
Fourier

f =
∑
j

bj λ̌j , λj ∈ Λ.

Para f ◦ S = f tenemos que

f =
∑
j

bj λ̌j(a)λ̌j(g) =
∑
j

bj λ̌j(g) lo que implica que bjλj = bj .

Como λ̌j(a) = λj se tiene que bjλj = bj . Si bj 6= 0, entonces λj = 1 lo que
implica que λ̌j ≡ 1. Aśı pues, el único término que no desaparece en la serie
de Fourier es el término constante y por lo tanto f es constante casi en todas
partes.
Por el Ejemplo 3.5 sabemos que S tiene espectro discreto y por la Proposición
3,3 tiene espectro discreto. Por lo tanto, el sistema (X,B, µ, T ) tiene espectro
discreto.
Por otra parte, por la proposición 3.3, el grupo de eigenvalores de S es

{γ(a) : γ ∈ Ĝ} = {a(λ) : λ ∈ Λ} = {λ : λ ∈ Λ}.

Entonces S y T tienen los mismos eigenvalores y ambos tienen espectro discreto,
por el Teorema 3.2, concluimos que S y T son isomorfos.

�



Caṕıtulo 4

Sistemas dinámicos
asociados a una substitución

Gracias a los resultados obtenidos de von Neumann y el Teorema de Repre-
sentación, surge la pregunta: ¿Habrá sistemas dinámcos con espectro discreto y
sin espectro topológico discreto?.
En este caṕıtulo construiremos un sistema dinámico simbólico basado en substi-
tuciones. Posteriormente estudiaremos las propiedades de minimalidad, transiti-
vidad topológica y ergodicidad con el fin de generalizar las condiciones necesarias
y suficientes sobre la substitución para que cumplan las propiedades. Finalmete
enunciaremos la conjetura de Pisot y daremos referencias con resultados desa-
rrollados.

4.1. Substituciones

Definición 4.1. Sea A un alfabeto, A∗ el conjunto de palabras formadas por A
y ε la palabra vaćıa. Una substitución es una aplicación φ : A→ A∗ y usando
la concatenación, se extiende a un morfismo

φ : A∗ −→ A∗, donde:

1. φ(VW ) = φ(V )φ(W ).

2. φ(ε) = ε.

Ejemplo 4.1. Consideramos el alfabeto A = {a, b}.

1. La substitución de Morse denotada por φ1 está dada por

φ1(a) = ab y φ1(b) = ba. (4.1)

41
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Para entender mejor el mapeo, tomando la palabra U = ab, entonces

φ1(U) = abba y φ2
1(U) = abbabaab.

Observación 4.1. Tomando en cuenta la definición anterior, podemos dar una
substitución φ : AN −→ AN donde

φ(x) = φ(x0)φ(x1) . . . si x = (xn)n≥0 ∈ AN.

La función φ es continua ya que, si x = (xn)n≥0 ∈ AN es tal que

ĺım
n→∞

(xn)n≥0 = u para alguna u ∈ AN,

entonces

ĺım
n−→∞

φ((xn)n≥0) = ĺım
n−→∞

φ(x1) . . . φ(xn) = φ(x1) . . . φ(xn) . . . = φ(u).

Definición 4.2. Sea u = u0u1u2 . . . una sucesión y v1 . . . vn una palabra. De-
cimos que v1 . . . vn es un factor de u si existe una m tal que

um = v1, . . . , um+r−1 = vr.

El lenguaje de longitud n de una sucesión u = u0u1u2 . . . está definido como

Ln(u) = {s ∈ A∗| s es factor de u y |s| = n},

mientras que el lenguaje de u está dado por

L(u) =
∞⋃
n=0

Ln(u).

Definición 4.3. Una sucesión u = (un)n∈N es minimal si cada palabra que
ocurre en u ocurre en una infinidad de posiciones con distacia finita, es decir,
si para todo factor W, existe una s tal que para toda n ∈ N, W es factor de
un . . . un+s−1.

Definición 4.4. El lenguaje de una substitución φ : A∗ → A∗ es el subcon-
junto Lφ ⊆ A∗ que consiste de todas las subpalabras de palabras de la forma
φk(i), i ∈ A y k ∈ N, esto es

Lφ = {factores de φn(a): n ≥ 0, a ∈ A}.

Los elementos de Lφ son llamados palabras admisibles de φ.

Definición 4.5. Un punto periódico de (Lφ, φ) es una sucesión infinita v
donde φk(v) = v para alguna k ∈ N. Si φ(v) = v entonces v es un punto fijo.

Denotamos por O(v) a la órbita de v, es decir

O(v) = {φn(v)|n ∈ N}.
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Proposición 4.1. Sea φ una substitución en A∗ tal que,

ĺım
n←−∞

|φn(a)| =∞ ∀ a ∈ A.

Entonces, φ tiene al menos un punto periódico.

Demostración. Como A es un conjunto finito, podemos encontrar una k ≥ 1 y
una a ∈ A tal que la palabra φk(a) empieza con a. Para una secuencia arbritaria
x ∈ AN con x0 = a, la palabra φkn(x) empieza con φkn(a) entonces φkn(x) y
φkn+kp(x) empiezan con la misma palabra φkn(a), mientras la longitud crece
conforme n tiende a ∞.
Podemos afirmar que (φkn(x))n≥1 converge a una sucesión u tal que

u = φk(u) y u0 = a,

ya que (φkn(x))n≥1 es una sucesión de Cauchy en el espacio compacto AN,
entonces la sucesión (φkn(x))n≥1 converge a una sucesión u donde

φk(u) = φk( ĺım
n−→∞

(φkn(x))n≥1) por continuidad de φ

= ĺım
n−→∞

φk+kn(x) = u.

Por otra parte, u0 = x0 = a. Por lo tanto, φ tiene al menos un punto periódico.
�

Ejemplo 4.2. El punto fijo asociado a la substitución de Morse está dado por

u = abbabaabbaababbabaababbabaab . . . .

A u se le conoce como la sucesión de Morse y esta sucesión se obtiene del

ĺım
n−→∞

φn1 (a).

Definición 4.6. Sea A un alfabeto y φ una substitución. Decimos que φ es
primitiva si existe una k ∈ N tal que, para toda a, b ∈ A, la letra a aparece en
φk(b).

Podemos observar que si φ es primitiva, entonces para a ∈ A, todas las letras
de A aparecen en la letra φk(a). Esto implica que

|φkm(a)| ≥ (CardA)m,

es decir, |φn(a)| y |φkm(a)| tienden a infinito.

Ejemplo 4.3. La substitución φ1 definida en (4.1) es primitiva ya que a, b
aparecen en φ1(a) = ab y φ1(b) = ba.

Proposición 4.2. Si φ es una substitución primitiva, entonces todos sus puntos
periódicos son sucesiones minimales.
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Demostración. Por la Proposición 4.1 sabemos que φ tiene al menos un punto
periódico v, es decir, existe n ∈ N tal que φn(v) = v. Entonces

v = (φn)k(v) = (φn)k(v0)(φn)k(v1) . . . ∀k ∈ N.

Como φ es primitiva para toda a, b ∈ A, se satisface que a ocurre en (φn)k(b)
para alguna k ∈ N, entonces a ocurre una infinidad de veces en u.
Esto implica que todo (φn)s(a) ocurre en u = (φn)s(u) para alguna n ∈ N. Por
lo tanto, toda palabra ocurre en u, es decir, u es minimal. �

Definición 4.7. Sea φ una substitución definida sobre el alfabetoA = {a1, . . . , ad}
de cardinalidad d. Definimos la matriz de incidencia Mφ, como la matriz de
d × d donde la entrada (i, j) está dada por |φ(aj)|ai , es decir, el número de
ocurrencias de ai en φ(aj).
Notemos que para toda (i, j) ∈ {1, 2, . . . , d}2 y para toda n ∈ N, |φn(aj)|ai es
igual al valor de la entrada (i, j) de la matriz Mn

φ.

Ejemplo 4.4. La matriz de incidencia de φ1 está dada por

Mφ1
=

(
1 1
1 1

)
. (4.2)

Proposición 4.3. Sea φ una substitución y Mφ su matriz de incidencia. La
substitución φ es primitiva si y sólo si Mφ es primitiva.

Demostración. Sea φ una substitución primitiva. Entonces para toda a, b ∈ A
existe una sj tal que la letra a aparece en φsj (b), es decir,

|φsj (b)|a ≥ 1, considerando k = máx{sj}

se tiene que la matriz Mk
φ tiene todas las entradas positivas. Por lo tanto Mk

φ

es primitiva.
Si existe una k ∈ N tal que Mk

φ tiene todas sus entradas positivas, entonces

|φs(b)|a ≥ 1 para toda a, b ∈ A,

es decir, la letra a aparece en φ(b)k. Por lo tanto φ es primitiva. �

4.2. Sistema dinámico (Xφ, σ)

Considerando φ una substitución primitiva y u un punto periódico de φ,
donde φ satisface que

i ĺımn−→∞ |φn(a)| =∞ para toda a ∈ A y

ii Existe una letra a0 ∈ A tal que φ(a0) empieza con a0,

podemos definir dos sistemas dinámicos topológicos:
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1. El sistema obtenido de restringir la función shift a

Xφ = {x ∈ AN,L(x) ⊂ Lφ}.

Xφ es un conjunto cerrado, shift-invariante. Llamamos por sistema dinámi-
co simbólico asociado a φ a dicho sistema y lo denotamos por (Xφ, σ).

2. El sistema obtienido de restringir la función shift a

O(u) = {σn(u)|n ≥ 0}.

Observemos que O(u) ⊂ Xφ. Denotamos a este sistema por (O(u), σ).

Veremos a continuación que si φ es una substitución primitiva, los sistemas son
idénticos y únicamente ergódicos.

Proposición 4.4. Sea φ una substitución primitiva. Si u es cualquier punto
fijo de φ, entonces (Xφ, σ) y (O(u), T ) son idénticos. En particular, el sistema
no depende del punto fijo.

Demostración. Por una parte, es claro que O(u) ⊂ Xφ.

Sea x ∈ Xφ. Entonces todo factor de x ocurre en alguna palabra φn(a) con
n ≥ 0 y a ∈ A, pero a aparece en u. Análogamente, φn(a) aparece en φn(u),
entonces

u = φn(u)

Lo que implica que Xφ ⊂ O(u) y el sistema no depende del punto fijo. �

Dada la proposición anterior, a partir de ahora denotaremos por (Xφ, σ) al
sistema dinámico topológico asociado a la substitución primitiva φ.

Definición 4.8. La medida asociada al sistema (Xφ, σ) está dada por

µ([B]) = ĺım
N−→∞

1

N
Card

{
n < N | u[n,n+|B|−1] = B

}
para todo B ∈ Lφ.

Por lo tanto, el conjunto (Xφ,B, µ, σ) es un sistema dinámico medible.

Definición 4.9. Sea (X,T ) un sistema dinámico topológico. Decimos que T es
únicamente ergódico si sólo existe una medida de probabilidad de Borel T
invariante en X.
Se puede probar que la única medida de probabilidad invariante µ en Xσ es
µ([B]) para toda B ∈ Lφ. Más aun, P. Michel [7] demostró que si φ es una subs-
titución primitiva entonces el sistema dinámico medible (Xφ,B, µ, σ) es única-
mente ergódico.

Proposición 4.5. Sea φ una substitución primitiva, (Xφ, σ) el sistema asociado
a la substitución y u el punto fijo asociado. El sistema (Xφ, σ) es minimal si y
sólo si, para toda a ∈ A existe una k ≥ 0 tal que la primer letra del punto fijo
u denotada por a0 ocurre en φk(a).
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Demostración. Sea u = φ(u) y a0 ∈ A tal que φ(a0) empieza con a0 y supon-
gamos que (Xφ, σ) es minimal.
Dado que φ es minimal, en especial toda letra a aparece en u = φ(u) con dis-
tancia finita, esto implica que φk(a) es un factor de u para toda a ∈ A y para
toda k ≥ 1. Por otra parte

ĺım
k−→∞

|φk(a)| =∞.

Esto implica que, para k lo suficientemente grande φk(a) contiene a la letra a0

para calquier a, es decir, (Xφ, σ) es minimal.
Supongamos que a0 ocurre en φk(a) para toda a ∈ A y alguna k ≥ 0. Entonces

φk+1(a) contiene a φ(a0) y por tanto contiene a a0. Definimos el conjunto

K = supa∈Ainfk≥1

{
k|φk(a) contienen a a0

}
, (4.3)

entonces, por definición de K, φK(a) contiene a a0 para toda a ∈ A y como
u = φK(u), esto implica que u es la unión de palabra de la forma φK(a) donde
todas contiene a a0.
Aśı pues, a0 aprarece en u con distancia finita, es decir, toda palabra φn(a0)
con n ≥ 1 aparece en u con distancia finita. Entonces si B es un factor de
u, B ⊂ φn(a0) para alguna n lo suficientemente grande. Por lo tanto φ es
minimal. �

Teorema 4.1. Sea φ una substitución. El sistema (Xφ, σ) es minimal si y sólo
si φ es una substitución primitiva.

Demostración. Supongamos que (Xφ, σ) es minimal donde φ satisface las con-
diciones I) y II) y a0 es tal que φ(a0) comienza con a0. Por la proposición 4.7
si φ es minimal, entonces para toda a ∈ A existe una k ≥ 0 tal que a0 aparece
en φk(a). Sea K como (4.3).
Como φK(a) contiene a a0 y existe una M > 0 tal que φM (a0) contiene a todas
las letras de A, esto implica que φM+K(a) contine a φM (a0) como un factor
para toda a. Por lo tanto φ es primitiva.
Supongamos que φ es primitiva, entonces para toda a, b ∈ A existe una k ≥ 0
tal que a aparece en φk(b). En especial se cumple que para toda a ∈ A existe
una k ≥ 0 tal que a0 aparece en φk(a). Por la Proposición 4.7 esto implica que
φ es minimal. �

4.2.1. Substitución de Fibonacci

Con los teoremas anteriores, hemos encontrado las condiciones necesarias y
suficientes para que el sistema dinámico topológico asociado a una substitucion
sea únicamente ergódico y minimal. Pero visto como sistema dinámico medible
falta dar las condiciones para que este sistema tenga espectro discreto. Por
lo tanto, comenzaremos estudiando unos de los ejemplos más comunes en el
universo de los sistemas dinámicos asociados a una substitución.
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Definición 4.10. Sea Q una partición de X en dos segmentos Q1 y Q2. Para
todo punto x ∈ X definimos el Q- nombre o itinerario respecto a Q como
la sucesión Q(w) tal que

Q(w)n = i siempre que σn(w) ∈ Qi, n ≥ 0.

Por ejemplo, si
Q1 = F0,1, Q0 = F0,0,

entonces por definición

Q(w)n = i siempre que wn = i y Q(w) = w para toda w.

Definición 4.11. Sea T una transformación sobre X, A ⊂ X y x ∈ A. Nom-
bramos por el primer tiempo de retorno de x ∈ A al menor entero m > 0
tal que

Tm(x) ∈ A y lo denotamos por nA(x).

Por otra parte, el mapeo inducido por T en A es el mapeo TnA(x) definido en

A ∩ {x;nA(x) <∞}.

La transformación importante en esta sección es la rotación sobre el ćırculo por

el ángulo α =
√

5−1
2 definida como

Rα : T→ T
x→ [x+ α]

y puede verse en el intervalo [0, 1) como

Rα(x) = x+ α si x ∈ [0, 1− α), (4.4)

Rα(x) = x+ α− 1 si x ∈ [1− α, 1). (4.5)

Sea P0 = [0, 1− α) y P1 = [1− α, 1) y v el P -nombre del punto α en Rα.

Proposición 4.6. Considerando la substitución φ0 : {0, 1}N → {0, 1}N dada
por

φ0(0) = 10 , φ0(1) = 0 (4.6)

y φ : {0, 1}N → {0, 1}N la substitución dada por.

φ(0) = 001 , φ(1) = 01. (4.7)

Entonces la sucesión v es la imagen por σφ0 del punto fijo asociado a la subs-
titución φ.

Demostración. Observemos que v = σ(v′′) donde

v′′n = 0 si Rnα(0) ∈ [1− α, 1),

v′′n = 1 si Rnα(0) ∈ [0, 1− α).
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Pues si Rnα(0) ∈ [1− α, 1) esto implica que

0 ≤ Rn+1
α (0) < α, o bien, 0 ≤ Rnα(α) < α,

pero si Rnα(0) ∈ [0, 1− α), entonces

α ≤ Rn+1
α (0) < 1, o bien,α ≤ Rnα(α) < 1.

De lo anterior podemos ver que Rnα(0) y Rnα(α) están intercalado y Rα(α) em-
pieza en el tiempo R2

α(0). Por lo tanto v = σ(v′′).
Sea R′α el mapeo inducido de Rα en I = [0, α) y n(x) el primer tiempo de
retorno de x en I, si x ∈ [0, 1− α) entonces

α ≤ Rα(x) < 1 y Rα(x) ∈ [1− α, 1)

2α− 1 ≤ Rα(x) < α y R2
α(x) ∈ [0, 1− α).

Por lo tanto n(x) = 2. Por otra parte, si x ∈ [1− α, 1), entonces

0 ≤ Rα(x) < α y Rα(x) ∈ [0, 1− α)

y por tanto n(x) = 1. Esto implica que

R′α(x) = x+ 2α− 1 si x ∈ [0, 1− α)

R′α(x) = x+ α− 1 si x ∈ [1− α, α).

Sea v′ la sucesión definida como

v′n = 0 si R′nα (0) ∈ [0, 1− α)

v′n = 1 si R′nα (0) ∈ [1− α, α).

Comparemos v′ con v′′. Si n(x) es el primer tiempo de retorno de x en I vamos
a verificar que n2(x) = n(x) + n(R′α(x)). Si x ∈ [0, 1 − α), entonces n(x) = 2,
n(R′α(x)) = 1 y n2(x) = 3. Por otra parte, si x ∈ (1 − α, 1] entonces n(x) = 1,
n(R′α(x)) = 2 y n2(x) = 3. Usando inducción obtenemos que

ni(x) = ni−1(x) + n(R′i−1
α (x)) (4.8)

es el i-ésimo tiempo de retorno de x ∈ I.
Teniendo los resultados anteriores, supongamos que v′i = 0. Entonces

R′iα(0) = Rni(0)
α (0) ∈ [0, 1− α)

Rni(0)+1
α (0) ∈ [α, 1] ⊂ [1− α, 1) y

Rni(0)+2
α (0) ∈ [2α− 1, α] ⊂ [0, α).

Aśı pues, ni+1 = ni(0) + n(R′α(0)) = ni(0) + 2 y por tanto

ni+1(0)− ni(0) = 2 y v′′ni(0) = 1, v′′ni(0)+1(0) = 0.
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Por otro lado, supongamos que v′i = 1. Entonces R
ni(0)
α = R′iα(0) ∈ [1− α, α) y

0 ≤ Rni(0)+1
α (0) < α y Rni(0)+1

α (0) ∈ [0, α).

Aśı pues, ni+1(0) = ni(0) + n(R′iα) = ni(0) + 1 y

ni+1(0)− ni(0) = 0 y v′′ni(0) = 0.

Dados estos resultados, conociento v′ podemos determinar a v′′ entre dos espa-
cios consecutivos ni(0) y ni+1(0). Por tanto,

v′′ = φ0(v′).

Por lo tanto v = σ(φ0(v′)) = σ(v′′).
Ahora, si multiplicamos por 1

α la relación que tenemos de R′α, R′α se convierte
en una rotación por 2− 1

α = 1− α en el intervalo [0, 1) y

v′n = 1 si R′nα (0) ∈ [α, 1), v′n = 0 si R′nα (0) ∈ [0, α).

Sea Q el mapeo inducido de R′ en [0, α) y m(x) el primer tiempo de retorno,
entonces

si x ∈ [0, 2α− 1), m(x) = 1, Q(x) = x+ 1− α y

si x ∈ [2α− 1, α), m(x) = 2, Q(x) = x+ 1− 2α.

Sea w la sucesión definida por

wn = 0 si Qn(0) ∈ [0, 2α− 1),

wn = 1 si Qn(0) ∈ [2α− 1, α).

Utilizando el método anterior podemos verificar que v′ = φ1(w) donde

φ1(0) = 0 y φ1(1) = 01.

Dividiendo entre α el mapeo inducido Q, se obtiene que Q es la rotación Rα y

wn = 1 si Rnα(0) ∈ [1− α, 1),

wn = 0 si Rnα(0) ∈ [0, 1− α).

Aśı pues, w = φ2(v′), donde φ2(0) = 01, φ2(1) = 1 y v′ = φ(v′), es decir
φ = φ1φ2 y v = σφ0(v′). �

La substitución de Fibonacci, denotada por φF está definida como

φF (0) = 01 y φF (1) = 0 (4.9)

En este caso, si u = 01, entonces

φF (u) = 010 y φ2
F (u) = 01001
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Por otro parte, el punto fijo asociado a la substitućıon φF dada en (4.9) está
generado por el

ĺım
n−→∞

φnF (0) = ĺım
n−→∞

φn+1
F (1)

A esta sucesión se le conoce como la sucesión de Fibonacci y esta se escribe
de la forma

u = 01001010010010100101 . . . .

Mientras que la matriz de incidencia MφF se ve de la forma

MφF =

(
1 1
1 0

)
. (4.10)

Proposición 4.7. La sucesión de Fibonacci es el ĺımite de la sucesión de pala-
bras Un donde U0 = 0, U1 = 01, y n ≥ 0, Un+2 = Un+1Un.

Demostración. Demostremos que Un+1 = φnF (0) = φnF (U0). Es suficiente de-
mostrar por inducción que para toda n se tiene que Un+1 = φF (Un).
Para n = 0

U1 = 01 = φF (0) = φF (U0).

Para n = 1
U2 = U1U0 = 010 = φF (10) = φF (U1).

Supongamos que Uk+1 = φF (Uk) para toda k ≤ n y para alguna n ≥ 1.
Entonces

Un+2 = Un+1Un = φF (Un)φF (Un−1) por hipótesis de inducción

Concluimos usando que

φF (Un)φF (Un−1) = φF (UnUn−1) = φF (Un+1)

�

Observación 4.2. La longitúd de la sucesión de Fibonacci crece conforme a la
serie de Fibonacci, es decir, |φnF (0)| = |φn−2

F (0)|+ |φn−1
F (0)|. Tenemos que

φ0
F (0) = 0 |φ0

F (0)| = 1

φF (0) = 01 |φF (0)| = 2

φ2
F (0) = 010 |φ2

F (0)| = 3 = |φ0
F (0)|+ |φ1

F (0)|.

Supongamos que se cumple |φnF (0)| = |φn−2
F (0)|+ |φn−1

F (0)|, entonces

φnF + 1(0) = φnF (φ(0))

Lo que implica que

|φn+1
F (0)| = |φnF (φ(0))| = |φn−2

F (φF (0))|+ |φn−1
F (φF (0))|

= |φn−1
F (0)|+ |φnF (0)|.
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Proposición 4.8. Sea u el punto fijo de φF y Rα la rotación por el ángulo α.
Entonces

un = 0 si Rnα(α) ∈ [1− α, 1),

un = 1 si Rnα(α) ∈ [0, 1− α).

Demostración. Sean φ0 y φ como en (4.6) y (4.7) respectivamente. Basta iden-
tificar la sucesión u con la sucesiones v definida en la Proposición 4.8. Como

φ0φ(0) = 10100 = 1φ3
F (0), φ0φ(1) = 100

podemos ver que φ0φ(0) está conformado por un 1 seguido de φ3
F (0) y φ0φ(1)

está conformado por las 3 últimas letras de φ0φ(1). Ahora, haciendo iducción
sobre n y suponiendo que φ0φ

n(0) está conformado por un 1 seguido de φ2n+1
F (0)

y φ0φ
n(1) está conformado por las 2n + 1 últimas letras de φ0φ

n(0). Usando
que φnF (0) = φn−1

F (0)φ2n−2
F (0) se tiene que

φ0φ
n+1(0) = φ0φ

n(φ(0)) = 1φ2n+1
F (φ(0))

= 1φ2n+1
F (001) = 1φ2n+1

F (0)φ2n+1
F (0)φ2n+1

F (1)

= 1φ2n+2
F (1)φ2n+2

F (1)φ2n+1
F (1)

= 1φ2n+2
F (1)φ2n+3

F (1) = 1φ2n+3
F (0)φ2n+3

F (1)

= 1φ2n+3
F (01) = 1φ2n+4

F (0).

Entonces v comienza con φ2n+1
F (0) y v = u. �

Teorema 4.2. Sea (XφF ,B, µ, σ) el sistema dinámico medible asociado a la
substitución de Fibonacci y sea (K,B, ν, Rα) la rotación en el ćırculo unitario
equipada con la medida de Haar, donde

α =
1 +
√

5

2
.

Entonces (XφF ,B, µ, σ) es isomorfo a (K,B, ν, Rα).

Demostración. Sea P la partición dada por

P1 = [0, 1− α), P0 = [1− α, 1)

y P (x) : (T,B, ν, Rα) → (XφF ,B, µ, σ) el P -nombre de x. Entonces, por la
Proposición 4.8

P (α) = u y P (Rnα(α)) = σn(u),

y si
Rnkα (α)→ x entonces P (Rnkα (α))→ P (x)

excepto si x es la órbita de α pues P1, P2 son intervalos semicerrados y

P (x) = ĺım
n→∞

σnk(u)
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es un punto en O(u) = XφF . Como α es irracional, se tiene que Rα es minimal y
por tanto el conjunto D = {nα : n ∈ N} es denso en [0, 1). Aśı pues, el conjunto

P ([0, 1) \D) ⊂ XφF donde D es numerable.

Ahora, dos puntos con el mismo P−nombre no pueden ser separados por un in-
tervalo arbitrariamente pequeño, por lo tanto son el mismo. Después de eliminar
el conjunto numerable D, todo punto en XφF puede escribirse como ĺımσnk(u),

considerando una subsucesión n′k de tal forma que R
n′k
α (α) converja y por tanto

P (R
n′k
α ) = (ĺımσnk(u)) = u.

Aśı pues, P (x) es una biyección bicontinua, excepto en un conjunto numerable
D. Dado x ∈ [0, 1) sabemos que x = ĺımRnkα (α) y

P ◦Rα(x) = P (Rα(ĺımRnkα (α))) = σnk+1(u),

σ ◦ P (ĺımRnkα (α)) = σ(σnk(u)) = σnk+1(u).

por lo tanto (Xφf ,B, µ, σ) es isomorfo a (K,B, ν, Rα).

�

Corolario 4.1. El sistema dinámico medible (XφF ,B, µ, σ) tiene espectro dis-
creto.

Demostración. Por el Teorema de Representación sabemos que (XφF ,B, µ, σ)
es ergódico y tiene espectro discreto por ser isomorfo a una rotación ergódica
sobre un grupo abeliano compacto equipado con la medida de Haar.

�

4.2.2. Substitución de Tribonacci

Consideramos ahora un alfabeto con 3 elementos U = {1, 2, 3} y U∗ el con-
junto de todas las palabras en U . Definimos de manera análoga la substitución
de Tribonnaci como φt : U −→ U∗ donde

φt(1) = 12 φt(2) = 13 φt(3) = 1.

La matriz de incidencia está dada por

Mφt =

1 1 1
1 0 0
0 1 0

 (4.11)

y sus eingenvalores

λ ' 1.84 α ' -0.42+0.61i α ' -0.42-0.61i.
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Donde el eigenvector asociado a λ está dado por ζ = ( 1
λ ,

1
λ2 ,

1
λ3 ) y por la pro-

posición 4.5 si consideramos V ∈ U∗

ĺım
n→∞

1

|V |
r(φnt (V )) =

 1
λ
1
λ2

1
λ3

 (4.12)

donde 1
λ + 1

λ2 + 1
λ3 = 1.

En este caso, para poder encontrar el isomorfismo a una rotación en un grupo
abeliano compacto vamos a considerar una rotación sobre el toro T2 y crearemos
una partición en T2 ∼= C/Z + iZ tal que el tiempo de retorno P (x) asociado a
Rα genere el alfabeto asociado al punto fijo u de σt.

Definición 4.12. Definimos el subconjunto R ⊂ T2 como

R =

{ ∞∑
i=3

εkiα
i | ∀i ≥ 3 , εki ∈ {0, 1} y εki + εki+1 + εki+2 = 0

}
. (4.13)

Llamamos al conjunto R como el fractal de Rauzy. Donde la partición de
R ⊂ T2 buscada está dada por

R1 = {x ∈ R | ε0 = 0} ,
R2 = {x ∈ R | ε0ε1 = 10} y

R3 = {x ∈ R | ε0ε1 = 11} .

En el Caṕıtulo 5.1 se demostrará por construcción que R es una patrición de
T2.

Definición 4.13. Sea Rα la rotación sobre R definida por Rα(z) = z +
α2 mod Z + Zα.

Proposición 4.9. El sistema dinámico medible (Xφt , µ, σ) es isomorfo a (T2, λ,Rα)
donde λ es la medida de Haar en T2.
Este resultado se probará posteriormente en el Teorema 5.3, donde el isomor-
fismo entre los sistemas (Xφt , µ, σ) y (T2, Rα, λ) está dado por p ◦ f con p la
proyección de R en T2 y

f : Xφt → R

x→

(
N∑
i=3

εkiα
i

)
.

Por lo tanto (Xφt , µ, σ) es isomorfo a (T2, Rα, λ).

Corolario 4.2. (XΦt , µ, σ) tiene espectro discreto.
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4.3. La conjetura de Pisot

Por lo visto anteriormente, podemos concluir que hacer isomorfismos de un
sistema dinámico asociado a una substitución a un grupo abeliano compacto se
complica conforme el abecedario va creciendo. Por ello, no resulta práctico utili-
zar el Teorema de Representación para identificar sistemas dinámicos ergódicos
asociados a una substitución con espectro discreto.
Analizando ambas substituciones podemos observar que las propiedades que tie-
nen en común las substituciones de Fibonnaci y Tribonnaci son las siguientes.

Observación 4.3. Si φ es una substitución primitiva, por el teorema de Perron-
Frobenius Mφ tiene un eigenvalor positivo λ > 0 tal que:

1. Mφv = λv, donde el vector propio correspondiente es v > 0.

2. El valor propio λ tiene multiplicidad geométrica uno.

3. λ > |ν| para cualquier otro valor propio ν de Mφ.

Decimos que λ es la ráız de Perron-Frobenius de Mφ.

Definición 4.14. Sea φ una substitución. Decimos que φ es irreducible si el
polinomio caracteŕıstico de Mφ es irreducible sobre Q

Ejemplo 4.5. El polinomio caracteŕıstico asociado a Mφ1 , la matriz de inci-
dencia de la substitución de Morse, es

λ2 − 2λ = λ(λ− 2).

Por lo tanto φ1 no es irreducible.

Definición 4.15. Sea φ una substitución. Decimos que φ es una substitución
de Pisot si la ráız α de Perron-Frobenius en Mφ es un número de Pisot, es decir,
α es un entero algebraico tal que α > 1 y todos sus conjugados algebraicos λ 6= α
satisfacen que |λ| < 1.

Definición 4.16. Decimos que una substitución es unimodular si el deter-
miante de su matriz de incidencia es ±1.

Ejemplo 4.6. La substitición de Morse definida en el ejemplo (4.1) es unimo-
dular ya que

det Mφ2 = 1.

Proposición 4.10. Sean φF , φt la substitución de Fibonacci y Tribonacci res-
pectivamente. Entonces las siguientes afirmaciones son ciertas

1. φF y φt son primitivas.

2. φF y φt son irreducibles.

3. φF y φt son de Pisot.
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Demostración. 1. Por una parte, la matriz de incidencia de φF está dada por

Mφt =

(
1 1
1 0

)
y M2

φF =

(
2 1
1 1

)
. (4.14)

Como M2
φF

> 0 esto implica que φF es primitiva.

Mientras que la matriz de incidencia asociada a φt está dada por

Mφt =

1 1 1
1 0 0
0 1 0

 y M3
φt =

4 3 2
2 2 1
1 1 1

 . (4.15)

Dado que M3
φt > 0, podemos afirmar que la substitución φt es primitiva.

2. El polinomio caracteŕıstico asociado a MφF está dado por

λ2 − λ− 1 = (λ− 1 +
√

5

2
)(λ− 1−

√
5

2
).

Donde ninguna de las raices está en Q. Por lo tanto φF es irreducible.
Análogamente, el polinomio caracteŕıstico de Mφt está dado por

p(x) = x3 − x2 − x− 1.

Con eingenvalores

λ = 1.84 α = -0.42+0.61i α = -0.42-0.61i.

Comos p(x) es un polinomio primitivo, haciendo uso del Lema de Gauss, si p(x)
es reducible sobre Q, entonces también es reducible sobre Z, lo cual no se satis-
face. Esto implica que φt es irreducible.

3. Por 2 podemos ver que las raices de la matriz MφF son

α =
1 +
√

5

2
y λ =

1−
√

5

2
.

Donde α > 1 y |λ| < 1. Por lo tanto φF es de Pisot.
Por otro lado, en la substitución de Tribonacci φt podemos ver por 2 que p(x)
es irreducible y se cumple que

λ > 1 y |αk| < 1 para k ∈ {1, 2},

entonces φt es una substitución de Pisot con número de Pisot λ. �

Obteniendo el resultado anterior, con el fin de clasificar los sistemas dinámi-
cos asociados a una substitución con espectro discreto, surge la conjetura de
Pisot.
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Conjetura 4.1 (Conjetura de Pisot). Sea φ una substitución irreducible de
Pisot. Entonces el sistema dinámico medible (Xφ,B, µ, σ) tiene espectro discreto.

Si bien la conjetura no ha sido demostrada, en el art́ıculo [12] se demostró que
para que un sistema dinámico unidimensional asociado a una substitución tenga
espectro discreto es necesario que la substitución sea de Pisot. Posteriormente,
en el art́ıculo [11] se enfocan en responder la pregunta: ¿Que propiedades se
deben agregar a una substitución de Pisot para que el sistema dimámico asociado
tenga espectro discreto?. En este art́ıculo se exponen teoremas como el siguiente:

Teorema 4.3. Sea φ una substitución primitiva de Pisot unimodular e irredu-
cible. Entonces el sistema dinámico (Xφ, σ) tiene espectro discreto si y solo si
el grado m de la partición asociada a φ es 1.



Caṕıtulo 5

Demostración del
isomorfismo entre (Xφt, µ, σ)

y (T2, λ, Rα)

La demostración que se desarrollará en este caṕıtulo tiene generalizaciones
en inglés. Sin embargo, la prueba de este caso en particular sólo se encuentra en
el art́ıculo francés ”Nombres algébriques et substitutions” escrito por G. Rauzy
[9].

Proposición 5.1. Sea M una matriz primitiva, λ > 0 el valor propio maximal
y Pλ el eigenvector asociado a λ. Entonces

ĺım
n→∞

1

λn
Mn = Pλ.

Demostración. Sabemos que Pλ es la proyección sobre el eigenespacio Ker(M −
λI), si consideramos al operador N que satisface que NPλ = PλN = 0. Entonces
podemos descomponer a M como

M = λPλ +N.

Esto implica que Mn = λnPλ +Nn (Teorema 1.1), si

τ : = máx{|αi|, αi es eigenvalor de N}.

Entonces τ < 1 < λ y podemos concluir que ĺımn→∞Mn = λnPλ. Es decir,
existe una c > 0 tal que

||Mn − λnPλ||∞ = ||Nn||∞ ≤ cτ. (5.1)

Por lo tanto, ĺımn→∞
Mn

λn = Pλ. �

57
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Definición 5.1. Decimos que P = (w1, w2, w3) es una partición de R2 mod Z2

si:

I ) wk con k ∈ {1, 2, 3} son conjuntos abiertos, conexos y acotados;

II ) los conjuntos wk + Z2 (es decir, el conjunto x + y con x ∈ wk y y ∈ Z2)
son mutuamente ajenos;

III ) (w1 + Z2) ∪ (w2 + Z2) ∪ (w3 + Z2) es denso en R2;

IV ) ∀g ∈ Z2 y g 6= 0 se tiene que wk ∩ (g + wk) = ∅ con k ∈ {1, 2, 3}.

5.1. Construcción del fractal de Rauzy

Definición 5.2. Sea V ∈ Lφt = { factores de φnt (u) : n ≥ 0, u punto fijo de φt}

ζ = (
1

λ
,

1

λ2
,

1

λ3
), ∆k(V ) = ζk|V | − |V |k y k ∈ {1, 2, 3}. (5.2)

Tenemos que
∑
k∈Lφt

∆k(V ) = 0, pues

∑
k∈Lφt

∆k(V ) =
1

λ
|V | − |V |1 +

1

λ2
|V | − |V |2 +

1

λ3
|V | − |V |3

= |V |( 1

λ
+

1

λ2
+

1

λ3
)− (|V |1 + |V |2 + |V |3)

= |V | − |V | = 0.

Por la obsrevación anterior, si sabemos los valores de ∆1(V ),∆2(V ) es inmediato
obtener el valor ∆3(V ). Por lo tanto nos limitaremos a estudiar los vectores
columna ∆(V ) de R2 con coordenadas ∆1(V ),∆2(V ).

Proposición 5.2. Sea ξ = 1
λ . Entonces

∀V ∈ Lφt , ∆(φt(V )) = B∆(V ), (5.3)

donde B es la matriz:

B =

(
−ξ −ξ

1− ξ2 −ξ2

)
. (5.4)

Demostración. Sabemos que ξ + ξ2 + ξ3 = 1 y |V | = |V |1 + |V |2 + |V |3, ahora

|φt(V )| =

1 1 1
1 0 0
0 1 0

|V |1|V |2
|V |3

 =

|V |1 + |V |2 + |V |3
|V |1
|V |2


esto implica que

|φt(V )|1 = |V |1 + |V |2 + |V |3 y |φt(V )|2 = |V |1.
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Por otra parte, podemos deducir de (5.1) que

|φt(V )| = |φt(V )|1 + |φt(V )|2 + |φt(V )|3 = 2|V |1 + 2|V |2 + |V |3.

Usando que ξ + ξ2 + ξ3 = 1, tenemos que

∆1(φt(V )) = ξ|φt(V )| − |φt(V )|1
= ξ(2|V |1 + 2|V |2 + |V |3)− |V |1 − |V |2 − |V |3
= (2ξ − 1)|V |1 + (2ξ − 1)|V |2 + (ξ − 1)|V |3
= (ξ − ξ2 − ξ3)|V |1 + (ξ − ξ2 − ξ3)|V |2 + (−ξ2 − ξ3)|V |3
= −ξ2(|V |1 + |V |2 + |V |3)− ξ3(|V |1 + |V |2 + |V |3) + ξ|V |1 + ξ|V |2.

Aśı pues,

∆1(φt(V )) =
(
−ξ −ξ

)( ξ|V | − |V |1
ξ2|V | − |V |2

)
=
(
−ξ −ξ

)(∆1(V )
∆2(V )

)
. (5.5)

Análogamente

∆2(φt(V )) = ξ2(|φt(V )|)− |φt(V )|2
= ξ2(2|V |1 + 2|V |2 + |V |3)− |V |1
= (2ξ2 − 1)|V |1 + 2ξ2|V |2 + ξ2|V |3.

Por otra parte(
1− ξ2 −ξ2

)(∆1(V )
∆2(V )

)
=
(
1− ξ2 −ξ2

)( ξ|V | − |V |1
ξ2|V | − |V |2

)
.

ξ|V | − ξ3|V | − |V |1 + ξ2|V |1 − ξ4|V |+ ξ2|V |2
=ξ(|V |1 + |V |2 + |V |3)− ξ3(|V |1 + |V |2 + |V |3)− |V |1 + ξ2|V |1 − ξ4(|V |1 + |V |2 + |V |3) + ξ2|V |2
=|V |1(ξ − ξ3 − 1 + ξ2 − ξ4) + |V |2(ξ − ξ3 − ξ4 + ξ2) + |V |3(ξ − ξ3 − ξ4)

=(2ξ2 − 1)|V |1 + 2ξ2|V |2 + ξ2|V |3.

Aśı pues,

∆2(φt(V )) =
(
1− ξ2 −ξ2

)(∆1(V )
∆2(V )

)
. (5.6)

De (5.5) y (5.6), obtenemos que

∆(φt(V )) =

(
−ξ −ξ

1− ξ2 −ξ2

)(
∆1(V )
∆2(V )

)
= B∆(V ).

�

Por la propiedad del siguiente lema a la substitución φt la nombraremos
substitución de Tribonacci.
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Lema 5.1. Sea φt la substitución de Tribonacci. Entonces

|φnt (x)| = |φn−3
t (x)|+ |φn−2

t (x)|+ |φn−1
t (x)|, (5.7)

es decir, la sucesión aumenta en relación a la suma de las tres longitudes ante-
riores.

Demostración. Dada V ∈ U∗ denotaremos por r(V ) = (|V |1, |V |2, |V |3). Enton-
ces es inmediato que

∀V ∈ U∗ r(φt(V )) =

1 1 1
1 0 0
0 1 0

 r(V ) y por tanto r(φnt (V )) = Mn
φtr(V ).

Dados v0, v1, v2, podemos demostrar por inducción quevn+2

vn+1

vn

 = An

v2

v1

v0

 .

Para n = 1 es directo que v3

v2

v1

 = Mφt

v2

v1

v0

 .

Suponiendo cierto para n, para n+ 1 tenemos que

Mn+1
φt

v2

v1

v0

 = MφtM
n
φt

v2

v1

v0

 = Mn
φt

v3

v2

v1

 =

vn+3

vn+2

vn+1

 .

De esto podemos deducir quevn+3

vn+2

vn+1

 = MφtM
n
φt

v3

v2

v1

 =

1 1 1
1 0 0
0 1 0

vn+2

vn+1

vn

 .

Esto implica que
vn+3 = vn+2 + vn+1 + vn, (5.8)

es decir
|φnt (x)| = |φn−3

t (x)|+ |φn−2
t (x)|+ |φn−1

t (x)|

�

Observación 5.1. Dado que φt es primitiva, por la Proposición 4.2 podemos
afirmar que existe un punto fijo. Más aun u = ĺımn−→∞ φnt (1), es decir,

u = 12131211213121 . . . .
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Denotaremos por U0 la palabra vaćıa y por UN la palabra en U∗ formada de los
primeros N términos de u, entonces

UN = u0 . . . uN−1.

Sea g(n) := |φnt (1)|. Entonces por la relación (5.7), sabemos que

g(n+ 3) = g(n+ 2) + g(n+ 1) + g(n).

Por ejemplo:
g(0) = 1, g(1) = 2, g(2) = 4, g(3) = 7.

Proposición 5.3. Sea δ(N) = ∆(Un). Entonces

∀n ∈ N, δ(g(n)) = Bnδ(1). (5.9)

Demostración.

δ(N) = ∆(UN )

(
ξ|UN | − |UN |1
ξ2|UN | − |UN |2

)
=

(
Nξ − |UN |1
Nξ2 − |UN |2

)
= N

(
ξ
ξ2

)
−
(
|UN |1
|UN |2

)
.

Como U1 = 12, entonces

δ(1) =

(
ξ − 1
ξ2 − 1

)
.

Por otra parte, dado que la sucesión u comienza con φnt (1) ∀ n ∈ N. Esto implica
que Ug(n) = φnt (1), de (5.3)

δ(g(n)) = ∆(φnt (1)) = Bn∆(U1) = Bnδ(1).

�

Más aun, el polinomio caracteŕıstico de B es el polinomio:

(x− α)(x− α).

Diagonalizando la matriz B, podemos afirmar que existen a, b ∈ C tal que para
toda n ∈ N,

δ(g(n)) =

(
aαn + aαn

bαn + bαn

)
.

Es decir, existe una función Ψ lineal biyectiva y continua de R2 a C tal que

Ψ(Bnz) = αn+3. (5.10)

Lema 5.2. Sea n,N ∈ N tal que:

g(n) ≤ N < g(n+ 1).

Entonces
UN = φnt (1)UN−g(n).
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Demostración. Haremos esta prueba por inducción sobre n.
Para n = 0 se tiene que

g(0) = 1 y g(1) = 2 entonces g(0) ≤ N < g(1).

Esto implica que 1 ≤ N < 2 y para N = 1

U1 = 12 = φt(1) = φt(1)U0.

Para n = 1 tenemos que

g(1) = 2, g(2) = 4 y 2 ≤ N < 4

Esto implica que N ∈ {2, 3}. Si N = 2 tenemos que

U2 = 12 = φt(1) = φt(1)U0.

Mientras que si N = 3 tenemos que

U3 = 121 = φt(1)1 = φt(1)U1.

Supongamos válido para n, veamos que se cumple para n + 1. Sea N ∈ N tal
que g(n+ 1) ≤ N < g(n+ 2), entonces

UN = φn+1
t (1)UN−g(n+1).

Dado que u comienza con φnt (1) y que g(n) < N esto implica que

|φnt (1)| ≤ UN .

Además, por hipótesis de inducción

UN = φt(1)nV,

donde V es una palabra de longitud N − g(n). Por otro lado, u comienza con
φn+1
t y

|φn+1
t | = g(n+ 1).

Esto implica que N < |φn+1
t | y, como φnt (1) comienza con UN , entonces φn+1

t (1)
comienza con UN . Pero

φn+1
t (1) = φnt (Φ(1)) = φnt (12) = φnt (1)φnt (2).

Entonces φnt (2) comienza con V y

φnt (2) = φn−1
t (13) = φn−2

t (121) = φn−2
t (1)φn−2

t (2)φn−2
t (1) y

φnt (1) = φn−1
t (12) = φn−2

t (1213) = φn−2
t (1)φn−2

t (2)φn−2
t (1)φn−2

t (3).

Por lo tanto φnt (1) comienza con φnt (2). En conclusión φnt (1) comienza con V y

UN =φnt (1)φt(1)UN−g(n+1)

�
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Observación 5.2. Comparando la longitud de φnt (2) con φnt (1) podemos de-
ducir que ∀n ∈ N g(n+ 1) ≤ 2g(n).

Lema 5.3. Sea N un entero positivo. Entonces existe una s ∈ N y una s + 1
tupla (n0, . . . , ns) de enteros tal que:

I ) 0 ≤ n0 < n1 . . . < ns.

II ) Para ninguna k ∈ {0, . . . , s− 2} se cumple que nk+2 = nk + 2.

III ) UN = φnst (1) . . . φn0
t (1).

Demostración. Supongamos que g(n) ≤ N < g(n + 1) y demostremos por in-
ducción sobre n. Para n = 0 tenemos que g(0) ≤ N < g(1), entonces N = 1.
Consideramos s = 0 y n0 = 0, entonces:

I )0 ≤ n0.

II ) Para k = 0, n2 6= n0 + 2.

III )U1 = 1 = φ0
t (1).

Supongamos que el resultado es válido para n y demostremos que si g(n+ 1) ≤
N < g(n + 2) existe una s ∈ N y una s + 1 tupla (n0, . . . , ns) de enteros que
satisfacen I), II) y III).
Por el Lema 5.2, UN = φnt (1)UN−g(n) donde

g(n) ≤ N < g(n+ 1).

Lo que implica que 0 ≤ N−g(n) < g(n+1)−g(n) y por tanto N−g(n) < g(n).
Usando la hipótesis de inducción para N − g(n) se tiene que

UN−g(n) = φnst (1) . . . φn0
t (1),

con (n0 . . . ns) satisfaciendo las condiciones I) y II). Por lo tanto

UN = φnt (1)φnst (1) . . . φn0
t (1).

Veamos que (n0, . . . , ns, n) satisfacen las condiciones I) y II). Como

|UN−g(n)| = N − g(s)

Esto implica que |φnst (1)| = g(ns) ≤ N − g(s) y dado que N − g(n) < g(n)
entonces ns < n, que establece la propiedad I).
Para verificar II), es suficiente demostrar que no es posible que

n = ns−1 + 2 si ns−1 = n− 2, ns = n− 1.

Si esto no se cumple tendŕıamos que

φnt (1)φnst (1)φ
ns−1

t (1) =φn−2
t (φ2

t (1))φn−2
t (φt(1))φn−2

t (1)

=φn−2
t (1213121) = φn−2

t (φ3
t (1))

=φn+1
t (1).

Entonces UN comienza con φn+1
t (1) y por tanto N ≥ g(n+1), lo cual contradice

la hipótesis. �



64CAPÍTULO 5. DEMOSTRACIÓN DEL ISOMORFISMO ENTRE (XφT , µ, σ) Y (T2, λ,Rα)

Observación 5.3. Por el Lema 4.4 inciso III) sabemos que UN = φnst (1) . . . φn0
t (1).

Esto implica que

u = φnst (1) . . . φn0
t (1)σn(u).

Lema 5.4. Sea N un entero positivo. Entonces existe una única s ∈ N y una
única s + 1-tupla (n0, . . . , ns) que satisfacen las condiciones I) y II) del Lema
5.3. Se deduce que si (n0, . . . , ns) es una s+1-tupla que satisace estas condicio-
nes. Además, si N es el entero definido por:

N =
s∑
j=0

g(nj),

se tiene que UN = φnst (1) . . . φn0
t (1).

Demostración. Primero demostraremos por inducción sobre s que si (n0, . . . , ns)
es una s+ 1-tupla que satisface I) y II), entonces

s∑
j=0

g(nj) < g(ns + 1).

Para s = 0 se tiene que g(n0) < g(n0 + 1), pues g es una función estrictamente
creciente.
Sea (n0, . . . , nn+1) una s + 2-tupla que satisface I) y II) y supongamos válido
para la s+ 1-tupla. Entonces (n0, . . . , ns) satisfacen ambas condiciones. Si

ns+1 > 1 + ns

entonces, por hipótesis de inducción

s+1∑
j=0

g(nj) < g(ns + 1) + g(ns+1) ≤ g(ns+1 − 1) + g(ns+1).

Dado que g satisface (5.7)

g(ns+1 + 1) = g(ns+1) + g(ns+1 − 1) + g(ns+1 − 2),

entonces
s+1∑
j=0

g(nj) < g(ns+1 + 1).

Ahora, supongamos que ns+1 = 1 + ns.
Demostremos que si ns+1 = 1 +ns y (n0, . . . , ns−1) es una s-tupla que satisface
I) y II), entonces

s−1∑
j=0

g(nj) < g(ns−1 + 1).
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Para s = 0 se tiene que n1 = 1 = n0. Usando (5.7) obtenemos

g(n0 + 1) = g(n0) + g(n0 − 1) + g(n0 − 2).

Lo que implica que
g(n0) < g(n0 + 1) = g(n1).

Supongamos válido para s que si (n0, . . . , ns−1) es una s-tupla que satisface I)
y II), entonces

s−1∑
j=0

g(nj) < g(ns−1 + 1).

Pero, en este caso, se tiene que:

ns−1 + 1 = ns.

Entonces la n + 2-tupla (n0, . . . , ns+1) no satisface la condición II) pero la
desigualdad se preserva pues

s+1∑
j=0

g(nj) < g(ns−1)+g(ns)+g(ns+1) ≤ g(ns+1)+g(ns)+g(ns+1) = g(ns+1+1).

Aśı pues, si (n0, . . . , ns) es una s-tupla que satisface las condiciones I) y II) y
si N es tal que:

N =

s∑
j=0

g(nj),

del anáisis anterior, podemos deducir que ns es necesariamente el entero positivo
n tal que

g(n) ≤ N < g(n+ 1).

Esto implica que existe una única s ∈ N y una única s + 1-tupla (n0, . . . , ns)
que satisfacen I) y II). �

Definición 5.3. Sea N el conjunto de sucesiones con términos en {0, 1} donde
no se adimite la palabra 111 y donde todos los términos son nulos después de
cierto rango. Sean N1,N2,N3 definidos como:

N1 ={ε ∈ N| ε0 = 0}, (5.11)

N2 ={ε ∈ N| ε0 = 1, ε1 = 0}, (5.12)

N3 ={ε ∈ N| ε0 = 1, ε1 = 1}. (5.13)

El conjuto (N1,N2,N3) es una partición de N .
Dada la definición anetrior, podemos concluir que para toda N ∈ N, existe un
único conjunto ε(N) ∈ N tal que N tiene un desarrollo de la forma:

N =
∞∑
n=0

εn(N)g(n), (5.14)
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con εn(N) es una sucesión de 0 y 1 tal que a partir de cierto rango k, εm(N) = 0
para toda m > k. Aśı pues, podemos deducir que la suma es finita y está bien
definida pues si la palabra 111 se admitiera N ≥ g(n+ 1), lo cual contradice el
Lema 5.4.
En general, no es facil expresar a N como en (5.16). Pero hay un caso donde las
sumas se expresan fácilmente.

Lema 5.5. Sean M,N ∈ N tal que εn(M) + εn(N) pertenece a N , entonces:

∀n ∈ N εn(M +N) = εn(M) + εn(N).

Demostración. Por una parte, tenemos que

N +M =
∞∑
n=0

εn(N +M)g(n).

Pero, por definición

∞∑
n=0

εn(N)g(n) +
∞∑
n=0

εn(M)g(n) = N +M.

Como la expresión εn(N +M) es única y εn(M) + εn(N) ∈ N esto implica que

εn(M +N) = εn(M) + εn(N).

�

Teorema 5.1. Sea z = δ(1) y N ∈ N con desarrollo

N =
∞∑
n=0

εn(N)g(n).

Entonces

δ(N) =
∞∑
n=0

εn(N)Bnz.

Demostración. Por (5.16) sabemos que δ(g(n)) = Bnδ(1). Entonces

δ(N) =δ(
∞∑
n=0

εn(N)g(n)) =
∞∑
n=0

εn(N)δ(g(n))

=
∞∑
n=0

εn(N)Bnδ(1) =
∞∑
n=0

εn(N)Bnz.

�

Lema 5.6. Sea v(N) el único elemento de U tal que el desarrollo de N pertenece
a Nv(N). Entonces

(v(N))N∈N = u.
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Demostración. Tenemos que v(0) = 1, pues

0 =
∞∑
n=0

εn(N)g(n),

donde εn(0) es la sucesión 0. Por tanto εn(0) ∈ N1.
Sea N > 0 y n ∈ N tal que:

g(n) ≤ N < g(n+ 1).

Por el Lema 5.2, tenemos que

UN = φnt (1)UN−g(n),

donde la última letra de UN es un−1, la cual coincide con la última letra de
UN−g(n) la cual llamaremos uN−g(n)−1.
Supongamos que n ≥ 2; vimos que φnt (2) es el comienzo de u, donde la propiedad
anterior también es válida para N = g(n+ 1), entonces

Ug(n+1) = φn+1
t (1)U0 = φn+1

t (1) = φnt (1)φnt (2).

Reemplazando N − 1 por N :

∀n ≥ 2, ∀N tal que g(n) ≤ N < g(n+ 1).

uN = un−g(n).

Entonces los desarrollos de N y N − g(N) coinciden hasta en el rango n − 1.
Tambien tenemos que

∀n ≥ 2, ∀N tal que g(n) ≤ N < g(n+ 1)

v(N) = v(N − g(n)).

Más aun, por el Lema 5.2, los desarrollos de N y de N − g(n) coinciden hasta
la posición n− 1. Entonces

∀n ≥ 2, ∀N tal que g(n) ≤ N < g(n+ 1).

v(N) = v(N − g(n)).

Ahora, falta demostrar que (v(N))N∈N y u coinciden hasta la posición g(2) −
1 + 3. Para N = 1 se tiene que cumplir que

0 =
∞∑
n=0

ε(N)ng(n)

y como g(n) > 0 para toda n > 0 necesitamos que εn(0) = 0 para toda n. Esto
implica que ε(0) ∈ N1. Aśı pues

v(0) = 1.
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Por otra parte, para N = 1 se debe cumplir que

1 =
∞∑
n=0

ε(N)ng(n),

pero g(0) = 1 y g(n) > 0 para toda n, es decir, necesitamos que ε0(1) = 1 y
para toda n > 0 εn(1) = 0. Entonces εn(1) ∈ N2 y

v(1) = 2.

Finalmente, para N = 2 se tiene que satisfacer que

2 =
∞∑
n=0

ε(N)ng(n),

pero g(1) = 2 y g(n) > 0 para toda n ∈ N por lo tanto, necesitamos que
εn(2) = 1 para n = 1 y εn(n) = 0 para toda n 6= 1. Entonces ε ∈ N1 y

v(2) = 1.

Esto implica que (v(N))2
N=0 = 121 = U3, es decir, (v(N))N∈N y u coinciden

hasta la posición g(2)− 1 = 3. �

Definición 5.4. Denotamos por E al conjunto de puntos en R2 de la forma
δ(N) con N ∈ N y a Ω = E.
Como N =

∑∞
n=0 εn(N)g(n) y por la ecuación (4.32) podemos deducir que

δ(N) = δ(

∞∑
n=0

εn(N)g(n)) =

∞∑
n=0

εn(N)δ(g(n))

=
∞∑
n=3

εn(N)αn.

Es decir, E es la imágen de la función lineal S : C → R2, donde los elementos
del dominio son de la forma

∑∞
n=0 εn(N)αn con (εn) en el conjunto acotado N .

Definición 5.5. Considerando las matŕıces

B =

(
−ξ −ξ

1− ξ2 −ξ2

)
y M =

(
α+ ξ ξ
−(α+ ξ) −ξ

)
(5.15)

Dado x = (x1, x2) ∈ R2. Definimos la norma en R2 adaptada a la matriz B
como

||Bx|| = |α|||x|| =
√
ξ||x|| (5.16)

donde ||x|| es la norma asociada a un vector Mx, definida de la siguiente manera:

||x|| = |(α+ ξ)x1 + ξx2|.
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La cual está bien definida, ya que

MB =

(
α+ ξ ξ
−(α+ ξ) −ξ

)(
−ξ −ξ

1− ξ2 −ξ2

)

=

(
α 0
0 α

)(
α+ ξ ξ
−(α+ ξ) −ξ

)
.

Entonces

MB =

(
α 0
0 α

)
M.

Esto implica que

||Bx|| = |MBx| = |α||Mx| = |α|||x||.

Por lo tanto (5.16) está bien definida.

Observación 5.4. Considerando una serie de la forma
∑∞
n=0 cnB

nz, con (cn)
acotada. Usando (5.16) y que |α| < 1 obtenemos que

||
∞∑
n=0

cnB
nz|| ≤ |cn|

∞∑
n=0

||Bnz|| ≤M
∞∑
n=0

|α|n|z|

≤M
S∑
n=0

|α|n|z|+ ε.

Entonces (
∑k
n=0 cnB

nz)k∈N es una sucesión acotada y creciente, por lo tanto

∞∑
n=0

cnB
nz

es convergente. En particular, el conjunto {0, 1}N es compacto si lo equipamos
con la topoloǵıa producto asociada a la topoloǵıa discreta de {0, 1}. Lo que
implica que todos los elementos en E son de la forma:

∞∑
n=0

εnB
nz,

donde la sucesión (εn)n∈N ∈ N .

Lema 5.7. Sea E la cerradura del conjunto E. Entonces

E ⊂ {x ∈ R2|máx(|x1|, |x2|) < 1}.
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Demostración. Sea x ∈ E, entonces

x =
∞∑
n=0

εnB
nz.

Dado que x ∈ E no existe una n tal que

εn = εn+1 = εn+2 = 1.

Definimos a yn con los siguientes casos:

1. Si εn = 0, εn+1 = 0, εn+2 = 0 esto implica que

xn = xn+1 = xn+2 = 0 y yn = 0.

2. Si εn = 1, εn+1 = 0, εn+2 = 0, entonces

xn = Bnz, xn+1 = xn+2 = 0 y yn = z.

3. Si εn = 0, εn+1 = 1, εn+2 = 0, entonces

xn = xn+2 = 0, xn+1 = Bn+1z y yn = Bz.

4. Si εn = 0, εn+1 = 0, εn+2 = 1, entonces

xn = xn+1 = 0, xn+2 = Bn+2z y yn = B2z.

5. Si εn = 1, εn+1 = 1, εn+2 = 0, entonces

xn = Bnz, xn+1 = Bn+1z, xn+2 = 0 y yn = z +Bz.

6. Si εn = 0, εn+1 = 1, εn+2 = 1, entonces

xn = 0, xn+1 = Bn+1z, xn+2 = Bn+2z y yn = Bz +B2z.

7. Si εn = 1, εn+1 = 0, εn+2 = 1, entonces

xn = Bnz, xn+1 = 0, xn+2 = Bn+2z y yn = z +B2z.

Por lo tanto, podemos escribir a x de la forma

∞∑
n=0

εnB
nz =

∞∑
n=0

B3nyn,

donde yn ∈ F = {0, z, Bz,B2z, z +Bz, z +B2z,Bz +B2z}. Entonces

||x|| = ||
∞∑
n=0

B3nyn|| ≤
∞∑
n=0

||B3nyn ≤
∞∑
n=0

||B3n|| ||yn||

≤
∞∑
n=0

|α|3n||yn|| ≤
∞∑
n=0

|α|3nsupy∈F ||yn||,
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supy∈F ||yn|| = ||z|| = ζ. Por lo tanto

||x|| ≤ ζ2

1− |α|3
<

1

2
.

Aśı pues, E ⊂ {x ∈ R2|máx(|x1|, |x2|) < 1}. Lo cual demuestra el primer punto
que cumple una partición en T2.

�

Veamos ahora que si x ∈ Z, con x 6= ∅ entonces, x 6∈ E.

Lema 5.8. Sea η = (ζ, ζ2). Si existe un número estrictamente positivo c tal que
∀ N ∈ N,∀ g ∈ Z2 se cumple que

||Nη − g|| < c, entonce σ(N) = Nη − g. (5.17)

Demostración. Por el Lema 5.7 si existe una c > 0 tal que si

∀g ∈ Z2 se tiene que infx∈E ||g − x|| < c

entonces g = 0.
�

Corolario 5.1. Sea Ω = int(E). Entonces 0 = (0, 0) ∈ ω.

Demostración. Como ζ, ζ2, ζ3 son Q−linealmente independientes, el conjunto
(Nη)N∈N es denso en R2/Z2, en particular es denso en el conjunto de las x tal
que ||x|| < c para c suficientemente pequeña.

Sea c tal que ||Nη − 0|| < c. Entonces, por el Lema 5.8,

σ(N) = Nη.

Es decir, σ(N)n∈B ⊂ E es denso. Por lo tanto, 0 ∈ Ω.
Considerando a c como en el Lema 5.8 podemos deducir que (δ(N))N∈N es denso
en Ω ⊂ E. �

Observación 5.5. Por otra parte, todo punto de E se representa de la forma

∞∑
n=0

εnB
nz con (εn) ∈ N .

Rećıprocamente, todo punto de esta forma es un punto de E ya que es el ĺımite
de los puntos de la forma

N∑
n=0

εnB
nz ∈ E.

Ahora, si N no contiene a la palabra 111, entonces σ(N ) no la va a contener,
es decir σ(N ) ⊂ N . Por lo tanto

σ(N ) ⊂ σ(N ) ⊂ N .
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Lo que implica que el conjunto N es invariante bajo la función shift σ. En
particular, para toda N ∈ N en conjunto NnE está en E ya que

Bn
∞∑
k=0

εkB
kz =

∞∑
k=0

εkB
k+nz =

∞∑
j=0

εj−nB
jz =

∞∑
j=0

σ−n(εj)B
jz con σ−n(εj) ∈ N .

Aśı pues,
∞∑
j=0

σ−n(εj)B
jz ∈ E,

es decir,
BE ⊂ E. (5.18)

Observación 5.6. Sea n ∈ N y m ∈ Z. Si εn(N) = 0 para toda n > m, entonces

δ(N) +Bm+2E ∈⊂ E. (5.19)

Dadas las siguientes observaciones, podemos dar la partición de R2/Z2 buscada.

Definición 5.6. Sea k ∈ {1, 2, 3}. Definimos a los conjuntos Ek como el con-
junto de las δ(N) con N ∈ Nk y por Ωk = int Ek.

Lema 5.9. Sean E1, E2, E3 definidas como en la Definición 5.6. Entonces

E = E1 ∪ E2 ∪ E3.

Demostración. Veamos primero que E1 ∪ E2 ∪ E3 ⊂ E.

1. Sea N ∈ N1 . Entonces

δ(N) = 0 +

∞∑
n=1

εn(N)Bnz = B

∞∑
k=0

σ(εk(N))Bkz.

Por lo tanto,
E1 = BE ⊂ E. (5.20)

2. Sea N ∈ N2. Entonces

δ(N) = z +
∞∑
n=2

εn(N)Bnz = z +B2
∞∑
k=0

σ2(εk(N))Bkz.

Por lo tanto,
E2 = z +B2E ⊂ E. (5.21)

3. Sea N ∈ N3. Entonces

δ(N) = z +Bz + 0 +
∞∑
n=3

εn(N)Bnz = z +Bz +B3
∞∑
k=0

σ3(εk(N))Bkz.
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Por lo tanto,
E3 = z +Bz +B3E ⊂ E. (5.22)

Aśı pues, E1 ∪ E2 ∪ E3 ⊂ E.

Ahora, si x ∈ E, entonces

x =
k∑

n=0

εn(N)Bnz con εn(N) ∈ N ,

donde N = N1 ∪N2 ∪N3. Entonces εn(N) ∈ N1 o εn(N) ∈ N2 o εn(N) ∈
N3 esto implica que

x ∈ E1 o x ∈ E2 o x ∈ E3.

Por lo tanto E ⊂ E1 ∪ E2 ∪ E3, es decir, E = E1 ∪ E2 ∪ E3.

�

Lema 5.10. Los conjuntos Ω1,Ω2,Ω3 son mutuamente ajenos.

Demostración. Como E es compacto, E es medible respecto a la medida de
Lebesgue µ(E), la cual es finita y no nula ya que 0 ∈ int(E). Entonces

µ(E) = µ(E1 ∪ E2 ∪ E3) ≤ µ(E1) + µ(E2) + µ(E3).

Donde solo se da la igualdad si para toda i, j ∈ {1, 2, 3} se cumple que

µ(Ei ∩ Ej) = 0.

Ahora, como la matriz B está determinada por ξ, tenemos que

det(B) = ξ3 + ξ(1− ξ2) = ξ3 + ξ + ξ3 = ξ.

Entonces
µ(E1) = µ(BE) = ξµ(E) (5.23)

µ(E2) = µ(z +B2E) = µ(z) + µ(B2E) = ξ2µ(E) (5.24)

µ(E3) = µ(z +Bz +B3E) = µ(z) + µ(Bz) + µ(B3E) = ξ3µ(E). (5.25)

Como ξ + ξ2 + ξ3 = 1 y por las ecuaciones (5.23), (5.24), (5.25) se tiene que

µ(E1) + µ(E2) + µ(E3) = ξµ(E) = ξ2(E) + ξ3(E) = µ(E).

Entonces, ∀i, j ∈ {1, 2, 3} con i 6= j

ξ(Ωi ∩ Ωj) = 0.

Por lo tanto, Ω1,Ω2,Ω3 son ajenos ya que Ωi es abierto para toda i ∈ {1, 2, 3}.
�
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Lema 5.11. Existe un número estrictamente positivo c tal que si ∀N ∈ N,∀g ∈
Z2 y ∀m ∈ N se tiene que ||Nξ − g|| < cξ

m
2 , entonces

εn(N) = 0 ∀ n < m.

Demostración. Usando el Lema 5.8, consideramos a c lo suficientemente pe-
queña tal que ||x|| < c y por lo tanto x ∈ Ω. Como x ∈ Ω, entonces

x =
∞∑
n=0

Bnz.

Esto implica que

||x|| = ||
∞∑
n=0

Bnz|| < cξ
m
2 .

Esto es, x ∈ BnΩ. Por otro lado,

||Nξ − g|| < c donde δ(N) = Nξ − g.

Entonces δ ∈ BmΩ, es decir, εn(N) = 0 ∀n < m. �

Definición 5.7. Para todo conjunto ki ∈ {1, 2, 3} con i ∈ {1, . . . ,m}. Definimos
el conjunto Ω(k1, . . . , km) por inducción sobre m de la siguiente manera

Para m = 1 Ω(v) = Ωv con v ∈ {1, 2, 3} y

Ω(k1, . . . , km, 1) = BΩ(k1, . . . , km),

Ω(k1, . . . , km, 2) = z +B2Ω(k1, . . . , km),

Ω(k1, . . . , km, 3) = z +Bz +B3Ω(k1, . . . , km, 3).

Lema 5.12. Sea i ∈ {1, 2, 3}. Entonces los conjuntos Ω(k1, . . . , km−1, i) son
mutuamente ajenos.

Demostración. Haremos esta prueba por inducción sobre m.

Para m = 1, por definición Ω(1) = Ω1,Ω(2) = Ω2 y Ω(3) = Ω3, los cuales
son ajenos por el lema (4,11).

Aśı pues, por inducción sobre m tenemos que los conjuntos Ω(k1, . . . , km−1, i)
son ajenos para toda i ∈ {1, 2, 3}. Entonces se cumple que

µ(

3∑
i=1

Ω(k1, . . . , km−1, i)) =
3∑
i=1

µ(Ω(k1, . . . , km−1, i)).

�

Lema 5.13. Sea N ∈ Z tal que existe n < m con εn(N) = 1. Entonces δ(N) ∈
Ω(k1, . . . , km) donde no todos los kj son 1.
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Demostración. Haremos esta pruba por inducción sobre m.

Si m = 1, entonces n = 0 y si ε0(N) = 1 se tiene que

δ(N) = z +
∞∑
n=1

εn(N)Bnz.

Por otra parte, como {Ω1,Ω2,Ω3} es una partición de E tenemos que δ(N) ∈ Ωi
para alguna i ∈ {1, 2, 3}. Pero δ(N) 6∈ Ω1 pues Ω1 = BE y δ(N) comienza con
z. Por lo tanto, δ(N) ∈ Ω2 ó δ(N) ∈ Ω3 con k1 6= 1.
Supongamos que el resultado es válido para m y demostremos que para N ∈ Z
si existe una n < m + 1 con εn(N) = 1 entonces δ(N) ∈ Ω(k1, . . . , km+1) con
kj 6= 1 para alguna j ∈ {1, . . . ,m+ 1}.

Si n = m, entonces εm(N) = 1, donde

δ(N) =
m−1∑
i=0

εi(N)Biz +Bmz +
∞∑
m+1

εi(N)Biz.

Si suponemos que εn(N) = 0 para toda n ≤ m−1 entoces δ(N) ∈ Ω(1, . . . , 1, 1),
es decir,

δ(N) ∈ BΩ (1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
n

,

lo cual contradice la hipótesis de inducción. Por lo tanto, existe kj 6= 1.
Por otra parte, si n < m y suponemos que ki = 1 para toda i > n, entonces

δ(N) ∈ Bm−nΩ(k1, . . . , kn),

donde, por hipótesis de inducción, existe una kj 6= 1 tal que δ(N) ∈ Bm−nΩ(k1, . . . , kn).
Por lo tanto

δ(N) ∈ Ω(k1, . . . , km+1) con kj 6= 1.

�

Corolario 5.2. Sea δ(N) ∈ BmΩ. Entonces, para toda n < m εn(N) = 0.

Demostración. Es claro que

BmΩ = Ω (1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
n

.

�

Lema 5.14. Sea x, y ∈ Ω tal que x− y ∈ Z2. Entonces x = y.

Demostración. Supongamos que x − y = g con g ∈ Z2. Como Ω es abierto,
podemos elejir una M ∈ N tal que δ(N) sea lo suficientemente cercano a x de
tal forma que δ(M) + g ∈ Ω.

Como y − x = g entonces y = x+ g.
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Sea m tal que para toda n > m, εn(M) = 0 y sea N ∈ Z tal que

||δ(N)− (δ(M) + g)|| < cξ
m+2

2 .

Entonces existe una h ∈ Z2 tal que

(N −M)ξ − h = δ(N)− (δ(M) + g).

Por el Lema 5.11 tenemos que para toda n < m+ 2

εn(N −M) = 0,

y por el Lema 5.5 podemos deducir que para toda n ∈ N

ε(N) = ε(M) + ε(N −M).

Esto implica que

δ(N) = δ(M) + δ(N −M), entonces δ(N −M) = (N −M)ξ − h.

Por lo tanto
||g|| = ||δ(N −M)|| < cξ

m+2
2 .

Como m es lo suficientemente grande g = 0, es decir x = y.
De las demostraciones anteriores, podemos deducir que los elementos del con-
junto

Ω = {Ω(1),Ω(2),Ω(3)}

son ajenos dos a dos y que los conjuntos Ωk +Z2, k ∈ {1, 2, 3} son mutuamente
ajenos. Lo cual cubre los incisos (II) y (III) para que {E1, E2, E3} sea una
partición de R2/Z2. �

Observación 5.7. Las demostraciónes siguientes son válidas si x ∈ E. Ya que,
toda clase de R2/Z2 tiene un representante en E por la densidad de (Nξ) en
Z2 y ya que cualquier punto de la frontera de E está asociado con un punto
y 6= 0 ∈ Z2.
Veamos ahora que la partición dada es simplemente conexa.

Proposición 5.4. Sea {E1, E2, E3} la partición definida anteriormente. En-
tonces el punto w con

w =
∞∑
n=0

Bnz ∈ E1 ∩ E2 ∩ E3.

Demostración. Dado que B tiene como polinomio caracteŕıstico a (x+α)(x−α)
el cual divide al polinomio x3 − x2 − x− 1 y Bn +Bn+1 +Bn+2 = Bn+3 para
toda n ∈ N por la proposición (4.12). Entonces

w =
∞∑
n=1

B3nz = B3
∞∑
n=1

Bnz por lo tanto w ∈ E1.
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Por otra parte

w =
∞∑
n=1

B3nz = z +B2z +
∞∑
n=3

B3nz

= z +B2z +
∞∑
k=1

B3k+2z = z +B2z +B3
∞∑
k=1

Bk+2z,

por lo tanto w ∈ E3.

Por último,

w =
∞∑
n=1

B3nz = z +
∞∑
n=2

B3nz

= z +

∞∑
n=1

B3k+1z = z +B3
∞∑
n=1

Bk+1z,

por lo tanto w ∈ E2.

Entonces w ∈ E1 ∩ E2 ∩ E3.
�

Lema 5.15. E es conexo.

Demostración. Como E es compacto, basta ver que el conjunto está bien co-
nectado. Para todo (k1, . . . , km), ki ∈ {1, 2, 3} denotamos por E(k1, . . . , km) la
cerradura del conjunto Ω(k1, . . . , km). Entonces

E(k1, . . . , km, 1) = BE(k1, . . . , km),

E(k1, . . . , km, 2) = z +B2E(k1, . . . , km) y

E(k1, . . . , km, 3) = z +B2z +B3E(k1, . . . , km).

Donde el diámetro de E(k1, . . . , km) es ξk1+...+km/2 y

ĺım
n→∞

ξk1+...+km/2 = 0.

Si suponemos que w(1) = w(2) = w(3) y definimos por

w(k1, . . . , km, 1) = Bw(k1, . . . , km),

w(k1, . . . , km, 2) = z +B2w(k1, . . . , km) y

w(k1, . . . , km, 3) = z +Bz +B3w(k1, . . . , km).

Veamos por inducción sobre m que w(k1, . . . , km) ∈ E(k1, . . . , km).

Para m = 1, por la Proposición 5.2, w ∈ E1 ∪ E2 ∪ E3.

Supongamos válido para m que w(k1, . . . , km) ∈ E. Si km+1 = 1 entonces

w(k1, . . . , km, 1) = Bw(k1, . . . , km),
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donde w(k1, . . . , km) ∈ E, por hipótesis de inducción. Entonces

w(k1, ..km) =
∞∑
n=1

εn(N)Bnz.

Por lo tanto,

w(k1, . . . , km, 1) = B
∞∑
n=1

εn(N)Bnz ∈ E1.

Si km+1 = 2, entonces

w(k1, . . . , km, 2) = z +Bz +B2w(k1, . . . , km)

= z +B2
∞∑
n=0

εn(N)Bnz = z +

∞∑
k=0

σ2(εn(N))Bkz.

Entonces w(k1, . . . , km, 2) ∈ E2.
Si km+1 = 3, entonces

w(k1, . . . , km, 3) = z +Bz +B3w(k1, . . . , km)

= z +Bz +B3
∞∑
n=0

εn(N)Bnz.

Por lo tanto w(k1, . . . , kn, 3) ∈ E3.
Ahora, por inducción sobre m podemos ver que

w(1, k2, . . . , km) = w(2, k2, . . . , km) = w(3, k2, . . . , km).

Para m = 1, por definición tenemos que

w(1) = w(2) = w(3).

Supongamos que

w(1, k2, . . . , km) = w(2, k2, . . . , km) = w(3, k2, . . . , km).

Entonces, si km+1 = 1

w(1, . . . , km, 1) = Bw(1, . . . , km) = Bw(2, . . . , km) = w(2, . . . , km, 1).

Análogamente

w(1, . . . , km, 1) = Bw(1, . . . , km) = Bw(3, . . . , km) = w(3, . . . , km, 1).

Por lo tanto

w(1, . . . , km, 1) = w(2, . . . , km, 1) = w(3, . . . , km, 1).
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Si km+1 = 2, entonces

w(1, . . . , km, 2) = z +Bw(1, . . . , km) = z +Bw(2, . . . , km) = w(2, . . . , km, 2).

Por otro lado,

w(3, . . . , km, 2) = z +Bw(3, . . . , km) = z +Bw(3, . . . , km) = w(3, . . . , km, 2).

Aśı pues,
w(1, . . . , km, 2) = w(2, . . . , km, 2) = w(3, . . . , km, 2).

Finalmente, si km+1 = 3, entonces

w(1, . . . , km, 3) = z+Bz+B3(1, . . . , km) = z+Bz+B3(2, . . . , km) = w(2, . . . , km, 3).

Esto implica que,

w(1, . . . , km, 3) = z+Bz+B3(1, . . . , km) = z+Bz+B3(3, . . . , km) = w(3, . . . , km, 3).

Por lo tanto

w(1, . . . , km, 3) = w(2, . . . , km, 3) = w(3, . . . , km, 3).

Esto es
w(k1, . . . , km) ∈

⋂
j∈{1,2,3}

E(j, k2, . . . , km).

Por otra parte, sea x, y ∈ E. Demostremos por inducción sobre m que existe
una cadena (x1, . . . , xN ) de elementos en E tal que

I ) x1 = x, xN = y,

II ) Para toda j = 1, . . . , N−1 existe (k1, . . . , km) con xj , xj+1 ∈ E(k1, . . . , km).

Veamos que es válido para m = 1.
Consideramos x, y ∈ E. Entonces la cadena (x, y) es tal que

x = x1, y = x2 ∈ E.

Supongamos válido para m y demostremos para m+ 1. Sea (k1, . . . , kN ) con las
propiedades I), II) y j ∈ {1, . . . , N − 1}. Entonces

xj , xj+1 pertenece al mismo conjunto E(k1, . . . , km).

Pero
E(k1, . . . , km) =

⋃
k∈{1,2,3}

E(k, k1, . . . , km),

donde el punto w(k, k1, . . . , km) es un punto en común en
⋃
k∈{1,2,3}E(k1, . . . , km).

Por lo tanto dos puntos cualesquiera deE están juntos por una cadena (x1, . . . , xN )
tal que:

∀j = 1, . . . , N − 1, ||xj+1 − xj || < ξ
m
2 diam(E).

Esto implica que E es conexo.
�
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Teorema 5.2 (Curva de Jordan). Toda curva simple del plano divide en dos
componentes convexas disjuntas que tienen a la curva como frontera común.
Una de estas componentes está acotada y la otra no está acotada y se llama
exterior.

Lema 5.16. Ω es simplemente conexa.

Demostración. Sea Γ una curva de Jordan simple contenida en Ω. Entonces
R2 \Ω tiene dos componentes conexas, D el componente acotado (interior de Γ)
y D′ el exterior. Basta demostrar que D ⊂ Ω.
Por otra parte, la imágen BΓ por la matriz B está contenido en

BΩ = Ω1.

Como Γ es compacto, entonces hay un número real r > 0 tal que

∀x ∈ R2 infy∈BΓ||x− y|| < r.

Entonces x ∈ Ω1.
Sea BD y BD′ las imágenes de D y D′ por la matriz B. Entonces BD y BD′

son las componentes conexas de R2 \BΓ.
Sea x0 ∈ BD ∩ E y veamos que BD ∩ E ⊂ BE. Entonces x0 ∈ {E1, E2, E3}.
Sin pérdida de generalidad supongamos que x0 ∈ E1, entonces E2 ó E3 tiene
un punto en BD, sea Ek este conjunto. Entonces Ek es conexo como imágen
continua de E, el cual es conexo. Por otro lado, Ek no tiene ningún punto en
común con Ω1 de lo contrario Ωk ∩ Ω1 6= ∅. En particular Ek no tiene ningún
punto de las x que satisfacien que

infy∈BΓ||x− y|| < r.

Esto implica que Ek está totalmente contenido en BD. Pero w es un punto
común en E1, E2, E3, entonces x ∈ BD. Por lo tanto E2, E3 tienen un punto en
BD, lo que implica que E2 y E3 están contenidos en BD. Aśı pues,

BD′ ∩ E ⊂ BE.

Sea x1 ∈ E tal que:
||x1|| = supx∈E ||x||

y x1 ∈ BD′, entonces x1 debeŕıa estar en BE. El punto B−1x1 ∈ E lo cual es
imposible pues:

||B−1x1|| = ξ
−1
2 ||x1|| > ||x1||.

Entonces tenemos que BD ∩ E ⊂ BE, lo que implicaria que

BD ∩ E = BE.

Reemplazando Γ por la curva Bn−1Γ la cual es una curva de Jordan simple
contenida en Ω. Veamos que ∀n ≥ 1

BnD ∩ E = BnD ∩BE.



5.1. CONSTRUCCIÓN DEL FRACTAL DE RAUZY 81

Figura 5.1: Fractal de Rauzy

Es claro para n = 0, y suponiendo válido para n entonces:

Bn+1D ∩ E = Bn+1D ∩BE
= B(BnD ∩BnE) = Bn+1D ∩Bn+1E.

Supongamos que existe x ∈ D que no está en E. Entonces

ĺım
n→∞

Bnx = 0,

y como 0 ∈ E, existe una n ∈ N tal que Bnx ∈ BnE, esto es, x ∈ Bn ∩ E. Es
decir, x ∈ E lo cual es una contradicción. Por lo tanto D ⊂ E.
Pero ningún punto de la frontera de E puede estar en D ya que D es abierto y
existiŕıan puntos de D que no están en E. Por lo tanto

D ⊂ Ω.

Esto implica que el conjunto {E1, E2, E3} es una partición de R2/Z2 como se
muestra en la Figura 5.1. �
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Figura 5.2: R mod Z + Zα

5.2. Isomorfismo

Consideramos el fractal de Rauzy definido como

R =

{ ∞∑
i=3

εiα
i | ∀i ≥ 3, εi ∈ {0, 1}; εiεi+1εi+2 = 0

}
. (5.26)

Teorema 5.3. El conjunto R es una partición de C mod Z + Zα.

Demostración. Sabemos que E es partición disjunta de R2 mod Z2 y R es
la imágen de E por la función S dada en la Definición 4.19. Por lo tanto, es
suficiente demostrar que S(Z2) = Z + αZ. Pero(

0
−1

)
= B−2z = S−1(α) y

(
−1
1

)
= B−3z = S−1(1).

Por lo tanto, R es partición de C mod Z + Zα, como se muestra en la Figura
5.2 �

Definición 5.8. Sabemos que para toda x ∈ Xφt , x = φnt (u). Entonces existe
un número complejo de la forma

n =
N∑
i=1

εig(i) ó n =
N∑
i=3

εiα
i.

Sea f : Xφt → R donde

x→

(
ni =

N∑
k=3

εkiα
k

)
i∈N

y (ni) es una sucesión de enteros tal que σni(u) converge a x cuando i tiende a
infinito.
Es importante observar que f(σni (u)) converge a R por la contrucción del con-
junto y, por la misma razón, es continua.
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Proposición 5.5. Para toda x ∈ Xφt se tiene que f(Φ(x)) = αf(x) y

f(σ(x)) =

 f(x) + α3 si x ∈ [1]
f(x) + α+ α2 si x ∈ [2]
f(x) + α2 si x ∈ [3]

(5.27)

Demostración. Dado que f es continua en Xφt entonces f es densa en Xφt y por
tanto es suficiente demostrar para un punto en la órbita de u. Por la Observación
4.7 sabemos que u = φnkt (1) . . . φn1

t (1)σn(u) con n =
∑k
i=3 εiα

i. Pero

φt(u) = u = φnk+1
t (1) . . . φn1+1

t (1)φt(σ
n(u)).

Por lo tanto f(φt(σ
n(u))) = αf(σn(u)). Por otra parte, podemos expresar a

f(σn(u)) =
N∑
i=3

εig(N) = nα2 + (pn + qn)α+ pn.

Donde

n =
N∑
i=3

εig(i), pn +
N∑
i=3

εg(i− 1) y qn =
N∑
i=3

εig(i− 2).

Analizaremos los 3 casos posibles

1. Si σn(u) ∈ [1], entonces n =
∑N
i=4 εig(i). Donde n+1 = g(0)+

∑N
i=4 εig(i).

Si ε4ε5 = 0, entonces pn=1 = pn + 1 y qn+1 = qn.

Si ε4ε5 = 1, entonces exite un entero k ≥ 2 tal que

n =

k∑
i=2

εi (g(3i− 2) + g(3i− 1))+

N∑
i=3k+1

εig(i) con ε3k+1ε3k+2 = 0.

Donde n+ 1 = g(3k) +
∑n
i=3k+1 εig(i) y pn+1 = pn, qn+1 = qn. Por

lo tanto f(σn+1(u)) = f(σn(u)) + α3.

2. Si σn(u) ∈ [2], entonces pn+1 = pn y qn+1 = qn + 1 y por tanto

f(σn+1(u)) = f(σn(u)) + α+ α2.

3. Si σn(u) ∈ [3], entonces pn+1 = pn y qn+1 = qn. Por consecuencia

f(σn+1(u)) = f(σn(u)) + α2.

�

Definición 5.9. Sea Rα la rotación sobre R definida por Rα(z) = z + α2 mod
(Z + Zα). Entonces

Rα(z) =

 z + α3 si z ∈ int(R1)
z + α+ α2 si z ∈ int(R2)
z + α2 si z ∈ int(R3)

(5.28)
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Observación 5.8. Para todo x ∈ Xφt , tal que f(x) ∈
⋃
i=1,2,3Ri, se tiene que

f(σ(x)) = Rα ◦ f(x).

La función f no puede ser inyectiva, de lo contrario f seŕıa un isomorfismo
topológico. Lo cual es imposible pues Xφt es un conjunto compacto totalmen-
te disconexo y R es conexo (Lema 5.15). Veamos en qué conjunto cumple la
inyectividad.

Observación 5.9. El punto fijo u = u1 . . . un . . . satisface que para toda n ∈ Z
y toda palabra V ∈ Ln(u) esta puede prolongarse hacia la derecha de manera
única excepto en una sola palabra que es 3-prolongable a la derecha.

Lema 5.17. [6] Sea u1 . . . un un elemento de Ln(u) 3-prolongable hacia la de-
recha. Entonces existe w1 . . . ws ∈ Ls(u) 3-prolongable a la derecha tal que

[u1, . . . , uni] = Gv1([w1 . . . wsxi])

donde G0 = φt, G1 = σ(φ2
t ) y G2 = σφtσφ

2
t con i ∈ {1, 2, 3} y las xi son 3

elementos distintos de {1, 2, 3}.
Ahora, considerando las funciones de C a C dadas por

f1 = αz

f2 = α3 + α2z

f3 = α3 + α4 + α3z,

se tiene que fi(R) = f([i]) ∀i ∈ {1, 2, 3}. En general, usando la Proposición
4.15 y el Lema 4.18 se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 5.3. Sea v1 . . . vn un elemento de Ln(u). Entonces existen i1, . . . , ir
elementos de {1, 2, 3} con r < n tal que

f([v1 . . . vn])fi1 ◦ . . . fir (R).

Si, además, el conjunto es 3-prolonglable a la derecha, entonces para toda j ∈
{1, 2, 3}

f([v1 . . . vn]) = fi1 ◦ . . . ◦ fir ◦ fnj (R),

donde nj ∈ {1, 2, 3} y nj 6= ni si i 6= j.

Definición 5.10. Sea z un número complejo. Decimos que z es un α−desarrollo
de R si existe una sucesión (ai)i≥3 ∈ {0, 1}Z.

Observación 5.10. Si denotamos a D como el conjunto de todo los puntos
que pertenecen a Ri ∩ Rj con i 6= j el cual tiene medida cero. Los puntos que
se encuentren en D ∩ int(R) tienen a lo mas dos α−desarrollos distintos en R
mientras que los elementos que se encuentren en Fr(R) no necesariamente tienen
dos α−desarrollos distintos en R. Por ejemplo, si consideramos a w definido en
la Proposición 4.13 se tiene que

w ∈ R1 ∩R2 ∩R3.
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Proposición 5.6. La función f es inyectiva excepto en la imágen rećıproca de
los números complejos que tienen al menos dos α−desarrollos en R.

Demostración. Sea V,W elementos de Xφt tal que f(V ) = f(W ) y S el prefijo
más grande que tiene en común V y W . Entonces se tiene que

f(V ) ∈ f([Sa]) ∩ f([Sb])

donde a, b ∈ {1, 2, 3} y a 6= b. Aśı pues, por el Corolario 4.6, f(V ) tiene al menos
dos α−desarrollos hacia la derecha distintos en R.
De manera análoga, si z es un complejo que tiene al menos 2 α−desarrollos en
R, entonces existe i1, . . . , ir, n1 y n2 ∈ {1, 2, 3} con n1 6= n2 tales que

z ∈ fi1 ◦ . . . ◦ fir ∩ fi1 ◦ . . . ◦ fn2
(R),

o incluso

z ∈ f(Gi1 ◦ . . . ◦Gir ◦Gn1(Xφt)) ∩ f(Gi1 ◦ . . . ◦Gir ◦Gn2(φt)),

donde las Gi son las tres aplicaciones definifas en el Lema 4.18. Esto implica
que existen V , W dos elementos distintos de Xφt tales que

f(V ) = f(W ) = z.

�

Proposición 5.7. La imágen de D por f es de medida cero.

Demostración. Es suficiente demostrar que µ(f−1(D ∩ R)) = 0 donde m es la
medida invariante definida en Xφt .
Veamos que para toda B ⊂ R existe una k > 0 tal que

µ(f−1(D ∩R)) = kλ(B),

donde λ es la medida de Lebesgue en C. Para ello, por el Teorema 1.3 basta
demostrar sobre los cilindros [1], [2], [3] que forman una semiálgebra. Dado que
φt es primitiva el vector µ([1])

µ([2])
µ([3])

 =

 ξ
ξ2

ξ3

 . (5.29)

Como el valor propio dominante asociado a la matriz Mφt es λ, entonces

µ([i]) =
1

λ

i+1

para todo i ∈ {1, 2, 3}.

Pero, 1
ξ = |α2| y para toda i ∈ {1, 2, 3} f([i]) = Ri. Por lo tanto,

λ(f([i])) = kµ([i]) donde k = λ(R).
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Demostremos ahora, por inducción sobre n que para toda palabra v1 . . . vn ∈
Ln(u),

λ(f [v1 . . . vn]) = kµ([v1 . . . vn]).

Supongamos válido para n y que [v1 . . . vn+1] 6= [v1 . . . vn]. Por el Lema 4.18,
tenemos 3 casos a estudiar.

Si [v1 . . . vn+1] = φt([w1..ws]). Entonces

µ([v1 . . . vn+1]) =
1

ξ
µ([w1 . . . ws]),

de donde µ([v1 . . . vn+1]) = |α2|
k λ(f [w1 . . . ws]) = 1

kλ(f([v1 . . . vn+1])).
De manera análoga, para los casos

[v1 . . . vn+1] = Gv1([w1 . . . ws]), Gv1 = σφ2
t o σφtσφ

2
t .

�

Denotaremos por p a la proyección de R en C/Z + Zα ≡ T2 y a Rα a la
rotación por el vector α en el toro T2.

Teorema 5.4. La función p ◦ f es un isomorfismo métrico entre el sistema
dinámico medible (Xφt , µ, σ) y (T2, Rα, λ).

Demostración. Dado que

µ(Xφt \ f−1(D) = 1 = λ(R \ D)

Entonces p ◦ f es una transformación invertible que preserva la medida y por la
Observación 4.12

p ◦ f ◦ σ(x) = Rα ◦ p ◦ α(x).

�

Corolario 5.4. (Xφt , µ, σ) y (T2, Rα, λ) son isomorfos.
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Figura 5.3: Rotación Rα en R
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