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Resumen

En esta tesis se hizo un estudio del Algebra Geométrica y su aplicacion en la
rotacion de un cuerpo rigido, asi como una formulacién de los principios basicos de
la Mecanica Clasica inspirandose en las ideas del fisico David Orlin Hestenes quien
es el principal expositor de esta formulacién geométrica, y su aplicacion para dar un

lenguaje unificado a la fisica, y en particular a la mecénica Newtoniana.

El trabajo comienza con una introduccion al tema, para luego dar un resumen del
Algebra vectorial y la forma moderna de entenderlos. Luego en el capitulo 3 se hace
una introduccion al Algebra geométrica y se hace una caracterizacion geométrica de
los espacios Euclideos a partir de los cuales se definen unos objetos llamados cuater-
niones que describen escalares y vectores en conjunto asi como las rotaciones que sufre
un cuerpo. Después en el capitulo 4 se aborda el cuerpo rigido, y el pivoteo que sufre
el mismo descrito mediante las matrices de rotacion en 3 dimensiones. Partiendo de
ello, se describe el pivoteo del mismo desde la perspectiva de los cuaterniones. Final-
mente en el capitulo 5 se plantea una formulacién a la mecanica con los cuaterniones,
se enuncian las cantidades cinematicas, las Leyes de Newton y la conservacion de la

energia con este nuevo lenguaje y se discuten los resultados obtenidos.
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Capitulo 1

Introduccion

Desde su desarrollo moderno de manera independiente por J.W.Gibbs y O. Heavy-
side [1] , los escalares y vectores han sido ampliamente utilizados para describir un
Espacio Euclideo. Este espacio es el que ha sido utilizado en varias disciplinas de la
fisica tedrica, como en la mecénica clésica, electromagnetismo, mecanica de fluidos,
relatividad, entre muchos otros campos de estudio. Entre las cantidades que se usan
para hacer una descripcion en este espacio se encuentran los escalares, aquellas a las
que se les asigna un numero tal que es medible, como lo es la masa, distancia, energia,
rapidez, carga o la temperatura. También se encuentran los vectores, que son can-
tidades dirigidas, es decir tienen tamafio direccidn y sentido las cuales también son

cuantificables como la posicion, momento, fuerza, campo eléctrico, entre otros.

Estas cantidades poseen algo en comudn y es que tienen un caracter universal, es
decir que dados dos observadores existird una regla de correspondencia que les permi-
tird comparar sus mediciones a pesar de que estos describan a estos objetos de formas
completamente distintas. Sin embargo en estas formulaciones uno se encuentra en la
necesidad de definir ciertas cantidades que se comportan como escalares y vectores
pero no cumplen este caracter universal ya que se pueden comportar y medir diferente
para dos observadores distintos, lo que les quita el caracter invariante. Como ejemplo
de cantidades que se miden como escalares pero en realidad no lo son se encuentran

el volumen, flujo magnético, helicidad o la densidad de masa. Y como ejemplo de
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cantidades asignadas como vectores pero no tienen caracter universal son el momen-
to angular, la torca, el campo magnético, la normal a una superficie o la velocidad

angular.

En la practica para trabajar con los vectores de forma mas eficiente se utilizan
los sistemas coordenados que consisten en formar una base de 3 vectores y descri-
bir a cualquier vector en términos de ésta. Sin embargo dos observadores no tienen
porque tener el mismo sistema coordenado, entonces para comparar las mediciones
de ambos sistemas, estos deben hacer una correspondencia entre sus sistemas de re-
ferencia mediante las transformaciones de coordenadas, como caso particular estan
las rotaciones, que permiten cambiar la direccion de los vectores base manteniendo
la misma orientacion, lo que se traduce en que ambos observadores utilizan la misma
escala y orientacidn y los vectores observados solo difieren en la direccidon relativa al
sistema que mide cada uno. Sin embargo aquellas cantidades descritas por vectores y
escalares que se transforman mediante una transformacion afin y no preservan el ca-
racter universal sufren un cambio de magnitud u orientaciéon al cambiar de referencia,
entre ellos los mas relevantes son los pseudoescalares y pseudovectores que cambian
de signo cuando la orientacién de los 2 observadores no coincide. Es por ello que se
ha hecho la convencion de dar una orientacion universal a los sistemas de referencia
para evitar este cambio de signo al dar la compatibilidad de los mismos. Se trata de

la convencién de un sistema coordenado derecho.

Por otro lado, el algebra geométrica surge como un lenguaje matematico que ade-
mas de incluir escalares y vectores, expande estos conceptos a nimeros dirigidos de
dimensiones mas altas, como los bivectores que se entienden como segmentos de plano
dirigidos, asi como los trivectores que son segmentos de paralelepipedos orientados y
asi se puede ir generalizando hasta llegar a un N —vector como un nimero dirigido de
N dimensiones. Todos estos objetos poseen las mismas cualidades que los vectores,
es decir, poseen magnitud, direccidon y sentido. Asi, esta algebra geométrica engloba

todos estos entes, y en consecuencia a sus elementos se les conoce como multivectores,
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gue consisten en la suma de una parte escalar, vectorial, bivectorial y asi sucesiva-
mente hasta una parte N —vectorial como un segmento orientado de un N —poligono.
Para el caso de un espacio de 3 dimensiones Euclideo, su dlgebra geométrica estara

descrita por escalares, vectores, bivectores y trivectores. Este es el utilizado en la
descripcidon de la naturaleza, pues el mundo en que se vive es un mundo con estas

caracteristicas, al menos en la descripcién cldsica de la misma.

Con este lenguaje se da una explicacion geométrica de por qué aparecen los pseu-
doescalares y pseudovectores en las descripciones de ciertas cantidades de la natura-
leza, pues se verd que se debe a que en realidad los pseudoescalares son cantidades
relacionadas con los trivectores, los cuales cambian de signo dependiendo de que orien-
tacion se les asigne, y los pseudovectores son en realidad vectores perpendiculares a
bivectores tal como es el caso del producto vectorial que se define como un vector per-
pendicular a los vectores que lo forman. Dicho con el lenguaje del dlgebra geométrica
el vector formado por el producto vectorial, es perpendicular al bivector generado por
los mismo vectores que forman el producto y su sentido, al igual que con los pseudo-
escalares depende de la orientacién que tenga el sistema utilizado. Entonces que los
pseudoescalares y pseudovectores aparezcan no es mas que una manifestacion geomé-
trica del espacio tridimensional de los trivectores y bivectores. Y no fue mas que pura
coincidencia que con estas cantidades haya sido posible una descripciéon completa de
la naturaleza, y una forma de mas que evidenciar que el mundo en el que se vive es

en efecto tridimensional.

Debido a esto, es posible reducir el nimero de elementos del dlgebra geométrica
para describir el espacio tridimensional. A lo largo de los afios se ha hecho mediante
escalares y vectores Unicamente. Pero uno puede en su lugar utilizar escalares y bi-
vectores, D. Hestenes en su libro [2] [lamd a la suma de un escalar y un bivector, un
espinor. Pues los bivectores no solo pueden considerarse como planos dirigidos, sino
como los generadores de las rotaciones, con el eje de rotacidn perpendicular al mismo.

En consecuencia un espinor es la descripcidon de una rotacion, representada por su
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parte bivectorial y una dilatacion representada por su parte escalar en un espacio
de 2 o 3 dimensiones. Por lo tanto los espinores permiten caracterizar una rotacion
en una forma que es compatible con las matrices de rotacion, donde se necesitan 2
espinores para describir cualquier rotacion en el espacio. Sir. Rowan Hamilton fue
el primero en formular una rotacion mediante estas entidades, a los cuales él llamo
cuaterniones. Estos han resultado en una descripcién completa y més sencilla de la
rotacion de un cuerpo en el espacio en comparacién a las matrices de rotacion, debido

a ello son frecuentemente utilizados en célculos con computadora.

Finalmente, dado que se puede estructurar al espacio como un continuo de planos,
es posible utilizar los cuaterniones como descripcion alternativa a la descripcion con
vectores y escalares de la mecanicay lleva, no solo a los mismos resultados que la for-
mulacion vectorial sino a un resultado completamente nuevo que involucra al espin”,
una cantidad fisica que permanecio sin una explicacién teorica clasica utilizando solo
vectores. Los cuaterniones revelan porque aparece esta cantidad en la naturaleza, y

con un enfoque puramente clésico.

Asi que el objetivo de este trabajo sera recopilar y entender el Algebra Geométrica,
para después explicar de forma alternativa la rotacion de un cuerpo rigido y finalmente

estructurar un modelo de la Mecénica Clasica con los cuaterniones.



Capitulo 2

Vectores.

Un vector es un namero dirigido representado por una flecha que posee 3 propie-

dades fundamentales que son magnitud, direccién y sentido. Ademas, el vector debe

poseer un caracter invariante ante cambios de sistemas de referencia con los cuales se

describen, pues la descripcion de este objeto no tiene porque ser la misma para dos

observadores.

Los vectores satisfacen el siguiente conjunto de axiomas para la suma [3, 4, 5].

Dados tres vectores v, wy z:

Z=V+w,
v+ w=w+y,
v+O=y,

v+ (—v)= 0.

(2.1)
(2.2)
(2.3)
(2.4)

Se consideran adicionalmente a los escalares como entes matematicos que se les

asigna un numero solamente, el cual debe ser independiente del marco de referencia

descrito. Afadiendo éstos se postula que los vectores cumplan las siguientes reglas.
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Sean @, B, y escalares:

(v =v, (2.5)

(aB)v = a(Bv)= (Ba)v= B(av), (2.6)
yv =(a+B)(v)=av+ By, (2.7)
az=a(v+w)=av+aw. (2.8)

Para dar significado geométrico a las propiedades fundamentales del vector se
introduce al producto escalar o producto interno mediante el vector proyeccion de v
en w, el cual es un vector que tiene la misma direccién que w y cuyo tamafio se logra

haciendo la proyeccidn ortogonal de v en w.
v
Proy = Aw, (2.9)
w

donde A es un escalar que indica que este vector es paralelo a w. De forma analoga

se puede definir la proyeccion de w en v. Estos vectores proyeccion se muestran en la

Figura 2.1.
w
Proy = Uv. (2.10)
v
AV
()
0 |
Proy(l) w

Figura 2.1. Vectores proyeccion, utilizados para definir al producto escalar.



CAPITULO 2. VECTORES. 7

En referencia a la figura se encuentra el valor de A como:
A= Mgy, (2.11)
y se define el producto escalar de forma que:
v-w=Alw|% (2.12)
Ocupando (2.11), esto puede reescribirse como:
v w = ||v||lw|| cos(6), (2.13)

de manera que el vector proyeccidén de v en w estara dado por:

Y V- W V' W,
Proy = w = W, (2.14)

w |lwl]? [Iwl]
donde la cantidad w = w/||w|| es un vector de magnitud ||w|| = 1 llamado vector

unitario o versor. Esta ecuacion indica que, en efecto, el vector proyeccién de venw
es un vector en la direccién de w cuya magnitud depende del tamafio y la abertura de
ambos vectores. Si en particular se toman los vectores iguales en el producto escalar

(2.13) se obtiene:

v-v=||v|]% (2.15)

Si por otro lado se toman los vectores v y w como unitarios, se encuentra que el
producto escalar de dos vectores unitarios sera igual al coseno del angulo entre ambos
vectores:

v - w = Cos(0). (2.16)

Por lo tanto se concluye que el producto escalar da informacion de la orientacion de
dos vectores v, w como de la magnitud de los mismos. Si en (2.16) se toma 8 = r1/2,

se tiene el criterio para decir cuando dos vectores v y w son ortogonales, en ese caso
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el producto escalar da como resultado:
v:-w=0. (2.17)

Con ayuda del producto escalar, los 3 conceptos fundamentales de un vector quedan

bien establecidos y partiendo de lo anterior se define un espacio Euclideo como aquel
v

donde la norma de un vector v esta dada por (v - v) = ||v||. Al espacio Euclideo

de 3 dimensiones se le denota por E3.

Otro producto que se estudia en un Espacio Euclideo de tres dimensiones es el
Ilamado producto vectorial o producto cruz entre dos vectores. El cual se define como

aquel vector tal que cumple:

(vxXw) -v=(vxw) w=0, (2.18)
v wl[?=[lv[*lw]]* = (v - w)?, (2.19)
VX W=—wW XV, (2.20)

La definicion del producto vectorial engloba las 3 caracteristicas de un vector. La
ecuacion (2.18) define su direccion de manera que sea perpendicular a ambos vectores
que entran en el producto, dado que el espacio es E3, esta direccion esta bien deter-
minada, mientras que la ecuacion (2.19) define su magnitud en términos de estos dos
vectores y finalmente la ecuacion (2.20) indica que el sentido de este vector cambia
si el orden en que se multiplican se invierte. De acuerdo a esta definicion, el sentido
de este vector queda ambiguo al estar en términos de dos vectores. A este tipo de
vectores, cuyo sentido depende del marco de referencia se les Illama vectores axiles o

pseudovectores. Este vector resultante se ilustra en la Figura 2.2.

Manipulando la ecuacién (2.19) se puede verificar que la norma del producto
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bw=uxv

Figura 2.2. Producto vectorial de dos vectores.

vectorial puede escribirse como:

[lvXxwl[=]|v[[[Iw][[sin(6)]. (2.21)

De las ecuaciones (2.19) y (2.21), se observa que la magnitud de este producto vecto-
rial se anula si los vectores v y w son paralelos y en consecuencia el producto vectorial
se anula. En el caso de que no sean paralelos su magnitud sera geométricamente igual

al drea del paralelogramo que forman ambos vectores.

Se pueden combinar estos dos productos para formar dos tipos de triple producto.
El primero es el triple producto escalar, que mide el volumen del paralelepipedo

formado por los tres vectores. Se define ocupando las ecuaciones (2.13) y (2.21) como:

u-(vxw)=|[ul[|[v[|[Iw][cos(6)||sin(e)l. (2.22)

El triple producto escalar no es un auténtico escalar, ya que puede cambiar de signo
dependiendo de como se describa. A las cantidades que cumplen esto se les llama

pseudoescalares.
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El segundo es el triple producto vectorial:
uxX(vxw):i=(u-w)v—(u-v)w. (2.23)

Partiendo de estos conceptos es posible construir un sistema cartesiano partiendo
de un solo vector unitario 0. Para empezar, se define un segundo vector unitario 0>
tal que o1 - g2 = 0. Luego se construye un tercer vector unitario como o3 := 01 X 0y.
Por construccion, este conjunto de vectores es un conjunto ortornomal de vectores.
Entonces los productos escalares dan como resultado o, - 0g = 6pq. Donde se define

el simbolo 6p4 Ilamada la Delta de Kronecker como:

lo i,

& = L, .. (2.24)
1 i=j
y de acuerdo al algebra lineal todo vector se puede escribir como [3, 4, 5]:
r = x101 + 207 + X303, (2.25)
donde sus componentes estan dadas por:
r-oi=x, j=1,2,3. (2.26)

sin embargo existen dos posibles orientaciones para el sistema de vectores. NGtese que
por definicién 03 = 01 X 02. Si se hace producto cruz de o3 con o4 se verifica de
inmediato: 03 X 01 = +03. El simbolo + aparece porque a priori, el sentido de o3 no
esta bien indicado. Para resolver esto se utilizara la convencion de definir el signo + de
forma que corresponda a un Sistema Coordenado Derecho, donde el sentido del vector
esta determinado por la ”regla de la mano derecha"[3, 4]. El signo — correspondera a
un sistema Coordenado Izquierdo, donde el sentido del mismo estd dado por la ’regla

de la mano izquierda". Esto se describe en la Figura 2.3.
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o3 a3

S ST

Figura 2.3. Comparacion de los sistemas coordenados izquierdo y derecho.

Para evitar ambigliedad en el sentido del vector, se utiliza la convencién de la

"regla de la mano derecha”, donde los vectores unitarios tienen las expresiones:

g1 = 02 X 03, (2.27)
o, = 03 X 04, (2.28)
03 = 01 X 0y, (2.29)
y ademas se cumple:
o (o xo3)=0:: (03 X 01)=03 - (01 X O0)= 1. (2.30)

Esto quiere decir que el volumen formado por estos 3 vectores unitarios es igual a 1.

Este resultado se resume en el llamado Simbolo de Levi-Civita definido por:

[
IO si al menos dos indices se repiten,
Bijik= 1 si(i,j,k)=9{(1,273),(2,3,1),3,1,2)}, (2.31)

L-1 siij k) =4(13,2),(21,3).(G.2 1)}

el cual permite escribir de forma compacta el triple producto escalar de los vectores
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unitarios, asi como el producto vectorial:

Op - (a'q X or)= qur,
E

Op X Og = Epqror.

r=1

12

(2.32)

(2.33)



Capitulo 3

Algebra Geométrica

3.1. Los productos internos y externos

3.1.1. El producto externo y los N-vectores

En esta seccidn se generaliza el concepto de un escalar y vector partiendo de que el
primero es un nimero sin direccion alguna y el segundo es un nuimero dirigido en una
direccién, lo siguiente que se pregunta uno es ¢Se puede formar un numero dirigido
en dos, tres, cuatro y asi sucesivamente hasta llegar a N direcciones arbitrarias? Esto

es lo que da lugar al concepto de un multivector del Algebra Geométrica.

En el capitulo 1 se vio que el producto interno permite describir las direcciones
relativas entre vectores, y aparecen de forma natural los conceptos de &ngulo y tama-
flo de un vector. Sin embargo el producto interno falla en que no describe el hecho
geométrico que un par de lineas no paralelas determinan un plano geométrico. Es de
ahi que se tiene la necesidad de formar un nuevo producto que describa al plano que

forman dos vectores. A este producto se le llama producto externo o producto cuia.

Bivectores

Asi como un vector se puede interpretar como un numero dirigido paralelo a una

linea recta, un bivector es un niumero dirigido en dos dimensiones formado por los

13
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lados de un paralelogramo descritos por un par de vectores (Figura 3.1).

B=anb

s <= b

Figura 3.1. Bivector como un plano dirigido.

Asi, como un vector posee magnitud, direccion y sentido. Un bivector también
posee estas cualidades, su direccion es la del plano dirigido, heredado de la direccion
de los dos vectores no paralelos. La orientacion del bivector se asigna al sentido en el
que se recorre el paralelogramo formado, esta puede ser antihoraria, u horaria que se
toman por positiva y negativa respectivamente. Ver Figura 3.2.

—B=bAa *"

Aoy /O

Figura 3.2. Las dos orientaciones posibles de un bivector.

Todas las propiedades de un bivector se describen por el producto externo o pro-
ducto cufia de vectores. En esta seccion los vectores se denotan siempre por letras

minasculas y los bivectores por letras mayusculas:

B:=aAb. (3.1)

Asi un bivector se define como el producto externo de dos vectores no paralelos a y
b que significa "barrer b a lo largo de a”, este difiere solo en la orientacion al barrer

a a lo largo de b lo cual puede visualizarse de la Figura 3.2 y se expresa:

—B=bAa=-aAb. 3.2
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Entonces al revertir el orden de vectores que entra en el producto, se cambia la
orientacion del bivector resultante lo cual se expresa con un cambio en el signo. Esto
dice a su vez que el producto externo es anticonmutativo.

Este producto también cumple la regla de asociatividad por un escalar A, lo cual se

hereda de dicha propiedad de los vectores:

(Aa)Ab=aA(Ab)= A(aAb), (3.3)

y el resultado de este es un bivector paralelo al mismo mediante:

C = AB. (3.4)

Esto indica que cambiarle el tamafio a uno de los vectores que forman al paralelogramo
resulta en cambiarle estas mismas propiedades al bivector formado en cuestion. Los
bivectores que cumplen (3.4) se dice que son codireccionales

La magnitud del bivector B se define como el drea del paralelogramo en cuestién:

IBI| = llaAbll = |IbAall = [la]| [|b]|] sin(E)I. (3.5)

Dos bivectores pueden sumarse como sigue, si a = a1 + a2 entonces:

aAb=(a1+a)Ab=aiAb+a2ADb, (3.6)

o bien:

donde Bk = ak Ab con k = 1, 2. Utilizando la propiedad anticonmutativa es sencillo
verificar que este producto es también lineal por la derecha, lo cual indica que el bi-
vector resultante de anadir dos bivectores se obtiene del producto exterior de la suma

de los vectores.

Asi, los axiomas (2.1)-(2.8) que se dieron en el capitulo 2 para vectores son here-
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dados de forma natural a los bivectores mediante el producto externo. Se hace notar
que si b = Aa, entonces el dngulo que forman es 8 =0 y en consecuencia el area del

paralelogramo es nula como dice la ecuacion (3.5) por lo cual se sigue:

aAa=0, (3.8)

por lo cual se forma un bivector nulo. Esto es de esperarse pues barrera un vector a
lo largo de si mismo no produce ningun paralelogramo. Por lo tanto dos vectores ay

b son colineales si y solo si:

aAb=0. (3.9)

Esto culmina la utilidad del producto externo, pues resulta en una interpretacion
complementaria al producto interno en el sentido que ambos miden la direccién re-
lativa entre vectores pero en una forma distinta, mientras el primero resulta en la
proyeccion de un vector en otro lo cual facilitd la forma de expresar que dos vectores
son perpendiculares, y el segundo resulté en un paralelogramo orientado que forman
ambos vectores en el producto y por lo tanto de una condicién sencilla de decir cuando

dos vectores son paralelos.

Trivectores

De la misma manera se puede formar un trivector con el producto externo de un
bivector y un vector que no este contenido en el mismo, i.e que no sea combinacion

lineal de los vectores que forman al bivector.

T=BAc. (3.10)

Es claro que al igual que un bivector heredé los 8 axiomas para un vector, un trivector
hereda también dichas propiedades. Como un bivector es formado por dos vectores,

un trivector se puede formar por el producto externo de tres vectores:

T=aAbAg, (3.11)
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gue da lugar a resultados similares a aquellos de los bivectores. El resultado nuevo

gue aparece es que el producto externo debe ser asociativo, esto es:

T=aAbAc=(aAb)Ac=aA(bAc). (3.12)

Por lo tanto el mismo trivector es formado por el bivector a A b y el vector c que por

el vector a y el bivector (b A ¢). En consecuencia se cumple:

-T=(Aa)Ac=aA(cAb), (3.13)

es decir que el trivector resultante cambia de signo al cambiar el orden de dos de los

vectores que generan al mismo. Por lo tanto se cumplen dos veces la regla:

T=(G@Ab)Ac=(bAc)Aa=(cAa)Ab, (3.14)

asi, la regla asociativa da varias formas equivalentes de construir un paralelepipedo
dirigido el cual es el significado geométrico del trivector. En concreto esto expresa

gue el producto externo de un vector y un bivector conmutan:

T=BAc=cAB. (3.15)

Si c cae en el plano generado a A b, barrer este plano a lo largo de este vector no

produce ningln paralelepipedo lo cual queda expresado por la ecuacién:

(anb)Ac=aA(bAc)= 0. (3.16)

Esta ecuacidon provee una forma simple de expresar cuando tres vectores estdn en el
mismo plano. Al igual que un vector y un bivector, el trivector posee magnitud, direc-

cion y sentido. Su magnitud estd dada como el volumen del paralelepipedo generado:

ITII = llanbAc|| = [lbAanc| = |lall[[bl]| ]l sin(E)]| cos(¢p)I. (3.17)
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Su direccion se hereda de los 3 vectores que lo conforman y su orientacién depende
del orden de los factores. Este puede tener dos orientaciones. Primero, la orientacion
derecha regida por la regla de la mano derecha, la cual se toma como positiva, y
segundo, una orientacion izquierda regida por la regla de la mano izquierda que se

toma negativa. Todo lo anterior se resume en las Figura 3.3.

Figura 3.3. Trivector como un paralelepipedo orientado.

Se puede generalizar el concepto a un NV —vector, formado por N — vectores no

colineales:

z

aiAa2A...NaN = aj, (3.18)
j=1

que forma respectivamente una figura geométrica N — dimensional orientada en un

espacio de M dimensiones euclideo EMtal que M = N . Esto es intuitivo puesto que
por ejemplo un trivector en un espacio bidimensional carece de significado geométrico.

3.1.2. El producto geométrico

El matematico aleman H.G. Grassman fue el primero en describir la geometria en
la forma que se esta tratando en este capitulo. El definié la multiplicacién mediante
la especificacion de un conjunto de axiomas algebraicos llamado producto geométrico

que engloba al producto interno y externo:

ab:=a-b+aAb. (3.19)
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El producto geométrico de dos vectores es la suma de un escalar y un bivector como
puede ser apreciado aqui. Utilizando la conmutatividad a- b = b - ay la anticonmu-

tatividad a A b = —b A a se obtiene:

ba=b-at+bAa=a-b—-aAb, (3.20)

lo cual muestra que en general ba /=ab, sin embargosiaA b =0 se obtiene:

ab = ba, (3.212)

lo cual ocurre siy solo si los vectores a y b son paralelos. Andlogamente para el caso
a - b =0 se concluye:

ab = —ba, (3.22)

gue solo es valido si los vectores son perpendiculares entre si.

Por lo tanto el producto geométrico contiene informacién tanto del paralelismo
como de la perpendicularidad de dos vectores a través de una regla conmutativa o
anticonmutativa. Asi, el producto geométrico hereda la interpretacion geométrica de
ambos productos indicando la direccién relativa entre dos vectores.

Por construccion el producto geométrico tiene las siguientes propiedades ya que son

heredadas del producto interno y externo:

a(b+ c)=ab + ac, (3.23)
(a+ b)c=ab + bc, (3.24)
A(ab)=(Aa)b = a(Ab). (3.25)

Obsérvese que se pueden expresar los productos interno y externo en términos de este
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nuevo producto como:

a. b= l(ab + ba), (3.26)
2

1
aAb= 2(ab—ba). (3.27)

Esto permite hacer un razonamiento inverso, es decir postular al producto geo-
métrico y definir tanto el producto interno como el producto externo en términos
de este producto, lo cual reduce ambos a un solo producto. De esta forma surge la
conmutatividad y anticonmutatividad de ambos productos de una forma natural.
Una propiedad pedida para este producto geométrico es que satisfaga la siguiente

regla asociativa:

abc = a(bc)= (ab)c. (3.28)

3.2. Axiomas del Algebra Geométrica

El algebra geométrica tiene el papel de expresar con una estructura algebraica
el espacio geométrico a considerar con sus elementos constituidos por los escala-
res (0O-vectores), vectores (1-vectores), bivectores (2-vectores) y sucesivamente a (/V-

vectores), que se les llama los elementos graduados del algebra.

Un elemento de esta algebra tiene la estructura siguiente:
A=A+A +A+A3+.... (3.29)

A A se le conoce como multivector y se escribe como suma de k-vectores, siendo Ak
la parte k-vectorial del multivector. El nimero de k—vectores depende del espacio en

el cual se esté trabajando.
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Se postula que los multivectores satisfacen los siguientes axiomas: [2, 6]

A+B=B+A, (3.30)

(A+B)+ C=A+(B+0), (3.31)
(AB)C = A(BC), (3.32)

A(B +C)= AB +AC, (3.33)
(B+C)A =BA+CA, (3.34)
A+0=A, (3.35)

1A=A1=A, (3.36)

A +(-A)=0, (3.37)

ademas de ser un algebra cerrada ante la suma y el producto de cualesquiera dos

multivectores en la misma.

Como esta algebra engloba también escalares, se toma que estos conmutan con

cualquier multivector. Si A es un escalar y A un multivector:

AA = AA. (3.38)

Si se toma un vector a y un K-vector Ak se definen los productos interno y externo

por las expresiones:

1
a A" % % k= (1) Aka (3.39)
anAx :=2_( aAk + (—l)kAka . (3.40)

donde se postula que el producto interno entre un vector y un k-vector tiene siempre
el papel de bajar un grado al k-vector operado mientras que el producto externo lo

sube un grado:

= a- Ax esun (k — 1)-vector,



CAPITULO 3. ALGEBRA GEOMETRICA 22

= aAAkesun(k + 1)-vector,

anadiendo estas dos ecuaciones se obtiene la definicion del producto geométrico entre

un vector y un k-vector por:
aAk = a-Ax+aAnAx (3.41)

Si un multivector tiene multiplicativo inverso, se define su respectiva inversa por A—1

0 1/A tal que cumple la siguiente ecuacion:
AA-1 = A-1A =1, (3.42)
Esto permite definir dos tipos de division entre dos multivectores:

A-1B = (1/A)B, (3.43)
BA-! = B(1/A)= B/A. (3.44)

Estas dos definiciones no son equivalentes a menos que los multivectores conmuten.

Como caso particular, se tiene que la inversa de un vector esta dada por:

al=—"—=-"2 (3.45)

llall*>  llall

Es decir se trata del vector unitario en la direccién de a dividido entre su norma, este
resultado se sigue al aplicar la definicidon del producto geométrico de un vector en si

mismo.

Si un multivector es tal que A = A/ se dice que es homogéneo de grado r, esto es
que es un r—vector. Un multivector se dice que es par (impar) si A- =0 si para todo
0 <r < N, r esimpar (par), con esto en mente se puede separar todo multivector en
sus partes par e impar:

A = (A)s + (A)-, (3.46)
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donde:

A+ :=Ao+ A2 +..., (3.47)
A)-:=An+A)s+.... (3.48)

Esta distincién cobra notoreidad cuando se tratan por separado estos conjuntos de
multivectores. Pues los multivectores pares si forman un algebra ya que sus productos
siempre producen multivectores pares, mientras que los multivectores impares no lo

hacen ya que al carecer de la parte escalar, no son cerrados bajo la multiplicacién.

Una férmula muy atil del dlgebra geométrica es la férmula de reduccién para el
producto interno de un vector a y un multivector C;. Si se escribe Cr = (c1A... Acr)

se puede demostrar que el producto interno estd dado por la expresién [2]:

a-(cin...Acr)= (DY a-ck)(ciA...ACkA...Acr) =
k=1

(a-ci)(e2Ac3A... Acr) —(ac2)(e1Ac3... Acr)+

+... + (1) ae)et A2 A... Acr1). (3.49)

El término(c1 A... ACk A... A cr), indica que se estad suprimiendo el término ck del

producto exterior. A esto se le conoce como La formula de expansion de Laplace.

Para generalizar lo anterior, de la discusion que se hizo del producto externo, se

tiene que el producto externo de un r—vector y un S—vector produce un (r+s)-vector:

Ar N Bs = (ArBs)r+5. (350)

Y se define el producto interno entre un r—vector y un S—vector como un K—vector
de grado |F — S|:
Ar . Bs = (ArBs)|r—s|, (351)



CAPITULO 3. ALGEBRA GEOMETRICA 24

entonces si lo que se quiere es calcular el producto interno entre dos k—vectores de

diferente grado se puede emplear que cualquier k—vector se puede expresar como el

producto externo de kK vectores y luego aplicar [2]:

(Ar . Bs)= (Cr—1 A b) . Bs = Cr—1 . (b . Bs), (352)

donde se ha hecho Ar = Cr—1 A b. Esto es valido siempre que 0 < r < S, si ocurre

S < r, simplemente se descompone Bs y se aplica lo mismo pero por la derecha.

Se introduce ademads la operacién de reversion o conjugado que se define por:

At i=ar... aza1. (3.53)

Es sencillo verificar que satisface las propiedades siguientes:

(AB)t = BtAt, (3.54)

(A + B)t = At + Bf, (3.55)

(A)f = (A conl<k<r, (3.56)
at=a si a=(a). (3.57)

Por ejemplo si se consideran un bivector B = a A b o un trivector T = aA b Acsus

reversiones son:

Bt = (aAb)f=bAa=-B, (3.58)

Tt=cAbAa=-aAbAc=-T. (3.59)

Para finalizar este seccidn, se define la magnitud de un multivector como la parte
escalar de la ecuacion AtA:

IA| := (AtA)Y2. (3.60)

Esta es una ecuacién que se consigue evaluando Unicamente la parte escalar de es-
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te producto multivectorial. Puede probarse, utilizando esta definiciéon,que para un

bivector y un trivector sus magnitudes tienen la forma (3.5) y (3.17).

3.3. El algebra de los espacios Euclideos

En esta seccidn se describen las dlgebra geométricas para los Espacios Euclideos
de una, dos y tres dimensiones. Se empieza describiendo el espacio euclideo unidimen-

sional de forma breve.

3.3.1. Espacio Euclideo 1D

Debido a que todo vector a determina una linea orientada, entonces cualquier

vector x en E' puede ser escrito con la ecuacién:
X = qa. (3.61)

Que corresponde a la ecuacién paramétrica de la recta, donde a determina la
magnitud del vector y a indica la direccion del mismo. Como todo vector en un

espacio unidimensional es paralelo a a, se concluye que:
xAa= 0. (3.62)

Que es una ecuacidén no paramétrica para la recta con direccion dada por el vec-
tor a. Entonces el producto geométrico de cualquier vector x en este espacio esta

simplemente dado por:

Xa = X-'a= ax. (3.63)

Esto permite determinar el escalar @ multiplicando (3.63) por a~' dada por (3.45):
a=xa"'"=x-a"=(x-a)lal (3.64)

Por lo tanto ya se tiene caracterizada un algebra para el espacio Euclideo E’
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Unicamente de conocer al vector a y al escalar @.

Para simplificar lo anterior, lo que se puede hacer es tomar al vector unitario
paralelo a a, esto es a/||a||. En este caso a-' = a por lo cual la expresién anterior
toma simplemente lo anterior a:

a=x-a. (3.65)

Entonces el vector unitario a refuerza el concepto de direccidn paralela a a ya que

el escalar es simplemente el producto interno de algun vector x por este mismo.

3.3.2. Espacio Euclideo 2D

Para hacer la descripcién geométrica del plano Euclideo, se define de manera

conveniente un bivector unitario no nulo i tal que para todo vector x en E? se cumple:
xAi=0. (3.66)

El bivector unitario i es suficiente para determinar al plano en el que se trabaja, ya
gue cualquier bivector multiplo de este determina al mismo plano. A este bivector se

le llama el pseudoescalar del plano.

Lo siguiente es construir un par de vectores unitarios ortonormales 041, 0O tales

gue el bivector puede escribirse como:
i=01/AN0y =010 = —0207, (3.67)

donde en las ultimas dos igualdades se ha ocupado la ortogonalidad de los vectores

unitarios. Se considerara que este par de vectores forman un sistema Cartesiano.

El producto geométrico de un vector x con este bivector i es:

Xi=x"1+xAi=x"1 (3.68)
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Calculando explicitamente el producto ocupando (3.49) se tiene:

xi=x"- (o1 A02)=(x01)02 — (x - 02)071. (3.69)

Notese que la multiplicacion del bivector por los vectores unitarios da los siguientes

resultados:

io1 = 010201 = —010102 = —02 = —0O1i, (3.70)

io, = 01020, = 01 = — 01, (3.71)

donde se ha ocupado que el producto geométrico anticonmuta y es asociativo.

De (3.69) y el par de ecuaciones (3.70) y (3.71) se puede ver que el bivector tiene 2
propiedades fundamentales. La primera es generar al plano que contiene a los vectores
unitarios o1, 02, y la segunda es que genera una rotacion de estos vectores en /2
radianes si se multiplica por la derecha'y —m/2 si se multiplica a la izquierda, por lo
tanto el bivector es el generador de las rotaciones en el plano. Si ahora se multiplica

esta cantidad por if, y se ocupa (3.60) y las ecuaciones anteriores se obtiene:

xiit = x = x101+ X072, (3.72)

donde xx = (x - ok), con k = 1, 2 son las proyecciones del vector x en este plano de
vectores unitarios. Asi, se tiene una ecuacion paramétrica del plano i en términos de

sus componentes xx respecto a la base {0, 02}. Esto se observa en la Figura 3.4.

Pero como se vio, al multiplicar el vector x por la derecha, se obtiene retomando

las componentes en la ecuacién (3.69) como:

xf = xi = x1072 — x2071. (3.73)

El cual es un vector rotado a /2 radianes en sentido antihorario al vector original, el
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Figura 3.4. El bivector i como unidad de area dirigida.

cual es perpendicular al vector original. Si se multiplica por la izquierda se obtiene:

Xi = 01 — x102 = —x. (3.74)

De este andlisis se observa que se satisface la identidad siguiente:

iZ=-1, (3.75)

es decir que el efecto de multiplicar el bivector unitario dos veces por si mismo es
menos uno. Este es un resultado sorprendente por las implicaciones geométricas del
bivector. Primero, como el bivector unitario es el generador del plano dirigido formado
por vectores unitarios ortogonales, el hecho de que se cumple la ecuacidn (3.75) se
debe a que el producto externo es anticonmutativo y esta formado por un par de
vectores ortonormales.

Y en segundo lugar, se debe a su interpretacién como un generador de rotaciones,
pues indica que dos rotaciones sucesivas da lugar a una rotacién de m radianes que se

traduce en la reversion en la direccién del vector. Esto se ilustra en la Figura 3.5.
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2

Figura 3.5. Plano i de vectores y la propiedad de i como unidad de rotacion.

Espinores Euclideos planos

El dlgebra geométrica bidimensional también permite reproducir al algebra com-
pleja de forma natural, lo cual se hace mediante unos nuevos objetos matematicos

llamados espinores planos.

Se define un espinor como el producto geométrico de dos vectores en el plano.

Al multiplicar el vector x por la izquierda con un vector unitario, por ejemplo 01 se

tiene:
Z= 01X = 0'1[X10'1 + xZ0'2]= X1(0'1)2 + JC2(0'10'2)= X1 + ixz,

por lo cual este espinor tiene la forma:
z = x1+ixy. (3.76)

A las cantidades de esta forma se les llama comimnmente ndmeros complejos, donde el
bivector i juega el papel de la unidad imaginaria tradicional. Por lo tanto se observa

que los numeros complejos son en realidad el caso bidimensional Euclideo de los

espinores.
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Como puede verse de la ecuacion (3.76) un espinor es la suma de una parte escalar
y una parte bivectorial, esto es equivalente al hecho que en el algebra compleja todo
numero es la suma de una parte real y una parte imaginaria.

Note que la reversién de un espinor corresponde al conjugado, pues al multiplicar el

vector x por 01 a la derecha se obtiene:

zt = x01 = [x101 + xa02]or = x1 — ixy,

por lo cual:

zt = xo1 = x1 - ixa. (3.77)

De esta descripcién es claro que:

|2)? = ztz = zzt = x2 = (x1)? + (). (3.78)

Es decir que el mddulo del espinor z corresponde al médulo del vector x, lo cual es de
esperarse ya que describen un plano pero de forma distinta. Al plano conformado por
los espinores se le llama plano espinorial, donde el escalar lleva su propio eje llamado
eje escalar, mientras que el bivector tiene asignado el eje pseudoescalar.

Notese que la multiplicacién por 02 no es necesario analizarla, ya que basta utilizar

las ecuaciones (3.76) y (3.77) para darle significado geométrico a este producto:

w = ox = —i(01x)= -iz, (3.79)

wt = x0p = xo1i = zti. (3.80)

En la Figura 3.6 se describe al plano espinorial y el signficado de las diferentes
formas de multiplicar un vector x por cada uno de los vectores unitarios.

De forma reciproca, todo espinor permite caracterizar un vector por la ecuacién:
x = o1z = zto. (3.81)

La ecuacidn anterior especifica que un espinor transforma un vector unitario o1 en x,
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w! = xoy = izf

2=

.T = X0

Figura 3.6. Plano i espinorial.

y esta transformacion corresponde a una rotacién-dilatacion, en el caso de que Z solo
tenga componente escalar le corresponde solamente a una dilatacion, y en el caso de
gue Z sea el pseudoescalar i le corresponde Unicamente una rotacion.

El algebra del plano Euclideo

El 4lgebra del espacio Euclideo E? ha sido caracterizada por los elementos {1, 01, 02, i}.

Es conveniente darle un simbolo a esto y se le denotara por:

G2 :={1, 01,09 i}. (3.82)

Al algebra geométrica del plano, la cual consta de una parte escalar, una vectorial
y una bivectorial (o pseudoescalar). Por lo tanto todo multivector A € Gz puede
escribirse en la forma:

A =ao+ aio1 + a207 + asi. (3.83)

La cual puede reescribirse como la suma de un vector y un espinor en la forma:

A=a+a, (3.84)
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siendo a su parte vectorial, que es la parte impar de esta algebra y @ es su parte
espinorial, como la suma de un escalar y un bivector que describe las rotaciones-
dilataciones en el plano.

De acuerdo a (3.46), el dlgebra del plano se descompone en sus partes par e impar:
G=G"+G, (3.85)

donde G2 es el espacio de vectores en dos dimensiones y Gz+ el espacio de espinores
bidimensionales, de acuerdo a la discusidon ya hecha, solamente G2+ forma un algebra,
el algebra de espinores, debido a que es cerrada bajo el producto geométrico. Por
lo tanto los espinores forman en si un dlgebra la cual es isomorfa al algebra de los

numeros complejos C.

3.3.3. Espacio Euclideo 3D

Al igual que en los dos casos anteriores, la formulacién del dlgebra geométrica en
3 dimensiones, viene de definir un trivector unitario /, tal que todos los vectores x del

espacio E3 satisfacen la relacién fundamental:
x A i=0. (3.86)

Al trivector unitario / se les suele llamar el pseudoescalar del espacio, ya que el volu-

men de un paralelepipedo estd determinado por un pseudoescalar.

El trivector unitario se considerard que se compone del producto externo de los

vectores unitarios ortonormales siguiendo la regla de la mano derecha (Figura 3.7):

i =01 A0 A O3 = 010203. (3.87)

Tales que forman un sistema ortonormal derecho de vectores. Que se describe, de

acuerdo a (3.22) por:

0i0j = 0i AOj = —0jO; [ =]. (3.88)
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Figura 3.7. Elementos geométricos de Gs.

De acuerdo a la figura y a la convencién de la mano derecha, a i se le suele llamar

también el pseudoescalar unitario derecho, al cambiarle el signo a esta cantidad se
tiene el pseudoescalar unitario izquierdo que corresponde al conjugado del mismo if
y cumple:

=AM ANOI=01AN03A02=—L (3.89)

Se ha escrito la segunda igualdad para hacer énfasis que it describe el sistema izquier-

do como se ha dicho.

Para conocer al vector x en términos de los vectores unitarios ortogonales se

procede de la misma forma que el plano, utilizando (3.49):

xi=(x- ooz A o3] — (x - o)[o1 A O3]+ (x - O3)[02 A O] (3.90)

Al multiplicar ahora por it a la derecha y con un procedimiento similar se obtiene:

xiitt = (x - o1)o1 + (x - 02)02 + (x - 03)03 = X101 + X202 + X303, (3.91)

gue es un resultado analogo al caso planar y expresa al vector x como combinacién

lineal de los 3 vectores unitarios. Debido a que if = —ise concluye que el pseudoescalar
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cumple la ecuacién:

2 =—1. (3.92)

Nuevamente aparece la identidad /2 = —1 como en el caso bidimensional, por lo cual
el trivector unitario describe una rotacion en 3 dimensiones entendido por la regla de

la mano derecha.

En el espacio Euclideo E* se definen los 3 bivectores unitarios, que representan a

los 3 planos orientados de area 1 por las ecuaciones:

i1=02 A 03=0:03 =i01 =01, (3.93)
i2=03A01=0301=i02 =02, (3.94)
i3=01 A Oy = 0102 = i03 = O3l. (3.95)

Englobando lo anterior, se concluye que se cumple:
ok = Okl = ik, (3.96)
fik = ikl = —O«k. (3.97)
Observe que, por las definiciones (3.93)-(3.95), se satisface i2k= —1 como en el caso

plano,conk =1, 2,3.

Esto quiere decir que el producto del pseudoescalar por un vector y un bivector res-
pectivamente es conmutativo, ademas de que la multiplicacién por un vector de la
base da como resultado el bivector correspondiente al plano ortogonal de dicho vector,

y de forma reciproca con el bivector.

Continuando con los bivectores, es claro que todo bivector en G3 se puede expandir

en términos de los 3 bivectores unitarios de la forma:

B = Biit + Baiz2 + Bsis. (3.98)
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De acuerdo a (3.96), el bivector puede escribirse como:

B = iBi1o1 +iB202 +iB30s3, (3.99)

por lo que escribiendo un vector de la forma b = B10o1 + B20> + B303, se tiene la

relacion entre este vector y el bivector anterior por:

B = ib. (3.100)

Se dice entonces que el bivector en cuestién es el dual de un vector. Lo que indica
esta ecuacién, es que el vector generado es normal al bivector en cuestidon, siendo
el pseudoescalar i el indicador que el sistema coordenado se rige por las rotaciones
respecto a la mano derecha. Similarmente un pseudoescalar es el dual a un escalar

usual ya que se relacionan por una ecuacién similar:

ao = ias. (3.101)

Englobando las ecuaciones que se han visto, observe que el sistema de vectores

satisface:
Op0q = Opg + pq rir = Opq + i pqrOr, P,q=1,2,3, (3.102)
r=1 r=1

mientras que el sistema de bivectores satisface:
3 3

ipig = —Opg — pg rir = —Opg —1  pqror, Pp,q=1,2,3, (3.103)

r=1 r=1
ademads de que la multiplicacidén entre ellos tiene la propiedad fundamental:
ipOq = Oqip = i0pg —  jrOr, Pp,q=1,2,3. (3.104)
r=1

Esto engloba lo siguiente. El producto de dos vectores o bivectores forma la suma
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de un escalar y un bivector y el producto entre un vector y un bivector forma un

pseudoescalar y un vector.

Como consecuencia de (3.100) y del hecho que los productos vectorial (2.20) y ex-
terno(3.1) cumplen propiedades similares, tales como el hecho de que tienen la misma
magnitud y la propiedad anticonmutativa, permite relacionar al producto externoy

al producto vectorial en el espacio Euclideo E* mediante:

C=aAb=ilaxb)=ic (3.105)

Por lo tanto en el espacio E3, descrito por su algebra Gs, el producto vectorial es el dual
del producto externo, asi que describen lo mismo pero con un enfoque matematico
distinto, ya que en el primero se describe con la normal al plano, y en el segundo
con el mismo plano orientado. En la Figura 3.8 se comparan ambos productos y sus

descripciones geométricas.

aXb

4

—a

a

Figura 3.8. Comparacion del producto vectorial y producto exterior.

Entonces el producto geométrico puede reescribirse en la forma:

ab=a-b+iaxb (3.106)

Esto lleva a que el producto escalar y el producto vectorial son, comparando con los

numeros complejos, las partes real e imaginaria del producto geométrico.
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El dlgebra geométrica del espacio Euclideo

En el espacio Euclideo E3, todo multivector se escribe de la forma

A=ao+a+B+ia, (3.107)

donde ao es su parte escalar, a su parte vectorial, B su parte bivectorial y a4 su parte

trivectorial o pseudoescalar. Ocupando las ecuaciones (3.100) y (3.101), se puede

reescribir asi:

A =ao+iai +a+ib. (3.108)

Esta ecuacidn se retomara mas adelante. El dual de un multivector se define como:

iA =ido—ai+ia—b, (3.109)

gue como se observa transforma escalares en pseudoescalares y vectores en bivectores

y viceversa.

En resumen se ha construido el algebra G3 constituida por los elementos:

G: ={1, 01,07 03, i1, iz, i3, 7 }. (3.110)

Constituida por una parte escalar, los 3 vectores unitarios para representar la base
que forma un sistema cartesiano ortonormal, los 3 bivectores unitarios para generar
un sistema de planos cartesianos ortonormales y un trivector unitario que genera un
cubo cuyo volumen es la unidad. G3 también se separa en sus respectivos subespacios
par e impar. El subespacio impar esta formado por vectores y trivectores mientras

que el subespacio par por escalares y bivectores al igual que el caso planar.
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Espinores en el espacio Euclideo

En esta seccidn se estudia el subespacio G; cuyos elementos se llaman espinores

del espacio Euclideo E3. Estos se constituyen por los elementos:
G =1{1,i1,i2,i3,}. (3.111)
Por lo tanto un multivector en esta subdlgebra tiene la forma:
(A)+ =a+ B=a+ib. (3.112)

Es decir, es la suma de una rotacién-dilatacién. Se observa que se requieren no una,
sino 3 unidades imaginarias independientes para representar las rotaciones en un
espacio de 3 dimensiones, en este caso el papel lo juegan los 3 bivectores unitarios.
El dlgebra de espinores G3 se puede identificar con el algebra de cuaterniones H que
fue considerado primero por W.R. Hamilton en 1843 para describir las rotaciones
en un espacio tridimensional [1, 2]. Este isomorfismo se consigue identificando los

cuaterniones con los espinores mediante [2, 6, 7]:

i = —i, (3.113)
i = —j, (3.114)
i3 = —k, (3.115)

de forma que, por estas ecuaciones y (3.103), los cuaterniones cumplen, asignando
i1 =i, I2 = ], i3 = K para la expresion siguiente:
3
ipiq = —6pq + qurir, p,.q= 1,2,3. (3.116)

r=1

Ademas mientras los bivectores satisfacen la identidad:

i1iziz =1, (3.117)
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los cuaterniones satisfacen una identidad similar pero con signo opuesto:

ijk = -1, (3.118)

y debido a (3.96) y (3.97) los cuaterniones se pueden asociar a los vectores unitarios

mediante las ecuaciones:

ik = —ioOk= —Ox«, (3.119)

Kok = —i =it (3.120)

De estas consideraciones se concluye que mientras los bivectores forman un sistema
coordenado derecho, los cuaterniones forman un sistema coordenado izquierdo. Como

se muestra en la Figura 3.9.

g T

Figura 3.9. Orientacion heredada por los bivectores y los cuaterniones.

Luego, un espinor (o cuaternion) se puede escribir desde ambos sistemas por:

Z = Qo + a1i1 + (aip + aziz = Bo + Bii + Boj + B3k, (3.121)

donde ao = Bo, ak = —Bk, con k =1, 2, 3. Se tiene en conclusién un claro isomorfismo
entre los espinores y los cuaterniones de coeficientes reales con las relaciones dadas. A

los espinores se les referird de ahora en adelante como cuaterniones mientras que a los
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cuaterniones en las forma que los definié Hamilton se les dirad cuaterniones izquierdos.

Para finalizar esta parte se describiran una forma de representar a esta dlgebra

mediante matrices 2 X 2. En primer lugar, considere las matrices [8]:

|
01
0'1 =L ) (3.122)
(N
0 —ij
o = ) (3.123)
, U J
i 0
( b
1 0
03 = ) (3.124)
0

a las cuales se les conoce como las matrices de PAuli. De acuerdo a (3.96) los bivectores

tienen la representacion:

(N
i = O l), (3.125)
N
0 1
i = ny, (3.126)
S 1
( b
AN
T J (3.127)
-0

Los escalares y pseudoescalares se representan con la matriz identidad I4, al multi-
plicarse por 1 e j respectivamente. Por lo cual un multivector en el algebra G3 puede
ser escrita como:

Qo+ iBo+az+iBs ai+iB1—ia, + [32) (3.128)
, :

A=

ai+iB1+ia; — B2 ao+iBo—asz—iBs

donde do representa la parte escalar, Bo la parte pseudoescalar, ax y Bk las partes

vectorial y bivectorial respectivamente, conk = 1, 2, 3.
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Reescribiendo los coeficientes yx = ak + iBk la matriz anterior puede también expre-
sarse por: 3

Yot Vs Vi—iyz
A= L R (3.129)

vit+iy2 Yo—V3
Por lo tanto un multivector de G3 se puede representar como una matriz 2 X 2 de
entradas complejas denotada por C(2). Por otro lado los cuaterniones z del subalgebra
par pueden representarse, sustituyendo las representaciones matriciales del escalar y

los bivectores por:

r )
_ Go+iBs iBi+ Bz) | (3.130)
1= 2 o— 3P

Algebra de cuaterniones

En esta parte se resumen algunas reglas algebraicas para los cuaterniones,tales
como su suma y producto. Este puede considerarse como un caso particular de la

seccion 3.2. pero sera importante para el desarrollo de los siguientes capitulos.

Considere un cuaternién A que tiene la forma:
A=ap+ A, (3.131)

donde ap es su parte escalar y A su parte bivectorial. Por la propiedad dual (3.100),

la parte bivectorial se puede reescribir como A = ia, en consecuencia:
A = ap +ia, (3.132)

gue es la forma en la que se escribird un cuaternién en adelante. Si B es un cuaternién

de laforma B = bg + ib, la suma de estos da como resultado:

A+B = (ap+bo)+i(a+Db), (3.133)
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y el producto de estos se expresa como:
AB = (ag +ia)(ho + ib) = agho — ab + i(agb + hoa). (3.134)
Descomponiendo el producto geométrico ab mediante la ecuacién (3.19):
AB = (agho — a - b)+ i(ach + boa — a X b). (3.135)

Nétese que cuando ap = bp = 0, se tiene simplemente AB = —ab. Es decir el
producto de dos cuaterniones coincide salvo en el signo con el producto geométrico
de dos vectores, asi que este producto también da informacidn de la direccion relativa
entre sus partes vectoriales.

Se define al anticonnumtador como el producto simétrico:

AB + BA

(A, B) = 5

= (agho — a - b)+ i(agb + bea), (3.136)

mientras que el conmutador se define como el producto antisimétrico:

[A,B]:= ABZ;BA = —i(a X b). (3.137)

El conjugado de un cuaternién se escribe como:
At = ap—ia, (3.138)
de forma que se cumple:
AAT = AtA = (ap)? +a - a = (ao)? + ||a]|? = |A|% (3.139)

Mediante esta ecuacion se define el inverso de A como:

at = A

AR (3.140)



Capitulo 4

Rotacion de un cuerpo rigido

En este capitulo se estudia la rotacién de un cuerpo rigido, donde se parte de la
descripcién con las dos formulaciones para la rotacién mas utilizadas en el estudio
del mismo que son mediante los angulos de Euler y la férmula de rotacién de Olinde
Rodrigues.

Partiendo de la férmula de Olinde Rodrigues se construird un espinor de maddulo 1
que permite describir la rotacién de un cuerpo rigido de manera compacta, y final-
mente se estudia brevemente la cinemadtica de un cuerpo rigido desde la perspectiva

cuaternidnica .

4.1. El cuerporigido.

Cuando en un sistema de particulas, la distancia entre cada una de ellas se man-

tiene constante:

lr|lij =cij, ,j=1,2,3, (4.1)

donde |r||ij expresa la distancia entre la particula / y la particula j del sistema,
y Cij expresa que son constantes, se dice que se trabaja con un cuerpo rigido de par-
ticulas. Se puede demostrar que para un cuerpo rigido solo son 6 coordenadas las

requeridas para hacer su descripcion. [9, 10] sin importar el nUmero de particulas que

43
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confinan el cuerpo, incluso en el limite de un cuerpo continuo.

La descripcion de un cuerpo rigido puede hacerse de varias maneras. Una de
ellas es mediante un par de sistemas de coordenadas ortonormales, uno fijo en el
espacio denotado por coordenadas (x, y, z) y otro fijo en el cuerpo denotado por las

coordenadas (X, Y, Z). Como se ve en la Figura4.1.

Figura 4.1. Sistemas coordenados fijos en el espacio (x, y, 2) y en el cuerpo (X, Y,2).

Se mencionan de manera breve las definiciones y teoremas importantes sobre el
movimiento de un cuerpo rigido. EI nimero de grados de liberad es 6, 3 correspon-

diente a traslaciones, 2 a un pivoteo y 1 grado de libertad en la rotacion.

» La traslacion es aquel movimiento donde ningun punto del cuerpo rigido per-

manece fijo.

= El pivoteo es aquel donde un solo punto permanece fijo, el punto puede ubicarse

dentro o fuera del cuerpo.

= La rotacién es el movimiento donde una y solo una recta permanece fija a la

cual se le conoce como eje de rotacion.

Teorema de Chasles: “Un desplazamiento arbitrario de un cuerpo rigido en un es-
pacio tridimensional se puede descomponer siempre en una traslacion seguida de un

pivoteo.” [9, 10]
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Aunque en este trabajo no se demostrara de forma rigurosa este teorema se men-
ciona que la prueba de este resultado consiste en primero trasladar el cuerpo de forma
paralela a si mismo de A a A y después se realiza un pivoteo hasta que su orientacion

coincida con la de A como se ve en la Figura 4.2.

Figura 4.2. Teorema de Chasles.

Teorema de Euler: "Todo pivoteo es equivalente a una rotacion en un espacio
Euclideo E3tridimensional ’[9, 10] (Figura 4.3).

La prueba de este teorema se puede hacer de forma grafica si se toma un esfera
con un radio arbitrario y tres puntos distintos A, B, C sobre la misma, en general
no colineales, los cuales se unen por arcos de circunferencia dentro de la esfera. Si se
denota el centro de la esfera por O y se realiza un pivoteo alrededor de este punto de
forma que los puntos A, B se trasladan a sus nuevas posiciones A, B y el punto C
permanece fijo (C = C), entonces los segmentos que unen AB y A B seran iguales y
en consecuencia la linea OC seré el eje de giro instantaneo, ya que los puntos giraron
los mismos angulos, de esto se concluye que el pivoteo alrededor del punto O y la
rotacion alrededor del eje OC son representan el mismo giro como se muestra en la

Figura 4.3, lo cual argumenta el Teorema de Euler.
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Figura 4.3. Teorema de Euler.

Rotaciones

Con estos conceptos es natural querer hacer una correspondencia entre los sistemas
fijo al cuerpo vy fijo a espacio, se puede asumir que ambos sistemas tienen la misma
orientacion la cual es derecha, entonces se requieren de las matrices de rotacion para

cambiar de un sistema a otro.

Partiendo de un sistema cartesiano ortonormal. Una rotacion es una transfor-
macion que preserva los angulos, las longitudes de los vectores y la orientacion del
sistema. De forma que el sistema rotado sera también un sistema ortonormal.

Como ambos sistemas forman una base, se puede escribir al sistema rotado en térmi-

nos del primero en la forma:

3
k

o = j ao,
(11,2, 3), (@2
donde al utilizar el hecho que ambos sistemas son ortonormales se verifica que los

coeficientes a;f son los cosenos directores que forman los vectores: 0j, Ok.

aj? = cos(6; «), (4.3)
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donde el subindice con comilla hace referencia al vector de la base rotada, y el sub-
indice sin comilla al vector de la base original. De forma que se puede reescribir la

ecuacion anterior en forma matricial como:

f Y r AR
o, cos(61 1) cos(B1 2) cos(61 3) (of]

LO’ZJ = Lcos(ez 1) cos(fz 2) cos(6: 3) J laz J , (4.4)
o; cos(63 1) cos(B3 2) cos(6s 3) o3

o de forma compacta:

o = E o (4.5)

donde R es la matriz de rotacién con coeficientes cos(0; «). Siguiendo un procedimien-
to similar, al describir los vectores originales en términos de los rotados se encuentra

gue estos estan dados por:
-

o=R .o, (4.6)

(—)T
dondeR , es la matriz transpuesta. De acuerdo a (4.5) y (4.6) se obtiene que:

R-R =1 (4.7)
Por lo tanto la matriz transpuesta serd la matriz inversa de la rotacion( R =R ),

esto es consecuencia de que las rotaciones preservan la ortonormalidad de los vectores.
De esto se concluye que el determinante de [R] es tal que det[R] = +1. Para hallar el
signo de este determinante, hay que tomar en cuenta que la orientacién se preserva,

entonces al evaluar el triple producto escalar ambas bases:

o (o x0o3)=1, (4.8)

0'1 ' (0'2 X 0'3) = 1, (49)

y utilizando (4.2) se halla que los coeficientes dj ktienen la forma de un determi-
nante cuyo resultado es 1, por (4.5) y (4.6). En consecuencia el determinante de las

rotaciones es siempre igual a 1.
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det[R] = 1. (4.10)

Esta rotacidn se ilustra en la Figura 4.4.

(=81

Figura 4.4. Rotacién en un espacio Euclideo E3.

Los casos mas sencillos son aquellos donde algun vector de la base permanece

. . .7 . ] . .7
igual ante dicha rotacion, es decir 0;= 0j. Para estos casos las matrices de rotacion

adquieren la forma:

b
cos(f) sin(B) 0 I
[R} = |~ sin®) cos(e) 0] (4.11)
0 0 1
Esta matriz describe la rotacion alrededor del eje de giro 03. De forma analoga se

describen las rotaciones con los otros dos vectores como eje de giro:

r )
1 0 0

[R] =LO cos(6) sin(G)J, (4.12)

0 —sin(B) cos(6)
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(
cos(f) 0 —sin(B)

[R] = ) (4.13)
} Lot 0
sin(8) 0 cos(6)

Como consecuencia de que la rotacion preserva la ortonormalidad y la orientacion
del sistema, se tiene que todo vector se transforma de acuerdo a (4.5) y (4.6). Es decir

si a' es un vector descrito en el sistema fijo al cuerpo y a es el mismo vector descrito

en el sistema fijo al espacio se tiene:

al=R-a, (4.14)

a= -al. (4.15)

Ademads el producto interno entre dos vectores cualesquiera se preserva tras una ro-
tacion por (4.14) y (4.15), esto quiere decir que se preservan las distancias y los
angulos:

al-b'=a-b. (4.16)

Es sencillo darse cuenta que la composicion de dos rotaciones sucesivas R1 y R

es nuevamente una rotacién, pues si:

r=R;-r,
=R, ¢l
Sustituyendo se encuentra:
P'=R,-Ri-r=Rsr, (4.17)

donde R3 = R; - R1. De manera inversa:

T T T 1l 1]

r=R,-R, r =(R2-R)r =R; 1, (4.18)

y debido a la regla multiplicativa de los determinantes, el determinante de R3 es tam-
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biénigual a 1. [4, 5, 9].

De este analisis se encuentra que las rotaciones forman un grupo bajo la operacion
de producto el cual se denota por SO(3, R) ya que los coeficientes de las matrices son

nameros reales y se escribe:

— 3k - ST o —

SO(3,R):={ReM3x3|R =R, R - R= Iq| det[R]= 1}, (4.19)

— %

donde M3x3 denota al conjunto de las matrices cuadradas de 3 dimensionesy R es el

conjugado de la matriz, la igualdad expresa que todas las entradas de la matriz son reales.

La dimension del grupo de rotaciones en 2 y 3 dimensiones respectivamente es:

dim(SO(2)) = 1, (4.20)
dim(SO(3)) = 3. (4.21)

Es decir que en el plano solo puede existir una direccién para la rotacion que es en el
mismo plano y en 3 dimensiones hay 3 parametros posibles para describir una rota-
cion.

La dltima propiedad del grupo SO(3) es que es continuo. Considere una transforma-

cion ortogonal que cambia al vector r a un nuevo vector r1 por:

P (4.22)

donde — es una transformacion infinitesimal. Su efecto es rotar de forma infinitesimal
el vector r a una nueva posicion ri. Como la transformacion es ortogonal se debe
cumplir:

C- - T
Iq +

—

1 1. 1o 17 1o 1_ =
N Id+N —Id+N+N . = Iq.
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Debido a que [ E] es infinitesimal. Se puede despreciar el Gltimo término y se llega a

la ecuacion:
= —E. (4.23)
Por lo tanto esta transformacidn es antisimétrica. Siguiendo N pasos idénticos se llega

a una posicion ry dada por la expresion:

- N
= Jgq+ _E r. (4.24)

2

En el limite cuando N 1 — o se obtiene finalmente:
re = exp(E) - ri. (4.25)

Esta ecuacidon expresa que toda transformacion ortogonal se puede expresar como la
exponencial de la matriz infinitesimal y al mismo tiempo indica que este grupo de
transformaciones es un grupo continuo (debido a la existencia de la matriz [E]). En

consecuencia, toda rotacion se puede escribir como:

R = exp(E). (4.26)

4.2. Los angulos de Euler.

Al describir la rotacion de un cuerpo rigido con los dos sistemas coordenados Car-
tesianos descritos, Euler demostrd que es suficiente tomar 3 rotaciones sucesivas para
lograr que ambos sistemas de coordenadas coincidan, cuyos angulos que representan
dichas rotaciones se conocen como angulos de Euler.

Denotando por (Ox, Oy, Oz) a los ejes fijos en el espacio y por (OX, OY, OZ) a los
ejes fijos al cuerpo y O al origen de ambos sistemas de coordenadas, se tiene que la

rotacién general se descompone en 3, primero:

1. Una Precesion alrededor de cierto eje, el cual se tomard como el eje z en este

caso para hacer la descripcion.
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2. Una Nutacion o Cabeceo que corresponde al eje de las cotas o eje nodal que
se define como la recta tal que los planos xOy del sistema fijo en el espacio y

XOY del sistema fijo al cuerpo coincidan.
3. Una Rotacion que es el eje de giro alrededor de un eje instantaneo en el cuerpo

De forma que el pivoteo se puede descomponer en una precesion seguida de una

nutacion seguida de una rotacion.

Se comienza ilustrando ambos sistemas coordenados, los angulos que indican las
tres rotaciones y la linea nodal con el fin de facilitar de forma visual la descripcion

de las tres rotaciones (Figura 4.5):

Figura4.5. Las 3 rotaciones propuestas por Euler para corresponder el sistema fijo al cuerpo
con el sistema fijo en el espacio.

De la figura, queda mas clara la definicion de la linea nodal ON como aquella

donde los planos xOy y XOY coinciden.

Primera rotacion (Precesidn): Se rota un angulo ¢ alrededor del eje Oz que
lleva el eje Ox a coincidir con la linea nodal ON . Esta se ilustra en la Figura 4.6

Con este rotacion el eje x, que ahora coincide con la linea nodal ON se ubicara por
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Figura 4.6. Primera rotacion.

definicién en el plano XOY .Como el eje Oz permanece invariante ante esta rotacion,

la matriz que representa esta rotacion respecto al sistema fijo (Ox, Oy, Oz) es:

r )]
B cos(p) sin(o) OI
R, = L_sin(q)) cos( @) OJ : (4.27)
0 0 1

Sirn = (v, yn, 2zv) es la posicion despues de rotar el vector posicion r = (x, y, 2z)

respecto al sistema inercial un angulo ¢, entonces:
v =Ryr, (4.28)

lo cual da el sistema de ecuaciones que relacionan las componentes:

xn = xcos()+ ysin(e), (4.29)
yn = —xsin(@)+ ycos(p), (4.30)
ZN = Z. (4.31)

Segunda rotacién (Nutacion): Se rota un angulo 6 alrededor del eje nodal ON
hasta que los ejes Oz y OZ coincidan. Esta se muestra en la Figura 4.7, donde se

agrando ligeramente el eje OZ para distinguirlo de Oz.
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Figura 4.7. Segunda rotacion.

La matriz que representa esta rotacion medida desde el sistema obtenido en la

primera rotacion con Ox = ON es:

r A
1 0 0

Lcos(h) sin(®) J
0 —sin(6) cos(b)

(4.32)

Denotando por rnut = (XNut, YNut, 2Nut) @ la nueva posicion del vector posicion tras

rotar el vector posicion ry despueés de rotar el primer angulo:

Inue = Ro 1w, (4.33)
0 en términos de sus coordenadas:
XNut = XN, (4.34)
Ynut = Yn €0S(0)+ zn sin(H), (4.35)
Znut = —yn Sin(0)+ zy cos(6). (4.36)

Si se quiere representar desde el sistema de coordenadas fijo se sustituye con (4.33) y
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(4.28) respectivamente:

fnut = Ro- Ry, (4.37)

que corresponde al producto de las matrices multiplicadas por las componentes del

vector posicion respecto al sistema fijo:

(
- - I cos(p) sin(p) 0 |
Ry - Ry = L—sin(go) cos(0) cos(¢p)cos(6) sin(e)J . (4.38)

sin(p)sin(6) — cos(g) sin(6) cos(6)

Utilizando (4.37) y (4.38) se tienen las coordenadas (xNut, YNut, ZNut) €N tErminos de

(x, y, 2).
Xnut = XCOS( @)+ ysin(), (4.39)
Ynut = —xSin( ) cos(6)+ ycos(p)cos(6)+ zsin(6), (4.40)
znut = xSiN( ) sin(8)+ ycos(g)sin(6)+ zcos(6). (4.41)

Tercera rotacion (Rotacién): Se gira un angulo y alrededor del eje Oz hasta
que la linea nodal ON coincida con OX. Esta se ilustra en la Figura 4.8, en donde se

agrandaron ligeramente los ejes fijos al cuerpo para distinguirlos de los ejes fijos en

EX

el espacio.

Figura 4.8. Tercera rotacion.
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Por lo tanto con estas 3 rotaciones sucesivas se logra que los ejes fijos al cuerpo
rigido coincidan con los ejes al sistema inercial cartesiano espacial.

La matriz que representa esta rotacion respecto al sistema definido por las dos rota-
ciones precedentes es:

| cos(y) sin(y) OI

R, = | ~sin(w) cos(y) 0] (4.42)
0 0 1

Denotando por R = (X, Y, Z) a las coordenadas del vector posicion respecto al siste-
ma fijo al cuerpo, que se obtiene al rotar un angulo y el vector posicion rnut después
de las primeras notaciones es:

R = R, - rnut. (4.43)

Se tiene entonces que las componentes se relacionan por:

X = xnut COS(w)+ ynue SIN(w), (4.44)
Y = —xnue Sin( @)+ ynue COS(), (4.45)
Z = ZNut. (4.46)

Si se quiere respecto al vector ry se sustituye con (4.37):
R=Ry, Rorn. (4.47)

O en términos de las componentes:

X = xy cos(yp)+ yn cos(6)sin(yw)+ zv sin(6) sin(yp), (4.48)
= —xn Sin(y)+ yn cos(6) cos( @)+ zn sin(6) cos(y), (4.49)
Z=ynsin(0)+ zycos(6). (4.50)

Y finalmente el vector posicion R con coordenadas respecto al cuerpo en términos
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del vector posicion r respecto al espacio, se utiliza la primera rotacion:
R=R-r, (4.51)

donde se ha hecho:

—

R=R, Ry R, (4.52)
Esta matriz de rotacion tiene la forma:

- cos(¢p) cos(y) — sin(¢) cos(0) sin(y) sin(¢) cos(y) + cos(¢) cos() sin(y) sin(6) sin(y)
R = L— cos(¢) sin(y) — sin(¢g) cos(6) cos(yp)  — sin(¢p) sin(yw)+ cos(¢p) cos(0) cos(y)  sin(B) cos(y) ) R (4.53)
sin(¢) sin(0) — cos(¢) sin(60) cos(0)

que da lugar a la siguiente relacion entre las coordenadas (X, Y, 2) y (x, y, 2):

X = x{cos(g) cos(y) — sin(¢p) cos(6) sin(y)]
+y[sin(p) cos(y) + cos(p) cos(0) sin(w)] + zsin(6) sin(y), (4.54)

Y = x[- cos(¢) sin(y) — sin(¢p) cos(6) cos(y)]
+y[-sin(¢)sin(y) + cos(g)cos(O)cos(w)] + zsin(O) cos(y), (4.55)
Z = xsin(¢p)sin(6) — ycos(¢p) cos(6)+ zcos(H). (4.56)

Como R es ortogonal su inversa esta dada por:

-1 _r _T _T _T
R =R =R, Ry 'R, (4.57)
y es tal que:
_T
r=R -R. (4.58)

En conclusion, la matriz de rotacion transpuesta cambia el sistema fijo al cuerpo al
sistema inercial fijo en el espacio. Hay que recordar que un sistema inercial es aquel

donde el observador esta libre de las influencias causadas por fuerzas externas [9].
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4.3. La formula de rotacién de Olinde Rodrigues

Otro punto de vista para describir las rotaciones que es mediante la formula de
Olinde Rodrigues que tiene la ventaja de que en ningun momento se utiliza un sistema
coordenado, a diferencia de los angulos de Euler, para hacer una descripcion de la

rotacién. En esta construccidn solo requiere del eje y un angulo de rotacién.

Para construir la formula de Olinde Rodrigues, considere un origen O del cual se
construye un vector a un punto P denotado por r = oP y otro vector a un punto Pt
denotado por r' = Cﬁ Se construye una recta que pasa por el punto O y se ubica
un punto Ot de manera que el plano O!PP t es perpendicular a la recta. Los puntos
Py P testan separados por un angulo 6 en el plano O!PP t. La recta que pasa por O

y Ot servird como el eje instantaneo de giro como se observa en la Figura 4.9.

axr=00Q

Figura 4.9. Esquema auxiliar para la construcciéon de la férmula de Olinde Rodrigues

En la figura se han construido ademas dos vectores auxiliares O'P y O'P!vy al
vector unitario paralelo al eje de giro se le ha denotado por n. Se ubica un punto Q
y se construye un vector como O!Q = n X r. Nétese que el punto Q se ubica en el

plano OtP Pt por construcciéon de los vectores r y n y el plano OtPPt,

Se observa que los vectores O'P y O'Q son ortogonales y se encuentran en la misma

circunferencia, debido a que O'P! se encuentra en este mismo plano, esta se relaciona
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a las dos primeras cantidades por:
O'Pt = O'P cos(6) + 0'Osin(6). (4.59)

Como se ilustra en la Figura 4.10:

Figura 4.10. Plano O'PP.

Debido a la regla del paralelogramo se tiene por otra parte:

PP = O'P' — O'P = O'P[cos() — 1] + O'Qssin(8). (4.60)
Reescribiendo la ecuacién en términos de los vectores r, ¥ y n se obtiene:
rt—r=[(nXxr)xn] [1-cos(d)]+ (nXxr)sin(h). (4.61)

donde se ha ocupado la antisimetria del producto vectorial.

A la formula (4.61) se le conoce como La formula de Olinde Rodrigues para las

rotaciones y establece una correspondencia entre el vector posicién r y el vector
desplazado r'alrededor de un cierto eje de giro instantaneo definido por el vector
unitario n.

Desarrollando el triple producto vectorial y ocupando que el vector n es unitario:
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r—r = [1 - cos(B)][A(A ) — r] + sin(8)[A X r]. (4.62)

Desarrollando esta formula y utilizando la matriz identidad se tiene:
1t = [cos(8) T a + (1 — cos(8))h ® fi - +sin(B)(A X -)Ir, (4.63)

donde n ® n es el producto tensorial del vector n con si mismo. La férmula anterior

es de la forma r' = Z T con Z el operador que genera la rotacion:
A = [cos(8)T 4 + (1 — cos(8))h ® A - +sin(8)(A x -)]. (4.64)

Este operador depende fundamentalmente del eje de giro dado por el vector unitario

n y el dangulo 6 en el cual cambia el vector r. Como el vector n es unitario, sus

componentes (N, Ny, Nz) cumplen con la condicién:
(n)?+ (ny)* +(ny)? = 1. (4.65)

Entonces A solo depende de 3 parametros independientes. Utilizando las identidades

trigonométricas:

cos(6)=cos?(6/2) —sin%(6/2), (4.66)
sin(0) =2sin(6/2)cos(6/2), (4.67)

se puede reescribir A como sigue:

A= [cos?(6/2) — sin2(6/2)]Td + 2sin?(6/2)n ® n - +2sin(6/2) cos(6/2)nx]. (4.68)
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Ahora, se definen los cuatro parametros:

Co =cos(6/2), (4.69)
q1 = sin(6/2)n,, (4.70)
d2 = sin(6/2)ny, (4.71)
3 = sin(6/2)n, (4.72)

y un vector de componentes g = qii + (2j + gsk. Es claro que se tiene la identidad:
q = sin(6/2)n. (4.73)
Estos cuatro pardmetros que se han definido no son independientes ya que:
(00)? + (qu)? + (a2)? + (d3)* = (qo)? + I lal [* = 1. (4.74)

Por lo tanto, la férmula de Olinde-Rodrigues se puede escribir en términos de estos 4

pardmetros en la forma
A = {[(0)2 — llall®]l a + 29 ® q - +2qoqx}. (4.75)

Este operador puede escribirse como una matriz de 3 X 3, expandiendo la matriz

identidad y el diadico q ® g en la forma:

- ((q0)2 = 11911?) + 2q1qn 2(q1q2 — qog3) 2(q1g3 + qoq2)
A=L 2(q2q1 + qogs) ((q0)? = 119l1®)+ 2q2q2 2(q2g3 —qoqn) J. (4.76)
2(g3q1 — qoqz 2(gq3q2 + qoqn) ((q0)2 = 11911?)+ 2g3g3

Rearreglando términos:

- (q0)? + (q1)? = (g2)? — (g3)? 2(q192 — qogs3) 2(q1g3 + qoq2)
A=\ 2(q2q1 + qogs) (q0)? = (q)? + (q2)2 = (g3)? 2(q2q3 ~ qoqn) ). (a.77)
2(q3q1 — qoq2 2(q3q2 + qoqn) (qo)? = (q1)? = (q2)? + (g3)?

Este es un resultado general siempre que se conozca el eje de giro y su orientacion
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en el espacio E3, si se elige un sistema coordenado cuyo origen sea un punto del eje
de giro, entonces sera la inclinacion respecto a este sistema de coordenadas lo Unico

requerido para conocer la rotacién del objeto.

El siguiente paso serd comparar al operador de la féormula de Olinde Rodrigues
(4.75) para la rotacién y la férmula de rotaciéon de Euler (4.53). Es decir, se quieren
relacionar los angulos de Euler (¢, 8, ) y los parametros de Rodrigues (qo, q).
Entérminos de los dngulos de Euler se propuso la existencia de un sistema coordenado
fijo al cuerpo cuyo eje de giro es supuesto sin dar explicacidon a cual es éste.

En términos de los pardmetros de Olinde Rodrigues se ubica desde un inicio el eje de
giro del cuerpo, mas se ignoran los angulos relativos entre el sistema fijo al cuerpo y
el sistema fijo al espacio.

Por lo tanto deben coincidir el operador de Olinde-Rodrigues y la matriz de rotacién
de Euler (; = E). Esto ocurre si y solo si cada una de las entradas de las matrices
coinciden, dando a un sistema de cuatro ecuaciones, en donde se escriben solo las que

estan en la diagonal de la misma y se reescribe la ecuacién (4.74):

(q0)? + (a1)* — (92)* — (93)* = cos(¢) cos(y) — cos(B) sin(p)sin(w),  (4.78)
(90)* = (q1)* + (02)* — (93)* = —sin(@)sin(y) + cos(B) cos(p) cos(y),  (4.79)
(d0)* — (a1)* — (92)* + (a3)> = cos(6),  (4.80)

() + (@) +(q2)* +(az)* =1.  (4.81)

Como se vio, la ultima ecuacidn se satisface automaticamente por construccion.Resolviendo
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este sistema de ecuaciones se encuentra:

@ = COS —2 cos SDLZLE , (4.82)
g = sin Qz cos SLZIH , (4.83)
@ = sin ZQ sin 50;212 s (4.84)
@ = COoS ZQ sin g%uz . (4.85)

Para no confundir 6 de (4.82)-(4.85), que se refiere al dangulo de nutacion de Euler,
con 6 de los parametros de Rodrigues (4.69)-(4.72) se cambiara de variable 6 — a en

(4.69)-(4.72). De forma que se relacionan directamente los dngulos mediante:

+
cos(a)= cos ZQ cos S%I’Q , (4.86)
sin(a)= sin? —92 + Cos? —2 sin? SDLZIQ (4.87)

4.4. El cuaternion de Pivoteo.

En esta seccidn se abordara una forma alternativa de tratar el pivoteo de un cuerpo
rigido en 3 dimensiones, que es por medio de los cuaterniones. Primero, se regresa al
caso correspondiente al plano, es decir si se elige en la férmula de Olinde Rodrigues al
vector normal n = 03, y el vector posicién inicial r esta en el plano xOy de forma que r
n = 0 se tiene:

rt = cos(O)r + sin(0)(n X r), (4.88)

o en términos de los parametros de Olinde Rodrigues go = cos(6) y q = sin(6)os. Si
las componentes del vector son r = x101 + X202, ya que es perpendicular a n = K,

entonces las componentes del vector posicion rotado r' como se describe en este caso
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particular esta dada por r' = y101 + y20:. Y las componentes se relacionan por:

y1 = x1€0S(6) — x28in(6), (4.89)
Y2 = x1Sin(6)+ x2cos(6), (4.90)
Y3 = x3. (4.91)

Esta misma rotacion en el plano xOy se puede visualizar desde el enfoque de los

espinores planos con el bivector unitario i:

z = x1+1ix, (4.92)

Zt = y1+iys. (4.93)

Estas componentes se relacionan mediante:

zt = yr +iy2 = [cos(O)+isin(O)][x1 +ixz]. (4.94)

Utilizando la relacién de Euler se llega a la descripcidn compleja para las rotaciones:

¢} ¢}
Zt = elfz 1= ez zel2, (4.95)

Por lo tanto la rotacion en el plano E2 o un plano de E3, que en este caso se dio como

el plano xOY, esta caracterizada por un solo parametro que es el angulo 6.

Para una rotacion general donde el vector que indica el eje de giro n se encuentra
en una direccién general en E3en la férmula de Olinde Rodrigues. En este caso, como
se vio con los dngulos de Euler, es necesario tener 3 pardmetros de giro para cambiar
la orientacion a fin de que coincida con los ejes cartesianos ortogonales. Sin embargo,
se observo en el capitulo 3 que los cuaterniones en E3 también permiten describir una

rotacién general. Hamilton fue el primero en llegar a esta idea [2], éste propuso que
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todo pivoteo puede escribirse como :
rt = QfrQ, (4.96)
donde Q es un cuaternion de la forma:
Q = qo + iq = c0s(6/2) + i sin(6/2)h = el( D), (4.97)

el cual se define como el cuaternion de pivoteo. Notese que en la ultima igualdad se
hace uso de la identidad de Euler para cuaterniones. Esta expresion resulta en una
forma generalizada de (4.95) para el caso de E3. Por construccidn, este cuaternidn

cumple la identidad:
QQt = QTQ = 1. (4.98)

Ademas se define al cuaternién de posicién por:
R =ir. (4.99)
La multiplicaciéon de ambos da como resultado, utilizando el producto (3.134):
RQ=-r-q+i(dqor—rxq)=to+it. (4.100)

y multiplicando este cuaternién por el dual del cuaternién de pivoteo QT por la iz-

quierda resulta en:
Q'RQ = qoto + q - t + i[qot — toq + (q X t)]. (4.101)

Sustituyendo con to y t de la ecuacion (4.100) y desarrollando se obtiene de la parte

escalar:

Qoto+q - t=qo(—r-q)+ (qor—rxq)-q=0, (4.102)
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y de la parte bivectorial:

qot — toq + (q X t)= (%~ I1ql1*)r+2(q - r)q + 2qo(q X 1). (4.103)

Por lo tanto:

QTRQ =i[(dd—IIql 1Dr + 2(q - r)q + 2qo0(q X 1)]. (4.104)

Se observa entonces que la parte escalar del cuaternion se anula, y la parte bivec-
torial del mismo reproduce la formula de Olinde Rodrigues que se obtuvo con una
formulacion puramente vectorial.

La parte bivectorial del producto anterior representa un operador que acttia sobre
un punto material de un cuerpo rigido que pivotea alrededor de un punto fijo. Entonces

si se escribe R/ = 0 + i’ al cuaternion del punto material tras dicho pivoteo, se tiene:
R/ = Q'RQ, (4.105)

e inversamente:

R = QR/QT, (4.106)

donde se ocupd la igualdad (4.98). Si se toma ahora como punto de partida la posicion

r' del punto material a un nuevo punto ¥’/ causado por un pivoteo. Considerando desde

la misma perspectiva el problema con un cuaternion de pivoteo P:
R/ = PTR/P, (4.107)
y en términos de la posicion original:

R/ = PTQTRQP = (QP)fR(QP). (4.108)
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Ahora, definiendo T = QP se reescribe la ecuacién anterior como:
R = TTRT. (4.109)

Por lo tanto T es también un cuaternién de pivoteo cuyo mdédulo es la unidad que es

producto de la aplicacidn sucesiva de dos cuaterniones de pivoteo.

Rotacién de un cuerpo rigido mediante matrices de Pauli

Dado que se ha representado la rotaciéon de un cuerpo rigido mediante cuaternio-
nes,y estos asuvezpueden representarse por medio de las ecuaciones(3.125)-(3.127).

Es posible escribir al espinor de pivoteo Q en la forma (3.130), es decir:

r D)
Q- on+|Q3 1] +QZJl (4.110)

g1 — Qg2 Qo — g3

O en forma alternativa mediante los parametros propuestos por Arthur Cayley y Felix

Klein, conocidos como los parametros de Cayley-Klein en la forma:

(R

a B
Q=U "J. (4.111)

y 0

La relacion de estos pardmetros con los de Olinde Rodrigues es:

a = Qo + igs3, (4.112)
B = 02 + iqs, (4.113)
y=—0q2+iqs, (4.114)

0 = Qo — Q3. (4.115)
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Noétese que a* = 8 y B = —y*, por lo cual Unicamente dos de los parametros son

independientes. Asi que puede reescribir‘se como: I

a
Q= B . (4.116)
L J
_B* a*
El conjugado del cuaternién de pivoteo Qt tiene la forma:
( b
at -
ot=\ Ay . (4.117)
B
Haciendo la multiplicacion de las matrices Q con Qt se obtiene:
gtq = la. (4.118)

Debido a que el cuaternidn de pivoteo tiene médulo 1, por la ecuacién (4.98) se

concluye que esta multiplicaciéon da como resultado la matriz identidad:

Qt =Q-1, (4.119)

y dado que el cuaternion de pivoteo preserva la orientacién, se cumple que su deter-
minante tiene signo positivo:

det[Q] = 1. (4.120)

En consecuencia el cuaternién de pivoteo descrito mediante matrices 2X2 de entradas
complejas, satisface (4.7) y (4.10) como las matrices de rotacion.

Para finalizar se relacionan los parametros de Cayley-Klein con los angulos de Eu-
ler para las rotaciones, lo cual se puede hacer mediante los parametros de Olinde-

Rodrigues que fueron los que dieron al paso de escribir las rotaciones con cuaterniones.
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Esto se hace mediante las ecuaciones (4.82)-(4.85). Se tiene:
a=@ +ig3 = cos 5 e't2 7/, (4.121)

B=g+igy =isin g e-1(*2%), (4.122)

donde se ha ocupado la identidad de Euler en las 2 ecuaciones anteriores para sim-

plificar la expresion. Por lo tanto el cuaternidn de pivoteo se escribe como:

rCos e e'(**5) sin e _i(u)\
o= g o 2) ) (4.123)

iSiﬂ v cos QZ%".( -

Py
Se observa que det[Q] = cos?(6/2) —i? sin?(6/2) = 1 en acorde a lo construido. Nétese

que el cuaternidn de pivoteo se puede descomponer en:

Q = QuQoeQe. (4.124)
donde estos estdn dados por
.r y 0 !
Qu =% )= Ci(5)os, (4.125)
( 0 et
cos = —i sin & o
G
Qo= 1L 29 s - J=e¢ ,)én (4.126)
—i sin’, 2 2
szg ' ) e, (4.127)
QJ =e
0o e’

Estas matrices también son matrices de pivoteo ya que cumplen (4.119) y (4.120). La

forma de la derecha indica que es la exponencial de o1 y 03.

Asi la matriz de pivoteo general R escrita en la términos del grupo de rotaciones de

E3 describe el mismo pivoteo desde el punto de vista del cuaternién de pivoteo Q.
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— o

Q= QyQsQyp ~ R= RyRyR,. (4.128)

Debido a que las matrices de rotacion forman un grupo, y los cuaterniones de pivoteo
describen lo mismo que éstas. Se concluye que éstos exhiben las caracteristicas de un
grupo, a este grupo se le llama el Grupo especial unitario de dimensién 2 y se denota

por SU(2): J / \

SU(2) := a £ afeCconla?+|8r=1 . (4.129)

\ /
L =B* a* )

Por lo tanto los grupos SU (2) y SO(3) son isomorfos, es decir:
SU(2) ~ SO(3). (4.130)

En conclusidn, los cuaterniones proveen una descripcion alternativa y mas simple de

un pivoteo de un cuerpo rigido, regida por la ecuacion (4.96).

4.5. Cinematica del cuerpo rigido

Para describir la cinematica del cuerpo rigido, se partira de la ecuacion (4.96).

Se define el operador “"derivada temporal” de un cuaternién como:

di(t) .= I'm A+ A9 - D)

4.131
dt At—0 At ( )

Se puede demostrar que este operador tiene las mismas propiedades que la derivada
usual de funciones escalares y vectoriales, es decir, es lineal, cumple la regla de Leibniz

y cumple la regla de la cadena [2, 11]. A este operador también se le denota por

D:Q = Q Derivando la identidad QQt = 1 se obtiene:

QOt = —QQ". (4.132)
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Puede demostrarse ademas que D¢ Qt) = (DrQ)1, es decir que las operaciones de

derivar y conjugar son intercambiables. Por lo cual si se define un cuaternién Q como:
Q= -200. (4.133)

Por la identidad (4.133) tiene la propiedad:
Q= -Qft, (4.134)

Comparando con (3.58), se concluye que el cuaternidn Q es un bivector, es decir que

su parte escalar es nula. Por lo tanto este cuaternién tiene la forma:
Q=0 + iw. (4.135)

Para hallar al vector w se debe sustituir (4.135) de forma explicita con (4.97), pero
antes se menciona brevemente que la derivada de un cuaternién es la suma de la

derivada de su parte escalar y su parte bivectorial [11]:
QO = (qo + iq)(q — i) = (goq + q - q) + Hqq — goq + q X q). (4.136)
La parte escalar se anula debido a que este cuaternién tiene mddulo uno:
qq'o+q-q=1_ &+ llallP=2% |01 =o0. (4.137)
2dt 2dt
Por otro lado, la parte vectorial da la forma explicita del vector w:
w = 2[goq — qoq + q X q]. (4.138)

A este vector se le conoce como la velocidad angular y describe la rotacién de un

plano, lo cual se traduce en que es el dual del bivector de rotacién . Nétese que con
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esta cantidad, la derivada del cuaternion de pivoteo puede escribirse como:
: 1
Q= —ZQQ- (4.139)
Al derivar la ecuacion (4.105), se obtiene:
R' = O'RQ + QIRQ + Q'RQ. (4.140)
Utilizando (4.140) y (4.135) resulta en:
ot 1 o~ 1
R = 2QTQRQ + QTRQ — 2Q’rRQQ, (4.141)

qgue puede reescribirse asi:

C
R'=Qf R+ %(QR ~RQ) Q. (4.142)

El primer término del lado derecho de la igualdad debe reconocerse como el cuaternion
posicidn tras la rotacién R = jr en la cual se sustituye (4.105) mientras que el segundo

término, dado que es un producto antisimétrico de bivectores se puede reescribir como:
R'=Qt(R+Q R)Q, (4.143)

o, utilizando que un bivector es el dual de un vector, este puede reescribirse como el
producto vectorial de dos vectores de los vectores w y r. Por lo tanto, en términos

vectoriales la anterior ecuacion se reescribe como:
rt = Qf(r — w X r)Q. (4.144)

En el caso de que el sistema de referencia esté montado en el sistema que gira, la

posicidn tras la rotacion es la misma, es decir R = 0 y en consecuencia.

R=-Q-R=R Q. (4.145)
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O alternativamente, en la notacién vectorial:
F=wXr. (4.146)

Esta ecuacién indica que el cambio en la posicidn del punto tras el pivoteo estd me-

dido por la velocidad angular del mismo, es decir cuan rdpido haya sido el giro.

Si se quiere conocer el segundo cambio en el giro de un cuerpo rigido, se requiere
conocer £, para ello se puede derivar dos veces (4.98) y darse cuenta que se satisface la

identidad: .

QQ' = _M (4.147)
Al derivar (4.134), y sustituir con (4.146) se obtiene:
Q= -2(QQ" +2QQ)" = QQ" - QQ". (4.148)
En forma vectorial la expresion (4.148) se reescribe como:
Q = iw = 2i(Goq — qod + q X q). (4.149)

Si se deriva la expresion (4.144) se llega a:
R=QI(R+Q RIQ+QI(R+Q R+Q R)Q+Qi(R+Q R)Q, (4.150)

sustituyendo con (4.139) y utilizando (4.143) para tener una expresion en términos

de R y Q - R da como resultado:
R=0QIR+2Q-R+A R+Q (Q R)Q, (4.151)

donde A = Q se le llamard la "aceleracion angular”. Como estos cuaterniones son

bivectores, también se puede escribir como ia = iw. En la notacién vectorial esto se
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expresa como:

r=QMfr—2wxr—axr+wXx (wXxr)Q. (4.152)

Si se toma el caso en que se cumple (4.146), esto se reduce a:

R=R A+(R Q) Q (4.153)
O utilizando la notacion vectorial:

r=axr+wX(wXxr). (4.154)

Este resultado indica que en el caso de que el punto r permanezca inmdévil aun pueden
presentarse aceleraciones regidas por la misma rotacién del cuerpo y una aceleracion
en la velocidad del mismo.

Se observa que desde el punto de vista de los cuaterniones, se reproduce de forma
exitosa la rotacidén y la cinemadtica de un cuerpo rigido en una forma completamente

compatible con la representacién vectorial usual.



Capitulo 5

Mecanica cuaternionica

En esta seccion se estructura la mecanica cldsica a través de una estructura cua-
ternidnica. Pues se observé como el algebra geométrica permite una descripcién mas
natural y completa del espacio fisico cldsico concebido, que es descrito como un espa-
cio Euclideo E3. Sin embargo es suficiente trabajar con la estructura par de la misma,
es decir la parte cuaternidnica de la misma. Esto es debido a que el espacio es tridi-
mensional y en consecuencia se puede al trivector y al bivector como la parte dual
del escalar y vector respectivamente.

Se verd como con este lenguaje cuaternidnico se reproducen todos los conceptos de
la misma de forma natural si se compara con la formulacién puramente vectorial.
Algo novedoso de la descripcién cuaternidnica aparecen los conmutadores y anticon-
mutadores al describir cantidades fisicas tales como el momento angular, la torca, o
la energia cinética.

Ademas de reproducir los mismos resultados que aparecen con el desarrollo vectorial
de la mecanica cldsica, se vera que aparece de forma natural con esta formulacién
el "espin” como consecuencia de la parte vectorial en la expresidon cuateridnica de la
ley de conservacién de energia, tanto para el caso de una sola particula, como de un

sistema de ellas.

75
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5.1. Conceptos basicos de la Mecanica en términos
cuaternionicos

Ahora se desarrollaran los conceptos fundamentales de la mecdnica mediante cua-
terniones. Se asumira que los mismos siguen la convencién de la orientacion derecha
(3.103), (3.117) para que su descripcion sea puramente tensorial y se puede utilizar

como camino alternativo para desarrollar la mecanica.

Lo primero que se hara sera definir las cantidades cinematicas mas fundamentales
de la mecdnica. Se empieza por el cuaternién de posicidn de un cuerpo respecto a un
sistema coordenado:

R:=n+ur. (5.1)

Se define al cuaternién velocidad como la derivada del cuaternion de posicion, y la

aceleracién como la derivada del cuaternién velocidad:

V=DRR=R=rm+ir, (5.2)

A= DV = D!R=R= iy + ir. (5.3)
El cuaternién de masa se formula como un escalar:
M= m+iO. (5.4)
Y por ultimo se define al cuaternién de momento lineal:
P =MV =po+ ip = min + {mr). (5.5)

Para dar significado fisico a las partes escalares de los cuaterniones de posicion,
velocidad, aceleracion y momento, como solo se necesita de un numero real para
medirse, el cual debe ser igual para dos sistemas de referencias arbitrarios, estas

partes se pueden interpretar como la posicidn, velocidad y momento lineal intrinsecos
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al cuerpo. Pues debido a su naturaleza escalar, estas cantidades son intrinsecas de
la particula y no dependen de un sistema de referencia particular. Nétese que todas

estas cantidades se reducen a su forma vectorial haciendo estas partes escalares nulas.

5.2. Leyes de Newton

En esta seccidn se enuncian las 3 Leyes de Newton a través de esta formulacidon

cuaternidnica

5.2.1. Primera Ley de Newton

La primera Ley de movimiento de Newton enuncia y establece un Sistema iner-
cial como un Sistema de referencia patrén para un observador, que es aquel libre de
interacciones y en consecuencia presenta el movimiento mas simple. EI movimiento

rectilineo uniforme. Establece:

Desde un marco de referencia inercial, todo cuerpo libre de interacciones externas

se observara en reposo 0 en movimiento rectilineo uniforme [9]

El llamado reposo es un caso particular de velocidad constante y es v = O. Este
es el primer postulado que se toma de la mecénica, donde se considera que al describir

el movimiento de un cuerpo, se trabaja en un Sistema de referencia inercial.

5.2.2. Segunda Ley de Newton

Si desde un marco de referencia inercial se observa que el objeto sigue un movi-
miento que no es rectilineo uniforme entonces significa que este siente una interaccion
provocada por algin agente fisico al que Newton llamé Fuerza que causa que acelere

y se desvie de dicho movimiento. Esta dice:

Cualquier tipo de interaccion que experimenta un cuerpo es una fuerza que lo urge
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a cambiar su estado de movimiento [9]

De acuerdo a lo anterior, la Fuerza sera la causante de un cambio en el estado de
movimiento del cuerpo, o mejor dicho el cambio de la cantidad de movimiento. Por

lo cual la segunda Ley se expresa en términos cuaternidnicos como:
F=DP =P. (5.6)
O expandiendo ambos lados:
Sotd=p+ip. (5.7)

Noétese que si F = 0 entonces de acuerdo a (5.6) la cantidad de movimiento sera
constante, y si la masa del cuerpo es también constante se llega a la conclusién de
gue el cuerpo tiene un movimiento rectilineo uniforme que es lo establecido en la
primera ley cuya forma matematica de la primera ley es P = Py, con Py constante.
Esto ha llevado a que se le considere a la primera ley como una consecuencia directa
de la segunda, pero eso es incorrecto ya que esta ley solo es valida para un marco de
referencia inercial.

Si la masa es constante, la segunda Ley adquiere la forma:
F = MA= MR, (5.8)

El vector posicion r en un movimiento unidimensional permite establecer toda
la cinematica de la particula, pues como se vio en la Seccién 3.3.1, todo vector serd
paralelo a este y en consecuencia el movimiento de esta particula sera en la misma
direccion que el vector posicidn.

En un movimiento bidimensional, es suficiente conocer al vector posicién y al vector
momento p de la particula. Se han elegido estos dos vectores, ya que al describir
un corpusculo lo primero que se quiere conocer es la posiciéon y el momento del

mismo para realizar una descripciéon completa de su movimiento cuando esta sujeto
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a interacciones,las cuales se describen mediante (5.6). Por los resultados de la seccidn
3.3.2, cualquier otro vector estard contenido en el plano de estos vectores, en particular
las Fuerzas que provocan el movimiento de la particula. El bivector formado por estos

vectores se puede escribir como:

rAp=[PR], (5.9)

donde se ha utilizado el conmutador, definido en (3.136) y la relacién (3.105). Este
contiene toda la informacién para hacer la descripcion bidimensional. Derivando esta

ecuacion se tiene:

Der A p)=rA f= 0. (5.10)

De lo discutido, se observa que un movimiento sea bidimensional es equivalente a que

el bivector rAp sea constante, es decir que mantiene su magnitud, direccidn y sentido.

Para un movimiento en tres dimensiones, conocer r y p no es suficiente para
conocer completamente el movimiento de la particula. En consecuencia la segunda
Ley no provee informacion suficiente para conocer completamente la trayectoria que
seguird ésta. Es por ello que se requiere un vector perpendicular al plano de los
vectores posicidn y momento para resolver esta cuestion, que en el lenguaje utilizado
se traduce al bivector r A p, que debe recordarse es dual a un vector definido como el
momento angular:

L=d1:=rAp=1irxp)= I[P R]. (5.11)

Debido a que un bivector también describe rotaciones, el momento angular describe

una rotacién en el plano (r A p). En la descripcidn tridimensional es suficiente conocer

el paralelepipedo generado por estos tres vectores:

rAp AL (5.12)
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Derivando (5.12) y por la segunda Ley es posible definir la torca ejercida en un cuerpo:
N=in:=rAf=[F,R]=L. (5.13)

Cuyo efecto es es variar el plano generado por los vectores r 'y p, el cual puede ser
un cambio en su magnitud o su direccion. Es decir, se tuerce el plano de movimiento
de la particula. Con ayuda de esta cantidad y la segunda ley es posible determinar el

movimiento de una particula en el espacio.

5.2.3. Tercera Ley de Newton

La tercera ley concierne en primera instancia a un sistema de particulas que in-
teractlan entre si, en las que su descripcion se hace desde un marco de referencia

inercial. Enuncia:

A toda reaccion, corresponde una reaccion igual y en sentido contrario. [9]

En el lenguaje cuaterniénico, si Fi2 es la fuerza ejercida del primer cuerpo al
segundo y F>; es la fuerza ejercida del segundo cuerpo al primero. La tercera Ley se
escribe:

Fi2 = —F>1. (5.14)

O bien, expandiendo esta ecuacion:
A + if12 = — AP — ifa1. (5.15)

Asi, si estas dos particulas se encuentran completamente aisladas, i.e libre de inter-
acciones lo que postula esta ley es que la Unica interaccion que sentiran sera cuando
estos dos lo hagan uno con el otro. Si el sistema inercial estd completamente aislado

entonces la cantidad de movimiento total es constante:

Ptotal = PO/ (516)
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donde Py es una constante. La expresion anterior se puede escribir en términos de los

momentos de cada una de las particulas:
Piotat = P1+ Pa. (5.17)
Derivando respecto al tiempo se encuentra:
Py = —P,. (5.18)

Por la segunda ley de la mecanica la fuerza que produjo este cambio en el estado
de movimiento de cada uno de los cuerpos se obtiene la tercera ley de Newton como
”consecuencia” de las primeras dos leyes. En esta “demostracién”, que condujo a la
tercera ley, se postulé que la cantidad de movimiento total del sistema es la suma de

los momentos lineales de cada cuerpo.

Esta ley se puede generalizar a un sistema de IV cuerpos donde ya no es posible

"demostrar” esta ley. Esto es:
Fy=—Fi (,j=12,...,N), i=]. (5.19)

La ecuacion anterior es la forma general de la tercera Ley para NN cuerpos, al igual
qgue el caso de dos cuerpos, si estos estan aislados entonces las Unicas fuerzas que
aparecen son aquellas que hacen que los cuerpos interactuen los unos con los otros, a
estos sistemas se les dice que estan en equilibrio ya que la fuerza total del sistema es

cero, esto es:
N

Fiot = Fij5U =0, (5.20)
ij=1

donde se define el simbolo 0;; = 1 — J;;. Este simbolo tiene un efecto opuesto a la

Delta de Kronecker, pues resulta en 0 si los indices coinciden, y 1 si son diferentes.

Esta suma da cero dado que los indices /, j se cancelan en pares de acuerdo a (5.19).
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Ahora se analizan las torcas en un sistema de particulas, si se genera el bivector
formado por los vectores r; y fi; se obtiene la torca como el vector dual a dicho

bivector. En términos de cuaterniones:

Nij := [Fij, R;l. (5.21)

De forma similar si se forma el bivector mediante los vectores r; y fji se tiene:

Nji := [Fji, Ril. (5.22)

Sumando estas ecuaciones y ocupando la Tercera Ley de Newton se puede reescribir

la torca total ejercida sobre el par de particulas como:

Nij + Nji = [Fij, Rijl, (5.23)

donde se ha definido Rj; = Rj — R; como el cuaternion de posicion relativa de la
particula j respecto a la particula /.
Se observa que la torca sobre este par de particulas tiene la misma estructura que su
expresion para una particula, donde Unicamente aparecen indices para referirse a la
posicion relativa entre dos particulas y la fuerza que ejerce una sobre la otra.
A diferencia de la tercera ley, esta cantidad no tiene porque anularse ya que en general
la posicion relativa Rjj no es paralela a la fuerza que ejerce una particula sobre otra Fi;.
En el caso particular donde si sean paralelos, es decir que se cumpla RijFij = FijRij
se cumple:

Nij = —Nji. (5.24)

Que es la ley fuerte de accidn y reaccion, ya que tiene una expresion idéntica a la
tercera Ley salvo que ahora es para la torca que ejerce una particula sobre otra. Es

por ello que a la tercera Ley de Newton también se le conoce como La ley debil de
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accion y reaccion. Si se suman todas las torcas se obtiene:

N
NTotal = Nijd; = O. (5.25)

ij=1
Se obtiene que la torca total sobre el sistema de particulas es nula, lo que es equiva-
lente a que el momento angular del sistema Lrotal S€a constante y en consecuencia el
sistema no tenga tendencia a girar, y se dice que estd en un equilibrio rotacional. Si
se satisface que tanto la fuerza total interna como la torca total interna en un sistema

de particulas se anula, entonces el sistema se encuentra en un equilibrio mecénico.

Partiendo de estos resultados se estudia la dindmica para un sistema de particulas,
todas ellas de masa constante. Supdngase que se aplica una fuerza externa F(Ext)
una particulaide este conjunto, como estas particulas interaccionan entre si mediante
las fuerzas internas Fji, de acuerdo a la segunda Ley de Newton, se llega a que el
cambio en la cantidad de movimiento de la particula i es:

N
F +FEY =p = MR. (5.26)i
Jj=1 i ii
Sumando sobre todas las particulas se tiene:
N N N

Fiidji +  Fipgy =
ij=1 =1 i

M:R;. (5.27)

i=1

El primer término es idénticamente nulo debido a (5.21), es decir que la contribucidn
de las interacciones de todas las particulas es nula para el cambio del movimiento de

todas las particulas . De forma que esta ecuacién se expresa simplemente por:
F(Bxt) = M:R;. (5.28)

Para que la expresidn anterior tome una forma idéntica a la segunda Ley para el caso

I”

de una particula se define un cuaterniéon Rcum, conocido como el “centro de masa del
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sistema” tal que mide la posicién promedio de este sistema de particulas:

N N
MR MiRi
= i=1 = i=1 ) (5.29)
RCM N MTot
M,
i=1

Asi (5.29) adquiere la forma:

N

FED =M R
&0

Esto dice que la fuerza total ejercida sobre el sistema de particulas, donde solo actua

la fuerza externa, es el cambio de una cantidad de movimiento definida por:

N
Pcm = MTotRCM = MiRi. (5.31)

Esta cantidad de movimiento es la cantidad de movimiento total o momento total del
conjunto de particulas, la cual es equivalente a la cantidad de movimiento del centro
de masa del cimulo. En consecuencia si la fuerza externa total F(EXT) es nula, la

cantidad de movimiento total estara conservada.

Se define el momento angular de esta particula como aquel vector normal al plano

formado por los posicion y momento de la particula:
L: =[P;,Ri]. (5.32)

La suma de los momentos angulares de cada particula da lugar al momento angular

total del sistema de particulas:

Lotal = Li= [Pi, Ri]. (5.33)
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La torca se define como la derivada del momento angular:
Ni=L;=[P;Ri (5.34)

Sumando sobre todas las particulas se tiene:

N N
Nioa = Lroer = NEU+ [FyR, RiF 10, (5.35)
=1 ij=1
donde NVExt indica la torca externa que siente la particula /. Entonces la torca /V;
total esta expresada por:

N N
Ni= NExt + [Fij, Ryl — RyFj = N Ext 4 Nji, (5.36)
j<i =1
donde se ha ocupado la tercera Ley de Newton en el segundo miembro y se han
eliminado las sumas que contienen a una misma particula, entonces la torca /V; esta
descrita por la torca externa que siente la particula junto con la suma de las torcas
internas que ejercen las demas particulas sobre esta misma.
Al sumar las torcas sobre todas las particulas en (5.36), si se cumple (5.25) se obtiene:
N
L =N= Ext N
(5.37)Total =1 Total
Es decir que el momento angular total se conserva si la torca externa aplicada sobre
todo el sistema de particulas es nula.
Es posible simplificar algunas de las expresiones anteriores, si se define la posicion

relativa del centro de masa Rcu a la posicion de la particula R; como:
Ri ‘= Rev— R (5.38)
Es claro que la velocidad de la posicién relativa esta dada por:

R; = Rcy — Ri (5.39)
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Utilizando estas definiciones, se puede reescribir la ecuacion (5.33) como:

Z

Lo =  Mi{[Rem + R, Rem + R} (5.40)
i=1

Desarrollando este término y ocupando (5.38) y (5.29), se puede simplificar la expre-
sion anterior a:
L N .
Lyt = [Pocm, Rem]+ [P, R] = Lcm +
=1

i= i=1

(5.41)

Esta ecuacion expresa que el momento angular total de la particula es la contribu-
cion resultante del momento angular del centro de masa y la suma de los momentos
angulares alrededor del centro de masa. En cierta forma depende de la eleccion del
origen del sistema de coordenadas y los giros de todas las particulas alrededor de
este. Si se elige convenientemente el centro de masa como el origen del sistema coor-
denado entonces el momento angular Lcv es nulo y la ecuacién anterior expresa que
en este marco de referencia el momento angular total es la contribucién de todos los

momentos angulares alrededor del centro de masa del sistema.

5.3. La Ley de Conservacion de la Energia

5.3.1. Paraun solo cuerpo

En esta seccion, se estudia la Ley de conservacion de la energia en términos de

cuaterniones.

El trabajo desarrollado por una fuerza F para hacer que el corpusculo recorra
cierta trayectoria de un punto R: a un punto R> se puede formular con este desarrollo
cuaternionico mediante:

W(1,2)=— - FdR, (5.42)

[l

donde dR = dro + idr es el cuaternion de desplazamiento infinitesimal a lo largo
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de la trayectoria de la particula. El producto de los cuaterniones de fuerza y de

desplazamiento infinitesimal se desarrolla como sigue:
FdR = (fo + #f)(dro + idr)= (fodro — f - dr)+ i fodr + drof — f X dr). (5.43)

Entonces el trabajo tiene la forma:

R, R

2
w(1,2)=_ - (fodro —f - dr) —i— (fodr + drof — f X dr). (5.44)
R

1 R

En el caso de que exista un cuaterniéon de la forma:
U= w + iu. (5.45)

Tal que satisfaga la condicién:

FdR = dU. (5.46)

Esto significa que se cumplen el par de ecuaciones:

fodro —f - dr = duo, (5.47)
fodr + drof — f X dr = du. (5.48)
Entonces se cumplira:
R2
W(1,2)=- dU=UQ)- U_2). (5.49)
R

Evaluando el producto FdR se obtiene en la parte escalar:
Jfodry — £+ dr = (mioro — mor - r)dt,

donde se ocupd6 dR = Rdt, que se puede escribir como una diferencial exacta. Utili-
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zando la linealidad de la derivada se llega a la expresion:

d mr 112
derO —f-dr= (j_t' TO — % dt. (550)

Con un procedimiento similar se llega a que la parte vectorial se escribe como:

d [[mror]ldt — m(x X dr). (5.51)

f()dr'l'fdro—fXdr: dt

Esta cantidad es la diferencial exacta de una entidad vectorial exacta mas una canti-

dad extra que no se escribe como la diferencial exacta de una funcién que corresponde
al producto vectorial de f X dr. Sin embargo, de acuerdo a la definicién de la torca,

obsérvese que se satisface la siguiente identidad:
mi X dr = f X dr = —dn = —dl. (5.52)

Asi que el trabajo desarrollado por dicha fuerza esta dado por:

Rz
W(1,2)=— FdR=m

Ry

2 ¢ )
_ ng +i mror+1 . (5.53)
1

No |o7~3

Esto prueba que el trabajo desarrollado por la particula esta dada por la diferencia de
una cantidad. Para hallarla conviene descomponer FAdR en términos del conmutador

y anticonmutador como:

FdR = {(F, dR) + [F, dR]}. (5.54)

El anticonmutador corresponde a la diferencial del “cuaternién de energia cinética”:

N
Cuya forma explicita es:
. N\
2 mr2
T = mHer _ TO — i(mfor). (5.56)
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Asi mismo, el conmutador corresponde a la diferencial del cuaternién de torca:
[F,dR] = i(dr X f) = idn = dN = dL. (5.57)

De forma que el trabajo desarrollado por el cuerpo se puede escribir como:
W(1,2) = [T(1) - T(Q)] + [L(2) - L(1)] := —AT + AL. (5.58)

Comparando (5.49) y (5.58) se concluye que existe un cuaternién conservado, deno-
minado el ”“Cuaternion de energia total” E = E + is tal que:
m( .., .
u+— |[t]*-7* =E, (5.59)
0 p) 0

u—mr—1=5, (5.60)
gue puede reescribirse de forma mas compacta:
T+U-L=E. (5.61)

En esta formulacién cuaternidnica se llega a dos leyes de conservacion, la primera
para la parte escalar es la reconocida ley de conservacién de la energia donde se debe
anadir una cierta energia intrinseca Ep al cuerpo de forma que se puede reescribir la

primera ecuacién como:
m,.
up + Ellrll2 = E+ E, = Er. (5.62)

De aqui se da un significado fisico al término ro, pues su derivada respecto al tiempo,
es decir la velocidad intrinseca permite determinar una energia intrinseca del sistema
qgue indica que aun cuando la particula esté inmévil existird una energia propia del

sistema que junto con la energia mecanica determina la energia total del cuerpo.

La segunda expresion da lugar a una ley de conservacion totalmente nueva que



CAPITULO 5. MECANICA CUATERNIONICA 90

involucra torcas y giros, expresa que la cantidad u es un campo vectorial externo
al cuerpo resultado de un momento angular 1 mas un estado de giro intrinseco de
la particula s que estan acoplados y una pérdida de momento angular medida por
el producto rop, que a su vez estd determinada por la energia intrinseca. Al giro
intrinseco del corpusculo s se le denominara como su espin, el cual es una cantidad
conservada al igual que la energia y determina un giro propio de la misma.

Si se toma rp = 0, es decir se toma al cuaternidn de posicion como vector se llega a:

m .
%+?HMZ=E (5.63)

u=1+s. (5.64)

De forma que la conservacién de la energia se reduce a su expresién con la formula-
ciéon vectorial. Mientras que en la conservacién de giro sigue apareciendo la cantidad
conservada s. Debido al analisis para llegar a este resultado se observa que la parte
vectorial del cuaternidén potencial esta relacionada a la torca ejercida en la particula

du = dn por lo que se puede reescribir como:
n=1+s. (5.65)

Es decir que el vector potencial y la torca difieren Unicamente por la constante de
integracidn s. Ya se puede observar entonces el significado fisico del espin, si se toma la
torca como nula n = 0 como es el caso de las fuerzas centrales, entonces el momento

angulary el espin se relacionan directamente por:
l=rXp=—s+so, (5.66)

donde sp es una constante de integracion. Se tiene entonces un estado de movimiento
(de giro) que progresa sin afectar en ningin momento la dinamica de la particula ni
las trayectorias que recorre esta.

Se observa que el espin descrito mediante cuaterniones es una cantidad puramente

clasica, ya que no es necesario que tome valores semi-enteros de la constante de Planck
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N como ocurre con el caso de la mecdnica cuantica, donde fue descrito por primera

vez, sino que puede toma valores continuos como ocurre en la mecanica cldsica.

5.3.2. Para un sistema de particulas

Parallegar ala Ley de conservacidon de la energia, se procede de forma muy similar
al caso de una sola particula. Tomando en cuenta la fuerza total que actua sobre una
particula Fiy multiplicando por una distancia infinitesimal que recorre la misma dRj,

se tiene:
FidRi = (f9dr® — f; - dri)+ i(fOdr; + driOf; — f; X dr;). (5.67)

Se observa que esta expresion es idéntica al caso de una particula, entonces se puede

escribir esta expresion como:
FidR; = dL; — dT;, (5.68)

donde dL; es el cuaternion de momento angular diferencial sobre la particula y dT;
el cuaternién de energia cinética diferencial de la misma. De forma que el trabajo

desarrollado por esta particula se escribe como:

Ry i R2i . .
Wi(1,2) = - FidRi = - (dL—-dT)= AL — AT, (5.69)

R i R
Sustituyendo con (5.26). se tiene que:
N
(F;idR)d;; + FFEdR; = FidR.. (5.70)
j=1
Entonces al integrar esta ecuacion se llega a:
N

W;ib; + WExt = W, (5.71)
j=1
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donde Wj; es el trabajo que desarrolla la particula a causa de la fuerza interna pro-
vocada por la particula i, mientras que W;Ext es el trabajo desarrollado por la fuerza

externa sobre las particulas. Estan dadas explicitamente por las expresiones:

Rz j
Wi(1, 2) = - FjdR;, (5.72)
Ry
T R2i
w1, 2) = ~ F™dR; (5.73)
117

Sumando sobre todas las particulas i, se tiene que el trabajo total desarrollado es:
N
WTotal = W/Ext 4 Wint = Wi = AL - AT, (5.74)

ij=1

donde W Ext es el trabajo total externo desarrollado por todas las particulas del sis-
tema mientras que W Int es el trabajo debido a las fuerzas de interaccién entre las
particulas y AL y AT son los momentos angulares y la energia cinética total del

sistema.

Si, como en el caso de una particula, se puede encontrar un cuaternion tal que:

FExtdR; = dUExt, (5.75)
/ /

Entonces el trabajo desarrollado por la fuerza externa sobre todas las particulas es:

N = Ry; N
WExt(1, 2) = . " FdR = [UZEt(2) — UEt(1)]. (5.76)
i i

=1 Rai i=1

Similarmente, si las fuerzas internas son también conservadoras y se puede encontrar
un cuaternién tal que:

FjidR; = dUj;. (5.77)

De forma que se satisfaga la Tercera Ley de Newton:

dUj = FjidRi = —FjjdR; = dUj. (5.78)
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Entonces el trabajo desarrollado por las fuerzas internas es, de acuerdo a (5.72):

R2j
WNL2) = dUi=  Up(2) - Ui(l). (5.79)
j<i  Rui Jj<i

Si se cumple esto y se hace:
U= U+ Uji. (5.80)
i J<i

Se concluye que al igual que en el caso de una particula, la energia total para el

sistema de particulas se conserva. Es decir:
T+U-L=E. (5.81)

donde E = E + is es el cuaternidon de energia total para el sistema de particulas.
La parte escalar representa la energia total del cuerpo debido a las energias cinética
y potencial del sistema y la vectorial corresponde al espin del sistema de particulas

resultado de la energia intrinseca y la torca total del sistema.



Capitulo 6

Conclusiones y Resultados

En este trabajo se estudio el algebra geométrica, la cual dio lugar a nuevos con-
ceptos geométricos en los N —vectores, con los cuales fue posible construir un algebra
para los diferentes espacios Euclideos, cuyo caso més explorado fue el espacio de 3
dimensiones en el cual se tiene un mundo de objetos geométricos como escalares para
representar cantidades asignadas a un namero, los vectores para lineas dirigidas, bi-
vectores para planos dirigidos y trivectores como la unidad fundamental del volumen,
los cuales permiten cuantificar los diferentes objetos y fendémenos de este Espacio Fi-
sico Euclideo.

Como primera aplicacion de esto, se dio una forma alternativa de describir un cuerpo
en rotacion construido a partir de la férmula de Olinde Rodrigues que dio pie a los
cuaterniones, los cuales presentd Hamilton para establecer una formulacion alterna-
tiva a la rotacién de un cuerpo rigido donde se requiere un cuaternion de médulo 1
y su conjugado para conocer la posicién de un cuerpo tras una rotacion, este hecho
hace que se necesiten 2 cuaterniones de modulo 1 para identificarlos con las matrices
de rotacién lo que significa un homomorfismo 2 a 1 con las matrices de rotacion con
las cuales se describi6 una rotacion general mediante los &ngulos de Euler.

Luego se describié la cinematica de un cuerpo rigido, es decir la velocidad y acelera-
cion descritas desde un sistema de referencia que se encuentra girando y resulto en
una descripciéon compatible con la formulacién mediante las matrices de rotacion.

Hamilton se habia dado cuenta que se podia formular la mecanica desde una pers-

94
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pectiva cuaternionica, la cual es una descripcion alternativa de los principios basicos
de la misma. Desde este enfoque se estudid en el capitulo 5, primero los conceptos
basicos, las 3 Leyes de Newton, la torca ejercida sobre un cuerpo, la mecanica de un
sistema de particulas y la Ley de conservacion de la energia para una particula y un
sistema de particulas. Se lleg6 a los mismos resultados que con la formulacién vecto-
rial de la misma y a un resultado nuevo que concierne a la conservacion de la Energia
donde aparecid un estado de giro intrinseco del sistema al cual se le denominod “espin
de la particula” como la parte bivectorial del cuaternidon de energia total. Esto provee
de una forma nueva de entender al espin como aquel estado de giro intrinseco del
sistema que se acopla al giro provocado por fuerzas conservativas, que al igual que el
momento angular esta involucrado con la torca ejercida por esta fuerza conservadora

en el sistema.

Como se observa el espacio fisico y los agentes que lo constituyen son de naturaleza
cuaternionica y en consecuencia estos tienen aplicaciones que no se discutieron. Por
ejemplo se puede describir al cuerpo rigido, sin necesidad de anular la parte escalar
del cuaternion de posicion y ver a que resultados se llegan, como es un escalar, al
transformarse por una rotacion, la parte escalar del cuaternién resultante tras dicho
pivoteo debe ser la misma que el original.

Ademas se puede estudiar un célculo cuaterniénico para dar una estructura formal
a la mecénica con los mismos. Ver por ejemplo, que implicaciones tiene la caida de
los cuerpos, el movimiento de los planetas, un péndulo, movimientos en marcos de
referencia acelerados entre otros desde este enfoque. Ademaés de ver que estructura
tendrian principios de la mecéanica analitica como el Lagrangiano y Hamiltoniano de
un sistema asi como un principio de accion estacionaria mediante cuaterniones.

Y por ultimo y mas importante formular otras ramas de la fisica como la optica,
el electromagnetismo, la termodinamica o la mecanica de fluidos desde un enfoque
cuaternionico y ver que nuevos resultados se podrian obtener con esta perspectiva y

como cambiarian la visién que tiene la humanidad de la naturaleza misma.
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