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Capítulo 1

Introducción

Actualmente, en aplicaciones de energía solar térmica, los Colectores Parabólicos Compuestos (CPCs)

han sido ampliamente estudiados e implementados en muchas áreas como degradación por fotocatálisis

y producción de vapor. El diseño de concentradores solares por reflexión ha encontrado particular

importancia en la industria de producción de energía solar, las superficies parabólicas han sido las

de mayor implementación debido a que idealmente producen un punto focal, cuando un frente de

onda plano incide sobre su superficie. En general, se consideran tubos colectores como absorbedores,

colocados con su centro de simetría sobre la línea focal del canal parabólico en cuestión. En estos

trabajos los gradientes de temperaturas sobre los receptores debido a la energía térmica solar han sido

también caracterizados, estos dispositivos pueden alcanzar temperaturas debajo de los 400◦ C, para

mejorar el tiempo de colección se utilizan seguidores solares.

Los sistemas de espejos tipo Fresnel lineales alcanzan factores de concentración y rangos de tempera-

tura similares al del canal parabólico, la tecnología tipo Fresnel tiene un rendimiento aproximado del

70 % [1–3], con respecto al canal parabólico, sin embargo, hay una gran reducción en instalación, ope-

ración, costos de operación y mantenimiento, por los cuales es relevante desarrollar diseños en este

campo. Sin embargo, contrario al CPC, el concentrador tipo Fresnel es una estructura a una distancia

fija con los espejos planos que lo componen, en una posición específica que determina un arreglo de

planos.

Debido a que los avances en la implementación de superficies arbitrarias en instrumentos ópticos,

ha aumentado en proporción a la capacidad de construcción debido a los avances tecnológicos, sin

embargo, persisten importantes problemas en la evaluación de estas superficies. En función de que se

pueden construir tan buenas superficies como se puede medir su desempeño de acuerdo con el diseño

original, en este trabajo se propone un avance en este método.

1.1 Energía solar y sus aplicaciones

La energía solar es la más abundante sobre la Tierra, sobrepasa por mucho la demanda energética

mundial, de acuerdo con la Agencia Internacional de Energía, alrededor de 885 millones de terawatt-
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hora (TWh) inciden sobre la superficie terrestre en un año lo cual equivale a 6,200 veces la energía

comercial primaria consumida por la humanidad en el 2008 y de continuar el escenario actual de políti-

cas de la IEA, equivaldría a 4,200 veces la energía que la humanidad habrá consumido hasta 2035. Es

decir, le toma al sol una hora y 25 minutos envíar la energía suficiente para abastecer el consumo de un

año. En tanto que las reservas de combustible fósil representan 46 años, de gas natural 58 años y casi

150 años de carbón, para su consumo a las tasas actuales. La energía proveniente del sol en un sólo

año, si es completamente capturada y almacenada, podría representar más de 6,000 años de consumo

total de energía [4].

Los rayos solares pueden distinguirse mediante sus longitudes de onda, las cuales determinan el es-

pectro de luz visible, radiación infrarroja y ultravioleta. La luz visible constituye el 40% de la energía

irradiada, 50% del infrarrojo y el 10% restante es el ultravioleta. El más básico de los beneficios que se

obtienen del sol es la iluminación, la cual se puede aprovechar en instalaciones interiores para reducir

los costos de iluminación durante el día.

Por otro lado, la radiación solar también puede ser vista como un flujo de fotones altamente energéticos

que pueden producir fotoreacciones tales como fotosíntesis o generar flujo de electrones en semicon-

ductores, convirtiendóse así en energía eléctrica fotovoltaica.

Finalmente está la energía solar fototérmica o termosolar, que consiste en el aprovechamiento de la

radiación solar la cual se convierte en calor mediante la absorción por algún material y se puede utlizar

en una gran variedad de procesos que demandan energía térmica.

1.1.1 Análisis termodinámico de la concentración solar

El Sol como fuente de calor tiene una temperatura en su fotosfera de aproximadamente 5800 K, en

tanto la temperatura de la Tierra es en promedio de 300 K, considerando estos valores como fuentes a

distintas temperaturas, por eficiencia de Carnot se tiene la capacidad de convertir el 95% de la energía

solar en trabajo. Cada sistema concentrador tiene rangos de temperatura dependiendo de su razón de

concentración C, que se define mediante la siguiente expresión

C = Aa

Ar
, (1.1)

donde Aa es el área de apertura del concentrador y Ar es el área del receptor, a C se le asignan unidades

de soles. Existe un límite máximo termodinámico para poder concentrar la radiación solar en función

del factor de configuración geométrica entre la fuente y el receptor. Con ello se define el máximo de

concentración como

Cmax = 1
sen

(αa
2
)2 , (1.2)

donde αa es ángulo sólido del cono solar, con valor en la Tierra de aproximadamente 4.7 mrad, para

un concentrador ideal y un receptor de cuerpo negro este límite es de C = 46767 soles.

En el caso de un receptor ideal de cuerpo negro, sin pérdidas de energía por conducción o convección,
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el cual emite toda la energía tan rápido como la recibe, alcanza una temperatura máxima que se le de-

nominará tempertura de estancamiento, cuyos valores dependen para un colector solar completamente

de la temperatura ambiente, la cual suele ser de 30◦ C por lo que la temperatura de estancamiento tendrá

valores mayores a este, se calcula mediante la siguiente fórmula

Test =
(

GC

σ

) 1
4
, (1.3)

donde G es la radiación solar directa con valor de 1000 W/m2 y σ = 5.67 × 10−8 W/m2K4 es la

constante de Stefan-Boltzmann.

1.2 Planteamiento del problema

En trabajos previos se han propuesto métodos de prueba de espejo tipo Fresnel, sin embargo estos

procedimientos se han desarrollado basados en las pruebas para superficies continuas suaves, por lo

que existen importantes problemas para implementar la teoría de pantallas nulas, ya que si se definen

patrones nulos en términos de puntos evaluados sobre una superficie continua, hay información que se

pierde debido a las discontinuidades en la superficie de un espejo tipo Fresnel.

1.3 Objetivos

Para este trabajo se han planteado los siguientes objetivos, que a continuación se mencionan en el orden

en que se desarrollarán:

Obtener una representación paramétrica de superficies tipo Fresnel, que permite generalizar el trazo

de rayos considerando frente de onda plano incidente y considerando una fuente colocada en el eje

óptico, asumiendo exclusivamente rayos en un plano meridional, para estudiar el comportamiento de

estas superficies.

Obtención de la superficie caústica de estas superficies tipo Fresnel, a partir de este cálculo definir

parámetros medibles de este tipo de superficies para poder caracterizarlas.

Diseño de concentradores solares a partir de la teoría desarrollada previamente, para optimizar el

rendimiento y determinar las condiciones para medir la forma de estas superficies.

Desarrollo de un método de pantallas nulas, que nos permita colocar el plano de detección dentro de la

región de la cáustica y que sea capaz de diferenciar entre los componentes provenientes de cada surco.

Implementación del método de pantallas nulas para superficies tipo Fresnel, y a partir de esto medir sus

parámetros de diseño.
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1.4 Desarrollo

En este trabajo se proponen sistemas concentradores mediante la implementación de superficies tipo

Fresnel, con la finalidad de estudiar formas alternativas de concentración a través de sus superficies

cáusticas, las cuales se pueden definir como las envolventes a todos los rayos reflejados por la superficie,

es decir, cada rayo reflejado por la superficie es tangente a esta curva [5–12]. Con esto se buscan

explorar nuevas aplicaciones posibles, ya sea que las superficies sean más fáciles de maquinar o que la

concentración de energía tenga propiedades distintas a las vistas en trabajos previos [3, 13–15].

En el caso de lentes tipo Fresnel se les puede definir como un arreglo ordenado de microprismas adya-

centes cada uno con una inclinación determinada para desviar la luz incidente sobre el área de la lente

[16–22]. Los tipos más comunes de lentes consisten en series de surcos anulares replicados en plásticos

de calidad óptica. Este tipo de lentes tienen importantes propiedades, si se considera una lente gruesa

la cual se secciona y se colapsa se puede reducir entonces la cantidad de material necesario para su

construcción [16]. Además en la literatura se dan ejemplos de espejos de segunda superficie, lo cual

motiva la definición de un espejo tipo Fresnel como un arreglo equivalente calculado a partir de una

primera superficie reflectora cóncava y compuesto por una aproximación de secciones planas asociadas

a la superficie original de diseño.

Los avances en la implementación de superficies de forma arbitraria en los instrumentos ópticos han

ido en crecimiento junto con la capacidad de construcción debida al avance tecnológico, sin embargo,

un importante problema que persiste es la forma de evaluar las superficies bajo prueba [23–27], ya que

es bien sabido que se pueden fabricar superficies tan buenas como se pueda medir su forma. En el caso

del presente trabajo se plantea este problema para espejos tipo Fresnel.

Se proponen nuevos métodos basados en las pruebas por pantallas nulas, las cuales se clasifican en las

pruebas geométricas que nos permiten medir la forma de una superficie sin tener contacto con ella. Se

retoman las pruebas desarrolladas en trabajos previos aplicadas a superficies asféricas, implementando

pruebas por pantallas nulas tipo Ronchi-Hartmann [24, 26, 28–35].

En el presente trabajo se obtienen ecuaciones paramétricas para calcular una pantalla nula cilíndrica

[23, 25], pero con la diferencia que se demuestran las condiciones necesarias para evaluar una super-

ficie continua por regiones y se implementa este razonamiento en el desarrollo de pruebas cualitativas

preliminares para un espejo tipo Fresnel.



Capítulo 2

Trazo exacto de rayos y formación de
cáusticas para superficies tipo Fresnel

A lo largo de este capítulo se definirá la notación a seguir durante todo este trabajo, se desarrollará

el procedimiento para el diseño de un espejo tipo Fresnel con representación paramétrica, a partir

del cual se calculará el trazo exacto de rayos considerando una fuente puntual colocada en infinito,

de manera análoga al método desarrollado para un espejo cóncavo, obteniendo con esto las expre-

siones de las múltiples cáusticas producidas por las secciones del espejo tipo Fresnel. Posteriormente

se hará el mismo cálculo considerando una cubierta transparente cuasi plana sobre los surcos del es-

pejo, formando con esto una lente reflectora de Fresnel. Finalmente, estos cálculos se generalizarán

considerando la fuente puntual colocada a una distancia finita a lo largo del eje óptico.

2.1 Diseño de un espejo tipo Fresnel

Se considerará a lo largo de este trabajo que el eje Z es paralelo al eje óptico, se define también a Y-Z
como el plano de incidencia. En trabajos previos se han estudiado espejos con forma paramétrica dada

S, la cual es una sección meridional de una superficie reflejante con simetría de revolución alrededor

del eje Z y que está contenida en el plano de incidencia, definiendo el origen del sistema como O,

situado de modo que coincide con el vértice de una superficie madre. Se asume sin pérdida de gene-

ralidad un conjunto de rayos paralelos al eje óptico propagándose de izquierda a derecha, cada rayo

está representado por la altura h respecto del eje Z, formando un frente de onda plano que incide sobre

una superficie curva y que es reflejado por esta superficie, con representación paramétrica dada de la

siguiente forma

S (τ) = (F (τ) , G (τ)), (2.1)

definida en el espacio real euclidiano R2, donde las funciones de las componentes de la Ec. (2.1) son

del tipo n-diferenciables, si cumplen además que S′(τ) ̸= 0, entonces se denominan a este tipo de
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funciones curvas suaves, es decir, son tales que para cada punto las derivadas parciales de cualquier

orden existen, son continuas y están valuadas biunívocamente. Sea ±H el semidiámetro de apertura

del espejo, considerando que G (τ) está relacionada directamente con el parámetro de altura de rayo

incidente h, se deduce que está definida únicamente sobre el intervalo G ∈ [−H, H].

(a) (c)(b)

200

-200

-100-300

200

-200

-100-300

200

-200

-100-300

Fig. 2.1 Trazo exacto de rayos para espejos cóncavos con distancia focal f = 200 mm, semidiámetro H = 250
mm. (a) Espejo cicloidal con a = 50 mm y b = 91.42 mm. (b) Espejo parabólico k = −1 y R = −400 mm. (c)
Espejo esférico k = 0 y R = −400 mm.

Considerando la Ec. (2.1) se calcula la cáustica por reflexión en un espejo cóncavo como función de

sus componentes, obteniendo la siguiente expresión

[zc, yc] =
(

F + Gτ
[
F2

τ − G2
τ

]
2 (Fτ Gττ − Fττ Gτ ) , G + Fτ G2

τ

Fτ Gττ − Fττ Gτ

)
, (2.2)

donde Fτ , Gτ son las primeras derivadas y Fττ , Gττ son las segundas derivadas de las componentes

de la Ec. (2.1). En los ejemplos de la Fig. 2.1 se ilustran las cáusticas representadas en la Ec. (2.2),

producidas por distintos espejos cóncavos. Para el caso de la Fig. 2.1 (a) se ilustra una superficie

cicloidal con parametrización dada por la siguiente función [36],

S (τ) =
(

−a (1 + cos τ) , b

(
τ − π −

(
a

b

)
sen τ

))
. (2.3)

Por otro lado, en la Fig. 2.1 (b) se muestra un espejo parabólico, cuya cáustica se reduce a un punto

cuando la fuente es colocada en infinito, en la Fig. 2.1 (c) se observa la cáustica producida por un

espejo esférico, ambos ejemplos son casos particulares de espejos cónicos, cuya forma queda descrita
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como función del parámetro h por la siguiente ecuación

S (h) = c h2

1 +
√

1 − (k + 1)c2 h2 +
M∑
i=2

A2ih
2i, (2.4)

donde c = 1/R, es la curvatura paraxial del espejo, c < 0 para espejos cóncavos, c > 0 para espejos

convexos y k es la constante de conicidad, la convención de signos que se empleará a lo largo de este

trabajo es la del libro de Óptica de Eugene Hecht [37] mostrada en el Apéndice A.

En la Fig. 2.1 (b) y (c) se especifican estos datos para los dos ejemplos mostrados, asumiendo que

en general para las superficies cónicas se tendrá que A2i = 0 para todo i, de lo contrario la Ec. (2.4)

describe una superficie asférica, donde A4, A6, A8, . . . , A2M son los coeficientes de asfericidad, com-

pletando un polinomio finito con el M-ésimo término de mayor orden, teniendo en la mayoría de los

casos que M ≤ 10, estos coeficientes se utilizan normalmente para reducir aberración esférica en

lentes asféricas [38–40], en este caso se utilizarán como una simple expresión polinomial para repre-

sentar desde espejos cónicos a otro tipo de superficies con cáusticas semejantes a las que se muestran

en la Fig. 2.1 (a). Por lo tanto, para dar la representación paramétrica de la superficie de un espejo

asférico en el plano Y-Z, se obtiene a partir de la Ec. (2.1) la siguiente expresión

S (h) = (S (h) , h), (2.5)

donde se han sustituido F (τ) = S (h) y G (τ) = h que es precisamente la altura de rayo, cabe

destacar estas igualdades pues nos serán útiles al momento de diseñar espejos tipo Fresnel con ciertas

características, inducidas a partir del uso de superficies asféricas como referencia.

Considérese un espejo tipo Fresnel con N ∈ Z número de secciones por semidiámetro, dada una

superficie paramétrica de referencia o también denominada superficie madre como se muestra en la

Fig. 2.2 (a), se pueden calcular las pendientes de las secciones del Fresnel definiendo un conjunto

discreto y ordenado de puntos sobre la curva de referencia definida en la Ec. (2.5), generando una

partición de la superficie madre denotada como Sn = S (τn), para n = 0, . . . , N con n ∈ Z, donde

S0 representa el vértice de la superficie y SN es el borde, a partir de estos elementos se devuelve una

aproximación continua de la curva inicial pero formada por N segmentos de rectas secantes a la curva

y que están definidos mediante la relación de correspondencia entre puntos de la partición, Sn−1 → Sn

para n = 1, . . . , N . Nótese que si se considera el límite cuando N → ∞, los puntos contiguos de la

partición estarán separados por distancias infinitesimales, es decir, los segmentos de recta Sn−1 → Sn

tenderán a ser tangentes a la superficie de referencia en un punto, por lo que la superficie aproximada

estará compuesta por segmentos cuyas tangentes serán iguales a las de la superficie asférica continua,

obteniendo las mismas propiedades de reflexión.

El conjunto Sn propuesto anteriormente está expresado como función de una sucesión de valores del

parámetro utilizado en la Ec. (2.1), cuyo n-ésimo término es τn, para calcular los puntos de la partición
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considérese el caso en que para cada uno de estos valores está bien definida la siguiente función

hn = G (τn) , donde hn ∈ [0, H] ⊆ R, (2.6)

donde, la función G está dada por la Ec. (2.1) y mapea los elementos τn 7→ hn, asignando a cada

valor del parámetro τn de la curva, una altura hn dentro del semidiámetro del espejo, generando con

esto el subintervalo de apertura de entrada [hn−1, hn] para el n-ésimo segmento. Si se satisfacen

estas condiciones, dadas las alturas de segmentos hn se puede calcular a partir de la Ec. (2.6) la

transformación inversa G−1 (hn) = τn, y sustituyendo estos valores en la Ec. (2.1) se obtienen los

elementos Sn de la aproximación de la superficie. Por otro lado, si se define la condición de partición

τn = T [F , G] como una función que está en términos de las componentes de la curva, se sustituye esta

expresión en la Ec. (2.6) directamente, esto ocurre por ejemplo cuando se define el seccionamiento de

la curva de referencia por longitud de arco [36].

Curva
generatriz

(a) (b)

Espejo
cóncavo

Recta
secante

Segmentos

Espejo
Fresnel

Recta
trasladada

Fig. 2.2 (a) Cálculo de la partición τn de un espejo cóncavo seccionando el semidiámetro de apertura en alturas
hn. (b) Superficie de revolución obtenida a partir de la curva generatriz E (h).

El cálculo presentado anteriormente permite obtener las expresiones para los puntos que delimitan el

n-ésimo segmento Sn−1 → Sn de la aproximación a trozos de la superficie madre. Para reducir esta

superficie a un espejo tipo Fresnel se aplica una traslación en dirección del eje óptico, manteniendo

invariante la pendiente de cada segmento y fijando cada uno a los que se denominarán puntos frontales

del espejo Qn = (zqn, yqn), tales que para cada n se encontrarán colocados sobre la recta z = t con

respecto del eje Y, por lo cual

zqn = t, yqn = G (τn) , (2.7)

por otro lado, sus respectivos puntos posteriores Rn = (zrn, yrn) deben ser trasladados de modo que la
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recta compuesta por Sn−1 y Sn sea paralela a la recta formada por Rn y Qn, resultando las expresiones

de sus coordenadas

zrn = t + [F (τn−1) − F (τn)] , yrn = G (τn−1) , (2.8)

estos términos cumplen que, zqn < zrn y yqn > yrn, esto produce la condición para un espejo tipo

Fresnel cóncavo, este método se puede extender para diseñar espejos tipo Fresnel a partir de superficies

convexas. Nótese en la Fig. 2.2 (a), que después de la traslación de los segmentos del espejo tipo

Fresnel, su vértice O se encuentra desplazado una distancia t + t0 del origen de coordenadas O′′, y t0

del punto O′ sobre el plano de los Qn, donde t > 0 y t0 = F (τ0) − F (τ1).

Por lo tanto, la n-ésima sección del espejo tipo Fresnel queda descrita mediante el segmento Rn → Qn

de la recta trasladada que se observa en la Fig. 2.2 (a), cuyo punto inicial corresponde a la zona interna

del surco y el punto final a la cúspide del mismo, obteniendo a partir de la Ec. (2.1) la siguiente

identidad para calcular sus pendientes

tan γn =
[

G (τn) − G (τn−1)
F (τn) − F (τn−1)

]
=
[

yqn − yrn

zqn − zrn

]
, (2.9)

donde tan γn representa la pendiente de cada segmento que compone al espejo tipo Fresnel, en conse-

cuencia, a partir de las expresiones para los puntos que fijan la traslación de las secciones rectas y sus

inclinaciones, se obtiene una función continua a trozos que describe la forma espejo tipo Fresnel en el

plano de incidencia como

Eh(h) = zrn + 1
tan γn

(h − yrn) , para h ∈ (hn−1, hn), (2.10)

donde h es el parámetro de altura de rayo incidente sobre la superficie reflejante, la Ec. (2.10) es

continua sobre las aperturas de entrada de cada surco, las cuales se han denotado como intervalos

abiertos para asegurar que esta expresión cumple las propiedades de una función sobre el dominio

h ∈ [0, H], dejando las cúspides de los surcos como puntos de indeterminación en la función, pues no

se puede definir una tangente al surco en estos puntos cuando se calcule el trazo de rayos.

Dado que la Ec. (2.10) describe la forma del espejo tipo Fresnel en un plano meridional y que es una

superficie con simetría de revolución, la expresión para la curva generatriz queda parametrizada de la

siguiente forma

E (h) = (Eh (h) , h), (2.11)

de modo que la superficie del espejo se puede idealizar como un arreglo de conos truncados que están

dispuestos sobre un plano en común cuando se define zqn = t y de forma concéntrica alrededor del eje

Z como se muestra en la Fig. 2.2 (b).
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2.2 Seccionamiento por alturas equidistantes de un espejo y trazo exacto
de rayos

El método de diseño de un espejo tipo Fresnel a partir de una superficie de referencia que se desarrollará

en este trabajo [36], será a través del seccionamiento que resulta al dividir el semidiámetro de apertura

en alturas equidistantes hn, como se ilustra en la Fig. 2.3. Considerando la parametrización de la

superficie asférica que se muestra en la Ec. (2.5) la cual está expresada como función del parámetro

h de altura de rayo incidente, se tiene que de acuerdo con la notación introducida en la Ec. (2.1), se

identifica la expresión G (h) = h.

De acuerdo con el proceso descrito en la Sección 2.1, a partir de esta igualdad se infiere de la Ec.

(2.6), que para cada n está definida la expresión τn = hn, dado que la transformación T corresponde

a la función identidad y depende únicamente de la segunda componente de la superficie, la cual está

asociada directamente con la altura de rayo. Por lo tanto, la sucesión de partición de la superficie

asférica queda definida directamente como τn = εn, para n = 1, . . . , N donde ε = H/N es la

longitud de entrada de cada surco, la cual resulta de dividir el semidiámetro H del espejo, entre N el

número total de secciones por mitad del espejo, las cuales formarán parte del espejo tipo Fresnel como

se observa en la Fig. 2.3.

Espejo
Fresnel

N
surcos

Superficie
segmentada

N
secciones

Fig. 2.3 Definición de la partición de un espejo cóncavo seccionando el semidiámetro de apertura en N intervalos
equidistantes de longitud ε.

Con esto se obtiene la partición Sn de la superficie y como se indica en la Sección 2.1, la traslación

de los segmentos Sn−1 → Sn, produce los puntos frontales y posteriores de los surcos del espejo. Sin

pérdida de generalidad podemos sustituir t = 0 en la Ec. (2.7) y la Ec. (2.8), por lo que el nuevo origen

de coordenadas corresponde a O′ = O′′, considerando el plano de los puntos frontales zqn = 0 sobre
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el eje Y lo cual nos permitirá simplificar el álgebra, obteniendo las expresiones siguientes

Qn =
(
0 , ε n

)
, Rn =

(
S (ε [n − 1]) − S (ε n) , ε (n − 1)

)
, (2.12)

de donde se deduce directamente t0 = −S (ε), y que yqn − yrn = ε, sustituyendo las coordenadas

de estas colecciones de puntos en la Ec. (2.9), se obtienen las pendientes de las secciones planas del

espejo como función del número de surco n

tan γn =
[

ε

S (ε n) − S (ε [n − 1])

]
, (2.13)

sustituyendo este resultado y las coordenadas de los puntos extremos de los surcos en la Ec. (2.10), se

obtiene

Eh(h) =
[S (ε n) − S (ε [n − 1])

ε

] (
h − ε [n − 1]

)
−
(
S (ε n) − S (ε [n − 1])

)
, (2.14)

Rayos
reflejados

Rayo marginal

Rayos incidentes

Eje óptico

Espejo
Fresnel Vista

aumentada

n-ésimo
surco

Fig. 2.4 Parámetros utilizados en el trazo exacto de rayos para un espejo tipo Fresnel, considerando una fuente
de luz colocada en infinito.

de donde se deduce la expresión para el perfil de un espejo tipo Fresnel para el caso en que se divide el

semidiámetro de entrada en alturas equidistantes

Eh(h) =
[S (ε n) − S (ε [n − 1])

ε

] (
h − ε n

)
, para h ∈ (ε [n − 1] , ε n ), (2.15)

la cual es una función continua a trozos respecto del parámetro h. Por lo que, si se deriva la Ec. (2.15)

respecto de h se obtiene la expresión E ′
h (h) = 1/ tan γn, que es una constante distinta para cada

intervalo de alturas h ∈ (ε [n − 1] , ε n ), y representa la pendiente del vector tangente medida en el
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plano de incidencia, entonces para cada sección plana del espejo está asociado un vector T̂, como se

ilustra en la Fig. 2.4.

Sin embargo, para representar analíticamente los planos del espejo se necesita conocer N̂ el vector

normal a cada superficie, por lo que se deducen las inclinaciones de las normales sobre el plano Y-Z,

a partir de la siguiente identidad tan γn · tan δn = −1. Resultando que para el conjunto de rayos

paralelos al eje óptico, que inciden a determinadas alturas pertenecientes al intervalo de apertura del

n-ésimo segmento del espejo, como se observa en la Fig. 2.4. Se satisfacen las igualdades θn = δn,

βn = 2 θn, de donde se deduce que el ángulo de reflexión con respecto del eje Z está dado como

βn = 2 δn, sustituyendo a partir de la Ec. (2.13) y simplificando adecuadamente se obtiene la expresión

βn = − arctan
[

2 ε [S (ε n) − S (ε [n − 1])]
ε2 − [S (ε n) − S (ε [n − 1])]2

]
, (2.16)

por lo tanto, los conjuntos de rayos reflejados que provienen de cada segmento del espejo tipo Fresnel,

se pueden representar como familias paramétricas de rectas que están definidas para cada uno de los

intervalos de la función a trozos calculados en la Ec. (2.15), obteniendo la siguiente ecuación

y cos βn − z senβn = h cos βn − Eh (h) senβn, para h ∈ (ε [n − 1] , ε n ], (2.17)

donde n ∈ Z, por lo que para cada conjunto de rayos cuyas alturas h se encuentren contenidas en el

intervalo perteneciente al n-ésimo surco, se tendrá un conjunto de rayos reflejados que son paralelos

entre sí y se propagan a un ángulo βn con respecto del eje óptico.

(b)

200

-200

-100-250

Puntos
de intersección

(a)

200

-200

-100-250

n-ésim
o surco

Rayos incidentes

(c)

200

-200

-100-250

Puntos
de intersección

Fig. 2.5 (a) Trazo exacto de rayos para un espejo elíptico prolato k = −0.5, N = 8 surcos por mitad, H = 250
mm y R = −450 mm. (b) Considerando únicamente el conjunto de rayos h1/2, tales que inciden a la mitad de
cada surco. (c) Conjunto de rayos h1− , que tienden a las cúspides de cada surco.
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Como se ilustra en los trazos exactos de la Fig. 2.5 (a), considerando un espejo tipo Fresnel elíptico

prolato y en la Fig. 2.6 (a), para un espejo hiperbólico, cuyas superficies están representadas por la Ec.

(2.15) con sus correspondientes parámetros, considerando en ambos casos un conjunto de rayos para-

lelos incidentes, compuesto por dos subconjuntos de rayos que se encuentran distribuidos por alturas

equidistantes sobre la apertura del espejo, el primer conjunto se define por los rayos de tipo A que

inciden a las alturas h = (2 n − 1) ε/2, para n = 1, . . . , N , los cuales corresponden a los rayos que

inciden a la mitad de cada surco, y están intercalados con un conjunto especial de rayos tipo B que

inciden a las alturas h → ε n−, para n = 1, . . . , N , los cuales corresponden a los rayos cuya altura

tiende por la izquierda hacia el borde de cada surco donde el límite lateral existe y es la cúspide Qn

del n-ésimo surco, si se aproxima por la derecha resulta el punto posterior del surco siguiente Rn+1.

Evaluando la Ec. (2.17) para calcular los rayos reflejados del conjunto descrito anteriormente por los

rayos tipo A y B, se observa que el haz de rayos reflejados produce zonas en donde existe una mayor

concentración de luz, de manera análoga a las cáusticas que fueron mostradas para superficies continuas

y suaves en la Fig. 2.1.

(c)(b)
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intersección

(a)
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Rayos incidentes
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-250
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intersección

Fig. 2.6 (a) Trazo exacto de rayos para un espejo hiperbólico k = −3.4, N = 8 surcos por mitad, H = 250 mm
y R = −250 mm. (b) Considerando únicamente el conjunto de rayos h1/2, tales que inciden a la mitad de cada
surco. (c) Conjunto de rayos h1− , que tienden a las cúspides de cada surco.

Con el objetivo de ilustrar este fenómeno, se observa a partir de la vista aumentada de la Fig. 2.4, que

para un rayo incidente sobre determinado surco del espejo, se puede dar una representación distinta del

parámetro h como función del número de surco n y la altura relativa a la apertura del surco ε a la cual

incide el rayo, obteniendo

hℓ = ε [(n − 1) + ℓ] para ℓ ∈ (0 , 1), (2.18)

donde ℓ denota la fracción de la apertura de entrada del n-ésimo surco a la cual incide el rayo hℓ, por
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lo tanto, la Ec. (2.18) representa un subconjunto del haz incidente total, tal que contiene a todos los

rayos que inciden a determinada fracción de surco para cada una de las facetas del espejo tipo Fresnel,

asignando con esto únicamente un rayo por sección.

Entonces, retomando los trazos de las Figs. 2.5 y 2.6 (a), se observa que para cada par de rayos

incidentes sobre un sólo surco, como los rayos A y B, no existe intersección entre sus correspondientes

rayos reflejados ya que son paralelos. Para determinar las aparentes cáusticas del espejo tipo Fresnel, se

tomarán por separado los subconjuntos de rayos incidentes anteriormente mencionados, los cuales se

pueden distinguir más fácilmente mediante el parámetro ℓ definido en la Ec. (2.18), en las Figs. 2.5 y

2.6 (b) se ilustran los trazos considerando los rayos que inciden sobre la mitad del surco, para los cuales

ℓ = 1/2 y en las Figs. 2.5 y 2.6 (c) se muestran los trazos correspondientes a los rayos que tienden hacia

las cúspides, tales que ℓ → 1−. En estos casos en que se ha utilizado únicamente una familia de rayos

hℓ determinada, se hacen evidentes las zonas de concentración de luz que podrían formar una cáustica,

observando los puntos de intersección entre rayos contiguos dentro de cada conjunto hℓ se puede inferir

que éstos forman parte de una superficie cáustica, sin embargo, estas intersecciones pertenecen a un

conjunto discreto ya que sólo existen para cada n ∈ Z, por lo cual no se puede determinar una cáustica

a partir de estos puntos únicamente, para esto se harán otras consideraciones.

2.3 Cálculo de la cáustica de un espejo tipo Fresnel

Como se muestra en los trazos de las Figs. 2.5 y 2.6, y a partir de la discusión anterior, se sabe

que si se relaciona un solo rayo incidente por cada surco del espejo, entonces las intersecciones en-

tre rayos reflejados contiguos parecen describir una curva semejante a los perfiles de las superficies

cáusticas mostradas en la Fig. 2.1, ampliamente estudiadas para superficies suaves con representación

paramétrica dada [5, 9, 41], sin embargo, la Ec. (2.15) que describe un espejo tipo Fresnel no es

una superficie suave ya que E ′′
h = 0, por lo cual, para calcular su superficie cáustica se propone una

reparametrización del problema.

Considérese entonces un subconjunto del haz de rayos incidentes en el espejo, como fue definido en la

Ec. (2.18), tal que para el n-ésimo surco se tendrá únicamente el rayo que incide a la altura hℓ, para

una ℓ ∈ (0, 1) determinada. Pero la Ec. (2.15) es función de h ∈ R definida en intervalos donde n ∈ Z,

por lo que, extendiendo los elementos de la partición a n ∈ R se obtiene un dominio continuo de hℓ

como función de n, sustituyendo apropiadamente para h → hℓ en la Ec. (2.15), se obtiene

Eh (n) = (ℓ − 1) [S (ε n) − S (ε [n − 1])], (2.19)

la cual es función únicamente del número de surco y está definida para la sucesión progresiva dada por

n = 1, . . . , N . Por otro lado, en la Ec. (2.17) se describe la familia de rayos reflejados como función
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de h, por lo que aplicando el mismo cambio de variable a partir de la Ec. (2.18) se obtiene

y cos βn − z senβn = ε (ℓ + n − 1) cos βn − (ℓ − 1) [S (ε n) − S (ε [n − 1])] senβn, (2.20)

donde el valor predeterminado de ℓ indica la altura relativa del rayo reflejado que se está utilizando por

cada sección, nótese que únicamente se está considerando a la parte superior del espejo tipo Fresnel,

la parte inferior se obtiene a partir de una rotación de π alrededor del eje Z de las coordenadas de

los puntos Qn y Rn. Sustituyendo directamente el término βn de la Ec. (2.16), la Ec. (2.20) se

transforma en una representación paramétrica de la familia de rayos reflejados como función de n. Se

tiene además, que la Ec. (2.20) a diferencia de la Ec. (2.17) no es una función definida a trozos, por

lo que la delimitación de los rayos incidentes sobre cada sección del espejo queda fijada directamente

por el parámetro ℓ, en lugar de tener que definir cada intervalo de apertura de surco, por lo tanto, las

Ec. (2.19) y Ec. (2.20) están definidas biunívocamente para cada subconjunto de rayos hℓ, dejando

como único parámetro independiente al número de surco n, que si se toma ahora como una variable

en R, permite extender los puntos de intersección entre rayos de un conjunto discreto a una curva con

dominio continuo. Entonces, para obtener la ecuación paramétrica de la cáustica se utilizará el método

de las envolventes que es una generalización del cálculo de las intersecciones entre rayos reflejados

contiguos, para esto se deriva la Ec. (2.20) respecto del parámetro n, agrupando los factores comunes

se obtiene la siguiente expresión

y senβn + z cos βn = (ℓ − 1) [S (ε n) − S (ε [n − 1])] cos βn + ε (ℓ + n − 1) senβn − W, (2.21)

donde se ha definido,

W = ε

[cos βn − (ℓ − 1) [S ′ (ε n) − S ′ (ε [n − 1])] senβn

∂βn/∂n

]
, (2.22)

que está expresado en términos de la función S ′ (ε n), la cual representa la derivada de primer orden de

la Ec. (2.4) con respecto del parámetro h y evaluada en la altura de cada surco, obteniendo

S ′ (ε n) = c ε n√
1 − (k + 1)c2 ε2n2 +

M∑
i=2

2iA2i(ε n)2i−1, (2.23)

por otro lado, las funciones trigonométricas involucradas en las Ec. (2.21) y Ec. (2.22), que dependen

del término βn, se pueden reducir a partir de la Ec. (2.16), considerando las siguientes identidades de

composición de funciones

sen(arctan (x)) = x√
1 + x2

, cos (arctan (x)) = 1√
1 + x2

, (2.24)

sustituyendo la Ec. (2.16) en las identidades de la Ec. (2.24) y reduciendo las expresiones resultantes
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se deducen las siguientes funciones trigonométricas

sen βn =
[

−2 ε [S (ε n) − S (ε [n − 1])]
ε2 + [S (ε n) − S (ε [n − 1])]2

]
, cos βn =

[
ε2 − [S (ε n) − S (ε [n − 1])]2

ε2 + [S (ε n) − S (ε [n − 1])]2

]
, (2.25)

para hacer más compacta la notación, se denotarán los siguientes términos que están expresados en

función de la Ec. (2.4), como

∆S (n) = S (ε n) − S (ε [n − 1]) , ∆S2 (n) = [S (ε n) − S (ε [n − 1])]2, (2.26)

por lo que, las fórmulas presentadas en la Ec. (2.25) se transforman en las siguientes expresiones

senβn = −
[

2 ε ∆S (n)
ε2 + ∆S2 (n)

]
, cos βn =

[
ε2 − ∆S2 (n)
ε2 + ∆S2 (n)

]
, (2.27)

posteriormente, derivando la Ec. (2.16) respecto del parámetro n, se obtiene la siguiente ecuación

∂βn

∂ n
= −

[
2 ε2 (S ′ (ε n) − S ′ (ε [n − 1]))
ε2 + [S (ε n) − S (ε [n − 1])]2

]
, (2.28)

donde el siguiente término que está en función de la Ec. (2.23), se puede denotar como

∆S ′ (n) =
[
S ′ (ε n) − S ′ (ε [n − 1])

]
, (2.29)

sustituyendo en la Ec. (2.28) los términos definidos en la notación de las Ec. (2.26) y Ec. (2.29), resulta

la expresión

∂βn

∂ n
= −

[
2 ε2 ∆S ′ (n)

ε2 + ∆S2 (n)

]
, (2.30)

entonces, retomando las identidades que se obtuvieron en la Ec. (2.27) y la Ec. (2.30), sustituyendo

posteriormente estos términos en la Ec. (2.22), la expresión se reduce a una forma más explícita como

función de n, obteniendo

W = −


[
ε2 − ∆S2 (n)

]
+ 2 ε (ℓ − 1) ∆S ′ (n) ∆S (n)
2 ε ∆S ′ (n)

, (2.31)

finalmente, formando un sistema lineal de dos ecuaciones considerando la Ec. (2.20) y la Ec. (2.21),

se resuelve para las dos incógnitas z y y, reduciendo ambas expresiones resultan

z = (ℓ − 1) ∆S (n) − W cos βn,

y = ε (ℓ + n − 1) − W senβn,

(2.32)



2.3 Cálculo de la cáustica de un espejo tipo Fresnel 17

redefiniendo las componentes de esta función como z → Zc y y → Yc, donde el subíndice c denota la

cáustica de un espejo tipo Fresnel. Sustituyendo en la Ec. (2.32), las identidades de la Ec. (2.27) y el

resultado mostrado en la Ec. (2.31), se obtiene la siguiente expresión

Zc (n) =(ℓ − 1) ∆S (n) +

+


[
ε2 − ∆S2 (n)

]2
+ 2 ε (ℓ − 1) ∆S ′ (n) ∆S (n)

[
ε2 − ∆S2 (n)

]
2 ε ∆S ′ (n)

[
ε2 + ∆S2 (n)

]
,

Yc (n) = ε (ℓ + n − 1) − ε

∆S (n)
{[

ε2 − ∆S2 (n)
]

+ 2 ε (ℓ − 1) ∆S ′ (n) ∆S (n)
}

ε ∆S ′ (n)
[
ε2 + ∆S2 (n)

]
,

(2.33)

es importante resaltar que esta ecuación está en términos del orden del surco n, por lo que para graficar

la cáustica sobre toda la apertura del espejo se hace sobre el intervalo n ∈ [1, N ] ⊆ R, donde el

parámetro N representa el número total de surcos definidos en la parte superior del semidiámetro del

espejo tipo Fresnel, recordando que H = ε N , a partir de este dominio se deduce también el hecho

que para tener un espejo tipo Fresnel bien definido se requiere un mínimo de N = 2 surcos por

semidiámetro, fijando a su vez el parámetro de fracción de la apertura de surco ℓ ∈ (0, 1).

(a)

200

-200

-100-300

Cáusticas

(b)

200

-200

-100-300

Cáusticas

Fig. 2.7 Cáusticas para espejos cónicos, considerando H = 250 mm, N = 15 surcos por mitad y radio de
curvatura paraxial R = −400 mm. (a) Espejo tipo Fresnel k = 1. (b) Fresnel elíptico oblato k = 0.5.

En las Figs. 2.7, 2.8 y 2.9, se muestran ejemplos de espejos cónicos tipo Fresnel, se comparan las

formas de las cáusticas producidas por los subconjuntos de rayos h1/4, h1/2, h3/4 y h1− graficando

la Ec. (2.33) para cada caso, fijando los parámetros de las superficies de referencia con semidiámetro
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de apertura de entrada H = 250 mm y radio de curvatura paraxial R = −400 mm, resultando con

esto un F# = R/H = 0.8, para cada espejo. En estos trazos podemos ver claramente que variando

los parámetros de diseño se puede modificar el tamaño de la cáustica, lo que da como resultado un

concentrador más eficiente conforme se reducen las dimensiones de las cáusticas.

Cáusticas

(a)

200

-200

-100-300

Cáusticas

(b)
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Fig. 2.8 Cáusticas para espejos cónicos, considerando H = 250 mm, N = 15 surcos por mitad y radio de
curvatura paraxial R = −400 mm. (a) Fresnel esférico k = 0. (b) Fresnel elíptico prolato k = −0.5.
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Fig. 2.9 Cáusticas para espejos cónicos, considerando H = 250 mm, N = 15 surcos por mitad y radio de
curvatura paraxial R = −400 mm. (a) Fresnel parabólico k = −1. (b) Fresnel hiperbólico k = −1.5.

En esta sección se ha obtenido la representación paramétrica de la cáustica para cada familia de rayos

hℓ, con ℓ ∈ (0, 1), sin embargo, como se observa en los trazos de rayos para distintos espejos, la
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cáustica cuando ℓ → 1− es la envolvente de los rayos exteriores, por lo cual las demás familias de

rayos pasan siempre por dentro de esta cáustica, además la Ec. (2.33) está definida para el caso límite

cuando ℓ = 1, en las siguientes secciones se estudiará esta cáustica para obtener algunas propiedades

importantes de espejo tipo Fresnel, teniendo en cuenta que se trata de un caso límite.

2.3.1 Pérdidas por reflexión en un espejo tipo Fresnel

Nótese que en los trazos de rayos mostrados en las Figs. 2.7, 2.8 y 2.9, para ciertos subconjuntos hℓ

sus correspondientes familias de rayos reflejados inciden en algunos casos sobre las barreras internas

formadas por los surcos del espejo, dado que los conjuntos reflejados por cada sección del espejo están

conformados por rayos paralelos entre sí, se deduce que para la n-ésima sección deberá existir una

fracción de apertura crítica ℓcn a partir de la cual para los subconjuntos de rayos incidentes hℓ tales que

ℓ ≤ ℓcn, sus correspondientes rayos reflejados incidan sobre la barrera del surco de orden n − 1.

(a) (b)

200

-200

-100-300

Rayos
reflejados

Fig. 2.10 (a) Diagrama para calcular la fracción de surco crítica ℓcn. (b) Ejemplo de zonas de obstrucción de
luz para un espejo tipo Fresnel esférico k = 0, considerando N = 8 surcos por semidiámetro, H = 250 mm,
R = −372 mm y ηf = 0.6990.

Para determinar la fracción de surco crítica ℓcn, considérese el diagrama mostrado en la Fig. 2.10 (a),

sea el rayo C que incide paralelo al eje óptico del sistema a una altura dada por

hcn = ε (ℓcn + n − 1), (2.34)

el cual, de acuerdo con la Ec. (2.18) incide sobre el n-ésimo surco del espejo tipo Fresnel. Entonces,

su correspondiente rayo reflejado se propaga formando un ángulo βn con el eje Z, tal que intersecta

con el surco anterior de orden n − 1, exactamente en el punto frontal del segmento representado como

Qn−1 = (0, ε (n − 1)). Por lo que, en la Ec. (2.20) de rayo reflejado para hcn dado por la Ec. (2.34),
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sustituyendo las coordenadas de Qn−1 como el punto final del rayo reflejado, se tiene que z = 0 y

y = ε (n − 1), de donde se obtiene la siguiente expresión

ε (n − 1) cos βn = ε (ℓcn + n − 1) cos βn − (ℓcn − 1) [S (ε n) − S (ε [n − 1])] senβn, (2.35)

resolviendo para ℓcn y sustituyendo apropiadamente las expresiones dadas por la Ec. (2.27) para βn, se

deduce la fórmula

ℓcn = 2 ∆S2 (n)
ε2 + ∆S2 (n)

, (2.36)

que representa la fracción de surco a partir de la cual, los rayos hℓ que contribuyen a la concentración

eficiente, son tales que ℓ ∈ (ℓcn , 1). Sustituyendo este resultado en la Ec. (2.34) se obtiene

hcn = ε

[
n − ε2 − ∆S2 (n)

ε2 + ∆S2 (n)

]
, (2.37)

que representa el ínfimo de altura por surco, para la cual se tendrán rayos reflejados hacia afuera de

la superficie del espejo tipo Fresnel, como función del número de surco n. Es decir, para los rayos

incidentes tales que h ∈ (hcn, ε n), los rayos se reflejan sobrepasando las barreras del espejo.

Lo anterior se ilustra en la Fig. 2.10 (b), donde los intervalos de apertura de entrada de los surcos del

espejo, denotados como (hcn, ε n), representan un haz de rayos paralelos tipo A dibujados en verde,

los cuales se reflejan hacia la parte negativa del eje Z, contrario a lo que sucede con los rayos tipo B en

rojo, que inciden sobre las barreras del espejo en la parte positiva del eje Z. A partir de esto se deducen

las expresiones para calcular las aperturas de reflexión sin obstrucción, como

Hn = (ε n − hcn) = ε

[
ε2 − ∆S2 (n)
ε2 + ∆S2 (n)

]
, para n = 2, . . . , N, (2.38)

nótese que las caras centrales del espejo no tienen obstrucción producida por las barreras, se tiene

entonces para el caso n = 1, que hcn = 0, por lo que la apertura útil del primer surco es H1 = ε,

es decir, la longitud total del surco. Considerando las aperturas calculadas en la Ec. (2.38) se puede

calcular la apertura total del espejo que es eficientemente reflejada, obteniendo

He = ε

(
1 +

N∑
n=2

[
ε2 − ∆S2 (n)
ε2 + ∆S2 (n)

])
, (2.39)

donde, He denota la apertura eficiente del espejo tipo Fresnel. Considerando esta expresión, se puede

cuantificar el porcentaje que representa He respecto de la apertura total del espejo, definiendo la efi-
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ciencia ideal del espejo como

ηf ≡ He

H
= 1

N

(
1 +

N∑
n=2

[
ε2 − ∆S2 (n)
ε2 + ∆S2 (n)

])
, (2.40)

donde 0 < ηf < 1, denota el porcentaje de la apertura total de entrada de un espejo tipo Fresnel que se

refleja libremente hacia el lado negativo del eje óptico.

Esta expresión es útil desde un punto de vista teórico, del hecho que está dada en términos de los

parámetros de la superficie de referencia S (n), por otro lado, en la práctica es de mayor utilidad

representar las alturas críticas en términos de los ángulos de inclinación de los surcos, dados por la Ec.

(2.13), sustituyendo en la Ec. (2.37) se obtiene

hcn = ε

[
n + 1 − tan2γn

1 + tan2γn

]
, (2.41)

a partir de esta expresión se deduce una forma alternativa de la eficiencia dada en la Ec. (2.40), como

ηf = 1
N

(
1 −

N∑
n=2

[
1 − tan2γn

1 + tan2γn

])
, (2.42)

esta expresión, al igual que la Ec. (2.40) es función explícitamente de los parámetros de diseño del

espejo tipo Fresnel, en estas funciones se han considerado únicamente las pérdidas por reflexión sobre

las barreras del espejo cuando incide un haz de rayos paralelos, dando como resultado la cota máxima

de eficiencia para un espejo, despreciando pérdidas por otros fenómenos, tales como los coeficientes

de Fresnel para los distintos estados de polarización, defectos de construcción, entre otros.

(a) (b)
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Fig. 2.11 Ejemplos de zonas de obstrucción de luz para espejos tipo Fresnel, considerando N = 8 surcos por
semidiámetro. (a) Cáusticas para un Fresnel elíptico oblato k = 0.5, H = 250 mm y R = −372 mm. (b) Zonas
de obstrucción del espejo, ηf = 0.6495.
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En la Fig. 2.11 se ilustra el ejemplo de un espejo tipo Fresnel particularmente ineficiente, pues la

fracción de pérdida por reflexión en el último surco es de ℓcN > 1, es decir, el surco refleja totalmente

la luz hacia la barrera, produciendo un surco con reflexión totalmente obstruida (RTO). En la expresión

de hℓ dada en la Ec. (2.18), se definió el parámetro ℓ ∈ (0, 1), sin embargo, la Ec. (2.36) para calcular

ℓcn no es una función acotada, por lo que se podrían producir soluciones sin sentido a la hora de calcular

las alturas críticas como en el caso del espejo elíptico mostrado en este ejemplo.

Para acotar las soluciones de las alturas críticas en el intervalo ℓcn ∈ (0, 1), nótese que en el trazo de

rayos mostrado en la Fig. 2.11 (a), las cáusticas calculadas para los distintos subconjuntos hℓ intersectan

con el eje Y que coincide con los bordes externos de la superficie del espejo. De manera análoga a

lo que sucede cuando la cáustica por refracción intersecta con la superficie de una lente, la altura

para la cual se produce esta intersección se denomina altura crítica, y a partir de dicha altura se tiene

reflexión total interna (RTI) [40]. Un fenómeno equivalente se produce para un espejo tipo Fresnel,

como se determinó anteriormente, si ℓ ≤ ℓcn entonces los rayos hℓ serán obstruidos por las barreras,

cuando ℓ < 1 es una condición suficiente para asegurar que para fracciones menores ℓ los rayos serán

obstruidos, por lo que, la intersección de su correspondiente cáustica con el eje Y, determina el surco

a partir del cual ya no habrá contribución del conjunto hℓ en el haz de rayos reflejados.

Sin embargo, cuando ℓ → 1−, la condición se vuelve necesaria y suficiente, ya que no existen familias

de rayos que incidan a fracciones de surco mayores, por lo que la intersección de la cáustica corres-

pondiente a los rayos h1− con el eje Y determina el número de surco a partir del cual se tendrá RTO,

entonces se deduce a partir de esta n la altura crítica de un espejo tipo Fresnel. Para calcular los puntos

de intersección representados en la Fig. 2.11 (a) como Fℓ, considérese la Ec. (2.33) de la cáustica, a

partir de la cual se fija la condición Zc (n) = 0, obteniendo la siguiente expresión

[
ε2 − ∆S2 (n)

]2
+ 4ε (ℓ − 1) ∆S ′ (n) ∆S (n) = 0, (2.43)

la cual se resuelve para un valor n ∈ R, obteniendo la relación m − 1 ≤ n ≤ m, para m ∈ N. Es

entonces a partir del m-ésimo surco que la familia de rayos hℓ se reflejará siempre sobre las barreras

del espejo. Reduciendo la Ec. (2.43) para el caso límite en que ℓ = 1, se obtiene la siguiente fórmula

[S (n) − S (n − 1)]2 = ε2, (2.44)

donde, de la Ec. (2.4) los términos relacionados a los coeficientes de asfericidad se pueden reescribir

utilizando notación binomial como

W (n) =
M∑
i=2

A2i(εn)2i −
M∑
i=2

A2i[ε (n − 1)]2i =
M∑
i=2

A2iε
2i
[
n2i − (n − 1)2i

]
=

=
M∑
i=2

A2iε
2i
[
n2i − (n − 1)2i

]
=

M∑
i=2

A2iε
2i

 2i∑
p=1

(2i)!
p! (2i − p)! (−1)p+1n2i−p

,

(2.45)
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sustituyendo este término en la Ec. (2.44) se obtiene la siguiente expresión

 c n2ε2

1 +
√

1 − (k + 1)c2(n ε)2
− c (n − 1)2ε2

1 +
√

1 − (k + 1)c2(n − 1)2ε2
+ W (n)

2

= ε2, (2.46)

resolviendo esta ecuación para n, se obtiene la altura crítica del espejo tipo Fresnel, dada por la fórmula

hce = Yc (n). Un caso especialmente sencillo de esta ecuación se da para un espejo parabólico con

k = −1 y A2i = 0, para el cual la solución se reduce a la expresión

n = cε − 1
2 cε

= ε − R

2 ε
,

donde, R es el radio de curvatura paraxial y la parte entera de n + 1 denota el número de surco a partir

del cual se tendrá RTO.

2.3.2 Círculo de mínima confusión para un espejo tipo Fresnel

En trabajos previos se establece el concepto de Círculo de Mínima Confusión, por su siglas en inglés

CLC, Circle of Least Confusion [38], definido como el plano en donde se concentra la totalidad de

los rayos reflejados o refractados por un elemento óptico y que tiene el diámetro mínimo, también es

denominado este plano como el mejor foco. Tradicionalmente se hace intersectando el rayo marginal

de la parte de abajo de la superficie, con la cáustica, sin embargo, en este trabajo se realizará este

cálculo intersectando el rayo marginal inferior con un rayo arbitrario que proviene de la parte superior

del espejo tipo Fresnel. Considerando entonces al rayo reflejado arbitrario que proviene de la parte

positiva del espejo tipo Fresnel, de la Ec. (2.17) se deduce que su ecuación puede escribirse como

y = −
[

2 ε S (n)
ε2 − ∆S2 (n)

]
(z − (ℓ − 1) S (n)) + ε (n + ℓ − 1), (2.47)

por otro lado, para el rayo que incide desde abajo, el cual no necesariamente debe ser el marginal en el

caso del espejo tipo Fresnel, se tiene para el n′-ésimo surco que

y =
[

2 ε S (n′)
ε2 − ∆S2 (n′)

] (
z −

(
ℓ′ − 1

)
S
(
n′))− ε

(
n′ + ℓ′ − 1

)
, (2.48)

para el rayo que incide a la fracción ℓ′ ∈ (0, 1), resolviendo para z y y se obtienen las expresiones

Zclc =
(ℓ − 1) Γ−

n′ Γ+
n + (ℓ′ − 1) Γ−

n Γ+
n′ + (n′ + n) Γ−

n′ Γ−
n

2
[
Γ−

n S (n′) + Γ−
n′ S (n)

] , (2.49)

Yclc =
ε (ℓ − 1) ∆S (n′) Γ+

n − ε (ℓ′ − 1) ∆S (n) Γ+
n′ + ε

[
n∆S (n′) Γ−

n − n′∆S (n) Γ−
n′

]
Γ−

n S (n′) + Γ−
n′ S (n)

, (2.50)
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donde se han definido los términos,

Γ±
n =

[
ε2 ± ∆S2 (n)

]
, Γ±

n′ =
[
ε2 ± ∆S2 (n′)] , (2.51)

sustituyendo, z → Zclc y y → Yclc como las coordenadas de la intersección entre rayos, donde Yclc

es el radio del CLC y Zclc representa su ubicación sobre el eje óptico Z. Sin embargo, se deduce que

el CLC se calcula para el caso límite ℓ = 1 cuando se consideran los rayos que provienen de la parte

superior y ℓ′ = ℓcn la fracción de surco crítica para el rayo de la parte inferior, dado por la Ec. (2.36),

por lo que estas ecuaciones se pueden reducir a las siguientes expresiones

Zclc =
(ℓcn − 1) Γ−

n Γ+
n′ + (n′ + n) Γ−

n′ Γ−
n

2
[
Γ−

n S (n′) + Γ−
n′ S (n)

] , (2.52)

Yclc =
ε
[
n∆S (n′) Γ−

n − n′∆S (n) Γ−
n′

]
− ε (ℓcn − 1) ∆S (n) Γ+

n′

Γ−
n S (n′) + Γ−

n′ S (n)
, (2.53)

finalmente, los términos Yclc (n, n′) se calculan para los valores n, n′ = 1, . . . , N , entre los cuales se

determina el máximo, para obtener el CLC como se muestra en los ejemplos de la Fig. 2.12.

(a) (b)
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Fig. 2.12 Considerando N = 10 surcos, H = 250 mm y R = −450 mm. (a) CLC para un espejo parabólico tipo
Fresnel k = −1. (b) CLC para un espejo con k = −0.5, A4 = 10−12, A6 = −0.5 × 10−16 y A6 = 0.3 × 10−18.

En el caso del espejo parabólico mostrado en la Fig. 2.12 (a), se obtiene que Yclc = 31.72 mm,

Zclc = −175.46 mm, el máximo se alcanza cuando n = 6 y el rayo inferior que corresponde al

caso n′ = N , el cual funciona de manera análoga al del rayo marginal cuando se tienen superficies
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continuas. Para el espejo de la Fig. 2.12 (b), Yclc = 20.92 mm, Zclc = −193.70 mm, se obtiene el

máximo cuando n = 4 y el rayo inferior proviene del surco n′ = 9, es decir, del penúltimo surco.

2.3.3 Reparametrización de la cáustica de un espejo tipo Fresnel

Como se muestra en la Ec. (2.19), la forma paramétrica de un espejo tipo Fresnel es proporcional a la

función ∆S (n) mediante una constante, por lo que sustituyendo en la Ec. (2.33) se obtiene

Zc (n) =Eh (n) +

+


[
ε2(ℓ − 1)2 − E2

h (n)
]2

+ 2 (ℓ − 1) Eh (n) E ′
h (n)

[
ε2(ℓ − 1)2 − E2

h (n)
]

2 (ℓ − 1) E ′
h (n)

[
ε2(ℓ − 1)2 + E2

h (n)
]

,

Yc (n) = ε (ℓ + n − 1) − ε

Eh (n)
{[

ε2(ℓ − 1)2 − E2
h (n)

]
+ 2 (ℓ − 1)2E ′

h (n) Eh (n)
}

(ℓ − 1) E ′
h (n)

[
ε2(ℓ − 1)2 + E2

h (n)
]

,

(2.54)

la cual es una representación de la cáustica expresada únicamente en términos de la Ec. (2.19) y su

derivada de primer orden respecto de n, dada por la siguiente expresión

E ′
h (n) = ε (ℓ − 1)

[
S ′ (ε n) − S ′ (ε [n − 1])

]
, (2.55)

la Ec. (2.33) es equivalente a la Ec. (2.54), ambas están definidas sobre el dominio n ∈ [1, N ] ⊆ R,

pero en el caso de la segunda expresión, al estar en términos de la representación del Fresnel como una

función del número de surco, se tiene bien definido el comportamiento de un rayo que incide sobre cada

sección plana, lo cual no sucede en los bordes del surco, ya que las cúspides no permiten determinar

de manera única la tangente a la superficie y con esto predecir la reflexión del rayo. Por lo que, en la

Ec. (2.54) se indetermina la función cuando se evalúa para el caso en que ℓ = 1, es decir, nos brinda

información de las limitaciones físicas para las cuales es válido nuestro modelo de cálculo de cáusticas,

que contiene únicamente a las familias de rayos tales que ℓ ∈ (0, 1), mostrando con esto que la cáustica

correspondiente al valor ℓ = 1 es un caso límite que puede ser calculado mediante la Ec. (2.33),

que nos ha sido útil para definir ciertas propiedades de los espejos tipo Fresnel. Para simplificar el

razonamiento anterior se expresó a la variable de altura de rayo h como función del número de surco n,

por lo que la Ec. (2.54) se puede reparametrizar mediante el cambio de variable definido anteriormente

hℓ = ε (ℓ + n − 1), donde hℓ representa un subconjunto del parámetro de altura respecto el eje Y,

pero este subconjunto está determinado por los parámetros n y ℓ, así que por simplicidad se denotará

como hℓ → h. Entonces, aplicando la reparametrización a la Ec. (2.19) se obtiene

Eh (h) = (ℓ − 1) [S (h − ε [ℓ − 1]) − S (h − ε ℓ)], (2.56)
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calculando la derivada de primer orden respecto del parámetro h, resulta la expresión

E ′
h (h) = (ℓ − 1)

[
S ′ (h − ε [ℓ − 1]) − S ′ (h − ε ℓ)

]
, (2.57)

aplicando el cambio de variable en la Ec. (2.54), se transforma en una expresión que está en términos

de las Ec. (2.56) y Ec. (2.57), simplificando la ecuación resultante se obtiene la siguiente función

paramétrica

Zc (h) =Eh (h) +

+


[
ε2(ℓ − 1)2 − E2

h (h)
]2

+ 2 ε (ℓ − 1) Eh (h) E ′
h (h)

[
ε2(ℓ − 1)2 − E2

h (h)
]

2 ε (ℓ − 1) E ′
h (h)

[
ε2(ℓ − 1)2 + E2

h (h)
]

,

Yc (h) = h − ε

Eh (h)
{[

ε2(ℓ − 1)2 − E2
h (h)

]
+ 2 ε (ℓ − 1)2E ′

h (h) Eh (h)
}

ε (ℓ − 1) E ′
h (h)

[
ε2(ℓ − 1)2 + E2

h (h)
]

,

(2.58)

que está definida en el intervalo h ∈ [ε ℓ, H + ε (ℓ − 1)] ⊆ R, mostrando con esto que derivar con

respecto al orden del surco n, es equivalente a derivar respecto a la altura de rayo h, pero la primera

simplifica el procedimiento al momento de definir los subconjuntos de rayos incidentes hℓ.
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Fig. 2.13 Cáusticas para espejos tipo Fresnel, considerando H = 250 mm, R = −400 mm y N = 15 surcos
por mitad. (a) Para un espejo hiperbólico k = −2.75. (b) Considerando un espejo con constante de conicidad
k = −0.5 y coeficientes polinomiales A4 = −1 × 10−12, A6 = −0.5 × 10−16, A8 = 0.3 × 10−18.

En esta sección se presentan ejemplos distintos de cáusticas para espejos con coeficientes Ai ̸= 0, los
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cuales tienen zonas de concentración de distintas formas a los espejos cónicos, en la Fig. 2.13 (a) se

observa un espejo hiperbólico con reducción en su cáustica, en la Fig. 2.13 (b) es un espejo tipo Fresnel

que simula la concentración de un espejo cicloidal como el de la Fig. 2.1 (c). En tanto, en la Fig. 2.14

se observan versiones de este tipo de cáusticas para espejos con diferentes dimensiones.
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Fig. 2.14 Cáusticas para espejos con N = 15 surcos por mitad. (a) Considerando H = 100 mm, R = −160
mm, k = −16 y con coeficientes polinomiales A4 = −1.8 × 10−8, A6 = −1.8 × 10−11, A8 = 1.35 × 10−15.
(b) Considerando H = 250 mm, R = −300 mm, k = −5 y coeficientes polinomiales A8 = −0.1 × 10−18.

2.4 Cálculo de la distancia focal de un espejo tipo Fresnel

Como se observa en los esquemas de la Fig. 2.15, para cada subconjunto de rayos hℓ existe un punto

para el cual los rayos reflejados provenientes de la parte central del espejo convergen, en el estudio

de óptica paraxial en espejos esféricos a este punto se le denomina foco paraxial del espejo, el cual se

encuentra situado a una distancia f = R/2 del vértice del espejo, donde R es el radio de curvatura

medido en el centro de la superficie, definido en la Ec. (2.4). Por otro lado, cuando se estudian

espejos cuya forma está dada paramétricamente, se puede mostrar que la distancia focal corresponde a

la cúspide de su superficie cáustica y es igual a la mitad del radio de curvatura medido en el centro del

espejo.

Sin embargo, en el caso particular de los espejos tipo Fresnel, no se tiene definida la función paramétrica

sobre el vértice del espejo, dado que los surcos centrales se contraponen y su intersección es un punto

indefinido, por lo que no se puede calcular el radio de curvatura paraxial del espejo tipo Fresnel, pero la

superficie de referencia sí tiene asociado un radio de curvatura paraxial, por lo que se deben hacer otras

consideraciones para el cálculo de la distancia focal de un espejo tipo Fresnel. Como se puede observar

en los trazos de rayos de la Fig. 2.15, la intersección entre el par de rayos reflejados provenientes
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de los primeros dos surcos del espejo para cualquier subconjunto hℓ, coincide con la cúspide de su

correspondiente cáustica descrita por la Ec. (2.33), por lo que se puede evaluar en el ínfimo del dominio

de la cáustica, para calcular la distancia respecto el eje Z entre el borde frontal del espejo y la cúspide

en cada caso ℓ, obteniendo la expresión fℓ = Zc (n = 1), entonces, sustituyendo apropiadamente y

desarrollando el álgebra correspondiente se obtiene la siguiente expresión

fℓ = A (ε) + (ℓ − 1) B (ε) , con A ≡
[
ε2 − S2 (ε)

]2
2 ε S ′ (ε) [ε2 + S2 (ε)] , B ≡ 2 ε2 S (ε)

[ε2 + S2 (ε)] ,
(2.59)

donde ε es un término constante, ya que el tamaño de surco está determinado por la apertura de entrada

H y por el número N de surcos por semidiámetro con el que se diseña el espejo. La funciones A y B
representan distancias sobre el eje óptico.

(a) (c)(b)
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la cáustica

Fig. 2.15 Cáusticas para un espejo hiperbólico con k = −1.75, N = 8 surcos por mitad, H = 250 mm y
R = −500 mm. (a) Para el conjunto de rayos paralelos que inciden a alturas h1/3, a un tercio de la apertura de
cada surco. (b) Para el conjunto de rayos h1/2, exactamente a la mitad de cada surco. (c) Para el conjunto de
rayos h1− , que tienden hacia los bordes de cada surco.

Se deduce a partir de la Ec. (2.59), que para un espejo tipo Fresnel con todos sus parámetros dados, al

ser ε una constante, entonces los términos A, B < 0 serán también constantes, por lo que, al calcular las

distancias a las cúspides de las cáusticas para ℓ ∈ [0, 1], se tendrá una distribución de distancias lineal,

cuyo máximo valor para |fℓ| se alcanza en el caso límite ℓ = 1. Entonces, de la Ec. (2.59) se obtendrían

múltiples distancias focales para un espejo en particular, pero para definir una única distancia para un

espejo tipo Fresnel se observa primero la gráfica de la Fig. 2.16 (a), donde se hace variar el término

ε = H/N , para distintos N número de surcos y considerando un semidiámetro fijo de H = 225 mm.

Entonces, a partir de las gráficas de los términos A y B para espejos con constantes de conicidad k = 1
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y k = −5 entre los cuales se encuentran los casos de espejos más utilizados, se deduce que |B| ≪ |A|,
además de que el término B tiende rápidamente a cero conforme el número de surcos es N > 10, en

tanto A ≈ R/2. Por otro lado, observando las gráficas de la Fig. 2.16 (b) se deduce que para el caso

límite ℓ = 1, la función fℓ converge más rápidamente al valor f = R/2 para espejos con N < 10 que

en los otros casos, para un amplio intervalo de constantes de conicidad, como sucede en óptica paraxial

para superficies continuas y suaves.
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Fig. 2.16 Considerando espejos tipo Fresnel cónicos, con semidiámetro H = 220 mm y radio de curvatura
paraxial R = −450 mm. (a) Gráfica de los términos A (ε) y B (ε), para cónicas con k = 1 y k = −5, como
funciones del ancho de surco ε = H/N . (b) Gráficas de la función fℓ respecto el ancho de surco ε.

De la discusión anterior se infiere que, si se desea establecer una relación entre el funcionamiento de un

espejo cóncavo y su análogo en Fresnel, entonces la definición más apropiada que induce a definir una

distancia focal en un espejo tipo Fresnel se obtiene a partir de la Ec. (2.59) para el caso límite ℓ = 1,

con esto la expresión anterior se reduce únicamente a f1 = A (ε). Por lo tanto, sustituyendo en esta

expresión las Ec. (2.4) y Ec. (2.23) se obtiene la siguiente fórmula

f1 =
s (ε)

[
ε2(s (ε) + 1)2 −

(
c ε2 + (s (ε) + 1) Ui

)2]2
2 (s (ε) + 1)2 (c ε2 + Vi s (ε)

) [
ε2(s (ε) + 1)2 + (c ε2 + (s (ε) + 1) Ui)2

] ,

donde, s (ε) =
√

1 − (k + 1)c2 ε2, Ui =
M∑
i=2

A2iε
2i, Vi =

M∑
i=2

2iA2iε
2i,

(2.60)

hasta este punto no se ha realizado ninguna aproximación para determinar f1, del cálculo de la cáustica

y fijando algunas inferencias se ha determinado que la Ec. (2.60) es la definición más apropiada para
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definir una distancia focal para un espejo tipo Fresnel, la cual depende de los parámetros de diseño

como son la curvatura paraxial, constante de conicidad y los coeficientes polinomiales agrupados en

los términos Ui, Vi, la distancia focal es un concepto paraxial y en el caso de superficies asféricas

continuas y suaves, los coeficientes A2i no influyen en la distancia focal, contrario a los espejos tipo

Fresnel que incluyen parámetros adicionales de la superficie madre esto se debe a que como se mostró

en la sección de diseño, la pendiente de la recta secante a la curva de referencia dependerá de todos sus

parámetros, contrario a lo que sucede con las superficies aféricas en las que los coeficientes A2i no son

relevantes numéricamente en la región paraxial.
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Fig. 2.17 Espejos tipo Fresnel con semidiámetro de apertura de H = 250 mm y con radio de curvatura paraxial
R = −400 mm. (a) Se grafica la función f1 de la Ec. (2.60) respecto del ancho de surco ε, variando el número
N de surcos por semidiámetro. Para espejos cónicos con constantes de conicidad k determinada y agregando
coeficientes polinomiales: A4 = 10−10, A6 = 10−14 y A8 = 10−18. (b) Vista aumentada de las gráficas del
inciso (a) para espejos con N ≥ 10, con curvas continuas para espejos cónicos y curvas punteadas considerando
los coeficientes A2i.

Sin embargo, se puede deducir un razonamiento análogo para espejos tipo Fresnel, comúnmente los

coeficientes de asfericidad son del orden A2i ∼ 10−(2i+2) cuando el semidiámetro H ∼ 101 mm [38,

40], considérese el caso de un espejo asférico con radio de curvatura R = −400 mm y semidiámetro

de H = 250 mm, se observa que los coeficientes polinomiales como se ha mostrado en los trazos de

rayos de las secciones anteriores, se encuentran entre los ordenes de magnitud de A2i ∼ 10−2(2i+1),

por otro lado, el tamaño de surco para un espejo tipo Fresnel con N = 2, secciones por semidiámetro,

será proporcional al orden de magnitud ε ∼ 102 mm, entonces los términos de las series Ui, Vi de la

Ec. (2.60), tendrán dimensiones máximas del orden de ∼ 10−2 mm, esto es considerando el mínimo de

surcos posible. En la práctica son más comunes los espejos con N ≥ 10 secciones por semidiámetro,
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para los cuales se tendrá que los términos asociados a los coeficientes de asfericidad Ui, Vi, son del

orden de magnitud de ∼ 10−4 mm.

Tabla 2.1 Distancias f1 para espejos cónicos, considerando la Ec. (2.60).

N ε [mm] k = −5.0 k = −2.5 k = −1.5 k = −1.0 k = −0.5 k = 0.0 k = 0.5
Distancia f1 [mm]

2 125.00 -221.69 -199.95 -190.63 -185.82 -180.89 -175.83 -170.65
3 83.33 -210.25 -199.99 -195.74 -193.58 -191.40 -189.20 -186.97
5 50.00 -203.82 -199.99 -198.45 -197.67 -196.89 -196.10 -195.31

10 25.00 -200.97 -200.00 -199.61 -199.42 -199.22 -199.02 -198.83
50 5.00 -200.04 -200.00 -199.99 -199.98 -199.97 -199.96 -199.95

Tabla 2.2 Distancias f1 con A2i ̸= 0, considerando la Ec. (2.60) y los coeficientes polinomiales indicados en la
Fig. 2.17.

N ε [mm] k = −5.0 k = −2.5 k = −1.5 k = −1.0 k = −0.5 k = 0.0 k = 0.5
Distancia f1 [mm]

2 125.00 -224.10 -201.93 -192.44 -187.54 -182.53 -177.39 -172.12
3 83.33 -210.49 -200.21 -195.95 -193.79 -191.60 -189.39 -187.16
5 50.00 -203.89 -200.06 -198.51 -197.73 -196.95 -196.16 -195.37

10 25.00 -200.99 -200.02 -199.63 -199.43 -199.24 -199.04 -198.85
50 5.00 -200.04 -200.00 -199.99 -199.99 -199.97 -199.96 -199.95

Comparando los datos presentados en Tabla 2.1 y Tabla 2.2 para las distancias f1 de espejos cónicos con

N = 2, se observa que el valor de f1 para sus correspondientes espejos asféricos difiere apenas en un

1%, y estas diferencias entre los valores de f1 para espejos cónicos y asféricos se reducen rápidamente

conforme se incrementa el número de surcos, para espejos con N ≥ 10 la diferencia es menor al 0.5%,

por lo que los coeficientes de asfericidad son los parámetros que menos influyen en el cálculo de la

distancia focal de manera análoga a la superficies continuas, entonces, considerando Ui = Vi = 0 en la

Ec. (2.60) y reduciendo los términos restantes se obtiene la siguiente fórmula

f1 = 1
2c

−

1 + k
(
1 +

√
1 − (1 + k) c2ε2

)
2
(
1 +

√
1 − (1 + k) c2ε2

)2 + 2
√

1 − (1 + k) c2ε2

c2ε2 +
(
1 +

√
1 − (1 + k) c2ε2

)2

 cε2, (2.61)

nótese que esta expresión es una aproximación paraxial para un espejo asférico, pero en el caso de

espejos cónicos donde A2i = 0, esta expresión se deduce directamente de la Ec. (2.60) sin ninguna

aproximación. A partir del análisis anterior se obtuvo una expresión reducida de la distancia f1, que

se define del eje Y a la cúspide de la cáustica en el caso límite ℓ = 1, sin embargo, para calcular

la distancia focal del espejo se debe considerar a partir del vértice del espejo tipo Fresnel, de la Ec.
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(2.12) para los puntos que definen los surcos del espejo, se tiene que el vértice del espejo está dado por

R1 = (−S (ε) , 0), agregando esta distancia S (ε) < 0 a f1 dado por la Ec. (2.61), se obtiene

f = 1
2c

−

 k − 1
2
(
1 +

√
1 − (1 + k) c2ε2

) + 2
√

1 − (1 + k) c2ε2

c2ε2 +
(
1 +

√
1 − (1 + k) c2ε2

)2

 cε2, (2.62)

donde c = 1/R es la curvatura paraxial y k la constante de conicidad, a partir de esta expresión y con

base en el análisis anterior, estos parámetros de la superficie de referencia son los que influyen en el

cálculo de la distancia focal f para un espejo tipo Fresnel. Considerando el límite cuando N → ∞,

se tiene que ε → 0, evaluando la Ec. (2.62) se reduce a f = R/2, como en el caso de un espejo

cóncavo. Es decir, conforme se aumenta el número de surcos de un espejo tipo Fresnel, se describirá

un comportamiento similar al de un espejo continuo.
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Fig. 2.18 Considerando un espejo tipo Fresnel con H = 250 mm y R = −400 mm. (a) Se grafican las funciones
f1 y f con respecto de la variable k, para N = 10 surcos. (b) Se grafica la función f de la Ec. (2.62) respecto
del ancho de surco ε = H/N , variando el número N de surcos por semidiámetro.

Como se muestra en la Fig. 2.18 (a), la constante de conicidad k es un factor determinante en el cálculo

de la distancia focal f , y existe un valor de k para el que se reduce a la expresión para óptica paraxial

f = R/2, reduciendo la Ec. (2.62) para este caso se tiene que

c2ε2

4 k4 + 3 c2ε2

2 k3 +
(

17 c2ε2

4 − 1
)

k2 +
(
6 c2ε2 − 4

)
k +

(
4 c2ε2 − 3

)
= 0, (2.63)
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resolviendo este polinomio para el caso mostrado en la Fig. 2.18 (a), se tiene que k = −0.9980. A

partir de la Ec. (2.63) se deduce que, conforme ε → 0, se tiene que k → −1, es decir que para un

espejo tipo Fresnel parabólico la función f se aproxima mejor al valor R/2, para distintos N , como se

observa en la Fig. 2.18 (b).

(a)

(b)
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Fig. 2.19 Cáusticas para espejos tipo Fresnel cónicos con distintas constantes de conicidad k, semidiámetro de
H = 225 mm y radio de curvatura paraxial R = 450 mm. (a) Para N = 12 surcos. (b) Para N = 250 surcos.

En la Fig. 2.19 se observa cómo las cúspides de las cáusticas para distintas k, convergen hacia el plano

R/2 conforme se incrementa el número de surcos del espejo tipo Fresnel.
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2.5 Cálculo de la cáustica de una lente reflectora tipo Fresnel

Considérese un espejo tipo Fresnel, definido a partir del método descrito en la Sección 2.2, cuya re-

presentación paramétrica está dada por la Ec. (2.19), con semidiámetro de apertura H , N número de

surcos por mitad, radio de curvatura paraxial R, constante de conicidad k y coeficientes A2i dados,

la construcción de este espejo a partir de una superficie de referencia se ilustra en la Fig. 2.20, para

formar lo que se conoce como una lente reflectora tipo Fresnel [42], el espejo se cementa en contacto

íntimo con una placa transparente de índice de refracción ni para una longitud de onda predefinida, que

se encuentra inmersa en un medio con índice de refracción na < ni.

Lente
RF

N
surcos

Lente PC

Superficie
reflectora

Vista
aumentada

Placa
transparente

Espejo
tipo Fresnel

Fig. 2.20 Definición de la partición de la lente por alturas iguales, acoplada con un espejo de perfil complemen-
tario.

Esta placa es diseñada a partir de una lente plano-convexa como se muestra en la Fig. 2.20, considérese

una lente con grosor t′ cuya sagita está dada en términos de la Ec. (2.4) por la expresión t′ + S (h),

implementando el método de seccionamiento de una superficie de referencia se obtiene la siguiente

expresión para la forma de la placa

T (n) = tr + Eh (n), (2.64)

donde, tr es el grosor mínimo de la placa medido sobre el eje óptico, contrario a lo que sucede con t′

que denota el grosor máximo en el caso de una superficie continua y Eh está dada por la Ec. (2.19), la

cual es a su vez la representación del espejo con el que está en contacto, produciendo el equivalente a

una lente plano-convexa pero con la segunda cara reflectiva, en este caso las coordenadas de los puntos

que definen los surcos de la lente reflectora se deducen de la Ec. (2.7) y la Ec. (2.8), donde se sustituye

t = tr, fijando el plano de los puntos frontales en zqn = tr y definiendo el origen de coordenadas en
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O′′, obteniendo la siguientes expresiones

Qn =
(
tr , ε n

)
, Rn =

(
tr + [S (ε [n − 1]) − S (ε n)] , ε (n − 1)

)
, (2.65)

es decir, que los surcos definidos en la Ec. (2.12) se han trasladado una distancia tr, haciendo coincidir

la cara plana de la lente reflectora tipo Fresnel con z = 0.

Rayo marginal

Rayos incidentes

Eje óptico

A

B
C

Rayos
reflejados

Puntos de
intersección Placa

transparente
Espejo

tipo Fresnel

Fig. 2.21 Parámetros involucrados en el trazo de rayos y cálculo de las cáusticas, mediante las intersecciones
del rayo B con A y C.

El procedimiento del cálculo de trazo de rayos para la lente reflectora es análogo al que fue presentado

en la Sección 2.2 para el espejo tipo Fresnel, considerando la familia de rayos que inciden a las alturas

hℓ = ε [(n − 1) + ℓ], para un ℓ ∈ (0, 1), propagándose de izquierda a derecha, paralelos al eje Z, al

pasar por la cara plana z = 0 no se desviarán, por lo que inciden sobre la segunda cara de la placa dada

por la Ec. (2.64) a la misma altura hℓ, donde los rayos se reflejan a un ángulo βn = 2 δn dado por la

Ec. (2.16), obteniendo la ecuación paramétrica de rayo reflejado presentada en la Ec. (2.20).

El rayo reflejado por la superficie del espejo tipo Fresnel se propaga de vuelta hacia la cara plana dada

por z = 0, intersectando a una altura yt, sustituyendo estas condiciones en la Ec. (2.20) se obtiene la

siguiente expresión

yt (n) = ε (ℓ + n − 1) +
[

2 ε ∆S (n) [tr + (ℓ − 1) ∆S (n)]
ε2 − ∆S2 (n)

]
, (2.66)

entonces el ángulo βn es el de incidencia en la interfase plana, por lo que se deduce a partir de la ley de

Snell que ni sen βn = na sen βtn, por lo que a partir de la Ec. (2.16) se obtiene la expresión para βtn
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el ángulo de refracción del rayo saliendo de la placa como

βtn = arcsen

− 2 ε ni ∆S (n)
na

[
ε2 + ∆S2 (n)

]
, (2.67)

de donde se deduce la expresión para el rayo que se refracta fuera de la lente reflectora tipo Fresnel,

con representación paramétrica

y cos βtn − z senβtn = yt cos βtn, (2.68)

utilizando el método desarrollado en la Sección 2.3 para obtener la ecuación de la cáustica, se deriva la

Ec. (2.68) con respecto de n y reduciendo apropiadamente se obtiene la siguiente expresión

y senβtn + z cos βtn = yt senβtn − Wt, (2.69)

donde se ha definido el término,

Wt =
[(∂yt/∂n) cos βtn

∂βtn/∂n

]
, (2.70)

a partir de la Ec. (2.67), se deducen las siguientes identidades

senβtn = −

 2 ni ε ∆S (n)
na

[
ε2 + ∆S2 (n)

]
 , cos βtn =

√
n2

a

[
ε2 + ∆S2 (n)

]2
− 4 n2

i ε2∆S2 (n)

na

[
ε2 + ∆S2 (n)

] , (2.71)

derivando la Ec. (2.67) y la Ec. (2.66) con respecto de n, se obtienen las expresiones

∂βtn

∂ n
=

2 ε2ni∆S ′ (n)
[
∆S2 (n) − ε2

]
[
ε2 + ∆S2 (n)

] √
n2

a

[
ε2 + ∆S2 (n)

]2
− 4 n2

i ε2∆S2 (n)
,

∂yt

∂ n
= ε +

2 ε2 [ε2 + ∆S ′ (n)
] {

tr

[
ε2 + ∆S2 (n)

]
+ ε2 (ℓ − 1) ∆S2 (n)

}
[
ε2 − ∆S2 (n)

]2 ,

(2.72)

sustituyendo estas relaciones en la Ec. (2.70), y reduciendo la expresión resultante en términos del



2.5 Cálculo de la cáustica de una lente reflectora tipo Fresnel 37

factor ∆S (n) dado por la Ec. (2.26) se obtiene

Wt =

n2
a

[
ε2 + ∆S2 (n)

]2
− 4 n2

i ε2∆S2 (n)

2 ε nani S ′ (n)
[
∆S2 (n) − ε2

]3
×

×
[[

ε2 + ∆S2 (n)
]2

+ 2 ε S ′ (n)
[
tr

[
ε2 + ∆S2 (n)

]
+ ε2 (ℓ − 1) ∆S (n)

]]
,

(2.73)

finalmente, resolviendo para z y y del sistema formado por Ec. (2.68) y Ec. (2.69) se obtiene

Ztc = −Wt cos βtn,

Ytc = yt − Wt senβtn,

(2.74)

se hace la sustitución z → Ztc y y → Ytc, donde el subíndice tc denota la cáustica de una lente

reflectora tipo Fresnel. Es importante resaltar el hecho que esta ecuación está en términos del orden del

surco, por lo que para graficar la cáustica sobre toda la apertura del espejo se hace sobre el intervalo

n ∈ [1, N ] ⊆ R.

(a)

Cáusticas

-300

-150

150

Cáusticas

-300

-150

150

(b)

Fig. 2.22 Trazo de rayos y cáusticas para lentes reflectoras de Fresnel. (a) Lente reflectora hiperbólica tipo
Fresnel con k = −10, R = −300 mm, tr = 5 mm, ni = 1.49 y N = 15. (b) Lente reflectora con k = −0.5,
A4 = −1 × 10−12, A6 = 0.5 × 10−16, A8 = 0.3 × 10−18, R = −600 mm, tr = 5 mm, ni = 1.49 y N = 15.

Calculando la pendiente del rayo refractado por la lente reflectora tipo Fresnel, a partir de la Ec. (2.67)

se obtiene una forma alternativa para el ángulo de refracción
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βtn = arctan

− 2 ε ni ∆S (n)√
n2

a

(
ε4 + ∆S4 (n)

)
+ 2

(
n2

a − 2 n2
i

)
ε2∆S2 (n)

,

evaluando esta expresión para el caso en que ni = na se recupera la Ec. (2.16) y considerando adi-

cionalmente tr = 0 la Ec. (2.73) se reduce al término W de la Ec. (2.21), es decir, cuando el material

de la placa es el mismo que el del medio incidente se reducen las ecuaciones de la lente reflectora a las

del espejo tipo Fresnel como se espera.

2.6 Cálculo de la cáustica para un espejo tipo Fresnel con fuente puntual

Considerando la superficie de un espejo tipo Fresnel descrita por la Ec. (2.19), se desarrolla ahora el

caso para una fuente puntual de luz colocada a una distancia s′
o = so + t0 del vértice O del espejo, a lo

largo del eje Z. Para cada rayo incidente sobre el espejo se asigna un ángulo

α = arctan
[

ε (n + ℓ − 1)
so

]
, (2.75)

donde, so es la distancia de la fuente al origen de coordenadas O′ y sustituyendo la Ec. (2.18) para hℓ

la altura de rayo con respecto al eje Y, se calculan a partir de estos ángulos, los subconjuntos de rayos

que inciden sobre determinada fracción del surco, como se muestra en la Fig. 2.23.

Espejo tipo
Fresnel

Rayo marginal

Rayos incidentes

A

B
C

Rayos
reflejados

Puntos de
intersección

D

Fuente
puntual

Fig. 2.23 Parámetros involucrados en el trazo de rayos para un espejo tipo Fresnel considerando una fuente
puntual y cálculo de las cáusticas, mediante las intersecciones del rayo A con B y C.

Calculando entonces la intersección del rayo incidente con el perfil del espejo tipo Fresnel, denotado
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como Pnα =
(
z+ , y+

)
se obtienen las expresiones

z+(n) = so (ℓ − 1)
[ [S (ε n) − S (ε [n − 1])]

so − (ℓ + n − 1) [S (ε n) − S (ε [n − 1])]

]
,

y+(n) = ε (ℓ + n − 1)
[

so − n [S (ε n) − S (ε [n − 1])]
so − (ℓ + n − 1) [S (ε n) − S (ε [n − 1])]

]
,

(2.76)

a partir del diagrama mostrado en la Fig. 2.23 se deducen las siguientes igualdades δn = θαn + α,

βαn = δn + θn, de donde se obtiene el ángulo de reflexión con respecto del eje Z, βαn = 2δn + α,

sustituyendo adecuadamente la Ec. (2.75) se obtiene su expresión como función del número n de surco

como

βαn = arctan

2 so ε ∆S (n) − ε (ℓ + n − 1)
[
∆S2 (n) − ε2

]
so

[
∆S2 (n) − ε2

]
+ 2 ε2 (ℓ + n − 1) ∆S (n)

, (2.77)

donde, si se calcula el límite cuando so → ∞ se reduce a la Ec. (2.16). Considerando la Ec. (2.77),

se obtiene la siguiente representación paramétrica de la familia de rayos reflejados por el espejo tipo

Fresnel

y cos βαn − z senβαn = y+ (n) cos βαn − z+ (n) senβαn, (2.78)

derivando la Ec. (2.20) con respecto del parámetro n y reduciendo apropiadamente se obtiene

z cos βαn + ysenβαn = z+ (n) cos βαn + y+ (n) senβαn − Wα, (2.79)

donde se ha definido,

Wα = (∂y+/∂n) cos βαn − (∂z+/∂n) senβαn

(∂βαn/∂n)

a partir de la Ec. (2.77), se obtienen las siguientes identidades y su derivada con respecto de n

senβαn = −ε

2 so ∆S (n) + (ℓ + n − 1)
[
ε2 − ∆S2 (n)

]
[
ε2 + ∆S2 (n)

]√
s2

o + ε2(ℓ + n − 1)2

,

cos βαn =

so

(
ε2 − ∆S2 (n)

)
− 2 ε2 (ℓ + n − 1) ∆S (n)[

ε2 + ∆S2 (n)
]√

s2
o + ε2(ℓ + n − 1)2

,

∂βαn

∂n
= −ε

so

(
ε2 + ∆S2 (n)

)
+ 2 ε

(
s2

o + ε2(ℓ + n − 1)2
)

∆S ′ (n)[
ε2 + ∆S2 (n)

] (
s2

o + ε2(ℓ + n − 1)2
)

,

(2.80)
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por otro lado, derivando la Ec. (2.76) y reduciendo adecuadamente resultan las siguientes expresiones

∂z+
∂n

=

so (ℓ − 1)
(
so ε ∆S ′ (n) + ∆S2 (n)

)
(so − (ℓ + n − 1) ∆S (n))2

,

∂y+
∂n

= ε

[
s2

o − so (ℓ + 2n − 1) ∆S (n) + soε ∆S ′ (n) + (ℓ + n − 1)2∆S2 (n)
(so − (ℓ + n − 1) ∆S (n))2

]
,

(2.81)

finalmente, resolviendo para z, y de las Ec. (2.78) y Ec. (2.79) y reduciendo apropiadamente se pueden

expresar como

Zαc (n) = z+ (n) − Wα cos βαn,

Yαc (n) = y+ (n) − Wαsenβαn,

(2.82)

denotando z → Zαc y y → Yαc. Donde el subíndice αc denota la cáustica de un espejo de Fresnel

considerando una fuente puntual colocada a una distancia so. Es importante resaltar el hecho que esta

ecuación está en términos del orden del surco, por lo que para graficar la cáustica sobre toda la apertura

del espejo se hace sobre el intervalo n ∈ [1, N ] ⊆ R.
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Fig. 2.24 Trazo de rayos y cáusticas para un espejo tipo Fresnel elíptico oblato con: k = 0.5, R = −500 mm,
semidiámetro H = 300 mm y N = 15 surcos. (a) Considerando una distancia a la fuente puntual de so = 100
mm. (b) Con una distancia a la fuente de so = 580 mm.
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2.7 Cálculo de la cáustica para una lente reflectora Fresnel con fuente
puntual

Considerando una lente reflectora de Fresnel como fue descrita en la Fig. 2.20, con la interfase lente-

espejo representada por la Ec. (2.64), se estudia ahora el caso para una fuente puntual colocada a lo

largo del eje óptico Z, a una distancia s′
o = so + tr + t0 del vértice de la superficie de contacto entre el

recubrimiento transparente y el espejo tipo Fresnel, donde tr es el grosor mínimo de la placa de índice

de refracción ni y t0 la distancia del vértice del espejo al punto O′.

Rayo
reflejado

Rayo marginal

Rayos
incidentes

Eje óptico

Espejo
Fresnel Vista

aumentada

n-ésimo
surco

Fuente
puntual

Fig. 2.25 Parámetros involucrados en el trazo de rayos para una lente reflectora tipo Fresnel considerando una
fuente puntual.

A cada rayo incidente en la lente reflectora se le asigna un ángulo α dado por la Ec. (2.75). La altura

de rayo h = ε (n + ℓ − 1), respecto el eje Y se mide sobre la primera superficie de la lente, por lo que

el punto incidente sobre la cara plana de la cubierta de plástico tendrá las coordenadas z1 = 0, y1 = h.

En este punto, el rayo incidente se refracta hacia la cara reflectora, por lo que el ángulo de la primera

refracción se calcula mediante la ley de Snell obteniendo la siguiente expresión

βtn1 = arcsen
[(

na

ni

)
sen
(

arctan
[

ε (ℓ + n − 1)
so

])]
, (2.83)

implementando las identidades de la Ec. (2.24), y calculando la pendiente del rayo refractado por la

primera superficie, la Ec. (2.83) se puede expresar como

βtn1 = arctan

 naε (ℓ + n − 1)√
n2

i s2
o +

(
n2

i − n2
a

)
ε2(ℓ + n − 1)2

, (2.84)
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para hacer más compactas las ecuaciones siguientes, se denotará el término del denominador como

σ (n) =
√

n2
i s2

o +
(
n2

i − n2
a

)
ε2(ℓ + n − 1)2, (2.85)

el rayo producido por la refracción se extiende hasta la interfase lente-espejo, calculando el punto de

incidencia sobre el espejo mediante las siguientes expresiones

z2 (n) = tr − [natr (ℓ + n − 1) + (ℓ − 1) σ (n)] ∆S (n)
na (ℓ + n − 1) ∆S (n) − σ (n) , (2.86)

y2 (n) = ε (ℓ + n − 1) [na (n∆S (n) − tr) − σ (n)]
na (ℓ + n − 1) ∆S (n) − σ (n) , (2.87)

denotan los puntos sobre la superficie del espejo de Fresnel donde inciden los rayos provenientes de

la primera superficie de la cubierta de plástico que inciden a un ángulo α, se satisfacen las siguientes

igualdades δn = βtn1 + θβtn1 y βtn2 = 2δn − βtn1, sustituyendo adecuadamente se obtiene esta

expresión como función del número de surco como

βtn2 = − arctan

2εσ (n) ∆S (n) + naε (ℓ + n − 1)
[
ε2 − ∆S2 (n)

]
σ (n)

[
ε2 − ∆S2 (n)

]
− 2naε2 (ℓ + n − 1) ∆S (n)

, (2.88)

derivando esta expresión respecto de n, se obtiene

∂βtn2
∂ n

= −

2ε2 [s2
o + h2

ℓ

]
σ (n) ∆S ′ (n) + εnas2

o

[
ε2 + ∆S2 (n)

]
[
s2

o + h2
ℓ

]
σ (n)

[
ε2 + ∆S2 (n)

]
, (2.89)

por otro lado, de la Ec. (2.88) se deduce la derivada de tan βtn2, reduciendo se obtiene

∂

∂ n
[tan βtn2] =

−εn2
i

[
ε2 + ∆S2 (n)

] (
2ε
[
s2

o + h2
ℓ

]
σ (n) ∆S ′ (n) + nas2

o

[
ε2 + ∆S2 (n)

])
σ (n)

[
σ (n)

[
ε2 − ∆S2 (n)

]
− 2naε2 (ℓ + n − 1) ∆S (n)

]2
,

(2.90)

por otro lado, derivando las Ec. (2.86) y Ec. (2.87) se obtienen las expresiones siguientes

∂z2
∂ n

=

[
nan2

i s2
o∆S (n) [(ℓ − 1) ∆S (n) + tr] + εσ2 (n) [natrhℓ + ε (ℓ − 1) σ (n)] ∆S ′ (n)

σ (n) [nahℓ∆S (n) − εσ (n)]2

]
,

(2.91)
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∂y2
∂ n

=

σ (n)
[
ε2σ2 (n) + n2

ah2
ℓ

[
∆S2 (n) + εtr∆S ′ (n)

]]
σ (n) [nahℓ∆S (n) − εσ (n)]2

+

+ εna
[
hℓσ

2 (n) [(ℓ − 1) ∆S ′ (n) − 2∆S (n)] + εn2
i s2

o [(ℓ − 1) ∆S (n) + tr]
]

σ (n) [nahℓ∆S (n) − εσ (n)]2

]
.

(2.92)

El rayo que es reflejado por la interfase lente-espejo se propaga de nuevo hacia la cara plana de la

cubierta transparente, incidiendo a un ángulo βtn2 respecto de la normal, de nuevo el punto de inter-

sección se encuentra sobre el plano z3 = 0, por lo que la altura respecto el eje Y se calcula mediante

la siguiente expresión

y3 (n) = y2 (n) − [z2 (n)] tan βtn2, (2.93)

derivando esta expresión respecto de n, se obtiene la siguiente fórmula

∂y3
∂ n

= ∂y2
∂ n

−
[(

∂z2
∂ n

)
tan βtn2 + ∂

∂ n
[tan βtn2] z2 (n)

]
, (2.94)

donde, los términos que incluyen derivadas están dados por la Ec. (2.92), Ec. (2.91) y la Ec. (2.90).

Entonces, la superficie plana de la cubierta de plástico refracta hacia el exterior el rayo reflejado, por lo

que se utiliza la ley de Snell para calcular el ángulo de rayo refractado por segunda vez, obteniendo la

siguiente expresión

βtn3 = arcsen
[(

ni

na

)
senβtn2

]
, (2.95)

reduciendo mediante las identidades de la Ec. (2.24), se obtiene

tan βtn3 =

−

 2εσ (n) ∆S (n) + nahℓ

[
ε2 − ∆S2 (n)

]
√

n2
a

[
h2

ℓ + s2
o

] [
ε2 + ∆S2 (n)

]2
−
[
2εσ (n) ∆S (n) + nahℓ

[
ε2 − ∆S2 (n)

]]2
,

(2.96)

a partir de esta expresión, se deducen las siguientes identidades trigonométricas

senβtn3 = −

2εσ (n) ∆S (n) + nahℓ

[
ε2 − ∆S2 (n)

]
√

n2
a

[
h2

ℓ + s2
o

] [
ε2 + ∆S2 (n)

]2
, (2.97)
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cos βtn3 =

√√√√√√n2
a

[
h2

ℓ + s2
o

] [
ε2 + ∆S2 (n)

]2
−
[
2εσ (n) ∆S (n) + nahℓ

[
ε2 − ∆S2 (n)

]]2
n2

a

[
h2

ℓ + s2
o

] [
ε2 + ∆S2 (n)

]2 ,

(2.98)

derivando la Ec. (2.96) respecto del parámetro n, se obtiene la siguiente expresión

∂βtn3
∂ n

=

ε
[
2εnahℓ∆S (n) − σ (n)

[
ε2 − ∆S2 (n)

]]
[
h2

ℓ + s2
o

]2
σ (n)

×

×

 nas2
o

[
ε2 + ∆S2 (n)

]
+ 2εσ (n)

[
h2

ℓ + s2
o

]
∆S ′ (n)√

n2
a

[
h2

ℓ + s2
o

] [
ε2 + ∆S2 (n)

]2
−
[
2εσ (n) ∆S (n) + nahℓ

[
ε2 − ∆S2 (n)

]]2
,

(2.99)

a partir de la cual se calcula la siguiente ecuación

∂

∂ n
tan βtn3 =

εn2
a

[
ε2 + ∆S2 (n)

] [
2εnahℓ∆S (n) − σ (n)

[
ε2 − ∆S2 (n)

]]
σ (n)

×


nas2

o

[
ε2 + ∆S2 (n)

]
+ 2εσ (n)

[
h2

ℓ + s2
o

]
∆S ′ (n)(√

n2
a

[
h2

ℓ + s2
o

] [
ε2 + ∆S2 (n)

]2
−
[
2εσ (n) ∆S (n) + nahℓ

[
ε2 − ∆S2 (n)

]]2)3

,

(2.100)

a partir de las Ec. (2.97) y Ec. (2.98) se determina la siguiente ecuación paramétrica de la familia de

rayos reflejados por la lente reflectora tipo Fresnel

y cos βtn3 − z senβtn3 = y3 (n) cos βtn3, (2.101)

derivando la Eq. (2.101) respecto de n y reduciendo apropiadamente se obtiene

z cos βtn3 + y senβtn3 = y3 (n) senβtn3 − Wtα, (2.102)

donde se ha definido

Wtα = cos βtn3

[
∂y3 (n) /∂n

∂βtn3 (n) /∂n

]
, (2.103)
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finalmente, resolviendo para z, y de las Ec. (2.101) y Ec. (2.102) y reduciendo apropiadamente se

pueden expresar como

Ztαc (n) = −Wtα cos βtn3,

Ytαc (n) = y3 (n) − Wtαsenβtn3,

(2.104)

denotando z → Ztαc y y → Ytαc. Donde el subíndice tαc denota la cáustica de una lente reflectora de

Fresnel considerando una fuente puntual colocada a una distancia s′
o. Es importante resaltar el hecho

que esta ecuación está en términos del orden del surco, por lo que para graficar la cáustica sobre toda

la apertura del espejo se hace sobre el intervalo n ∈ [1, N ] ⊆ R.

Cáusticas
virtuales

Cáusticas
reales

-400 400

-200

-200

Fig. 2.26 Trazo de rayos y cáusticas para un espejo tipo Fresnel elíptico oblato con: k = 0.5, R = −500 mm,
semidiámetro H = 300 mm, tr = 5 mm, ni = 1.5 y N = 15 surcos. Considerando una distancia a la fuente
puntual de so = 100 mm.





Capítulo 3

Diseño de pantallas nulas para espejos
tipo Fresnel

A lo largo de este capítulo se desarrollará un método de prueba por pantallas nulas para un espejo

tipo Fresnel, implementando el formalismo mostrado en la sección anterior, a partir de las ecuaciones

obtenidas para representar paramétricamente un espejo tipo Fresnel y el trazo de rayos considerando

una fuente puntual, se calcularán los patrones nulos conformados por los contornos que delimitan las

regiones de soluciones por cada surco, obteniendo la representación de los contornos de estas áreas de

forma paramétrica.

3.1 Zonas de obstrucción en un espejo tipo Fresnel considerando una
fuente puntual

En el capítulo anterior se calculó la eficiencia por reflexión en un espejo tipo Fresnel, considerando

una fuente puntual colocada en infinito. En esta sección se procederá de manera análoga, calculando

en este caso las zonas de obstrucción producidas por una fuente puntual colocada a una distancia

s′
o = t0 + so, medida a partir del vértice O de un espejo tipo Fresnel a lo largo del eje óptico, donde

t0 es el desplazamiento del vértice del espejo con respecto al origen y so es la distancia de la fuente al

origen de coordenadas O′ como se muestra en la Fig. 3.1. Considerando este arreglo, se observa una

apertura angular para la cual se tiene un haz de rayos reflejados libremente, delimitados entre los rayos

A y B, donde el rayo A representa el rayo marginal del n-ésimo surco y el rayo B representa el límite

inferior de la apertura angular para la cual los rayos son reflejados libremente hacia afuera del espejo.

Para determinar el ángulo crítico al que incide el correspondiente rayo B, para cada surco como función

de n, se considera la Ec. (2.75) que representa el ángulo de emisión, donde se define la fracción de

apertura de surco ℓαn para la cual se tendrá que el rayo que es emitido al ángulo αcn proveniente de

la fuente puntual, es tal que incide dentro de la apertura del n-ésimo surco, de modo que su corres-

pondiente rayo reflejado intersecta con la cúspide del surco anterior, representada por el punto Qn−1,
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como se ilustra en el diagrama de la Fig. 3.1.

Espejo tipo
Fresnel

Rayo marginal

Rayos incidentes

Fuente
puntual

Rayos reflejados

Apertura
angular

Fig. 3.1 Cálculo de los ángulos críticos αcn por cada surco del espejo, para determinar la apertura angular de
reflexión efectiva hacia afuera del espejo tipo Fresnel.

Por lo tanto, a partir de la Ec. (2.78) de rayo reflejado implementada en el caso correspondiente al rayo

B, que incide al ángulo αcn, se sustituyen las coordenadas del punto Qn−1, que está contenido en el

rayo reflejado, tal que z = 0, y = ε (n − 1), sustituyendo en la ecuación de rayo reflejado se obtiene

la siguiente expresión

ε (n − 1) = y+ (n) − z+ (n) tan βαn, (3.1)

donde, las expresiones para βαn, y+ (n) y z+ (n), están dadas por las Ec. (2.77) y Ec. (2.76), susti-

tuyendo en la Ec. (3.1) y simplificando, se deduce la expresión

ε (n − 1) [so − (ℓαn + n − 1) ∆S (n)] =ε (ℓαn + n − 1) [so − n ∆S (n)] +

+
so (ℓαn − 1) ∆S (n)

[
2 soε ∆S (n) + ε (ℓαn + n − 1)

[
ε2 − ∆S2 (n)

]]
so

[
ε2 − ∆S2 (n)

]
− 2 ε2 (ℓαn + n − 1) ∆S (n)

,

(3.2)

reduciendo esta expresión a su forma polinomial en términos de ℓαn, se obtiene una ecuación cuadrática

de la forma,

A (n) ℓ2
αn + B (n) ℓαn + C (n) = 0, (3.3)
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con sus coeficientes dados por las siguientes expresiones,

A (n) = 2 ε2∆S2 (n) − so ∆S (n)
[
ε2 + ∆S2 (n)

]
, (3.4)

B (n) =4 ε2 (n − 1) ∆S2 (n) +

+so

[
[so − (n − 1) ∆S (n)]

[
ε2 + ∆S2 (n)

]
− 2 ∆S (n)

[
ε2 − ∆S2 (n)

]]
,

(3.5)

C (n) = 2 ∆S2 (n)
[
ε2(n − 1)2 − s2

o

]
− 2 so (n − 1) ∆S (n)

[
ε2 − ∆S2 (n)

]
, (3.6)

resolviendo la Ec. (3.3) para ℓαn, se obtiene la siguiente expresión

ℓαn = −B (n) +
√

B2 (n) − 4 A (n) C (n)
2 A (n) , (3.7)

a partir de las Ec. (3.2), Ec. (3.5) y Ec. (3.6), se puede representar el discriminante de la ecuación

anterior como sigue

√
B2 (n) − 4 A (n) C (n) = so

[
ε2 + ∆S2 (n)

] ∣∣∣so − (n + 1) ∆S (n)
∣∣∣, (3.8)

sin embargo, de la definición dada en la Ec. (2.26) se tiene que el término ∆S (n) < 0, por lo

cual la expresión que está dentro del valor absoluto es siempre positiva, sustituyendo este resultado

apropiadamente en la Ec. (3.7), se deduce la siguiente expresión

ℓαn = 2
[
ε2 (n − 1) + so ∆S (n)

]
∆S (n)

so

[
ε2 + ∆S2 (n)

]
− 2 ε2 ∆S (n)

, (3.9)

que representa la fracción de surco a partir de la cual los rayos provenientes de una fuente puntual

colocada a una distancia so que son reflejados por el n-ésimo surco, tales que ℓαn < ℓ, se propagan

libremente hacia afuera del espejo. Por lo tanto, por definición del parámetro ℓ se deduce que los

rayos incidentes sobre el n-ésimo surco, tales que se encuentran en el intervalo de apertura angular

α ∈ (αcn, αn), donde los límites están dados por las siguientes expresiones,

αn = arctan
[

εn

so

]
, αcn = arctan

ε
(
2 ∆S2 (n) + (n − 1)

[
ε2 + ∆S2 (n)

])
so

[
ε2 + ∆S2 (n)

]
− 2 ε2 ∆S (n)

, (3.10)

son los conjuntos de rayos que se reflejan hacia afuera del espejo tipo Fresnel sin ser obstruidos por las

barreras entre los surcos. Calculando el límite de la Ec. (3.9) cuando so → ∞, la expresión se reduce

a la Ec. (2.36), que representa la altura crítica para una fuente colocada en infinito.
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De manera análoga al capítulo anterior, se pueden cuantificar la pérdidas de iluminación para una fuente

puntual que emite en todas direcciones y es colocada sobre el eje óptico a una distancia so del espejo

tipo Fresnel. Sustituyendo el resultado de la Ec. (3.9) en la Ec. (2.34) para la altura crítica del n-ésimo

surco, se obtiene

hαn = ε

n −
2 n ε2∆S (n) − so

[
ε2 − ∆S2 (n)

]
2 ε2∆S (n) − so

[
ε2 + ∆S2 (n)

]
 , para n = 2, . . . , N, (3.11)

donde, hαn denota la ordenada del punto Pcn que corresponde a la intersección entre el rayo crítico y la

superficie del espejo tipo Fresnel, ilustrado en la Fig. 3.1. A partir de esto, se deducen las expresiones

para las aperturas de reflexión sin obstrucción para cada surco, obteniendo

Hαn = (ε n − hαn) = ε

2 n ε2∆S (n) − so

[
ε2 − ∆S2 (n)

]
2 ε2∆S (n) − so

[
ε2 + ∆S2 (n)

]
 , para n = 2, . . . , N, (3.12)

nótese que en las caras centrales del espejo no existe barrera, por lo que para el caso n = 1, se tiene

que hα1 = 0, entonces la apertura de reflexión sin obstrucción en el primer surco es de Hα1 = ε.

200

-200

-400 -200-800 -600

Fig. 3.2 Ejemplo de zonas de obstrucción de luz para un espejo esférico tipo Fresnel, con k = 0, radio de
curvatura R = −400 mm, considerando N = 8 surcos por semidiámetro de H = 250 mm, con una eficiencia de
ηαf = 0.8477, para una fuente colocada a so = 800 mm.

Para calcular el porcentaje de apertura eficiente de un espejo tipo Fresnel, se compara la apertura total

de entrada de la superficie, con la suma de las aperturas dadas por la Ec. (3.12), obteniendo

ηαf ≡ 1
N

1 +
N∑

n=2

2 n ε2∆S (n) − so

[
ε2 − ∆S2 (n)

]
2 ε2∆S (n) − so

[
ε2 + ∆S2 (n)

]
, (3.13)
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donde 0 < ηαf < 1, de manera análoga al resultado mostrado en la sección anterior, este coeficiente

denota la eficiencia del espejo tipo Fresnel considerando el caso de una fuente puntual colocada a una

distancia so sobre el eje óptico. En las Figs. 3.2 y 3.3, se muestran ejemplos para espejos cónicos tipo

Fresnel, donde se calcula la eficiencia en cada caso. En la siguiente sección, se calcula el trazo inverso

de este sistema, de donde se pueden concluir resultados más fuertes y mediante este procedimiento

proponer una prueba para espejos tipo Fresnel.
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Fig. 3.3 Ejemplo de zonas de obstrucción de luz para un espejo parabólico tipo Fresnel, con k = −1, radio de
curvatura R = −400 mm, considerando N = 8 surcos por semidiámetro de H = 250 mm, con una eficiencia de
ηαf = 0.8872, para una fuente colocada a so = 800 mm.

3.1.1 Zonas de iluminación de un espejo tipo Fresnel sobre un colector cilíndrico

Considérese el arreglo propuesto anteriormente en la Fig. 2.23, para una fuente puntual situada a una

distancia s′
o del vértice de un espejo tipo Fresnel, pero ahora se coloca un colector de luz cilíndrico de

modo que su eje de simetría coincide con el eje óptico, con radio de grosor rcil y longitud total Lcil.

En secciones anteriores se calcularon las ecuaciones para el trazo de rayos en este tipo de sistemas

ópticos, a partir de este desarrollo se plantearán las expresiones que permitan mapear puntos que están

en un plano y que pasan a través de la fuente puntual, fijando una correspondencia con los rayos que se

emiten de este punto y son reflejados por el espejo hacia el cilindro. En la Fig. 3.4 se muestra un plano

meridional del sistema, donde se han prolongado los rayos emitidos de la fuente puntual hacia un plano

de longitud l y que se encuentra colocado a una distancia a del punto O, entonces, para el rayo que se

propaga a un ángulo α, se calcula la altura de intersección con la pantalla respecto al eje Y, como

ρ (α) = a tan α, (3.14)

donde, tan α = hℓ/so está dado por la Ec. (2.75), y determina la altura hℓ a la cual incide el rayo dentro
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de la apertura del espejo. Entonces, para proyectar una circunferencia de diámetro l que está inscrita

en el plano de la pantalla, sobre la superficie total del espejo, se debe fijar la distancia so = b, por lo

tanto, sustituyendo b en la Ec. (2.75) y evaluando la Ec. (3.14) para el rayo marginal ρ (αmax) = l/2,

se deduce la expresión de este parámetro en términos de la distancia a, obteniendo

b = 2 H

l
a, (3.15)

donde, b denota la distancia del borde del espejo tipo Fresnel a la fuente puntual y H es el semidiámetro

de apertura de entrada.

Cilindro

Pantalla

Rayo marginal

Fig. 3.4 Diagrama de los parámetros involucrados en la proyección de un punto a través de una abertura puntual,
posteriormente reflejado mediante un espejo tipo Fresnel, el cual incide desde una pantalla plana en un colector
de luz cilíndrico.

Retomando la Ec. (3.14), a partir de esta expresión se relaciona a un punto arbitrario D de la pantalla,

con un rayo que se propaga a un ángulo α, resolviendo para el ángulo de emisión se obtiene

α (ρ) = arctan
[

ρ

a

]
, (3.16)

que es la forma funcional de α, y es equivalente a la definición dada en la Ec. (2.75), por lo que, para

calcular el punto C en el colector cilíndrico que corresponde a D, se compone esta función con las

ecuaciones paramétricas del trazo de rayos deducidas anteriormente.

Como se observa en la Fig. 3.4, la superficie del cilindro queda representada en un plano meridional

mediante la recta y = rcil, para calcular el alcance del punto C sobre el cilindro, se considera la Ec.

(2.78) de rayo reflejado, donde se sustituye y = rcil constante, resolviendo entonces para z de modo

que los rayos provenientes del espejo incidan sobre la superficie del cilindro, se obtiene la siguiente
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expresión

zcil (α) = z+ (α) + 1
tan βαn

(
rcil − y+ (α)

)
, (3.17)

redefiniendo z → zcil (α), donde los términos z+ (α) y y+ (α), están dados por la Ec. (2.76), y βαn

está dado por la Ec. (2.16). Sustituyendo las expresiones adecuadamente se obtiene

zcil (α) =

 2 ε ∆S (n) tan α −
[
ε2 − ∆S2 (n)

]
2 ε ∆S (n) +

[
ε2 − ∆S2 (n)

]
tan α

 rcil +

−

2 ε n ∆S (n)
(
ε tan α + ∆S (n)

)
− so

[
ε2 + ∆S2 (n)

]
tan α

2 ε ∆S (n) +
[
ε2 − ∆S2 (n)

]
tan α

,

(3.18)

en donde α se calcula a partir de la Ec. (3.16), por lo tanto, la relación que mapea D 7→ C, puede

escribirse en notación de composición de funciones como

C = Pn (D) =
{

rcil, (α ◦ zcil) (ρ)
}

, (3.19)

sin embargo, como se mostró en la sección anterior, existen ángulos de emisión para los cuales su

correspondiente rayo reflejado es obtruido por las barreras internas de los surcos del espejo tipo Fresnel,

a partir de este análisis se determinarán los dominios en donde está bien definida esta función.

Cilindro

Pantalla

Rayo marginal

Apertura
angular

Fig. 3.5 Apertura angular α ∈ (αcn, αn) de rayos incidentes sobre el n-ésimo surco, graficada como el área color
rojo, con su correspondiente haz de rayos reflejados sobre el cilindro iluminando el área del cilindro delimitada
por el intervalo de alturas z ∈

(
zcil,n, zcil,cn

)
, representada por el área color amarillo.
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En la Fig. 3.5 se muestra un plano meridional del sistema, donde se tiene que para el n-ésimo surco

del espejo tipo Fresnel corresponde una apertura angular para los rayos que son reflejados libremente,

denotada como α ∈ (αcn, αn), cuyos valores extremos están dados por la Ec. (3.10), evaluando la Ec.

(3.14) en estos ángulos, se obtienen las expresiones para los límites del intervalo de alturas sobre la

pantalla de proyección ρ ∈
(
ρ (αcn) , ρ (αn)

)
, resultando

ρn = a

[
εn

so

]
, ρcn = a

ε
(
2 ∆S2 (n) + (n − 1)

[
ε2 + ∆S2 (n)

])
so

[
ε2 + ∆S2 (n)

]
− 2 ε2 ∆S (n)

 , (3.20)

donde, ρ (αcn) → ρcn es el mínimo del n-ésimo intervalo del plano de proyección para el cual la

función P está definida y ρ (αn) → ρn es el máximo del intervalo, como se observa en la Fig. 3.5.

Entonces, cada uno de los intervalos de alturas definidos por la Ec. (3.20), corresponden para una n fija,

a la apertura Hαn calculada en la Ec. (3.12), sobre la cual los rayos incidentes son reflejados libremente

hacia el colector cilíndrico en el caso ilustrado en la Fig. 3.5, esto genera una sección específica del

cilindro que es iluminada por este haz de rayos reflejados, formado por los elementos provenientes de

la pantalla, tales que ρ ∈
(
ρcn, ρn

)
.

En consecuencia, para la misma apertura angular generada por esta sección de la pantalla, se obtiene

un área delimitada del cilindro que es iluminada por el n-ésimo surco del espejo y que corresponde al

segmento que está acotado por el intervalo z ∈
(
zcil (αn) , zcil (αcn)

)
, nótese que en este intervalo las

distancias sobre el eje Z, que están asociadas al rayo crítico y al del borde del surco se invierten en

orden con respecto a su apertura angular, esto es porque la función zcil (α), es monótona decreciente en

el intervalo α ∈ (αcn, αn), por lo que dada una n fija, se cumple la desigualdad zcil (αn) < zcil (αcn),

es decir, el alcance sobre el cilindro del rayo reflejado por el borde del surco, siempre será mayor que

el correspondiente al ángulo de incidencia crítico. Entonces, para obtener la expresión correspondiente

al mínimo del intervalo en el cilindro, se evalúa la Ec. (3.18) para el ángulo αn, sustituyendo mediante

la Ec. (3.10) y reduciendo apropiadamente se obtiene

zcil,n =

 2 ε2 n ∆S (n) − so

[
ε2 − ∆S2 (n)

]
2 ε so ∆S (n) + ε n

[
ε2 − ∆S2 (n)

]
 (rcil − ε n), (3.21)

por otro lado, para calcular la ecuación correspondiente al máximo del intervalo, se evalúa la Ec. (3.18)

en el ángulo αcn, obteniendo

zcil,cn =

 2 ε2 n ∆S (n) − so

[
ε2 − ∆S2 (n)

]
2 ε [so − ∆S (n)] ∆S (n) + ε (n − 1)

[
ε2 − ∆S2 (n)

]
 (rcil − ε (n − 1)

)
, (3.22)

donde, se han redefinido los términos zcil (αn) → zcil,n, zcil (αcn) → zcil,cn, que denotan el alcance

con respecto a la longitud total del cilindro de los rayos reflejados, que corresponden a los extremos

del intervalo de apertura angular del n-ésimo surco, relacionando con esto cada zona de iluminación
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del cilindro con su correspondiente sección del espejo tipo Fresnel. A partir de la Ec. (3.21), se puede

calcular la sucesión de valores |zcil,n|, para n = 1, . . . , N , los cuales representan la magnitud del

alcance máximo de cada área iluminada del cilindro, por lo que, para obtener la longitud del cilindro

necesaria para colectar completamente la luz reflejada por el espejo tipo Fresnel, se deduce la siguiente

expresión

Lcil = max {|zcil,n|}, (3.23)

que es válida en general para espejos tipo Fresnel, en el ejemplo ilustrado en la Fig. 3.5, este valor

corresponde al rayo marginal, por lo que Lcil = |zcil,N |.
En conclusión, considerando un plano meridional del espejo tipo Fresnel, si se proyectan los elementos

D desde el plano de una pantalla, sobre la apertura total del n-ésimo surco del espejo, de modo que

para cada uno de estos elementos existe su correspondiente sobre la superficie del colector cilíndrico,

se tendrá entonces que la función dada por la Ec. (3.19) queda bien definida, para una n fija, sobre los

intervalos,

Pn :
(
ρcn, ρn

)
→
(
zcil,n, zcil,cn

)
, (3.24)

donde, la función Pn es biyectiva para cada surco, por lo que es invertible. En la siguiente sección

serán de utilidad las propiedades de esta función para calcular la imagen de patrones definidos en el

plano de proyección.

3.1.2 Cálculo de áreas y contornos mediante la función de proyección

En la sección anterior se calcularon los dominios y codominios de las funciones Pn, para un plano

meridional de un espejo tipo Fresnel. Considerando que se trata de un sistema con simetría de revolu-

ción, en esta sección se extenderá la definición de estas funciones para mapear áreas delimitadas por

dos circunferencias de un plano, sobre áreas limitadas por dos alturas en un cilindro.

Considérese el arreglo de la Fig. 3.6, dado que el sistema del espejo tipo Fresnel tiene simetría de

revolución, en la vista frontal del plano de proyección se observa que el intervalo de alturas correspon-

dientes al n-ésimo surco (ρcn, ρn), que fue calculado anteriormente en el plano de incidencia Y-Z,

delimita una región anular sobre el plano, la cual se puede denotar como el siguiente conjunto

Dn =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣∣ ρ2

1,n < x2 + y2 < ρ2
2,n

}
, (3.25)

que en la Fig. 3.6 representa el área sobre el plano X-Y, la cual está limitada por las características

del plano de detección, en particular consideramos un sensor CCD, y que está encerrada entre las dos

circunferencias de los radios calculados en la Ec. (3.20), redefinidos como ρcn → ρ1,n y ρn → ρ2,n,

excepto para un surco en específico para el que el radio mínimo ρ1,n no necesariamente vale ρcn.

Nótese el caso de la Fig. 3.6, donde están graficadas únicamente las áreas Dn, para n = 3, . . . , N , esto
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se debe a que la zona central, que corresponde al caso n = 1 del espejo, se encuentra obstruida por el

cilindro colector y en el caso n = 2, el valor mínimo del intervalo está dado por ρmin que se calcula a

partir de la proyección del radio rcil del cilindro sobre la pantalla, se deduce de la Ec. (3.14) que

ρmin = a rcil

Lcil − so
, (3.26)

en general, para un espejo tipo Fresnel en la configuración de la Fig. 3.6, existe m ∈ N, tal que

los surcos del espejo cuya m ≤ n, satisfacen siempre la siguiente desigualdad αmin ≤ αn, donde

αmin = arctan (ρmin/a). Es decir, que para estos valores de n existe un conjunto Dn ̸= ∅, sin

embargo, para el caso n = m se debe calcular Dn, de modo que no contenga elementos de la pantalla

que estén dentro de la zona obstruida por el cilindro, entonces, para calcular el radio mínimo de los

conjuntos definidos en la Ec. (3.25) se tiene que

ρ1,n =


max {ρmin, ρcn} para n = m,

ρcn para n > m,

(3.27)

por lo tanto, las dimensiones del arreglo determinan la existencia de dominios para una sucesión de

funciones Pn, para n = m, m + 1, . . . , N , que en conjunto determinan el total de surcos de un espejo

tipo Fresnel para los cuales corresponden elementos sobre la superficie del cilindro.

Pantalla

Plano de
proyección

Abertura

Fig. 3.6 Diagrama del plano de proyección, mapeado a través de una abertura puntual sobre el espejo tipo Fresnel
y reflejado sobre un cilindro.

En la Fig. 3.6 se observan los cortes meridionales de las secciones del cilindro que son imagen de los

conjuntos descritos por la Ec. (3.25), aplicando a cada dominio Dn su correspondiente función Pn,
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descrita en la Ec. (3.24), se obtiene la expresión para los codominios en la superficie del cilindro

Cn =
{

(x, y, z) ∈ R3
∣∣∣ x2 + y2 = r2

cil, z2,n < z < z1,n

}
, (3.28)

donde se redefinidó zcil,n → z2,n está dado por la Ec. (3.21) y z1,n se calcula a partir de la Ec. (3.19),

evaluando para los radios ρ1,n dados por la Ec. (3.27), obteniendo la ecuación

z1,n =


min {zcil,cn, (α ◦ zcil) (ρmin)} para n = m,

zcil,cn para n > m,

(3.29)

donde, (α ◦ zcil) es la composición de las funciones definidas en las Ec. (3.16) y Ec. (3.18), que están

evaluadas en el mínimo de cada intervalo.

Pantalla

Plano de
proyección

Abertura

Fig. 3.7 Diagrama del plano de proyección y los dominios sobre el cilindro que se intersectan.

De la Ec. (3.25) se deduce que, en general los conjuntos Dn, para n = m, m + 1, . . . , N , satisfacen la

siguiente propiedad

Dn ∩ Dk = ∅, si n ̸= k, (3.30)

por lo tanto, definiendo los siguientes conjuntos

D =
N⋃

n=m

Dn, C =
N⋃

n=m

Cn, (3.31)

se deduce que D es un dominio apropiado para la función P : D → C, que mapea todos los puntos del

plano de proyección para los que existe su imagen en C mediante Pn, preservando las propiedades de
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función como consecuencia de la Ec. (3.30), sin embargo, a diferencia de Pn no es biyectiva, ya que

en general existen n, k ∈ N, para los cuales

Cn ∩ Ck ̸= ∅, (3.32)

como se observa en la Fig. 3.7, donde se superponen las zonas de iluminación sobre el cilindro,

provenientes de distintos surcos.

(a) (b)

Fig. 3.8 (a) Gráficas de los anillos Dn sobre el plano de proyección, que definen los dominios de Pn. (b)
Codominios de las funciones Pn.

Considérese la Fig. 3.8 (a), en donde se muestran las gráficas de los anillos del conjunto D calculado

en la Ec. (3.31), para cada uno de los conjuntos Dn, la frontera se puede representar como una curva

cerrada parametrizada en términos de

θ = arctan
[

y

x

]
, ρ =

√
x2 + y2, (3.33)

obteniendo la siguiente expresión,

∂Dn =
2⋃

p=1
Dp,n =

2⋃
p=1

{
fp,n (θ)

∣∣∣ 0 ≤ θ ≤ 2 π
}

, (3.34)

donde, las funciones parametrizadas fp,n (θ), para p = 1, 2, representan a las circunferencias que

limitan el área del anillo, dadas por las expresiones

fp,n (θ) = ρp,n

(
cos θ , (−1)p sen θ

)
, (3.35)

por lo tanto, el conjunto ∂Dn, cumple con la definición de frontera de un conjunto y se pueden ordenar
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sus elementos en subconjuntos, para p = 1 representa la circunferencia interna D1,n de radio ρ1,n dado

por la Ec. (3.27), que recorre en sentido horario la frontera del anillo y continúa con p = 2 para la

circunferencia externa del anillo denotada como D2,n, de radio ρ2,n dado por la Ec. (3.20), que se

recorre en sentido antihorario y cierra la trayectoria en la parte positiva del eje X.

Por otro lado, la superficie en R3 del cilindro colector de la Fig. 3.7, se muestra en la Fig. 3.8 (b) como

el plano extendido de su superficie en R2, descrito mediante la transformación

(x, y, z) 7→ (rcil θ , z), (3.36)

donde, θ está dado por la Ec. (3.33), y ρ = rcil es constante como en la Ec. (3.25). Esta transformación

identifica los puntos sobre el cilindro con su superficie cuando es desenrollada y se extiende como un

plano. Entonces, considérese D = (ρ cos θ, ρ sen θ) un elemento de Dn, evaluando la Ec. (3.19) de la

función Pn en este punto, se obtiene

C = Pn (D) =
(

− rcil (π − θ) , (α ◦ zcil) (ρ)
)
, (3.37)

aplicando la transformación definida en la Ec. (3.36), los anillos del conjunto C, se transforman en

rectángulos sobre el plano graficado en la Fig. 3.8 (b), definidos por

Cn =
{

(rcil θ , z) ∈ R2
∣∣∣ − π ≤ θ ≤ π, z2,n < z < z1,n

}
, (3.38)

además, mapeando mediante la Ec. (3.37) los contornos ∂Dn definidos en la Ec. (3.34), resultan los

conjuntos

∂ Cn ≡ Pn (∂Dn) =
2⋃

p=1
Cp,n =

2⋃
p=1

{
hp,n (θ)

∣∣∣ − π ≤ θ ≤ π
}

, (3.39)

donde, las funciones parametrizadas hp,n (θ), para p = 1, 2, representan a las rectas horizontales que

limitan el área del rectángulo, dadas por las expresiones

hp,n (θ) =
(
(−1)p+1rcil (π − θ) , zp,n

)
, (3.40)

que en efecto, ∂ Cn es la frontera de los conjuntos de la Ec. (3.38), pues C2,n representa el lado inferior

del rectángulo, como un segmento de la recta horizontal y = z2,n dada por la Ec. (3.21), que se recorre

del lado negativo al positivo del eje X y continúa por el lado superior C1,n que es un segmento de la

recta y = z1,n dado por la Ec. (3.29), que se recorre en sentido contrario y cierra la trayectoria del lado

negativo del eje X, como se ilustra en la Fig. 3.8 (b).

3.1.3 Mapeo de un patrón de curvas cerradas

En esta sección se estudiará la transformación de distintos subconjuntos de los dominios Dn, repre-

sentados como un patrón de curvas en el plano de proyección, utilizando la función P , obtenida en la
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Ec. (3.37) para calcular los patrones resultantes sobre el colector cilíndrico y su representación de las

fronteras de estos subconjuntos mediante curvas cerradas representadas paramétricamente.

(a) (b)

Fig. 3.9 (a) Diagrama del trazo de franjas sobre el plano de proyección. (b) Definición del contorno de cada
franja Li, recorriendo cada una en sentido antihorario.

Considérese el plano de proyección de la Fig. 3.9 (a), delimitado por un cuadrado de lado l, asociado

al área activa del sensor CCD, tradicionalmente el área activa de un sensor CCD tiene una forma

rectangular, se considera el área definida por el lado menor del rectángulo, el área total de este plano

se divide en un número µ ∈ N de franjas verticales, todas del mismo grosor e igualmente espaciadas

por una distancia lx. Para generar estas franjas, se divide la longitud total l del plano sobre el eje X, en

segmentos igualmente espaciados por

lx = l

2 µ − 1 , (3.41)

esta longitud genera una partición del plano en distancias sobre el eje X, dadas por la siguiente expre-

sión

Xj = lx (j − 1) − l

2 , para j = 1, . . . , 2 µ, (3.42)

entonces, trazando las rectas verticales x = Xj , se observa en la Fig. 3.9 (a), que la i-ésima franja es

el área definida como el conjunto

Li =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣∣ X1,i ≤ x ≤ X2,i, − l

2 ≤ y ≤ l

2
}

, (3.43)

donde, se han redefinido X2i−1 → X1,i, X2i → X2,i, las distancias de la Ec. (3.42), para i = 1, . . . , µ.

Considérese la ecuación en coordenadas polares de las rectas verticales definidas por los términos de
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la Ec. (3.42), dadas por

Xj = ρ cos θ, (3.44)

donde, θ, ρ se calculan como se indica en la Ec. (3.33). Por lo tanto, la frontera de las franjas Li se

deduce a partir de la Ec. (3.43), obteniendo

∂Li =
4⋃

r=1
Lr,i (3.45)

donde, los términos de esta unión de conjuntos están dados por

L1,i =
{

g
(1)
2,i (θ)

∣∣∣ θ02,i ≤ θ ≤ θ2,i

}
, L3,i =

{
g

(3)
1,i (θ)

∣∣∣ θ01,i ≤ 2 π − θ ≤ θ1,i

}
,

L2,i =
{

g
(2)
1,i (θ)

∣∣∣ θ01,i ≤ θ ≤ θ1,i

}
, L4,i =

{
g

(4)
2,i (θ)

∣∣∣ θ02,i ≤ 2 π − θ ≤ θ2,i

}
,

(3.46)

las funciones parametrizadas g
(r)
q,i (θ), para q = 1, 2, representan a las rectas que limitan el área de la

franja mediante la Ec. (3.44), de donde obtienen las siguientes expresiones

g
(r)
q,i (θ) = Xq,i

(
1 , (−1)q tan θ

)
, θ0q,i = arccos

[
Xq,i

|Xq,i|

]
, θq,i = arctan

[
l

2 Xq,i

]
, (3.47)

donde, θ0q,i, θq,i, denotan los ángulos que limitan el intervalo de las rectas al cuadrado del plano,

expresados en función de los términos Xq,i calculados en la Ec. (3.42), donde el subíndice i indica el

número de franja, q el lado de la franja que se está recorriendo y el superíndice r el segmento orientado

al que pertenece.

Entonces, el conjunto ∂Li representa la frontera de las franjas descritas en la Ec. (3.43), por un lado

se asocian al subíndice q = 2, los segmentos L4,i, L1,i, que representan el lado derecho de la i-ésima

franja que se recorre del lado negativo al positivo del eje Y, terminando en el borde superior del plano

y continúa por el lado izquierdo con q = 1, a través de L2,i, L3,i, que recorren la longitud total del

plano y termina del lado negativo del eje Y, como se muestra en la Fig. 3.9 (b) donde el contorno de

cada franja puede ser recorrido en sentido antihorario. El patrón formado por las franjas Li definidas

en la Ec. (3.43), al ser subconjunto del plano de proyección debería tener definida su imagen sobre

el colector cilíndrico mediante las funciones Pn de la Ec. (3.37), sin embargo, los anillos Dn de

dominio de estas funciones son disconexos como se mostró en la Ec. (3.30), por lo que, el área total de

cualquier franja contiene elementos que están fuera del dominio de los surcos del espejo tipo Fresnel,

sin embargo la solución de este problema está en términos del desarrollo anterior. Considérense los

conjuntos descritos en la Ec. (3.25) y Ec. (3.43), para calcular las zonas de las franjas sobre las que
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está definida la función de proyección, se calculan los siguientes conjuntos

Kn,i = Dn ∩ Li, (3.48)

donde, el subíndice n indica el orden del surco del cual esta área se encuentra en su dominio y el

subíndice i indica el número de franja, aunque esto depende del diseño predefinido para elaborar las

pantallas nulas, las cuales pueden ser líneas rectas paralelas o circunferencias concéntricas en ambos

casos igualmente espaciadas.

(a) (b)

Fig. 3.10 Superposición entre anillos Dn y franjas Li. (a) Área perteneciente al lado izquierdo del patrón, que
atraviesa el eje X. (b) Intersecciones del lado derecho del patrón que se dividen en dos áreas separadas.

En la Fig. 3.10 se pueden observar las áreas de intsersección Kn,i, superponiendo ambas áreas se

observa que el conjunto ∂Kn,i, se puede describir como una curva cerrada. Para obtener una expresión

paramétrica de las intersecciones entre patrones se deben considerar las fronteras orientadas como se

calcularon en la Ec. (3.34) para ∂Dn y en la Ec. (3.45) para ∂Li, por lo que el problema se puede

plantear mediante la siguiente expresión

∂Kn,i = ∂Dn ∩ ∂Li, (3.49)

donde, los conjuntos ∂Dn, para n = m, m + 1, . . . , N están formados por las circunferencias Dp,n,

parametrizadas por las funciones fp,n con p = 1, 2, que recorren la frontera de los anillos, por otro

lado, se tienen las fronteras de las franjas ∂Li, para i = 1, . . . , µ en el plano de proyección, que

están formadas por las secciones de rectas verticales Lr,i con r = 1, . . . , 4, y cada uno depende de

las curvas paramétricas g
(r)
q,i con q = 1, 2. Las curvas descritas anteriormente están parametrizadas

con respecto al ángulo θ, entonces, las intersecciones entre fronteras se pueden indentificar mediante
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valores del parámetro θ ∈ [0, 2 π], nótese también que los conjuntos ∂Dn, ∂Li, están definidos cada

uno por uniones de curvas paralelas, por lo que no tienen autointersecciones en ningún caso. Se deduce

entonces que solamente pueden existir soluciones de θ para las combinaciones Dp,n ∩Lr,i, por lo tanto,

evaluando la Ec. (3.44) para los radios ρp,n, se obtiene la siguiente expresión

θn,p
i,q,r =


arccos

(
Xq,i

ρp,n

)
si fp,n ∩ g

(r)
q,i ̸= ∅,

θ0q,i si fp,n ∩ g
(r)
q,i = ∅,

(3.50)

donde, θ0q,i está dado por la Ec. (3.47), en esta función indica que si no se intersectan la circunferencia

fp,n con la recta g
(r)
q,i , entonces permite a la curva continuar hasta tocar el eje X, eliminando indeter-

minaciones. En función de los índices de los ángulos descritos en la Ec. (3.50), para n, i fijos, denotan

la intersección entre la i-ésima franja con el n-ésimo anillo, si se tiene para dos ángulos distintos que p

es constante, entonces

K
n,p
i =

{
fp,n (θ)

∣∣∣ θn,p
i,s,t ≤ θ ≤ θn,p

i,u,v

}
(3.51)

donde, fp,n es como en la Ec. (3.35), es decir, esta combinación de ángulos siempre describe un trozo

de circunferencia, por otro lado, si se tiene para dos ángulos que q, r son constantes, entonces

Kn
i,q,r =

{
g

(r)
q,i (θ)

∣∣∣ θn,u
i,q,r ≤ θ ≤ θn,v

i,q,r

}
(3.52)

donde, g
(r)
q,i es como en la Ec. (3.47), por lo que se tendrá una sección de recta del contorno de las

franjas. Como se observa en la Fig. 3.10 para cada intersección entre una franja con un anillo, se

generan dos áreas que son simétricas respecto del eje X, para las áreas que se encuentran del lado

positivo del eje Y se define la trayectoria que las delimita como

∂K(+)
n,i = K

n,1
i ∪ Kn

i,2,1 ∪ K
n,2
i ∪ Kn

i,1,2, (3.53)

por otro lado, las trayectorias de las áreas del lado negativo de Y, se definen como

∂K(−)
n,i = Kn

i,1,3 ∪ K
n,2
i ∪ Kn

i,2,4 ∪ K
n,1
i , (3.54)

en donde, los segmentos de curva están calculados mediante las Ec. (3.51) y la Ec. (3.52). Por simetría

en el patrón de franjas y a partir de la Ec. (3.50), se deducen la siguientes propiedades de los ángulos

que delimitan los segmentos de curvas

θn,p
i,q,1 = 2 π − θn,p

i,q,4, θn,p
i,q,2 = 2 π − θn,p

i,q,3, (3.55)

por lo que, si un ángulo θn,p
i,q,r = π entonces su simétrico vale lo mismo y puede unirse un área de los

cuadrantes positivos con su correspondiente de los cuadrantes del lado negativo.
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(a) (b) (c)

Fig. 3.11 (a) Caso de una franja para la cual θp,1
i,1,2 = π, por lo que se unen los contornos del lado positivo con

el negativo. (b) Franja que se separa en dos áreas simétricas. (c) Franja que pertenece al caso en que θp,1
i,1,2 = 0,

por lo cual aunque parece que están pegadas las áreas de arriba y abajo, se debe separar en dos cuerpos.

(a) (b) (c)

Fig. 3.12 Recorrido de los contornos obtenidos en la Fig. 3.11. (a) Trayectoria que delimita a la franja que se
fusiona en una sola. (b) Contorno para la franja separada en dos áreas. (c) Contorno de la franja dividida.

Como se observa en la Fig. 3.11 en particular el ángulo θn,1
i,1,2 permite discriminar entre casos, obte-

niendo la expresión

∂Kn,i =


∂K(+)

n,i , ∂K(−)
n,i si θp,1

i,1,2 ̸= π,

∂K(+)
n,i ∪ ∂K(−)

n,i si θp,1
i,1,2 = π,

(3.56)

en conclusión, a partir del pegado de curvas se deduce que los contornos ∂Kn,i obtenidos, pueden repre-

sentar dos trayectorias separadas que denotan áreas distintas pero simétricas y que son independientes
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una de otra, incluso cuando parecen tocarse del lado positivo del eje X, siguen siendo áreas separadas

pues en ese caso θn,1
i,1,2 = 0 y su ángulo simétrico vale 2 π por lo que se encuentran en los extremos

opuestos del intervalo de θ, sin embargo, cuando θn,1
i,1,2 = π el pegado puede continuar de forma directa

en ambos lados del eje Y, y por el sentido en que se definió el recorrido de los conjuntos ∂K(+)
n,i y

∂K(−)
n,i , su unión ∂Kn,i es una curva cerrada sin dobleces ni autointersecciones.

Finalmente, por el desarrollo obtenido anteriormente, se sabe que los conjuntos ∂Kn,i ⊆ Dn, por lo

que se puede aplicar a estos contornos la función Pn definida en la Ec. (3.37), a partir de la ecuación

en coordenadas polares de las rectas verticales dadas en Ec. (3.44) y sustituyendo la forma funcional

de α (ρ) de la Ec. (3.16), se obtiene

α (ρθ) = arctan
[

Xq,i

a cos θ

]
(3.57)

que son los ángulos α mediante los cuales se proyectan los elementos de los trozos Kn
i,q,r de rectas

en el plano de proyección, sobre los surcos del espejo tipo Fresnel y tienen imagen sobre el plano del

cilindro, evaluando la Ec. (3.18) para los ángulos descritos por la Ec. (3.57) se obtiene,

(α ◦ zzil) (ρθ) =

2 ε rcil ∆S (n) + so

[
ε2 + ∆S2 (n)

]
− 2ε2n ∆S (n)

2 a ε ∆S (n) cos θ + Xq,i

[
ε2 − ∆S2 (n)

]
Xq,i+

−

 2 ε n ∆S2 (n) + rcil

[
ε2 − ∆S2 (n)

]
Xq,i

[
ε2 − ∆S2 (n)

]
+ 2 ε a ∆S (n) cos θ

 a cos θ,

(3.58)

de donde, se deduce que la imagen del trozo de recta Kn
i,q,r calculado en la Ec. (3.52), está dado por la

expresión

Jn
i,q,r = Pn

[
Kn

i,q,r

]
=
{

h
(n)
i,q (θ)

∣∣∣ θn,u
i,q,r ≤ θ ≤ θn,v

i,q,r

}
(3.59)

donde, la curva parametrizada por el ángulo θ, está dada en términos de la Ec. (3.58) y la Ec. (3.37),

resultando

h
(n)
i,q (θ) =

(
(−1)q+1rcil (π − θ) , (α ◦ zzil) (ρθ)

)
(3.60)

de la Ec. (3.39) se sabe que la imagen de los conjuntos Kn,i debe estar acotada en las áreas rectangulares

sobre el plano del cilindro. Por lo que, transformando los trozos de curvas de la Ec. (3.51) se obtienen

las rectas de la Ec. (3.40), representadas como

J
n,p
i = Pn [Kn,p

i ] =
{

hp,n (θ)
∣∣∣ θn,p

i,s,t ≤ θ ≤ θn,p
i,u,v

}
(3.61)

por lo tanto, el pegado de las curvas transformadas sobre la superficie del cilindro se deduce siguiendo
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las mismas secuencias de las Ec. (3.53) y Ec. (3.54), obteniendo los siguientes contornos en el plano

que envuelve el cilindro

∂Jn,i =


Pn

[
∂K(+)

n,i

]
, Pn

[
∂K(−)

n,i

]
si θp,1

i,1,2 ̸= π,

Pn

[
∂K(+)

n,i

]
∪ Pn

[
∂K(−)

n,i

]
si θp,1

i,1,2 = π,

(3.62)

los conjuntos descritos en esta ecuación describen el contorno de los conjuntos Jn,i, que se observan

en la Fig. 3.13, y de manera análoga a la discusión de la Ec. (3.32), se deduce que en general las

intersecciones entre estos conjuntos existen y son distintos de ∅. En esta sección lo único que se ha

obtenido es la función que mapea curvas cerradas que forman un patrón ordenado de franjas en el

plano de proyección, sobre el cilindro colector, mediante las ecuaciones de reflexión para un espejo

tipo Fresnel. A partir de estas ecuaciones se pueden construir patrones en el plano del cilindro para

calcular pantallas nulas.

(a) (b)

(c)

Fig. 3.13 Recorrido de las transformaciones de los contornos obtenidos en la Fig. 3.11. (a) Trayectoria que
delimita a la franja que se fusiona en una sola. (b) Contorno para la franja separada en dos áreas. (c) Contorno
de la franja dividida.
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3.1.4 Construcción de pantallas nulas considerando un patrón de curvas cerradas

A partir de los conjuntos descritos en la Ec. (3.62), se generan las áreas mostradas en la Fig. 3.13,

sin embargo, cuando se implementan estos patrones como prueba por pantallas nulas, es decir, cuando

se calcula el inverso de las funciones Pn definidas en la Ec. (3.19), que transforman los conjuntos de

una pantalla cilíndrica sobre un plano de detección, se observa que para determinada sección asociada

al n-ésimo surco, existen elementos que pueden interferir con la forma del conjunto Jn,i que se desea

mapear sobre el plano de detección en este caso. En esta sección se discriminará entre estas áreas para

minimizar el patrón sobre la pantalla cilíndrica tal que el patrón mapeado mediante las transformaciones

inversas por surco, esté contenido en el patrón original.

En la Ec. (3.27) se demostró que únicamente para los surcos de los ordenes n = m, m + 1, . . . , N ,

corresponden áreas en el cilindro en donde pueden existir subconjuntos del patrón de franjas. Por otro

lado, se tiene de las intersecciones descritas en la Ec. (3.48), que para la i-ésima franja del patrón

existirán intersecciones a lo más, para estos surcos.

(a) (b)

Fig. 3.14 Diagrama del plano de proyección, mapeado a través de una abertura puntual sobre el espejo tipo
Fresnel y reflejado sobre un cilindro.

Por lo que, si se considera una franja arbitraria, se tiene la siguiente colección de intersecciones

Ji =
{

∅, . . . , ∅, Jw,i, Jw+1,i, . . . , JN,i

}
, (3.63)

que están asociados a los codominios Cn, para n = w, w + 1, . . . , N , dados por la Ec. (3.38) para las

funciones Pn, entonces se elimina la información del área Jk,i que comparte con los codominios Cn
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para n ̸= k, obteniendo la expresión

J ′
k,i = Jk,i \

N⋃
n̸=k
n=m

Cn, (3.64)

a continuación, a este conjunto se le agregan las áreas en donde comparte soluciones con los otros

dominios, mostrados en el conjunto Ji, con esto se asegura que si el elemento Jk,i tiene secciones que

interfieren con otros surcos, entonces esta información también es eliminada, resultando

J (min)
k,i = J ′

k,i

⋃⋃
n̸=k

Jn,i ∩ Jk,i

, (3.65)

con esto, los conjuntos J (min)
k,i denotan el área máxima de Jk,i que se puede considerar en una pantalla

nula, pues se han eliminado los elementos que interfieren en las regiones rectangulares que correspon-

den a cada surco del espejo tipo Fresnel, con esto si se considera ahora el trazo del cilindro al plano de

detección, se tendrá entonces un subconjunto del patrón construido en la Ec. (3.56).



Capítulo 4

Resultados en pruebas preliminares de
superficies tipo Fresnel

En el Capítulo 2 se desarrollaron los métodos de construcción para un espejo tipo Fresnel y para una

lente reflectora tipo Fresnel, a partir de superficies de referencia. Posteriormente se calcularon los

trazos exactos de rayos para este tipo de superficies considerando un frente de onda plano incidente

y una fuente puntual colocada a una distancia s′
o respectivamente, a partir de esto se propusieron los

cálculos de las cáusticas para dichas superficies. Con base en estos resultados se desarrolló un método

de construcción de pantallas nulas en el Capítulo 3, utilizando herramientas de topología para calcular

el mapeo de cuerpos predefenidos en el plano de observación sobre una pantalla cilíndrica para la

prueba de un espejo tipo Fresnel con simetría de revolución. A lo largo de este capítulo se presentan

perspectivas del formalismo propuesto y algunos resultados experimentales obtenidos para distintas

superficies de tipo Fresnel.

4.1 Resultados experimentales en la prueba de un espejo tipo Fresnel

En trabajos anteriores [36, 43] se presentó una prueba por pantallas nulas para un espejo tipo Fresnel

considerando una pantalla cilíndrica colocada a lo largo del eje óptico y montando una cámara CCD a

una distancia predefinida, de modo que el diámetro total del espejo bajo prueba pudiera ser observado

completamente en el sensor CCD como un círculo inscrito en el lado menor del sensor. Tradicional-

mente las pantallas nulas son formadas por arreglos no uniformes de puntos los cuales después del

proceso de reflexión inciden sobre la superficie bajo prueba y se convierten en un arreglo uniforme de

puntos en el plano de detección, únicamente si la superficie bajo prueba está libre de deformaciones y

el arreglo está bien alineado.

Como se ilustra en la Fig. 4.1 (a) el diagrama del arreglo experimental que fue descrito anteriormente

corresponde al que fue desarrollado en la Sección 3.1.1, por lo que las dimensiones a y b del arreglo

pueden ser determinadas mediante de la Ec. (3.15) con la diferencia sustancial de que en este trabajo se
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calculan los patrones no uniformes de la pantalla nula utilizando mapeos continuos de curvas cerradas

y en la prueba mencionada se emplean conjuntos discretos de puntos.

Diafragma

Pantalla
Rayo

marginal

IluminaciónEspejo Fresnel

Pantalla
nula

Cámara
CCD

Platinas

Cáustica

Espejo Fresnel

(a) (b) (c)

Fig. 4.1 (a) Diagrama del arreglo experimental. (b) Implementación de la prueba en el laboratorio de pruebas
ópticas. (c) Imagen tomada de un corte de la superficie cáustica del espejo tipo Fresnel en el exterior.

-50-100-200 -150-250-300
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50

100

Cáustica

CLC

Fig. 4.2 Trazo exacto de rayos del espejo tipo Fresnel bajo prueba, con la cáustica resultante y el CLC.

En la Fig. 4.1 (b) se observa el arreglo experimental que fue implementado en un espejo comercial

tipo Fresnel. Considérese el espejo utilizado en estas pruebas para el cual se muestra el trazo exacto
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de rayos en la Fig. 4.2, que se puede modelar como un espejo cónico con constante de conicidad

k = −1.3, y que está inmerso en aire, el diámetro del espejo considerado es de D = 244.0 mm, con

un foco paraxial de f = 178.0 mm que fue medido en el exterior utilizando iluminación solar como

se muestra en la Fig. 4.1 (c), por lo que se calcula un radio de curvatura de R = −356.0 mm (espejo

cóncavo). Considerando una apertura de entrada de H = ±122 mm, y un total de N = 732 surcos

sobre el diámetro del espejo, es decir, con una frecuencia de 3 surcos por mm, resultando un ancho de

surco de ε = 0.33 mm.

A partir de los datos anteriores, se calcula para el espejo de la Fig. 4.2 que la eficiencia ideal dada

por la Ec. (2.40) respecto del total de apertura de entrada es del ηf = 92.81%, implementando las

expresiones para calcular el círculo de mínima confusión de la Ec. (2.50), se determina que el radio del

CLC está dado por Yclc = 3.28 mm, por lo tanto, para obtener el mejor factor de concentración, se debe

fijar el colector a una distancia de Zclc = −164.71 mm obtenida de la Ec. (2.49) con lo cual resulta

un factor de concentración geométrica de 37.16 veces la amplificación de radiación solar captada por

unidad de área.

(a) (b)

Fig. 4.3 (a) Pantalla nula calculada por mapeo de puntos. (b) Pantalla calculada con el método actual de curvas.

Considerando el arreglo de la Fig. 4.1 (a) para una longitud del lado menor del sensor rectangular de

l = 4.762 mm, y con una cámara CCD de distancia focal de a = 8 mm, para inscribir el diámetro

total del espejo tipo Fresnel en el sensor, se calcula la distancia del borde del espejo al diafragma de

la cámara como b = 409.9 mm. Con estos datos se calculó la pantalla mostrada en la Fig. 4.3 (a)

a partir del método de mapeo de puntos, los cuales son definidos en el plano de detección como una

colección discreta de puntos que están ordenados por cada franja, después de calcular sus imágenes bajo

la función P de la Ec. (3.19) se unen resultando estos polígonos cortados. Por otro lado, se muestra

en la Fig. 4.3 (b) la pantalla que resulta con el método de mapeo continuo de contornos después de
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eliminar la información redundante con el algoritmo presentado en la Ec. (3.65), de ahí que existan

secciones en donde se cortan los patrones.

(a) (b)

Fig. 4.4 (a) Comparación entre pantallas calculadas con distintos métodos. (b) Resultados experimentales para
la pantalla de la Fig. 4.3 (a).

Se muestra en la Fig. 4.4 (a), la superposición de las pantallas de la Fig. 4.3 donde se observa que

la pantalla (a) del método de puntos contiene a la pantalla (b), por lo que el método propuesto en el

Capítulo 3, en efecto elimina información que se determinó mediante álgebra de conjuntos que era

redundante en el sentido de que el mapeo inverso del patrón no uniforme en la pantalla de detección

no estuviera definido. En otras palabras, se presenta este método como una solución al algoritmo de

pegado de curvas en la pantalla nula para un espejo tipo Fresnel, pues los picos de la pantalla (a)

resultan del hecho que se pierde información en los elementos que no se consideran si se utiliza un

conjunto discreto, además, como se mostró anteriormente la familia completa de surcos del espejo no

representa una deformación continua como lo haría una superficie suave, por lo que se debe definir una

topología por cada surco del espejo para poder obtener este mapeo continuo que resulta en (b). Por otro

lado, en la Fig. 4.4 (b) se presentan los resultados experimentales de la pantalla mostrada en la Fig. 4.3

(a), donde se observan diferencias importantes de grosor entre las franjas negras y las blancas, más allá

de que la superficie presenta deformaciones se infiere que esta diferencia de grosores proviene de los

errores en el pegado de curvas considerando el conjunto discreto de la pantalla (a).

En la Fig. 4.5 se muestra el trazo de rayos para un espejo ideal, en el que se ha reducido el radio del

círculo de mínima confusión, fijando la condición Yclc = ε/2, es decir, que el radio del CLC sea de la

mitad del ancho de surco, el cual representa un valor límite, pues al reflejarse un haz de rayos paralelos

por cada surco, no se puede reducir la zona de mayor concentración debajo de este orden de magnitud.

Fijando los datos del espejo anterior D = 244.0 mm, R = −356.0 mm, ε = 0.33 mm, se calcula
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númericamente una constante de conicidad k = −2.87. Con estos datos se obtiene una distancia del

borde del espejo al colector de Zclc = −177.75 mm, la eficiencia ideal es del ηf = 93.45% y el

factor de concentración geométrica es de 642.10 veces la radiación solar captada por área. En general,

este espejo representa una optimización del espejo comercial tipo Fresnel mostrado en la Fig. 4.2

considerando las mismas dimensiones.
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Fig. 4.5 Trazo exacto de rayos de un espejo tipo Fresnel que se diseña bajo la condición Yclc = ε, con la cáustica
resultante y el CLC.

4.2 Resultados experimentales en lentes de Fresnel

En la Sección 4.1 se infirió que el método de mapeo de contornos presentado en este trabajo es una

solución al problema de definir un mapeo continuo de una superficie de Fresnel, para calcular pantallas

nulas cilíndricas, esto proviene de los resultados que se muestran en esta sección, siguiendo la misma

metodología se definen los contornos de la Sección 3.1.3 para el plano de detección en el arreglo

experimental de una lente de Fresnel, para este caso se calcula de manera análoga que para el espejo

pero por refracción el mapeo de contornos cerrados en un plano que se encuentra antes de la lente de

Fresnel y que tiene su misma apertura de entrada.

En la Fig. 4.6 se muestra el arreglo experimental para la prueba por pantallas nulas de una lente de

Fresnel, conformado por un láser He-Ne (λ = 633 nm), dos polarizadores que se colocan cerca de la

salida del haz del láser para controlar la cantidad de irradiancia que incide en el sensor CCD, se ha

implementado una lente colimadora con distancia focal grande para reducir la concentración de luz en

el centro del sensor CCD con l = 4.76 mm, se ha definido un patrón de 13 franjas para calcular la
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pantalla nula que es impresa en una hoja de acetato y es colocada en la pupila de entrada, el sensor

CCD se colocada a una distancia z0 con respecto el eje óptico del borde de la lente bajo prueba, de

modo que la apertura de la lente coincide con el lado menor del sensor CCD.

20

Láser
He-Ne

Polarizadores

Filtraje
espacial

Lente colimadora

Pantalla Nula
Lente de Fresnel

Sensor
CCD

Plano de
detección

Fig. 4.6 (a) Diagrama del arreglo experimental para la prueba por pantallas nulas para una lente de Fresnel.

Implementando esta prueba por pantallas nulas para una lente tipo Fresnel de catálogo Thorlabs FRP125,

con D = 25.4 mm, f = 25.4 mm, t = 1.5 mm, R = 12.25 mm, k = −1.29, ni = 1.5, se obtienen los

siguientes resultados.

(a) (b) (c)

Fig. 4.7 (a) Pantalla nula tipo Fresnel. (b) Resultado experimental en z0. (c) Lente sin máscara.

En la Fig. 4.7 (a) se muestra la pantalla nula calculada con el método de mapeo de contornos para un

patrón de 13 franjas blancas, en la Fig. 4.7 (b) se observa el resultado experimental en la posición de

diseño, que si bien no es un resultado completamente satisfactorio se observa cómo las franjas tienen

secciones bien formadas, principalmente en el centro de la lente pero como se observa en la Fig. 4.7

(c), cuando se quita la pantalla de la pupila de entrada se observan las deformaciones y algunos granos

dentro de los surcos, que podrían estar afectando al patrón.
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Implementando la prueba por pantallas nulas para una lente tipo Fresnel de catálogo, con D = 50.8
mm, f = 20.54 mm, t = 1.5 mm, R = 24.99 mm, k = −0.98, ni = 1.49, con z0 = 37 mm se

obtienen los siguientes resultados.

(a) (b) (c)

Fig. 4.8 (a) Pantalla nula tipo Fresnel. (b) Resultado experimental en z0. (c) Patrón deformado fuera de la
posición de diseño.

En la Fig. 4.8 (a) se muestra la pantalla nula calculada con el método de mapeo de contornos para un

patrón de 13 manchas sobre el eje vertical, en la Fig. 4.8 (b) se observa el resultado experimental en la

posición de diseño el cual se ajusta muy bien al patrón esperado, esta prueba fue más reciente y para

este resultado se ajustaron los parámetros de la lente midiendo experimentalmente el CLC, por lo que

la prueba es demasiado sensible, finalmente la Fig. 4.7 (c) muestra cómo se deforma el patrón cuando

se sale de la posición de diseño z0. Aunque cabe mencionar que esta superficie al ser del doble de

tamaño que la anterior presentó menos defectos de fabricación.





Capítulo 5

Conclusiones y trabajo a futuro

Las representaciones paramétricas dadas en este trabajo para superficies tipo Fresnel han permitido

desarrollar un método de cálculo de trazo de rayos simplificado, considerando parametrizaciones con

respecto del número de surco, y a partir de estos resultados, se obtuvieron ecuaciones para inducir una

definición de la distancia focal de un espejo tipo Fresnel, un parámetro paraxial. Por otro lado, se

obtuvieron expresiones sencillas para calcular el círculo de mínima confusión, representar la eficiencia

de un espejo tipo Fresnel y mediante este formalismo obtener un nuevo método de prueba de superficies

tipo Fresnel.

El método propuesto en este trabajo tiene la ventaja de poder definir con detalle el funcionamiento de

cada surco de superficies tipo Fresnel, mediante la definición de topologías para cada surco en donde se

puede calcular la deformación continua de un patrón predefinido de contornos en el plano de detección

para poder determinar sus imágenes bajo el mapeo y poder obtener los patrones no uniformes de la

pantalla cilíndrica que se transforma en un patrón nulo cuando se eliminan los componentes que no

tienen imagen en el plano de detección bajo el mapeo inverso. Como se observa en los resultados

experimentales presentados para una lente tipo Fresnel, este método prueba ser efectivo si se tienen

bien definidos los parámetros de la superficie bajo prueba, pues el método es muy sensible.

En el futuro se espera obtener resultados experimentales cuantitativos de este método para poder hacer

la reconstrucción de la superficie y eventualmente poder construir prototipos de estas superficies tipo

Fresnel.





Apéndice A

Convención de signos para el trazo de
rayos en espejos esféricos

En este apéndice se definirá la convención signos utilizada a lo largo de este trabajo, tomada del libro

de Óptica de Eugene Hecht [37]. La aproximación paraxial es una ecuación que relaciona los puntos

conjugados objeto so e imagen si, en la fórmula de los espejos

1
so

+ 1
si

= −R

2 = 1
f

,

que es igualmente aplicable para espejos cóncavos (R < 0) y convexos (R > 0). El radio de las

dimensiones transversales de la imagen final formada por el espejo para las dimensiones de un objeto

fijo se define como amplificación transversal

MT = − si

so
.

A continuación se muestra la convención de signos en función de las cantidades que aquí se han

definido.

Tabla A.1 Convención de signos para espejos esféricos.

Cantidad
Signo

+ −
so A la izquierda de V , objeto real A la derecha de V , objeto virtual
si A la izquierda de V , imagen real A la derecha de V , imagen virtual
f Espejo cóncavo Espejo convexo
R C a la derecha de V , convexo C a la izquierda de V , cóncavo
yo Arriba del eje, objeto derecho Debajo del eje, objeto invertido
yi Arriba del eje, imagen derecha Debajo del eje, imagen invertida

En las Figs. A.1 A.2 se ilustra la convención de signos de la Tabla A.1 y a partir de lo anterior en la

Tabla A.2 se estudia la naturaleza de las imágenes formadas por espejos esféricos.
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Fig. A.1 Formación de imagen para espejos esféricos cóncavos [37].

Fig. A.2 Formación de imagen para espejos esféricos convexos [37].

Tabla A.2 Imágenes de objetos reales formadas por espejos esféricos.

Cóncavo
Objeto Imagen

Localización Tipo Localización Orientación Tamaño relativo
∞ > so > 2 f Real f < so < 2 f Invertido Reducido

so = 2 f Real si = 2 f Invertido Igual
f < so < 2 f Real ∞ > si > 2 f Invertido Aumentado

so = f ±∞
so < f Virtual |si| > so Derecho Aumentado

Convexo
Objeto Imagen

Localización Tipo Localización Orientación Tamaño relativo
Cualquiera Virtual |si| < |f | Derecho Reducido

so > |si|



Apéndice B

Conceptos de espacios métricos y de
topología

En este apéndice se hará énfasis en algunos conceptos que fueron útiles en el cálculo de pantallas nulas

de espacios métricos y de topología [44–47].

B.1 Imágenes directas e inversas

Sea f : X → Y un mapeo, y sean A, C subconjuntos de X , Y respectivamente.

Definición B.1 La imagen directa f (A) de A bajo f es el subconjunto de Y dado por

{
y ∈ Y

∣∣y = f (a) para a ∈ A
}
.

Definición B.2 La imagen inversa f−1 (C) de C bajo f es el subconjunto de X dado por

{
x ∈ X

∣∣f (x) ∈ C
}
.

Proposición B.1 Un mapeo f : X → Y es invertible si y sólo si es biyectivo.

B.2 Espacio métrico

Definición B.3 Un espacio métrico consiste de un conjunto X y una función d : X × X → R tal que

se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Para todo x, y ∈ X , d (x, y) ≥ 0; y d (x, y) = 0 si y sólo si x = y.

2. Para todo x, y ∈ X , d (x, y) = d (y, x).

3. Para todo x, y, z ∈ X , d (x, z) ≤ d (x, y) + d (y, z).
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Definición B.4 Sea (X, d) un espacio métrico, x0 ∈ X , y r > 0 un número real. La bola abierta en

X de radio r centrada en x0 es el conjunto

Br (x0) =
{
x ∈ X

∣∣d (x, x0) < r
}
.

B.3 Conjuntos abiertos y cerrados en un espacio métrico X

Definición B.5 Sea (X, d) un espacio métrico y U ⊆ X . Se dice que U es abierto si X para cada

x ∈ U existe ϵx > 0 tal que Bϵx (x) ⊆ U .

Definición B.6 Un subconjunto V de un espacio métrico X es cerrado en X si X \ V es abierto en el

espacio X .

Definición B.7 La intersección de una familia cualquiera de conjuntos donde cada uno es cerrado en

X es también cerrado en X .

Proposición B.2 Sean X , Y espacios métricos y sea f : X → Y un mapeo. Entonces f es continuo

si y sólo si f−1 (V ) es cerrado en X cuando V es cerrado en Y .

Definición B.8 Suponga que A es un subconjunto de un espacio métrico X , y x ∈ X . Se dice que x

es un punto de cerradura de A en X si dado ε > 0 se tiene Bϵ (x) ∩ A ̸= ∅. La cerradura Ā de A en

X es el conjunto de todos los puntos de cerradura de A en X .

Ejemplo B.1 La cerradura de B1 ((0, 0)) en R2 es
{
x ∈ R2 | d2 (x, 0) ≤ 1

}
.

Definición B.9 El interior Å de un subconjunto A en un espacio métrico X es el conjunto de puntos

a ∈ A tales que Bϵ (a) ⊆ A para algún ε > 0.

Definición B.10 La frontera ∂A de un subconjunto A en un espacio métrico X es el conjunto Ā \ Å.

Ejemplo B.2 La frontera de B1 ((0, 0)) en R2 es
{
x ∈ R2 | d2 (x, 0) = 1

}
.

B.4 Espacio topológico

Definición B.11 Un espacio topológico T = (X, T ) consiste de un conjunto X no vacío junto con

una familia determinada T de subconjuntos de X que satisfacen:

1. X, ∅ ∈ T .

2. La intersección de cualquiera dos conjuntos en T está en T .

3. La unión de cualquier colección de conjuntos en T está en T .

Definición B.12 Se dice que un mapeo f : X → Y de espacios topológicos (X, TX) y (Y, TY ) es

continuo si U ∈ TY ⇒ f−1 (U) ∈ TX . Es decir, se dice que f es (TX , TY )-continua.
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