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Capitulo 1

Introduccion

Actualmente, en aplicaciones de energia solar térmica, los Colectores Parabdlicos Compuestos (CPCs)
han sido ampliamente estudiados e implementados en muchas dreas como degradacion por fotocatdlisis
y produccién de vapor. El disefio de concentradores solares por reflexion ha encontrado particular
importancia en la industria de producciéon de energia solar, las superficies parabdlicas han sido las
de mayor implementacién debido a que idealmente producen un punto focal, cuando un frente de
onda plano incide sobre su superficie. En general, se consideran tubos colectores como absorbedores,
colocados con su centro de simetria sobre la linea focal del canal parabdlico en cuestion. En estos
trabajos los gradientes de temperaturas sobre los receptores debido a la energia térmica solar han sido
también caracterizados, estos dispositivos pueden alcanzar temperaturas debajo de los 400° C, para
mejorar el tiempo de coleccién se utilizan seguidores solares.

Los sistemas de espejos tipo Fresnel lineales alcanzan factores de concentracién y rangos de tempera-
tura similares al del canal parabdlico, la tecnologia tipo Fresnel tiene un rendimiento aproximado del
70 % [1-3], con respecto al canal parabdlico, sin embargo, hay una gran reduccién en instalacién, ope-
racion, costos de operacién y mantenimiento, por los cuales es relevante desarrollar disefios en este
campo. Sin embargo, contrario al CPC, el concentrador tipo Fresnel es una estructura a una distancia
fija con los espejos planos que lo componen, en una posicién especifica que determina un arreglo de
planos.

Debido a que los avances en la implementacion de superficies arbitrarias en instrumentos Opticos,
ha aumentado en proporcién a la capacidad de construccién debido a los avances tecnoldgicos, sin
embargo, persisten importantes problemas en la evaluacion de estas superficies. En funcién de que se
pueden construir tan buenas superficies como se puede medir su desempefio de acuerdo con el disefio

original, en este trabajo se propone un avance en este método.

1.1 Energia solar y sus aplicaciones

La energia solar es la mds abundante sobre la Tierra, sobrepasa por mucho la demanda energética

mundial, de acuerdo con la Agencia Internacional de Energia, alrededor de 885 millones de terawatt-
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hora (TWh) inciden sobre la superficie terrestre en un afio lo cual equivale a 6,200 veces la energia
comercial primaria consumida por la humanidad en el 2008 y de continuar el escenario actual de politi-
cas de la IEA, equivaldria a 4,200 veces la energia que la humanidad habra consumido hasta 2035. Es
decir, le toma al sol una hora y 25 minutos enviar la energia suficiente para abastecer el consumo de un
afio. En tanto que las reservas de combustible fésil representan 46 afios, de gas natural 58 afios y casi
150 afios de carbon, para su consumo a las tasas actuales. La energia proveniente del sol en un sélo
afio, si es completamente capturada y almacenada, podria representar mas de 6,000 afios de consumo
total de energia [4].

Los rayos solares pueden distinguirse mediante sus longitudes de onda, las cuales determinan el es-
pectro de luz visible, radiacién infrarroja y ultravioleta. La luz visible constituye el 40% de la energia
irradiada, 50% del infrarrojo y el 10% restante es el ultravioleta. El més bdsico de los beneficios que se
obtienen del sol es la iluminacidn, la cual se puede aprovechar en instalaciones interiores para reducir
los costos de iluminacién durante el dia.

Por otro lado, la radiacién solar también puede ser vista como un flujo de fotones altamente energéticos
que pueden producir fotoreacciones tales como fotosintesis o generar flujo de electrones en semicon-
ductores, convirtiendése asi en energia eléctrica fotovoltaica.

Finalmente estd la energia solar fototérmica o termosolar, que consiste en el aprovechamiento de la
radiacion solar la cual se convierte en calor mediante la absorcién por algin material y se puede utlizar

en una gran variedad de procesos que demandan energia térmica.

1.1.1 Analisis termodinamico de la concentracion solar

El Sol como fuente de calor tiene una temperatura en su fotosfera de aproximadamente 5800 K, en
tanto la temperatura de la Tierra es en promedio de 300 K, considerando estos valores como fuentes a
distintas temperaturas, por eficiencia de Carnot se tiene la capacidad de convertir el 95% de la energia
solar en trabajo. Cada sistema concentrador tiene rangos de temperatura dependiendo de su razén de

concentracion C, que se define mediante la siguiente expresion

_Aa
-2

donde A, es el drea de apertura del concentrador y A, es el area del receptor, a C' se le asignan unidades

C (1.1)

de soles. Existe un limite maximo termodindmico para poder concentrar la radiacién solar en funcién
del factor de configuracién geométrica entre la fuente y el receptor. Con ello se define el maximo de

concentracion como

1

@)2’

Cmaz =
sen (%

1.2)

donde «, es dngulo sélido del cono solar, con valor en la Tierra de aproximadamente 4.7 mrad, para
un concentrador ideal y un receptor de cuerpo negro este limite es de C' = 46767 soles.

En el caso de un receptor ideal de cuerpo negro, sin pérdidas de energia por conduccién o conveccion,
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el cual emite toda la energia tan rapido como la recibe, alcanza una temperatura maxima que se le de-
nominard tempertura de estancamiento, cuyos valores dependen para un colector solar completamente
de la temperatura ambiente, la cual suele ser de 30° C por lo que la temperatura de estancamiento tendra

valores mayores a este, se calcula mediante la siguiente férmula

1
o
Test = <G> 4a (1.3)
o
donde G es la radiacién solar directa con valor de 1000 W/m? y 0 = 5.67 x 108 W/m?K* es la
constante de Stefan-Boltzmann.

1.2 Planteamiento del problema

En trabajos previos se han propuesto métodos de prueba de espejo tipo Fresnel, sin embargo estos
procedimientos se han desarrollado basados en las pruebas para superficies continuas suaves, por lo
que existen importantes problemas para implementar la teoria de pantallas nulas, ya que si se definen
patrones nulos en términos de puntos evaluados sobre una superficie continua, hay informacién que se

pierde debido a las discontinuidades en la superficie de un espejo tipo Fresnel.

1.3 Objetivos

Para este trabajo se han planteado los siguientes objetivos, que a continuacién se mencionan en el orden

en que se desarrollaran:

Obtener una representacion paramétrica de superficies tipo Fresnel, que permite generalizar el trazo
de rayos considerando frente de onda plano incidente y considerando una fuente colocada en el eje
optico, asumiendo exclusivamente rayos en un plano meridional, para estudiar el comportamiento de

estas superficies.

Obtencion de la superficie caustica de estas superficies tipo Fresnel, a partir de este cédlculo definir

pardmetros medibles de este tipo de superficies para poder caracterizarlas.

Disefio de concentradores solares a partir de la teorfa desarrollada previamente, para optimizar el

rendimiento y determinar las condiciones para medir la forma de estas superficies.

Desarrollo de un método de pantallas nulas, que nos permita colocar el plano de deteccidn dentro de la

region de la cdustica y que sea capaz de diferenciar entre los componentes provenientes de cada surco.

Implementacion del método de pantallas nulas para superficies tipo Fresnel, y a partir de esto medir sus

pardmetros de disefio.
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1.4 Desarrollo

En este trabajo se proponen sistemas concentradores mediante la implementacién de superficies tipo
Fresnel, con la finalidad de estudiar formas alternativas de concentracion a través de sus superficies
céusticas, las cuales se pueden definir como las envolventes a todos los rayos reflejados por la superficie,
es decir, cada rayo reflejado por la superficie es tangente a esta curva [5—12]. Con esto se buscan
explorar nuevas aplicaciones posibles, ya sea que las superficies sean m4s ficiles de maquinar o que la
concentracion de energia tenga propiedades distintas a las vistas en trabajos previos [3, 13-15].

En el caso de lentes tipo Fresnel se les puede definir como un arreglo ordenado de microprismas adya-
centes cada uno con una inclinacién determinada para desviar la luz incidente sobre el 4rea de la lente
[16-22]. Los tipos mds comunes de lentes consisten en series de surcos anulares replicados en plasticos
de calidad optica. Este tipo de lentes tienen importantes propiedades, si se considera una lente gruesa
la cual se secciona y se colapsa se puede reducir entonces la cantidad de material necesario para su
construccion [16]. Ademads en la literatura se dan ejemplos de espejos de segunda superficie, lo cual
motiva la definicién de un espejo tipo Fresnel como un arreglo equivalente calculado a partir de una
primera superficie reflectora céncava y compuesto por una aproximacion de secciones planas asociadas
a la superficie original de disefio.

Los avances en la implementacién de superficies de forma arbitraria en los instrumentos 6pticos han
ido en crecimiento junto con la capacidad de construccién debida al avance tecnoldgico, sin embargo,
un importante problema que persiste es la forma de evaluar las superficies bajo prueba [23-27], ya que
es bien sabido que se pueden fabricar superficies tan buenas como se pueda medir su forma. En el caso
del presente trabajo se plantea este problema para espejos tipo Fresnel.

Se proponen nuevos métodos basados en las pruebas por pantallas nulas, las cuales se clasifican en las
pruebas geométricas que nos permiten medir la forma de una superficie sin tener contacto con ella. Se
retoman las pruebas desarrolladas en trabajos previos aplicadas a superficies asféricas, implementando
pruebas por pantallas nulas tipo Ronchi-Hartmann [24, 26, 28-35].

En el presente trabajo se obtienen ecuaciones paramétricas para calcular una pantalla nula cilindrica
[23, 25], pero con la diferencia que se demuestran las condiciones necesarias para evaluar una super-
ficie continua por regiones y se implementa este razonamiento en el desarrollo de pruebas cualitativas

preliminares para un espejo tipo Fresnel.



Capitulo 2

Trazo exacto de rayos y formacion de
causticas para superficies tipo Fresnel

A lo largo de este capitulo se definird la notacién a seguir durante todo este trabajo, se desarrollara
el procedimiento para el disefio de un espejo tipo Fresnel con representacién paramétrica, a partir
del cual se calculard el trazo exacto de rayos considerando una fuente puntual colocada en infinito,
de manera andloga al método desarrollado para un espejo céncavo, obteniendo con esto las expre-
siones de las mdltiples cdusticas producidas por las secciones del espejo tipo Fresnel. Posteriormente
se hard el mismo célculo considerando una cubierta transparente cuasi plana sobre los surcos del es-
pejo, formando con esto una lente reflectora de Fresnel. Finalmente, estos cdlculos se generalizaran

considerando la fuente puntual colocada a una distancia finita a lo largo del eje 6ptico.

2.1 Disefio de un espejo tipo Fresnel

Se considerard a lo largo de este trabajo que el eje Z es paralelo al eje dptico, se define también a Y-Z
como el plano de incidencia. En trabajos previos se han estudiado espejos con forma paramétrica dada
S, la cual es una seccién meridional de una superficie reflejante con simetria de revolucién alrededor
del eje Z y que estd contenida en el plano de incidencia, definiendo el origen del sistema como O,
situado de modo que coincide con el vértice de una superficie madre. Se asume sin pérdida de gene-
ralidad un conjunto de rayos paralelos al eje optico propagandose de izquierda a derecha, cada rayo
estd representado por la altura h respecto del eje Z, formando un frente de onda plano que incide sobre
una superficie curva y que es reflejado por esta superficie, con representacion paramétrica dada de la

siguiente forma

S(r) = (F (1), G (7)), 2.1

definida en el espacio real euclidiano R?, donde las funciones de las componentes de la Ec. (2.1) son

del tipo n-diferenciables, si cumplen ademés que S’(7) # 0, entonces se denominan a este tipo de
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funciones curvas suaves, es decir, son tales que para cada punto las derivadas parciales de cualquier
orden existen, son continuas y estin valuadas biunivocamente. Sea £H el semididmetro de apertura
del espejo, considerando que G (7) estd relacionada directamente con el pardmetro de altura de rayo

incidente h, se deduce que estd definida tnicamente sobre el intervalo G € [—H, H].

Y Y Y
200 200 200

=300 -100 -300 -100 -300 -100

200 200 200

(a) (b) (©)

Fig. 2.1 Trazo exacto de rayos para espejos concavos con distancia focal f = 200 mm, semididmetro H = 250
mm. (a) Espejo cicloidal con @ = 50 mm y b = 91.42 mm. (b) Espejo parabdlico k = —1y R = —400 mm. (c)
Espejo esféricok =0y R = —400 mm.

Considerando la Ec. (2.1) se calcula la cdustica por reflexién en un espejo céncavo como funcion de

sus componentes, obteniendo la siguiente expresion

G- [F7 = G7]
-FTgTT - F’T‘Tg’r)

.G+

2.2)

(2 ye) = (J"+ 2 FG: >

]:TQTT - ]:TTQT

donde F-, G son las primeras derivadas y F,,, G, son las segundas derivadas de las componentes
de la Ec. (2.1). En los ejemplos de la Fig. 2.1 se ilustran las cdusticas representadas en la Ec. (2.2),
producidas por distintos espejos concavos. Para el caso de la Fig. 2.1 (a) se ilustra una superficie

cicloidal con parametrizacién dada por la siguiente funcién [36],

S(r)= <—a (14 cosT),b (7‘ -7 — (Z) sen7’>). (2.3)

Por otro lado, en la Fig. 2.1 (b) se muestra un espejo parabdlico, cuya cdustica se reduce a un punto
cuando la fuente es colocada en infinito, en la Fig. 2.1 (c) se observa la cdustica producida por un

espejo esférico, ambos ejemplos son casos particulares de espejos cénicos, cuya forma queda descrita



2.1 Disefio de un espejo tipo Fresnel 7

como funcién del pardmetro h por la siguiente ecuacién

ch?
S(h Agih?, 2.4
(h) = 14+ 1— (k+1)2R2 Z 2 9

donde ¢ = 1/R, es la curvatura paraxial del espejo, ¢ < 0 para espejos concavos, ¢ > 0 para espejos
convexos y k es la constante de conicidad, la convencién de signos que se empleara a lo largo de este

trabajo es la del libro de Optica de Eugene Hecht [37] mostrada en el Apéndice A.

En la Fig. 2.1 (b) y (c) se especifican estos datos para los dos ejemplos mostrados, asumiendo que
en general para las superficies conicas se tendra que Ag; = 0 para todo ¢, de lo contrario la Ec. (2.4)
describe una superficie asférica, donde A4, Ag, As, ..., Aaoprg son los coeficientes de asfericidad, com-
pletando un polinomio finito con el M-ésimo término de mayor orden, teniendo en la mayoria de los
casos que M < 10, estos coeficientes se utilizan normalmente para reducir aberracién esférica en
lentes asféricas [38—40], en este caso se utilizardn como una simple expresién polinomial para repre-
sentar desde espejos conicos a otro tipo de superficies con cdusticas semejantes a las que se muestran
en la Fig. 2.1 (a). Por lo tanto, para dar la representacién paramétrica de la superficie de un espejo

asférico en el plano Y-Z, se obtiene a partir de la Ec. (2.1) la siguiente expresion

S(h)=(S(h), h), (2.5)

donde se han sustituido F (1) = S(h) y G(1) = h que es precisamente la altura de rayo, cabe
destacar estas igualdades pues nos serdn ttiles al momento de disefiar espejos tipo Fresnel con ciertas

caracteristicas, inducidas a partir del uso de superficies asféricas como referencia.

Considérese un espejo tipo Fresnel con N € 7Z ntimero de secciones por semididmetro, dada una
superficie paramétrica de referencia o también denominada superficie madre como se muestra en la
Fig. 2.2 (a), se pueden calcular las pendientes de las secciones del Fresnel definiendo un conjunto
discreto y ordenado de puntos sobre la curva de referencia definida en la Ec. (2.5), generando una
particion de la superficie madre denotada como S,, = S (7,), paran = 0,..., N con n € Z, donde
Sp representa el vértice de la superficie y Sy es el borde, a partir de estos elementos se devuelve una
aproximacion continua de la curva inicial pero formada por N segmentos de rectas secantes a la curva
y que estdn definidos mediante la relacién de correspondencia entre puntos de la particion, Sp,—1 — S,
paran = 1,...,N. Noétese que si se considera el limite cuando N — o0, los puntos contiguos de la
particion estaran separados por distancias infinitesimales, es decir, los segmentos de recta S,,—1 — S,
tenderdn a ser tangentes a la superficie de referencia en un punto, por lo que la superficie aproximada
estard compuesta por segmentos cuyas tangentes serdn iguales a las de la superficie asférica continua,

obteniendo las mismas propiedades de reflexién.

El conjunto S,, propuesto anteriormente estd expresado como funcién de una sucesién de valores del

pardmetro utilizado en la Ec. (2.1), cuyo n-ésimo término es 7,, para calcular los puntos de la particién
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considérese el caso en que para cada uno de estos valores estd bien definida la siguiente funcién

hw =G (1), donde h, € [0, H CR, (2.6)

donde, la funcién G estd dada por la Ec. (2.1) y mapea los elementos 7,, — hy,, asignando a cada
valor del pardmetro 7,, de la curva, una altura h,, dentro del semididmetro del espejo, generando con
esto el subintervalo de apertura de entrada [h,_1, h,| para el n-ésimo segmento. Si se satisfacen
estas condiciones, dadas las alturas de segmentos h,, se puede calcular a partir de la Ec. (2.6) la
transformacién inversa G~! (hn) = Tn, y sustituyendo estos valores en la Ec. (2.1) se obtienen los
elementos S, de la aproximacién de la superficie. Por otro lado, si se define la condicién de particién
T, = T [F, G] como una funcién que estd en términos de las componentes de la curva, se sustituye esta
expresion en la Ec. (2.6) directamente, esto ocurre por ejemplo cuando se define el seccionamiento de

la curva de referencia por longitud de arco [36].

Y | Espejo
S(7,) Shn | Frepsrfel
************** Reetn g/ B
secante Curva'
h Recta generatriz
n trasladada

S (7o)

Espejo
concavo

S(7)

Segmentos

Sn71 — Sn

\

(a) | (b)

Fig. 2.2 (a) Calculo de la particién 7,, de un espejo céncavo seccionando el semididmetro de apertura en alturas
hy,. (b) Superficie de revolucién obtenida a partir de la curva generatriz E (h).

El calculo presentado anteriormente permite obtener las expresiones para los puntos que delimitan el
n-ésimo segmento S,_1 — S, de la aproximacion a trozos de la superficie madre. Para reducir esta
superficie a un espejo tipo Fresnel se aplica una traslaciéon en direcciéon del eje dptico, manteniendo
invariante la pendiente de cada segmento y fijando cada uno a los que se denominarédn puntos frontales
del espejo Q,, = (24n, Yqn), tales que para cada n se encontrardn colocados sobre la recta z = ¢ con

respecto del eje Y, por lo cual

Zgn =t Ygn =G (Tn), 2.7

por otro lado, sus respectivos puntos posteriores R,, = (2, ¥y, ) deben ser trasladados de modo que la
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recta compuesta por S,,—1 y S, sea paralela a la recta formada por R, y Q,,, resultando las expresiones

de sus coordenadas

Zon =t + [F (tno1) = F (1)]s Yrn =G (Tn1), (2.8)

estos términos cumplen que, 24, < Zrn Y Ygn > Yrn» €sto produce la condicién para un espejo tipo
Fresnel concavo, este método se puede extender para disefiar espejos tipo Fresnel a partir de superficies
convexas. Notese en la Fig. 2.2 (a), que después de la traslacion de los segmentos del espejo tipo
Fresnel, su vértice O se encuentra desplazado una distancia ¢ + ¢y del origen de coordenadas O, y tg
del punto O’ sobre el plano de los Q,,, donde t > 0y tg = F (19) — F (71).

Por lo tanto, la n-ésima seccidn del espejo tipo Fresnel queda descrita mediante el segmento R,, — Q,,
de la recta trasladada que se observa en la Fig. 2.2 (a), cuyo punto inicial corresponde a la zona interna
del surco y el punto final a la cispide del mismo, obteniendo a partir de la Ec. (2.1) la siguiente

identidad para calcular sus pendientes

G (tn) — G (Tn-1) ] _ lyqn - yn] , (2.9)

tanym = [f(rn) — F (1)

an — Zrn

donde tan ~,, representa la pendiente de cada segmento que compone al espejo tipo Fresnel, en conse-
cuencia, a partir de las expresiones para los puntos que fijan la traslacion de las secciones rectas y sus
inclinaciones, se obtiene una funcién continua a trozos que describe la forma espejo tipo Fresnel en el

plano de incidencia como

En(h) = zpn + (h —Yrn), para h € (hp—1,hy), (2.10)

tan v,

donde h es el pardmetro de altura de rayo incidente sobre la superficie reflejante, la Ec. (2.10) es
continua sobre las aperturas de entrada de cada surco, las cuales se han denotado como intervalos
abiertos para asegurar que esta expresion cumple las propiedades de una funcién sobre el dominio
h € [0, H], dejando las cdspides de los surcos como puntos de indeterminacién en la funcién, pues no

se puede definir una tangente al surco en estos puntos cuando se calcule el trazo de rayos.

Dado que la Ec. (2.10) describe la forma del espejo tipo Fresnel en un plano meridional y que es una
superficie con simetria de revolucidn, la expresion para la curva generatriz queda parametrizada de la

siguiente forma

E(h)= (&, (h), h), (2.11)

de modo que la superficie del espejo se puede idealizar como un arreglo de conos truncados que estdn
dispuestos sobre un plano en comtin cuando se define z,, = ¢ y de forma concéntrica alrededor del eje

Z como se muestra en la Fig. 2.2 (b).
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2.2 Seccionamiento por alturas equidistantes de un espejo y trazo exacto

de rayos

El método de disefio de un espejo tipo Fresnel a partir de una superficie de referencia que se desarrollara
en este trabajo [36], serd a través del seccionamiento que resulta al dividir el semididmetro de apertura
en alturas equidistantes h,, como se ilustra en la Fig. 2.3. Considerando la parametrizacién de la
superficie asférica que se muestra en la Ec. (2.5) la cual estd expresada como funcién del parametro
h de altura de rayo incidente, se tiene que de acuerdo con la notacién introducida en la Ec. (2.1), se

identifica la expresién G (h) = h.

De acuerdo con el proceso descrito en la Seccién 2.1, a partir de esta igualdad se infiere de la Ec.
(2.6), que para cada n esta definida la expresién 7,, = hy,, dado que la transformacion 7" corresponde
a la funcién identidad y depende tnicamente de la segunda componente de la superficie, la cual esta
asociada directamente con la altura de rayo. Por lo tanto, la sucesion de particién de la superficie
asférica queda definida directamente como 7,, = en, paran = 1,...,N donde ¢ = H/N es la
longitud de entrada de cada surco, la cual resulta de dividir el semididmetro H del espejo, entre N el
nimero total de secciones por mitad del espejo, las cuales formaran parte del espejo tipo Fresnel como

se observa en la Fig. 2.3.

***** Superficie Y
segmentada
Q,
********** \ L
Ne
ha En
e(n—1)
O/
Z
N N ] _ Espejo
secciones surcos Fresnel

Fig. 2.3 Definicién de la particién de un espejo céncavo seccionando el semididmetro de apertura en N intervalos
equidistantes de longitud €.

Con esto se obtiene la particion S;, de la superficie y como se indica en la Seccién 2.1, la traslacién
de los segmentos S,,—1 — Sy, produce los puntos frontales y posteriores de los surcos del espejo. Sin
pérdida de generalidad podemos sustituir ¢t = 0 en la Ec. (2.7) y la Ec. (2.8), por lo que el nuevo origen

de coordenadas corresponde a O’ = 0", considerando el plano de los puntos frontales z,, = 0 sobre
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el eje Y lo cual nos permitird simplificar el algebra, obteniendo las expresiones siguientes

Q.= (0,en). Ru=(S(eln-1)-S(en).c(n-1)), (2.12)

de donde se deduce directamente ty = —S (), y que Ygn — Yrn = €, sustituyendo las coordenadas
de estas colecciones de puntos en la Ec. (2.9), se obtienen las pendientes de las secciones planas del

espejo como funcién del nimero de surco n

tany, =

[3(571)—;(5 [n—l])]’ (2.13)

sustituyendo este resultado y las coordenadas de los puntos extremos de los surcos en la Ec. (2.10), se

obtiene
SEen)—Sen-1
gn(h) = |2 J[ D]m_gm_uy45@m_3@m_un, (2.14)
Rayo marginal 'i: Y R
N
Rayos incidentes /
On,
H gxn En
h
n-ésimo
on Bn Jn ¢ surco
Eje 6ptico O’ Z / Le
e(n—1)
Rayos .
reflejados Espejo |
Fresnel Vista
aumentada

Fig. 2.4 Pardmetros utilizados en el trazo exacto de rayos para un espejo tipo Fresnel, considerando una fuente
de luz colocada en infinito.

de donde se deduce la expresion para el perfil de un espejo tipo Fresnel para el caso en que se divide el
semididmetro de entrada en alturas equidistantes
S(en)—S8(en—1))

En(h) = . (h—en), para he(eln—1],en), (2.15)

la cual es una funcién continua a trozos respecto del parametro h. Por lo que, si se deriva la Ec. (2.15)
respecto de h se obtiene la expresién &, (h) = 1/tan~,, que es una constante distinta para cada

intervalo de alturas h € (¢[n — 1], en), y representa la pendiente del vector tangente medida en el
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plano de incidencia, entonces para cada seccién plana del espejo estd asociado un vector T, como se
ilustra en la Fig. 2.4.

Sin embargo, para representar analiticamente los planos del espejo se necesita conocer N el vector
normal a cada superficie, por lo que se deducen las inclinaciones de las normales sobre el plano Y-Z,
a partir de la siguiente identidad tan~y, - tand, = —1. Resultando que para el conjunto de rayos
paralelos al eje Optico, que inciden a determinadas alturas pertenecientes al intervalo de apertura del
n-ésimo segmento del espejo, como se observa en la Fig. 2.4. Se satisfacen las igualdades 6,, = §,,
Bn = 26, de donde se deduce que el angulo de reflexién con respecto del eje Z estd dado como

Bn = 2 d,, sustituyendo a partir de la Ec. (2.13) y simplificando adecuadamente se obtiene la expresién

2¢ [S(en)—S(en—1])]
e2—[S(en)—S(en—1)))?

B, = —arctan , (2.16)

por lo tanto, los conjuntos de rayos reflejados que provienen de cada segmento del espejo tipo Fresnel,
se pueden representar como familias paramétricas de rectas que estdn definidas para cada uno de los

intervalos de la funcién a trozos calculados en la Ec. (2.15), obteniendo la siguiente ecuacién

y cos By, — zsenf3, = hcos B, — &, (h) senfB,, para h € (e[n—1], en], 2.17)

donde n € Z, por lo que para cada conjunto de rayos cuyas alturas h se encuentren contenidas en el
intervalo perteneciente al n-ésimo surco, se tendra un conjunto de rayos reflejados que son paralelos

entre si y se propagan a un angulo f3,, con respecto del eje optico.

Rayos incidentes Y [mm] Y [mm] Y [mm)]
3 Puntos
B 200 2 de interseccion Puntos 200
A g de interseccion
=}
g
h 3
Z [mm] b Z [mm] L4 Z [mm]
=250 -100 250 -100 =250 -100
B
A
Rayos hy /o Rayos hy -
-200 -200 -200
(a) (b) (c)

Fig. 2.5 (a) Trazo exacto de rayos para un espejo eliptico prolato k = —0.5, N = 8 surcos por mitad, H = 250
mmy R = —450 mm. (b) Considerando unicamente €l conjunto de rayos h, /o, tales que inciden a la mitad de
cada surco. (c) Conjunto de rayos h;-, que tienden a las ctspides de cada surco.
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Como se ilustra en los trazos exactos de la Fig. 2.5 (a), considerando un espejo tipo Fresnel eliptico
prolato y en la Fig. 2.6 (a), para un espejo hiperbdlico, cuyas superficies estan representadas por la Ec.
(2.15) con sus correspondientes pardmetros, considerando en ambos casos un conjunto de rayos para-
lelos incidentes, compuesto por dos subconjuntos de rayos que se encuentran distribuidos por alturas
equidistantes sobre la apertura del espejo, el primer conjunto se define por los rayos de tipo A que
inciden a las alturas h = (2n — 1)e/2, paran = 1,..., N, los cuales corresponden a los rayos que
inciden a la mitad de cada surco, y estan intercalados con un conjunto especial de rayos tipo B que
inciden a las alturas h — en~, paran = 1,..., N, los cuales corresponden a los rayos cuya altura
tiende por la izquierda hacia el borde de cada surco donde el limite lateral existe y es la cispide Q,
del n-ésimo surco, si se aproxima por la derecha resulta el punto posterior del surco siguiente R, 1.
Evaluando la Ec. (2.17) para calcular los rayos reflejados del conjunto descrito anteriormente por los
rayos tipo A y B, se observa que el haz de rayos reflejados produce zonas en donde existe una mayor
concentracion de luz, de manera andloga a las cdusticas que fueron mostradas para superficies continuas

y suaves en la Fig. 2.1.

Rayos incidentes Y [mm] Y [mm] Y [mm]
=
B 2000\ | | & Rayos hi /s 200 Rayos hi- 200
4 :
£
h 8
Z [mm] Z [mm] % Z [mm]
250 -100 -250 & -250
B ] 1
Puntos de Puntos de
A -200 . — -200 interseccion -200
interseccién
(@) () (©)

Fig. 2.6 (a) Trazo exacto de rayos para un espejo hiperbdlico k = —3.4, N = 8 surcos por mitad, H = 250 mm
y R = —250 mm. (b) Considerando dnicamente el conjunto de rayos h; /5, tales que inciden a la mitad de cada
surco. (c) Conjunto de rayos h; -, que tienden a las cuspides de cada surco.

Con el objetivo de ilustrar este fendmeno, se observa a partir de la vista aumentada de la Fig. 2.4, que
para un rayo incidente sobre determinado surco del espejo, se puede dar una representacion distinta del
parametro h como funcién del nimero de surco n y la altura relativa a la apertura del surco ¢ a la cual

incide el rayo, obteniendo

he=¢[(n—1)+ /] para £ € (0,1), (2.18)

donde ¢ denota la fraccion de la apertura de entrada del n-ésimo surco a la cual incide el rayo hy, por
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lo tanto, la Ec. (2.18) representa un subconjunto del haz incidente total, tal que contiene a todos los
rayos que inciden a determinada fraccion de surco para cada una de las facetas del espejo tipo Fresnel,

asignando con esto Gnicamente un rayo por seccion.

Entonces, retomando los trazos de las Figs. 2.5 y 2.6 (a), se observa que para cada par de rayos
incidentes sobre un sélo surco, como los rayos A y B, no existe interseccion entre sus correspondientes
rayos reflejados ya que son paralelos. Para determinar las aparentes cdusticas del espejo tipo Fresnel, se
tomarén por separado los subconjuntos de rayos incidentes anteriormente mencionados, los cuales se
pueden distinguir mds facilmente mediante el parametro £ definido en la Ec. (2.18), en las Figs. 2.5y
2.6 (b) se ilustran los trazos considerando los rayos que inciden sobre la mitad del surco, para los cuales
¢ =1/2yenlas Figs. 2.5y 2.6 (c) se muestran los trazos correspondientes a los rayos que tienden hacia
las cuspides, tales que £ — 1. En estos casos en que se ha utilizado Ginicamente una familia de rayos
hy determinada, se hacen evidentes las zonas de concentracion de luz que podrian formar una cdustica,
observando los puntos de interseccion entre rayos contiguos dentro de cada conjunto hy se puede inferir
que éstos forman parte de una superficie cdustica, sin embargo, estas intersecciones pertenecen a un
conjunto discreto ya que solo existen para cada n € Z, por lo cual no se puede determinar una céustica

a partir de estos puntos Unicamente, para esto se hardn otras consideraciones.

2.3 Calculo de la caustica de un espejo tipo Fresnel

Como se muestra en los trazos de las Figs. 2.5 y 2.6, y a partir de la discusion anterior, se sabe
que si se relaciona un solo rayo incidente por cada surco del espejo, entonces las intersecciones en-
tre rayos reflejados contiguos parecen describir una curva semejante a los perfiles de las superficies
céusticas mostradas en la Fig. 2.1, ampliamente estudiadas para superficies suaves con representacion
paramétrica dada [5, 9, 41], sin embargo, la Ec. (2.15) que describe un espejo tipo Fresnel no es
una superficie suave ya que & = 0, por lo cual, para calcular su superficie cdustica se propone una

reparametrizacion del problema.

Considérese entonces un subconjunto del haz de rayos incidentes en el espejo, como fue definido en la
Ec. (2.18), tal que para el n-ésimo surco se tendra tnicamente el rayo que incide a la altura hy, para
una ¢ € (0, 1) determinada. Pero la Ec. (2.15) es funcién de h € R definida en intervalos donde n € Z,
por lo que, extendiendo los elementos de la particién a n € R se obtiene un dominio continuo de hy

como funcién de n, sustituyendo apropiadamente para h — hy en la Ec. (2.15), se obtiene

En(n)=(—1)[S(en) —S(c[n—1]), (2.19)

la cual es funcién tnicamente del nimero de surco y estd definida para la sucesion progresiva dada por

n =1,...,N. Por otro lado, en la Ec. (2.17) se describe la familia de rayos reflejados como funcién
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de h, por lo que aplicando el mismo cambio de variable a partir de la Ec. (2.18) se obtiene

y cosfy —zsenf, =c(l+n—1)cosfp, — (L —1)[S(en) — S (e[n—1])] senfy, (2.20)

donde el valor predeterminado de £ indica la altura relativa del rayo reflejado que se estd utilizando por
cada seccion, nétese que Gnicamente se esta considerando a la parte superior del espejo tipo Fresnel,
la parte inferior se obtiene a partir de una rotacién de 7 alrededor del eje Z de las coordenadas de
los puntos Q,, y R,,. Sustituyendo directamente el término 3, de la Ec. (2.16), la Ec. (2.20) se
transforma en una representacion paramétrica de la familia de rayos reflejados como funcién de n. Se
tiene ademads, que la Ec. (2.20) a diferencia de la Ec. (2.17) no es una funcién definida a trozos, por
lo que la delimitacién de los rayos incidentes sobre cada seccidn del espejo queda fijada directamente
por el pardametro ¢, en lugar de tener que definir cada intervalo de apertura de surco, por lo tanto, las
Ec. (2.19) y Ec. (2.20) estan definidas biunivocamente para cada subconjunto de rayos hy, dejando
como unico pardmetro independiente al nimero de surco n, que si se toma ahora como una variable
en R, permite extender los puntos de interseccion entre rayos de un conjunto discreto a una curva con
dominio continuo. Entonces, para obtener la ecuacion paramétrica de la cdustica se utilizard el método
de las envolventes que es una generalizacién del cdlculo de las intersecciones entre rayos reflejados
contiguos, para esto se deriva la Ec. (2.20) respecto del parametro n, agrupando los factores comunes

se obtiene la siguiente expresion

ysenf, +zcosfB, =l —1)[S(en) —S(e[n—1])]cos B + (L +n —1)sens, — W, (2.21)
donde se ha definido,

cos B, — (£ —1) [§'(en) — S (e [n — 1])] senf,

W=e RENED) ’

(2.22)

que estd expresado en términos de la funcion S’ (e n), la cual representa la derivada de primer orden de

la Ec. (2.4) con respecto del pardmetro h y evaluada en la altura de cada surco, obteniendo

M
S’ - cen 572 A0, (en) 2.23
Y ST ; idalen) (2.23)

por otro lado, las funciones trigonométricas involucradas en las Ec. (2.21) y Ec. (2.22), que dependen
del término (3, se pueden reducir a partir de la Ec. (2.16), considerando las siguientes identidades de
composicion de funciones

sen(arctan (x)) = T cos (arctan (z)) = 1 (2.24)

V1422 V1+ 2?2

sustituyendo la Ec. (2.16) en las identidades de la Ec. (2.24) y reduciendo las expresiones resultantes
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se deducen las siguientes funciones trigonométricas

—2¢e [S(en) =S (e[n—1))
24 (S(en) —S (e n—1))

e2 —[S(en) —S(e[n—1])7
€24+ [S(en) —S(e[n—1])7

sen B, = , (2.25)

]2‘| , cos By =

para hacer mds compacta la notacién, se denotardn los siguientes términos que estan expresados en

funcion de la Ec. (2.4), como

AS(n)=S8(en)—S(en—-1]), AS*(n)=[S(en)-S(n—1])7 (2.26)
por lo que, las férmulas presentadas en la Ec. (2.25) se transforman en las siguientes expresiones

2 AS (n)

&2 + AS? (n) (2:27)

senf, = —

[ oot

2 — AS? (n)
2+ ASZ(n)|’

posteriormente, derivando la Ec. (2.16) respecto del pardmetro n, se obtiene la siguiente ecuacién

0bn 2e2 (8" (en) — S (e[n —1)))
- = 515 (2.28)
on e2+[S(en)—S(e[n—1])
donde el siguiente término que estd en funcién de la Ec. (2.23), se puede denotar como
AS' (n) =[S (en) — 8 (e[n —1])], (2.29)

sustituyendo en la Ec. (2.28) los términos definidos en la notacién de las Ec. (2.26) y Ec. (2.29), resulta

la expresion

o6, _
on

(2.30)

22 A8’ (n)
24+ AS*(n) |
entonces, retomando las identidades que se obtuvieron en la Ec. (2.27) y la Ec. (2.30), sustituyendo
posteriormente estos términos en la Ec. (2.22), la expresion se reduce a una forma més explicita como

funcién de n, obteniendo

W = (2.31)

(€2 = AS? (n)] +2¢ (£~ 1) AS' (n) AS (n)
- 2e AS' (n)

finalmente, formando un sistema lineal de dos ecuaciones considerando la Ec. (2.20) y la Ec. (2.21),

se resuelve para las dos incégnitas z y y, reduciendo ambas expresiones resultan

z=—-1) AS (n) — Wcos B,
(2.32)
y=ec¢(l+n—1)—Wsenf,,



2.3 Caélculo de la caustica de un espejo tipo Fresnel 17

redefiniendo las componentes de esta funciéon como z — Z.y y — )., donde el subindice ¢ denota la
caustica de un espejo tipo Fresnel. Sustituyendo en la Ec. (2.32), las identidades de la Ec. (2.27) y el

resultado mostrado en la Ec. (2.31), se obtiene la siguiente expresion

Z.(n) =((—1) AS (n) +

[ A8> ()] +2¢ (- 1) AS' (n) AS (n) [2 — AS? ()]

+ )
26 AS' (n) [¢2 + AS? (n)] (2.33)

AS (n) { [52 — AS? (n)] 126 (£ —1) AS' (n) AS (n)}
e AS’ (n) {62 + AS? (n)}

YVe(n)=e(l+n—-1)—c¢

9

es importante resaltar que esta ecuacidn estd en términos del orden del surco n, por lo que para graficar
la cdustica sobre toda la apertura del espejo se hace sobre el intervalo n € [1, N] C R, donde el
pardmetro N representa el nimero total de surcos definidos en la parte superior del semididmetro del
espejo tipo Fresnel, recordando que H = ¢ N, a partir de este dominio se deduce también el hecho
que para tener un espejo tipo Fresnel bien definido se requiere un minimo de N = 2 surcos por

semididmetro, fijando a su vez el pardmetro de fraccion de la apertura de surco ¢ € (0, 1).

Y [mm] Y [mm]

—/=1/4 —(=1/4
(=1/2 20 e=1/2 =

—=3/4 X —0=3/4 X
—{— 15 b —{—1" b

Z [mm]
2300 2300

Causticas i
(a) (b)

Fig. 2.7 Cdusticas para espejos c6nicos, considerando H = 250 mm, N = 15 surcos por mitad y radio de
curvatura paraxial R = —400 mm. (a) Espejo tipo Fresnel k = 1. (b) Fresnel eliptico oblato k = 0.5.

En las Figs. 2.7, 2.8 y 2.9, se muestran ejemplos de espejos conicos tipo Fresnel, se comparan las
formas de las cdusticas producidas por los subconjuntos de rayos hy /4, hy/2, h3sq 'y hy- graficando

la Ec. (2.33) para cada caso, fijando los pardmetros de las superficies de referencia con semididmetro
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de apertura de entrada H = 250 mm y radio de curvatura paraxial R = —400 mm, resultando con
estoun F'# = R/H = 0.8, para cada espejo. En estos trazos podemos ver claramente que variando
los parametros de disefio se puede modificar el tamafio de la caustica, lo que da como resultado un

concentrador mas eficiente conforme se reducen las dimensiones de las causticas.

Y [mm] Y [mm]
—(=1/4 —0=1/4
¢=1/2 29 e=1/2 209
— (=34 x — =34
—{— 1" b —{— 1% b
Z [mm)] Z [mm]
-300 -300

Causticas Causticas

-200
(a) (b)
Fig. 2.8 Cdusticas para espejos c6nicos, considerando H = 250 mm, N = 15 surcos por mitad y radio de
curvatura paraxial R = —400 mm. (a) Fresnel esférico & = 0. (b) Fresnel eliptico prolato k = —0.5.
Y [mm] Y [mm)]
—¢=1/4 —(=1/4
¢=1/2 200 £=1/2 2
—(=3/4 —(=3/4
) )
—{ =10 b —l— 1" b
Z [mm] / Z [mm]
-300 -100 -300 -100
Causticas / Céusticas i
-200 -200
(a) (b)

Fig. 2.9 Cdusticas para espejos cOnicos, considerando H = 250 mm, N = 15 surcos por mitad y radio de
curvatura paraxial R = —400 mm. (a) Fresnel parabdlico k = —1. (b) Fresnel hiperbdlico &k = —1.5.

En esta seccion se ha obtenido la representacién paramétrica de la cdustica para cada familia de rayos

he, con £ € (0,1), sin embargo, como se observa en los trazos de rayos para distintos espejos, la
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cdustica cuando £ — 17 es la envolvente de los rayos exteriores, por lo cual las demds familias de
rayos pasan siempre por dentro de esta cdustica, ademads la Ec. (2.33) estd definida para el caso limite
cuando ¢ = 1, en las siguientes secciones se estudiard esta cdustica para obtener algunas propiedades

importantes de espejo tipo Fresnel, teniendo en cuenta que se trata de un caso limite.

2.3.1 Pérdidas por reflexion en un espejo tipo Fresnel

Notese que en los trazos de rayos mostrados en las Figs. 2.7, 2.8 y 2.9, para ciertos subconjuntos hy
sus correspondientes familias de rayos reflejados inciden en algunos casos sobre las barreras internas
formadas por los surcos del espejo, dado que los conjuntos reflejados por cada seccidn del espejo estdn
conformados por rayos paralelos entre si, se deduce que para la n-ésima seccién deberd existir una
fraccion de apertura critica /., a partir de la cual para los subconjuntos de rayos incidentes hy tales que

£ < L.y, sus correspondientes rayos reflejados incidan sobre la barrera del surco de orden n — 1.

Y . Y [mm]
H, | A- T . . 200}
1E£ cn B > : 3 “#77
N }

H Qn—l §

hen R,

Bn VA
A
Rayos
reflejados % C
(a) (b)

Fig. 2.10 (a) Diagrama para calcular la fraccién de surco critica ¢.,,. (b) Ejemplo de zonas de obstruccién de
luz para un espejo tipo Fresnel esférico & = 0, considerando N = 8 surcos por semididmetro, H = 250 mm,
R=-372mmy n; = 0.6990.

Para determinar la fraccion de surco critica /., considérese el diagrama mostrado en la Fig. 2.10 (a),

sea el rayo C' que incide paralelo al eje optico del sistema a una altura dada por

hen =€ (ben, + 1 — 1), (2.34)

el cual, de acuerdo con la Ec. (2.18) incide sobre el n-ésimo surco del espejo tipo Fresnel. Entonces,
su correspondiente rayo reflejado se propaga formando un dngulo (3, con el eje Z, tal que intersecta
con el surco anterior de orden n — 1, exactamente en el punto frontal del segmento representado como
Qn—1 = (0, (n —1)). Por lo que, en la Ec. (2.20) de rayo reflejado para h.,, dado por la Ec. (2.34),
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sustituyendo las coordenadas de QQ,,—; como el punto final del rayo reflejado, se tiene que z = 0y

y =€ (n — 1), de donde se obtiene la siguiente expresion

e(n—1)cosBn=clen +n—1)cos By — (ben, — 1) [S(en) — S (e[n — 1])] senf,, (2.35)

resolviendo para £.,, y sustituyendo apropiadamente las expresiones dadas por la Ec. (2.27) para (3, se

deduce la férmula

2AS? (n)

=_—— 7 2.36
€2 + AS? (n)’ (2:30)

cn
que representa la fraccion de surco a partir de la cual, los rayos hy que contribuyen a la concentracién

eficiente, son tales que £ € (4., , 1). Sustituyendo este resultado en la Ec. (2.34) se obtiene

(2.37)

2 _ 2
hmzelne AS (n)]’

£2 + AS% (n)

que representa el infimo de altura por surco, para la cual se tendrdn rayos reflejados hacia afuera de
la superficie del espejo tipo Fresnel, como funcién del nimero de surco n. Es decir, para los rayos

incidentes tales que h € (hep, e n), los rayos se reflejan sobrepasando las barreras del espejo.

Lo anterior se ilustra en la Fig. 2.10 (b), donde los intervalos de apertura de entrada de los surcos del
espejo, denotados como (A, € n), representan un haz de rayos paralelos tipo A dibujados en verde,
los cuales se reflejan hacia la parte negativa del eje Z, contrario a lo que sucede con los rayos tipo B en
rojo, que inciden sobre las barreras del espejo en la parte positiva del eje Z. A partir de esto se deducen

las expresiones para calcular las aperturas de reflexion sin obstruccién, como

2 — AS? (n)

Hy=(en—he) = | 520
(En=hen) =€ 5 AT ()

], para n=2,..., N, (2.38)

nétese que las caras centrales del espejo no tienen obstruccion producida por las barreras, se tiene
entonces para el caso n = 1, que h¢, = 0, por lo que la apertura qtil del primer surco es H; = ¢,
es decir, la longitud total del surco. Considerando las aperturas calculadas en la Ec. (2.38) se puede

calcular la apertura total del espejo que es eficientemente reflejada, obteniendo

2 — AS? (n) 239)
22+ ASZ(n)]| )’ '

N
He:£<1+z

n=2

donde, H. denota la apertura eficiente del espejo tipo Fresnel. Considerando esta expresion, se puede

cuantificar el porcentaje que representa H. respecto de la apertura total del espejo, definiendo la efi-
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ciencia ideal del espejo como

H 1 N

n=2

2 — AS?(n) (2.40)
24+ AS ()| )’ '

donde 0 < ny < 1, denota el porcentaje de la apertura total de entrada de un espejo tipo Fresnel que se
refleja libremente hacia el lado negativo del eje optico.

Esta expresion es util desde un punto de vista tedrico, del hecho que estd dada en términos de los
pardmetros de la superficie de referencia S (n), por otro lado, en la practica es de mayor utilidad
representar las alturas criticas en términos de los dngulos de inclinacién de los surcos, dados por la Ec.
(2.13), sustituyendo en la Ec. (2.37) se obtiene
n+

hen =€ (2.41)

1 — tan?y,
1+ tan?y, |’

a partir de esta expresion se deduce una forma alternativa de la eficiencia dada en la Ec. (2.40), como

1 — tan?y, (2.42)
1+ tan?y, | /)’ )

1 N
Uf:N<1_Z

n=2

esta expresion, al igual que la Ec. (2.40) es funcién explicitamente de los pardmetros de disefio del
espejo tipo Fresnel, en estas funciones se han considerado tnicamente las pérdidas por reflexién sobre
las barreras del espejo cuando incide un haz de rayos paralelos, dando como resultado la cota maxima
de eficiencia para un espejo, despreciando pérdidas por otros fenémenos, tales como los coeficientes

de Fresnel para los distintos estados de polarizacién, defectos de construccién, entre otros.

Y [mm] _ _ Y [mm]
RTO< RTO{— = X N
20 F, A ‘ 3 209‘§

—T T

Z [mm] )
-300 =100 -300

] . ~
-200/,
RTO/ %{ RTO<

(@) (®)

Fig. 2.11 Ejemplos de zonas de obstruccién de luz para espejos tipo Fresnel, considerando N = 8 surcos por
semididmetro. (a) Causticas para un Fresnel eliptico oblato k = 0.5, H = 250 mm y R = —372 mm. (b) Zonas
de obstruccion del espejo, ny = 0.6495.
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En la Fig. 2.11 se ilustra el ejemplo de un espejo tipo Fresnel particularmente ineficiente, pues la
fraccién de pérdida por reflexion en el dltimo surco es de .y > 1, es decir, el surco refleja totalmente
la luz hacia la barrera, produciendo un surco con reflexién totalmente obstruida (RTO). En la expresién
de hy dada en la Ec. (2.18), se defini6 el pardmetro ¢ € (0, 1), sin embargo, la Ec. (2.36) para calcular
L., no es una funcién acotada, por lo que se podrian producir soluciones sin sentido a la hora de calcular
las alturas criticas como en el caso del espejo eliptico mostrado en este ejemplo.

Para acotar las soluciones de las alturas criticas en el intervalo /., € (0, 1), nétese que en el trazo de
rayos mostrado en la Fig. 2.11 (a), las causticas calculadas para los distintos subconjuntos h intersectan
con el eje Y que coincide con los bordes externos de la superficie del espejo. De manera andloga a
lo que sucede cuando la cdustica por refraccion intersecta con la superficie de una lente, la altura
para la cual se produce esta interseccién se denomina altura critica, y a partir de dicha altura se tiene
reflexion total interna (RTI) [40]. Un fenémeno equivalente se produce para un espejo tipo Fresnel,
como se determiné anteriormente, si £ < £, entonces los rayos h, serdn obstruidos por las barreras,
cuando ¢ < 1 es una condicion suficiente para asegurar que para fracciones menores ¢ los rayos seran
obstruidos, por lo que, la interseccién de su correspondiente cdustica con el eje Y, determina el surco
a partir del cual ya no habra contribucion del conjunto h, en el haz de rayos reflejados.

Sin embargo, cuando £ — 17, la condicién se vuelve necesaria y suficiente, ya que no existen familias
de rayos que incidan a fracciones de surco mayores, por lo que la interseccién de la cdustica corres-
pondiente a los rayos h{— con el eje 'Y determina el nimero de surco a partir del cual se tendrd RTO,
entonces se deduce a partir de esta n la altura critica de un espejo tipo Fresnel. Para calcular los puntos
de interseccién representados en la Fig. 2.11 (a) como Fy, considérese la Ec. (2.33) de la cdustica, a

partir de la cual se fija la condicién Z. (n) = 0, obteniendo la siguiente expresion

[ - As? (n)]2 +de (—1) AS' (n) AS (n) =0, (2.43)

la cual se resuelve para un valor n € R, obteniendo la relacion m — 1 < n < m, param € N. Es
entonces a partir del m-ésimo surco que la familia de rayos h; se reflejara siempre sobre las barreras

del espejo. Reduciendo la Ec. (2.43) para el caso limite en que ¢ = 1, se obtiene la siguiente férmula

[S(n) =8 (n—1)% =¢2, (2.44)

donde, de la Ec. (2.4) los términos relacionados a los coeficientes de asfericidad se pueden reescribir

utilizando notacién binomial como

M M M , , ‘
W (n) =" Asilen)™ = >~ Asile (n = )] = 3 Agis [n% — (n - 1)*] =
=2 =2 1=2
(2.45)

M 2 .
' ) 7 (27,)' (_1)p+1n2i_p
i=2 i—2 =1 p! (2i —p)!

9
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sustituyendo este término en la Ec. (2.44) se obtiene la siguiente expresion

en?e? c(n—1)% 9

+Wi(n =e”, (2.46)
L+ 1= (k+1)2me)®  1+/1— (k+1)e2(n — 1)%2 "

resolviendo esta ecuacién para n, se obtiene la altura critica del espejo tipo Fresnel, dada por la férmula

hee = Y (n). Un caso especialmente sencillo de esta ecuacion se da para un espejo parabélico con

k= —1y Ay; = 0, para el cual la solucion se reduce a la expresion
ne &~ I e-R
- 2ce 2e

donde, R es el radio de curvatura paraxial y la parte entera de n + 1 denota el niimero de surco a partir
del cual se tendrd RTO.

2.3.2 Circulo de minima confusion para un espejo tipo Fresnel

En trabajos previos se establece el concepto de Circulo de Minima Confusién, por su siglas en inglés
CLC, Circle of Least Confusion [38], definido como el plano en donde se concentra la totalidad de
los rayos reflejados o refractados por un elemento 6ptico y que tiene el didmetro minimo, también es
denominado este plano como el mejor foco. Tradicionalmente se hace intersectando el rayo marginal
de la parte de abajo de la superficie, con la cdustica, sin embargo, en este trabajo se realizard este
célculo intersectando el rayo marginal inferior con un rayo arbitrario que proviene de la parte superior
del espejo tipo Fresnel. Considerando entonces al rayo reflejado arbitrario que proviene de la parte

positiva del espejo tipo Fresnel, de la Ec. (2.17) se deduce que su ecuacién puede escribirse como
2¢S8(n)
=—|—7—|-(L-1)S(n)+ec(n+L-1), 247

por otro lado, para el rayo que incide desde abajo, el cual no necesariamente debe ser el marginal en el

caso del espejo tipo Fresnel, se tiene para el n/-ésimo surco que

_ [ 28 (n)

i) (DS ) el 48

para el rayo que incide a la fraccién ¢ € (0, 1), resolviendo para z y y se obtienen las expresiones

—1)r, T+ —-1)r, ol +®+n) I, T,
2 [T S (n) + Ty, S (n)]

Zeje = ; (2.49)

(2.50)

e(l—1)AS() T —e(l —1)AS (n) T, + ¢ [nAS (n) T, —n'AS (n) F_,}

Vel = T, S(n)+T,,8(n)
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donde se han definido los términos,

i [52 + AS? (n)} , TE = [52 + AS? (n’)} : (2.51)

n

sustituyendo, z — Z.. Yy — V.. como las coordenadas de la interseccion entre rayos, donde V..
es el radio del CLC y Z. representa su ubicacion sobre el eje dptico Z. Sin embargo, se deduce que
el CLC se calcula para el caso limite £ = 1 cuando se consideran los rayos que provienen de la parte
superior y ¢/ = {., la fraccién de surco critica para el rayo de la parte inferior, dado por la Ec. (2.36),
por lo que estas ecuaciones se pueden reducir a las siguientes expresiones

(e —1) T, Th + (0 +n) T, T,

Zc [ )
! 9 [Fﬁ S (n/) N F;, S (n)} (2.52)

e [nAS () Ty = W'AS (n) T,y | = & (len = 1) AS (n) T},

Yeie = — L (2.53)
e Iy Sn)+TI,,S(n)
finalmente, los términos V. (n,n’) se calculan para los valores n,n’ = 1,..., N, entre los cuales se
determina el maximo, para obtener el CLC como se muestra en los ejemplos de la Fig. 2.12.
Y [mm] Y [mm]
Rayo inferior Rayo inferior
00 00
CLC CLC
/
g
y
S 2]
Céustica
(a) (b)

Fig. 2.12 Considerando N = 10 surcos, H = 250 mmy R = —450 mm. (a) CLC para un espejo parabélico tipo
Fresnel k = —1. (b) CLC para un espejo con k = —0.5, Ay = 10712, Ag = —0.5x 10716y Ag = 0.3 x 10718,

En el caso del espejo parabdlico mostrado en la Fig. 2.12 (a), se obtiene que V.. = 31.72 mm,
Zee = —175.46 mm, el maximo se alcanza cuando n = 6 y el rayo inferior que corresponde al

caso n’ = N, el cual funciona de manera andloga al del rayo marginal cuando se tienen superficies
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continuas. Para el espejo de la Fig. 2.12 (b), V.. = 20.92 mm, Z,. = —193.70 mm, se obtiene el

mdximo cuando n = 4y el rayo inferior proviene del surco n’ = 9, es decir, del pendltimo surco.

2.3.3 Reparametrizacion de la caustica de un espejo tipo Fresnel

Como se muestra en la Ec. (2.19), la forma paramétrica de un espejo tipo Fresnel es proporcional a la

funcién AS (n) mediante una constante, por lo que sustituyendo en la Ec. (2.33) se obtiene

ZC (n) :Eh (TL) +

(20— 1)2 — &2 (m)]" 200 1) & () & (n) [2(0 — 1) — 2 ()]
2(£-1) &), (n) [2(6 = 1) + & ()] L 254

_l’_

&) {[2 -1 - )] +2- 1’8, (n) & ()}
(€=1) & () [2(6—1)* + €2 (n)]

YVe(n)=e(l+n—-1)—c¢

)

la cual es una representacion de la cdustica expresada inicamente en términos de la Ec. (2.19) y su

derivada de primer orden respecto de n, dada por la siguiente expresion

En(n)=e(l—1)[S8"(en) -8 (e[n—1))], (2.55)

la Ec. (2.33) es equivalente a la Ec. (2.54), ambas estdn definidas sobre el dominio n € [1, N] C R,
pero en el caso de la segunda expresion, al estar en términos de la representacion del Fresnel como una
funcién del nimero de surco, se tiene bien definido el comportamiento de un rayo que incide sobre cada
seccién plana, lo cual no sucede en los bordes del surco, ya que las cispides no permiten determinar
de manera tnica la tangente a la superficie y con esto predecir la reflexion del rayo. Por lo que, en la
Ec. (2.54) se indetermina la funcién cuando se evalda para el caso en que £ = 1, es decir, nos brinda
informacién de las limitaciones fisicas para las cuales es valido nuestro modelo de célculo de cdusticas,
que contiene unicamente a las familias de rayos tales que ¢ € (0, 1), mostrando con esto que la cdustica
correspondiente al valor £ = 1 es un caso limite que puede ser calculado mediante la Ec. (2.33),
que nos ha sido qtil para definir ciertas propiedades de los espejos tipo Fresnel. Para simplificar el
razonamiento anterior se expresoé a la variable de altura de rayo i como funcién del nimero de surco n,
por lo que la Ec. (2.54) se puede reparametrizar mediante el cambio de variable definido anteriormente
he = € ({ +n — 1), donde hy representa un subconjunto del pardmetro de altura respecto el eje Y,
pero este subconjunto estd determinado por los pardmetros n y £, asi que por simplicidad se denotara

como hy — h. Entonces, aplicando la reparametrizacién a la Ec. (2.19) se obtiene

(W)= -1)[Sh-cll—1])—S(h—e0), (2.56)
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calculando la derivada de primer orden respecto del parametro h, resulta la expresion

E(h)y=(-1)[S'(h—e[t—1]) -8 (h—e0)], (2.57)

aplicando el cambio de variable en la Ec. (2.54), se transforma en una expresion que estd en términos
de las Ec. (2.56) y Ec. (2.57), simplificando la ecuacién resultante se obtiene la siguiente funcion

paramétrica

(20— 12 &g ()] + 22 (€ 1) & () & (h) [2(0 — 1) — €2 ()]

+ )
26 (0= 1) & (h) [2(L = 1)° + & (h)] (2.58)

En () {[2(0 =1~ & ()] +22 (£ = 1)’} (h) & ()}
e (L=1)&) (h) [2(0— 1) + & ()]

Vo(h)=h—¢

)

que estd definida en el intervalo h € [¢¢,H + ¢ (¢ —1)] C R, mostrando con esto que derivar con
respecto al orden del surco n, es equivalente a derivar respecto a la altura de rayo h, pero la primera

simplifica el procedimiento al momento de definir los subconjuntos de rayos incidentes hy.

Y [mm] Y [mm]
—(=1/4 —(=1/4
e=1/2 200 e=1/2 2%
—0=3/4 —0=3/4
\
—{—1- b —l—1 b
Z [mm] Z [mm]
-300 -100 -300 100
Causticas / Causticas ;
-200 -200
(a) (b)

Fig. 2.13 Cé4usticas para espejos tipo Fresnel, considerando H = 250 mm, R = —400 mm y N = 15 surcos
por mitad. (a) Para un espejo hiperbdlico & = —2.75. (b) Considerando un espejo con constante de conicidad
k = —0.5 y coeficientes polinomiales A4 = —1 x 10712, Ag = —0.5 x 10716, Ag = 0.3 x 10718,

En esta seccion se presentan ejemplos distintos de cdusticas para espejos con coeficientes A; # 0, los
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cuales tienen zonas de concentracién de distintas formas a los espejos cénicos, en la Fig. 2.13 (a) se
observa un espejo hiperbdlico con reduccién en su caustica, en la Fig. 2.13 (b) es un espejo tipo Fresnel
que simula la concentracién de un espejo cicloidal como el de la Fig. 2.1 (¢). En tanto, en la Fig. 2.14

se observan versiones de este tipo de cdusticas para espejos con diferentes dimensiones.

Y [mm] Y [mm)]
—0=1/4 —0=1/4
L=1/2 (=1/2 200
—(=3/4 —(=3/4
/ 50} / x
—{— 1"
Z [mm] Z [mm]
-300 -100
50 7 Causticas /
-200
(a) (b)

Fig. 2.14 Cédusticas para espejos con N = 15 surcos por mitad. (a) Considerando H = 100 mm, R = —160
mm, k = —16 y con coeficientes polinomiales Ay = —1.8 x 1078, A = —1.8 x 107, Ag = 1.35 x 1071°,
(b) Considerando H = 250 mm, R = —300 mm, k = —5 y coeficientes polinomiales Ag = —0.1 x 1078,

2.4 Calculo de la distancia focal de un espejo tipo Fresnel

Como se observa en los esquemas de la Fig. 2.15, para cada subconjunto de rayos hy existe un punto
para el cual los rayos reflejados provenientes de la parte central del espejo convergen, en el estudio
de dptica paraxial en espejos esféricos a este punto se le denomina foco paraxial del espejo, el cual se
encuentra situado a una distancia f = R/2 del vértice del espejo, donde R es el radio de curvatura
medido en el centro de la superficie, definido en la Ec. (2.4). Por otro lado, cuando se estudian
espejos cuya forma estd dada paramétricamente, se puede mostrar que la distancia focal corresponde a
la ctispide de su superficie cdustica y es igual a la mitad del radio de curvatura medido en el centro del
espejo.

Sin embargo, en el caso particular de los espejos tipo Fresnel, no se tiene definida la funcién paramétrica
sobre el vértice del espejo, dado que los surcos centrales se contraponen y su interseccion es un punto
indefinido, por lo que no se puede calcular el radio de curvatura paraxial del espejo tipo Fresnel, pero la
superficie de referencia si tiene asociado un radio de curvatura paraxial, por lo que se deben hacer otras
consideraciones para el calculo de la distancia focal de un espejo tipo Fresnel. Como se puede observar

en los trazos de rayos de la Fig. 2.15, la interseccion entre el par de rayos reflejados provenientes
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de los primeros dos surcos del espejo para cualquier subconjunto hy, coincide con la cispide de su
correspondiente caustica descrita por la Ec. (2.33), por lo que se puede evaluar en el infimo del dominio
de la cdustica, para calcular la distancia respecto el eje Z entre el borde frontal del espejo y la ctspide
en cada caso ¢, obteniendo la expresiéon f; = Z.(n = 1), entonces, sustituyendo apropiadamente y

desarrollando el dlgebra correspondiente se obtiene la siguiente expresion

€2 — &2 (6)]2 B 2628 (e)

_2e7oE) (2.59)
2c8 (¢) [2 + 82 (e)] 24 8% (e)]’

fi=A(E)+(—-1)B(), con A=

donde ¢ es un término constante, ya que el tamafio de surco estd determinado por la apertura de entrada
H y por el nimero N de surcos por semididametro con el que se disefia el espejo. La funciones Ay B

representan distancias sobre el eje dptico.

Y

fi/3 fi/2

200 | 200 | 200
Rayos hy/3 Rayos hy /o Rayos hy-

-300 -100 -300 -100 -300 v -100

Cuspide de Cuspide de Cuspide de
la caustica la caustica la caustica
t=1/3 200 t=1/2 200 t=1 200
(a) (b) (c)

Fig. 2.15 Cdusticas para un espejo hiperbdlico con k¥ = —1.75, N = 8 surcos por mitad, H = 250 mm y
R = —500 mm. (a) Para el conjunto de rayos paralelos que inciden a alturas k3, a un tercio de la apertura de
cada surco. (b) Para el conjunto de rayos h, /o, exactamente a la mitad de cada surco. (c) Para €l conjunto de
rayos hi-, que tienden hacia los bordes de cada surco.

Se deduce a partir de la Ec. (2.59), que para un espejo tipo Fresnel con todos sus parametros dados, al
ser € una constante, entonces los términos A, B < 0 serdn también constantes, por lo que, al calcular las
distancias a las cdspides de las cdusticas para ¢ € [0, 1], se tendrd una distribucién de distancias lineal,
cuyo maximo valor para | f;| se alcanza en el caso limite £ = 1. Entonces, de la Ec. (2.59) se obtendrian
multiples distancias focales para un espejo en particular, pero para definir una tnica distancia para un
espejo tipo Fresnel se observa primero la grafica de la Fig. 2.16 (a), donde se hace variar el término
¢ = H/N, para distintos N nimero de surcos y considerando un semididmetro fijo de H = 225 mm.

Entonces, a partir de las gréficas de los términos .A y B para espejos con constantes de conicidad k = 1
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y k = —5 entre los cuales se encuentran los casos de espejos mds utilizados, se deduce que |B| < |A|,
ademads de que el término B tiende rapidamente a cero conforme el nimero de surcos es N > 10, en
tanto A ~ R/2. Por otro lado, observando las grificas de la Fig. 2.16 (b) se deduce que para el caso
limite ¢ = 1, la funcién f, converge mds rdpidamente al valor f = R/2 para espejos con N < 10 que
en los otros casos, para un amplio intervalo de constantes de conicidad, como sucede en Optica paraxial

para superficies continuas y suaves.

-200

o Nes
‘ ‘ ‘ 225
-150

—r=1

-200

=1/2

| —t=0

-250 -250 D : ‘
50 100 ¢ [mm)]

(b)

Fig. 2.16 Considerando espejos tipo Fresnel c6nicos, con semididmetro H = 220 mm y radio de curvatura
paraxial R = —450 mm. (a) Gréfica de los términos A (¢) y B (g), para cénicas con k = 1y k = —5, como
funciones del ancho de surco ¢ = H/N. (b) Gréficas de la funcién f, respecto el ancho de surco &.

De la discusién anterior se infiere que, si se desea establecer una relacion entre el funcionamiento de un
espejo concavo y su andlogo en Fresnel, entonces la definicién més apropiada que induce a definir una
distancia focal en un espejo tipo Fresnel se obtiene a partir de la Ec. (2.59) para el caso limite ¢ = 1,
con esto la expresion anterior se reduce dnicamente a f; = A (¢). Por lo tanto, sustituyendo en esta

expresion las Ec. (2.4) y Ec. (2.23) se obtiene la siguiente férmula

5(©) [2s (@) + 1%~ (e + (s @) + 1 )]
2(5(6) + 1 (ce? + Vs (€)) [2(6 &) + D2+ (e 4 (5(0) + D U]

fi=

Y

(2.60)

M M
donde, s(g) = \/1 —(k+1)c%e2, U; = ZAQiEQi, V; = Z 2i Ag;c®,
i—2 i—2

hasta este punto no se ha realizado ninguna aproximacién para determinar f7, del cdlculo de la caustica

y fijando algunas inferencias se ha determinado que la Ec. (2.60) es la definicién més apropiada para
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definir una distancia focal para un espejo tipo Fresnel, la cual depende de los pardmetros de disefio
como son la curvatura paraxial, constante de conicidad y los coeficientes polinomiales agrupados en
los términos U;, V;, la distancia focal es un concepto paraxial y en el caso de superficies asféricas
continuas y suaves, los coeficientes As; no influyen en la distancia focal, contrario a los espejos tipo
Fresnel que incluyen pardmetros adicionales de la superficie madre esto se debe a que como se mostré
en la seccion de disefo, la pendiente de la recta secante a la curva de referencia dependerd de todos sus
pardametros, contrario a lo que sucede con las superficies aféricas en las que los coeficientes As; no son

relevantes numéricamente en la regién paraxial.

-160 -198.5

-199.0
-180

-199.5

2200 |- 2200.0 ket

-200.5
-220 — Conica
P ‘ Asférica ‘ —k=-50
o ‘ ‘ -201.0 ‘ ‘ ‘ ‘ .
50 100 150 5 10 15 20 25
€ [mm] ¢ [mm]
(a) (b)

Fig. 2.17 Espejos tipo Fresnel con semididmetro de apertura de H = 250 mm y con radio de curvatura paraxial
R = —400 mm. (a) Se grafica la funcién f; de la Ec. (2.60) respecto del ancho de surco ¢, variando el nimero
N de surcos por semididmetro. Para espejos cénicos con constantes de conicidad k£ determinada y agregando
coeficientes polinomiales: Ay, = 10710, Ag = 1071* y Ag = 107'8. (b) Vista aumentada de las graficas del
inciso (a) para espejos con N > 10, con curvas continuas para espejos conicos y curvas punteadas considerando
los coeficientes Aoy;.

Sin embargo, se puede deducir un razonamiento anilogo para espejos tipo Fresnel, cominmente los
coeficientes de asfericidad son del orden As; ~ 10~ (21+2) cuando el semididmetro H ~ 10' mm [38,
40], considérese el caso de un espejo asférico con radio de curvatura R = —400 mm y semididmetro
de H = 250 mm, se observa que los coeficientes polinomiales como se ha mostrado en los trazos de
rayos de las secciones anteriores, se encuentran entre los ordenes de magnitud de Ag; ~ 10~2(2+1)
por otro lado, el tamafio de surco para un espejo tipo Fresnel con N = 2, secciones por semididmetro,
serd proporcional al orden de magnitud ¢ ~ 102 mm, entonces los términos de las series U, V; de la
Ec. (2.60), tendrdn dimensiones maximas del orden de ~ 10~2 mm, esto es considerando el minimo de

surcos posible. En la préctica son méds comunes los espejos con N > 10 secciones por semididmetro,
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para los cuales se tendra que los términos asociados a los coeficientes de asfericidad U;, V;, son del

orden de magnitud de ~ 10~* mm.

Tabla 2.1 Distancias f; para espejos cénicos, considerando la Ec. (2.60).

k=50 k=-25k=-15[k=-10]k=-05]|k=00] k=05
Distancia f; [mm)]

2 [ 12500 | -221.69 | -199.95 | -190.63 | -185.82 | -180.89 | -175.83 | -170.65

8333 | -210.25 [ -199.99 | -19574 | -193.58 | -191.40 | -189.20 | -186.97

50.00 | -203.82 | -199.99 | -19845 | -197.67 | -196.89 | -196.10 | -195.31

10 | 2500 | -200.97 [ 20000 | -199.61 | -199.42 | -199.22 | -199.02 | -198.83

50 | 500 | -200.04 | -200.00 | -199.99 | -199.98 | -199.97 | -199.96 | -199.95

N | ¢ [mm)]

Tabla 2.2 Distancias f; con As; # 0, considerando la Ec. (2.60) y los coeficientes polinomiales indicados en la
Fig. 2.17.

k=-50]k=-25[k=-15[k=-10]k=-05]|k=00] k=05
Distancia f; [mm)]

12500 | -224.10 | -201.93 | -19244 [ -187.54 | -182.53 | -177.39 | -172.12

3 | 8333 | 21049 | 20021 | -19595 | -193.79 | -191.60 | -189.39 | -187.16

50.00 | -203.89 | 20006 | -198.51 [ -197.73 | -196.95 | -196.16 | -195.37

10 | 2500 | -200.99 [ 20002 | -199.63 | -199.43 | -199.24 | -199.04 | -198.85

50 | 500 | -200.04 | -200.00 | -199.99 | -199.99 | -199.97 | -199.96 | -199.95

N | & [mm]

Comparando los datos presentados en Tabla 2.1 y Tabla 2.2 para las distancias f; de espejos conicos con
N = 2, se observa que el valor de f; para sus correspondientes espejos asféricos difiere apenas en un
1%, y estas diferencias entre los valores de f; para espejos conicos y asféricos se reducen rapidamente
conforme se incrementa el nimero de surcos, para espejos con N > 10 la diferencia es menor al 0.5%,
por lo que los coeficientes de asfericidad son los pardmetros que menos influyen en el calculo de la
distancia focal de manera andloga a la superficies continuas, entonces, considerando U; = V; = Oen la

Ec. (2.60) y reduciendo los términos restantes se obtiene la siguiente férmula

1 1+k(1+\/1—(1+k)c262) 21— (1 + k) 22 )

fi=—-— 2, (2.61)
= 21+ VI-(T+Fk) 0282)2 224 (14 /1= (1+F) 0252)2

nétese que esta expresion es una aproximacion paraxial para un espejo asférico, pero en el caso de
espejos conicos donde Ay; = 0, esta expresion se deduce directamente de la Ec. (2.60) sin ninguna
aproximacién. A partir del andlisis anterior se obtuvo una expresion reducida de la distancia fi, que
se define del eje Y a la cudspide de la cdustica en el caso limite £ = 1, sin embargo, para calcular

la distancia focal del espejo se debe considerar a partir del vértice del espejo tipo Fresnel, de la Ec.
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(2.12) para los puntos que definen los surcos del espejo, se tiene que el vértice del espejo esta dado por
R; = (-8 (¢) , 0), agregando esta distancia S (¢) < 0 a f; dado por la Ec. (2.61), se obtiene

1 k—1 21— (1 + k) 22
_ L n vi-(+k)ce Slee®, 6
2 |2(1+/T=(T+k)2) 222 + (14 /T= (1 + k) %)

f

donde ¢ = 1/R es la curvatura paraxial y & la constante de conicidad, a partir de esta expresién y con
base en el andlisis anterior, estos pardmetros de la superficie de referencia son los que influyen en el
calculo de la distancia focal f para un espejo tipo Fresnel. Considerando el limite cuando N — oo,
se tiene que ¢ — 0, evaluando la Ec. (2.62) se reduce a f = R/2, como en el caso de un espejo
concavo. Es decir, conforme se aumenta el nimero de surcos de un espejo tipo Fresnel, se describira

un comportamiento similar al de un espejo continuo.

Z [mm] Z [mm)]
9 7 5 3 L 160
-198 — k=10
g — k=05
180 k= 0.0
k=-05
/O k=-1.0
E ~ 12200 k=-1.5
k=-25
k=-30
—k=-35
2220 —k=-4.0
-202 —k=-45
/ S 1 —k=-5.0
g 50 100 150
€ [mm]
(a) (b)

Fig. 2.18 Considerando un espejo tipo Fresnel con H = 250 mm y R = —400 mm. (a) Se grafican las funciones
f1y f con respecto de la variable k, para N = 10 surcos. (b) Se grafica la funcién f de la Ec. (2.62) respecto
del ancho de surco e = H/N, variando el nimero N de surcos por semididmetro.

Como se muestra en la Fig. 2.18 (a), la constante de conicidad k es un factor determinante en el cilculo
de la distancia focal f, y existe un valor de k para el que se reduce a la expresion para Optica paraxial

f = R/2, reduciendo la Ec. (2.62) para este caso se tiene que

:IC4
+ 4

c?e? 3c%e? o 17 c2e?
k° +
4 2

- 1) k24 (6 22 4) k4 (4 2e? 3) — 0, (2.63)
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resolviendo este polinomio para el caso mostrado en la Fig. 2.18 (a), se tiene que £k = —0.9980. A
partir de la Ec. (2.63) se deduce que, conforme ¢ — 0, se tiene que & — —1, es decir que para un
espejo tipo Fresnel parabdlico la funcién f se aproxima mejor al valor R /2, para distintos [N, como se
observa en la Fig. 2.18 (b).

k=-5 k=-3 k=-2 k=-1 H
= Plano \ _
k=1
focal
2254 -225.0 -224.6 !
B Z
-400
k=—4
Causticas
, Vista aumentada
% espejos
R -200%
2
(a)
Plano | /k =1 200
focal =
R
L Z
2400 Ty 0 O
Causticas ‘
‘ Vista aumentada
Plano | espejos
focal |
! E ‘\\
5 -200 B

(b)

Fig. 2.19 Cdusticas para espejos tipo Fresnel cénicos con distintas constantes de conicidad k, semididmetro de
H = 225 mm y radio de curvatura paraxial R = 450 mm. (a) Para N = 12 surcos. (b) Para N = 250 surcos.

En la Fig. 2.19 se observa como las cispides de las cdusticas para distintas k, convergen hacia el plano

R/2 conforme se incrementa el nimero de surcos del espejo tipo Fresnel.
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2.5 Calculo de la caustica de una lente reflectora tipo Fresnel

Considérese un espejo tipo Fresnel, definido a partir del método descrito en la Seccion 2.2, cuya re-
presentacion paramétrica estd dada por la Ec. (2.19), con semididmetro de apertura H, N nimero de
surcos por mitad, radio de curvatura paraxial R, constante de conicidad k y coeficientes As; dados,
la construccién de este espejo a partir de una superficie de referencia se ilustra en la Fig. 2.20, para
formar lo que se conoce como una lente reflectora tipo Fresnel [42], el espejo se cementa en contacto
intimo con una placa transparente de indice de refraccidn n; para una longitud de onda predefinida, que

se encuentra inmersa en un medio con indice de refracciéon n, < n;.

Y
Lente PC— Lente z=0 Zqn = tr
RF Placa
,,,,,,,,,,,,,,,,, transparente
R, P
En )
e(n-1) M
23
Z o (’)’/i
Vista
N aumentada
Superficie | Sreos "
reflectora Espejo
tipo Fresnel
En (n)

Fig. 2.20 Definici6n de la particién de la lente por alturas iguales, acoplada con un espejo de perfil complemen-
tario.

Esta placa es disefiada a partir de una lente plano-convexa como se muestra en la Fig. 2.20, considérese
una lente con grosor ¢’ cuya sagita estd dada en términos de la Ec. (2.4) por la expresion t' + S (h),
implementando el método de seccionamiento de una superficie de referencia se obtiene la siguiente

expresion para la forma de la placa

T (n) =t + & (n), (2.64)

donde, ¢, es el grosor minimo de la placa medido sobre el eje Optico, contrario a lo que sucede con ¢/
que denota el grosor maximo en el caso de una superficie continua y &, estd dada por la Ec. (2.19), la
cual es a su vez la representacion del espejo con el que estd en contacto, produciendo el equivalente a
una lente plano-convexa pero con la segunda cara reflectiva, en este caso las coordenadas de los puntos
que definen los surcos de la lente reflectora se deducen de la Ec. (2.7) y la Ec. (2.8), donde se sustituye

t = t,, fijando el plano de los puntos frontales en z,, = t, y definiendo el origen de coordenadas en
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0", obteniendo la siguientes expresiones

Q.= (tr.en), Ru=(t+SER-1)-S(En)]e(n-1)), (2.65)

es decir, que los surcos definidos en la Ec. (2.12) se han trasladado una distancia t,., haciendo coincidir

la cara plana de la lente reflectora tipo Fresnel con z = 0.

T 1Y
Rayo marginal \

I
?

Rayos incidentes

Eje optico

AN Puntos de

Placa

A interseccion
transparente

Rayos

reflejados | B Espejo
C

tipo Fresnel

Fig. 2.21 Pardmetros involucrados en el trazo de rayos y célculo de las cdusticas, mediante las intersecciones
del rayo Bcon Ay C.

El procedimiento del célculo de trazo de rayos para la lente reflectora es analogo al que fue presentado
en la Seccidn 2.2 para el espejo tipo Fresnel, considerando la familia de rayos que inciden a las alturas
he = e[(n—1)+ /], paraun ¢ € (0,1), propagandose de izquierda a derecha, paralelos al eje Z, al
pasar por la cara plana z = 0 no se desviarén, por lo que inciden sobre la segunda cara de la placa dada
por la Ec. (2.64) a la misma altura hy, donde los rayos se reflejan a un angulo 5, = 2 4,, dado por la

Ec. (2.16), obteniendo la ecuacién paramétrica de rayo reflejado presentada en la Ec. (2.20).

El rayo reflejado por la superficie del espejo tipo Fresnel se propaga de vuelta hacia la cara plana dada
por z = 0, intersectando a una altura y;, sustituyendo estas condiciones en la Ec. (2.20) se obtiene la

siguiente expresion

2e AS (n) [tr + (£ —1) AS (n)]
e2 — AS? (n) ’

y(n)=e(l+n—-1)+ (2.66)

entonces el angulo 3, es el de incidencia en la interfase plana, por lo que se deduce a partir de la ley de

Snell que n; sen 5, = n, sen By, por lo que a partir de la Ec. (2.16) se obtiene la expresion para [,
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el angulo de refraccion del rayo saliendo de la placa como

(2.67)

Bt :arcsen[ 2en; AS (n) ]

Ng [52 + AS? (n)}

de donde se deduce la expresion para el rayo que se refracta fuera de la lente reflectora tipo Fresnel,

con representacion paramétrica

Y €08 B — zsenfin = yr €08 P, (2.68)

utilizando el método desarrollado en la Seccién 2.3 para obtener la ecuacion de la cdustica, se deriva la

Ec. (2.68) con respecto de n y reduciendo apropiadamente se obtiene la siguiente expresién

Yy Senﬁtn + 2 cos ﬁtn = Yt senﬁtn — Wt, (269)

donde se ha definido el término,

(2.70)

W, = [(8yt/8n) cos Bm}’

(‘wm/@n

a partir de la Ec. (2.67), se deducen las siguientes identidades

\/ng [82 + AS? (n)}2 — 4n2e2AS? (n)
na [e2+AS? (n)]

2n;e AS (n)

2.71)
|2+ AS? (n)]

senfly, = — ; €OS By =
Ng

derivando la Ec. (2.67) y la Ec. (2.66) con respecto de n, se obtienen las expresiones

9Bin 2e2n;AS’ (n) [AS2 (n) — 52}

on

|22+ A8 (n)] \/ng |22+ A8 (n)] ! 4n2e2A8? (n)’
(2.72)

oy 280 [HAS () {t7« [52 1 AS? (n)] +e2(0— 1) AS? (n)}

on

e+

)

2 - 28> (n)]”

sustituyendo estas relaciones en la Ec. (2.70), y reduciendo la expresion resultante en términos del
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factor AS (n) dado por la Ec. (2.26) se obtiene

2
n2 [52 + AS? (n)} — 4n2e?AS? (n)
Wt = 3 X
2engn; S (n) [AS2 (n) — 52}

(2.73)
X Hg? +AS? (n)}2 +2e8 (n) [te 2+ AS2 ()] +62 (£ 1) AS (n)H ,
finalmente, resolviendo para z y y del sistema formado por Ec. (2.68) y Ec. (2.69) se obtiene
Zie = =W cos Bin,
(2.74)

Vie =yt — Wi senBi,,

se hace la sustituciéon z — Z;. y y — Vi, donde el subindice tc denota la cdustica de una lente
reflectora tipo Fresnel. Es importante resaltar el hecho que esta ecuacion estd en términos del orden del
surco, por lo que para graficar la cdustica sobre toda la apertura del espejo se hace sobre el intervalo
n e [1,N] CR.

Y [mm)] Y [mm)]
—t=1/4
e=1/2
150 150
—¢=3/4
—(—1"
Z [mm] Z [mm]
-300
Causticas
-150 -150
(@) (b)

Fig. 2.22 Trazo de rayos y cdusticas para lentes reflectoras de Fresnel. (a) Lente reflectora hiperbélica tipo
Fresnel con k = —10, R = —300 mm, ¢, = 5 mm, n; = 1.49 y N = 15. (b) Lente reflectora con £k = —0.5,
Ay =—-1x10""2, 46 =05x 10716 A3 =03 x 1078, R = —600 mm, t, = 5mm, n; = 1.49y N = 15.

Calculando la pendiente del rayo refractado por la lente reflectora tipo Fresnel, a partir de la Ec. (2.67)

se obtiene una forma alternativa para el 4ngulo de refraccién
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2en; AS (n)
\/n?1 (54 + AS? (n)) +2 (n2 —2n?) e2A8? (n)

B, = arctan

evaluando esta expresion para el caso en que n; = n, se recupera la Ec. (2.16) y considerando adi-
cionalmente ¢, = 0 la Ec. (2.73) se reduce al término VV de la Ec. (2.21), es decir, cuando el material
de la placa es el mismo que el del medio incidente se reducen las ecuaciones de la lente reflectora a las

del espejo tipo Fresnel como se espera.

2.6 Calculo de la caustica para un espejo tipo Fresnel con fuente puntual

Considerando la superficie de un espejo tipo Fresnel descrita por la Ec. (2.19), se desarrolla ahora el
caso para una fuente puntual de luz colocada a una distancia s/, = s, + t( del vértice O del espejo, a lo

largo del eje Z. Para cada rayo incidente sobre el espejo se asigna un dngulo

5(””—1)] (2.75)

o = arctan
So

donde, s, es la distancia de la fuente al origen de coordenadas O’ y sustituyendo la Ec. (2.18) para hy
la altura de rayo con respecto al eje Y, se calculan a partir de estos dngulos, los subconjuntos de rayos

que inciden sobre determinada fraccién del surco, como se muestra en la Fig. 2.23.

/N
Fuente
puntual 7 ey
Tn
N
Z
Espejo tipo H
Rayos interseccion " Fresnel
reflejados B
g Rayo marginal

So

Fig. 2.23 Pardmetros involucrados en el trazo de rayos para un espejo tipo Fresnel considerando una fuente
puntual y célculo de las cdusticas, mediante las intersecciones del rayo A con By C.

Calculando entonces la interseccién del rayo incidente con el perfil del espejo tipo Fresnel, denotado
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como P, = (24, y4+) se obtienen las expresiones

B [S(en) — S (e [n—1])]
z4(n) = s (£ —1) [so—(€+n—1) [S(en)—S (e [n—l])]]’

(2.76)

so —n[S(en) -8 (e [n—1])] }7

yr(n) =e (L+n—1) Lo—(un—l)[s(en)—é‘(e [ —1])]

a partir del diagrama mostrado en la Fig. 2.23 se deducen las siguientes igualdades ,, = 0,y + @,
Ban = 0y + 0, de donde se obtiene el dngulo de reflexién con respecto del eje Z, Bon = 20, + «,
sustituyendo adecuadamente la Ec. (2.75) se obtiene su expresion como funcién del nimero n de surco

como

25,6 AS () £ (C+n —1) [AS? (n) - 2]
s0 |AS? (n) = 2] + 282 (L 40— 1) AS ()

Ban = arctan , (2.77)

donde, si se calcula el limite cuando s, — oo se reduce a la Ec. (2.16). Considerando la Ec. (2.77),
se obtiene la siguiente representacion paramétrica de la familia de rayos reflejados por el espejo tipo

Fresnel

Yy cos Ban — 2senfBan = Y1 (n) €08 Ban — 24 (1) senBan, (2.78)

derivando la Ec. (2.20) con respecto del pardmetro n y reduciendo apropiadamente se obtiene

2 €08 Ban + ysenfan = 24 (n) cos Ban + Yt (n) senfBan — Wa, (2.79)

donde se ha definido,

(6y+/an) COS 5om B (aZJr/an) Senﬂom
(0Ban/On)

a partir de la Ec. (2.77), se obtienen las siguientes identidades y su derivada con respecto de n

Wy =

250 A8 (n) + (L+n—1) [ = AS? (n)]
senfBon = —€ )

{52 + AS? (n)] \/sg +e2(0+n—1)>

s0 (2= AS? (n)) =22 ((+ 1 — 1) AS (n)

(2.80)
[+ 28> ()] /52 + 2( +n — 1)

€08 fan =

9

9Ban So (52 + AS? (n)) +2¢ (sg +e2(l+n— 1)2> AS' (n)

on _ © {52 + AS? (n)} (3(2) +e2(l+n— 1)2)
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por otro lado, derivando la Ec. (2.76) y reduciendo adecuadamente resultan las siguientes expresiones

on

92y [so(t=1) (305 AS' (n) + AS? (n))
(s — (L +n—1) AS (n))? ’

2.81)

dyy [sg—so(€+2n—1)A8(n)+505A8'(n)+(€+n—1)2A82(n)1
on ° (0 — ((+n—1) AS (n))? ’

finalmente, resolviendo para z, y de las Ec. (2.78) y Ec. (2.79) y reduciendo apropiadamente se pueden

expresar como

Zac (n) = Z4 (n) - Wa COS Bana
(2.82)
Vac (1) = y4+ (n) — Wasenfan,

denotando z — Z,. V y — Yae. Donde el subindice ac denota la cdustica de un espejo de Fresnel
considerando una fuente puntual colocada a una distancia s,. Es importante resaltar el hecho que esta
ecuacion estd en términos del orden del surco, por lo que para graficar la cdustica sobre toda la apertura
del espejo se hace sobre el intervalo n € [1, N| C R.

Y Y
= —~=1/4
-200 % 00
Causticas ) —(=3/4
reales / —{— 1"
-400 400 Z -500 -200 Z
/ Céusticas
900 virtuales 00
Causticas
reales
———— .
(a) (b)
Fig. 2.24 Trazo de rayos y cdusticas para un espejo tipo Fresnel eliptico oblato con: k& = 0.5, R = —500 mm,

semididmetro [/ = 300 mm y N = 15 surcos. (a) Considerando una distancia a la fuente puntual de s, = 100
mm. (b) Con una distancia a la fuente de s, = 580 mm.
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2.7 Calculo de la caustica para una lente reflectora Fresnel con fuente

puntual

Considerando una lente reflectora de Fresnel como fue descrita en la Fig. 2.20, con la interfase lente-
espejo representada por la Ec. (2.64), se estudia ahora el caso para una fuente puntual colocada a lo
largo del eje Gptico Z, a una distancia s, = s, + t, + to del vértice de la superficie de contacto entre el
recubrimiento transparente y el espejo tipo Fresnel, donde ¢,. es el grosor minimo de la placa de indice

de refraccion n; y t( la distancia del vértice del espejo al punto O'.

T 1Y
Rayo marginal - n-€simo
- surco
Rayos // N
Fuente lnCidenteS// — //;/ /Bt'n,l ?@1
puntual // I B
— al —1 ",
__ _— n
///4 /Ta f\ﬁtn:} Jn Bino Ys
/ " 7
Eje optico 0 Z p ”ﬁ}f/
) Espejo .
/ Fresnel Vista
Rayo aumentada
reflejado
So

Fig. 2.25 Pardmetros involucrados en el trazo de rayos para una lente reflectora tipo Fresnel considerando una
fuente puntual.

A cada rayo incidente en la lente reflectora se le asigna un dngulo « dado por la Ec. (2.75). La altura
derayo h = e (n + £ — 1), respecto el eje Y se mide sobre la primera superficie de la lente, por lo que
el punto incidente sobre la cara plana de la cubierta de plastico tendra las coordenadas z; = 0, y; = h.
En este punto, el rayo incidente se refracta hacia la cara reflectora, por lo que el dngulo de la primera

refraccion se calcula mediante la ley de Snell obteniendo la siguiente expresion

Bin1 = arcsen Kn“) sen (arctan {a(ﬁ—i—n—l)})]’ (2.83)

% So
implementando las identidades de la Ec. (2.24), y calculando la pendiente del rayo refractado por la

primera superficie, la Ec. (2.83) se puede expresar como

nge (L+mn—1)
st (o — ) 2+ n - 1)?

Bin1 = arctan , (2.84)
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para hacer mas compactas las ecuaciones siguientes, se denotara el término del denominador como

7 (n) = \/n2sd + (nF ) (4 n - 1), @2:85)

: —

el rayo producido por la refraccion se extiende hasta la interfase lente-espejo, calculando el punto de

incidencia sobre el espejo mediante las siguientes expresiones

[natr ((+n—1) + ({=1) 0 ()] AS (n)
ng(L+n—1)AS(n) —o(n)

z9 (n) =t, — , (2.86)

o (n) = e(l+n—1)[ng (nAS (n) —t,;) — o (n)]
ng (0 +n—1)AS (n) — o (n) ’

(2.87)

denotan los puntos sobre la superficie del espejo de Fresnel donde inciden los rayos provenientes de
la primera superficie de la cubierta de pléstico que inciden a un dngulo «, se satisfacen las siguientes
igualdades 0, = Bin1 + 0s,,, Y Bin2 = 20, — Bin1, sustituyendo adecuadamente se obtiene esta

expresion como funcién del nimero de surco como

2e0 (n) AS (n) + nqe (0 +n —1) {52 — AS? (n)}
Bin2 = — arctan , (2.88)
o(n) {82 — AS? (n)} —2n4e2 (L+n—1)AS (n)
derivando esta expresion respecto de n, se obtiene
0Bima 22 [s2 4+ h2] o (n) AS' (n) + engs? [52 + AS? (n)} .59
on [52+ h3] o (n) [e2 + AS? (n)] ’ '
por otro lado, de la Ec. (2.88) se deduce la derivada de tan S;,2, reduciendo se obtiene
0
an [tan Bina] =
2.2 2 2 2 2 (2 2 (2.90)
—en? [£2 4+ AS? (n)] (22 [s2 + hF] o0 () AS' (n) + nas? |2 + AS? (n)] )
2 )
o (n) [0 (n) [e2 = AS? (n)] — 20482 (£ 41— 1) AS (n)]
por otro lado, derivando las Ec. (2.86) y Ec. (2.87) se obtienen las expresiones siguientes
0z _
on
(2.91)

nan?s2AS (n) [(€ — 1) AS (n) + t,] + e0? (n) [nat he +e (£ — 1) o (n)] AS' (n)
o (n) [naheAS (n) — eo (n)]?

)
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s _ am»k%zmy+m%ﬂggyM+fmAgvﬂ}+
on o (n) [naheAS (n) — eo (n)]2

(2.92)
| M [heo? (n) [(£ — 1) AS’ (n) — 2AS (n)] + en2s2[(£ — 1) AS (n) + t,]]
o (n) [naheAS (n) — eo (n))?

El rayo que es reflejado por la interfase lente-espejo se propaga de nuevo hacia la cara plana de la
cubierta transparente, incidiendo a un dngulo 5,2 respecto de la normal, de nuevo el punto de inter-
seccion se encuentra sobre el plano z3 = 0, por lo que la altura respecto el eje Y se calcula mediante

la siguiente expresion

y3 (n) = y2 (n) — [22 (n)] tan Bipa, (2.93)

derivando esta expresion respecto de n, se obtiene la siguiente férmula

Oys _ 0w [ (02 9
an ~ dn Kan> tan Sz + o7 [tan Bima] 22 (n) |, (2.94)

donde, los términos que incluyen derivadas estdn dados por la Ec. (2.92), Ec. (2.91) y la Ec. (2.90).
Entonces, la superficie plana de la cubierta de pléstico refracta hacia el exterior el rayo reflejado, por lo
que se utiliza la ley de Snell para calcular el dngulo de rayo refractado por segunda vez, obteniendo la

siguiente expresion

Bin3g = arcsen K?) senﬂmg] , (2.95)

a

reduciendo mediante las identidades de la Ec. (2.24), se obtiene

tan Btn?) =

2e0 (n) AS (n) + nahy {52 —AS? (n)} (2.96)

)

\/n?1 [h? + 2] [52 + AS? (n)}2 - {260’ (n) AS (n) + nghy {52 — AS? (n)”2

a partir de esta expresion, se deducen las siguientes identidades trigonométricas

2e0 (n) AS (n) + nghy {52 — AS? (n)}

senfip3 = — ; (2.97)

a2 + 53] [ + A8 ()]
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cos Bin3 =

2 2 2.
ng (13 + 2] [e2 + AS> ()] — [260 (n) AS (n) + nahe [ — AS> (n)]] (2.98)
2 I
n2 [h2 + 53] [£2 + AS? (n)]
derivando la Ec. (2.96) respecto del pardmetro n, se obtiene la siguiente expresion
OBins € [25nathS (n)—o(n [52 — AS? (n)”
= X
on (7 + 520 (n)
(2.99)
g2 {52 + AS? (n)} +2e0 (n) [h2 + 2] AS' (n)
X 9y
2 2
\/ng [h? + s2] {52 + AS? (n)} — [250 (n) AS (n) + nghy [52 — AS? (n)”
a partir de la cual se calcula la siguiente ecuacién
en? (62 + AS? (n)] [2enaheAS (n) — o (n) [ — AS® ()]
+— tan B3 = X
on o (n)
(2.100)

ngs2 {52 + AS? (n)] + 2e0 (n) [h2 + s2] AS' (n)

31

<\/ng [h? + 2] [82 + AS? (n)}2 - {250 (n) AS (n) + nghy {52 — AS? (n)”2>

a partir de las Ec. (2.97) y Ec. (2.98) se determina la siguiente ecuacién paramétrica de la familia de

rayos reflejados por la lente reflectora tipo Fresnel

Y €08 Buns — 25e0Bn3 = y3 (n) €08 Buns, (2.101)

derivando la Eq. (2.101) respecto de n y reduciendo apropiadamente se obtiene

% COoS Btn?) +y Sen/Btn?) =Y3 (n) SenﬁtnS - Wtom (2102)

donde se ha definido

dys (n) /On } 7 (2.103)

Wia =003 55 o o
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finalmente, resolviendo para z, y de las Ec. (2.101) y Ec. (2.102) y reduciendo apropiadamente se

pueden expresar como

Ztac (TL) = _Wta Ccos ﬁtn?n
(2.104)

ytoec (Tl) =UYs3 (n) - Wtasenﬁtn?n
denotando z — Zinc V ¥ — Viae- Donde el subindice tac denota la cdustica de una lente reflectora de
Fresnel considerando una fuente puntual colocada a una distancia s/. Es importante resaltar el hecho
que esta ecuacion estd en términos del orden del surco, por lo que para graficar la cdustica sobre toda
la apertura del espejo se hace sobre el intervalo n € [1, N| C R.

‘ Y
Causticas

reales

-400
Causticas
virtuales
Fig. 2.26 Trazo de rayos y cdusticas para un espejo tipo Fresnel eliptico oblato con: k& = 0.5, R = —500 mm,

semididametro H = 300 mm, ¢, = 5 mm, n;, = 1.5 y N = 15 surcos. Considerando una distancia a la fuente
puntual de s, = 100 mm.






Capitulo 3

Diseno de pantallas nulas para espejos
tipo Fresnel

A lo largo de este capitulo se desarrollard un método de prueba por pantallas nulas para un espejo
tipo Fresnel, implementando el formalismo mostrado en la seccidn anterior, a partir de las ecuaciones
obtenidas para representar paramétricamente un espejo tipo Fresnel y el trazo de rayos considerando
una fuente puntual, se calculardn los patrones nulos conformados por los contornos que delimitan las
regiones de soluciones por cada surco, obteniendo la representacién de los contornos de estas dreas de

forma paramétrica.

3.1 Zonas de obstruccion en un espejo tipo Fresnel considerando una

fuente puntual

En el capitulo anterior se calculé la eficiencia por reflexién en un espejo tipo Fresnel, considerando
una fuente puntual colocada en infinito. En esta seccién se procedera de manera anéloga, calculando
en este caso las zonas de obstruccién producidas por una fuente puntual colocada a una distancia
sl = to + S, medida a partir del vértice O de un espejo tipo Fresnel a lo largo del eje 6ptico, donde
to es el desplazamiento del vértice del espejo con respecto al origen y s, es la distancia de la fuente al
origen de coordenadas O’ como se muestra en la Fig. 3.1. Considerando este arreglo, se observa una
apertura angular para la cual se tiene un haz de rayos reflejados libremente, delimitados entre los rayos
Ay B, donde el rayo A representa el rayo marginal del n-ésimo surco y el rayo B representa el limite
inferior de la apertura angular para la cual los rayos son reflejados libremente hacia afuera del espejo.

Para determinar el dngulo critico al que incide el correspondiente rayo B, para cada surco como funcién
de n, se considera la Ec. (2.75) que representa el dngulo de emisién, donde se define la fraccién de
apertura de surco ¢, para la cual se tendra que el rayo que es emitido al dngulo ., proveniente de
la fuente puntual, es tal que incide dentro de la apertura del n-ésimo surco, de modo que su corres-

pondiente rayo reflejado intersecta con la cispide del surco anterior, representada por el punto Q,,—1,
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como se ilustra en el diagrama de la Fig. 3.1.

So Y
Q Pcn
Apertura ’
\ angular telan
Rayos incidentes Qn—1 R,
/ /amaa: O’ Z
Fuente . 21
puntual Rayo marginal Espejo tipo_ |
Fresnel
A/ B |
Rayos reflejados

Fig. 3.1 Cdlculo de los dngulos criticos «.,, por cada surco del espejo, para determinar la apertura angular de
reflexion efectiva hacia afuera del espejo tipo Fresnel.

Por lo tanto, a partir de la Ec. (2.78) de rayo reflejado implementada en el caso correspondiente al rayo
B, que incide al angulo «.,, se sustituyen las coordenadas del punto Q,,_1, que esta contenido en el
rayo reflejado, tal que z = 0, y = € (n — 1), sustituyendo en la ecuacién de rayo reflejado se obtiene

la siguiente expresion

e(n—1) =yt (n) — z4+ (n) tan Ban, (3.1)

donde, las expresiones para Suon, Y+ (n) y 2+ (n), estdn dadas por las Ec. (2.77) y Ec. (2.76), susti-

tuyendo en la Ec. (3.1) y simplificando, se deduce la expresién

e(n—1)[so— (lan +n—1)AS (n)] =€ (bon +n — 1) [, — n AS (n)] +

S0 (ban — 1) AS (n) [2 S0E AS (n) + & (bom + 1 — 1) [52 — AS? (n)”

+
502 = AS? ()] = 262 (lan + 1 — 1) AS (n)

)

(3.2)

reduciendo esta expresion a su forma polinomial en términos de £, se obtiene una ecuacién cuadratica

de la forma,

A(n) €%, + B (n)lon +C (n) =0, (3.3)
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con sus coeficientes dados por las siguientes expresiones,

A(n) = 262A8? (n) = 5, AS (n) [ + AS? (n)], (3.4)

B(n) =4¢? (n — 1) AS? (n) +

3.5)
+50 [[s0 = (n = 1) AS (n)] [¢2 + AS? (n)] = 248 (n) [¢* — AS? (n)] ],
C(n) =2AS8*(n) {62(71, —1)? — 33} —28,(n—1) AS (n) [52 — AS? (n)}, (3.6)
resolviendo la Ec. (3.3) para ¢,,,, se obtiene la siguiente expresion
o — —B(n)++/B2%(n)—4A(n) C(n) 3.7)

2A(n) ’
a partir de las Ec. (3.2), Ec. (3.5) y Ec. (3.6), se puede representar el discriminante de la ecuacién

anterior como sigue

/B2 (n) — 4A(n) C (n) = s, %+ AS? (n)]

5o — (n+1)AS (n)

; (3.8)

sin embargo, de la definicién dada en la Ec. (2.26) se tiene que el término AS (n) < 0, por lo
cual la expresidon que estd dentro del valor absoluto es siempre positiva, sustituyendo este resultado

apropiadamente en la Ec. (3.7), se deduce la siguiente expresién

2[e2(n—1) + s, AS (n)] AS (n)
S0 {82 + AS? (n)} —2e2AS8 (n) 7

ban = 3.9)
que representa la fracciéon de surco a partir de la cual los rayos provenientes de una fuente puntual
colocada a una distancia s, que son reflejados por el n-ésimo surco, tales que ¢, < ¢, se propagan
libremente hacia afuera del espejo. Por lo tanto, por definicién del pardmetro ¢ se deduce que los
rayos incidentes sobre el n-ésimo surco, tales que se encuentran en el intervalo de apertura angular

a € (Qen, i), donde los limites estdn dados por las siguientes expresiones,

e (2482 (n) + (n—1) [2 + AS* (n)])
S0 {52 + AS? (n)} —2e2AS (n)

: (3.10)

En
o, = arctan [] ,  Oep = arctan
So

son los conjuntos de rayos que se reflejan hacia afuera del espejo tipo Fresnel sin ser obstruidos por las
barreras entre los surcos. Calculando el limite de la Ec. (3.9) cuando s, — o0, la expresion se reduce

ala Ec. (2.36), que representa la altura critica para una fuente colocada en infinito.
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De manera andloga al capitulo anterior, se pueden cuantificar la pérdidas de iluminacién para una fuente
puntual que emite en todas direcciones y es colocada sobre el eje dptico a una distancia s, del espejo
tipo Fresnel. Sustituyendo el resultado de la Ec. (3.9) en la Ec. (2.34) para la altura critica del n-ésimo

surco, se obtiene

2ne2AS (n) — s, [52 — AS? (n)}
han =€ |n — , para n=2,..., N, (3.11)
26208 (n) = 5, |2 + AS? (n)]

donde, h,,, denota la ordenada del punto P.,, que corresponde a la interseccidn entre el rayo critico y la
superficie del espejo tipo Fresnel, ilustrado en la Fig. 3.1. A partir de esto, se deducen las expresiones

para las aperturas de reflexion sin obstruccién para cada surco, obteniendo

2ne2AS (n) — s, [52 —AS? (n)]
Hyp=(en—han) =¢ , para n=2,...,N, (3.12)
2e2AS8 (n) — s, {52 + AS? (n)}

nétese que en las caras centrales del espejo no existe barrera, por lo que para el caso n = 1, se tiene

que h,1 = 0, entonces la apertura de reflexion sin obstruccion en el primer surco es de H,; = €.

. §Y
|
)
X |

Z [mm]

[mm]

Fig. 3.2 Ejemplo de zonas de obstruccién de luz para un espejo esférico tipo Fresnel, con k = 0, radio de
curvatura R = —400 mm, considerando N = 8 surcos por semidiametro de H = 250 mm, con una eficiencia de
Nas = 0.8477, para una fuente colocada a s, = 800 mm.

Para calcular el porcentaje de apertura eficiente de un espejo tipo Fresnel, se compara la apertura total

de entrada de la superficie, con la suma de las aperturas dadas por la Ec. (3.12), obteniendo

1 N [2ne2AS (n) — s, [52 — AS? (n)}
Naf = 77 1+

, (3.13)
N = | 252A8 () — s, [52 +AS? (n)]
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donde 0 < 74 < 1, de manera andloga al resultado mostrado en la seccién anterior, este coeficiente
denota la eficiencia del espejo tipo Fresnel considerando el caso de una fuente puntual colocada a una
distancia s, sobre el eje optico. En las Figs. 3.2 y 3.3, se muestran ejemplos para espejos conicos tipo
Fresnel, donde se calcula la eficiencia en cada caso. En la siguiente seccion, se calcula el trazo inverso
de este sistema, de donde se pueden concluir resultados mas fuertes y mediante este procedimiento

proponer una prueba para espejos tipo Fresnel.

-800
Fig. 3.3 Ejemplo de zonas de obstruccién de luz para un espejo parabdlico tipo Fresnel, con k¥ = —1, radio de
curvatura R = —400 mm, considerando N = 8 surcos por semididmetro de H = 250 mm, con una eficiencia de

Nay = 0.8872, para una fuente colocada a s, = 800 mm.

3.1.1 Zonas de iluminacion de un espejo tipo Fresnel sobre un colector cilindrico

Considérese el arreglo propuesto anteriormente en la Fig. 2.23, para una fuente puntual situada a una
distancia s/, del vértice de un espejo tipo Fresnel, pero ahora se coloca un colector de luz cilindrico de
modo que su eje de simetria coincide con el eje Optico, con radio de grosor r.; y longitud total L.;;.
En secciones anteriores se calcularon las ecuaciones para el trazo de rayos en este tipo de sistemas
opticos, a partir de este desarrollo se planteardn las expresiones que permitan mapear puntos que estan
en un plano y que pasan a través de la fuente puntual, fijando una correspondencia con los rayos que se
emiten de este punto y son reflejados por el espejo hacia el cilindro. En la Fig. 3.4 se muestra un plano
meridional del sistema, donde se han prolongado los rayos emitidos de la fuente puntual hacia un plano
de longitud [/ y que se encuentra colocado a una distancia a del punto O, entonces, para el rayo que se

propaga a un angulo «, se calcula la altura de interseccidn con la pantalla respecto al eje Y, como

p (o) = atana, (3.14)

donde, tan o = hy/s, estd dado por la Ec. (2.75), y determina la altura hy a la cual incide el rayo dentro
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de la apertura del espejo. Entonces, para proyectar una circunferencia de didmetro [ que esta inscrita
en el plano de la pantalla, sobre la superficie total del espejo, se debe fijar la distancia s, = b, por lo
tanto, sustituyendo b en la Ec. (2.75) y evaluando la Ec. (3.14) para el rayo marginal p (mqz) = 1/2,

se deduce la expresion de este pardmetro en términos de la distancia a, obteniendo

b=2""4, (3.15)

donde, b denota la distancia del borde del espejo tipo Fresnel a la fuente puntual y H es el semididmetro

de apertura de entrada.

a b Y
Rayo marginal -
! hye
2 Amax | ; T el
« O ' O/I 7
p | —
Zeil (a)
Cilindro
D H
Pantalla
Lci,l o

Fig. 3.4 Diagrama de los pardmetros involucrados en la proyeccién de un punto a través de una abertura puntual,
posteriormente reflejado mediante un espejo tipo Fresnel, el cual incide desde una pantalla plana en un colector
de luz cilindrico.

Retomando la Ec. (3.14), a partir de esta expresion se relaciona a un punto arbitrario D de la pantalla,

con un rayo que se propaga a un dngulo «, resolviendo para el dngulo de emisién se obtiene

a(p) = arctan m , (3.16)

que es la forma funcional de «, y es equivalente a la definicién dada en la Ec. (2.75), por lo que, para
calcular el punto C en el colector cilindrico que corresponde a D, se compone esta funcién con las
ecuaciones paramétricas del trazo de rayos deducidas anteriormente.

Como se observa en la Fig. 3.4, la superficie del cilindro queda representada en un plano meridional
mediante la recta y = r;;, para calcular el alcance del punto C sobre el cilindro, se considera la Ec.
(2.78) de rayo reflejado, donde se sustituye y = r.;; constante, resolviendo entonces para z de modo

que los rayos provenientes del espejo incidan sobre la superficie del cilindro, se obtiene la siguiente
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expresion

1

M(W — Y (a)), (3.17)

Zei (@) = 24 (@) +

redefiniendo z — 2z («), donde los términos z; (a) y y4 («), estdn dados por la Ec. (2.76), y Ban

estd dado por la Ec. (2.16). Sustituyendo las expresiones adecuadamente se obtiene

2¢e AS (n) tana — [52 —AS? (n)}
26 AS (n) + |2 = AS? (n)] tana

Zeil (Oé) = Teil +

(3.18)
2enAS (n) (E tana + AS (n)) — S {82 + AS? (n)} tan «

2 AS (n) + [52 — AS? (n)} tan o

)

en donde « se calcula a partir de la Ec. (3.16), por lo tanto, la relacién que mapea D — C, puede

escribirse en notacion de composicion de funciones como

C = Pu (D) = {rea, (@0 zea) (p) }, (3.19)

sin embargo, como se mostré en la seccién anterior, existen dngulos de emision para los cuales su
correspondiente rayo reflejado es obtruido por las barreras internas de los surcos del espejo tipo Fresnel,

a partir de este andlisis se determinardn los dominios en donde estd bien definida esta funcién.

a ; b Y
Rayo marginal \ IH an
l : X
9 Cilipdro
Olmamf : Qen I
, o, 0 . . | o Z
pn| Pen ; | T Zeilen |
Apertura Feitn H
angular
Pantalla
Lcil

Fig. 3.5 Apertura angular & € (e, vy ) de rayos incidentes sobre el n-ésimo surco, graficada como el drea color
rojo, con su correspondiente haz de rayos reflejados sobre el cilindro iluminando el drea del cilindro delimitada
por el intervalo de alturas z € (zcil’n, zm-l_rcn) , representada por el 4rea color amarillo.
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En la Fig. 3.5 se muestra un plano meridional del sistema, donde se tiene que para el n-ésimo surco
del espejo tipo Fresnel corresponde una apertura angular para los rayos que son reflejados libremente,
denotada como « € (ep, aiy,), cuyos valores extremos estan dados por la Ec. (3.10), evaluando la Ec.
(3.14) en estos dngulos, se obtienen las expresiones para los limites del intervalo de alturas sobre la

pantalla de proyeccion p € (p (aen), p () ), resultando

e (2487 (n) + (n—1) [ + AS? (n)] )
so [£2+ AS? ()| — 22248 (n)

En
Pn = a [8‘| y  Pen = a ) (3.20)

o

donde, p (aen) — pen €s el minimo del n-ésimo intervalo del plano de proyeccién para el cual la
funcién P estd definida y p (o) — pr es el maximo del intervalo, como se observa en la Fig. 3.5.
Entonces, cada uno de los intervalos de alturas definidos por la Ec. (3.20), corresponden para una n fija,
ala apertura H,, calculada en la Ec. (3.12), sobre la cual los rayos incidentes son reflejados libremente
hacia el colector cilindrico en el caso ilustrado en la Fig. 3.5, esto genera una seccién especifica del
cilindro que es iluminada por este haz de rayos reflejados, formado por los elementos provenientes de
la pantalla, tales que p € (pen, pn)-

En consecuencia, para la misma apertura angular generada por esta seccidon de la pantalla, se obtiene
un 4rea delimitada del cilindro que es iluminada por el n-ésimo surco del espejo y que corresponde al
segmento que estéd acotado por el intervalo z € (zei (o) ; Zeit (Qen) ), NGtese que en este intervalo las
distancias sobre el eje Z, que estdn asociadas al rayo critico y al del borde del surco se invierten en
orden con respecto a su apertura angular, esto es porque la funcién z.; («), es monétona decreciente en
el intervalo o € (ep, o), por lo que dada una n fija, se cumple la desigualdad z.;; () < 2zei (Qen),
es decir, el alcance sobre el cilindro del rayo reflejado por el borde del surco, siempre serd mayor que
el correspondiente al angulo de incidencia critico. Entonces, para obtener la expresion correspondiente
al minimo del intervalo en el cilindro, se evalda la Ec. (3.18) para el dngulo «,, sustituyendo mediante

la Ec. (3.10) y reduciendo apropiadamente se obtiene

2e2n AS (n) — s, [52 — AS? (n)}
Zeilyn = (Tcz’l — € n)a (321)
2¢5,AS (n)+en {52 — AS? (n)}

por otro lado, para calcular la ecuacién correspondiente al maximo del intervalo, se evalda la Ec. (3.18)

en el dngulo ., obteniendo

B 2e2nAS (n) — s, [62 — AS? (n)}
Feiten = 2¢ [sop — AS (n)] AS (n) +e(n—1) [52 — AS%(n)

}] (res—c(n=1)), (322

donde, se han redefinido los términos zci; () — Zeitn, Zcil (Qen) — Zeil,en» que denotan el alcance
con respecto a la longitud total del cilindro de los rayos reflejados, que corresponden a los extremos

del intervalo de apertura angular del n-ésimo surco, relacionando con esto cada zona de iluminacién
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del cilindro con su correspondiente seccion del espejo tipo Fresnel. A partir de la Ec. (3.21), se puede
calcular la sucesién de valores |zc |, para n = 1,..., N, los cuales representan la magnitud del
alcance maximo de cada drea iluminada del cilindro, por lo que, para obtener la longitud del cilindro
necesaria para colectar completamente la luz reflejada por el espejo tipo Fresnel, se deduce la siguiente

expresion

Lcil = max {’Zcil,n’}v (323)

que es vélida en general para espejos tipo Fresnel, en el ejemplo ilustrado en la Fig. 3.5, este valor
corresponde al rayo marginal, por lo que L, = |21 n|.

En conclusién, considerando un plano meridional del espejo tipo Fresnel, si se proyectan los elementos
D desde el plano de una pantalla, sobre la apertura total del n-ésimo surco del espejo, de modo que
para cada uno de estos elementos existe su correspondiente sobre la superficie del colector cilindrico,
se tendra entonces que la funcién dada por la Ec. (3.19) queda bien definida, para una n fija, sobre los

intervalos,

Pr (pcna pn) — (Zcil,nv Zcil,cn)a (3.24)

donde, la funcién P,, es biyectiva para cada surco, por lo que es invertible. En la siguiente seccién
serdn de utilidad las propiedades de esta funcidn para calcular la imagen de patrones definidos en el

plano de proyeccion.

3.1.2 Calculo de areas y contornos mediante la funcién de proyecciéon

En la seccién anterior se calcularon los dominios y codominios de las funciones P, para un plano
meridional de un espejo tipo Fresnel. Considerando que se trata de un sistema con simetria de revolu-
cién, en esta seccion se extenderd la definicién de estas funciones para mapear dreas delimitadas por
dos circunferencias de un plano, sobre areas limitadas por dos alturas en un cilindro.

Considérese el arreglo de la Fig. 3.6, dado que el sistema del espejo tipo Fresnel tiene simetria de
revolucion, en la vista frontal del plano de proyeccion se observa que el intervalo de alturas correspon-
dientes al n-ésimo surco (pen, prn), que fue calculado anteriormente en el plano de incidencia Y-Z,

delimita una regién anular sobre el plano, la cual se puede denotar como el siguiente conjunto

Dy = {(z,9) € R | o}, <2+ 9 < p3,.}, (3.25)

que en la Fig. 3.6 representa el drea sobre el plano X-Y, la cual estd limitada por las caracteristicas
del plano de deteccién, en particular consideramos un sensor CCD, y que estd encerrada entre las dos
circunferencias de los radios calculados en la Ec. (3.20), redefinidos como pen, — p1.n Y P — p2,ns
excepto para un surco en especifico para el que el radio minimo p; , no necesariamente vale pcp.

Nétese el caso de la Fig. 3.6, donde estan graficadas unicamente las dreas D,,, paran = 3,..., N, esto
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se debe a que la zona central, que corresponde al caso n = 1 del espejo, se encuentra obstruida por el
cilindro colector y en el caso n = 2, el valor minimo del intervalo estd dado por p,;n que se calcula a
partir de la proyeccion del radio r.; del cilindro sobre la pantalla, se deduce de la Ec. (3.14) que

Pmin = La,% (3.26)
en general, para un espejo tipo Fresnel en la configuracién de la Fig. 3.6, existe m € N, tal que
los surcos del espejo cuya m < n, satisfacen siempre la siguiente desigualdad oy < o, donde
Qmin, = arctan (pmin/a). Es decir, que para estos valores de n existe un conjunto D,, # (), sin
embargo, para el caso n = m se debe calcular D,,, de modo que no contenga elementos de la pantalla
que estén dentro de la zona obstruida por el cilindro, entonces, para calcular el radio minimo de los

conjuntos definidos en la Ec. (3.25) se tiene que

max {Pmina pcn} para n =1m,
pim = (3.27)

Pen para n > m,

por lo tanto, las dimensiones del arreglo determinan la existencia de dominios para una sucesién de
funciones P,,, paran = m,m + 1,..., N, que en conjunto determinan el total de surcos de un espejo

tipo Fresnel para los cuales corresponden elementos sobre la superficie del cilindro.

Plano de
proyeccion

Abertura

—
" Pln

Pantalla

Lcil

Fig. 3.6 Diagrama del plano de proyeccién, mapeado a través de una abertura puntual sobre el espejo tipo Fresnel
y reflejado sobre un cilindro.

En la Fig. 3.6 se observan los cortes meridionales de las secciones del cilindro que son imagen de los

conjuntos descritos por la Ec. (3.25), aplicando a cada dominio D,, su correspondiente funcién Py,
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descrita en la Ec. (3.24), se obtiene la expresion para los codominios en la superficie del cilindro

Co={(@y2) B |2 +17 =712, 20 <2< 20, (3.28)

donde se redefinid6 z.;; , — 22, estd dado por la Ec. (3.21) y 21 5, se calcula a partir de la Ec. (3.19),

evaluando para los radios p1 , dados por la Ec. (3.27), obteniendo la ecuacién

min {Zcil,cna (a © Zcil) (pm'm)} para n =1m,

(3.29)

Z1n =

Zcil cn para n > m,

donde, (« o z;) es la composicion de las funciones definidas en las Ec. (3.16) y Ec. (3.18), que estdn

evaluadas en el minimo de cada intervalo.

a b Y
Plano de
proyeccion
s / Y\ ,,,,, N
Pmin-i-f "ﬁQ """"
Dk*\\\\\\ & % X Z
Dy o Abertura
Pantalla
Lcil
Fig. 3.7 Diagrama del plano de proyeccién y los dominios sobre el cilindro que se intersectan.
De la Ec. (3.25) se deduce que, en general los conjuntos D,,, paran = m, m + 1,..., N, satisfacen la
siguiente propiedad
DnNDr =0, si n#k, (3.30)
por lo tanto, definiendo los siguientes conjuntos
N N
D= U D,, C= U Cn, (3.31)
n=m n=m

se deduce que D es un dominio apropiado para la funcién P : D — C, que mapea todos los puntos del

plano de proyeccidn para los que existe su imagen en C mediante P,,, preservando las propiedades de
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funcién como consecuencia de la Ec. (3.30), sin embargo, a diferencia de P,, no es biyectiva, ya que

en general existen n, k € N, para los cuales

CnNCr # 0, (3.32)

como se observa en la Fig. 3.7, donde se superponen las zonas de iluminacién sobre el cilindro,

provenientes de distintos surcos.

Y — T Teil Y T Teil
' ' X
. pma:z:
P2,n el,n
Pmin \ ck
= - Z1n
X Lcil
pLn Cn Cn.NCh
l
hd Zom
,,,,,, 2 ViR >
e2,’l’L
(@) (b)

Fig. 3.8 (a) Gréficas de los anillos D,, sobre el plano de proyeccién, que definen los dominios de P,,. (b)
Codominios de las funciones P,,.

Considérese la Fig. 3.8 (a), en donde se muestran las gréaficas de los anillos del conjunto D calculado
en la Ec. (3.31), para cada uno de los conjuntos D,,, la frontera se puede representar como una curva

cerrada parametrizada en términos de

Yy
§ = arctan |2 = /22 4 2 3.33
arcan[x}, p e+ Y, (3.33)

obteniendo la siguiente expresion,

oD, = O Dpn = O{fp,n (0) [o<o<2r}, (3.34)

p=1 p=1
donde, las funciones parametrizadas f,, (¢), para p = 1,2, representan a las circunferencias que
limitan el area del anillo, dadas por las expresiones
Ton (0) = ppn (cos@, (—1)" sen 9), (3.35)

por lo tanto, el conjunto 9D,,, cumple con la definicién de frontera de un conjunto y se pueden ordenar
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sus elementos en subconjuntos, para p = 1 representa la circunferencia interna D1 ,, de radio p1 ,, dado
por la Ec. (3.27), que recorre en sentido horario la frontera del anillo y continda con p = 2 para la
circunferencia externa del anillo denotada como Ds ,,, de radio py, dado por la Ec. (3.20), que se
recorre en sentido antihorario y cierra la trayectoria en la parte positiva del eje X.

Por otro lado, la superficie en R? del cilindro colector de la Fig. 3.7, se muestra en la Fig. 3.8 (b) como

el plano extendido de su superficie en R?, descrito mediante la transformacién

(x,y,2) = (rea 0, 2), (3.36)

donde, 6 esta dado por la Ec. (3.33), y p = r¢; es constante como en la Ec. (3.25). Esta transformacién
identifica los puntos sobre el cilindro con su superficie cuando es desenrollada y se extiende como un
plano. Entonces, considérese D = (p cos 6, psen ) un elemento de D,,, evaluando la Ec. (3.19) de la

funcién P, en este punto, se obtiene

C=Pu(D)=(—reu (r—0), (@0za) (p)), (3.37)

aplicando la transformacién definida en la Ec. (3.36), los anillos del conjunto C, se transforman en

rectdngulos sobre el plano graficado en la Fig. 3.8 (b), definidos por

Co={(rea,2) €ER? | —m <O<m, 200 <2< 210}, (3.38)
ademds, mapeando mediante la Ec. (3.37) los contornos 9D,, definidos en la Ec. (3.34), resultan los
conjuntos

2 2
0C, =Pu(0Dn) = | Cpn = U{hpn (0) | —7 <0<}, (3.39)
p=1 p=1

donde, las funciones parametrizadas hy, , (¢), para p = 1,2, representan a las rectas horizontales que

limitan el 4rea del rectdngulo, dadas por las expresiones

B (0) = (=0 rea (7= 0) , ), (3.40)

que en efecto, 0 C,, es la frontera de los conjuntos de la Ec. (3.38), pues C» ,, representa el lado inferior
del rectdngulo, como un segmento de la recta horizontal y = 29 ,, dada por la Ec. (3.21), que se recorre
del lado negativo al positivo del eje X y contintia por el lado superior C1 ,, que es un segmento de la
recta y = 21, dado por la Ec. (3.29), que se recorre en sentido contrario y cierra la trayectoria del lado

negativo del eje X, como se ilustra en la Fig. 3.8 (b).

3.1.3 Mapeo de un patron de curvas cerradas

En esta seccidn se estudiard la transformacion de distintos subconjuntos de los dominios D,,, repre-

sentados como un patrén de curvas en el plano de proyeccion, utilizando la funcién P, obtenida en la
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Ec. (3.37) para calcular los patrones resultantes sobre el colector cilindrico y su representacion de las

fronteras de estos subconjuntos mediante curvas cerradas representadas paramétricamente.

2 1 rectas Y u franjas Y
L D
L Lo L1 !
P 2 2
0 /B
X, X oL; X
l l
L L3 Ly L
2 % . 2
I | | 1 I | | !
—— Xoi—1| Xoi — —— X1 | Xog —
2 2 2 2
(@) (b)

Fig. 3.9 (a) Diagrama del trazo de franjas sobre el plano de proyeccién. (b) Definicién del contorno de cada
franja L;, recorriendo cada una en sentido antihorario.

Considérese el plano de proyeccion de la Fig. 3.9 (a), delimitado por un cuadrado de lado [, asociado
al area activa del sensor CCD, tradicionalmente el 4rea activa de un sensor CCD tiene una forma
rectangular, se considera el drea definida por el lado menor del rectangulo, el drea total de este plano
se divide en un nimero p € N de franjas verticales, todas del mismo grosor e igualmente espaciadas
por una distancia [,.. Para generar estas franjas, se divide la longitud total [ del plano sobre el eje X, en

segmentos igualmente espaciados por

l

lp = ——
xT 2”—1’

(3.41)

esta longitud genera una particién del plano en distancias sobre el eje X, dadas por la siguiente expre-

sion

l
Xj:lx(j—l)—i, para j=1,...,2u, (3.42)

entonces, trazando las rectas verticales x = X, se observa en la Fig. 3.9 (a), que la ¢-ésima franja es

el drea definida como el conjunto

l l
;= 2 ; — — 3.43
Li={@y) e B | Xy <o <Xoy, —5<y<}, (3.43)
donde, se han redefinido Xo; 1 — X1 ;, Xo; — Xo, las distancias de la Ec. (3.42), parat =1,..., 1.

Considérese la ecuacion en coordenadas polares de las rectas verticales definidas por los términos de
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la Ec. (3.42), dadas por

Xj = p cosd, (3.44)
donde, 6, p se calculan como se indica en la Ec. (3.33). Por lo tanto, la frontera de las franjas £; se

deduce a partir de la Ec. (3.43), obteniendo

oL = | L (3.45)

donde, los términos de esta unién de conjuntos estdn dados por

Ly = {gé,li) (0) ’ 02, < 6 < 92,i}, L3; = {gﬁ-) (0) ‘ 01, <2m—6< 91,1'},
(3.46)
Lo; = {gfi) ©) ‘ o1, <0 < 91,i}, Ly = {95}2 (9) ‘ 0oz <2m—0 < 92,1}7

(r) _ . 5
0 (0), para ¢ = 1,2, representan a las rectas que limitan el drea de la

franja mediante la Ec. (3.44), de donde obtienen las siguientes expresiones

las funciones parametrizadas g

X l
gt(ziﬂi) 0) =Xgi (1 ,(—1)7 tan 9), 6oq,; = arccos l|XZZ|] , 0, = arctan [QXq,i

1 , (3.47)
donde, 04, 044, denotan los dngulos que limitan el intervalo de las rectas al cuadrado del plano,
expresados en funcion de los términos X ; calculados en la Ec. (3.42), donde el subindice 7 indica el
nimero de franja, ¢ el lado de la franja que se estd recorriendo y el superindice r el segmento orientado

al que pertenece.

Entonces, el conjunto JL; representa la frontera de las franjas descritas en la Ec. (3.43), por un lado
se asocian al subindice ¢ = 2, los segmentos L4 ;, £1;, que representan el lado derecho de la i-ésima
franja que se recorre del lado negativo al positivo del eje Y, terminando en el borde superior del plano
y continda por el lado izquierdo con ¢ = 1, a través de Lo, £3;, que recorren la longitud total del
plano y termina del lado negativo del eje 'Y, como se muestra en la Fig. 3.9 (b) donde el contorno de
cada franja puede ser recorrido en sentido antihorario. El patrén formado por las franjas £; definidas
en la Ec. (3.43), al ser subconjunto del plano de proyeccién deberia tener definida su imagen sobre
el colector cilindrico mediante las funciones P,, de la Ec. (3.37), sin embargo, los anillos D,, de
dominio de estas funciones son disconexos como se mostro en la Ec. (3.30), por lo que, el area total de
cualquier franja contiene elementos que estdn fuera del dominio de los surcos del espejo tipo Fresnel,
sin embargo la solucién de este problema estd en términos del desarrollo anterior. Considérense los

conjuntos descritos en la Ec. (3.25) y Ec. (3.43), para calcular las zonas de las franjas sobre las que
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esta definida la funcién de proyeccion, se calculan los siguientes conjuntos

Kni =DnN L, (3.48)

donde, el subindice n indica el orden del surco del cual esta drea se encuentra en su dominio y el
subindice ¢ indica el nimero de franja, aunque esto depende del disefio predefinido para elaborar las
pantallas nulas, las cuales pueden ser lineas rectas paralelas o circunferencias concéntricas en ambos

casos igualmente espaciadas.
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Fig. 3.10 Superposicién entre anillos D,, y franjas £;. (a) Area perteneciente al lado izquierdo del patrén, que
atraviesa el eje X. (b) Intersecciones del lado derecho del patrén que se dividen en dos dreas separadas.

En la Fig. 3.10 se pueden observar las dreas de intserseccién KC,, ;, superponiendo ambas dreas se
observa que el conjunto 9/KC,, ;, se puede describir como una curva cerrada. Para obtener una expresion
paramétrica de las intersecciones entre patrones se deben considerar las fronteras orientadas como se
calcularon en la Ec. (3.34) para 0D,, y en la Ec. (3.45) para 0L;, por lo que el problema se puede

plantear mediante la siguiente expresién

3’Cn7i =9D, NOL;, (3.49)

donde, los conjuntos D,,, paran = m,m + 1,..., N estdn formados por las circunferencias D, ,,,
parametrizadas por las funciones f,, con p = 1,2, que recorren la frontera de los anillos, por otro
lado, se tienen las fronteras de las franjas 0LC;, para¢ = 1,...,u en el plano de proyeccion, que

estdn formadas por las secciones de rectas verticales £,; con r = 1,...,4, y cada uno depende de
las curvas paramétricas g((;i) con ¢ = 1,2. Las curvas descritas anteriormente estdn parametrizadas

con respecto al dngulo 6, entonces, las intersecciones entre fronteras se pueden indentificar mediante
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valores del pardmetro § € [0, 2 7], nétese también que los conjuntos 9D,,, OL;, estdn definidos cada
uno por uniones de curvas paralelas, por lo que no tienen autointersecciones en ningtin caso. Se deduce
entonces que solamente pueden existir soluciones de ¢ para las combinaciones D,, , N L, ;, por lo tanto,

evaluando la Ec. (3.44) para los radios pj, ,,, se obtiene la siguiente expresion

X .
arccos (ql> si fpnN gq 75 0,
grr Ppn (3.50)

Z7q7r
og.i st fpn Mgy ),

donde, 6,,; estd dado por la Ec. (3.47), en esta funcién indica que si no se intersectan la circunferencia

(r)

Jpn con larecta g, ;, entonces permite a la curva continuar hasta tocar el eje X, eliminando indeter-
minaciones. En funcién de los indices de los dngulos descritos en la Ec. (3.50), para n, ¢ fijos, denotan
la interseccion entre la ¢-ésima franja con el n-ésimo anillo, si se tiene para dos dngulos distintos que p
es constante, entonces

KIP = { Fom ( ‘9“7? <h<gmP } (3.51)

2,8, 2,U,V

donde, f, ., es como en la Ec. (3.35), es decir, esta combinacién de dngulos siempre describe un trozo

de circunferencia, por otro lado, si se tiene para dos dngulos que g, r son constantes, entonces

K = {053 (6)

o <0 <07} (3.52)

7qr

() es como en la Ec. (3.47), por lo que se tendrd una seccién de recta del contorno de las

donde, g,
franjas. Como se observa en la Fig. 3.10 para cada interseccién entre una franja con un anillo, se
generan dos dreas que son simétricas respecto del eje X, para las dreas que se encuentran del lado

positivo del eje Y se define la trayectoria que las delimita como

O = K UKDy, UKD UKE (3.53)

por otro lado, las trayectorias de las dreas del lado negativo de Y, se definen como

OK.) = Ky s UK UKy, UK (3.54)

en donde, los segmentos de curva estan calculados mediante las Ec. (3.51) y la Ec. (3.52). Por simetria
en el patrén de franjas y a partir de la Ec. (3.50), se deducen la siguientes propiedades de los dngulos

que delimitan los segmentos de curvas

n?p

PP =2m 0P, 0Py =271 — O (3.55)

1,q,4° 1,q,3°

por lo que, si un dngulo 6;"” = 7 entonces su simétrico vale lo mismo y puede unirse un drea de los

,q,T

cuadrantes positivos con su correspondiente de los cuadrantes del lado negativo.
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Fig. 3.11 (a) Caso de una franja para la cual ¢} "11}2 = m, por lo que se unen los contornos del lado positivo con
el negativo. (b) Franja que se separa en dos dreas simétricas. (c) Franja que pertenece al caso en que 67 ’112 =0,
por lo cual aunque parece que estdn pegadas las dreas de arriba y abajo, se debe separar en dos cuerpos.
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Fig. 3.12 Recorrido de los contornos obtenidos en la Fig. 3.11. (a) Trayectoria que delimita a la franja que se
fusiona en una sola. (b) Contorno para la franja separada en dos areas. (c) Contorno de la franja dividida.

. . . 1 . . ..
Como se observa en la Fig. 3.11 en particular el dngulo 6"}, permite discriminar entre casos, obte-

niendo la expresion

o' o) siooh, #m,

Oy = 7 (3.56)
ok uakl) si e, =,

en conclusion, a partir del pegado de curvas se deduce que los contornos 9/C,, ; obtenidos, pueden repre-

sentar dos trayectorias separadas que denotan dreas distintas pero simétricas y que son independientes



3.1 Zonas de obstruccién en un espejo tipo Fresnel considerando una fuente puntual 65

una de otra, incluso cuando parecen tocarse del lado positivo del eje X, siguen siendo areas separadas
pues en ese caso 02’1172 = 0y su angulo simétrico vale 27 por lo que se encuentran en los extremos
opuestos del intervalo de 6, sin embargo, cuando 9; ’1172 = 7 el pegado puede continuar de forma directa
en ambos lados del eje Y, y por el sentido en que se defini6 el recorrido de los conjuntos OICSZ) y
GIC;;-), su unién 0K, ; es una curva cerrada sin dobleces ni autointersecciones.

Finalmente, por el desarrollo obtenido anteriormente, se sabe que los conjuntos 0K, ; C D,,, por lo
que se puede aplicar a estos contornos la funcién P,, definida en la Ec. (3.37), a partir de la ecuacién
en coordenadas polares de las rectas verticales dadas en Ec. (3.44) y sustituyendo la forma funcional

de a (p) de la Ec. (3.16), se obtiene

X .
a (pg) = arctan { il ] (3.57)
a cos 6
que son los dngulos o mediante los cuales se proyectan los elementos de los trozos X7’ . de rectas

en el plano de proyeccion, sobre los surcos del espejo tipo Fresnel y tienen imagen sobre el plano del

cilindro, evaluando la Ec. (3.18) para los angulos descritos por la Ec. (3.57) se obtiene,

2er.1 AS (n) + 50 [82 + AS? (n)} —2e2n AS (n)
2ae AS (n)cosf+ X, [52 —AS? (n)}

(a o Zzil) (p@) = [ Xq,i+

(3.58)

2en AS? (n) + reir {62 — AS? (n)}
_ [X

> ] a cos,
0 {62 —AS (n)} +2eaAS (n)cosf

de donde, se deduce que la imagen del trozo de recta X7’ . calculado en la Ec. (3.52), estd dado por la

expresion

2,q9,7 — ,9,T

By = P |Kiye] = {1 (0)

9Wt<9gmw} (3.59)

donde, la curva parametrizada por el dngulo 6, estd dada en términos de la Ec. (3.58) y la Ec. (3.37),

resultando

Wy (0) = ((—1)q+17“ciz (m—0), (o z4) (pe)) (3.60)

de la Ec. (3.39) se sabe que la imagen de los conjuntos C,, ; debe estar acotada en las dreas rectangulares
sobre el plano del cilindro. Por lo que, transformando los trozos de curvas de la Ec. (3.51) se obtienen

las rectas de la Ec. (3.40), representadas como

877 = P57 = {pn (0)

wﬁgegwﬁ} (3.61)

1,8, 2,U,V

por lo tanto, el pegado de las curvas transformadas sobre la superficie del cilindro se deduce siguiendo



66 Disefio de pantallas nulas para espejos tipo Fresnel

las mismas secuencias de las Ec. (3.53) y Ec. (3.54), obteniendo los siguientes contornos en el plano

que envuelve el cilindro

P [ok$)] . Pa [0k oo, 2
0 = (3.62)
Po [0k UPn [0K5)] s o0, =,

los conjuntos descritos en esta ecuacion describen el contorno de los conjuntos 7, ;, que se observan
en la Fig. 3.13, y de manera andloga a la discusién de la Ec. (3.32), se deduce que en general las
intersecciones entre estos conjuntos existen y son distintos de (). En esta seccién lo tinico que se ha
obtenido es la funcién que mapea curvas cerradas que forman un patrén ordenado de franjas en el
plano de proyeccidn, sobre el cilindro colector, mediante las ecuaciones de reflexién para un espejo
tipo Fresnel. A partir de estas ecuaciones se pueden construir patrones en el plano del cilindro para

calcular pantallas nulas.
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Fig. 3.13 Recorrido de las transformaciones de los contornos obtenidos en la Fig. 3.11. (a) Trayectoria que
delimita a la franja que se fusiona en una sola. (b) Contorno para la franja separada en dos areas. (c) Contorno
de la franja dividida.
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3.1.4 Construccion de pantallas nulas considerando un patréon de curvas cerradas

A partir de los conjuntos descritos en la Ec. (3.62), se generan las dreas mostradas en la Fig. 3.13,
sin embargo, cuando se implementan estos patrones como prueba por pantallas nulas, es decir, cuando
se calcula el inverso de las funciones P,, definidas en la Ec. (3.19), que transforman los conjuntos de
una pantalla cilindrica sobre un plano de deteccidn, se observa que para determinada seccidn asociada
al n-ésimo surco, existen elementos que pueden interferir con la forma del conjunto 7, ; que se desea
mapear sobre el plano de deteccion en este caso. En esta seccion se discriminard entre estas dreas para
minimizar el patrén sobre la pantalla cilindrica tal que el patrén mapeado mediante las transformaciones

inversas por surco, esté contenido en el patron original.

En la Ec. (3.27) se demostré que tnicamente para los surcos de los ordenes n = m,m + 1,..., N,
corresponden dreas en el cilindro en donde pueden existir subconjuntos del patrén de franjas. Por otro
lado, se tiene de las intersecciones descritas en la Ec. (3.48), que para la ¢-ésima franja del patrén

existirdn intersecciones a lo mds, para estos surcos.

— T e Y T Teil

i

(a)

Fig. 3.14 Diagrama del plano de proyeccién, mapeado a través de una abertura puntual sobre el espejo tipo
Fresnel y reflejado sobre un cilindro.

Por lo que, si se considera una franja arbitraria, se tiene la siguiente coleccioén de intersecciones

Ji = {@, s 0, Ty Tt 10 - - ,jN,i}, (3.63)

que estan asociados a los codominios C,,, paran = w,w + 1, ..., N, dados por la Ec. (3.38) para las

funciones P, entonces se elimina la informacién del drea Jj; que comparte con los codominios Cy,
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para n # k, obteniendo la expresion

N
/
Tii = Thi \ U Cn, (3.64)
n#k
n=m
a continuacion, a este conjunto se le agregan las dreas en donde comparte soluciones con los otros
dominios, mostrados en el conjunto J;, con esto se asegura que si el elemento J}, ; tiene secciones que

interfieren con otros surcos, entonces esta informacidén también es eliminada, resultando

jk(;-nln) = ._7]272 U U jn,i N jk,i ) (365)

n#k
con esto, los conjuntos 7, ,C(Tm) denotan el drea maxima de Jj ; que se puede considerar en una pantalla
nula, pues se han eliminado los elementos que interfieren en las regiones rectangulares que correspon-
den a cada surco del espejo tipo Fresnel, con esto si se considera ahora el trazo del cilindro al plano de

deteccion, se tendrd entonces un subconjunto del patrén construido en la Ec. (3.56).



Capitulo 4

Resultados en pruebas preliminares de
superficies tipo Fresnel

En el Capitulo 2 se desarrollaron los métodos de construccién para un espejo tipo Fresnel y para una
lente reflectora tipo Fresnel, a partir de superficies de referencia. Posteriormente se calcularon los
trazos exactos de rayos para este tipo de superficies considerando un frente de onda plano incidente
y una fuente puntual colocada a una distancia s/, respectivamente, a partir de esto se propusieron los
calculos de las cdusticas para dichas superficies. Con base en estos resultados se desarrollé un método
de construccion de pantallas nulas en el Capitulo 3, utilizando herramientas de topologia para calcular
el mapeo de cuerpos predefenidos en el plano de observacién sobre una pantalla cilindrica para la
prueba de un espejo tipo Fresnel con simetria de revolucién. A lo largo de este capitulo se presentan
perspectivas del formalismo propuesto y algunos resultados experimentales obtenidos para distintas

superficies de tipo Fresnel.

4.1 Resultados experimentales en la prueba de un espejo tipo Fresnel

En trabajos anteriores [36, 43] se present6 una prueba por pantallas nulas para un espejo tipo Fresnel
considerando una pantalla cilindrica colocada a lo largo del eje dptico y montando una cdimara CCD a
una distancia predefinida, de modo que el didmetro total del espejo bajo prueba pudiera ser observado
completamente en el sensor CCD como un circulo inscrito en el lado menor del sensor. Tradicional-
mente las pantallas nulas son formadas por arreglos no uniformes de puntos los cuales después del
proceso de reflexion inciden sobre la superficie bajo prueba y se convierten en un arreglo uniforme de
puntos en el plano de deteccion, inicamente si la superficie bajo prueba esta libre de deformaciones y
el arreglo estd bien alineado.

Como se ilustra en la Fig. 4.1 (a) el diagrama del arreglo experimental que fue descrito anteriormente
corresponde al que fue desarrollado en la Seccién 3.1.1, por lo que las dimensiones a y b del arreglo

pueden ser determinadas mediante de la Ec. (3.15) con la diferencia sustancial de que en este trabajo se
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calculan los patrones no uniformes de la pantalla nula utilizando mapeos continuos de curvas cerradas

y en la prueba mencionada se emplean conjuntos discretos de puntos.

Lcil

(a) (b) ()
Fig. 4.1 (a) Diagrama del arreglo experimental. (b) Implementacién de la prueba en el laboratorio de pruebas

opticas. (c) Imagen tomada de un corte de la superficie cdustica del espejo tipo Fresnel en el exterior.

Y [mm)]

Z [mm]

Caustica

Fig. 4.2 Trazo exacto de rayos del espejo tipo Fresnel bajo prueba, con la cdustica resultante y el CLC.

En la Fig. 4.1 (b) se observa el arreglo experimental que fue implementado en un espejo comercial

tipo Fresnel. Considérese el espejo utilizado en estas pruebas para el cual se muestra el trazo exacto
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de rayos en la Fig. 4.2, que se puede modelar como un espejo cénico con constante de conicidad
k = —1.3, y que estd inmerso en aire, el didmetro del espejo considerado es de D = 244.0 mm, con
un foco paraxial de f = 178.0 mm que fue medido en el exterior utilizando iluminacién solar como
se muestra en la Fig. 4.1 (c), por lo que se calcula un radio de curvatura de R = —356.0 mm (espejo
concavo). Considerando una apertura de entrada de H = +122 mm, y un total de N = 732 surcos
sobre el didmetro del espejo, es decir, con una frecuencia de 3 surcos por mm, resultando un ancho de
surco de € = 0.33 mm.

A partir de los datos anteriores, se calcula para el espejo de la Fig. 4.2 que la eficiencia ideal dada
por la Ec. (2.40) respecto del total de apertura de entrada es del 7y = 92.81%, implementando las
expresiones para calcular el circulo de minima confusién de la Ec. (2.50), se determina que el radio del
CLC esta dado por V.. = 3.28 mm, por lo tanto, para obtener el mejor factor de concentracion, se debe
fijar el colector a una distancia de Z.. = —164.71 mm obtenida de la Ec. (2.49) con lo cual resulta
un factor de concentraciéon geométrica de 37.16 veces la amplificacién de radiacién solar captada por

unidad de area.

Y Y

Yol

Fig. 4.3 (a) Pantalla nula calculada por mapeo de puntos. (b) Pantalla calculada con el método actual de curvas.

A

(b)

Considerando el arreglo de la Fig. 4.1 (a) para una longitud del lado menor del sensor rectangular de
l = 4.762 mm, y con una cdmara CCD de distancia focal de @ = 8 mm, para inscribir el didmetro
total del espejo tipo Fresnel en el sensor, se calcula la distancia del borde del espejo al diafragma de
la cdmara como b = 409.9 mm. Con estos datos se calculd la pantalla mostrada en la Fig. 4.3 (a)
a partir del método de mapeo de puntos, los cuales son definidos en el plano de deteccién como una
coleccioén discreta de puntos que estdn ordenados por cada franja, después de calcular sus imédgenes bajo
la funcién P de la Ec. (3.19) se unen resultando estos poligonos cortados. Por otro lado, se muestra

en la Fig. 4.3 (b) la pantalla que resulta con el método de mapeo continuo de contornos después de
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eliminar la informacién redundante con el algoritmo presentado en la Ec. (3.65), de ahi que existan

secciones en donde se cortan los patrones.

Y
X
BEESEF
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(a) (b)

Fig. 4.4 (a) Comparacién entre pantallas calculadas con distintos métodos. (b) Resultados experimentales para

la pantalla de la Fig. 4.3 (a).

Se muestra en la Fig. 4.4 (a), la superposicion de las pantallas de la Fig. 4.3 donde se observa que
la pantalla (a) del método de puntos contiene a la pantalla (b), por lo que el método propuesto en el
Capitulo 3, en efecto elimina informacién que se determiné mediante dlgebra de conjuntos que era
redundante en el sentido de que el mapeo inverso del patrén no uniforme en la pantalla de deteccién
no estuviera definido. En otras palabras, se presenta este método como una solucién al algoritmo de
pegado de curvas en la pantalla nula para un espejo tipo Fresnel, pues los picos de la pantalla (a)
resultan del hecho que se pierde informacién en los elementos que no se consideran si se utiliza un
conjunto discreto, ademds, como se mostré anteriormente la familia completa de surcos del espejo no
representa una deformacién continua como lo haria una superficie suave, por lo que se debe definir una
topologia por cada surco del espejo para poder obtener este mapeo continuo que resulta en (b). Por otro
lado, en la Fig. 4.4 (b) se presentan los resultados experimentales de la pantalla mostrada en la Fig. 4.3
(a), donde se observan diferencias importantes de grosor entre las franjas negras y las blancas, més alld
de que la superficie presenta deformaciones se infiere que esta diferencia de grosores proviene de los
errores en el pegado de curvas considerando el conjunto discreto de la pantalla (a).
En la Fig. 4.5 se muestra el trazo de rayos para un espejo ideal, en el que se ha reducido el radio del
circulo de minima confusion, fijando la condicion Y, = £/2, es decir, que el radio del CLC sea de la
mitad del ancho de surco, el cual representa un valor limite, pues al reflejarse un haz de rayos paralelos
por cada surco, no se puede reducir la zona de mayor concentracion debajo de este orden de magnitud.

Fijando los datos del espejo anterior D = 244.0 mm, R = —356.0 mm, ¢ = 0.33 mm, se calcula
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nimericamente una constante de conicidad £ = —2.87. Con estos datos se obtiene una distancia del
borde del espejo al colector de Z,. = —177.75 mm, la eficiencia ideal es del 7y = 93.45% y el
factor de concentracion geométrica es de 642.10 veces la radiacion solar captada por drea. En general,
este espejo representa una optimizacién del espejo comercial tipo Fresnel mostrado en la Fig. 4.2

considerando las mismas dimensiones.

LY [mm]
100t
50t
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=
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Fig. 4.5 Trazo exacto de rayos de un espejo tipo Fresnel que se disefia bajo la condicién ),;. = ¢, con la cdustica
resultante y el CLC.

4.2 Resultados experimentales en lentes de Fresnel

En Ia Seccién 4.1 se infirié que el método de mapeo de contornos presentado en este trabajo es una
solucién al problema de definir un mapeo continuo de una superficie de Fresnel, para calcular pantallas
nulas cilindricas, esto proviene de los resultados que se muestran en esta seccién, siguiendo la misma
metodologia se definen los contornos de la Seccién 3.1.3 para el plano de deteccién en el arreglo
experimental de una lente de Fresnel, para este caso se calcula de manera analoga que para el espejo
pero por refraccidon el mapeo de contornos cerrados en un plano que se encuentra antes de la lente de
Fresnel y que tiene su misma apertura de entrada.

En la Fig. 4.6 se muestra el arreglo experimental para la prueba por pantallas nulas de una lente de
Fresnel, conformado por un laser He-Ne (A = 633 nm), dos polarizadores que se colocan cerca de la
salida del haz del l4ser para controlar la cantidad de irradiancia que incide en el sensor CCD, se ha
implementado una lente colimadora con distancia focal grande para reducir la concentracion de luz en

el centro del sensor CCD con [ = 4.76 mm, se ha definido un patrén de 13 franjas para calcular la
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pantalla nula que es impresa en una hoja de acetato y es colocada en la pupila de entrada, el sensor
CCD se colocada a una distancia 2y con respecto el eje optico del borde de la lente bajo prueba, de

modo que la apertura de la lente coincide con el lado menor del sensor CCD.

Lente de Fresnel

i

Sensor
CCD

Filtraje
espacial /

Plano de
deteccion

20
Lente colimadora

Fig. 4.6 (a) Diagrama del arreglo experimental para la prueba por pantallas nulas para una lente de Fresnel.

Implementando esta prueba por pantallas nulas para una lente tipo Fresnel de catdlogo Thorlabs FRP125,
con D =25.4mm, f =25.4mm, ¢t =1.5mm, R = 12.25 mm, k = —1.29, n; = 1.5, se obtienen los

siguientes resultados.

bl

(a) (b) (©)

Fig. 4.7 (a) Pantalla nula tipo Fresnel. (b) Resultado experimental en z,. (c) Lente sin mdscara.

En la Fig. 4.7 (a) se muestra la pantalla nula calculada con el método de mapeo de contornos para un
patrén de 13 franjas blancas, en la Fig. 4.7 (b) se observa el resultado experimental en la posicion de
disefo, que si bien no es un resultado completamente satisfactorio se observa cémo las franjas tienen
secciones bien formadas, principalmente en el centro de la lente pero como se observa en la Fig. 4.7
(c), cuando se quita la pantalla de la pupila de entrada se observan las deformaciones y algunos granos

dentro de los surcos, que podrian estar afectando al patrén.
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Implementando la prueba por pantallas nulas para una lente tipo Fresnel de catdlogo, con D = 50.8
mm, f = 20.54 mm, { = 1.5 mm, R = 24.99 mm, £ = —0.98, n; = 1.49, con zy = 37 mm se

obtienen los siguientes resultados.

(b)

Fig. 4.8 (a) Pantalla nula tipo Fresnel. (b) Resultado experimental en zp. (c) Patrén deformado fuera de la
posicion de disefio.

En la Fig. 4.8 (a) se muestra la pantalla nula calculada con el método de mapeo de contornos para un
patrén de 13 manchas sobre el eje vertical, en la Fig. 4.8 (b) se observa el resultado experimental en la
posicion de disefio el cual se ajusta muy bien al patrén esperado, esta prueba fue mds reciente y para
este resultado se ajustaron los pardmetros de la lente midiendo experimentalmente el CLC, por lo que
la prueba es demasiado sensible, finalmente la Fig. 4.7 (c) muestra cémo se deforma el patrén cuando
se sale de la posicion de disefio zg. Aunque cabe mencionar que esta superficie al ser del doble de

tamafio que la anterior presenté menos defectos de fabricacidn.






Capitulo 5

Conclusiones y trabajo a futuro

Las representaciones paramétricas dadas en este trabajo para superficies tipo Fresnel han permitido
desarrollar un método de cdlculo de trazo de rayos simplificado, considerando parametrizaciones con
respecto del nimero de surco, y a partir de estos resultados, se obtuvieron ecuaciones para inducir una
definicién de la distancia focal de un espejo tipo Fresnel, un pardmetro paraxial. Por otro lado, se
obtuvieron expresiones sencillas para calcular el circulo de minima confusién, representar la eficiencia
de un espejo tipo Fresnel y mediante este formalismo obtener un nuevo método de prueba de superficies
tipo Fresnel.

El método propuesto en este trabajo tiene la ventaja de poder definir con detalle el funcionamiento de
cada surco de superficies tipo Fresnel, mediante la definicién de topologias para cada surco en donde se
puede calcular la deformacién continua de un patrén predefinido de contornos en el plano de deteccién
para poder determinar sus imdgenes bajo el mapeo y poder obtener los patrones no uniformes de la
pantalla cilindrica que se transforma en un patrén nulo cuando se eliminan los componentes que no
tienen imagen en el plano de deteccidn bajo el mapeo inverso. Como se observa en los resultados
experimentales presentados para una lente tipo Fresnel, este método prueba ser efectivo si se tienen
bien definidos los pardmetros de la superficie bajo prueba, pues el método es muy sensible.

En el futuro se espera obtener resultados experimentales cuantitativos de este método para poder hacer
la reconstruccién de la superficie y eventualmente poder construir prototipos de estas superficies tipo

Fresnel.






Apéndice A

Convencion de signos para el trazo de
rayos en espejos esféricos

En este apéndice se definira la convencion signos utilizada a lo largo de este trabajo, tomada del libro
de Optica de Eugene Hecht [37]. La aproximacién paraxial es una ecuacién que relaciona los puntos

conjugados objeto s, € imagen s;, en la formula de los espejos

1 1 R 1

So + si 2 f
que es igualmente aplicable para espejos céncavos (R < 0) y convexos (R > 0). El radio de las
dimensiones transversales de la imagen final formada por el espejo para las dimensiones de un objeto

fijo se define como amplificacion transversal

A continuacién se muestra la convencién de signos en funcién de las cantidades que aqui se han
definido.

Tabla A.1 Convencién de signos para espejos esféricos.

Cantidad Signo
+ —

S0 A laizquierda de V, objeto real | A la derecha de V, objeto virtual
S; A laizquierda de V/, imagen real | A la derecha de V, imagen virtual
f Espejo concavo Espejo convexo

R C ala derecha de V, convexo C alaizquierda de V/, céncavo
Yo Arriba del eje, objeto derecho Debajo del eje, objeto invertido
Y Arriba del eje, imagen derecha Debajo del eje, imagen invertida

En las Figs. A.1 A.2 se ilustra la convencién de signos de la Tabla A.1 y a partir de lo anterior en la

Tabla A.2 se estudia la naturaleza de las imdgenes formadas por espejos esféricos.
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Fig. A.1 Formacién de imagen para espejos esféricos céncavos [37].

Fig. A.2 Formacién de imagen para espejos esféricos convexos [37].

Tabla A.2 Imdgenes de objetos reales formadas por espejos esféricos.

Concavo
Objeto Imagen
Localizacién Tipo Localizacién | Orientacién | Tamaifio relativo
00>8,>2f| Real | f<s,<2f Invertido Reducido
So=2f Real si=2f Invertido Igual
f<so<2f Real | co>s;>2f | Invertido Aumentado
So=f +oo
So < f Virtual |si] > so Derecho Aumentado
Convexo
Objeto Imagen
Localizacién Tipo Localizacién | Orientacién | Tamafio relativo
Cualquiera | Virtual Isi| < |f] Derecho Reducido
So > |




Apéndice B

Conceptos de espacios métricos y de
topologia

En este apéndice se hard énfasis en algunos conceptos que fueron ttiles en el cédlculo de pantallas nulas
de espacios métricos y de topologia [44—47].
B.1 Imagenes directas e inversas
Sea f : X — Y un mapeo, y sean A, C subconjuntos de X, Y respectivamente.
Definicion B.1 La imagen directa f (A) de A bajo f es el subconjunto de Y dado por
{yeY|y=f(a) paraac A}.
Definicién B.2 La imagen inversa f~1 (C) de C bajo f es el subconjunto de X dado por
{z e X|f(z)eC}.

Proposicion B.1 Un mapeo f : X — Y es invertible si y solo si es biyectivo.

B.2 Espacio métrico

Definicion B.3 Un espacio métrico consiste de un conjunto X y una funcion d : X x X — R tal que

se satisfacen las siguientes propiedades:
1. Paratodoxz,y € X, d(x,y) >0; yd(x,y) =0siysdlosix=y.
2. Paratodox,y € X, d(z,y) =d(y,z).

3. Paratodo x,y, z € X, d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).
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Definicion B.4 Sea (X, d) un espacio métrico, xy € X, y r > 0 un niimero real. La bola abierta en

X de radio r centrada en xq es el conjunto

B, (z0) = {z € X|d (z,z0) < r}.

B.3 Conjuntos abiertos y cerrados en un espacio métrico X

Definicion B.5 Sea (X, d) un espacio métricoy U C X. Se dice que U es abierto si X para cada
x € U existe €, > 0 tal que B, (x) C U.

Definicion B.6 Un subconjunto V' de un espacio métrico X es cerrado en X si X \'V es abierto en el

espacio X.

Definicion B.7 La interseccion de una familia cualquiera de conjuntos donde cada uno es cerrado en

X es también cerrado en X.

Proposicion B.2 Sean X, Y espacios métricos y sea f : X — Y un mapeo. Entonces f es continuo

siy solo si f~1 (V) es cerrado en X cuando V es cerrado en'Y .

Definiciéon B.8 Suponga que A es un subconjunto de un espacio métrico X, y x € X. Se dice que x
es un punto de cerradura de A en X si dado € > 0 se tiene B, (x) N A # (). La cerradura A de A en

X es el conjunto de todos los puntos de cerradura de A en X.
Ejemplo B.1 La cerradura de By ((0,0)) en R? es {x € R?| dy (x,0) < 1}.

Definicién B.9 El interior A de un subconjunto A en un espacio métrico X es el conjunto de puntos
a € A tales que B (a) C A para algiin € > 0.

Definicién B.10 La frontera O A de un subconjunto A en un espacio métrico X es el conjunto A\ A.

Ejemplo B.2 La frontera de By ((0,0)) en R? es {x € R?| dy (x,0) = 1}.

B.4 Espacio topologico

Definicion B.11 Un espacio topolégico T = (X, T) consiste de un conjunto X no vacio junto con

una familia determinada T de subconjuntos de X que satisfacen:
1. X,0eT.
2. La interseccion de cualquiera dos conjuntos en T estd en T.
3. La unidn de cualquier coleccion de conjuntos en T estd en T .

Definicién B.12 Se dice que un mapeo f : X — Y de espacios topoldgicos (X, Tx) y (Y, Ty) es
continuo si U € Ty = f~1(U) € Tx. Es decir, se dice que f es (Tx, Ty )-continua.
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