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Facultad de Ciencias

Carrera: Matemáticas
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yo he créıdo en mi mismo.

Finalmente, dedico este trabajo a usted lector. Creo que esto está demás
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Introducción

El estudio de la topoloǵıa de las variedades de dimensión tres, fue impactado
de manera luminosa al encontrar Jørgensen y Thurston que casi todas las
posibles estructuras de las 3 variedades son hiperbólicas (cf. [2]). La literatura
en los últimos 40 años es vasta (cf. [5]). Estos trabajos también impactan
otras áreas, por ejemplo, al existir notables y profundas relaciones con la
teoŕıa de números y la dinámica holomorfa (cf. [3] y [4]). En esta dirección
las variedades hiperbólicas de dimensión 3 (posibles candidatos a formas del
universo) se obtienen como el cociente de un grupo kleiniano sin torsión
actuando en el espacio hiperbólico tridimensional

H3 = {(z, t) ∈ C× R | t > 0} = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x3 > 0},
como isometŕıas hiperbólicas. Resulta muy ilustrativo entender cómo se de-
forma geométrica y algebraicamente una transformación loxodrómica para
convertirse en una parabólica. Al iterar estas funciones loxodrómicas mueven
los puntos en H3 a través de espirales invariantes hacia los puntos fijos atrac-
tor (o repulsor). En estos movimientos hiperbólicos, las espirales rodean al
eje (geodésica invariante) que une los puntos fijos.

En particular, estudiar variaciones de los poliedros fundamentales (o re-
giones en la esfera de Riemann) para grupos ćıclicos loxodrómicos, al cambiar
la traza del generador, es ciertamente muy ilustrativo. Es notable el hecho
de que no hay cotas para el número de caras visibles de dichos poliedros en
H3 y en la esfera de Riemann solamente hay 2, 4 o 6 lados visibles.

En esta tesis se discuten algunos resultados probados por Jørgensen so-
bre regiones de Ford para grupos cicĺıcos loxodrómicos. También se prueban
algunos resultados para regiones de Dirichlet. El trabajo es introductorio, la
primera parte es tridimensional mostrando hechos para las regiones de Ford
en H3 y la última parte es bidimensional, concentrándose solamente en la
esfera de Riemann.
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En el primer caṕıtulo se definen los conceptos básicos con los que se tra-
bajará en el resto de la tesis, como la clasificación de los elementos del grupo
PSL2(C) por su traza τ . Se deducen formalmente las extensiones de Poin-
caré. Se describe la geometŕıa de las transformaciones loxodrómicas actuando
en H3, y la existencia de espirales infinitas que rodean a la geodésica que una
los puntos fijos. Se deduce una expresión (1.6) que permite encontrar un
representante en PSL2(C) adecuado para cada una de las clases de conjuga-
ción de una transformación loxodrómica dada y se obtiene uno de los valores
propios en términos de cualquier traza.

En el segundo caṕıtulo se define el poliedro de Dirichlet para la acción de
un grupo actuando en H3. Se define también el correspondiente dominio en
Ĉ, y se encuentran los centros y radios de las superficies equidistantes (Lemas
2.1.1 y 2.1.2, respectivamente) que son frontera de este dominio. También se
define el poliedro de Ford para la acción de un grupo de H3. Para el caso
en que el grupo sea ćıclico loxodrómico se muestra que el dominio de Ford
puede ser pensado como el ĺımite del dominio de Dirichlet cuando su centro
tiende a infinito (Teorema 2.2.1). Por último se da una lista de notación y
terminoloǵıa que se usará a lo largo del trabajo.

En el caṕıtulo 3 se analizan los poliedros de Ford y Dirichlet para un
grupo ćıclico loxodrómico y los correspondientes dominios en Ĉ. Se prueba
que estos dominios son simétricos y qué caras visibles se aparean (Teorema
3.0.2, Teorema 3.0.4 y Proposición 3.0.5). Se analizan los casos de tangencias
de los hemisferios (Proposición 3.0.9), lo cual será esencial para saber que al

deformar la traza, nuevos lados en Ĉ solamente pueden surgir de los vértices.

En el caṕıtulo 4 se prueba que si la norma de la traza τ es mayor que
2 todos los ćırculos isométricos (o esferas) son disjuntos (Teorema 4.1.2). Si
|τ | = 2 los ćırculos isométricos de los generadores son tangentes en el pun-
to 1

2
(Teorema 4.1.3). El caso |τ | < 2 es más complejo. Se prueba que los

dominios de Ford son conexos y con un número finito de lados (Proposición
4.1.4 y Teorema 4.1.5 ). Usando la simetŕıa y la deformación de los poliedros,
un análisis combinatorio basado en los resultados previos establece que si
|τ | < 2, entonces las únicas posibles secuencias de lados son n,m,−n,−m o
n, n + m,m,−n,−n−m,−m, n,m ∈ N (Lemas 4.1.7 y 4.1.6). Es decir, los

dominios de Ford en Ĉ tienen 4 o 6 lados (Teorema 4.1.8). Este hecho tiene
consecuencias aritméticas, a través de las sucesiones de Farey, lo cual induce
bellas figuras en el plano de las trazas (cf. [6] y [7]).



También en esta última parte se exhiben algunos ejemplos de poĺıgonos
de 2, 4 y 6 lados para diferentes valores de la traza elaborados en GeoGebra.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Las funciones de variable compleja de la forma

T (z) =
az + b

cz + d
,

a, b, c, d ∈ C, ad − bc 6= 0 se les llama de Möbius. Estas funciones también
están definidas en los puntos del plano complejo extendido Ĉ = C ∪ {∞} de
la siguiente manera:

si c = 0, se define T (∞) =∞.

si c 6= 0, se define T (∞) =
a

c
y T
(
− d

c

)
=∞.

Si ad− bc = k, la transformación

z 7→

a√
k
z +

b√
k

c√
k
z +

d√
k

tiene la misma regla de correspondencia que la transformación original, pero

a√
k

d√
k
− b√

k

c√
k

= 1.

De este hecho se sigue que todas las transformaciones de Möbius pueden
definirse por matrices de la forma

(
a b
c d

)
, a, b, c, d ∈ C, ad− bc = 1.
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A este grupo de matrices se le denota por SL2(C), el centro de este grupo
consiste de las matrices ±Id. Al cociente de SL2(C) sobre su centro se le
llama su proyectivización y se le denota como PSL2(C).

Una primera clasificación de estas transformaciones se obtiene al consi-
derar los puntos fijos de éstas en Ĉ. Obsérvese que si T es de Möbius y no es
la identidad, entonces T fija a lo más dos puntos.

Definición 1. Sea T de Möbius tal que fija exactamente un punto en Ĉ,
entonces a T se le llama parabólica.

No es dif́ıcil probar el siguiente resultado, su demostración puede consul-
tarase en [9], p. 21-22.

Proposición 1.0.1. Sea T de Möbius, entonces:

1. Si T es parabólica, T es conjugada en PSL2(C) a una traslación.

2. Si T no es parabólica, T es conjugada en PSL2(C) a una transforma-
ción de la forma z → αz, α ∈ C.

Se definen a continuación los multiplicadores de una transformación de
Möbius.

Definición 2. Sea T una transformación de Möbius distinta de la identidad.

Si T es parabólica se define su multiplicador como 1.

Si T es conjugada a una transformación de la forma z → αz, α 6= 0, 1,
a los números α y 1

α
se les llaman los multiplicadores de T .

Definición 3. Sea A un abierto en Rn, una densidad en A es una función
continua λ : A→ Rn.

Las densidades son útiles al momento de medir longitudes de curvas. Si
δ es una curva de clase C1 en A, se define la λ-longitud de δ, denotada por
lλ(δ), como

lλ(δ) =

∫ b

a

λ(δ(t))|δ′(t)|dt,

donde δ : [a, b] → A. Esta definición se extiende a curvas C1 por tramos.
Esta medición permite definir la distancia entre dos puntos.



Definición 4. Sea λ una densidad en una región A y z1, z2 ∈ A, se define
la λ-distancia de z1 a z2, denotada por ρλ como

ρλ(z1, z2) = ı́nf
δ
lλ(δ),

donde el ı́nfimo es sobre todas las curvas δ C1 por tramos que unen z1 con
z2.

Definición 5. El plano superior H2 provisto con la métrica definida por la
densidad

λ(z) =
1

Im z

se le llama el plano hiperbólico y a esta métrica se le llama la métrica hi-
perbólica.

A fin de conocer el grupo de isometŕıas del plano hiperbólico se definirá
el grupo general de Möbius actuando en Ĉ. Se denota w∗ a w

|w|2 , donde w ∈ C
y por C(a, r) al ćırculo

{z ∈ C | |z − a| = r}.

Definición 6. Se define la reflexión en el ćırculo C(a, r) de la siguiente
manera.

ϕ(z) =





a+ r2(z − a)∗, si z ∈ C, z 6= a,
∞, si z = a,
a, si z =∞.

Para definir las reflexiones en rectas se identifica Ĉ con R̂2 y se usa el
producto escalar usual en R2. Con este producto los puntos de una recta en
R̂2 están determinados por la siguiente expresión

R(a, t) = {z ∈ R2 | z · a = t, a ∈ R2 − {0}, t ∈ R} ∪ {∞}.

Si el vector normal es unitario, entonces se puede definir la reflexión sobre
esta recta como sigue.

Definición 7. Se define la reflexión en la recta R(a, t) como la función

ϕ : R̂2 → R̂2, dada por

ϕ(z) =

{
z − 2(z · a− t)a, si z ∈ R,
∞, si z =∞,

donde |a| = 1.



Ahora se puede definir el grupo general de Möbius.

Definición 8. El grupo general de Möbius actuando en R̂2, denotado por
GM(R̂2), consiste en todas las funciones que son una composición finita de
reflexiones en ćırculos o rectas.

Estas definiciones se aplican también en Rn. Se denota por M(R̂2) al
subgrupo formado por las funciones que son composición de un número par
de reflexiones. Se demuestra sin mucha dificultad los siguientes resultados
(c.f. [9], p. 69-70).

Lema 1.0.2. La homotecia z → kz es la composición de una reflexión en el
ćırculo unitario, seguida de la reflexión en el ćırculo C(0,

√
k).

Lema 1.0.3. La traslación z → z+ b es la composición de la reflexión en la
recta R( b

|b| , 0), seguida de la reflexión en la recta R( b
|b| ,
|b|
2

).

Teorema 1.0.4. PSL2(C) = M(R̂2).

Se denota por â al punto en R3, (a, 0), donde a ∈ R2. Si ϕ es la reflexión
en el ćırculo C(a, r) (o en la recta R(a, t)), se denota por ϕ̂ a la reflexión en
la esfera S(â, r) (o en el plano P (â, t)). A estas últimas transformaciones se
les llama la extensión de Poincaré de ϕ.

z
R(a, t)

(z, s)

P (â, t)

Figura 1.1: Extensión de Poincaré de una reflexión sobre la recta R(a, t)

Definición 9. Dada ϕ ∈ GM(R̂2), ϕ = ϕ1ϕ2...ϕn, donde ϕj es la reflexión
en un ćırculo o en una recta, j = 1, ..., n, se define su extensión de Poincaré
como

ϕ̂ = ϕ̂1ϕ̂2...ϕ̂n.



z
S(â, r)(z, s)C(a, r)

Figura 1.2: Extensión de Poincaré de una reflexión sobre el ćırculo C(a, r)

Se sigue fácilmente (cf. [1] p. 31) que esta definición no depende de la

descomposición de ϕ. Si se denota por ĜM(R̂2) al subgrupo de GM(R̂3),

que consiste en las extensiones de Poincaré de GM(R̂2), resulta que el grupo

completo de isometŕıas del espacio hiperbólico es precisamente ĜM(R̂2) (cf.
[13] p. 129-130).

En este trabajo se usará el modelo del semiespacio superior:

H3 = {(z, t) ∈ C× R | t > 0} = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x3 > 0},

provisto de la métrica definida por la densidad

λ(x1, x2, x3) =
1

x3

.

Su frontera es la esfera de Riemann Ĉ = C∪{∞}. La distancia hiperbólica
ρ(x, y) entre dos puntos x, y ∈ H3 está determinada por:

cosh ρ(x, y) = 1 +
|x− y|2

2x3y3

, (1.1)

donde | · | denota la norma euclideana en R3, véase [1] p. 130. El grupo
de isometŕıas que preservan la orientación en H3, esto es las extensiones de
Poincaré de las transformaciones de Möbius complejas (cf [1] p. 34), puede
ser identificado con

PSL2(C) = SL2(C)/± I

Si γ =
(
a b
c d

)
∈ SL2(C), entonces la transformación asociada a su acción

en Ĉ es γ(z) = az+b
cz+d

. De ahora en adelante se denotará tanto la matriz como
a la transformación con el mismo śımbolo. Si c 6= 0, γ puede ser expresada
como



γ(z) =

a

c
(cz + d) + b− ad

c
cz + d

=
a

c
+

bc− ad
c(cz + d)

=
−1

c(cz + d)
+
a

c

γ(z) =
1

−c2

(
z +

d

c

) +
a

c
.

Es decir, dichas transformaciones pueden ser expresadas como composición
de traslaciones, rotaciones, homotecias y la transformación z 7−→ 1

z
. Para co-

nocer la extensión de Poincaré de cualquier transformación, esto es la acción
en H3, se describirá la extensión de estas últimas transformaciones, ya que
componiendo dichas extensiones se tendrá la extensión buscada.

Para conocer la extensión de Poincaré de la transformación z 7−→ αz,
α ∈ R+, usando el Lema 1.0.2, es conveniente pensarla como la composición
de la reflexión en S(0, 1) seguida de la reflexión en S(0,

√
α), cuyas reglas de

correspondencia son
(z, t) 7−→ (z, t)∗

y
(z, t) 7−→ α(z, t)∗,

respectivamente. Luego, la extensión buscada es

(z, t) 7−→ (αz, αt).

Para la transformación z 7−→ z + b, usando el Lema 1.0.3, se piensa
como composición de las reflexiones en P ( b

|b| , 0) y P ( b
|b| ,
|b|
2

), cuyas reglas de
correspondencia como extensiones de Poincaré son

(z, t) 7−→ (z − 2(z · b/|b|)b/|b|, t)

y
(z, t) 7−→ (z − 2(z · b/|b| − 2)b/|b|, t),

respectivamente. Luego, la extensión buscada es

(z, t) 7−→ (z + b, t).

Para la transformación z 7−→ 1
z

es conveniente pensarla como composición
de dos transformaciones, a saber z 7−→ z̄ y z 7−→ z

|z|2 , cuyas extensiones de
Poincaré son

(z, t) 7−→ (z̄, t)



y

(z, t) 7−→

(
z

|z|2 + t2
,

t

|z|2 + t2

)
,

respectivamente. Luego, la extensión de Poincaré de z 7−→ 1
z

es

(z, t) 7−→

(
z̄

|z|2 + t2
,

t

|z|2 + t2

)
.

Finalmente, si γ(z) = az+b
cz+d

, c 6= 0, expresándola como composición de

traslaciones, rotaciones, homotecias y la transformación z 7−→ 1
z

se encuen-
tra su extensión de Poincaré. En lo que sigue la transformación arriba de
las flechas representa la extensión del tipo de transformación que se está
aplicando:

(z, t)
z 7−→z+ d

c7−→
(
z +

d

c
, t

)
z 7−→−c2z7−→

(
− c2

(
z +

d

c

)
, |c|2t

)
= (−c(cz + d), |c|2t),

(−c(cz + d), |c|2t)
z 7−→ 1

z7−→
(

−c(cz + d)

|c|2(|cz + d|2 + |c|2t2)
,

|c|2t
|c|2|(|cz + d|2 + |c|2t2)

)

=

(
−(cz + d)

c(|cz + d|2 + |c|2t2)
,

t

|cz + d|2 + |c|2t2

)

z 7−→z+a
c7−→
(

−(cz + d)

c(|cz + d|2 + |c|2t2)
+
a

c
,

t

|cz + d|2 + |c|2t2

)

=

(
(az + b)(cz + d) + ac̄t2

|cz + d|2 + |c|2t2
,

t

|cz + d|2 + |c|2t2

)
,



donde la última igualdad se obtiene observando que

−(cz + d)

c(|cz + d|2 + |c|2t2)
+
a

c
=
−(cz + d) + a(|cz + d|2 + |c|2t2)

c(|cz + d|2 + |c|2t2)

=
(cz + d)(a(cz + d)− 1) + acc̄t2

c(|cz + d|2 + |c|2t2)
=

(cz + d)(az + b)c+ acc̄t2

c(|cz + d|2 + |c|2t2)

=
(az + b)(cz + d) + ac̄t2

|cz + d|2 + |c|2t2
,

ya que a(cz + d)− 1 = (az + b)c por la condición unimodular.

∴ γ(z, t) =

(
(az + b)(cz + d) + ac̄t2

|cz + d|2 + |c|2t2
,

t

|cz + d|2 + |c|2t2

)
, si c 6= 0. (1.2)

De manera más sencilla se concluye también

γ(z, t) =

(
a

d
z +

b

d
,

∣∣∣∣
a

d

∣∣∣∣t
)

si c = 0.

son las extensiones buscadas.

Las transformaciones de Möbius complejas también se pueden pensar
como funciones de C2 en C2 a las que se le llama homogéneas. Si z = z1

z2
y w = w1

w2
, z2, w2 6= 0 (si z2 = 0 se toma z =∞), se tiene que si

(
a b
c d

)(
z1

z2

)
=

(
w1

w2

)
, (1.3)

entonces T (z) = w, donde T es el elemento de PSL2(C) asociado a la matriz(
a b
c d

)
. Si z2 6= 0 y w2 6= 0, esta afirmación se sigue de efectuar la multiplica-

ción en (1.3), pues se tiene

w =
w1

w2

=
az1 + bz2

cz1 + dz2

,

por lo que

w =
w1

w2

=
a
z1

z2

+ b

c
z1

z2

+ d
=
az + b

cz + d
.



Si c 6= 0 y z2 = 0, entonces z =∞, por lo que

w =
w1

w2

=
az1

cz1

=
a

c
= T (∞).

Si c 6= 0 y w2 = 0, no puede ocurrir que z2 = 0, ya que de otra manera
∞ seŕıa un punto fijo de T , por lo que de la ecuación cz1 + dz2 = 0 se sigue
que z1

z2
= −d

c
. El caso cuando c = 0 se sigue de manera análoga.

También es sencillo probar el siguiente resultado: Sea A ∈ GL2(C) con
dos valores propios distintos λ1 y λ2, y vectores propios (u1, u2) y (v1, v2),
respectivamente. Entonces

SAS−1 =

(
λ1 0
0 λ2

)
,

donde S−1 es la matriz cuyas columnas son los vectores propios de A (cf. [11]
p. 4). En particular si A ∈ SL2(C) se observa que λ2 = 1

λ1
. Por otra parte, los

valores propios son invariantes bajo conjugación (cf. [8] p. 254), por lo que
como cualquier transformación que fije 2 puntos es conjugada en PSL2(C)
a una de la forma z 7→ λz, se sigue que sus valores propios son

√
λ y 1√

λ
, es

decir, los multiplicadores λ y 1
λ

se obtienen como el cociente de los valores
propios.

Se recuerda ahora la partición de las transformaciones en PSL2(C), que
están clasificadas por su traza τ(γ) = a + d, que son parabólicas, eĺıpticas,
hiperbólicas y loxodrómicas (véase Figura 1.9).

Elementos parabólicos: Sea γ ∈ PSL2(C). Se dice que γ es parabóli-
ca si τ(γ) = ±2. Si γ es parabólica entonces es conjugada a la transfor-
mación T (z) = z + 1. Considérese la transformación ϕ(z) = 1

z
. Entonces

ϕTϕ−1(z) = ϕ
(

1
z

+ 1
)

= z
z+1

, transformación que está representada por

γ =

(
1 0
1 1

)
.

Como cualesquiera dos transformaciones parabólicas son conjugadas entre
śı, se usará esta representación que fija a 0 en Ĉ. Nótese que

γn =

(
1 0
n 1

)
.



Elementos eĺıpticos: Sea γ ∈ PSL2(C). Se dice que γ es eĺıptica si
τ(γ) ∈ (−2, 2). Una transformación eĺıptica tiene las siguientes propiedades:

1. Los valores propios asociados a la matriz de representación tiene valores
propios complejos. En efecto, si γ es conjugada a la transformación
T (z) = e2iθz, θ ∈ (0, π), sus valores propios son eiθ y e−iθ.

2. Fijan una geodésica puntualmente. Esta geodésica es la determinada
por la intersección de los planos que define su extensión de Poincaré.

3. La acción geométrica es una rotación por un ángulo de 2θ, lo cual se
ve como composición de 2 reflexiones en planos que se intersecan en
un ángulo θ en la geodésica que consiste en los puntos fijos, véase la
Figura 1.3.

Figura 1.3: Acción geométrica de una transformación eĺıptica

Si S ∈ PSL2(C) es eĺıptica, entonces es conjugada a T (z) = e2iθz. Con-
sidérese ϕ(z) = z

z+1
, entonces ϕ(0) = 0 y ϕ(∞) = 1. Si γ = ϕTϕ−1 matri-

cialmente se tiene:

γ = ϕTϕ−1 =

(
1 0
1 1

)(
eiθ 0
0 e−iθ

)(
1 0
−1 1

)
=

(
eiθ 0

eiθ − e−iθ e−iθ

)
.

Aśı, la transformación definida por γ =
(

eiθ 0
eiθ−e−iθ e−iθ

)
será la represen-

tante de las transformaciones eĺıpticas que fijan 0 y 1 en Ĉ. Si λ = eiθ y
β1 = λ− λ−1, entonces



γ =

(
λ 0
β1 λ−1

)
.

Se afirma que

γn =

(
λn 0
βn λ−n

)
, (1.4)

donde βn = λn − λ−n = eniθ − e−niθ = 2i sen(nθ).

Esta afirmación se prueba por inducción sobre n. El resultado es claro
para n = 1 Supóngase que

γn =

(
λn 0
βn λ−n

)
.

Dado que componer dos trasformaciones de Möbius corresponde con la mul-
tiplicación de las matrices que las representan, se tiene que

γn+1 =

(
λn 0
βn λ−n

)(
λ 0
β1 λ−1

)

=

(
λn+1 0

λβn + λ−nβ1 λ−(n+1)

)
=

(
λn+1 0
βn+1 λ−(n+1)

)
.

La última igualdad se obtiene ya que

λβn + λ−nβ1 = λ(λn − λ−n) + λ−n(λ− λ−1)

= λn+1 − λ−n+1 + λ−n+1 − λ−(n+1)

= λn+1 − λ−(n+1) = βn+1.

Si γ es eĺıptica, entonces γ rota los planos hiperbólicos perpendiculares a
su geodésica fija en un ángulo de 2θ, por lo que sólo bastará estudiar estas
transformaciones cuando θ ∈ (0, π) (cf. [1]).

Elementos loxodrómicos: Un elemento γ ∈ PSL2(C) se llama lo-
xodrómico si no es parabólico ni eĺıptico. Un elemento loxodrómico:

1. Tiene valores propios cuyas normas son distintas de 1.

Tomando γ conjugada a T (z) = λ2z, los valores propios de γ son λ
y 1

λ
cuyas normas son distintas de 1.



2. Fijan una geodésica en H3, llamada eje, que une los puntos fijos.

3. Es llamada hiperbólica si su traza es real (y por tanto no hay rotación
sobre su eje).

Como se mencionó las extensiones de Poincaré de PSL2(C) son elementos

del grupo general de Möbius actuando en R̂3, por lo que son funciones conti-
nuas con la métrica cordal (cf [1] p. 33). Los puntos finales del eje, llámense
a y b respectivamente, son puntos fijos de la acción de γ. Si S(z) = λ2z,
|λ| 6= 1, entonces su extensión de Poincaré es S(z, t) = (λ2z, |λ2|t). Un cálcu-
lo sencillo muestra que Sn(z, t) = (λ2nz, |λ2n|t). Como |λ| 6= 1, sin pérdida
de generalidad se puede suponer que |λ| > 1. Luego, dado z ∈ H3 entonces
usando la métrica cordal se tiene que

ĺım
n→∞

Sn(z) =∞ y ĺım
n→∞

S−n(z) = 0.

Finalmente, si γ = ϕSϕ−1 entonces γn = ϕSnϕ−1, donde ϕ(z) = z
z+1

.
Como las extensiones de Poincaré son continuas, se tiene que

ĺım
n→∞

γn(z) = ĺım
n→∞

ϕSnϕ−1(z) = ϕ( ĺım
n→∞

Snϕ−1(z)) = ϕ(∞) = a,

ĺım
n→∞

γ−n(z) = ĺım
n→∞

ϕS−nϕ−1(z) = ϕ( ĺım
n→∞

S−nϕ−1(z)) = ϕ(0) = b.

A estos puntos se les llama punto fijo atractor y punto fijo repulsor, res-
pectivamente. La continuidad de las funciones de Möbius en GM(R̂3) deter-
mina entonces que si γ es loxodrómica con punto fijo atractor a, entonces
para cualquier x ∈ H3 se tiene dc(γ

nx, a) −→ 0 cuando n −→ ∞, donde dc
denota el ĺımite tomado con la métrica cordal en R̂3.

Para ilustrar la acción geométrica de una transformación loxodrómica, se
considera el caso cuando γ(z) = λ2z, |λ| 6= 0, 1. Su extensión de Poincaré es

(z, t) 7−→ (λ2z, |λ|2t).

Es útil pensar a γ como composición de dos funciones, como una homo-
tecia y una rotación

f1(z, t) = (|λ|2z, |λ2|t) y

f2(z, t) =

((
λ

|λ|

)2

z, t

)
.



Al tomar |λ| > 1 el ∞ es el punto fijo atractor. Se pueden dibujar los
hiperciclos alrededor de la geodésica fija en H3, aparecen como “palillos in-
finitos” que surgen del origen y corresponden con los ćırculos fijos de la
transformación hiperbólica f1, véase la Figura 1.4.

Figura 1.4: Vista parcial de los ćırculos fijos de una transformación hiperbóli-
ca (rectas que surgen del origen) y de una eĺıptica (ćırculos), con puntos fijos
0 y ∞

Por otra parte, una rotación tipo f2 rota en los planos paralelos al plano
Ĉ, ortogonales a la geodésica fija, los cuales se llaman horoesferas basadas en
∞. También se puede pensar como rotaciones en las semiesferas con centro
en el origen,“foliadas”por ćırculos que se rotan siempre en el mismo ángulo
alrededor del eje [0,∞). Tanto las horoesferas basadas en ∞, como las semi-
esferas centradas en el origen (que son planos hiperbólicos) son invariantes
bajo estas rotaciones. A estas últimos se les llamará Esferas de Apolonio,
en analoǵıa con los ćırculos de Apolonio y su geometŕıa bajo la acción de
transformaciones loxodrómicas en H2.

En el caso general para una transformación hiperbólica, los “ćırculos fijos”



constituyen un haz de semićırculos en H3, que van de un punto fijo al otro,
localmente se ve como un “plátano”, véase la Figura 1.5.

a

b

Figura 1.5: Vista local de los ćırculos invariantes de las transformaciones
hiperbólicas y eĺıpticas con puntos fijos a y b

El caso general eĺıptico, los ćırculos fijos son ćırculos ortogonales al eje, la
eĺıptica rota alrededor del eje siempre en el mismo ángulo. Ortogonales al eje,
en el sentido de que viven en horoesferas o semiesferas (planos hiperbólicos)
ortogonales al eje. Tanto las horoesferas basadas en algún punto fijo como
las semiesferas de Apolonio son invariantes bajo funciones eĺıpticas. (véase
la Figura 1.6).

Las transformaciones loxodrómicas son una composición de ambas, hi-
perbólica y eĺıptica (o al revés, ya que conmutan). La acción geométrica
consiste en moverse en “los palillos” hacia el ∞ (o el atractor) y rotar en la
correspondiente esfera de Apolonio. La acción hiperbólica no se aplica direc-
tamente en los puntos fijos ya que estos no pertenecen a H3, pero se puede
usar la métrica cordal y aplicar los argumentos bidimensionales (cf. [9] p. 7)

en Ĉ a R̂3, es decir, a la esfera tridimensional S3 perteneciente a R4.



a

b

Figura 1.6: Planos invariantes bajo transformaciones eĺıpticas, donde a y b
son sus puntos fijos

Como en el caso bidimensional, existen espirales invariantes en H3 que
rodean al eje y cortan siempre con el mismo ángulo a una de las esferas de
Apolonio y a alguna horoesfera.

En efecto, se prueba ese hecho en caso canónico y el caso general se sigue
por conjugación y conformalidad. Tomando un punto fijo (z0, t0) ∈ H3 y
escribiendo γ(z) = λ2z, λ2 = er+iθ en el contexto bidimensional. La acción
en H3 de γn es

(z0, t0) 7−→ (z0e
n(r+iθ), t0e

nr), n ∈ Z.

Por lo cual la espiral

(z0, t0) 7−→ (z0e
x(r+iθ), t0e

xr), x ∈ R

es invariante bajo γ. Más aún, como en el caso bidimensional en el que la
espiral invariante en Ĉ corta cada ćırculo de Apolonio exactamente en un
punto y siempre con el mismo ángulo, esto mismo sucede con cada esfera
de Apolonio en H3. De hecho esto mismo también sucede con la familia de
horoesferas basadas en cualquiera de los puntos fijos. véase la Figura 1.7.



θ

Figura 1.7: Espirales invariantes bajo transformaciones loxodrómicas. Cortan
cada horoesfera basada en ∞ (planos paralelos a Ĉ) siempre en el mismo
ángulo

El caso general se sigue por conjugación y conformalidad. En este caso,
las espirales invariantes se enrollan en la geodésica fija, véase la Figura 1.8.

a

b

Figura 1.8: Espirales invariantes bajo transformaciones loxodrómicas donde
a y b son puntos fijos

Para simplificar los cálculos se eligirá un representante de las clases de



conjugación de las transformaciones loxodrómicas cuyo punto fijo atractor
sea el 1 y su punto fijo repulsor sea el 0, esto es conjugando

(
λ 0
0 λ−1

)
, |λ| > 1,

como en el caso eĺıptico, con z 7→ z
z+1

se obtiene la matriz requerida

γ =

(
λ 0
β1 λ−1

)
. (1.5)

Con los mismos cálculos usados en el caso eĺıptico se tiene que para cual-
quier n

γn =

(
λn 0
βn λ−n

)
,

donde, de nuevo, βn = λn − λ−n.

Sea γ eĺıptica o loxodrómica dada por γ =
(
λ 0
β1 λ−1

)
. Este representante

puede ser calculado usando la traza τ = λ+λ−1 conforme (1.5). Escribiendo
λ2 − λτ + 1 = 0 se tiene que λ está dada por

λ =
τ ±
√
τ 2 − 4

2
,

con el signo escogido de tal forma que |λ| > 1. Para esto usando la rama
(0, 2π) del logaritmo complejo la función

λ(τ) =
τ +
√
τ 2 − 4

2
(1.6)

es holomorfa en C − {(−∞,−2] ∪ [2,∞)}. Más aún, si |λ| = 1, entonces
λ = eiθ y por lo tanto

2 cos θ = eiθ + e−iθ = λ+ λ−1 = τ,

es decir, si |λ| = 1, entonces τ ∈ (−2, 2).

Puesto que |λ(i)| = | i+
√

5i
2
| > 1, por continuidad y conexidad se sigue que

la función (1.6) define la λ de tal forma que |λ| > 1 para todos los posibles
valores de la traza de loxodrómicas, es decir, el punto fijo 1 es atractor.
Esto es importante en esta tesis, ya que al variar la traza las estructuras
geométricas cambian. Nótese que para cualquier n se tiene que τn = τ−n,
por lo que λ(τn) = λ(τ−n), por lo que se puede restringir el dominio de λ al
conjunto H2 ∪ [−2, 2].



Estos hechos son importantes ya que todos las posibles trazas se encuen-
tran en H2, véase la Figura 1.9

Lox

HH E PP

Figura 1.9: Semiplano de las trazas. Las letras corresponden al tipo de trans-
formación conforme la traza

Finalmente, nótese que si τn = τ(γn), usando (1.4) se tiene τn = λn+λ−n

y

βn =
√
τn − 4.

Esto último ya que

√
τn − 4 =

√
λ2n + 2 + λ−2n − 4 =

√
λ2n − 2 + λ−2n

=
√

(λn − λ−n)2 = ±(λn − λ−n) = ±βn,

y la igualdad se da para alguna ráız.

Usando esta notación se tiene que si γn =
(
λn 0
βn λ−n

)
, la isometŕıa hiperbóli-

ca dada por (1.2), lleva el punto
(

1
2
, t

2

)
al punto

(
λn
(
τn + βnt2

)

Dn

,
2t

Dn

)
,



donde Dn = |τn|2 + |βn|2t2. Esto se sigue ya que

γn
(

1

2
,
t

2

)
=

(
(λ

n

2
)(βn

2
+ λ−n) + λnβ̄nt2

4

|βn
2

+ λ−n|2 + |βn|2t2
4

,
t
2

|βn
2

+ λ−n|2 + |βn|2t2
4

)

=

(
(λn)(βn + 2λ−n) + λnβ̄nt

2

|βn + 2λ−n|2 + |βn|2t2
,

2t

|βn + 2λ−n|2 + |βn|2t2

)

=

(
λn
(
(βn + 2λ−n) + β̄nt

2
)

|βn + 2λ−n|2 + |βn|2t2
,

2t

|βn + 2λ−n|2 + |βn|2t2

)

=

(
λn
(
τ̄n + β̄nt

2
)

|τn|2 + |βn|2t2
,

2t

|τn|2 + |βn|2t2

)

=

(
λn
(
τn + βnt2

)

|τn|2 + |βn|2t2
,

2t

|τn|2 + |βn|2t2

)
.

∴ γn
(

1

2
,
t

2

)
=

(
λn
(
τn + βnt2

)

Dn

,
2t

Dn

)
. (1.7)

La expresión (1.7) será utilizada más adelante para calcular los centros
y radios de las superficies equidistantes para el cálculo de dominios de Diri-
chlet. En [6] donde se desarrolla con mayor profundidad los resultados para
los dominios de Dirichlet, la expresión (1.7) es de gran utilidad.





Caṕıtulo 2

Dominios fundamentales

Los dominios de Dirichlet y Ford en H3, definidos a continuación, son regiones
fundamentales para la acción de un grupo Γ en H3 acotados por semiesferas
euclideanas. Se define el dominio de Dirichlet (o de Ford, respectivamente) en

∂H3 = Ĉ como la intersección de la frontera cordal del dominio de Dirichlet
(o de Ford) y ΩĈ, donde ΩĈ denota el dominio de discontinuidad de Γ en Ĉ.

2.1. Dominios de Dirichlet

En general dado un grupo kleiniano G y x en H3, que no es fijo bajo nin-
guna transformación en G distinta de la identidad, se define el poliedro de
Dirichlet para la acción de G en H3 como el conjunto

∆x
G = {y ∈ H3 | ρ(y, x) < ρ(y, γx) ∀γ ∈ G}.

Se sabe (cf. [14] p. 53) que este poliedro es una región fundamental para
la acción de G en H3. Nótese que ∆x

G está delimitado por planos hiperbólicos
que son equidistantes entre x y sus imágenes γx, γ ∈ G, γ 6= Id.

Más aún, estos poliedros son localmente finitos, es decir, dado un com-
pacto K en H3, éste interseca un número finito de teselas. Este hecho implica
que ∆̂x

G = ∂c(∆
x
G)∩ΩĈ (donde ∂c(∆

x
G) denota la frontera cordal en R̂3) es un

conjunto abierto y fundamental para la acción de G en Ĉ (cf. [5] p. 116-117).
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Para el caso particular de este trabajo se tiene que Γ =< γ >, donde γ
es loxodrómica de la forma (1.5) y se usará como centro el punto

x = (z, t) =

(
1

2
,
eρ

2

)
,

donde ρ es la distancia de este punto a la geodésica que une los puntos fijos.

Resulta que los planos hiperbólicos equidistantes son semiesferas eucli-
deanas con centro en ∂H3. Esto se sigue al descomponer γn en una rotación
seguida de una hiperbólica con atractor 1, ya que la acción de la parte eĺıpti-
ca de γn en x =

(
1
2
, e

ρ

2

)
es rotar en el plano Re z = 1

2
y el correspondiente

ćırculo de Apolonio en este plano tiene punto ĺımite en
(

1
2
, 1

2

)
, lo que implica

que x es el polo norte de este ćırculo y al rotar por la parte eĺıptica de γn se
obtiene un punto cuya tercera coordenada es menor a la de x.

Se define a la superficie equidistante entre x y γnx, denotada por En como
el conjunto

En = {y ∈ H3 | ρ(y, x) = ρ(y, γnx)}.

Nótese también que

γ−n(En) = E−n.

Esto se sigue al considerar el lugar de los puntos que equidistan de x y
γnx, al aplicar γ−n, como esta función es una isometŕıa, esta imagen es el
lugar de los puntos que equidistan de γ−nx y γ−nγnx = x. En particular, por
biyectividad y conexidad γ−n(Int(En)) = Ext(E−n), véase la Figura 2.1.

EnE−n

γ−n

γnx

γ−nx

x

Figura 2.1: Acción de una iteración de γ en las superficies equidistantes



Uno de los objetivos es ilustrar en este contexto que las regiones de Ford
son un caso ĺımite de las regiones de Dirichlet, por lo que se encontrarán los
centros y los radios de las superficies equidistantes entre dos puntos dados.
Estos cálculos también se utilizan con mayor medida en [6] para probar varios
resultados de las regiones de Dirichlet.

Lema 2.1.1. Sean x = (z, t) y y = (w, s) puntos de H3 = C×R+. Supóngase
también que t 6= s. El centro de la superficie equidistante E(x, y), denotado
por Ceq(x, y) está dado por

Ceq
(
(z, t), (w, s)

)
=
tw − sz
t− s

.

demostración. Se puede suponer que existe un plano ortogonal a C que
contiene a los dos puntos. Se probará primero el caso en que los dos puntos
están contenidos en el plano

P = {(z, t) ∈ C× R | Im (z) = 0}.
Se encontrará el centro del ćırculo equidistante de dos puntos en P que
corresponde al centro de la superficie equidistante en H3. Se toma r ∈ R
tal que se cumpla la ecuación

(
y + (x− y)r

)
· (0, 0, 1) = 0,

es decir
[
(w, s) + (z − w, t− s)r

]
· (0, 0, 1) = 0,

por lo que s+ (t− s)r = 0

y r =
−s
t− s

,

véase la Figura 2.2. Por lo que el centro de la superficie equidistante E(x, y)
es

Ceq
(
(z, t), (w, s)

)
= (w, s) +

(
ws− zs
t− s

,
s2 − ts
t− s

)

=

(
tw − sz
t− s

, 0

)

Se escribirá entonces

Ceq
(
(z, t), (w, s)

)
=
tw − sz
t− s

.



Ceq(x, y)

x

y

(0, 0, 1)

Figura 2.2: Centro de la superficie equidistante Ceq(x, y)

El caso general se sigue fácilmente de este caso, pues rotando el plano que
contiene a dos puntos cualesquiera y trasladándolo se tiene que si

x′ = (eiθz + α, t) y y′ = (eiθw + α, s), α ∈ C,

son puntos tales que Im (eiθz+α) = Im (eiθw+α) = 0 se sigue de lo anterior
que

Ceq
(
x′, y′

)
=
t(eiθw + α)− s(eiθz + α)

t− s
= eiθ

tw − sz
t− s

+ α.

Aplicando a este punto la traslación (z, t) 7→ (z − α, t) y la rotación
(z, t) 7→ (e−iθz, t) se sigue el resultado. �

Lema 2.1.2. Sean x = (z, t) y y = (w, s) puntos de H3 = C×R+, t 6= s. El
radio de la superficie equidistante E(x, y), denotado por Req(x, y) está dado
por

Req((z, t), (w, s)) =

√
ts

(
1 +
|z − w|2
(t− s)2

)
.

demostración. Se probará primero el caso cuando los dos puntos se en-
cuentran en el plano

P = {(z, t) ∈ C× R | Im (z) = 0}.

Sea r̂ = (0, r) el punto donde la semiesfera equidistante corta al eje Z. Se
tiene que

ρ(x, r̂) = ρ(y, r̂),

y usando la fórmula (1.1) se obtiene que

|x− r̂|2

2tr
=
|y − r̂|2

2sr
,



donde se sigue que

s|x− r̂|2 = t|y − r̂|2,

esto es

s(z2 + (t− r)2) = t(w2 + (s− r)2),

sz2 + st2 + sr2 = tw2 + ts2 + tr2.

Ceq(x, y)

x

y
r̂ = (0, r)

st

z w

Figura 2.3: Radio de la superficie equidistante Ceq(x, y)

Por lo que

r2(t− s) = sz2 + st2 − tw2 − ts2

=
sz2 + st2 − tw2 − ts2

(t− s)
(t− s)

=
stz2 + st3 − t2w2 − t2s2 − s2z2 − s2t2 + stw2 + ts3

(t− s)

=
ts

(t− s)

(
z2 + t2 − tw2

s
− 2ts− sz2

t
+ w2 + s2

)

=
ts

(t− s)

(
(t− s)2 + z2 + w2 −

(
tw2

s
+
sz2

t

))
.

Es decir

r2(t− s) =
ts

(t− s)

(
(t− s)2 + z2 + w2 −

(
tw2

s
+
sz2

t

))
. (2.1)



Nótese por construcción que x, y y Ceq(x, y) están sobre una recta eucli-
deana, por lo que se cumple

z

t
=
w

s
, o equivalentemente

zs = tw,

véase la Figura 2.3.

Luego, usando (2.1) se tiene que

r2(t− s)2 = ts

(
(t− s)2 + z2 + w2 −

(
tw2

s
+
sz2

t

))

= ts

(
(t− s)2 + z2 + w2 −

(
wzs

s
+
zwt

t

))

= ts((t− s)2 + z2 + w2 − 2zw) = ts((t− s)2 + (z − w)2)

∴ r2 = ts

(
1 +
|z − w|2

(t− s)2

)
.

Por lo que el radio de la superficie equidistante Req(x, y) está dado por

Req((z, t), (w, t)) =

√
ts

(
1 +
|z − w|2
(t− s)2

)
.

El caso general se sigue fácilmente de este, ya que rotando y trasladando,
si x′ = (eiθz + α, t) y y′ = (eiθw + α, s), α ∈ C son puntos tales que
Im (eiθz + α) = Im (eiθw + α) = 0 se sigue de lo anterior que

Req(x′, y′) =

√
ts

(
1 +
|eiθz + α− (eiθw + α)|2

(t− s)2

)

=

√
ts

(
1 +
|z − w|2
(t− s)2

)
= Req(x, y).

�
Para cualquier g ∈ PSL2(C) nótese que

g(∆x
Γ) = ∆gx

gΓg−1 . (2.2)

Esto ya que

z ∈ g(∆x
Γ) ⇐⇒ ∃y ∈ ∆x

Γ tal que gy = z

⇐⇒ ρ(y, x) ≤ ρ(y, γx) ∀γ ∈ Γ

⇐⇒ ρ(z, gx) = ρ(gy, gx) ≤ ρ(gy, gγx) = ρ(z, gγg−1gx) ∀γ ∈ Γ

⇐⇒ z ∈ ∆gx
gΓg−1 .



Dichas transformaciones no cambian la configuración de las superficies
equidistantes las cuales algunas de ellas constituyen la frontera del dominio
de Dirichlet. Por lo que, usando (2.2), sólo será necesario estudiar el tipo de
combinatoria geométrica para un grupo conjugado de Γ.

Para los grupos ćıclicos Γ =< γ > que se estudiarán, se puede asumir
que γ es de la forma (1.5). Para el análisis de los dominios de Dirichlet, se
usará el punto base

x = (z, t) =

(
1

2
,
eρ

2

)
, (2.3)

cuya distancia a la geodésica que une a 0 con 1 es ρ. En efecto, ya que tanto
las traslaciones como la transformación z 7→ 2z son isometŕıas hiperbólicas,
se tiene que

ρ((0,
1

2
), (0,

eρ

2
)) = ρ((0, 1), (0, eρ)),

cuya distancia es ρ(1, eρ) = log(eρ) = ρ, véase la Figura 2.4.

x

ρ

0 1

Figura 2.4: Si x =
(

1
2
, e

ρ

2

)
, su distancia a la geodésica fija es ρ

Evaluando la fórmula (1.7) para la imagen de este punto bajo γn para
obtener el radio y el centro de la superficie equidistante En = E(x, γnx) se
tiene, usando el Lema 2.1.1, que

Ceq
n = Ceq(x, γnx) =

eρ

2

(λn(τn+βne2ρ)
Dn

)
−
(

2eρ

Dn

)
1
2

eρ

2
− 2eρ

Dn

=
λn(τn + βne2ρ)− 2

Dn − 4
, (2.4)

y usando el Lema 2.1.2, considerando que Dn ∈ R se tiene que



Req
n = Req(x, γnx) =

√√√√
(
eρ

2

)(
2eρ

Dn

)(
1 +
|1
2
− λn(τn+βne2ρ)

Dn
|2

( e
ρ

2
− 2eρ

Dn
)2

)

=

√
e2ρ

Dn

(
1 +
|Dn − 2λn(τn + βne2ρ)|2

(Dneρ − 4eρ)2

)

=

√
e2ρ

Dn

(
1 +
|2λn(τn + βne2ρ)−Dn|2

e2ρ(Dn − 4)2

)
, (2.5)

donde, en ambos casos,

Dn = |τn|2 + |βn|2e2ρ.

Por consiguiente se ha probado el siguiente resultado.

Proposición 2.1.3. El centro y el radio de las superficies equidistantes pa-
ra el grupo generado por γ =

(
λ 0
β1 λ−1

)
con punto base (2.3) están dados,

respectivamente, por las siguientes expresiones

Ceq
n =

λn(τn + βne2ρ)− 2

Dn − 4
, y

Req
n =

√
e2ρ

Dn

(
1 +
|2λn(τn + βne2ρ)−Dn|2

e2ρ(Dn − 4)2

)
,

donde

Dn = |τn|2 + |βn|2e2ρ.

Se escribirá Ên para referirse a la frontera euclideana de la superficie
equidistante En en Ĉ; éste es un ćırculo con centro Ceq

n y radio Req
n .

2.2. Dominios de Ford

Dado un elemento γ ∈ PSL2(C) que no fije ∞, existe un único hemisferio
llamado isométrico centrado en ∂H3, en donde γ actúa como una isometŕıa



euclideana, a este hemisferio se le denota por Iγ−1 . Las fronteras de los hemis-

ferios isométricos se denominan ćırculos isométricos y se denotan por Îγ±1 : γ

transforma Îγ−1 en Îγ como isometŕıa euclideana. También γ−1 transforma a

Îγ en Îγ−1 como isometŕıa euclideana. Estos ćırculos o hemisferios constitu-
yen aquellos puntos donde la norma de la derivada es 1, o donde el factor de
conformalidad tiene determinante 1. Calculando, para un elemento arbitrario
γ =

(
a b
c d

)
, el centro y el radio del ćırculo isométrico de γ−1, es decir Iγ, están

dados por

Ciso(γ−1) =
a

c
y

Riso(γ−1) =
1

|c|
,

este centro pensado en R3 también es el centro del correspondiente hemis-
ferio isométrico en H3. Más aún, se sigue de la regla de la cadena que
γ(Ext(Iγ−1)) = Int(Iγ). Cabe señalar que esta notación no es la conven-
ción estándar en la literatura; sin embargo se usará esta notación con el fin
de empatar y trabajar de manera conjunta los dominios de Ford y Dirichlet;
aśı como también evidenciar la situación ĺımite de los dominios de Dirichlet
(Teorema 2.2.1).

Notése que si γ define una transformación loxodrómica tal que |τ(γ)| > 2,
entonces Iγ y Iγ−1 son disjuntos. En efecto, pues para que esto suceda es
suficiente y necesario que se cumpla la desigualdad estricta

|Ciso(γ−1)− Ciso(γ)| > Riso(γ) +Riso(γ−1),

misma que se cumple si y sólo si
∣∣∣∣
a

c
− d

−c

∣∣∣∣ >
2

|c|
.

Más espećıficamente, para elementos dados como (1.4) los centros y radios
de los ćırculos de las potencias de γ están dadas por

Ciso(γ−n) =
λn

βn
y (2.6)

Riso(γ−n) =
1

|βn|
. (2.7)

Si Γ es un grupo discontinuo y∞ pertence al dominio de discontinuidad,
se define el dominio de Ford ∆∞Γ para la acción de Γ en H3 como la



intersección de los exteriores de los hemisferios isométricos de los elementos
distintos de la identidad de Γ. También se llamará a la intersección de los
exteriores de los ćırculos isométricos de los elementos γ ∈ Γ que no son la
identidad el dominio de Ford ∆̂∞Γ para la acción de Γ en Ĉ. Se puede probar
que ∆∞Γ es una región fundamental para la acción de Γ en H3 adaptando las
técnicas de [12], p. 45-52, para la acción tridimensional.

Teorema 2.2.1. Si x =

(
1

2
,
eρ

2

)
, donde ρ > 0, entonces

ĺım
ρ→∞

∆x
Γ = ∆∞Γ .

demostración. Nótese que usando los Lemas 2.1.1 y 2.1.2 se tiene

ĺım
ρ→∞

Ceq
n = ĺım

ρ→∞

λn(τn + βne2ρ)− 2

|τn|2 + |βn|2e2ρ − 4
=
λnβ̄n
|βn|2

=
λn

βn
= Ciso(γ−n), y

ĺım
ρ→∞

Req
n = ĺım

ρ→∞

√
e2ρ

Dn

+
e2ρ|2λn(τn + βne2ρ)−Dn|2

Dne2ρ(Dn − 1)2

=

√
ĺım
ρ→∞

e2ρ

Dn

=

√
1

|βn|2
=

1

|βn|
= Riso(γ−n).

Aśı, los dominios de Ford pueden interpretarse como el ĺımite de los dominios
de Dirichlet cuando el centro tiende a ∞ y eso motiva la notación ∆∞Γ . �

2.3. Notación general y terminoloǵıa

Se usará la siguiente notación. A los objetos en la frontera del poliedro (caras,
lados, vértices) se llamarán visibles :

H+ es el semiplano superior complejo.

Γ =< γ >, donde γ no es eĺıptica de orden infinito.

∆ es el poliedro de Dirichlet o Ford para la acción de Γ en H3.

∆̂ es el correspondiente dominio fundamental en ΩĈ.

Xn es el hemisferio equidistante entre x =
(

1
2
, e

ρ

2

)
y γnx, o el hemisferio

isométrico de γ−n en H3.



X̂n son los correspondientes objetos en Ĉ, es decir son ćırculos definidos
por las superficies equidistantes o los ćırculos isométricos.

El interior (respectivamente, el exterior) de Xn es la componente aco-
tada (respectivamente, no acotada) de H3 \Xn, y de igual forma para

X̂n.

∆ denotará la unión del poliedro de Dirichlet junto con su dominio
fundamental en Ĉ, o la unión del poliedro de Ford y el dominio de Ford
en Ĉ, es decir, ∆ ∪ ∆̂.

Xn denotará Xn ∪ X̂n.

X∂
n denotará Xn ∩ ∂∆, donde la frontera se toma en H3.

También se escribirá X̂∂
n = X̂n ∩ ∂∆̂ y X

∂

n = X∂
n ∪ X̂∂

n .

Una cara Fn es un subconjunto no vaćıo, conexo, maximal de dimensión
2 de X∂

n , es decir, es un poĺıgono visible en H3.

Una arista Ei,j es la intersección no vaćıa y conexa de dimensión 1 de
las caras Fi y Fj. Es un objeto visible en H3.

Un vértice V es la intersección no vaćıa de dimensión 0 de tres o más
caras. Como las caras pertenecen a H3, los vértices también.

Un lado Sn es un subconjunto no vaćıo, conexo, maximal y de dimensión
1 de X̂∂

n , es decir, es un segmento de ćırculo visible en Ĉ. Es un objeto

visible en Ĉ.

Una esquina C es la intersección no vaćıa de dimensión 0 de al menos
dos lados Es un objeto visible en Ĉ.

Cabe señalar que esta terminoloǵıa es la utilizada en [6]. Jørgensen dis-

tingue entre caras que intersecan a Ĉ y aquellas cuya cerradura se encuentra
en H3.

Figura 2.5: Posibles casos en que se pueden presentar las esquinas en Ĉ de
un dominio fundamental





Caṕıtulo 3

Geometŕıa combinatoria de los
dominios fundamentales

En adelante se usará la notación definida al final del caṕıtulo 2. Se hablará de
algunas propiedades de la geometŕıa combinatoria de los dominios de Ford y
Dirichlet de un grupo ćıclico. Es fundamental que en ambos casos γn manda
X−n a Xn, llevando el exterior de X−n al interior de Xn. En el caso de los
dominios de Dirichlet esto se obtiene por convexidad y biyectividad. Nótese
también que Xn es el bisector perpendicular de la gedésica que une el centro
x y su imagen γnx. La prueba bidimensional en [9] p. 136 se aplica también
en dimensión 3. Para el caso de los dominios de Ford estas afirmaciones son
consecuencia de la regla de la cadena. Este hecho implica que γn identifica
puntos sobre ∂∆ si y sólo si están en X±n.

Proposición 3.0.1. Si γnp = q para p, q ∈ ∂∆, entonces p ∈ X−n y q ∈ Xn.

demostración. Si p fuera punto exterior de X−n entonces γnp = q seŕıa un
punto interno de Xn, contradiciendo la hipótesis. Luego p ∈ Int(X−n)∪X−n
y por lo tanto q ∈ Ext(Xn) ∪Xn.

Si q fuera punto exterior de Xn, entonces γ−nq = p seŕıa punto interior
de X−n, contradiciendo la hipótesis. Luego q ∈ Xn y p = γ−nq ∈ X−n. El
mismo razonamiento se aplica también en Ĉ, llevando aśı al resultado. �

En el contexto de la Proposición 3.0.1 el siguiente resultado es de alguna
forma su inverso. Esencialmente, éste describe los apareamientos de los lados.

Teorema 3.0.2. Para cualquier n 6= 0, γ−nX
∂

n = X
∂

−n.

demostración. Se mostrará primero el resultado para dominios de Diri-
chlet. Sea x ∈ H3 punto base de ∆. Obsérvese que se sigue de la definición
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de dominio de Dirichlet que X∂
n se puede escribir

{y ∈ H3 | ρ(y, x) = ρ(y, γnx) ≤ ρ(y, γmx) ∀m}.

Luego

γ−nX∂
n = {z ∈ H3 | γnz = y, y ∈ X∂

n}
= {z ∈ H3 | ρ(γnz, x) = ρ(γnz, γnx) ≤ ρ(γnz, γmx) ∀m}

= {z ∈ H3 | ρ(z, γ−nx) = ρ(z, x) ≤ ρ(z, γm−nx) ∀m}
= {z ∈ H3 | ρ(z, x) = ρ(z, γ−nx) ≤ ρ(z, γkx) ∀k} = X∂

−n.

Por continuidad, al tomar las cerraduras en ΩĈ se tiene que

γ−nX̂∂
n = X̂∂

−n, y por lo tanto

γ−n(X
∂

n) = γ−n(X̂∂
n ∪X∂

n) = γ−n(X̂∂
n) ∪ γ−n(X∂

n) = X̂∂
−n ∪X∂

−n = X
∂

−n.

Para el caso de los dominios de Ford son necesarios algunos resultados
más, por lo que la demostración para este caso se mostrará más adelante. �

Existe una simetŕıa especial para los dominios de Ford y Dirichlet de
grupos ćıclicos generados por elementos eĺıpticos o loxodrómicos. Sea φ la
transformación de Möbius dada por:

φ : (z, t) 7→ (1− z, t).

Se observa que φ es la extensión de Poincaré de

φ =

(
i −i
0 −i

)
.

Nótese que φ es una rotación de π radianes alrededor de la geodésica que
une 1

2
e ∞, por lo que φ = φ−1 y además preserva la orientación. Si γ fija 0

y 1, entonces γ es de la forma (1.5). Calculando, como β1 = λ− λ−1

φ−1 ◦ γ ◦ φ =

(
i −i
0 −i

)(
λ 0
β1 λ−1

)(
i −i
0 −i

)
=

(
i −i
0 −i

)(
iλ −iλ
iβ1 −iβ1 − iλ−1

)

=

(
−λ+ β1 λ− β1 − λ−1

β1 −β1 − λ−1

)
=

(
−λ−1 0
β1 −λ

)
= γ−1.

En consecuencia, φ ◦ γn ◦ φ = γ−n.

Para la demostración de la siguiente Proposición, en el caso del dominio
de Ford son necesarios algunos resultados.



Lema 3.0.3. Sean A y B dos transformaciones en PSL2(C). Si sus ćırculos
isométricos IA, IB respectivamente, se intersecan en un punto z, los ćırculos
isométricos de las transformaciones A−1 y BA−1 también se intersecan en
Az.

demostración. Se tiene que

B′(z) =
(
((BA−1)A)

)′
(z) = (BA−1)′(A(z))A′(z)

⇒ (BA−1)′(A(z)) =
B′(z)

A′(z)

Si z ∈ IA ∩ IB, entonces se cumple que |B′(z)| = |A′(z)| = 1, por lo que
|(BA−1)′(A(z))| = 1, es decir, A(z) ∈ IBA−1 .

Nótese que usando los factores de conformalidad este mismo lema se aplica
también en los hemisferios isométricos en H3 �

Se entenderá por lado visible a la parte de Xn que es parte de la frontera
del poliedro o poĺıgono. El lema tiene como corolario el siguiente resultado.

Teorema 3.0.4. Sea G subgrupo de PSL2(C) tal que ∞ ∈ ΩĈ. Sea σ un
subconjunto de algún hemisferio Xn. Si A(σ) ⊂ IA es visible en el poliedro
de Ford, entonces σ ⊂ IA−1 también lo es.

demostración. Supóngase que no es aśı. Entonces existe F ∈ G tal que IF
cubre una parte de σ en IA−1 , por lo que, necesariamente IF interseca a IA−1

en un punto z ∈ σ. Si F = BA−1, por el Lema 3.0.3, los hemisferios IA e
IB también se intersecan en un punto w de la forma A−1(z) y A(σ) no seŕıa
visible, véase la Figura 3.1. �

A(σ)σ

z w

IA−1 IBA−1 IA IB

Figura 3.1: Demostración del Teorema 3.0.4

En virtud del Teorema 3.0.4 se sigue la demostración del Teorema 3.0.2
para los poliedros de Ford. También estos últimos resultados se usan para la
siguiente Proposición.



Proposición 3.0.5. Si γ es una transformación de Möbius que fija 0 y 1,
entonces φ−1 ◦ γ ◦ φ = γ−1. Por lo tanto si ∆ es un dominio de Ford o
Dirichlet para Γ =< γ >, entonces φ preserva ∆ y de hecho intercambia
caras F±n, aristas Ei,j y E−i,−j, etcétera, aśı como también lo hace en ΩĈ.

demostración. Los cálculos hechos anteriormente y la unicidad de las ex-
tensiones de Poincaré muestran la primera afirmación.

Considérese

x =

(
1

2
,
eρ

2

)

el punto base para el dominio de Dirichlet para la acción de Γ. Al ser φ
eĺıptica de orden 2 que fija 1

2
e ∞, se tiene que φ fija la geodésica que une

dichos puntos, en particular φ(x) = x, véase la Figura 3.2. Por la primera
parte

φ ◦ γn = γ−n ◦ φ,
φ(γnx) = φ ◦ γn(x) = γ−n ◦ φ(x) = γ−n(x)

Por lo que φ(γnx) = γ−nx. Es decir, φ manda el punto γnx al punto
γ−nx ∀n. Por ser isometŕıa se tiene que φ(X−n) = Xn y por lo tanto inter-
cambia la cara Fn con la cara F−n.

x

γn(x)γ−n(x)

XnX−n

φ

Figura 3.2: φ manda γnx a γ−nx

Para el caso de los dominios de Ford, observése que φ actúa como iso-
metŕıa euclideana en H3, mientras que γn actúa euclideanamente en Iγ−n .



Como φ◦γn = γ−n◦φ, entonces la transformación del lado izquierdo actúa
euclideanamente en Iγ−n , mientras que la transformación del lado derecho
actúa euclideanamente en φ(Iγn). Por lo que se concluye que

Iγ−n = φ(Iγn) y también

φ(Iγ−n) = Iγn .

Nuevamente, φ intercambia los hemisferios isométricos Xn y X−n y por el
Teorema 3.0.4 se tiene que también intercambia caras. Finalmente, φ preserva
∆ para el caso de Dirichlet ya que φ fija el centro de éste

(
1
2
, e

ρ

2

)
. Para el caso

del dominio de Ford, como φ rota los hemisferios Xn es claro que los interiores
de éstos se preservan. Las afirmaciones en ΩĈ se siguen por continuidad. �

En el Teorema 3.0.2 y la Proposición 3.0.5 se observa que tanto φ como
γn llevan la cara F−n a su inversa Fn; sin embargo, φ preserva la orienta-
ción mientras que γn la invierte. Aqúı se les da a los hemisferios X±n la
orientación normal exterior lo cual induce una orientación a sus subconjun-
tos F±n. Entonces, puesto que γn lleva el interior de X−n al exterior de Xn

esta transformación invierte la orientación, mientras que φ no, ya que es una
rotación sobre una ĺınea vertical. Cabe señalar también que la Proposición
3.0.5 muestra que tanto el dominio de Dirichlet como de Ford son simétricos
con respecto a la recta que une el punto 1

2
con ∞.

En lo que sigue se centrará el estudio a los objetos en Ĉ. Para un análisis
en H3 véase [6] y también [7]. Primero se aplicarán los resultados anteriores
al caso cuando dos hemisferios Xn y Xm se intersecan en ∂∆ en un único

punto p y este es el único punto visible de ambos hemisferios, es decir, X
∂

n y

X
∂

m consisten ambos de un punto.

Por el Teorema 3.0.2, X−n interseca a ∂∆ en un único punto γ−np y X−m
interseca a ∂∆ en el punto γ−mp. Sin embargo, usando la Proposición 3.0.5
se tiene que

{γ−np} = γ−nX
∂

n = γ−nφ(X
∂

−n) = φγnX
∂

−n = φ(X
∂

n) = φ({p}) = {φ(p)},

es decir, γ−np = φ(p). El mismo análisis para γ−m muestra que φ(p) = γ−mp
llevando a que γ−np = γ−mp, por lo cual γm−np = p.

Sin embargo los puntos fijos de las transformaciones loxodrómicas no pue-
den estar en ∂∆. En este contexto, ésto se sigue de la Proposición 3.0.8.

Las anteriores observaciones demuestran el siguiente resultado.



Proposición 3.0.6. Sea γ loxodrómica. Si X
∂

n y X
∂

m son tangentes en un
punto y la cardinalidad de ambos conjuntos es uno, entonces n = m.

También resulta que si Xn y Xm se intersecan en un vértice, arista o
esquina, entonces X(n−m) también interseca a la frontera del dominio funda-
mental. Se recuerda que el supeŕındice ∂ denota visibilidad.

Proposición 3.0.7. Si X = X
∂

n ∩ X
∂

m 6= ∅ para n 6= m, entonces

∅ 6= γ−mX ⊂ X
∂

(n−m) y ∅ 6= γ−nX ⊂ X
∂

(m−n).

demostración. Por el Teorema 3.0.2 se tiene que

γ−nX = γ−n(X
∂

n ∩X
∂

m) = γ−n(X
∂

n) ∩ γ−n(X
∂

m) ⊆ γ−n(X
∂

n) = X
∂

−n ⊆ ∂∆,

y el mismo análisis para γ−m muestra que tanto γ−nX, como γ−mX son sub-
conjuntos no vaćıos de la frontera ∂∆, es decir, γ−nX es un conjunto visible.

Nótese que γn−m(γ−nX) = γ−mX. Entonces se cumple que para todo
p ∈ X existe q ∈ X tal que

γn−m(γ−np) = γ−mq.

Por la Proposición 3.0.1 se tiene que γ−np ∈ X∂

(m−n) y γ−mq ∈ X∂

(n−m),
probando el resultado. �

Obsérvese que X
∂

n ∩X
∂

m puede ser una arista, un vértice, una esquina o
el conjunto vaćıo.

Ahora se centrará la atención a las tangencias de los objetos Xn. Esto
será crucial cuando el grupo sea generado por un elemento γ loxodrómico.
Puesto que todo Xn está centrado en Ĉ, cualquier punto de tangencia tam-
bién estará en Ĉ. Aśı, sólo centraremos la atención a X̂n y a ∆̂, objetos en
Ĉ.

Por las convenciones hechas con anterioridad acerca de γ, se tiene el
siguiente resultado.

Proposición 3.0.8. 1 ∈ Int(Xn) y 0 ∈ Int(X−n) para toda n > 0.

demostración. Se probará primero el caso de los dominios de Dirichlet.

Se tienen 3 casos conforme a que Xn y X−n sean ajenos, tangentes o que
se intersequen, véase la Figura 3.3.



0 1

X−n Xn

0 1

X−n Xn

0 1

X−n Xn

Figura 3.3: Posibles casos en cómo se presentan los objetos X−n y Xn

Sea x el centro del dominio de Dirichlet. Como γnX−n = Xn, por conve-
xidad y biyectividad se tiene

γn(Ext(X−n)) = Int(Xn), (3.1)

γn(Int(X−n)) = Ext(Xn). (3.2)

En consecuencia, en el caso 1 (Xn y X−n, ajenos), como el 0 y el 1 son
puntos fijos, necesariamente están en Int(Xn)∪ Int(X−n). Esto también su-
cede en el caso 2 (Xn y X−n, externamente tangentes).

En el caso 3 (Int(Xn) y Int(X−n), se intersecan), las igualdades (3.1) y
(3.2) implican que la situación de que ambos puntos estén en la intersección
de los interiores no sucede, ya que son puntos fijos. Por lo que cada uno de
estos puntos están en el interior de Xn (o X−n) y en el exterior de X−n (o Xn).

Finalmente, si se escribe γn = gnfn, donde fn es una rotación en el plano
Re z = 1

2
y gn es la hiperbólica con atractor 1, es claro que

γnx ∈
{

(z, t) | Re z >
1

2

}
y

γ−nx ∈
{

(z, t) | Re z <
1

2

}
,

por lo que 1 ∈ Int(Xn) y 0 ∈ Int(X−n), ∀n > 0.



Para el caso de Ford, se recuerda que las igualdades (3.1) y (3.2) son
consecuencia de la regla de la cadena. Para que 0 ∈ Int(X−n), n > 0 es
necesario que

|Ciso(γ−n)| < Riso(γ−n), es decir,

∣∣∣∣
λ−n

β−n

∣∣∣∣ <
1

|β−n|
,

desigualdad que se cumple ya que |λ−n| < 1. Aplicando φ a esta configura-
ción se llega a que 1 ∈ Int(Xn). �

Por la Proposición 3.0.8, si X̂n y X̂m son externamente tangentes, entonces
n y m deben tener signos opuestos. Si X̂n es internamente tangente a X̂m,
entonces n y m tienen el mismo signo y |n| > |m|, véase la Figura 3.4. Esto
ya que 1 es el punto atractor y 0 el repulsor.

q

p

0 1

Xm

Xn

Figura 3.4: Si n > m > 0 y Xn es internamente tangente a Xm entonces
Xn ⊂ Int(Xm)

Definición 10. Un punto p ∈ ∂∆̂ es un punto liso de la frontera si p se
encuentra en el interior de un lado.

Es posible para un punto liso p de la frontera que se encuentre en el
interior de dos lados Sn y Sm que son externamente tangentes en p. También
es posible que algún X̂m sea internamente tangente a un lado Sn en un punto
liso p (véase la Figura 3.5).



SmSn Sn

X̂m

p p

Figura 3.5: Posibles casos de tangencia entre distintos lados

Proposición 3.0.9. Sea γ de Möbius loxodrómica.

a) Si X̂m es internamente tangente a Sn en un punto liso p y m > n > 0,
entonces m = 2n.

b) Si Sk es externamente tangente a Sn en un punto q, entonces k = −n
y q = 1

2
∈ Ĉ.

Más aún, si alguno de los dos casos ocurre, entonces el otro también y
γ−np = q.

demostración. Supóngase m > n > 0 y X̂m internamente tangente al lado
Sn en el punto liso p.

Por la Proposición 3.0.5, X̂−m es internamente tangente al lado S−n en un
punto t. Esto se logra observando que φ(X̂m) = X̂−m y también φ(Sn) = S−n.

Puesto que φ preserva ∂∆̂. Por el Teorema 3.0.2 se tiene que

γ−mX̂∂
m = X̂∂

−m = {t},

es decir t = γ−mp. Además q = γ−np es un punto liso de S−n, ya que γ−n

manda Sn a S−n (véase la Figura 3.6). Luego γnq = p y por tanto t = γn−mq.
Por la Proposición 3.0.1 se tiene que

t ∈ X̂n−m y q ∈ X̂m−n.

X̂n−m no puede ser externamente tangente a S−n, ya que n − m < 0 y
−n < 0, es decir, tienen el mismo signo; ni tampoco puede ser que haya
puntos de S−n en el interior y exterior de X̂m−n, ya que S−n es visible (véase

Figura 3.7). Por lo que X̂n−m está contenido en X̂−n o es internamente tan-

gente a X̂−n.



t

q

p

X̂n−m

X̂−m

X̂m

Sn

S−n

Figura 3.6: Parte (a) de la Proposición 3.0.9

El segundo caso es imposible, ya que si X̂−m = X̂n−m, entonces n seŕıa
0, o de otra manera como X̂−m y X̂n−m son tangentes en un único punto t
por la Proposición 3.0.6 se tendŕıa que −m = n −m; ambos casos llevan a
la misma contradicción. Por lo cual S−n ⊆ X̂n−m y entonces X̂n−m = X̂−n,
llevando a que n−m = −n, es decir, 2n = m probando (a).

S−nX̂n−m

X̂n−m

t

Figura 3.7: Casos imposibles en la demostración del inciso (a) de la Proposi-
ción 3.0.9

Como 2n = m se tiene que X̂m−n = X̂n. También q = γm−nt y por la
Proposición 3.0.1 q ∈ X̂m−n. Aśı q es un punto liso de S−n y está sobre X̂n.
X̂n y X̂n−m no pueden intersecarse en dos puntos, ya que q es punto liso, pero
se intersecan, por lo que son tangentes. Por simetŕıa este punto de tangencia
es 1

2
, llevando a la configuración de la parte (b).



Supóngase que Sk es externamente tangente a Sn en un punto liso q. Se
sabe que k y n deben tener signos opuestos, por lo que se puede suponer que
k < 0 < n. Por la Proposición 3.0.5, q′ = φ(q) debe ser punto liso, donde S−k
y S−n son externamente tangentes. Sea p = γnq′ y t = γkq′. Se tiene que p es
punto liso de Sn, t es punto liso de Sk y γn−kt = p. Por la Proposición 3.0.1
estas igualdades implican que p ∈ X̂n−k y t ∈ X̂k−n.

Por otro lado, como p es punto liso de Sn, esto implica que X̂n−k es
internamente tangente a Sn en p, pues n − k > n. Por (a) se tiene que
n− k = 2n, llevando a n = −k. Como

{q′} = S−n ∩ S−k = Sk ∩ Sn = {q},

esto implica que q′ = q = 1
2
, ya que éste es el único punto fijo de φ en Ĉ. �

Posteriormente se verá que esta situación sólo puede ocurrir cuandom = 2
y n = 1.





Caṕıtulo 4

Dominios de Ford en ∂H3
R

Los tipos de combinación de los dominios de Ford en Ĉ para grupos ćıclicos
en PSL2(C) fueron originalmente clasificados por Jørgensen (cf. [7]).

Se probará que para un elemento γ ∈ PSL2(C) loxodrómico que no fija
∞, el dominio de Ford en ∂H3

R de Γ =< γ > tiene dos, cuatro o seis lados.
No es dif́ıcil mostrar que para los grupos ćıclicos parabólicos el dominio de
Ford tiene dos lados (o dos caras) tangentes en un punto.

Un ejemplo simple de poliedros de Dirichlet se obtiene al considerar como
punto base

x =

(
1

2
,
1

2

)
,

es decir, el centro de estos dominios de Dirichlet está sobre la geodésica que
une los puntos fijos. No es dif́ıcil observar que para cualquier valor de la traza
τ dichos dominios consisten de dos lados. Nótese que el poliedro siempre
consiste en la región comprendida entre 2 semiesferas ajenas. Un ejemplo
de estos dominios se puede ver en la Figura 4.1 para τ = 1

2
i. Un análisis

detallado de poliedros (o poĺıgonos) de Dirichlet con centro en puntos de la
forma

x =

(
1

2
,
eρ

2

)
,

donde ρ es la distancia de este punto a la geodésica fija, aparece en [6].

En este caṕıtulo se usarán las propiedades de la combinatoria estudiadas
en el caṕıtulo anterior para examinar en detalle los dominios de Ford. En
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adelante se escribirá simplemente Cn y Rn para referirse a los objetos Ciso(γn)
y Riso(γn), respectivamente.

Figura 4.1: Poliedro (poĺıgono) de Dirichlet con traza τ = 1
2
i y centro

(
1
2
, 1

2

)

4.1. Generadores loxodrómicos

El método que se empleará para las transformaciones γ loxodrómicas será ver
cómo el tipo de combinatoria geométrica del dominio fundamental ∆̂ cambia
con deformaciones continuas de la traza. Para esta aproximación es crucial la
continuidad de los centros y radios de los ćırculos isométricos como funciones
de la traza τ .

Lema 4.1.1. Sea

γn =

(
λn 0
βn λ−n

)
,

donde τn = τ(γn) = λn + λ−n y βn = λn − λ−n. Entonces:

a) τ−n = τn y β−n = −βn.

b) Para todo n ≥ 1 se tiene

βn+1 = −βn−1 + τβn,

donde β0 = 0.



demostración.

a) Por definición

τ−n = λ−n + λ−(−n) = λ−n + λn = τn y

β−n = λ−n − λ−(−n) = −(λn − λ−n) = −βn.

b) Si n=1 entonces

−β0 + τβ1 = τβ1 = (λ+ λ−1)(λ− λ−1) = (λ2 − λ−2) = β2.

Se supone el resultado para k y calculando

−βk + τβk+1 = −(λk − λ−k) + (λ+ λ−1)(λk+1 − λ−k−1)

= −λk + λ−k + λk+2 − λ−k + λk − λ−k−2 = βk+2,

por lo cual se sigue el resultado por inducción.

�
Para empezar nótese que si |τ | ≥ 2, entonces la segunda parte del Lema

4.1.1 resulta en la desigualdad

|βn| − |βn−1| ≤ |βn+1| − |βn|. (4.1)

En efecto, se tiene que

τβn = βn+1 + βn−1.

⇒ |τβn| = |βn+1 + βn−1| ≤ |βn+1|+ |βn−1|.

Como |τ | ≥ 2, entonces |τβn| ≥ 2|βn|.

∴ 2|βn| ≤ |βn+1|+ |βn−1| y

|βn| − |βn−1| ≤ |βn+1| − |βn|.

Además, para toda n ≥ 1 se tiene que Rn > Rn+1. Esto se obtiene
observando que para toda n ≥ 1, se da la desigualdad

|βn+1| > |βn|.

Esta última afirmación se demuestra por inducción fuerte sobre n. Si
n = 1 entonces usando la desigualdad (4.1)

|β1| < |β2| − |β1| < |β2|.



Supóngase que ∀ 1 ≤ i ≤ n se tiene que |βi| < |βi+1|. En particular

|βn−1| < |βn|. (4.2)

Usando nuevamente la desigualdad (4.1) para n y n+ 1 se obtienen

|βn| − |βn−1| < |βn+1| − |βn| (4.3)

y

|βn+1| − |βn| < |βn+2| − |βn+1|. (4.4)

Sumando (4.2), (4.3) y (4.4) se llega a que |βn+1| < |βn+2|.

Teorema 4.1.2. Si |τ | > 2, todos los ćırculos isométricos X̂i son disjuntos
y anidados.

demostración. Para que esto suceda es suficiente y necesario que

|Cn − Cn+1|+Rn+1 < Rn ∀n,

véase la Figura 4.2.

Riso
n

Riso
n+1

Ciso
n+1Ciso

n

Figura 4.2: Condición suficiente y necesaria para que los X̂n sean anidados



Tomando n > 0, esto ocurre si y sólo si
∣∣∣∣
λn

βn
− λn+1

βn+1

∣∣∣∣ <
1

|βn|
− 1

|βn+1|
⇐⇒ |λnβn+1 − λn+1βn| < |βn+1| − |βn|

⇐⇒ |λn(λn+1 − λ−(n+1))− λn+1(λn − λ−n)| < |βn+1| − |βn|

⇐⇒ |λ2n+1 − λ−1 − λ2n+1 + λ| < |βn+1| − |βn|

⇐⇒ |β1| < |βn+1| − |βn|,

desigualdad que se cumple aplicando un número finito de veces la desigual-
dad (4.1). Aplicando φ a esta configuración de X̂i se llega a que todos estos
objetos son disjuntos para toda n y además dichos dominios son simétricos.
Se concluye entonces que ∆̂ está acotado por los lados S1 = X̂1 y S−1 = X̂−1,
los cuales no se intersecan. �

Si ahora se varia τ , el primer cambio en la combinatoria geométrica de
∆̂ sólo puede ocurrir cuando algún X̂±m se vuelve internamente tangente a
X̂±1 o cuando X̂−1 se vuelve externamente tangente a X̂1 en algún punto
q. Por la Proposición 3.0.9 los dos casos son los mismos y si X̂m es interna-
mente tangente a X̂1 y m > 1, entonces m = 2. Aśı, es suficiente ver para
cuáles valores de la traza τ los objetos X̂1 y X̂−1 son externamente tangentes.

Para que esto ocurra se debe de dar la igualdad

|C−1 − C1| = R1 +R−1, es decir,∣∣∣∣
λ−1

β−1

− λ

β1

∣∣∣∣ =
1

|β1|
+

1

|β−1|
.

Usando la primera parte del Lema 4.1.1, esta igualdad se puede reescribir
como

∣∣∣∣
λ−1

−β1

− λ

β1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
λ−1 + λ

β1

∣∣∣∣ =
2

|β1|
.

Teorema 4.1.3. X̂1 y X̂−1 son externamente tangentes si y sólo si |τ | = 2,
el punto de intersección es 1

2
.

Se denota al conjunto donde esto sucede como

Σ∞ = {τ ∈ C | |τ | = 2}.



La frontera del poliedro en H3 consiste de dos semiesferas isométricas
tangentes que se aparean, véase la Figura 4.3.

X̂−1 X̂1

Figura 4.3: Frontera en H3 del poliedro de Ford para |τ | = 2

Luego, el dominio fundamental de Ford tiene a X̂±1 como sus dos lados
disjuntos si τ está en el exterior de Σ∞. Esto también es válido en H3. La
frontera del poliedro de Ford en H3 consiste de dos semiesferas isométricas
ajenas que se aparean.

Se escribirá B∞ para denotar al interior de Σ∞ intersecado con el semi-
plano superior. Sea τ = i ∈ B∞. Se tiene que el complemento del dominio de
Ford para ese valor es conexo. En efecto, basta ver que Int(X̂1) y Int(X̂−1)

se intersecan. Eso se sigue ya que como todos los X̂n contienen en su interior
al 1 (si n > 0) o al 0 (si n < 0), dado cualquier z en el complemento de

∆̂, se tiene que z ∈ Int(X̂n), para alguna n, si n < 0, se puede trazar una

trayectoria de este punto al 0, dentro de X̂n. También se puede encontrar una
trayectoria que une z con z0 ∈ Int(X̂1) ∩ Int(X̂−1). La misma construcción

se puede hacer para cualquier w ∈ ∆̂c, w ∈ Int(X̂m), m > 0, lo cual muestra

la conexidad de ∆̂c, véase la Figura 4.4.

z

w

z0

0

1

X̂n
X̂m

Figura 4.4: ∆̂c es conexo por trayectorias y por tanto conexo



Para ver que existe z0 ∈ Int(X̂1) ∩ Int(X̂−1), debe ocurrir que

|C1 − C−1| < R−1 +R1 =
1

|β1|
+

1

|β−1|
=

2

|β1|
,

véase la Figura 4.5.

C1C−1

z0R−1
R1

Figura 4.5: Condición suficiente y necesaria para que X̂1 y X̂−1 se intersequen
en dos puntos, |C1 − C−1| < R1 +R−1

Si τ = i, esto se cumple pues

∣∣∣∣
λ

β1

− λ−1

β−1

∣∣∣∣=
∣∣∣∣
τ

β1

∣∣∣∣ =
1

|β1|
.

Se tiene que Rn −→ 0 cuando n −→ ∞ (cf. [12] p. 46 y [10]). En conse-

cuencia Cn −→ 1, cuando n −→∞ ya que 1 ∈ X̂n, ∀n > 0.

En virtud de la observación anterior, nótese que existe ε > 0 tal que
|1 − C1| < R1 − ε. Por lo que si n es suficientemente grande, ∀x ∈ X̂n, se
puede tomar δ > 0 tal que |x− 1| < δ < ε, por lo que

|x− C |1 ≤ |x− 1|+ |1− C1| < δ +R1 − ε < R1.

Como 1 ∈ Int(X̂n),∀n > 0, se sigue de esta observación que a partir de

cierto momento los X̂n, n > 0 se quedan completamente contenidos en X̂1,
por lo que no contribuyen a los lados del poliedro en Ĉ. Se ha probado el
siguiente resultado.

Proposición 4.1.4. ∆̂ tiene un número finito de lados.

Tomando τ ∗ en B∞, la continuidad de Cn y Rn como funciones de la
traza implican que para τ ∗ el complemento de ∆̂ también es conexo, ya que
se puede trazar una trayectoria desde τ = i hasta τ ∗ dentro de B∞ (véase

la Figura 4.6 ), a lo largo de esta trayectoria la única manera de que ∆̂ o su
frontera se vuelvan inconexos es cuando dos lados se vuelvan externamente
tangentes, lo cual sólo sucede en Σ∞. Se tiene el siguiente resultado.



τ∗

Σ∞

B∞

τ = i

Figura 4.6: Para τ ∈ B∞, tanto ∆̂ como su complemento son conexos

Teorema 4.1.5. Para τ ∈ B∞, el dominio fundamental ∆̂, su complemento
y su frontera son conexos.

Se puede describir a ∂∆̂ de manera única como una permutación ćıclica,
como una secuencia de los componentes de los lados en dirección contraria a
las manecillas del reloj

Sn0 , ..., Snk−1
,

tal que cada par de lados adyacentes se intersecan en una esquina, incluyendo
Snk−1

y Sn0 . Puede suceder que k = 6; en tal caso existe una relación entre
los ı́ndices de los lados que aparecen.

Lema 4.1.6. Si ∆̂ es un dominio conexo de seis lados , entonces la secuencia
de lados de ∆̂ es

Sn, Sn+m, Sm, S−n, S−m−n, S−m. (4.5)

Puede suceder que los 6 lados estén contenidos en 4 ćırculos isométricos,
es decir, n = m véase la Figura 4.12.

demostración. Se empieza escribiendo los lados de ∆̂ como

Sn0 , Sn1 , Sn2 , Sn3 , Sn4 , Sn5 .

Sea Sni un lado. Por la Proposición 3.0.5 se tiene que φ(Sni) = S−ni . Como
φ es rotación, necesariamente −ni = ni+3, ya que si −ni = ni+1, entonces
∆̂ tendŕıa 2 lados y si −ni = ni+2 se tendŕıan 4 lados (o si −ni = ni+4 el
poliedro tendŕıa 8 lados), véase la Figura 4.7 . Aśı

ni = −ni+3. (4.6)



Por lo que resta de la prueba, la aritmética con el sub́ındice i será tomada
módulo 6. Se enumeran las esquinas de ∆̂ como

ci = Sni ∩ Sni+1
,

Por el Teorema 3.0.2 se tiene que γ−nici ∈ S−ni y como γ−ni invierte la
orientación se concluye que γ−nici = ci+2 (véase la Figura 4.7).

Sni

ci

Sni+1

ci+1

Sni+2

ci+2

Sni+3

ci+3

Sni+4

Sni+5

ci+4

ci+5

γ−ni

γ−ni+2

γ−ni+4

Figura 4.7: Demostración del Lema 4.1.6

Por consiguiente, el mismo razonamiento implica

γ−ni+2ci+2 = ci+4 y

γ−ni+4ci+4 = ci.

Por lo que

ci = γ−ni+4ci+4 = γ−ni+4−ni+2ci+2 = γ−ni+4−ni+2−nici.

Puesto que ci no puede ser punto fijo se debe tener que

−ni+4 − ni+2 = ni. (4.7)

Finalmente, escribiendo n = n0 y m = n2, usando (4.6) y (4.7) se tienen las
siguientes igualdades

n1 = −n5 − n3 = n2 + n0 = m+ n,

n3 = −n0 = −n,
n4 = −n1 = −m− n y

n5 = −n2 = −m,

llevando a la expresión (4.5) �

La prueba se aplica también si n = m. Como un ejemplo de un poliedro
de 6 lados, véase la Figura 4.12 para τ = i.



Lema 4.1.7. Si ∆̂ tiene 4 lados, entonces la secuencia de lados de ∆̂ es

Sn, Sm, S−n, S−m. (4.8)

demostración. Representando a ∆̂ como secuencia de sus lados

Sn0 , Sn1 , Sn2 , Sn3 .

Sea Sni un lado. Aplicando φ se tiene φ(Sni) = S−ni , por los mismos
argumentos aplicados en el Lema 4.1.6 se tiene la siguiente igualdad

−ni = ni+2, (4.9)

véase la Figura 4.8.

En lo que resta de la prueba la aritmética de los sub́ındices será tomada
módulo 4. Si n = n0 y m = n1, usando la igualdad 4.9, se tienen las siguientes
igualdades

n2 = −n0 = −n y

n3 = −n1 = −m,

llevando a la expresión (4.8). �

Sni

Sni+1

Sni+2

Sni+3

γ−ni
γ−ni+1

ci

ci+1

ci+2

ci+3

γ−ni+1−ni

Figura 4.8: Demostración del Lema 4.1.7

En este último caso, si c0 es la esquina formada por los lados Sn y Sm, c1

es la esquina formada por Sm y S−n, c2 la esquina formada por S−n y S−m y
c3 la formada por S−m y Sn, por el Teorema 3.0.2 se tiene que



γ−nc0 = c1, (4.10)

γ−mc1 = c2 y (4.11)

γmc3 = c0. (4.12)

Usando (4.10) y (4.11) se llega a γ−n−mc0 = c2, y usando la Proposición
3.0.1 se tiene que

c0 ∈ X̂n+m y c2 ∈ X̂−n−m.

Además, usando (4.10) y (4.12) se tiene que γm−nc3 = c1, y usando la
Proposición 3.0.1 se tiene que

c1 ∈ X̂m−n y c3 ∈ X̂n−m.

Por la Proposición 3.0.6, estos son los únicos hemisferios que son inter-
namente tangentes a las esquinas de un dominio de 4 lados, véase la Figura
4.9 Esta observación será de utilidad más adelante.

c1

c2

c3

Sn

Sm

S−n

S−m

c0
X̂n+m

X̂−n−m

X̂m−n

X̂n−m

Figura 4.9: X̂k incidentes a las esquinas de un poĺıgono de 4 lados

Como ejemplos de dominios de Ford, se tiene un dominio de 2 lados
tangentes para τ =

√
3+ i (véase la Figura 4.10); un dominio de 4 lados para

τ = 1 + i (véase la Figura 4.11); y un dominio de 6 lados para τ = i (véase
la Figura 4.12).



Ahora se tienen herramientas suficientes para demostrar el resultado cen-
tral del trabajo.

Figura 4.10: Dominio de Ford para τ =
√

3 + i

Figura 4.11: Dominio de Ford para τ = 1 + i

Teorema 4.1.8. Para todo τ ∈ B∞, ∂∆̂ tiene 4 o 6 lados.

demostración. Lo que resta probar es que, para un dominio ∆̂ de 4 o 6
lados, si se vaŕıa τ continuamente en B∞, entonces ∆̂ para la nueva τ puede
tener sólo 4 o 6 lados (ya que para que tenga 2 lados debe tener los lados
S±1 externamente tangentes y eso sólo ocurre en Σ∞).



Figura 4.12: Dominio de Ford para τ = i

Observése que la Proposición 3.0.9 es una caracterización de cuándo hay
X̂k internamente tangentes en puntos suaves de los lados, y esto ocurre si y
sólo si el punto 1

2
es un punto visible. Este punto no es visible para τ ∈ B∞,

ya que

∣∣∣∣
1

2
− C1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1

2
− λ

β1

∣∣∣∣ =
|τ |

2|β1|
<

1

|β1|
⇐⇒ |τ | < 2,

véase la Figura 4.13.

C1 R1

1

2

Figura 4.13:
1

2
no es punto visible para τ ∈ B∞

Aśı, si τ ∈ B∞, entonces 1
2

no es un punto visible y no hay tangencias

internas de algún X̂k en un punto suave de un lado Sn. Luego, sólo se cen-
trará la atención en las esquinas de los dominios fundamentales, ya que ah́ı
pueden aparecer nuevos lados.



Caso 1 ∆̂τ tiene 4 lados.

En la observación después del Lema 4.1.7 se encontraron los X̂k que
son incidentes en las esquinas de ∆̂τ . Con un cambio suficientemente
pequeño en τ para pasar de ∆̂τ a ∆̂σ y por la simetŕıa de ∆̂τ , los
siguientes son los únicos casos posibles:

� ∆̂σ continua con 4 lados, donde σ es cercana a τ .

� Dos de las cuatro curvas X̂±n±m pasan a través de las esquinas y
contribuyen a nuevos lados de ∆̂σ.

� Las cuatro curvas contribuyen a los lados de ∆̂σ.

Este último caso es el que se debe excluir.

Supóngase que se da el tercer caso, entonces la secuencia de los lados
seŕıa

Sn, Sn+m, Sm, Sm−n, S−n, S−n−m, S−m, Sn−m,

véase la Figura 4.14.

Sn

Sn+m

Sm

Sm−n

S−n

S−n−m

S−m

Sn−m

γ−n

γn−m

γm

cn,n+m

cm−n,−n

c−m,n−m

cn+m,m

Figura 4.14: Las curvas X̂±n±m no pueden contribuir a los lados de ∆̂

Si se escribe ci,j para denotar la esquina formada por los lados Si y Sj,
entonces

γ−ncn,n+m = cm−n,−n,

γn−mcm−n,−n = c−m,n−m y

γmc−m,n−m = cn+m,m,



luego,

cn,n+m = γncm−n,−n = γmc−m,n−m = cn+m,m.

Claramente cn,n+m 6= cn+m,m, dejando fuera este caso.

Caso 2 ∆̂τ tiene 6 lados, quizá dos pares de ellos se encuentran sobre
dos ćırculos isométricos.

Se debe probar que en este caso ningún X̂k puede ser incidente a nin-
guna esquina de ∆̂τ , para que los dominios con la misma configuración
de ∆̂τ correspondan a un conjunto abierto de trazas en B∞. Aśı, pe-
queñas deformaciones de τ en este conjunto no incrementan el número
de lados.

Supóngase lo contrario, que X̂k, para alguna k, es incidente a la esquina
cn,n+m, donde se nombran las esquinas como en el caso anterior, véase
la Figura 4.15. Renombrando si es necesario, cualquier esquina de esta
forma escribiendo n+m = u, etcétera. Por la simetŕıa de ∆̂τ , X̂−k debe
ser incidente a c−n,−n−m. Se tiene que γnc−n,−n−m = c−m,n, con lo cual

γn−kcn,n+m = γn(γ−kcn,n+m) = γnc−n,−n−m = c−m,n

∴ γn−kcn,n+m = c−m,n.

Sn

Sn+m

Sm

S−n

S−n−m

S−m

X̂k

X̂−k

γ
γn

X̂n−k

cn,n+m

c−n,−n−m

c−m,n

−k

Figura 4.15: Caso 2 del Teorema 4.1.8



Por la Proposición 3.0.1 se tiene que cn,n+m ∈ X̂k−n. Sin embargo, si

X̂∂
k−n = cn,n+m la Proposición 3.0.6 diŕıa que X̂k = X̂k−n, es decir,

n = 0, lo cual no es posible. Luego, los únicos casos posibles seŕıan
X̂k−n = X̂n o X̂k−n = X̂n+m.

� Subcaso a): X̂k−n = X̂n.

Se tiene que k = 2n y

γm−ncn,n+m = γm+nγ−2ncn,n+m = γm+nc−n,−n−m = cn+m,m,

véase la Figura 4.16.

Por la Proposición 3.0.1 se tiene que cn,n+m ∈ X̂n−m, y por la
Proposición 3.0.6 se tiene que n −m = k = 2n. Pero entonces se
tendŕıa que ∆̂τ tendŕıa dos lados.

Sn+m

Sm

S−n

S−n−m

S−m cn,n+m

c−n,−n−m

cn+m,m
γn+m

Sn

X̂2n

γ−2n

X̂−2n

Figura 4.16: Subcaso a) del caso 2 del Teorema 4.1.8, cuando k = 2n

� Subcaso b): X̂k−n = X̂n+m.

Se tiene que k = 2n+m y entonces (véase la Figura 4.17)

cm,−n = γn+mγ−2n−mγncm,−n

= γn+mγ−2n−mcn,n+m

= γn+mc−n,−n−m = cn+m,m,

�



Sn+m

Sm

S−n

S−n−m

S−m cn,n+m

c−n,−n−m

cn+m,m

γn+m

X̂2n+m

X̂−2n−m

cm,−n

γn

γ−2n−m

Sn

Figura 4.17: Subcaso b) del caso 2 del Teorema 4.1.8, cuando k = 2n+m

Resulta que los valores de la traza para los que el poĺıgono tiene 4 lados
es un conjunto cerrado en H3 y los valores para los cuales tiene 6 lados es un
conjunto abierto. Esto se relaciona con las sucesiones de Farey (cf. [6]).
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