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Resumen

El control de la regulacién molecular de procesos biolégicos es muy interesan-
te desde un punto de vista clinico y de ciencia bésica, ya que permite comprender
de manera mas clara cémo éstos podrian ser manipulados. La regulacion de la
transicion epitelio-mesénquima, un proceso importante en el desarrollo, repa-
racion de tejidos, y evolucién del cancer, es de particular interés debido a la
importancia clinica del cancer. En este trabajo, nos propusimos encontrar es-
trategias de control para la manipulacién de la transicién epitelio-mesénquima,
con el fin de proponer experimentos que lleven al desarrollo de tratamientos.

En el trabajo se hizo una conversién de un modelo booleano previamente
publicado a un sistema de ecuaciones diferenciales. Estos brindan la ventaja de
que existe una teoria de sistemas, estabilidad y control, ademés de que permiten
realizar un control mas fino por tener estados y parametros continuos. Esto se
llevé a cabo simplificando el sistema booleano, y utilizando funciones equiva-
lentes a las reglas booleanas propuestas. Finalmente, se encontré un conjunto
de parametros que reproduce de manera cualitativa el fendmeno bioldgico y se
caracterizaron sus equilibrios. Por medio del teorema de la funcién implicita, se
pudo calcular la sensibilidad de los equilibrios a la variacién de los parametros
y proponer un cambio de éstos tal que el tamafno de la cuenca de atraccién del
equilibrio epitelial incrementara.

Los resultados de este trabajo se pueden utilizar para proponer experimentos
in silico, in vitro o in vivo, los cuales podrian ser utilizados para el desarrollo
de estrategias de control de la transicién epitelio-mesénquima.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Redes de Regulacion Genética

En 1961 se publicé la estructura del operén de lac [I]. Este articulo fue el
primero de muchos en el que se muestra la regulacién de la expresién de genes
por otros genes y metabolitos, y permitié la comprension de la regulacion del
metabolismo de lactosa. Es un sistema relativamente sencillo cuya dindamica
depende del estado de cuatro elementos (fig. :

1. El conjunto de genes lacZ YA.

2. La proteina lacl.

3. La regién operadora rio arriba de lacZYA.
4. La lactosa.

El grupo de genes lacZ YA se encargan en conjunto del metabolismo de la lactosa,
codificando proteinas para su transporte (lacY’) y catabolismo (lacZ, lacA). La
expresion de estos genes se puede regular por la unién de la proteina represora
lacI en el sitio operador, del cual se puede despegar en presencia de lactosa. Esto
permite que los genes del metabolismo de la lactosa se sinteticen inicamente en
presencia de lactosa, evitando una inversién energética en proteinas que no van
a ser utilizadas.

El trabajo de Monod y Jacob introdujo al mundo biolégico el concepto de las
redes de regulacién genética (RRGs) [2]: un conjunto de genes que interaccionan
entre si, y cuyas interacciones resultan en un fenotipo. Este tipo de enfoque
permite adoptar una visiéon sistémica en la cual se atribuye un fenotipo a la
interaccién entre varios elementos y que enfatiza a las interacciones, en lugar
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lacl lacYZA — lacYZA

lacl ———lac

Figura 1.1: Esquema representativo del operén de lac. Se muestran los componentes
principales del operdn y sus interacciones.

de una visién genocéntrica la cual asocia el fenotipo a un conjunto inmutable
de genes, que hace énfasis sobre la presencia o ausencia de ellos. Para el caso
anterior, por ejemplo, las interacciones son las activaciones e inhibiciones entre
genes y metabolitos, y el fenotipo es la capacidad, o falta de ella, de metabolizar
lactosa.

Un modelo de RRG tan sencillo como el utilizado para estudiar el operén de
lac se puede entender de manera casi intuitiva debido a la simplicidad de sus
interacciones y su pequeno tamano. Sin embargo, modelos de este tipo suelen
ser unicamente primeras aproximaciones a la comprensién del fenémeno real, e
ignoran una gran cantidad de elementos e interacciones que incrementan drésti-
camente la complejidad del sistema y dificultan su estudio. Un ejemplo de esto
es la RRG presentada en la siguiente secciéon. Ademsds, sistemas aparentemente
sencillos pueden tener comportamientos sumamente complejos y contraintuiti-
vos [3,4]. El incremento en complejidad de los modelos de RRGs trae consigo la
necesidad de utilizar herramientas de andlisis que permitan entender sus com-
portamientos. Una de estas herramientas son los sistemas dinamicos.

Un sistema dindmico es un formalismo matemaético que permite estudiar el
cambio del estado de diferentes variables a lo largo del tiempo. Existen diferentes
estrategias para la construccion y anélisis de los sistemas dinamicos, pero todas
brindan la ventaja del uso de herramientas analiticas para el estudio de las
RRGs. Esto permite no solo obtener informacién til sobre los sistemas, sino que
ademads permite realizar experimentos in silico y generar hipdtesis que puedan
ser corroboradas con experimentos in vitro o in vivo. Estos a su vez se pueden
utilizar como retroalimentacién para formar mejores modelos.

En general, el andlisis de un sistema dindmico de miles de elementos dis-
tintos, como podria ser un organismo completo, es sumamente complicado. En
estos casos, se busca simplificar el sistema hasta que sea més sencillo de estu-
diar, manteniendo ciertas caracteristicas de interés, dependiendo del enfoque de
estudio. Las RRGs usualmente pueden ser descompuestas en partes de menor ta-
mafio con comportamiento relativamente independiente del resto de la red [5]6].
Cada una de estas partes es llamada mddulo: un subgrafo cuyos elementos estdn
mas conectados entre si que con elementos fuera del él. Esta desconexién con el
resto de la red confiere a los médulos de cierta independencia dindmica [6]. Si se
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logra entender la dinamica interna de un médulo, asi como su relacién entrada-
salida con otros elementos de la red, se puede substituir a todos los nodos del
modulo por un nodo tnico que captura sus propiedades dindmicas. Extendiendo
esto a la red completa, se puede descomponer la red genética global en una red
de moédulos de menor escala, en la cual se enfatizan las propiedades dindmicas
y funcionales de cada mdédulo, y sus relaciones entre ellas.

La modularidad en las redes bioldgicas emerge de manera natural por el
proceso evolutivo [5l [6]. El origen de nuevos genes se debe a la duplicacién y
mutacién de un gen «padre». Entonces, el gen «hijo» hereda las interacciones del
padre, y las altera al mutar. De esta manera, genes que estaban conectados con
el padre siguen estando conectados en medida similar con el hijo. Por otro lado,
desde un punto de vista de adquisicién o modificacién de funciones, la modula-
ridad emerge como consecuencia de una optimizacién del tiempo de adaptacién:
ya que un moédulo es relativamente independiente del otro, es méas facil adaptar
una RRG modular para que adquiera nuevas propiedades ya que los médulos
funcionales estén aislados de los demds 5] [7]. Si este no fuera el caso, modificar
una red para adquirir o alterar una funcién alteraria el funcionamiento de todas
las otras funciones de la red.

Aunque la modularidad funcional y estructural de una RRG no son exacta-
mente la misma [7], la descomposicién en médulos nos permite estudiar redes
pequenas asociadas a un fenotipo de interés. Con esto en mente, se han cons-
truido redes asociadas a diferentes fenémenos biolégicos, como la que se explica
a continuacion.

1.2. Transicion Epitelio-Mesénquima

La transicién epitelio-mesénquima (TEM) es la transicién de un fenotipo
adherido a un tejido celular (epitelio), a un fenotipo libre con capacidades mi-
gratorias. Esta transicién, y su transicién opuesta de mesenquimal a epitelial,
son pasos sumamente importantes durante el desarrollo [§], el cierre de heridas y
la reparacion de tejidos [9]. Adicionalmente, se ha reportado el rol de estas tran-
siciones en la metdstasis de células tumorales [I0, 11, 12]. Entender los procesos
que regulan esta transicion, asi como las posibles estrategias para manipularla,
es interesante tanto desde un punto de vista de desarrollo y biologia celular,
como desde un punto de vista farmacoldgico para proponer tratamientos para
cancer.

Las células epiteliales estan caracterizadas por una estrecha adhesién inter-
celular mediada por cadherinas como E-cadherina o claudina, y una polaridad
apico-basal. Esto permite que funcionen como una barrera exterior o interior
de organos, ya que impiden el flujo libre de moléculas y dan una direccién al
flujo de moléculas reguladas [8, [11]. Por otro lado, las células mesenquimales son
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células maviles fusiformes con propiedades semi-troncales [I1], con interacciones
entre ellas en puntos focales. Las células mesenquimales se pueden marcar por
medio de N-cadherina y vimentina [8}, [0} [12].

La TEM, siendo un fenémeno que cambia drasticamente el fenotipo celular,
involucra una gran cantidad de moléculas que median la expresién de diferentes
genes para el rearreglo del citoesqueleto, la desintegracion de la lamina basal y
las uniones intercelulares [8, [I[T]. Sin embargo, la toma de decisién del fenotipo
se puede descomponer en la interaccion entre dos grupos de genes: un grupo que
refuerza el fenotipo epitelial, compuesto por genes como ESE2, HER2 y EGF,
y otro que lleva al fenotipo mesenquimal, compuesto por genes como Snail y
Snai2, Zeb y Twist [13] [10]. Estas vias de senializacién forman un asa de co-
inhibicién, de tal manera que al prender una, se apaga la otra y hay un cambio
en el fenotipo.

De manera similar a lo que sucede con el operén de lac mencionado al ini-
cio de este capitulo, estas vias de senalizacién tienen interacciones con otros
fenémenos bioldgicos que afectan su dindmica [I3]. Entre estos, se encuentran
modulos funcionales como los de la regulacién del ciclo celular, la inflamacién, o
la senescencia celular. Esto implica el estudio de un sistema mucho més grande
y complejo. Sin embargo, éste también se puede descomponer en médulos més
pequenos para estudiar su dindmica de manera mas completa.

1.3. Red de Regulacion Genética de la Transiciéon
Epitelio-Mesénquima

El trabajo que se presenta esta basado en un modelo de la RRG de la TEM
publicado por Méndez-Lépez et al. [13]. En éste se estudia un modelo booleano
de 41 nodos, separados en seis médulos funcionales:

1. Regulacién del fenotipo epitelial

2. Regulacion del fenotipo mesenquimal

3. Regulacion del fenotipo senescente

4. Regulacién de la inflamacién

5. Regulacion del ciclo celular

6. Silenciamiento epigenético

cada uno con su dinamica local, y con interaccién con el resto de los médulos. La
relevancia de los médulos epitelial y mesenquimal se discute mas arriba. El resto
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Cuadro 1.1: Equilibrios del modelo booleano de la RRG de TEM [13].

Gen Epitelial Mesenquimal Senescente
Snai2 0 1
ESE2
NFkB
pl6
pd3
Ciclina
TELasa
Rb
E2F

o

_ O O = OO =

OO PR OO RO
O R, OO~ F

de los moédulos se incorpora porque son fendémenos relevantes en la progresion y
regulacion de la TEM: e.g. el silenciamiento epigenético es sumamente impor-
tante durante la TEM para silenciar los genes epiteliales, y es desencadenado
por los genes de senalizacién mesenquimal [I4]. Utilizando datos de interaccién
reportados en la literatura, se generaron reglas de actualizacién booleanas (ver
seccion y apéndice en la cual se enlistan las condiciones celulares que
permiten la sintesis de cada gen en la red. Ya que una red con 41 nodos es
computacionalmente dificil de estudiar aiin con un enfoque booleano, la red se
simplific6 a una de menor tamano con nueve nodos representativos de cinco de
los médulos funcionales de la red extendida (se quita el médulo de silenciamiento
epigenético).

El estudio de esta red tiene la particularidad de que permite estudiar el
fenémeno de la transicién como una interaccion entre diferentes médulos fun-
cionales. Otros modelos como los propuestos en [I5] [16] estudian la TEM como
un fenémeno aislado del resto de los procesos bioldgicos. Aunque estudios de
esta naturaleza son muy utiles para entender el proceso con mucho detalle, un
estudio de las interacciones de la transicion con otros mdédulos funcionales nos
da una idea mas clara sobre su regulacién en una escala mas general.

1.3.1. Propiedades Dinamicas

De las simulaciones de la red booleana se obtienen tres atractores distintos,
cuyos estados corresponden a los perfiles de expresién genética de los fenotipos
epitelial, mesenquimal y senescente (cuadro . Adicionalmente, en el articulo
se reportan los atractores obtenidos al hacer «mutaciones» sobre los genes Snai2,
ESE2 y p16, en las cuales se emula su knock-in (KI) o knock-out (KO). Los re-
sultados obtenidos con estos experimentos in silico corresponden a lo reportado
en la bibliografia (datos no mostrados), lo cual da validez al modelo.

Como proxy de métrica de estabilidad, se estudiaron las probabilidades de
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transicion entre equilibrios al introducir ruido aleatorio. En estos experimentos,
se observé que si se inicia en el equilibrio epitelial, la mayoria de las simulaciones
estocdsticas acaba en el fenotipo mesenquimal por una serie de transiciones
epi — sen — mes (fig. [1.2]). Esto no solo indica una mayor estabilidad del
fenotipo mesenquimal, sino que ademas concuerda con observaciones reportadas
en la literatura, en las cuales se menciona un estado senescente entre los estados
epitelial y mesenquimal durante la TEM.

1.3.2. Preguntas inconclusas

El modelo propuesto por Méndez-Lépez et al. [13] refleja de manera satis-
factoria las observaciones reportadas en la bibliografia. Para su validacién, se
muestran experimentos in silico que emulan en efecto y forma experimentos de
KI y KO previamente reportados.Adicionalmente, se hacen experimentos nove-
dosos para generar nuevas hipétesis sobre la regulacién de la TEM. Sin embargo,
se dejan de lado preguntas sobre el control de la dindmica del sistema.

La proposiciéon de un modelo dindmico que reproduce las propiedades de
un sistema biolégico abre preguntas sobre como éste puede ser controlado. En
el trabajo original se explora esta pregunta por la realizacion de experimentos
de KI y KO, los cuales se pueden utilizar para manipular al sistema y llevar-
lo a algin estado deseado. Sin embargo, la aproximacion de sistemas booleanos
limita mucho las estrategias de control que se pueden utilizar debido a la restric-
cién de estados y la falta de pardmetros. Por otro lado, abordar esta pregunta
utilizando ecuaciones diferenciales, permitiria no solo realizar manipulaciones
suaves sobre el sistema, como serian variaciones pequenas en la concentracion
de moléculas o valores de parametros, sino que ademés permitiria utilizar méto-
dos de la teoria de sistemas dindamicos clasica, como andlisis de estabilidad y
sensibilidad, y teoria de bifurcaciones.

1.4. Resumen de Métodos y Conclusiones del
trabajo

Para hacer la conversién a un sistema de ecuaciones diferenciales, se hizo una
simplificaciéon de las reglas y una reduccién de dimensiones utilizando equiva-
lencias del dlgebra booleana y métodos propuestos en la bibliografia [17, 18] [19].
En particular, se simplificé las reglas en la medida posible, de tal manera que
se eliminasen elementos cuyo estado no afecta resultado de la regla légica. La
eliminacion de genes se verificé evaluando su contexto de funcionalidad en la
regla booleana en cuestion. Por otro lado, para la eliminacion de los genes, se
eliminé aquellos que no afectasen a otros, que fueran Uinicamente intermediarios
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Figura 1.2: Representacion de las transiciones del modelo booleano estocdstico pro-
puesto en [13]. muestra una representacion de la trayectoria mdas probable en el
paisaje epigenético. La profundidad de los valles y el tamano de las colinas entre ellos
representan la estabilidad relativa y la energia de transicion entre estados, respecti-
vamente. muestra los atractores y las posibles transiciones entre ellos (flechas).
El signo asociado a cada flecha indica si la tasa neta de transicion calculada es po-
sitiva o negativa. muestra la probabilidad de obtener cada uno de los atractores
como funcion del tiempo, asumiendo que se inicid en el atractor epitelial. Tomado de
Méndez-Lopez et al., 2017.
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entre genes, o que no tuvieran autorregulacién, debido a que estos no son clave
para la determinacion de los puntos de equilibrio.

Una vez obtenida una red booleana de menor dimensién, se hizo una traduc-
cién a sistemas de ecuaciones diferenciales por medio de funciones de Hill. Dado
que la ecuacion de Hill son un modelo genérico de interaccion entre biomolécu-
las, se puede utilizar para describir la dindmica del sistema de manera continua
sin necesidad de conocer la interaccién exacta entre las moléculas. Al sistema
obtenido de esta manera, y a una simplificaciéon adicional a dos dimensiones, se
les hizo una caracterizacién de los equilibrios. A estos, se les realizé un analisis
de sensibilidad a la variacién de pardmetros para encontrar una modificaciéon
paramétrica que permitiera incrementar la cuenca de atraccién del equilibrio
epitelial.



Capitulo 2

Modelos booleanos y
continuos para el estudio de
redes de regulaciéon
genéticas

Existe una gran diversidad de formalismos mateméticos que se pueden utili-
zar para estudiar sistemas dinamicos. A continuacién, se explican los formalis-
mos de mayor relevancia para este trabajo.

2.1. Modelos booleanos como herramienta na-
tural para el estudio de sistemas bioldgicos

Los métodos mds sencillos para el estudio estudio de presencia de RNA y
proteinas, como PCR y Western Blotts, arrojan resultados cualitativos. Aun-
que existen alternativas para obtener resultados cuantitativos utilizando estas
metodologias, éstas tienden a ser utilizadas con menor frecuencia debido al in-
cremento en la complejidad y costo de los experimentos. Por estas limitaciones,
la bibliografia biomédica cuenta con muchos articulos en los que Gnicamente se
reportan presencia o ausencia de una biomolécula en un contexto celular.

Una pregunta frecuente en el estudio de las RRGs es el efecto de un elemen-
to regulador sobre los demés. Esto se puede estudiar realizando experimentos
donde se altera la expresion del regulador de interés para medir el cambio de

17
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otras moléculas rio abajo. Debido a que es muy dificil hacer un control exacto
sobre la concentraciéon de una molécula en un contexto particular, este tipo de
experimentos se lleva a cabo saturando o depletando al sistema del regulador,
i.e. realizando KI o KO de los genes. En otras palabras, si quiero conocer el
efecto de genA sobre genB, puedo sobreexpresar o abatir la expresién de genA
para estudiar su impacto sobre genB y ver si funciona como un promotor o
inhibidor de su expresién. Conociendo esto con los elementos reguladores de un
fenotipo, se puede comenzar a tener una intuicién sobre la direccién de cambio
dado cierto estado del sistema. Aunque esto se evalia de manera cualitativa,
sigue dando informacién valiosa sobre su dinamica. Esta informacién se puede
reforzar, dependiendo del contexto, estudiando reacciones o sitios de unién a
DNA de proteinas, entre otras cosas.

Medir experimentalmente la presencia o ausencia de una biomolécula en
cada instante de tiempo, no solo es de utilidad dudosa, sino experimentalmente
inviable. En lugar de esto, los cambios en la expresién se estudian después de un
lapso de tiempo para permitir que el sistema llegue a un equilibrio dindmico, el
cual es de mayor interés que la dindmica transitoria. Esto implica que, para fines
de investigacion basica de la regulacién, inicamente nos interesan los cambios
en tiempos discretos, y se pueden ignorar los cambios en tiempo continuo.

Integrando la informacion que se tiene de la bibliografia y la que se puede
obtener de manera experimental, i.e. genes en estados binarios que cambian en
tiempos discretos, nos podemos preguntar como cambia un conjunto de genes
dentro de una RRG. Una buena herramienta para el estudio de sistemas con
estas caracteristicas son los sistemas booleanos como

ﬂii(t + 1) = Bi(l‘l(t), ...,Jii(t), ...,l‘n(t)) (21)

donde z; es un gen de la red con n elementos, y B; : [0, 1] — [0, 1] una funcién
booleana.

Una funcién booleana como la que se muestra en toma un vector de
valores booleanos (0 6 1, apagado o encendido, respectivamente), que represen-
tan el estado de la red, y regresa un valor booleano que representa el estado
siguiente del gen de interés. En el contexto de las RRGs, estan compuestas por
las operaciones NOT, AND y OR, cuyas tablas de verdad se muestran en [2.1]

Un ejemplo sencillo de una red booleana se puede ver en la red tridimensional

At +1) = —A(t) v B(t)
B(t+1)=A(t) vV (B(t) AC(t)) (2.2)
C(t+1) = A(t) AC(t)

Por simplicidad de notacidn, se utilizard X’ en lugar de X (¢+1), y se obviara la
dependencia del tiempo en el lado derecho de la ecuacién. Aunque es posible que
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Cuadro 2.1: Tablas de verdad de las operaciones légicas NOT, OR y AND, respectivamente.

A|B|AVB A|B|AAB
A | -A 010 0 010 0
0/ 1 01 1 011 0
1] 0 110 1 1|0 0
(a) 1)1 1 1)1 1

(b) (c)

Cuadro 2.2: Cuadro de actualizaciones del sistema [2.4 Las seis columnas centrales
representan el vector de entrada y salida de las funciones ldgicas. Las columnas de los
extremos son la representaciéon decimal del numero binario que se forma con el vector
de estados. Estos van desde 0 hasta 2" — 1; todos los estados posibles del sistema.

ID(t) | A(t) B(t) C(t) | A(t+1) B(t+1) C(t+1) | ID(t+1)
0 0 0 0 1 0 0 4
1 0 0 1 1 0 0 4
2 0 1 0 1 0 0 4
3 0 1 1 1 1 0 6
4 1 0 0 0 1 0 2
5 1 0 1 0 1 1 3
6 1 1 0 1 1 0 6
7 1 1 1 1 1 1 7

las funciones tomen estados de tiempos mads atrds en el pasado (e.g. A(t+1) =
A(t) A A(t — 1)), estos casos no se van a ver en este trabajo.

El estado de esta red en algiin tiempo arbitrario se puede expresar utilizando
un vector que enlista el estado de cada uno de sus elementos en algin orden de-
terminado. Por ejemplo, si formamos un vector de estados [A, B, C| y queremos
referirnos al estado en que solo A esté encendido, el vector tomaria la forma
[1,0,0]. Ya que los estados individuales de cada nodo son discretos, la cantidad
total de estados de la red es una combinacién finita de los estados posibles de
cada uno de sus elementos. Conociendo estos y las reglas de actualizacién, se
pueden construir tablas y grafos donde se muestra el estado siguiente para cada
estado inicial (cuadro fig.[2.1). Cabe recalcar que la cantidad de estados po-
sibles de la red crece como 2™, donde n es la cantidad de nodos. Nétese ademés
que a cada estado inicial le corresponde un y solo un estado sucesor. Esto se
debe a que las funciones de actualizacién son deterministas.

Del cuadro y la figura [2.1] se pueden identificar estados particulares que
son de especial interés. El primero de ellos es un estado en el que se cumple la
igualdad

z(t+1) = B(x) = x(t).

A un estado que cumple con esta igualdad se le conoce como atractor de punto
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0 6 3
4 2 5
1 7

Figura 2.1: Transiciones entre estados del sistema dindmico booleano . Cada nodo
representa un vector de estados, representado de la misma manera que en el cuadro .
Las flechas representan una transicion del estado en el inicio de la flecha al estado en
el final. Los estados sin flechas de salida son los equilibrios, y transitan hacia ellos
MiSMOS.
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fijo, ya que una vez que el sistema llega a él, permanece en él para todo tiempo
futuro. El segundo tipo de estado cumple con la igualdad

z(t+ 1) = B(z).

Un estado que cumple con esta igualdad forma parte de un atractor ciclico de
periodo 7, ya que el sistema vuelve a pasar por ahi cada 7 iteraciones. En el caso
particular del sistema existen dos atractores de punto fijo (estados 6 y 7) y
un atractor ciclico de periodo 2 (estados 2 y 4). El resto de los estados forman
parte de las cuencas de atraccién del equilibrio al cual conducen. Entonces, el
estado 7 tiene una cuenca de tamano 0, mientras que el estado 6 tiene una
cuenca de tamano 2, compuesta por los estados 5 y 3.

2.2. Interpretacion bioldgica de las redes boo-
leanas

El atractor de una RRG es importante ya que es un estado estable del siste-
ma. Como asumimos que un fenotipo celular es estable dentro de cierto contexto
bioldgico, entonces el atractor de una RRG representa un fenotipo celular [20].
Esta hipotesis ofrece un marco para evaluar si un modelo particular es suficiente-
mente bueno o no: si se obtienen los atractores que corresponden a los fenotipos
reportados, el modelo captura las caracteristicas necesarias del sistema. Por otro
lado, si el modelo falla en reproducir los resultados experimentales, ya sea por
falta o exceso de atractores, es posible que el modelo se haya construido con
alguna hipoétesis errénea.

Una vez generado un modelo apropiado, éste se puede utilizar para poner
a prueba diferentes hipdtesis que pueden resultar dificiles de demostrar experi-
mentalmente, tales como el KO de genes letales, o la manipulacién simultdnea
de varios genes. Los resultados de estos experimentos in silico deben ser corro-
borados de manera experimental, ya que provienen de una simplificacién de la
realidad, pero son valiosos por su cualidad generadora de hipétesis:

= si un experimento demuestra un cambio a un fenotipo deseado, se puede
poner a prueba experimentalmente para verificar que las manipulaciones
realizadas in silico tengan el mismo efecto in vivo.

= si un experimento no replica los resultados in vivo, entonces el modelo
no captura la dindmica lo suficientemente bien. Se pueden proponer cam-
bios al modelo que permitan reproducir los resultados, profundizando el
conocimiento del fenémeno.

El modelo booleano propuesto por Mendez-Lépez et al. [I3] es un modelo que
se puede utilizar para estudiar la TEM, ya que permite obtener los atractores
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observados experimentales no solo en condiciones silvestres, sino que ademas
reproduce los resultados obtenidos por KI o KO de genes.

2.3. Limitaciones de los modelos booleanos

Por mas que los sistemas booleanos sean una buena primera aproximacién
de los sistemas bioldgicos, se debe reconocer que tienen ciertas deficiencias. En
primera instancia, las moléculas no estdn en un «estado encendido» o un «estado
apagado», sino que estdn presentes en concentraciones continuas. Ya que los
sistemas booleanos inicamente consideran dos estados, no se puede estudiar el
efecto de variaciones pequenas en la concentracién sobre la dindmica global del
sistema. Existen, sin embargo, extensiones de los modelos booleanos a sistemas
multiestado con actualizaciones logicas que se pueden utilizar para mitigar esta
deficiencia.

Por otro lado, las actualizaciones sincronizadas en tiempo discreto de los
sistemas booleanos tienen como hipdtesis una escala temporal similar para to-
dos los procesos dentro del sistema modelado. Sin embargo, sabemos que las
escalas temporales dentro de un mismo sistema pueden ser muy distintas atn
en sistemas sencillos que modelen tnicamente un fendémeno; la sintesis y de-
gradacién del RNA es mucho més rapida que la sintesis y degradacién de una
proteina, y a su vez muy distinta a las escalas temporales de una via de senali-
zacién. Existen formas alternativas de actualizacion de los estados de una red
booleana, en los que se eligen nodos al azar dependiendo de una distribucién de
probabilidad asociada a cada elemento. Estos esquemas pueden ser desde muy
sencillos, en los que se eligen los genes completamente al azar, hasta arbitraria-
mente complicados en los que se forman grupos de los cuales se selecciona un
gen para actualizar, o hasta grupos de seleccion azarosa y otros de actualizacion
sincronizada. Aunque estos esquemas de actualizacién ayudan a sobrellevar este
problema, un modelo previamente simple se puede volver sumamente complejo
al considerar escalas temporales distintas.

Finalmente, en los dltimos anos se han introducido métodos experimentales
que permiten hacer estudios cuantitativos de las concentraciones de biomolécu-
las. Esto permite no solo tener una aproximacion de las concentraciones reales
de las biomoléculas, sino que ademdas permite estimar parametros de interac-
cién entre elementos reguladores del sistema. Estos pardametros de regulacion,
los cuales no son considerados en una aproximacién booleana, son muy intere-
santes ya que permiten la manipulacion de la dindmica del sistema sin necesidad
de modificar la expresién genética o vida media de las substancias. Esto permi-
te tener una herramienta adicional de control sobre el fenotipo, ya sea dentro
del esquema biolégico, o de posibles esquemas terapéuticos o tecnolégicos. A
diferencia de las criticas anteriores, no existe un modelo booleano con el que se
pueda estudiar el efecto causado por la variacién de pardmetros.
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2.4. Ecuaciones Diferenciales para el modelado
de Sistemas Biolé6gicos

Un sistema de ecuaciones diferenciales es un conjunto de ecuaciones como el

siguiente:
dx

i F(z,\) (2.3)
donde x es el vector de estados en R™, A un vector de pardmetros en R™ y F(-)
una funciéon de R™ x R™ a R™ que representa el cambio instantaneo del estado.
Es importante resaltar la diferencia entre los modelos booleanos y continuos,
yva que en el primero el resultado de la funcién representa el estado siguiente,
mientras que en los sistemas de ecuaciones diferenciales, el resultado representa
el cambio del estado continuo en el tiempo. Este se puede utilizar para obtener el
estado siguiente utilizando métodos de integraciéon numérica, pero es importante
recordar que las ecuaciones presentadas en ambos casos no son equivalentes.

Contrario al caso de los sistemas booleanos, los elementos del vector de
estados pueden tomar cualquier valor real. Esto permite modelar fenémenos
mas diversos como velocidades, angulos o concentraciones, en los que un criterio
binario es insuficiente. Ademads, la existencia de pardmetros permite modular
caracteristicas cualitativas y cuantitativas de la dinamica del sistema, como se
explicard mas adelante. Finalmente, el calculo de la derivada es instantaneo en
lugar de en pasos discretos, lo cual permite tener escalas temporales distintas
para diferentes variables sin necesidad de utilizar esquemas de actualizacién
complejos.

Un equilibrio de un sistema de ecuaciones diferenciales es cualquier estado
en el que la funcién F(-) de la ecuacién es igual a cero. A diferencia de los
sistemas booleanos, en los que los equilibrios siempre son estables y atractivos,
un equilibrio en ecuaciones diferenciales simplemente representa un estado en
el que el cambio es cero. Dos formas importantes de clasificar los equilibrios de
un sistema de ecuaciones diferenciales son por su estabilidad y su atractividad.
Un equilibrio estable es aquel que, si se empieza en un punto cercano a él, la
dindmica va a permanecer cerca de él para todo tiempo futuro. Sin embargo,
la estabilidad no es suficiente para hacer un simil con el atractor booleano, ya
que las trayectorias no necesariamente se acercan al equilibrio estable. Para que
esto suceda, el equilibrio debe ademas cumplir con el requisito de ser atractivo:
para toda trayectoria que empieza cerca del equilibrio, esta no solo se va a
mantener cerca, sino que su distancia al punto de equilibrio tiende a cero cuando
el tiempo tiende al infinito. Aunque aun dentro de esta clasificacién existen
subclases, entrar en detalle sobre estas no es relevante para este trabajo. Para
ver las definiciones formales de los equilibrios estables, asintéticamente estables
y exponencialmente estables, ver el apéndice [B]

Como se mencioné anteriormente, una diferencia fundamental entre los sis-
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temas booleanos y continuos es la existencia de pardmetros de interaccién, que
pueden modular desde la fuerza interaccién entre dos moléculas, hasta la afi-
nidad de una por la otreﬂ Estos parametros, representados por el vector A en
la ecuacién 2:3] pueden modificar no solo las propiedades cuantitativas de la
dinamica, sino hasta las propiedades cualitativas de los equilibrios como la exis-
tencia o estabilidad de los equilibrios. Un ejemplo sencillo de esto se puede ver
en el sistema

dx N y" -
ial R A
dt kY +ym (2.4)

it~ Py ran Y

Si se observan las trayectorias del sistema en el plano fase con diferentes valores
del pardmetro ki, se puede ver que la cantidad de equilibrios se reduce al incre-
mentar el valor del pardmetro (fig. . En el primer caso, cuando k; = 0.2, el
sistema tiene dos equilibrios estables en x = 0 y  ~ 1, separados por un equili-
brio inestable cerca del origen. Al incrementar k; a 0.4, los equilibrios fuera del
origen se acercan, hasta juntarse y cancelarse mutuamente en k1 = 0.8. Esto
deja tinicamente al equilibrio estable del origen.

Se puede graficar la relacién de un parametro de bifurcacién con el valor y
estabilidad de un equilibrio (fig. . En estas graficas, llamadas diagramas de
bifurcacion, se puede ver como cambia la posicién de los puntos de equilibrio
al variar el valor de algin o algunos parametros. Un punto interesante de estas
graficas es aquel en el que se gana o pierde uno o mas equilibrios, llamado
punto de bifurcacion. En el caso del sistema anterior, el punto de bifurcaciéon se
encuentra en k1 = 0.5; para valores menores a 0.5, existen dos equilibrios estables
y uno inestable, mientras que para valores mayores existe un solo punto de
equilibrio. Estos puntos son de gran interés para el estudio de sistemas dindmicos
debido a que son aquellos en los que se da un cambio cualitativo en la dindmica
del sistema.

2.5. Enfoque mixto para el estudio de modelos
biolégicos

Un modelo dindmico que refleja las interacciones precisas entre elementos,
asi como la dindmica del sistema, es muy dificil de construir. Una aproxima-
cion usual es utilizar expresiones de equilibrios quimicos por ley de accién de
masas [21] [22]. Esta aproximacién requiere de un conocimiento extenso no solo
del efecto de un gen sobre otro, sino ademéas del orden de reaccién de ambas

LPor la redaccién, se puede pensar que me refiero a lo mismo en ambos casos. Debo pensar
en otra manera de expresarlo.
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Figura 2.2: Planos fase del sistema con tres valores del pardmetro k1. Los equilibrios
vactos, respectivamente.



26 CAPITULO 2. MODELOS
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k1

Figura 2.3: Diagrama de bifurcacion del punto de equilibrio de la coordenada x del
sistema con k1 € (0,1]. Los equilibrios estables se muestran con una linea azul,
mientras que los equilibrios inestables se muestran con una linea roja. Las lineas pun-
teadas marcan los valores de ki1 utilizados para los planos fase de la ﬁgum@
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moléculas, usualmente con un conocimiento detallado de afinidades y fuerzas
de interaccién. Estos pardmetros son en muchos casos desconocidos, y en otros
virtuales; la interacciéon modelada no es una interaccién real, sino una amalga-
macion de interacciones que comienzan y acaban en las moléculas de interés.
Por otro lado, sistemas puramente cualitativos como los booleanos son relati-
vamente sencillos de construir. Estos modelos capturan propiedades esenciales
del sistema, como la naturaleza y direccién de las interacciones, asi como la
identidad de los atractores.

Una alternativa para la construccién de modelos cuantitativos, es partir de
un sistema cualitativo y cuantificarlo [21], [22], utilizando funciones genéricas pa-
ra la interaccién entre elementos, como las funciones de Hill (ver seccién
u otras sigmoides. Estas funciones sirven como intermediario entre los sistemas
booleanos y mecénicos. En primer lugar, son funciones acotadas entre cero y
uno (en el caso de Hill), imitando las propiedades de los sistemas booleanos y la
saturabilidad de las interacciones modeladas por ley de accién de masas [22]. En
segundo lugar, estas funciones tienen un incremento semi-lineal en concentra-
ciones «intermedias» (fig. 2.4), lo cual emula los umbrales de accién supuestos
por los sistemas booleanos y predichos por ley de accién de masas. El uso de
estos modelos «hibridos» permite hacer estudios cuantitativos de los procesos
modelados, sin necesidad de conocer a detalle las interacciones entre los ele-
mentos reguladores. Es importante recordar que estos modelos no son modelos
mecanicos, y que por ende las interacciones modeladas no reflejan de manera
precisa las interacciones reales. Sin embargo, siguen siendo modelos valiosos ya
que permiten estudiar el efecto de variaciones pequenas de pardametros y con-
centraciones sobre la dindamica del sistema, las cuales no se pueden estudiar
utilizando sistemas booleanos.



28 CAPITULO 2. MODELOS

1.00

0.751

0.50 1

[SP?
K +1SP

0.25 1

0.00
0.0

[S]

Figura 2.4: Forma de la ecuacién de Hill con S € [0,1], Kp = 0.5 y n = 3. Ndtese
que, por construccion, la funcion vale la mitad de su valor mazximo cuando S = Kp.



Capitulo 3

Construccion de un sistema
equivalente en ecuaciones
diferenciales para la RRG
de la transicion
epitelio-mesénquima

Para estudiar los efectos de la variaciéon de parametros sobre la dindamica
de la transiciéon epitelio-mesénquima, se construyd un sistema de ecuaciones
diferenciales que mantuviera la dindmica del sistema booleano. Esto se llevé a
cabo en dos partes. En primer lugar, se hizo una reduccién de dimensiones del
sistema booleano para identificar los genes determinantes de la dinamica del
sistema, de tal manera que se tuviera un sistema més facil de estudiar pero que
brindara la misma informacién que el sistema original. Finalmente, se hizo una
traduccién por medio de funciones de Hill para trabajar con concentraciones
continuas, usando funciones equivalentes a la légica booleana. A continuacion,
se describen ambos pasos con mayor detalle.

3.1. Reduccion de dimensiones del Modelo Boo-
leano

En la seccién se describe cémo se llegd a un conjunto de reglas légicas
a partir de las reglas de actualizacién publicadas. Mas adelante, en las seccio-

29
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Cuadro 3.1: Comparacién de los valores de la funcion légica mostrada en (3.1) y (3.2).
Las primeras dos columnas de la izquierda representan todas las combinaciones de
valores de A y B posibles. Las dos columnas de la derecha muestran el valor de la

funcion (3.1)) y (3.2)), respectivamente.

A B|(AAB)V(AA-B) | A
0 O 0 0
0 1 0 0
1 0 1 1
11 1 1

nes 3.1.2)y se describe cémo se hizo la reduccién de dimensiones, y ¢6mo
se valid6 la misma.

3.1.1. Simplificacién de Reglas Logicas

Las reglas 16gicas publicadas en [I3] se construyeron enlistando condiciones
celulares que permiten la expresién del gen de interés. Su estructura es una
similar a la que se muestra en la ecuacién (3.1)).

(ANBAC)V(AABA-C)V...V(mAA-BAC)V (mAA-BA=C) (3.1)
la cual se puede simplificar utilizando la equivalencia
(ANB)V(AN-B) = A, (3.2)

demostrada en el cuadro [3:I] Se utilizé esta equivalencia para simplificar las
reglas de actualizacién publicadas en [13], seguida de una simplificacién final
realizada utilizando el comando simplify [reglal de los servicios de Wolfram
Alpha, para encontrar una funcién aun maés sencilla utilizando otras equiva-
lencias del dlgebra booleana (ver apéndice |A| para ver las reglas originales y
simplificadas del sistema). Se corroboré que la simplificacién obtenida de esta
manera se haya realizado de manera correcta comparando los atractores de la
red simplificada con los atractores originales (datos no mostrados).

3.1.2. Eliminacién de Genes No Determinantes

Para la eliminacion de genes con influencia menor sobre la dinamica, se
siguieron tres metodologias:

1. Eliminacién de nodos sin salidas: ya que estos nodos no tienen efecto
sobre el estado de otros nodos de la red, su estado puede verse inicamente
como una salida del sistema e ignorarse en la determinacién de estados
consecutivos.
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2. Eliminacién de nodos intermediarios [18, 17, [19]: si un nodo B sirve tni-
camente como un relevo de informacién desde el nodo A hasta el nodo C,

puede ser eliminado. Su regla de actualizacion se substituye en la depen-
dencia de B de la regla de C.

3. Eliminacién de nodos sin autoregulacién [19]: debido a las caracteristicas
estabilizadoras de la autoregulacién, un gen cuya regla de actualizacién
no incluye a si mismo puede ser eliminado sin alterar los atractores de la
red. De igual forma que en el caso anterior, la regla de actualizacién del
nodo eliminado se substituye en las reglas de actualizaciéon de los nodos a
los que afecta.

Estas reglas llevaron a la eliminacién de los nodos p53, Ciclina, Rb y E2F por
falta de autoregulacion, y TFELasa por ser un nodo intermediario entre ESE2,

pl6 y p53 (fig. [3.1).

3.1.3. Contexto de Funcionalidad

La simplificacién de una regla légica booleana no tiene un resultado tnico.
Debido a esto, y que la eliminacién de nodos depende en parte del resultado de
dichas simplificaciones, se buscé corroborar que diferentes vias de simplificacion
no resultaran en redes simplificadas cualitativamente distintas. Para identificar
elementos cuyo estado no afecta el valor de una regla booleana, se puede evaluar
el contexto de funcionalidad de cada gen para cada funcién. Esto indica qué
genes se pueden eliminar de las reglas [23],[24]. Buscamos que las simplificaciones
eliminen Unicamente genes no funcionales.

En una red booleana, el contexto de funcionalidad se estudia formando pa-
rejas de vectores de estado idénticos excepto por el gen cuya funcionalidad se
quiere estudiar, y comparando el valor de las funciones légicas dentro de cada
pareja. Si dentro de cada pareja la funcién toma el mismo valor, entonces la
variacion del elemento no afecta al valor de la funcién, y puede ser eliminado.
Entonces, si se busca estudiar el contexto de funcionalidad del gen C' en una
funcién légica como

B(A,B,C)=((ANB)V(AANC))V ((AANB)V (AN=C))

con vector de estado [A, B, C], se formardn las parejas

Parejal [0, 0, 0], 0,0, 1]
Pareja2 [0, 1,0], [0, 1, 1]
Pareja3 [1,0,0], [1,0, 1]
Pareja4 [1,1,0], [1,1,1]

Al comparar los valores de la funcién légica en esas parejas, podemos observar
que el valor de C no afecta el resultado de la funcién, ya que las parejas 1y 2
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dan resultado 0, y las parejas 3 y 4 dan resultado 1. Al repetir este proceso con
el gen A, notamos desde la pareja 1 ([0,0,0],[1,0,0]) que el gen s{ es funcional.

Utilizando este criterio, se verificé que las simplificaciones de las reglas boo-
leanas eliminaran los mismos elementos, y por ende resultaran en reducciones
equivalentes del sistema.

Con los criterios mencionados anteriormente, se llegé al sistema booleano de

TELase

Cyclin

(a) Representacidon grdfica de la red booleana completa.
Los simbolos @ y @ representan las funciones ldgicas
OR y AND, respectivamente.

i

Q)

& ®
(b) Representacion grdfica de la red booleana

reducida utilizando los métodos mencionados
arriba.

Figura 3.1
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Cuadro 3.2: Equilibrios del sistema y sus equivalencias con el sistema ori-
ginal. El orden de los genes en el wvector de estados del sistema original es
[Snai2, ESE2, NFkB, pl6,p53, Ciclina, TELasa, Rb, E2F. El vector de estados en
el sistema reducido es [Snai2, ESE2, NFkB, pl6].

Atractor ‘ Sistema Original ‘ Sistema Reducido
Mesenquimal | [1,0,1,0,0,1,1,0,0] [1,0,1,0]
Epitelial [0,1,1,0,0,1,0,0,1] [0,1,1,0]
Senescente | [0,1,1,1,1,0,0,1,0] [0,1,1,1]

cuatro dimensiones que se muestra en la ecuacién (3.3)).

Sit+1)=-EV(SAEAN)
E(t+1)=-SV(SAEA-N)
Nt+1)=SVEVNVP
Pt+1)=-SA{(EAN)VP)

(3.3)

donde S, E, N y P representan los genes Snai2, ESE2, NFkB y pl16, respecti-
vamente.

Los equilibrios de este sistema y su equivalencia en el sistema original se
muestran en el cuadro [3.21

3.2. Conversién a un sistema equivalente en ecua-
ciones diferenciales

Habiendo obtenido un sistema booleano equivalente de dimensiones reduci-
das, se buscé una conversién a un sistema de ecuaciones diferenciales en tiempo
continuo. Esto requirié encontrar una forma de expresar los estados booleanos
0 y 1 como un continuo para poder trabajar con un prozy de concentracion,
ademds de una manera de traducir las reglas légicas a funciones de R" en R.

3.2.1. Ecuacién de Hill

La ecuacion de Hill es un modelo general de interaccién entre dos biomolécu-
las. La ecuacién tiene la forma

Ln

O=— "
Kp+ L7

(3.4)

donde O representa la fraccién de sitios de unién a ligando ocupados, expresada
como funcion de la concentracién de ligando L, una constante de afinidad Kp. La
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ecuacién de Hill se comporta de manera idéntica a la de Michaelis-Menten, con
minimo en 0, médximo en 1 y punto medio en L = Kp. Sin embargo, la ecuacion
de Hill se puede ver como una generalizacién de la ecuacion de Michaelis-Menten,
yva que incluye un factor de cooperatividad n que cambia la pendiente de la
sigmoide. Este factor representa el cambio de afinidad proteina-ligando por la
asociacién o disociacién de otra proteina en un complejo. Si n > 1, se dice que
hay cooperatividad positiva en la interaccién, y la afinidad incrementa; cuando
se une un ligando en un sitio del complejo, se favorece la unién en otro. Por otro
lado, si n < 1, la cooperatividad es negativa, y la unién en un sitio previene
la unién en otro. En caso de que n = 1, la unién de cada ligando es un evento
independiente, y la interaccion se puede modelar segiin la ecuacién de Michaelis-
Menten.

Se decidi6 utilizar la ecuacién de Hill ya que permite hacer una aproximacién
de las interacciones sin necesidad de conocer a detalle la dindmica de interaccion
entre los elementos de la red [18]. Dado que las interacciones consideradas en
el sistema no necesariamente son entre las proteinas en si, sino entre vias de
senalizacién asociadas a ellas, el uso de las ecuaciones de Hill permite obtener
informacién sobre un sistema con relaciones desconocidas o dificiles de conocer.

3.2.2. Equivalencias entre operaciones

Existen diferentes estrategias para hacer traducciones de sistemas booleanos
a ecuaciones diferenciales [25], 26]. En muchos casos, éstas buscan mantener los
estados acotados entre 0 y 1, o requieren de ciertas condiciones sobre las reglas
légicas. En particular, el método propuesto en [25] requiere que las reglas 16gicas
sean de la forma

Xt+1)=A1V...VA)A-(L1 V... VIj)

donde A e I representan conjuntos de genes activadores e inhibidores, respecti-
vamente. Esto implica que cada uno de los genes activadores es capaz de activar
a X sin necesidad de otro activador, siempre y cuando no haya ningun gen in-
hibidor. Ya que nuestras reglas légicas no cumplen con esta condicién, y que no
nos interesa mantener la concentracién acotada en [0, 1], se tuvo que llegar a una
l6gica de traduccién que satisfaga las propiedades mostradas en el cuadro
Para el caso de la negacién, lo tinico que se necesita es que la funcién tome el
valor contrario al argumento (cuadro [2.1a): 1 cuando es 0, y 0 cuando es 1. Ya
que la ecuacién de Hill tiene un maximo en 1, esto se puede lograr haciendo la
equivalencia

K

d

donde H(A) representa la ecuacién de Hill con argumento A, con sus ctes. de
afinidad y cooperatividad correspondientes.
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Para la funcién OR, se necesita que la funcién sea 0 inicamente cuando ambos
argumentos son cero (cuadro . Esto se logra utilizando una suma, ya que
ésta es distinta de cero si al menos uno de los argumentos lo es. Por tal motivo,
se hizo la traduccion utilizando la equivalencia

AV B=H(A)+ H(B).

Para el caso de la funcién AND, cuyo valor es 0 con que alguno de los argumen-
tos sea cero (cuadro , se utilizé el producto, que cumple con las mismas
propiedades. Esto lleva a la equivalencia

ANAB = H(A) x H(B).

Utilizando estas reglas para convertir las operaciones booleanas en funciones
continuas, se puede transformar un sistema como el ejemplo en la ecuacién ([2.2))
en el sistema de ecuaciones diferenciales

dA K B"

%:alkarA”—’—anngB"—i_BA_A
@*a A +« B X ¢ +pp—B
dt — Ckp+ A Ep+ B ko] P
dC Am cr

+ Bc—C

@A o

Aqui, a demés de ver una traduccién directa de las funciones booleanas en las
continuas, se agrega un factor de degradacién lineal a cada una de las ecuaciones
para preservar los equilibrios booleanos en el sistema continuo. Adicionalmente,
se considera una sintesis basal 3; para cada una de las biomoléculas. El incor-
porar una tasa lineal de degradacién impide que las concentraciones crezcan de
manera infinita. Ya que las ecuaciones de Hill son saturables, independiente-
mente del valor de Kp habra un valor de concentracién més alto para el cual la
ecuacion de Hill tome el valor de saturacién. Si la concentracion es mayor a ese
valor, entonces la degradacion supera a la sintesis y la concentracién decrece.

Aplicando estas reglas de conversion a las reglas 1égicas presentadas en la
ecuacién (3.3)), se llegd al sistema dindmico de ecuaciones diferenciales que se
presenta en la ecuacién ((3.5)).

B K S B N
at ~ By PSniky T E kN kyp S

dE Ky E" Sn i

aE _ —E

@Sk M Er g Sk Nk T OE

G USRI P Y N ¥
it~ Csnrky Bk, Ntk CPrtky, N

dP T‘S ETL N’n P?’L

— =ag—"— || X +ay1—— | +8p—P.
dt 95”+k?3{( E + R N”+k?5) “P"+k1’6] o

(3.5)
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Notese que cada funcién de Hill tiene pardmetros k; distintos, y que se adicionan
coeficientes de amplificacién «;.

3.3. Reduccion de dimensiones del sistema en
tiempo continuo

Un sistema como el mostrado en la ecuacién es sumamente dificil de
estudiar. En primer lugar, debido a las no-linealidades, la identificacién de los
puntos de equilibrio se debe realizar, en la gran mayoria de los casos, utilizando
métodos numeéricos. Estos métodos estdn limitados a encontrar unicamente el
equilibrio més cercano a una condicién inicial dada. Esto implica realizar una
busqueda exhaustiva de condiciones iniciales, o un conocimiento previo de la
dindmica del sistema para poder encontrar todos los equilibrios. Por otro lado,
debido a que el sistema es de dimensiones altas, no se puede utilizar métodos
graficos para asistir en la busqueda de los equilibrios.

Ya que en el trabajo se buscé evitar un analisis de fuerza bruta para la
identificacién de pardametros, se decidié hacer una reduccién de dimensiones al
sistema en ecuaciones diferenciales para facilitar su estudio. Esto nos permite
hacer un andlisis metodolégicamente mas sencillo, cuyos resultados sirven como
punto de partida para el andlisis del sistema de mayores dimensiones. Como
primer paso de la simplificacién, se eliminé la ecuacién de NFxB debido a que
su estado es el mismo en todos los equilibrios del sistema booleano (cuadro .
Por ende, el estado de NFkB no parece ser critico en las transiciones entre
equilibrios. Ya que se encuentra en un producto en todas las ecuaciones excepto
la propia, la variacién en su concentracién se puede ver como un cambio en los
valores de «; del resto de las ecuaciones.

El siguiente paso es considerar un sistema tridimensional con asas de interac-
ciéon moduladas por los otros elementos de la red (ﬁgura. Ya que se eliminé
NF«B, su influencia sobre los otros genes se puede entender como una influencia
indirecta de sus genes de entrada sobre sus genes de salida. Por ejemplo, como
pl6 activa NFkB, y éste activa Snai2, esa interaccion se puede ver como una
activacion de Snai2 por p16. De manera analoga, se puede decir que p16 inhibe
a ESE2 y se autoactiva.

Consideramos que, dada la estructura de las ecuaciones, las inhibiciones
mutuas entre los genes Snai2 y ESE2 son més fuertes que sus autoactivaciones.
Entonces, el ciclo de inhibiciones determina mas fuertemente la dinamica del
sistema. Si se ignora la dindmica de Snai2, se puede considerar la inhibicién
de ESE2 por Snai2 como una activacién de ESE2 sobre si mismo, modulada
por p16. De manera similar, la modulacion negativa de la activacién de p16 por
ESE2, se puede ver como una activacién por ESE2 modulada positivamente por
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Figura 3.2: Esquema de las interacciones entre Snai2, ESE2 y p16. De manera andlo-
ga a lo presentado en la ecuacion , S representa a Snai2, £ a ESE2 y P a pl6.
Flechas que terminan en — representan activacion, mientras que las flechas que ter-
minan en - representan inhibicion. Las etiquetas junto a las interacciones representan
la modulacién de la interaccion por otros elementos requlatorios. Debido a los efectos
cruzados entre elementos regulatorios, podemos considerar, por ejemplo, la inhibicion
de p16 por Snai2 como una activacion indirecta de p16 por ESE2.

él mismo. Finalmente, utilizando la misma légica, se puede ver la modulacién
negativa de Snai2 sobre la autoactivacién de p16 como una modulacién positiva
por parte de ESFE2. Para seguir considerando de manera mas explicita el rol
de Snai2, se incorporé un factor m que incrementa o reduce la constante de
cooperatividad de las ecuaciones dependiendo del rol activador o inhibidor de
Snai2. Con esto, se llega al modelo bidimensional que se muestra a continuacion:

dE E"/m 2P

— =1 — X +Bg—F 3.6a

dt 1 Cl /m + En/m Z{L + Pn ﬁE ( )
= +8p—P (3.6b)

& gy B M gm g B g 1 P

De manera similar a casos anteriores, se usan E y P como referencia a los genes
ESE2 y pl16, respectivamente.

3.4. 'Triestabilidad del sistema dinamico y equi-
valencia con el sistema booleano

La reduccién del sistema a dos dimensiones permite utilizar métodos graficos
para identificar los equilibrios. Para esto, se utilizé el método de las ceroclinas.
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Una ceroclina es una curva en el espacio de estados en la cual una de las deri-
vadas es cero. Por ejemplo, la ceroclina de la ecuacion representa todos
los valores de E y P para los cuales % = 0. De igual manera, la ceroclina
de la ecuacién representa a todos los valores de 'y P para los cuales
‘fi—f = 0. Las intersecciones de las ceroclinas dan los puntos de equilibrio del
sistema. Utilizando este método, se buscd un conjunto de pardmetros que per-
mitiera la existencia de tres equilibrios estables cualitativamente equivalentes a
los obtenidos en el sistema booleano. Entonces, se graficaron las ceroclinas para
diferentes valores de pardametros utilizando la funciéon fimplicit del lenguaje de
programacién Matlab (figs. . Dada la forma de las ceroclinas, es evidente
que si existe un subespacio en el conjunto de parametros tal que los equilibrios
del sistema continuo se parecen a los equilibrios del sistema booleano (fig.
cuadro . Adicionalmente, utilizamos esta misma estrategia para demostrar
que una sobresimplificacién del sistema, presentada en el apéndice [C] no es ca-
paz de ser triestable. Consideramos que estas diferencias son debidas a que la
sobresimplificaciéon no incorpora la regulacion de Snai2 sobre ESE2 y pl6, la
cual se considera en la ecuacion con el pardmetro m y la modulacién de la

autorregulacién de p16.

El analisis de ceroclinas iinicamente indica la posicién de los puntos de equi-
librio. Aunque su estabilidad puede ser inferida por la forma del plano fase, se
requiere de una caracterizacién més formal para determinar la (in)estabilidad
de los puntos de equilibrio. Para esto se hizo uso del primer teorema de Lyapu-
nov (ver apéndice , el cual dice que un punto de equilibrio de un sistema no
lineal es exponencialmente estable si y solo si lo es también en la linealizacion
del sistema al rededor de ese punto. Para verificar esto, se buscaron los puntos
de equilibrio utilizando métodos numéricos del moédulo de computo cientifico
SciPy del lenguaje de programacién Python. Como punto de partida para la
identificacién de los equilibrios, se utilizaron las intersecciones de las ceroclinas
mostradas en la figura 3.5 Una vez identificados los puntos de equilibrio, se
calcul6 el Jacobiano del sistema de manera simbdlica utilizando SymPy,
y se evalué en cada uno de los equilibrios. Finalmente, se calcularon los valores
propios de cada uno de los Jacobianos utilizando la paqueteria NumPy.

Se puede ver que los tres puntos de equilibrio equivalentes a los del sistema
booleano, marcados como epi, sen y mes en el cuadro y la figura|3.5} corres-
ponden a los fenotipos epitelial, senescente y mesenquimal, respectivamente, y
que ademads son estables (ambos valores propios son negativos). Adicionalmente,
se obtienen dos puntos de equilibrio inestables (al menos un valor propio positi-
vo) que no aparecen en el sistema booleano. Esto es natural, ya que los sistemas
booleanos tinicamente presentan equilibrios estables. Debido a su posicion rela-
tiva a los atractores, se llamo a estos ssg v Sy g, ya que separan las cuencas de
atraccién de los equilibrios sen y epi, y mes y epi, respectivamente (fig. .
Ademas, se hicieron simulaciones del sistema empezando en diferentes puntos
del plano fase, para demostrar graficamente la (in)estabilidad de los puntos de
equilibrio. Finalmente, se hicieron simulaciones hacia atréas en el tiempo comen-
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Figura 3.3: Representacion de las ceroclinas de dE al variar los pardmetros. Variacion

sobre los pardmetros a1 (fig. [3.3d), e1 (fig. [3.58), 1 (fig. y Be (fig. de la

ecuacion (3.6al).



40 CAPITULO 3. CONSTRUCCION

Nullclines of dP varying a2 Nullclines of dP varying a3
T T T I T T T

4 T T 4 T T T
| 0.1
3s5p I/ 06414 a5t
/ 118
| 173| |
3 227 3
282
3.36
25 3901 25
445
o 2r 50 o 2f
15 15
ir ir
05F 05F
0 . . . 0 n . . . . . .
0 25 3 35 4 0 05 1 15 2 25 3 35 4
E E
() (b)
Nullclines of dP varying c2 Nullclines of dP varying z2
4 4
0.1
35¢ 064 351
118
173
3r 227 3t
282
336
25 3901 25
445 |
a 2t — 5.0 o 2
151 151
1r 1r
051 051
0 0 —
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 0 0.5 1 15 25 3 35 4

m

4
0.1
a5k 064
118
— 173 |
3 2.27
— 282
3.36
25 3.91
445
a 2t 50
15
JY —
05
0 . . . . . . .
0 05 1 15 2 25 3 35 4

(e)

Figura 3.4: Representacion de las ceroclinas de dP al variar los pardmetros. Variacion

sobre los pardmetros oo (fig. | as (fig. [34Y), c2 (fig. [344), 22 (fig. y Bp
(fig. de la ecuacidn (3.6
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Cuadro 3.3: Pardmetros utilizados para la obtencion de tres puntos de equilibrio equi-
valentes a los booleanos en el sistema continuo (3.6).

Parametro | Valor
21 5
zZ9 1
C1 1
C2 1
(65} 2
(%] 0.1
Qs 2
BE 0.1
Bp 0.1
n 4
m 2

Cuadro 3.4: FEquilibrios del sistema dindmico (3.6) utilizando los pardmetros mostrados

en el cuadro .
ID | (E,P) | Equivalente Booleano | Valores Propios Fenotipo
mes 813 [0, 0] {-0.47,—-1} Mesenquimal
:0.50:
SME 0.1 — {0.28, -1} —
epi | |40 [1,0] {—0.41,-0.94} | Epitelial
0.19]
[1.46]
55w | |o'ss| — {~0.40,1.02} —
[1.39]
sen | 1] 'gs [1,1] {-0.28,—-0.85} | Senescente

zando desde los equilibrios inestables, para estimar la forma de su separatriz:
subespacio (n — 1)-dimensional para el cual el equilibrio inestable es estable.
Este subespacio sirve para separar las cuencas de atraccién de los equilibrios

estables, y esta anclado a la posicién del equilibrio inestable.

Los resultados presentados en esta seccién nos indican que el modelo con-
tinuo generado a partir del modelo booleano se puede utilizar para estudiar
estrategias de control suave, con variaciéon pequena de concentracién y parame-
tros de interaccién en lugar de KI o KO de genes como se hizo en el trabajo
original. El efecto de la variacién de parametros sobre los puntos de equilibrio,
as{ como el analisis del sistema tetradimensional, se muestran en el siguiente

capitulo.
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Nullclines of dE and dP
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Figura 3.5: Plano fase del sistema descrito por las ecuaciones y con las
ceroclinas (lineas continuas azul y roja), puntos de equilibrio estables (o) e inestables
(z), un aprozimado de las fronteras de las cuencas de atraccion (lineas punteadas) y
trayectorias ejemplo comenzando en diferentes regiones del plano fase (flechas negras).



Capitulo 4

Analisis de sensibilidad de

los equilibrios inestables

4.1. Analisis de sensibilidad en el sistema bidi-
mensional

El tamano de las cuencas de atraccién depende de la ubicacién de la separa-
triz, la cual a su vez esta anclada al equilibrio inestable. Entonces, una primera
aproximacion para manipular el tamano de la cuenca de atraccién, es mover
el equilibrio inestable en el espacio de estados. Para no realizar una buisqueda
exhaustiva del espacio de pardmetros hasta encontrar una direccién de cambio
que mueva al equilibrio en la direccion deseada, se puede utilizar el andlisis de
sensibilidad para determinar el cambio de la posicién de los puntos de equilibrio
al mover los pardmetros.

El anélisis de sensibilidad es un método utilizado para calcular el cambio
de una trayectoria del sistema debido a una variacion en los parametros. Se
considera un sistema dindmico de la forma

i=F(z,\) (4.1)

donde F' es una funcién no lineal dependiente del estado = y de un conjunto
de parametros A. Para hacer este andlisis en una escala global del sistema, para
cualquier soluciéon de la ecuacién diferencial, se requiere del uso de métodos
de fuerza bruta computacionalmente pesados. Sin embargo, en este trabajo nos
interesan los efectos sobre un conjunto particular de soluciones que cumplen con
la condicién F(z,\) = 0, lo cual reduce significativamente la complejidad del
analisis. Como nos interesa el cambio en los equilibrios del sistema dependiendo

43



44 CAPITULO 4. ANALISIS DE SENSIBILIDAD

del valor de los parametros, buscamos de manera implicita una funcién

¢()‘) = Teq

con la cual se pueda obtener el valor de los equilibrios en funcién de los parame-
tros. Asi, la ecuacién (4.1)) se puede expresar como

F((A),A) =0 (4.2)

Sabemos a partir del teorema de la funcién implicita (ver apéndice y el
cuadro que una funcién ¢;(A) = x., existe en una vecindad de cada punto
de equilibrio.

Como se busca conocer el cambio de la posicién de los equilibrios con res-
pecto a cada uno de los parametros, nos interesa encontrar (%15 Sin embargo, el
teorema de la funcién implicita indica inicamente la existencia de una funcién,
mas no una expresion de la misma. Por ende, dicha derivada debe ser encontra-
da utilizando métodos alternativos. Sabemos por la regla de la cadena que al
derivar con respecto a un pardametro \; se obtiene

0 . 0op OF _
o (F(¢(X),A) =0) = J(F) N + o = 0.
De esta expresién se puede despejar % para obtener
do _, OF
Y —J(F)="- o (4.3)

Como sabemos que el jacobiano de la funcién es invertible en cada uno de
los puntos de equilibrio, la igualdad tiene una solucién y se puede calcular
la sensibilidad de cada punto de equilibrio a la variacién de los parametros.
Es importante recordar que el valor de esta derivada es local con respecto a
un conjunto de parametros A*, que puede cambiar al cambiar los pardmetros,
o volverse incalculable por este método, por ejemplo al llegar a un punto de
bifurcacién. Sin embargo, el analisis nos permite obtener el cambio en los puntos
de equilibrio utilizando un método analitico, como se ejemplifica en el apéndice[D]
para el punto de equilibrio mes y el pardmetro as.

Este método para el calculo de las sensibilidades es sumamente sencillo de
realizar una vez se restringen las soluciones que se estan estudiando. Por otro
lado, métodos como el de Sobol, més generalmente utilizado en la literatura,
requieren de mucho poder de cémputo, ya que utilizan métodos estocasticos
como simulaciones por Montecarlo. Son métodos muy aptos para determinar el
porcentaje de varianza global por la variacién de uno o varios pardmetros. Sin
embargo, indican inicamente una magnitud de variaciéon. Ya que en este analisis
nos interesa estudiar no solo la magnitud sino también la direccién de variacion,
la determinacion de la sensibilidad por el método propuesto es ideal.
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Sensitividad de los Equilibrios
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Figura 4.1: Representacion de las sensibilidades de los equilibrios a la modificacion de
pardmetros del sistema. Se muestran las ceroclinas, como representadas en el capitulo
anterior, con los vectores resultantes del andlisis de sensibilidad. Los vectores que no se
muestran se deben a la diferencia en magnitud de las sensibilidad a ciertos pardmetros.

La sensibilidad de los equilibrios del sistema de ecuaciones (3.6) se muestra
en las figuras y Esta informacién se puede utilizar para identificar, con
una busqueda dirigida, un conjunto de parametros que maximice el tamano de
la cuenca de atraccién del equilibrio epitelial. Para el equilibrio inestable que
separa los equilibrios mesenquimal y epitelial (sprg), se busca una variaciéon de
parametros que lo mueva hacia la izquierda, acercandolo al equilibrio mesen-
quimal. Esto se puede lograr ya sea con un incremento del valor de Sg, o un
decremento del valor de ¢;. Es importante notar que la variacién de 8g no solo
afecta la posicién de sp/g, sino que ademdas mueve el atractor mesenquimal en
la direccién contraria, acercandolo al primero. Entonces, la variacién de este
parametro esta limitada por la existencia de una bifurcacion. El efecto de la
variacion de estos parametros se puede ver en la figura

Por otro lado, para la silla que separa los atractores epitelial y senescente
(ssk), se busca una variacién que lo mueva hacia arriba. Esto se puede lograr
incrementando el valor de co, o reduciendo as y as. De manera similar a lo
que se obtiene con el andlisis del equilibrio anterior, se observa un movimiento
en direcciones opuestas del equilibrio senescente y sgg con la misma variaciéon
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Figura 4.2: Representacion de la sensibilidad de la posicion de los equilibrios a la
variacion de parametros. Se marcan en rojo los pardmetros cuya modificacion induzca
un incremento en la distancia mayor al percentil 90.
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Figura 4.3: Modificacion de la posicion de las ceroclinas por la manipulacion de los
pardametros, como propuesto por el andlisis de sensibilidad. En la ﬁgum se cambid
los pardmetros de tal forma que el equilibrio inestable sy se moviera a la izquierda.
En 1a[{.3Y se modificaron para que el equilibrio inestable ssg se moviera hacia arriba.
Las ceroclinas con los parametros originales se muestran con lineas punteadas.
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Figura 4.4: Diagrama de las interacciones del sistema de ecuaciones . Los ele-
mentos E y P representan los genes ESE2 y pl6, respectivamente. Las flechas con
terminacion — indican activacion, mientras que aquellas con terminacion — indican
inhibicion. Se muestran los pardmetros con alta sensibilidad junto a las interacciones
a las que afectan.

de los parametros, indicando que solo se puede llegar hasta cierto punto antes
de llegar a una bifurcacién. El efecto de la variacién de pardmetros sobre la
posicién del equilibrio sgg se puede ver en la figura

Los parametros propuestos, c1, co, Bg, as y ag, corresponden a las autorre-
gulaciones de los elementos, y a la sintesis basal de E (fig. . Debido a las
hipotesis tomadas para la simplificaciéon del modelo, estos pardmetros pueden
corresponder a la interaccién de E con S (¢1 y Sg) o a la regulacién de P por
si mismo (cz) o por S (ag y ag). Los pardmetros correspondientes a estas inter-
acciones en el sistema tetradimensional se proponen como variables de control
para el incremento de la cuenca de atraccién epitelial.

Los resultados obtenidos en esta secciéon demuestran que se puede utilizar el
andlisis de sensibilidad para mover los puntos de equilibrio del sistema. Ademaés,
los parametros obtenidos en el andlisis del sistema bidimensional sirven como
punto de partida para el andlisis del sistema en cuatro dimensiones, el cual se
discute en la siguiente seccién.
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4.2. Analisis de Sensibilidad del Sistema Tetra-
dimensional

4.2.1. Parametrizacién del Sistema

El sistema ([3.5)) se muestra nuevamente a continuacién:

ds B ST BNt
s _ k., _

dt ~ 'Er+kr PShakr T Er+ky O N+ kp P

dE ko E" sn kg

4k _ —E

@S M E g Sk Nk OE
G USRS VR P Y N ¥
at ~ Csnrky OBk, TNtk CPrrky, N

dP n. K E" N" ) pr ]

— = || @0 X — | tang——| +8p— P
dt S™ 4 Ky Bk, NU kL P+ kg

Al igual que en el sistema bidimensional 7 la variedad de comportamien-
tos posibles dependiendo de parametros es muy vasta. Entonces, la primera
tarea es encontrar un conjunto de parametros tal que el sistema tetradimen-
sional se comporta como el sistema booleano; i.e., que existan tres equilibrios
estables los cuales sean cualitativamente similares a los equilibrios del sistema
booleano (cuadro. Para lograr esto, se partié desde un conjunto de parame-
tros biolégicamente irreal, el cual divide al sistema en dos partes con dindmica
independiente. La primera considera unicamente a los componentes S'y E, y se
logra haciendo k4 muy pequeno y kg muy grande. De esta manera, la dindmica
del subsistema se vuelve insensible a la variacién de N, y se puede buscar un
conjunto de pardmetros que resulte en un switch biestable entre S y E. Por otro
lado, la segunda parte del sistema considera tnicamente la dindmica de P,y
se aisla haciendo k14 y k15 muy pequenos y k13 muy grande, de tal forma que
P se vuelve insensible a la variacién del resto del sistema. Con esto, se buscan
valores de a1, k16 v Bp que resulten en un sistema biestable para P cuando F
estd en concentracién alta. Finalmente, se pueden relajar las condiciones sobre
los parametros de aislamiento. Se simul6 el sistema para diferentes valores de
parametros hasta obtener un conjunto de tres equilibrios estables similares a los
booleanos.

Ya que simulando el sistema se encuentran tinicamente los equilibrios esta-
bles, y que el andlisis de sensibilidad requiere de la identificacion de los equili-
brios inestables, se utilizaron métodos numéricos para identificar la totalidad de
los equilibrios del sistema. De esta forma se identificaron siete equilibrios, de los
cuales 3 corresponden a los equilibrios estables encontrados con simulaciones, y
4 son inestables (cuadro . A diferencia del caso bidimensional, en el que se
encontré un equilibrio inestable para separar cada par de equilibrios estables, en
este hay un aparente exceso de equilibrios inestables. Esto se debe a la existencia
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de un equilibrio con variedad estable de dimensién 2 (eizp en el cuadro , el
cual no puede dividir el espacio tetradimensional en dos partes, y por ende no
forma una separatriz. Ademads, la existencia de este equilibrio inestable permite
la existencia de una separatriz adicional cuya variedad inestable corresponde a
una de las direcciones de la variedad estable de eisp.

Se realiz6 una caracterizacion de los equilibrios inestables para determinar
qué equilibrios forman qué separatrices. Con este fin, se hicieron proyecciones de
los equilibrios sobre un estimado de la variedad inestable (v;) de cada equilibrio
inestable. El resultado p de la proyeccién es un vector en la misma direccién de
v; que estd lo mds cerca posible del equilibrio (fig. . Como ambos vectores
cambian unicamente en su magnitud, se puede decir que p = cv;, donde ¢ es un
escalar. Entonces se puede comparar el signo de ¢ de ambas proyecciones para
determinar si los equilibrios se encuentran en la misma direccién de la variedad
inestable, y por ende si estan del mismo lado de la separatriz. Haciendo esto, se
determina que

1. sar v same separan al equilibrio epitelial del mesenquimal y al mesenquimal
del senescente.

2. sg separa al equilibrio epitelial del senescente y al mesenquimal del senes-
cente.

3. eiop se encuentra «entre» los equilibrios sy v spr2, con los cuales comparte
variedad inestable.

Los resultados expuestos en los puntos 1 y 2 se corroboraron haciendo simu-
laciones del sistema al rededor de cada uno de los candidatos de separatriz, y
evaluando a qué puntos de equilibrio llega el sistema. Para corroborar el punto
3 se realizaron simulaciones del sistema comenzando en una vecindad de eiop y
viendo a qué equilibrios inestables se acercan las trayectorias, antes de llegar al
equilibrio. Estos resultados indican que para incrementar la cuenca de atraccion
de epi, se debe mover a los equilibrios sps, spr2 v €iop en direccién de mes, y
sg en direccién de sen.

eq

Vi
p

Figura 4.5: Representacion de la proyeccion de un equilibrio sobre un vector v;. El
resultado de la proyeccion es un vector p que tiene la misma direccion que v;. Como
ambos tienen la misma direccion, se puede decir que p = cv;.
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Cuadro 4.1: Equilibrios del sistema tetradimensional, restringidos al hipercubo de lon-

gitud 2. Los vectores de estado se representan como [Snai?, ESE2, NFkB,pl6

ID

Coordenadas

Valores Propios

1"

Fenotipo

SM

6i2[)

SM2

Ss

ept

mes

sen

0.298
0.303
1.762

0.134)

[0.208]
0.303
2.056

0.663]

[0.207]
0.303
2.159

1.141]

[0.141]
0.767
2.101

10.479 |

[0.142]

0.768

1.904

0.162]

[0.872]

0.126

1.899

10.115]

[0.142]

0.767

2.311

| 1.432]

{-2.180,0.189, —0.962, —0.522}

{-2.181,-0.974,0.187,0.177}

{-2.182,-0.978,0.189, —0.209}

{-1.616,—0.978, —0.333,0.244}

{-1.615,-0.974, —0.335, —0.389}

{-1.662, —0.334, —0.745, —0.968}

{-1.618,-0.982,—-0.333 — 0.396 }

Epitelial

Mesenquimal

Senescente
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4.2.2. Analisis de Sensibilidad

El analisis de sensibilidad se utilizé para determinar si los parametros para
maximizar la cuenca de atraccién propuestos en la seccién anterior sirven en
el modelo tetradimensional. En otras palabras, si el modelo bidimensional se
puede utilizar para obtener conclusiones sobre el sistema tetradimensional.

Recordando los resultados presentados al final de la seccion los parame-
tros candidato para la manipulaciéon de la cuenca de atracciéon del fenotipo
epitelial son c1, co, as, az y Bp. Estos factores corresponden en el sistema bi-
dimensional a factores que modulan la interaccién de F con E (¢; y BE), la
interaccién de P con P (cz2), o la interaccién de E con P (aq, ag). Considerando
los efectos de S en el sistema , estos parametros se pueden asociar a ky, ks,
ks, k7 v Bg para la regulacién de E, y ag, a19, a11, k13, k14, k15 v k16 para la
regulacién de P.

Ya que los resultados en cuatro dimensiones no se pueden graficar como se
hizo con el sistema bidimensional, se recurrié a una estrategia distinta para el
analisis de los resultados. Se definié una nueva funcién

FO) = (61(N) = ¢2(N))? (4.4)

donde f : R™ — R es una funcién que mide la distancia entre dos equilibrios
dado un conjunto de parametros. Igual que en el capitulo anterior, las funciones
¢; : R™ — R"™ son funciones que llevan del espacio de pardmetros a los equili-
brios del sistema y sabemos sobre su existencia debido al teorema de la funcién
implicita.

Como f(A) es una funcién escalar de variable vectorial, su derivada es un
vector de m componentes que apunta en la direccién del espacio de parametros
que lleva al mayor incremento de f(-). Esta se puede calcular como

Vi) =V ((¢1 - ¢2)2>
2(p1 — ¢2)" - T (¢1 — po)
=2(¢1—d2)" - (J (¢1) — T ($2))

donde J(-) es la matriz jacobiana, y T es la operacién de transposicién. Al igual
que en el caso bidimensional, no se cuenta con expresiones simbdlicas de las
funciones ¢;(-) ni sus derivadas. Sin embargo, éstas no se requieren ya que el
valor de la funcién corresponde a los valores de los puntos de equilibrio, y sus
derivadas se pueden obtener resolviendo la igualdad .

Al evaluar el gradiente de la distancia entre epi y el resto de los equili-
brios del sistema, se puede observar claramente una sobrerepresentacién de los
pardmetros ki, ks, Bp v Bs (fig. 7 lo cual corresponde satisfactoriamente con
las hipdtesis generadas con el sistema bidimensional.Sin embargo, el cambio en
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la direccién de los parametros es muy variable, ain entre las dos separatrices
«equivalentes» sy v sps2. Para identificar una direccién que considere estas dife-
rencias, se calculé el gradiente de una funcién adicional, que calcula el promedio
de los gradientes de las distancias entre epi y los equilibrios inestables (ver avg
en fig . Ya que los equilibrios inestables son los que modifican el tamano de
las cuencas de atraccién, los otros equilibrios estables se pueden ignorar. En este
caso, el vector gradiente apunta en una direccién de decremento de ky y Bg, e
incremento en ks y Bg. Estos cambios son comprensibles y casi intuitivos, ya
que k1 y k5 modulan el ciclo de inhibiciones entre S'y E, y s y Sg modifican
sus sintesis basales.

El andlisis arroja también cambios de los pardmetros Sp, s v a11. Estos
parametros estan relacionados principalmente a la estabilizaciéon del fenotipo
senescente (Bp v aq1) v la coactivaciéon de S por S, E y N (a3). Los cambios
obtenidos para estos pardmetros indican un incremento en los valores de Sp
y a11, y un decremento en as. De estos, la reduccion de Sp es un resultado
obvio, ya que reduce la sintesis basal de p16, cuya alta concentracion caracteriza
el fenotipo senescente, y por ende reduce su cuenca de atraccion. De manera
similar, el decremento de as reduce la magnitud de la activacion de S por
S, E y N. Es razonable entonces que al reducir el valor de este pardmetro
se reduzca también la cuenca de atracciéon de mes. Sin embargo, los cambios
obtenidos para a7 estabilizan en vez de desestabilizar el equilibrio senescente;
un valor mayor de «y; incrementa la fuerza de autoactivacién de P. Aunque
este cambio incrementa la cuenca de atracciéon de sen, también reduce la de
mes en mayor medida. Entonces, el cambio neto en la cuenca de atracciéon de
epi es positivo. Finalmente, aunque no tiene un efecto tan importante en el avg,
es interesante resaltar el efecto de k14, para el cual se propone un decremento.
De manera similar a a1, este cambio desestabiliza mes en mayor medida de lo
que estabiliza a sen, y tiene un efecto neto positivo sobre la cuenca de atraccion
de epi.

Para corroborar que estos cambios realmente causan un incremento en la
cuenca de atraccion de epi, se hicieron simulaciones del sistema empezando en
diferentes puntos del espacio de estados y se registro el atractor en el que finaliza
la simulacién. Estas se realizaron con los pardmetros originales, y un conjunto
de pardmetros modificado (cuadro en la direccion propuesta por el analisis
de sensibilidad (cuadro . Se puede ver que la cuenca de atraccién de epi si
incrementa, junto con la cuenca de sen en menor medida. La tnica cuenca de
atraccién cuyo tamano se reduce es la de mes.
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Figura 4.6: Direccion de cambio de los pardmetros del sistema para el mayor incre-
mento de la distancia entre el equilibrio epi y el resto de los equilibrios del sistema.
Se marcan en rojo aquellos pardmetros cuya variacion induce un incremento en la
distancia mayor al percentil 95.
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Cuadro 4.2: Valores originales y modificados de los pardmetros para la estimacion del
tamano de las cuencas de atraccion.

Parametro | Valor Original | Valor Nuevo

n 2.0 2.0
k1 0.1 0.109
ko 0.1 0.099
ks 2.0 2.0
ky 0.1 0.1
ks 0.1 0.086
ke 2.0 2.0
ke 0.1 0.1
ks 2.0 2.0
ko 0.5 0.5
k1o 0.5 0.5
k11 0.5 0.5
k12 0.5 0.5
k13 1.0 1.0
k14 2.0 2.0
k15 2.0 2.0
k16 1.0 1.0
ay 2.0 2.0
Qg 0.1 0.101
Qs 2.0 2.001
Qy 0.1 0.099
(673 0.5 0.5
Qg 0.5 0.5
ar 0.5 0.5
Qg 0.5 0.5
a9 2.0 2.0
Qi 0.1 0.099
11 1.0 1.001
Bs 0.1 0.098
BE 0.1 0.111
BN 1.0 0.999
Bp 0.1 0.1

Cuadro 4.3: Tamano de las cuencas de atraccion de los atractores del sistema con
los pardmetros originales y modificados en la direccion de mdzrimo incremento del
promedio de las distancias.

Equilibrio ‘ Original ‘ Modificada ‘ Tasa de Cambio
epi 80 140 1.75
mes 375 250 0.6
sen 170 235 1.38
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Capitulo 5

Discusion

5.1. Resumen de los resultados del trabajo

En el trabajo, se pudo construir un sistema de ecuaciones diferenciales que
reproduce de manera satisfactoria los resultados del modelo booleano original.
Por consiguiente, se espera que reproduzca de forma satisfactoria el fenémeno
biolégico.

Con el modelo obtenido se calculd la direccién 6ptima de cambio de pardame-
tros para incrementar el tamano de la cuenca de atraccién de epi. Las modifi-
caciones propuestas a los pardmetros son razonables, ya que su relaciéon con la
dindmica del sistema y sus equilibrios es clara. Aunque muchos de los pardme-
tros propuestos parecieran obvios, como las modificaciones sobre ki y ks, se
obtuvieron resultados novedosos que proponen cambios de parametros en di-
recciones poco esperadas, como el incremento de aq; y el decremento de as y
k1. Estos parametros representan concentraciones criticas para las interaccio-
nes, asi como la magnitud del efecto de las interacciones. Estos no se podrian
haber obtenido de una simple observacién del sistema ya que su efecto positivo
sobre la cuenca de epi es debido a la suma de diversos factores. Seria sumamen-
te interesante evaluar su relevancia en experimentos in wvitro o in vivo, 0 con
resultados presentados en bases de interaccién como KEGG, Human Reference
Interactome Mapping Project, o Reactome.

En los resultados presentados, se observa una gran disparidad en la sensibi-
lidad a ciertos pardmetros. Sin embargo, los resultados del andlisis son locales
tanto para el espacio de pardmetros como para el de estados. Seria interesante
entonces, evaluar si existen condiciones biolégicamente relevantes en las que la
importancia de los parametros cambie. Por ejemplo, una condicién en la cual
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alguna de las cuencas de atracciéon sea minima.

Aunque el promedio de la distancia entre las sillas y el atractor epi sirvié
para determinar una direccién de cambio en el espacio de estados, esta es una
aproximaciéon sumamente simplista. Ya que el sistema dindmico es altamente
no lineal, la forma de las separatrices se puede alterar de maneras que no se
pueden predecir por la posicién del equilibrio. Ademas, ésta y otras alternativas
sencillas ponen un peso mayor sobre las separatrices entre mes y epi debido a
que existe una mayor cantidad de equilibrios entre ambos. Es posible que es-
te sesgo analitico altere los resultados, y que la direccion de cambio obtenida
no sea la ideal. Por esto, seria interesante estudiar la cantidad de puntos de
equilibrio inestables del sistema. Aunque encontrar estos de manera experimen-
tal es sumamente complicado debido a su inestabilidad, se puede tener idea de
su ubicacién en el espacio realizando haciendo experimentos de ralentamiento
critico: el decremento en la velocidad de cambio del sistema al aproximarse a
un punto critico, como una separatriz, un equilibrio inestable, o un punto de
bifurcacién [27], 28| 29].

Aunque la aproximacién con el primer teorema de Lyapunov y el andlisis de
sensibilidad es prometedora y sencilla, existen alternativas que permiten eva-
luar la cuenca de atracciéon de manera exacta utilizando el segundo teorema de
Lyapunov. En este, se dice que el punto de equilibrio es estable si existe una
funcién positiva que describa la energia interna del sistema, llamada funcién
de Lyapunov, cuya derivada a lo largo de las trayectorias sea negativa [30]. En
un corolario de este teorema, se indica que si el equilibrio es estable, existe
una funcién de Lyapunov que describe exactamente la forma de la cuenca de
atraccién. Aunque esta alternativa es mucho maés precisa que el estudio con el
primer teorema de Lyapunov, encontrar funciones de Lyapunov es sumamente
complicado, y quizds de poco valor para un sistema tan cualitativo como este.
Sin embargo, si se quisiera utilizar el segundo teorema de Lyapunov, se podrian
proponer funciones de forma cuadratica para estimar la cuenca de atraccién por
sus intersecciones, y ver como cambian estas con la variacion de pardmetros.

Es importante recordar que, ya que los modelos propuestos son de naturaleza
cualitativa, sus pardametros son unicamente parametros virtuales, que no reflejan
de manera precisa la dindmica del sistema. Debido a esto, seria sumamente
interesante profundizar en las interacciones propuestas con modelos enfocados
en ellas. Por ejemplo, un modelo dindmico enfocado en la interaccién iinicamente
entre los genes de los fenotipos epitelial y mesenquimal permitiria elucidar qué
interacciones reflejan un cambio sobre las constantes ky y ks de este sistema.
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5.2. Comparacion con otras aproximaciones

Una alternativa a la metodologia de funciones de Hill no acotadas es el cam-
bio a funciones de Hill acotadas entre 0 y 1, que reflejan de manera més precisa
lo que se obtiene con modelos booleanos. Esto lleva a concentraciones saturan-
tes més claras y operaciones de conversién distintas. Sin embargo, impiden el
uso de las constantes «;, las cuales indican la magnitud del efecto de la interac-
cién de un gen sobre otro. Esto quita mucha riqueza al analisis de sensibilidad,
ya que este efecto podria ser también un blanco interesante para manipulacién
farmacolégica.

El trabajo original utiliza métodos estocasticos booleanos para evaluar las
probabilidades de transicién entre atractores [I3]. Observan que hay un camino
preferente que toman las transiciones, en el cual se transita de un estado epitelial
a uno senescente, y de ahi a uno mesenquimal. La transicién por un estado
senescente intermediario se ha observado in wvivo, por lo cual este resultado
da validez al modelo. El uso de sistemas estocasticos en ecuaciones diferenciales
también se podrian utilizar para validar el modelo de manera similar, y encontrar
un conjunto de pardmetros que lo replique. Ademas, estos resultados nos hablan
de los cambios de energia interna del sistema necesarios para causar una u otra
transicion. También seria interesante ver qué debe pasar a los pardmetros para
inducir el cambio opuesto.

Otra alternativa para hacer este trabajo implica el uso de modelos mecanisti-
cos. Aunque el andlisis de estos es relativamente similar a lo que se hizo en este
trabajo, la construcciéon de los modelos es considerablemente més complicada.
Se requiere de un conocimiento preciso de las cinética de interaccién entre los
elementos del sistema. La obtencién de esta informacién depende de la reali-
zacién de experimentos apropiados entre todos los elementos del sistema y sus
intermediarios. Ya que obtenerla es muy complicado, y que las dindmicas se
parecen a las ecuaciones de Hill [I8], utilizar estos modelos no aporta mucha
informacion nueva sobre el comportamiento del sistema. Sin embargo, ya que
los parametros si reflejan comportamientos reales, la informacion obtenida del
andlisis es mas aplicable a la realidad. Cabe resaltar que si se hacen simplifica-
ciones como las que se hicieron en este modelo, los pardmetros van a englobar
nuevamente un conjunto de fenémenos en lugar de ser especificos. Entonces, la
ventaja de un modelo cinético se puede perder.

5.3. Relacion con el fenémeno biolégico

El modelo obtenido refleja de manera satisfactoria el fenémeno bioldgico, ya
que se obtienen los tres equilibrios estables reportados en la literatura [13]. Se
podria alegar que la cantidad de equilibrios obtenida es insuficiente debido a que
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se han reportado estados metaestables entre el fenotipo epitelial y mesenquimal
durante la transicién [I1]. Sin embargo, es importante recordar que el propésito
de este trabajo (y del trabajo que le precede) no es describir exactamente el
fenémeno de la TEM, sino dar una idea de su regulacién y su asociacion a otros
fenémenos como inflamacién y senescencia. Ademds, es posible que la aparicién
de estados metaestables se pueda ver como el movimiento de los equilibrios en
el espacio de estados por la variacién de parametros, lo cual permitiria entender
a la transicién como un paso por un continuo, como se sugiere en [II]. Para
corroborar esto con el sistema presentado, se tendria que hacer un estudio mas
fino de las bifurcaciones del sistema, asi como un anélisis més global de las
sensibilidades.

Ya que el modelo propuesto es una vista global del fenémeno de TEM, hay
muchos detalles que salen del alcance del trabajo. Por ejemplo, se ha reportado
que existen muchas vias alternativas para iniciar la TEM, y que éstas dependen
del tejido o evento de transicién particular [I1I]. Este hecho, ademé&s de los
mencionados en secciones anteriores, incita a estudiar las diferentes formas en
las que interaccionan los médulos epitelial y mesenquimal de la RRG original.
De esta manera, se podria entender como el contexto celular influye en las
interacciones entre elementos regulatorios, y como puede alterar el resultado
del proceso. Por ejemplo, se ha reportado que se necesita un decremento de
pl6 para la transicién entre el estado epitelial y mesenquimal en cérneas [31].
Aunque esto va en contra a lo propuesto en [I3], es posible que se deba a un
fenémeno contexto-dependiente, y que esto permita un cambio en los pardmetros
apropiados del sistema para causar la transicion.

5.4. Control del proceso biolégico

La metodologia utilizada permite hacer predicciones sobre la manipulaciéon
del sistema. Es importante recordar que las interacciones modeladas son 1ni-
camente interacciones virtuales, y que las interacciones «reales» son vias de
senalizacién con muchos intermediarios y puntos de control. Entonces, la ma-
nipulaciéon de un parametro «; se puede dar por mecanismos simples como un
incremento en la fuerza de un promotor, hasta mecanismos més complicados
como el tiempo de vida media de alguna molécula intermediaria. Por otro lado,
la manipulacién de los parametros k; se puede dar por algtin efecto alostérico
entre proteinas, el cual incremente la afinidad entre diferentes moléculas de las
vias de senalizacién y reduzca la concentracion critica. La proposicion de estos
métodos depende de las vias de senalizacién involucradas, y deben considerar
no solo los elementos que las componen, sino su interacciéon con otros proce-
sos: la modificacién permanente de un sitio promotor podria llevar a efectos
imprevistos en otras funciones celulares debido a la interaccién entre médulos.

Otras alternativas para el control de sistemas como el presentado implican
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utilizar circuitos genéticos para hacer control en lazo abierto o lazo cerrado. De
estos, el control en lazo cerrado permite realizar un control fino de la dindmica
del sistema, ya que brinda al controlador robustez al ruido e incertidumbres [32].
Aunque aparentemente més sencillo, el control en lazo abierto implica utilizar un
controlador que es funcién del tiempo en lugar del estado. Por ende, cualquier
variacion del sistema, ya sea por variaciéon espontanea o por incertidumbre,
causa que el resultado final obtenido no sea el deseado. Dependiendo de la
sensibilidad del sistema a las condiciones iniciales, un error de este tipo puede
tener conclusiones catastroficas.
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Apéndice A

Reglas de Actualizacion de
la RRG booleana de la
TEM

Snai2

Original

Snai2(t + 1) =(nESE2 AN -NFkB A =Snai2) V (~ESE2 A ~-NF&B A Snai2)
V (mESE2ANNFkB A =Snai2) V (ESE2 AN NFkB A Snai2)

Simplificada

Snai2(t + 1) = ~ESE2V (Snai2 A ESE2 A NFkB)
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ESE2

Original

ESE2(t+1) =(—-NFxB A -Snai2 N ~ESE2)V (-NF&B A -Snai2 N ESE2)
V (-NFkB A Snai2 N ESE2)V (NFxB A =Snai2 N ESE2)

Simplificada

ESE2(t+ 1) = ~Snai2 V (Snai2 N ESE2 AN -NFkB)

NFxB

Original

NFkB(t +1) = ~(~ESE2 A —pl6 A ~NFxB)

Simplificada

NFkB(t+1) = Snai2Vv ESE2V NFkBV pl6
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pl6

Original

pl6(t + 1) =(—pl6 A =E2F A p53&—-TE Lasa N ~Snai2)

V (=pl6 A =E2F A pb53 A =T ELasa N\ Snai2)
V (=pl6 A =E2F A p53 A TE LasaA!Snai2)
(—pl6 A E2F A p53 A =T ELasa A ~Snai2)
(=pl6 A E2F A p53 A —"TELasa A Snai2)
(=pl6 A E2F A pb3 A TELasa A —Snai2)
(p16 A 2E2F A —pb3 A =T ELasa A ~Snai2)
(pl6 A —~E2F A p53 A "TELasa A ~Snai2)
(pl6 A —-E2F Ap53 A —"TELasa A Snai2)
(p16 A =E2F A p53 A TELasa A —Snai2)
(p16 A E2F A —p53 A =T ELasa A ~Snai2)
(pl6 A E2F A —p53 A “TELasa A Snai2)
(pl6 A E2F A —p53 A TELasa A =Snai2)
(p16 A E2F A —pb3 A TELasa N Snai2)
(p16 A E2F A p53 A =T ELasa A —Snai2)
(pl6 A E2F A p53 A =T ELasa A Snai2)
(pl6 A E2F A p53 A TELasa A —=Snai2)
(pl6 A E2F A p53 ATELasa N\ Snai2)

(

\Y
V
V
Vv
V
V
V
V
V
V
V
\Y
V
V
V
V (p16 A ~E2F A —p53 A TELasa A ~Snai2)

Simplificada

pl6(t+ 1) = (pl6 A E2F) V (pl6 A =Snai2) V (p53 A =T ELasa) V (p53 A ~Snai2)
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p53
Original
p53(t + 1) =(-pb3 A -NFkB A -TELasa A —pl6 A ~Snai2)
V (-p53 A “NFkB A =TELasa A pl6 A ~Snai2)
V (=p53 A NFkB A -TELasa A pl6 A ~Snai2)
V (p53 A -NFkB A —TELasa A —pl6 A =Snai2)
V (p53 A=-NFkB A ~TELasa A pl6 A ~Snai2)
V (pp3 A NFEkB A -TELasa A pl6 A —Snai2)
Simplificada

pb3(t+1) = (-NFkBV pl6) A =T ELasa N ~Snai2

Ciclina

Original

Ciclina(t + 1) =(-ESE2 AN -E2F N —=pl6 A ~NFkB A ~Snai2)
V (mESE2 AN —E2F A —pl6 A NFEB A =Snai2)
V (~ESE2 A -E2F A —pl6 A NFEB A Snai2)
V (mESE2 AN E2F A —pl6 A—-NFEkB A -Snai2)
V (mESE2 AN E2F N —pl6 A NFkB A —Snai2)
V (~ESE2 AN E2F A —pl6 A NFEkB A Snai2)
V (ESE2 A —E2F A -pl6 A ~NFkB A ~Snai2)
V(ESE2N-E2F N —pl6 AN NFEB A -Snai2)
V (ESE2 AN E2F A —pl6 A =-NFEB A -Snai2)
V (ESE2 N E2F A —pl6 A NFEB A ~Snai2)



Simplificada

Ciclina(t + 1) = —pl6 A (FESE2 AN NFkB) V —Snai2)

TELasa

Original

TELasa(t + 1) = (-Snai2 AN —-ESE2) V (Snai2 AN ~ESE2)

Simplificada

TELasa(t +1) = -ESE2

Rb
Original
Rb(t + 1) =(=Cycline A —pl6 A p53) V (—=Cyclin A p16 A —p53)
V (=Cyclin A pl6 A p53) V (Cyclin A —pl6 A p53)
V (Cyclin A p16 A —p53) V (Cyclin A p16 A p53)
Simplificada

Rb(t+1) = pl6 V p53
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E2F
Original
E2F(t+ 1) =(=Rb A —p53 A ~Snai2 A ~Cyclin)
V (=Rb A —p53 A =Snai2 A Cyclin)
Simplificada

E2F(t+1) = =(RbV p53 V Snai2)



Apéndice B

Definiciones

Todas las definiciones y el primer teorema fueron tomadas de [30]. El tltimo
teorema fue tomado de [33].

Definicion 1. Equilibrio Estable
Sea Z(t; xg,to) una solucién al sistema de ecuaciones diferenciales

& = F(x)

con condicién inicial £(0) = zo y tiempo inicial to. La solucién & es estable, si
para toda € > 0, existe una § > 0 tal que

Z(t;xo,t0) — x(t; 20 + (o) < € = &(t; o, t) — x(t;z0 + ¢, 1) < 0;VE >t

Si no es estable, es inestable.

Definicion 2. Equilibrio Asintéticamente Estable
Sea Z(t; zg,to) una solucién al sistema de ecuaciones diferenciales

& = F(x)

con condicién inicial Z(0) = zo y tiempo inicial ¢y. La solucién Z es asintética-
mente estable si es estable y

Jm (t; 2o + (1) — &t 20, 1) = 0
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O

Definicion 3. Equilibrio Exponencialmente Estable
Sea &(t; xo,to) una solucién al sistema de ecuaciones diferenciales

&= F(x)
con condicién inicial #(0) = xo y tiempo inicial ¢y. La solucién & es exponen-

cialmente estable si es estable, y

&(t;mo,t) < mge k!

Teorema 1. Primer teorema de Lyapunov
Una solucién de la ecuacién diferencial no lineal

& = F(x)

es:

= estable, si el Jacobiano evaluado en ese punto es Hurwitz

= inestable, si el Jacobiano evaluado en ese punto tiene al menos un valor
propio con parte real positiva

Si alguno de los valores propios del Jacobiano evaluado en ese punto tiene parte
real nula, no se puede concluir nada sobre la estabilidad.

O

Teorema 2. Teorema de la Funcién Implicita
Asuma que S es un subconjunto abierto de R"** y que F : § — RF es una
funcién de clase C'. Asuma también que (a,b) es un punto en S tal que

F(a,b)=0 y det(DyF(a,b))#0.

donde det(-) es la operacién matricial determinante, y D, F'(a,b) es la derivada
de F' con respecto a y evaluada en el punto (a,b). Entonces,

i existen rg,71 > 0 tales que para toda x € R™ tal que |z — a| < rg, existe
una tnica y € R* tal que |y — b| < r; y F(z,y) = 0. En otras palabras, si
la derivada de F' con respecto a y es no singular, puedo expresar y = f(z)
en una vecindad de z.

i La funcién f(x) =y es de tipo C'.



Apéndice C

Sistema sin la influencia de
Snai2

El sistema sobresimplificado se presenta en la ecuacién

dE E" 2
_ —E

@& YarE “mgpn T PE )

P E" p" '
= +p/p—P

dat a3z§ + En +a3c§+P”

A diferencia de la ecuacién 7 ésta no muestra un efecto claro de la dindmica
de Snai2 sobre ESE2 y p16. Esta diferencia esté presente en la falta de un factor
m, y la falta de la «asistencia» de ESE2 en la autoactivacién de p16. Como se
puede ver en las figuras y estas diferencias impiden la existencia de
un conjunto de pardmetros que haga al sistema triestable. Esto se concluye
porque la forma de las ceroclinas hacen que haya una falta o exceso de puntos
de equilibrio. El pardametro mas ilustrativo de esto es as, cuyo efecto sobre
las ceroclinas se muestra en la figura A diferencia de lo que se ve en en
sistema , la variacion de este parametro no hace que se pierda la ceroclina de
la mitad de abajo de la figura. Esto, dado un conjunto particular de parametros,
causa un exceso de puntos de equilibrio.

(0]
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Ceroclinas de dE variando a1

4 T v
01
a5 —— 064
118
173
3 227
2582
——3.36
25 301
445
[ 50
15
4
05
0
o
(2)
Ceroclinas de dE variando z1
4
01
15 064
1.18
173
3 227
282
——3.36
25 ——301
———445
[ 5.0
15
1
05
0
0 0.5 1 15 2 25 3.5

Figura C.1: Ceroclinas del sistema sin Snai2 para la ecuacion <-

ecuaciones diferenciales (C.1)).

Ceroclinas de dE variando c1

01
—— o064/ ]
118
173
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391
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E
Ceroclinas de dE variando be
| I |
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‘ ‘ a;a |_

118‘

(d)

ddf en el sistema

de



Ceroclinas de dP variando a2

Ceroclinas de dP variando a3

4 4
s/ — 01 [ 01
35 064 a5k 0.64
118 118
173 173
3 227 3 N — — 227
2582 2582
336 336
28 301 25 I — ——301
445] | 4.45
o 2 5.0 o o2 50
15 15 o
1 -
05
0 0
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 o 0.5 1 15 2 25 3 35
E E
(a) (b)
Ceroclinas de dP variando c2 Ceroclinas de dP variando 22
4 4
01 01
35 ——0.64 35 ——0.64
118 118
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2.82 2.82
—3.36 338
25 391 25 391
e P ——445
o 2 50 o —_— ——— 50
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1 e
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0 0
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E E
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Ceroclinas de dP variando bp
4
b 01 [
a5 064
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o o 50
15
1
05
. —
o 0.5 1 15 2 25 3 35 4
E

Figura C.2: Ceroclinas del sistema sin Snai2 para la ecuacion

ecuaciones diferenciales

apP

dt

7

en el sistema de
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Apéndice D

Analisis de Sensibilidad a

variacion de parametros del
equilibrio mes

El equilibrio mes estd ubicado en las coordenadas [0.14, O.I]T. Al evaluar el
Jacobiano del sistema en el punto de equilibrio mes, se obtiene la matriz

OF, OF,
TOF) o OF 0P|  [_473¢—1 —2.34e—T7
mes= | OFy  OFy | T | 7.14e—=7 —9.99e—1

OE 0P

Sabemos del cuadro que los valores propios del Jacobiano son -0.47 y -1, los
cuales son ambos distintos entre si y distintos de cero. Por ende, el Jacobiano
evaluado en este punto en no-singular, y existe una funcién ¢(A) = mes en una
vecindad de mes. Siguiendo la ecuacién (4.3]), podemos calcular la derivada de
esta funcién si conocemos J(F) ™! | es ¥ . Ya que el determinante del Jaco-
biano es distinto de cero en mes, entonces su inverso existe. Podemos ademés
obtener la derivada de F(-) con respecto a alguno de los pardmetros de manera
explicita, ya que tenemos una expresion de la funcién. Como ejemplo, se muestra
el célculo de la sensibilidad con respecto a la variacién del pardmetro as.

0

oF
—_— = En’l’ﬂ

Oa =
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Al evaluar esta expresién en mes, se obtiene la matriz

0
1.21e—7
Con esta matriz, y el inverso del Jacobiano, se obtiene
13J0) -1 OF
Y — _J(F e ——
Bag ( ) l (90@
—-2.11 4.96e—7 0

- [—1.51(3—6 -1 ] ' [1.21e—7] (D.1)

| —6.04e—14

T 1.22e—T7

Esto nos indica que el punto de equilibrio mes se mueve hacia menores concen-
traciones de F y mayores concentraciones de P al hacer un cambio positivo e
infinitesimal en as. Adicionalmente, nos dice que el incremento en P es consi-
derablemente mayor que el decremento en F
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