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Pienso que en la siguiente década y en el siguiente siglo los avances técnicos for-
jados por quienes trabajan en teoria de categorias seran valiosos para la filosofia
dialéctica, dando forma precisa a antiguas distinciones filosoficas a través de mode-
los matematicos disputables [...]. Por otro lado, serd necesario que los matematicos
presten atencién explicitamente a dichas preguntas filoséficas para lograr el objetivo
de hacer a las matemadticas (y por lo tanto a otras ciencias) méds fdciles de aprender
y utilizar. FEsto por supuesto requerird que los fildsofos aprendan matemdticas y que

los matemdticos aprendan filosofia !

William Lawvere

!([Lawvere 1992, 16] [énfasis afiadido]. Todas las traducciones al espafiol son del autor a
excepcion de donde sea indicado explicitamente)



Prefacio

El libro La Cliencia de la Légica [Wissenschaft der Logik] tiene una relacién de
interés con la historia de las matematicas, la historia de la filosofia y con el vincu-
lo entre estas dos. Publicado en los inicios del siglo XIX, el texto establece los
fundamentos del sistema filoséfico de Georg Wilhelm Friedrich Hegel. Producto
de su era, el trabajo pertenece a la corriente filoséfica conocida como idealismo
alemén, cuyos principales exponentes fueron Immanuel Kant, Johann Fichte, Frie-
drich Joseph Schelling y el mismo Hegel. Kant, cuyo trabajo senté las bases para
la corriente filosofica, tenia como objetivo el esclarecimiento de los limites a los que
necesariamente serian sujetos los sistemas de pensamiento, desarrollando una filo-
sofia critica que entre muchas otras cosas juzgaria duramente aquellos intentos por
demostrar la existencia de un dios. Aunque esencialmente distintas, las respuestas
roménticas de Fichte, Schelling y Hegel (los tres con fuertes raices cristianas) a
la filosoffa Kantiana supusieron la creacion de una filosofia con gran contenido
metafisico especulativo y de naturaleza religiosa. Este estilo filoséfico dejaria de
ser la manera dominante de realizar filosofia en Occidente a finales del siglo XIX

y seria reemplazado por la filosofia analitica en los albores del siglo XX.

El trabajo de La Cliencia de la Logica lidia con la logica y la metafisica. El proyecto
filoséfico de Hegel requeria de categorias de pensamiento (16gicas) que correspon-
dieran a la ‘realidad’ metafisica (ontoldgicas). Previo a Hegel, las categorias habian
sido expuestas como pertenecientes a lo que hay (i.e. metafisicas) o como propias
de las formas de pensamiento (l6gicas), sin embargo es con el trabajo del alemén

que ambas perspectivas son presentadas como idénticas.

Con el advenimiento del siglo XX, la filosofia de naturaleza especulativa seria



reemplazada por la filosofia analitica, que seria fuertemente influenciada por los
métodos rigurosos propios de la légica (y que llegarian a ser identificados con el
método matemédtico) y un andlisis estricto del lenguaje, herramientas que fueron
adoptadas con el propdsito explicito de evitar repetir los fracasos filoséficos que
caracterizaron (al parecer de los filésofos del siglo XX) a la filosofia menguante
que representaba la escuela de Hegel. El idealismo alemén que siguié a Kant fue
pues, instrumental en el desarrollo de la filosofia analitica y resulté en una ma-
tematizacion de la filosofia que apuntaba a eliminar las debilidades de la filosofia
continental, a saber sus sistemas generales de filosofia, su naturaleza ofuscante y
en ocasiones mistica y por momentos sus choques con las ciencias duras; cuali-
dades que ciertamente se encuentran en el trabajo de Hegel, razén por la cual se

volvié el objetivo de multiples criticas y burlas.

Esta animosidad entre las escuelas de pensamiento fue ejemplificada en los escritos
de Bertrand Russell, figura prominente de la filosofia analitica y del desarrollo de

la l6gica matemaética, que en La Historia de la Filosofia Occidental comento:

“Mientras sea el objetivo principal de los filésofos mostrar que nada puede ser
aprendido mediante paciencia y pensamiento detallado, sino que debemos idolatrar
los prejuicios de los ignorantes bajo el nombre de la ‘razén’ si somos Hegelianos
[...], los filésofos se mantendran ignorantes de lo que los matemdticos han hecho

para remover los errores con los cuales Hegel se beneficiaba” [Russell 1945, 804].

Una gran cantidad de criticas similares se encuentran en los escritos de Russell,
simultaneamente demostrando la influencia del filésofo alemén sobre su pensa-
miento, y la medida en la que subestimé secciones importantes del pensamiento

de este.[Véase: Pinkard 1981]

El trabajo principal de Bertrand Russell (escrito en colaboracién con el matemati-
co y filésofo Alfred N. Whitehead) Principia Mathematica (junto con el trabajo
previo de Frege) supuso un novedoso enfoque matemético de la légica, que previa-
mente habia sido una rama de estudio propia de la filosofia. Este trabajo a su vez
desempend un papel histérico fundamental en la filosofia de las matemaéticas, pues
fue vital para la popularizacién del logicismo, ideologia que afirma que las ma-

tematicas pueden ser reducidas a la légica. Esta idea habia comenzado a gestarse
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en el pensamiento de Leibniz més de cien anos antes y se habia vuelto posible

recientemente tras el trabajo de Gottlob Frege.

Mientras que la posicion filoséfica de logicismo fue descartada por Hilbert, el desa-
rrollo de las herramientas formales de légica que lograron Russell y Whitehead le
permitieron un marco en el cual realizar su trabajo sobre los fundamentos de las
matematicas. El trabajo de Hilbert a su vez permitio la introduccion del formalis-
mo, corriente que al hacer virtualmente ningtin compromiso ontolégico se puede
considerar una ideologia radicalmente opuesta a la mantenida por Hegel; que por

su parte inspiraria a la filosofia que Lawvere defiende desde finales del siglo XX.

Tras los resultados presentados por Kurt Godel en 1931, fue necesario reconsiderar
el papel del método axiomatico que en una versiéon u otra habian existido en las
matematicas desde la antigua Grecia, y que formaban parte esencial del proyecto
matematico general. La incompletitud suponia una falla que para muchos sugeria

que buscar diferentes axiomatizaciones era un proyecto sin utilidad alguna.

Fue hasta los esfuerzos de William Lawvere a finales del siglo XX, y de Vladi-
mir Voevodsky de manera independiente en el siglo XXI que el proyecto de nuevos
métodos axioméaticos volvieron a ser sujetos de investigacion. La motivacion detras
del proyecto axiomatico de Voevodsky, nombrado Fundaciones Univalentes de Ma-
tematicas era el comenzar una transicion de las matematicas hacia un lenguaje que
fuera facilmente computable, con el proposito final de verificar o incluso realizar
pruebas matematicas de forma computacional y asi eliminar los errores asocia-
dos con la estructura social que, siendo una actividad realizada en instituciones,
inevitablemente aquejan a las matemaéticas. Por otro lado, el proyecto de Lawvere
relevante para el método axiomatico e inspirado en la dialéctica y en la distincion
de la légica ‘objetiva’ y ‘subjetiva’ que Hegel expone en La Ciencia de la Légica®
puede intepretarse como: “i) un trabajo de dialéctica Hegeliana matematizado en
el contexto de teorfa de categorfas y ii) como un trabajo de matemédticas inspi-
rado y guiado por la dialéctica Hegeliana- y la intencién [...] de sintetizar ambos

aspectos en uno solo” [Rodin 2013, 142].

2Véase capitulo 3
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Cabe mencionar que ambos proyectos se ven unificados en el contexto de teoria
superior de categorias, en la que la teoria homotopica de tipos, la légica modal y
las categorias y topos forman una sola teoria en desarrollo, cuyos posibles alcances
suponen logros importantes en légica matematica, filosofia, ciencias computacio-

nales, geometria y fisica.

De esta manera, el ciclo historico que comenzé con la publicacion de La Ciencia de
la Légica y la muerte de Hegel en la primera mitad del siglo XIX y que continia
con el desarrollo de la teoria de categorias y el método axiomatico, tiene como
pieza esencial la l6gica Hegeliana (en la perspectiva aqui expuesta desarrollada

por Lawvere, Rodin, Schreiber, Corfield y més).?

Es importante mencionar que el trabajo presentado a continuacién no apunta a
reinterpretar de forma revisionista y anacronica el trabajo de Hegel ni a promover
la matematizacién de la filosofia. El propdsito general es mostrar el génesis de
matematicas novedosas inspiradas por un trabajo filoséfico (también incluido aqui)
y las consecuencias fructiferas que tienen la relacion entre las matematicas y la

filosofia y la perspectiva holistica que defendia Georg Wilhelm Friedrich Hegel.

3Una fuente de informacién particularmente profunda es la enciclopedia en linea
https://ncatlab.org, cuyos editores incluyen a Urs Schreiber y David Corfield y que funge como
repositorio de ideas a desarrollar en la frontera del conocimiento de teoria de categorias y al que
este trabajo le tiene una particular deuda intelectual.
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Nota a Propdésito del Lenguaje

Los términos utilizados por Hegel son presentados en el texto en el alemén origi-
nal. La traduccion de estos términos es poco 1til y las palabras que més se acercan
en significado son poco sugerentes a diferencia de sus equivalentes en el idioma
original. En particular, las palabras sein, werden, dasein y aufhebung son espe-
cialmente conflictivas (aufhebung por su parte no tiene traduccién posible). Por lo
tanto se presenta a continuacién una tabla de referencia para la terminologia en

aleman y sus traducciones mas cominmente utilizadas en inglés y espanol.

sein - being - ser
nichts - nothing - nada
werden - becoming - convertirse en
dasein - determinate being -  ser determinado
etwas - something - algo
anderes - other - otro
ansichsein - being-in-itself - ser-en-si

sein-fir-anderes

being-for-other

ser-por-otro

endlichkeit - finitude - lo finito
unendlichkeit - infinitude - infinidad
schranke - limitation - limitacion
sollen - ought - deberia
ideelle - idealized - lo ideal
das eins - The one - El 4inico
das leere - the void - el vacio
viel - many - muchos

sein-fir-eines
fursichsein

aufhebung

being-for-one
being-for-itself

sublate

SET-POTr-uno

SEr-por-si-mismo



Introduccion

La tesis aqui presentada tiene como objetivo principal exponer de manera sucinta
las herramientas conceptuales del trabajo de Hegel La Ciencia de la Ldgica (y mas
particularmente de La Doctrina de Ser) aufhebung, unidad e identidad de opuestos
con las que Hegel desarrollé su sistema ontolégico-légico, asi como los conceptos
principales de dicho sistema: sein, nichts, werden, dasein, repulsion und attraktion,
qualitat, quantitat, kontinuitat, diskretion, sein-fur-eines, fiursichsein, realitat und
idealitdt de las siguientes maneras: (1) en su contexto filoséfico original, dentro
del marco del idealismo aleman y (2) en su expresién matematica introducida por

Lawvere en el contexto de la teoria de categorias y topos.

La primera seccién del trabajo presentara el contenido filoséfico del libro La Clien-
cia de la Logica. Para esto primero se expondra el contexto historico filosofico del
trabajo (i.e. las principales escuelas de pensamiento occidentales que influyeron
a Hegel y a las cuales responde cuando crea su propio sistema de pensamiento).
Principalmente se discutiran el pensamiento de los fildsofos griegos Parménides y
Aristoteles, el de Baruch Spinoza y el de los fil6sofos alemanes Immanuel Kant
y Johann Fichte, trazando de manera genealdgica la evolucién de las herramien-
tas filoséficas de categorias (en el sentido filoséfico) y dialéctica, y las tradiciones

l6gicas y metafisicas que desempenarian un rol fundamental en el trabajo de Hegel.

Tras el contexto filoséfico historico, se presentard una vision breve del sistema
completo de Hegel, ubicando su trabajo logico dentro de su proyecto filoséfico
general para mostrar la relacién entre ambos, con la intencién de situar al lector
en una posicion éptima para comprender La Ciencia de la Logica y los conceptos

que seran esenciales para el proyecto de Lawvere que sera el sujeto de la segunda
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seccion.

Después se expondran los conceptos relevantes de La Doctrina de Ser mencio-
nados previamente, para permitir que la exposiciéon del trabajo matematico se
pueda entender propiamente como una extension o extrapolacion apropiada del

pensamiento Hegeliano.

En la segunda mitad del trabajo se expondran las interpretaciones relevantes ca-
tegdricas de adjunciones, monadas y co-moénadas, topos y subtopos esenciales que
forman el marco en el que tiene lugar la sugerida formalizacion de los conceptos
arriba mencionados, habiendo concluido esto, se presentaran las matematicas desa-
rrolladas originalmente por William Lawvere inspiradas por las ideas filoséficas de
Hegel, a saber: adjuncion modal, niveles de topos, categorias de ser y la relacion
de aufhebung en este contexto; también se expondra la relaciéon logico-geométrica
explotada en la teoria de topos y el trabajo de Lawvere, en forma de las adjun-
ciones modales presentes en ciertos tipos de topos, a saber: cohesivos, elasticos,
y so6lidos. Esta seccion del trabajo supone un conocimiento bésico de teoria de
categorias, los conceptos requeridos pueden ser consultados en “Categories for the
Working Mathematician” de Saunders Mac Lane o en la seccién introductoria de
“Sheaves in Geometry and Logic: a First Introduction to Topos Theory” de Mac

Lane y Moerdijk.
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Capitulo 1

Contexto filosofico

Hegel afirma en la introduccion a sus Conferencias sobre la Historia de la Filosofia

[Vorlesungen diber die Geschichte der Philosophie]:

Los actos de pensamiento se nos presentan en primera instancia como sujeto de
la historia, y por lo tanto, elementos del pasado y externos a nuestra existencia
actual. En realidad somos lo que somos a través de la historia: o de manera mas
precisa, como en la historia del Pensamiento [sic], lo que se encuentra en el pasado
es simplemente un lado, mientras que en el presente lo que tenemos como una
posesion permanente estd conectada de manera esencial con nuestro lugar en la

historia [Hegel 1840 / 1892-6, Introduccidn, para. 4].

El filésofo aleman absorbié ciertos elementos de la escatologia cristiana que lo
llevan a presentar su trabajo como el paralelo filosofico a la llegada del Mesias vy,
por tanto, a su sistema filoséfico como el Juicio de las escuelas de pensamiento

que le anteceden, creyéndolo la expresion absoluta y definitiva de la filosofia.

Resulta de vital importancia pues, trazar genealdégicamente las principales influen-
cias de su pensamiento, con el fin de penetrar de manera més completa en el
pensamiento de La Ciencia de la Ldgica (de ahora en adelante abreviado como
WdL por su titulo en aleman). En esta seccién se abordaran las principales deudas

intelectuales que debe Hegel a Parménides, Aristoteles, Spinoza, Kant y Fichte.

Para las exposiciones de los siguientes filésofos recurriremos frecuentemente al



2 CAPITULO 1. CONTEXTO FILOSOFICO

analisis que Hegel mismo hizo sobre sus trabajos. Es importante mencionar que
aunque en su tiempo fue un referente de la filosofia occidental y de la historia de
esta, Hegel es a veces culpable de hacer énfasis especial en aquellas caracteristicas
que unian genéticamente su trabajo con el de sus antecesores, sin embargo, siendo
que el propésito de esta primera parte del trabajo es entender el contexto de WdL,
lo esencial es justamente adoptar una posicion Hegeliana durante el analisis que

sigue.

1.1. Parménides

“Parménides comenz6 la filosoffa propiamente” [Hegel 1840 / 1892-6, 1.C.2].

El pensamiento del filésofo pre-Socratico Parménides consta el punto de partida
necesario para comprender la parte metafisica del programa que Hegel expone en

WdL.

La filosofia de Parménides fue un punto seminal para la filosofia griega, pues
el argumento que sostiene en lo que probablemente fue su tnico trabajo escrito
(un poema metafisico conocido como Sobre la Naturaleza), marca un punto de
inflexion entre los pensamientos cosmogonicos de sus antecedentes y las teorias
fisicas mas elaboradas que tomarian un papel central en la filosofia griega a partir
de este momento. El argumento de dicho poema ha sido interpretado de diversas
maneras, sin embargo la interpretacion més util es aquella ofrecida por Hegel

mismo.

En el poema de Parménides, una diosa no identificada le presenta el conocimiento
de aquello que ‘es’ (la nocién de ‘ser’ despeniard un papel fundamental en WdL).

La diosa afirma respecto de lo que ‘es’ que:

siendo inengendrado es también indestructible,/ integro, dnico y también inmdvil
y ademds perfecto./ Ni fue alguna vez ni serd, puesto que ahora es a la vez todo,/
uno, continuo; pues, jcudl nacimiento buscarfasle [sic]?/ jcémo, desde dénde habria
crecido? Y no permito que digas ni pienses/ que de “lo que no debe ser”, pues ni

decible ni inteligible/ es ¢cémo no es. ;Y qué necesidad lo harfa surgir/ més tarde
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o mds temprano, desde la nada naciendo, para ser? [Zubiria y Moral 2016, frag.

8.3-10].

Por lo anterior, Hegel propone que el pensamiento de Parménides es un monismo
estético (identificando el concepto de ser de Parménides con la ‘sustancia absoluta’
de Spinoza que prohibe el cambio y el movimiento (movimiento que para Hegel
resulta necesario para distinguir lo que ‘es’ de lo negativo y por ende finito), y
que falla en su entendimiento de aquello que no ‘es’. Parménides presenta aquello
que ‘es’ como la unica y absoluta verdad y se refiere a su negaciéon de la siguiente

forma: “sélo ser es, y la nada absolutamente no es” [Hegel 1832 / 2010, 60].

1.2. Aristoteles

“Aristoteles tiene el mérito inmortal de haber reconocido las actividades del pen-
samiento abstracto, de reconocer y determinar las formas que el pensamiento toma

dentro de nosotros” [Hegel 1802-6 / 1972, 602].

A propésito de la 16gica (entendida en esta seccién como aquella que Hegel deno-
mina logica subjetiva), uno debe comenzar una historia con el primer gran filésofo
cuyo pensamiento nos sigue incluso hasta el dia de hoy: Aristételes. Aunque ya en
el siglo V a.e.c. los Sofistas y poco mas tarde, Platén, indagaban en la naturaleza
de la verdad, la estructura de las oraciones y las falacias, es hasta Aristételes que
las investigaciones previas son formalizadas en un sistema deductivo. Los voliime-
nes compilados bajo el titulo de Organon desempenan un papel tan fundamental
en el pensamiento occidental que Kant afirmé que todo aquello que debiera de ser

descubierto en el area de la légica, lo habia sido ya por Aristoteles.

El concepto del silogismo como base fundamental del pensamiento deductivo apa-
rece en los Primeros Analiticos de la siguiente manera: “Una deduccion es una
oracion (logos) en la cual, habiendo supuesto ciertas cosas, algo diferente de aque-
llas suposiciones resulta por necesidad por haber sido los anteriores supuestos”

[Aristételes c. 350 a.e.c, 1989, 1.2, 24b18-20].
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Aqui las cosas supuestas son premisas de las cuales se deriva una conclusiéon por
necesidad. Esto es equivalente a la nociéon contemporanea de la l6gica matematica
en la cual C se concluye necesariamente de A y B cuando es imposible que C sea
falso cuando tanto A como B sean verdaderos. Para Aristoteles todo argumento

puede ser reducido a una serie de silogismos.

Respecto al sistema deductivo desarrollado por Aristoteles presentado aqui de
manera extremadamente introductoria, Hegel menciona en el prefacio de WdL:
“[...] debe ser considerado como un progreso infinito que las formas del pensamiento
han sido liberadas del material en el cual estdn sumergidas” [Hegel 1832 / 2010, p.
13]. De igual manera, en sus Conferencias sobre la Historia de la Filosofia afirma
su admiracion por el progreso logrado en la abstraccion de pensamientos a las

formas logicas que les dan forma.

Sin embargo, menciona también:

Lo que hemos indicado que constituye el principio de la ciencia y que hemos reco-
nocido que es de gran valor tanto por su propia cuenta como también por ser la
condicion del conocimiento verdadero — a saber, el manejo de conceptos y de los
momentos del concepto en general, de las determinaciones de pensamiento como
formas que en un principio difieren de lo material y solamente estan ligadas a ello
— este es un trabajo que rapidamente se muestra inadecuado de manera inherente
para la obtencién de la verdad lo cual es el objeto y el propédsito de la 1égica. Pues
como meras formas, distinguidas del contenido, tales conceptos y sus momentos
son tomados en una determinacién que los califica como finitos y esto los hace no

aptos para contener la verdad, que es infinita [Hegel 1832 / 2010, 17-18].

Es entonces claro que para Hegel el desarrollo de la logica debido principalmente
a Aristételes era un primer paso importante en el desarrollo de una ciencia que él
afirmé incompleta, y que él se dedicaria a completar. Ciertamente para Hegel la
incompletitud del sistema deductivo de Aristoteles era conocida por este ultimo
pues observa en sus ya mencionadas Conferencias sobre la Historia de la Filosofia
que el filésofo griego no se limité a su logica, pues de haber sido asi, el tipo de
argumentos que resultan por necesidad de las premisas supuestas en conclusio-
nes nuevas habria sido incapaz de dar lugar a la metafisica aristoteliana. Aqui

se comienza a apreciar la afinidad de Hegel por la parte especulativa de la filo-
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sofia, y conceptos como el espiritu y la ontologia comienzan a dominar a la logica

tradicional.

Otro concepto que forma parte de la herencia filoséfica de la que dispone Hegel (y
tal vez en cierto sentido la més importante) es el uso de la dialéctica, herramienta
que fue a su vez heredada de Sécrates a través de Platon. Hegel critica la concep-
cién griega de la dialéctica y afirma que para los griegos es una herramienta de
engano, disenada para subvertir argumentos de manera obsesiva, y en Aristéte-
les mismo se encuentran instancias donde este tltimo sugiere que la dialéctica no

forma parte del conocimiento universal.

Por ltimo, Aristételes concibié un sistema metafisico (que podria denominarse
realista) que consistia en una lista de categorias cuyo proposito seria describir las
clases mas generales a las que tendria que pertenecer cualquier entidad (del mundo

real). Las categorias que Aristdteles describe son las siguientes:!

= Sustancia = Tiempo
= Cantidad = Postura
» Calidad = Estado

= Relacion = Accién

= Lugar = Pasividad

1.3. Spinoza

“Spinoza constituye un punto tan crucial para la filosofia moderna que se podria
decir que la decision debe ser tomada entre ser un Spinozista o no ser filésofo en

lo absoluto” [Hegel 1802-6, 1972, 3.1.A.2].

La principal idea que Hegel adopta y modifica del filésofo neerlandés Spinoza es

aquella de [omnis determinatio est negatio] toda determinacién es negacion.

Véase [Aristételes ¢.350 a.e.c / 1963].
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Para comprender este principio, es necesario abordar brevemente la metafisica
modal de Spinoza, particularmente su monismo. Spinoza argumenta que cualquier
sustancia existente, existe por necesidad (de aqui el calificativo de ‘modal’), y sélo
hay una sustancia que existe (Dios) y es esta la tnica sustancia que pudo haber
existido, por tanto Dios concebido como la sustancia absoluta, existe necesaria-

mente.

Entendido esto podemos exponer de manera satisfactoria el concepto detrds de la
frase: toda determinacion es negacién. Aunque dicha frase no aparece de manera
literal en el trabajo de Spinoza, el concepto detrés de ella aparece en su forma

mas elaborada en una carta a Jarig Jelles en 1674:

Con respecto a la afirmaciéon que la forma es una negacién y no algo positivo, es
obvio que la materia en su totalidad, considerada sin limitacién [indefinite consi-
deratam], no puede tener una forma, y que la forma aplica solamente a aquello con
cuerpos finitos y determinados. Para aquel que dice que comprende una forma, lo
que quiere decir es simplemente que comprende una cosa determinada y la manera
en la que esta se determina. Esta determinacion por lo tanto no le pertenece a
la cosa en relacién a su existencia; por lo contrario, es a su no-existencia. Por lo
tanto, dado que la forma no es nada mas que determinacién y la determinacion
es negacion, la forma no puede ser otra cosa que negacién, como ha sido afirmado

[Spinoza 1674/1925, 240].

Para Spinoza entonces, la negacion es el proceso por el cual se logra la separacion
de una forma particular de la materia universal, que logra asi su determinacion.
Dado que su existencia es debida a la materia infinita de la cual ahora se ve

separada, su determinacion esta ligada a su caracteristica de no-existencia.

Hegel atribuiria esta idea a Spinoza y comentaria sobre su importancia en tanto
WdL como también en su Enciclopedia de la Légica, nuevamente con el proposi-
to de conectar de forma artificial aquellas ideas en las que encontré inspiracion,

moldeando un arbol genealdgico de la filosofia que lo tendria a él en la cumbre.
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1.4. Kant

Al presentar las influencias de la filosofia de Immanuel Kant sobre aquella de
Hegel, un debate natural surge en torno a la relacion de ambas. Es seguro afirmar
que los dos sistemas de pensamiento estan inexorablemente unidos tan sélo por
estar tan cerca en tanto tiempo como espacio, y por pertenecer ambos al idealismo
aleman. La incertidumbre comienza al analizar su compatibilidad. Con el propésito
de esclarecer dicha comptabilidad analizaremos las principales ideas de Kant en

su magnum opus la Critica de la Razon Pura.

Con este trabajo monumental del siglo XVIII, Kant apuntaba a lidiar con la crisis
intelectual que tuvo lugar con el advenimiento de la Ilustracion. En esta época,
los valores tradicionales morales y religiosos estaban en una posicién vulnerable,
tras los descubrimientos de Newton y demaés cientificos prominentes, que sugerian
un mundo regido por leyes mecanicas y que parecian significar que un cambio
radical de paradigma seria necesario. La investigacion filoséfica que Kant llevaria
a cabo tenia entonces como objetivo determinar de una manera estructurada si la
metafisica seria posible. El significado particular de metafisica en Kant es “las cog-
niciones tras las cuales la razén apunta independientemente de toda experiencia”
[Kant 1787 / 1998, Axii]. Dicho de otra forma, Kant tenia como propésito preci-
sar la posibilidad del conocimiento a priori dentro del razonamiento humano. El
idealismo trascendental que Kant propone en la Critica de la Razon Pura se puede
reducir a la afirmacion que los objetos que percibimos en el tiempo y el espacio son
simplemente ‘impresiones’ de los objetos-en-si, las cuales no existen independien-
temente de nuestros pensamientos. De la sustancia que constituye dichos objetos,

Kant asegurd, no podemos saber nada.

De particular interés para proveer contexto es la seccion titulada ‘Légica Tras-
cendental’. En ella Kant sugiere una division de la légica (como también lo haria
Hegel) en tres partes. La primera division de la logica es la ‘l6gica general’, que
define como aquella que “contiene las reglas de pensamiento absolutamente nece-

sarias, sin las cuales el entendimiento no podria ser logrado” [Kant 1787 / 1998,
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A52/B76]. La légica general esta dividida a su vez en dos versiones: ‘l6gica general
aplicada’, en la que conceptos psicoldgicos como duda y conviccion son de suma
importancia, y légica general ‘pura’ que es descrita como aquella que no tiene
fuente en la experiencia, por lo tanto estd constituida de elementos a priori. La se-
gunda division, la ‘logica especial’ es por otro lado aquella que “contiene las reglas
para pensar de manera correcta sobre cierto tipo de objetos” [Kant 1787 / 1998,
A52/BT76] es decir es una herramienta subordinada a alguna ciencia particular,

por lo que contienen principios sustanciales sobre aquella ciencia.

La tdltima division de la légica es la que da titulo a la seccion, es decir la ‘logica
trascendental’. En el marco de la estética (el estudio de la belleza) Kant determiné
que existen intuiciones a priori, lo que sugeria la posible existencia de conceptos o
pensamientos de objetos a priori, el hecho de que dicha logica trascenderia dichos
conceptos le otorga su nombre. La ldgica trascendental lidiaria con el origen de
nuestra concepcion de los objetos. Para Kant la cuestiéon de cémo se da lugar a
nuestra cognicion esta unido a las reglas que gobiernan dichas concepciones, por
lo que esto representa una herramienta necesaria en su proyecto de logica para

soportar su tesis de idealismo trascendental.

La dialéctica como herramienta filoséfica también fue desarrollada en el pensa-

miento de Kant. Hegel afirma en WdL:

Kant tenia a la dialéctica en més alta estima- y esto constituye uno de sus mads
grandes logros- pues removié de ella la semblanza de arbitrariedad que tiene en
el pensamiento ordinario y la presenté como una operacion necesaria del razona-
miento, [...] la idea general a la que dio justificacién y crédito es la objetividad del
brillo reflectivo y la necesidad de la contradiccion que pertenece a la naturaleza de

las determinaciones del pensamiento. [Hegel 1832 / 2010, 35].

En el mismo sentido que la dialéctica, Kant desarroll las categorias de Aristote-
les, nuevamente haciendo una aportacion significativa que entraria al pensamiento
Hegeliano en WdL. La principal diferencia entre ambos sistemas de categorias
radica en que para Kant las categorias eran conceptuales, es decir, se referian
nuestro aparato cognitivo y no a las entidades ‘reales’. Las categorias que presen-

taria Kant en su Critica de la Razon Pura sin mucho desarrollo son las siguientes
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doce (divididas en cuatro grupos de tres):

Cantidad: Unidad, Pluralidad y Totalidad

Calidad: Realidad, Negacién y Limitacién

Relacion: Inherencia y Subsistencia, Causalidad y Dependencia y Comunidad

Modalidad: Posibilidad, Existencia y Necesidad

Las categorias de Kant ayudan a definir el “minimo que uno debe de poder decir
de un objeto (Gegenstand) si dicho objeto quiere ser suficientemente reconocido

como objeto cuando sea presentado a los sentidos” [Hegel 1832 / 2010, XX VIII].

1.5. Fichte

“Es el profundo y duradero mérito de la filosofia de Fichte el habernos recordado
que las determinaciones de pensamiento deben ser exhibidas en su necesidad, y

que es esencial que estas deben de ser deducidas” [Hegel 1830 / 1991, 84].

La filosofia de Fichte es una de oposicion a la doctrina de Kant. El deber de la
filosofia segin Fichte es describir un punto de partida auto-evidente del cudl la
filosofia tedrica y practica podrian ser derivadas, haciendo evidente de esta manera,
la unidad inherente de la razon, unidad que para Fichte, Kant no pudo elucidar
de manera convincente. Esta es la razon principal que lo lleva a iniciar su propia
investigacion filosofica que llamaria Wissenschaftslehre. Dicho término proviene del
hecho que (para Fichte) la filosoffa estaba hecha para determinar la posibilidad
de cualquier ciencia ( Wissenschaft en alemén), por lo que Wissenschaftslehre (o
Teoria de la Ciencia) servia como un nombre més adecuado por su capacidad de

remarcar la cualidad principal de la refleccion filoséfica.

En dicho programa, Fichte sugiere que, al contrario de Kant quien sostuvo la
divisién de los objetos-en-si (objetividad) y de la experiencia (subjetividad), sélo

uno de estos aspectos podria fungir como la fundacién de un proyecto filoséfico.
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Fichte selecciona la subjetividad pura como la base de su filosofia. Ademas, Fichte
critica la presentacién de las categorias en el pensamiento de Kant, pues aunque
mantiene que éste ultimo puede asegurar que las categorias y las leyes que rigen
el pensamiento surgen del intelecto, afirma que no hay un desarrollo convincente
por el cual estas son derivadas. Fichte sugiere corregir este error comenzando con
la premisa de la accion del intelecto, y usando dicha premisa y ninguna otra para
mostrar el “rango entero de nuestras representaciones [apareciendo| gradualmente

frente a los ojos del lector” [Fichte 1787-1800, 26].

De igual manera, Fichte establece una version de la dialéctica de Kant que seria
similar a la que Hegel usaria en todo su programa filosofico. Mientras que Kant
elevo a la dialéctica a una operacion necesaria del pensamiento, también mantuvo
que las contradicciones que a las que a veces daba lugar el pensamiento dialéctico
no podian contar como conocimiento. Fichte (nuevamente en oposicién directa a
Kant) argumenté que el razonamiento analitico o de antitesis involucraba sacar a
relucir una oposicién entre elementos que son comparados el uno con el otro, y
que a diferencia del argumento tradicional de reductio ad absurdum que llevaria a
rechazar cualquier conclusién a partir de dicha contradiccién, era necesario esta-

blecer un tercer concepto que unificara los elementos de manera sintética.

Frecuentemente esta presentacién de la dialéctica en términos de la triada de tesis,
antitesis y sintesis es atribuida de manera errénea a Hegel, cuando Hegel mismo
criticaba dicha terminologia en el trabajo de Kant, y cuando fue Fichte quien

desarrollé6 de manera completa dicho sistema.

En el capitulo siguiente sera evidente la deuda enorme que Hegel debe al pensa-
miento de Johann Fichte, pues es indudablemente una constante fuente de inspi-

raciéon para el pensamiento desarrollado en su trabajo La Ciencia de la Ligica.



Capitulo 2

System der Wissenschaft

Dado que la filosofia de Hegel fue desarrollada con el propésito de abarcar todas
las areas pertinentes a la filosofia, una presentacion general del sistema resulta

una desviacién fructifera.

El libro Fenomenologia del Espiritu [Phdnomenologie des Geistes] funge como una
introduccion a la filosofia en si. En este trabajo Hegel realiza una examinacion de la
consciencia y como esta aparece para si misma y presenta la evolucién de la mente o
espiritu (geist) de manera histérica, la cual culmina con el ‘conocimiento absoluto’,
concepto que Hegel presenta como el punto de vista necesario para poder comenzar
a hacer filosoffa. En cierto sentido, el texto que comprende Fenomenologia del
FEspiritu tiene la intencién de proveer al lector de las herramientas necesarias (i.e.
espirituales) para emprender el entendimiento de la filosofia, en palabras de Hegel
mismo, el libro: “examina la preparacion para la ciencia desde un punto de vista a
través del cual constituye una nueva e interesante filosofia y una ‘primera ciencia’
para la filosofia. Comprende dentro de si mismo las variadas formas del espiritu
como estaciones en el camino por el cual se convierte en conocimiento puro, es

decir, espiritu absoluto” [Hegel 1832 / 2018, 468|.

Como menciona Kaufmann, Hegel propone con su sistema entero y con Fenome-
nologia del Espiritu en particular, que: “un filésofo no debe confinarse a opiniones

que han sido previamente mantenidas sino penetrar detras de ellas a la realidad

11
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humana que reflejan. No es suficiente considerar proposiciones, o el contenido de la
consciencia siquiera; vale la pena preguntar en toda instancia qué tipo de espiritu
podria considerar tales proposiciones, mantener tales opiniones, y poseer tal cons-
ciencia. En otras palabras, todo panorama, debe ser estudiado no solo como una

posibilidad académica, sino como una realidad existencial” [Kaufmann 1978, 115].

El siguiente paso en el sistema de Hegel es WdL. Habiendo sentado las bases espiri-
tuales para comenzar la filosofia, Hegel fundamenta el sistema estableciendo bases
l6gicas y metafisicas (siendo estas dos ramas idénticas para Hegel), exponiendo las
categorias de las cuales esta comprendido el espiritu y con las cuales este tltimo
puede entenderse a si mismo. El capitulo 3 presenta a mayor detalle la naturaleza

de este trabajo.

En el segundo nivel se encuentra Filosofia de la Naturaleza [Die Wissenschaft der
Natur]. Después de que el espiritu se comience a comprender a si mismo, se entien-
de incompleto y fragmentado, por lo que se externaliza a la naturaleza, por lo que
el trabajo funge como una guia para el entendimiento de las reglas (establecidas
por el raciocinio) que sigue la materia (orgdnica e inorganica). Este texto tiene
tres divisiones que son: Mateméticas/Mecdnica, Fisica inorganica (Fisica) y Fisica

organica (Biologifa).

El punto culminante del sistema Hegeliano es Filosofia del Espiritu [Die Wis-
senschaft des Geistes|. Este trabajo lidia con el reconocimiento del espiritu y
su encarnacién en las ciencias sociales propias de una civilizacién desarrollada.
Manteniendo la organizacién triadica que caracteriza la mayoria de sus obras, la

‘Filosofia del Espiritu’ esta dividida como sigue:

» Espiritu Subjetivo » Espiritu Objetivo = Espiritu Absoluto
e Antropologia o Ley o Arte
e Fenomenologia e Moral e Religién
e Psicologia e Etica e Filosofia

El espiritu subjetivo lidia con la humanidad, cuya existencia es el reflejo de la razén
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inherente a la naturaleza, es decir, una consciencia que puede verse reflejada en si
misma. Por otra parte, el espiritu objetivo expone las instituciones y organizaciones
que se requieren para la disposicion de la libertad de los humanos. El pinaculo del
edificio filoséfico de Hegel es el espiritu absoluto que se expresa a si mismo en: a)
objetos disenados con la expresion como tnico propdsito (el arte); b) por medio
de la fe y sus metéforas e imagenes (religion) y c) a través de conceptos puros
(filosoffa). De esta manera, el dpice del uso de razén y del entendimiento del

espiritu es la filosofia.

Con un sistema que cubre (o intenta cubrir) todas las dreas de pensamiento, es
facil encontrar fallas en casi todas las investigaciones de Hegel, pues a pesar de la
nobleza inherente a la tarea, el edificio filoséfico construido con tanta dedicacién
inevitablemente colapsa bajo su propio peso. Hegel mismo reconoce que la expo-
sicion de su sistema tiene fallas incorregibles, preguntandose en “WdL”: “; Como
seria posible pretender que el método que sigo en este sistema de logica, o mejor
dicho el método que este sistema mismo sigue dentro de si, no podria admitir un
mayor grado de perfecciéon, de mayor desarrollo y detalles?”; concluyendo “Sin

embargo, estoy convencido que este es el tnico método correcto” [Hegel 1832 /

2010, 33].



Capitulo 3

La Ciencia de la Logica

La Ciencia de la Ldgica fue publicada a comienzos del siglo XIX (1812-1816). El
trabajo esta dividido en tres tomos: La Doctrina de Ser (1812), La Doctrina de
la Esencia (1813) estos forman el primer volimen: Légica Objetiva y La Doctrina

del Concepto (1816) que forma el segundo volimen: Légica Subjetiva.

Como fue mencionado previamente, el propdsito de Hegel en este y sus demas tra-
bajos era desarrollar un sistema filoséfico completo, que corrigiera las deficiencias
de aquellos que le antecedian. Con respecto a la l6gica, Hegel se disponia a recti-
ficar el error persistente en las filosofias que le antecedian de separar las formas
de nuestra cognicién del contenido mismo de la realidad. Durante los anos pre-
vios a la realizacién de WdL, Hegel estudié de manera profunda los Elementos de
Euclides, obra que ciertamente inspiré la metodologia sistematica (y que podria
llamarse proto-axiomaética), en la que Hegel hace uso de la dialéctica como la prin-
cipal herramienta (que toma la forma de los mencionados ‘aufthebung’ y ‘unidad
e identidad de opuestos’). Estas herramientas le permite generar de manera fun-
damentada y sin suposiciones! las categorias ontoldgico-légicas que proveeran el

marco conceptual de su sistema de pensamiento.

El texto apunta principalmente a desarrollar de manera completa la visién de

Hegel respecto de la légica. WdL presenta la siguiente divisién de esta:

'Provisto de que el lector se encuentre en la posicién de conocimiento absoluto descrita en
Fenomenologia del Espiritu

14
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» La légica subjetiva (que se puede interpretar como la logica tradicional desa-
rrollada por Aristételes). Hegel la define como sigue: “[...] es la logica del
concepto- de la esencia que ha asimilado su referencia a un ser o a su brillo
reflectivo, y en su propia determinacion ya no es externa sino algo subjeti-
vo, libremente auto-subsistente, auto-determinante, o el sujeto en si”.[Hegel

1832 / 2010, 42].

= Por otro lado, Hegel define a la 16gica objetiva como aquella que “toma el lu-
gar de aquello otrora conocido como metafisica que se suponia la edificacion
cientifica del mundo, construida tinicamente por pensamientos”. (Hegel, 1832
/ 2010, p. 42). En particular Hegel afirma que la l6gica objetiva reemplaza a
la ontologia, es decir “la parte de la metafisica cuya intencién es investigar
la naturaleza de ens en general”? [Hegel 1832 / 2010, 42], pero que tam-
bién abarca el resto de la metafisica con la cual se “buscara comprender con
las formas puras del pensamiento substratos particulares como aquellos que
fueron originalmente sacados de la imaginacién [vorstellen] como el alma, el

mundo y Dios” [Hegel 1832 / 2010, 42].

Las dos logicas que presenta Hegel son trabajadas en volimenes diferentes, pues las
categorias de la logica objetiva, siendo que describen tanto metafisica como logica
(que para Hegel son aspectos idénticos), son los fundamentos que se requieren para

cualquier discurso, incluido la logica tradicional.

No es adecuado sugerir que Hegel fue autor de aportaciones notables a la logica
tradicional, pues el contenido del segundo volimen de WdL es simplemente un
resumen estructural de la 16gica aristoteliana, sin cambios importantes o notables.
Por el otro lado, el logro absoluto de WdL es la construccién de las categorias, sobre
lo cual Di Giovanni menciona que para Hegel “Kant y Fichte habian comenzado
asumiendo demasiado- Kant, al introducir un esquema de categorias ya hechas
que no desarrollaria y cuya existiencia no habia deducido; y Fichte, al promover

libertad como una causa supuestamente extra-conceptual” [Hegel 1832 / 2010,

XXXIV].

2La palabra ens abarca los conceptos de ser vy esencia
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El contenido que serd de interés para la formalizacién presentada en la segunda

seccion de esta tesis consta de las primeras dos secciones de la Doctrina de Ser.

3.1. La Doctrina de Ser

El primer volumen del libro lidia con el desarrollo de las categorias de pensamien-
to y realidad de Hegel. Para evitar el error de Kant, la estrategia de Hegel es
establecer lo que para él seria el tnico posible punto de partida para la filosofia
y sin otras suposiciones deducir las categorias. Por otro lado, mientras que Fichte
intento resolver la arbitrariedad de la presentacion Kantiana de las categorias fun-
damentando su proyecto filoséfico en el ‘yo’ (pues ningin otro concepto es mejor
y més inmediatamente conocido que uno mismo), Hegel afirma que el ‘yo’ es sin
duda alguna el concepto mas concreto de todos, y que al purificarlo de tal pro-
piedad se vuelve un ‘yo’ abstracto el cual no puede ser comprendido facilmente,
identificando dicha comprensién con “la elevacion al punto de vista de conoci-
miento puro en el que la distincién entre sujeto y objeto ha desaparecido” [Hegel
1832 / 2010, 53], por lo que concluye que el subjetivismo absoluto de Fichte no es
un punto de partido adecuado para la ciencia. Refiriéndose a dicho punto de par-
tida, Hegel escribe: “no puede tener ningin contenido, pues cualquier contenido
implicarfa una distincién y la referencia de momentos distintos uno del otro, y por
tanto una mediacién”. (Hegel 1832 / 2010, 48) y concluye “aquello que constituye
el principio, el principio en si mismo, debe ser tomado como algo que no puede
ser analizado, tomado en su simple inmediacion vacia™®, y por lo tanto como ser,

como vacuidad absoluta” [Hegel 1832 / 2010, 52].3.

Sein, Nichts, Werden

Sein es definido por Hegel de la siguiente manera: “Ser, puramente ser - sin
ninguna otra determinaciéon. En su inmediacion indeterminada es igual no sélo a

si mismo y también indistiguible con respecto a otro, no tiene diferencia interna

3 (énfasis anadido)
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ni externa. [...] Es indeterminacién pura y vacuidad. - No hay nada que puede ser
intuido a partir de él [...] Ser, la indeterminacién inmediata es de hecho nada, y

ni mas ni menos que nada” [Hegel 1832 / 2010, 59].

El concepto de sein es absolutamente inmediato. Carece de todas las posibles
determinaciones e inmediaciones, pues cualquiera de estas serian negaciones. En
palabras de Hegel: “Si un contenido determinado, un ser determinado, es presu-
puesto, este ser, puesto que esta determinado, se posiciona en referencia multiple a
otro contenido” [Hegel 1832 / 2010, 62]. Esto es similar a la sustancia de Spinoza,
y como ella, el sein de Hegel no admite determinaciones pues niegan su cualidad

absoluta, inmediata.

Siendo que sein constituye el inicio del sistema filosofo-cientifico de Hegel, éste hace
referencia a multiples instancias similares de conceptos similares en otros sistemas
de pensamiento, de particular interés son el concepto de ‘ser’ de Parménides, el
concepto de ‘espacio’ del filésofo aleman Friedrich Jacobi y el concepto de ‘Brahma’

de la filosofia religiosa hind.

La siguiente descripcién heuristica de Jacobi (que concierne al ‘espacio’) es parti-

cularmente util para elucidar el concepto de sein :

Durante un tiempo debo intentar limpiamente de olvidar que en algiin momento he
visto cualquier cosa, escuchado, tocado o movido cualquier cosa, yo mismo explici-
tamente no exento de esto. Limpiamente, limpiamente, limpiamente debo olvidar
todo movimiento, y permitir precisamente que este olvido sea mi preocupacién mas
urgente, pues es la mas dificil. Asi como he usado el pensamiento para desvanecer
las cosas, también debo perfectamente deshacerme de todas ellas, reteniendo nada
excepto la intuicién, que violentamente mantiene su lugar del infinito e inmutable
espacio. No debo, por lo tanto, ni siquiera pensarme a mi mismo nuevamente dentro
de él, como algo distinguido y sin embargo ligado en la misma medida a él, no puedo
siquiera permitirme verme rodeado e impregnado por él, debo méas bien entregarme
completamente, volverme uno con él, transformarme en él, no debo permitir que
quede ningun remanente de mi mismo excepto €sta, mi intuicion misma, con el
propésito de advertirlo como una representacién verdaderamente auto-subsistente,

independiente, individual y tnica [Jacobi en Hegel 1832 / 2010, 72].
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La falta de determinaciones sobre el concepto puro de sein resultan en que este
concepto inicial se desvanezca logicamente al concepto de nichts, pues nichts es
aquello absolutamente vacio que carece de determinaciones. Esta es la primera
unidad de opuestos que presenta “WdL”, que funge como la primera mitad del
motor dialéctico con el que se produciran las categorias subsequentes. Hegel men-
ciona: “por més que no existe posible distincién entre ellos; no son idénticos |...] su
verdad es el movimiento del desvanecimiento inmediato del uno en el otro” [Hegel

1832 / 2010, 60]. A este movimiento Hegel lo llama: werden.

Werden consiste de lo siguiente: Al pensar a sein como aquello absolutamente
inmediato, que no puede ser determinado, légicamente uno recae en el concepto
de nichts. Por otro lado, el considerar a nichts como un concepto, le otorgamos la
caracteristica de ser (sein). Es imposible entonces, considerar a cualquiera de los

conceptos por separado.

Claramente este movimiento dialéctico se encuentra presente en el concepto de
sein mismo, por lo que tiene sentido asegurar que la filosofia que Hegel presenta
no requiere de un sujeto (i.e. es objetiva) y es ontolégica. Una manera interesante
de describir este proceso que Hegel llama logico es la siguiente, ofrecida por Walter
Kaufmann: “no [es] 16gico en el sentido ordinario, sino en el sentido en el que
[...] capullo, flor y fruta se suceden el uno al otro” [Kaufmann 1978, 132]. A esto
Kaufmann lo llama una 'necesidad organica’, y Hegel se refiere a ella (en el contexto

de WdL) como aufhebung.

Aufhebung

“Aufheben y Aufgehobene constituyen uno de los conceptos méas importantes de
la filosoffa [...] algo que es aufgehobenes es algo [al contrario de la nada| mediado;
es algo no existente méas que como un resultado que ha procedido de un ser; por
lo tanto mantiene dentro de sila determinacion de la cual deriva” [Hegel 1832 /

2010, 83]
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La palabra aufhebung* que utiliza Hegel para este concepto es una palabra parti-
cular que significa tanto ‘mantener’ y ‘preservar’ como ‘cesar’ y ‘causar el fin de”

[Hegel 1832 / 2010, 81-82].

Utilizando esta palabra Hegel mantiene que: “Algo es aufgehoben solo cuando haya
entrado en una unidad con su opuesto; en esta determinacién mas particular, como

algo reflejado, es conveniente llamarla un momento” [Hegel 1832 / 2010, 81-82].

Aufhebung funciona como el motor logico, que resulta en la realizacién de nuevas
categorias, a partir de las contradicciones (u oposiciones) encontradas de forma
latente dentro de los conceptos que le anteceden. Es este tipo de cualidades de la
filosofia Hegeliana que expresan de manera perfecta la obsesion del filésofo aleméan
con el espiritu, pues aufhebung no es una herramienta utilizada por un ser cons-
ciente y no es un fenémeno externo a las categorias, sino que es la realizacion de
la unidad de opuestos entre un sélo concepto y su natural complemento, absolu-

tamente distintos e igualmente inseparables.

Rosen [2013, 139] lo describe como: “el principio por el cual niveles elementales
légicos se diferencian y acumulan para formar niveles complejos superiores” y
observa que: “Para poder entender cualquier momento logico, debemos primero
considerarlo por si solo, después en oposicion a su complemento, y finalmente como
se encuentra preservado en el complemento en relacion a la identidad dentro de la

diferencia” [Rosen 2013, 139].

En el caso de sein y nichts, el movimiento, es decir su unidad de opuestos es werden,
la realizacién de su inseparabilidad descrita en la subseccion anterior, mientras que
su aufhebung es dasein, en el cual sein y nichts se encuentran preservados como

momentos

Dasein, Qualitat

Dasein es aquello existente. Es sein que esta determinado, donde ésta determina-

cion es qualitat. Dicho de otra manera, el concepto de dasein es entendido mejor

4Es interesante observar que la palabra sublate que se usa en inglés para este concepto fue
introducida en la literatura anglosajona con el propdsito explicito de funcionar como una tra-
duccién artificial y acertada de aufhebung.
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como una negacién de sein (en sintonia con Spinoza). Es importante resaltar que
la negacion ‘no-ser’ que caracteriza a dasein es expresamente distinto de nichts,
que por su lado es vacuidad absoluta y por lo tanto no es una negaciéon de algo.
Al respecto de dasein, Houlgate [2005, 303] escribe que: “[dasein| es, pero en la

medida que es, es no-ser”.

En cuanto al concepto de qualitdt, existe una diferencia importante entre el signifi-
cado que toma en la légica especulativa de Hegel y su significado en cualquier otro
contexto. Qualitdt para Hegel es la determinacién que es, es decir la afirmacion
de su no-ser; no es la cualidad de algo (pues en este punto de la légica no existe
siquiera ese concepto) es decir no se debe entender como un predicado. Qualitdt
es ademads casi indistinguible como concepto a dasein excepto que en qualitat, la
calidad negativa es la que toma precedencia (a diferencia de dasein cuyos aspectos

positivos y negativos se encuentran en balance).

Dentro del concepto de qualitit (y de dasein) se encuentran presentes como mo-
mentos tanto sein como nichts; haciendo énfasis en el primero de estos, qualitdt
toma la forma de realitat, o lo que es lo mismo: realitdt es la realizacion de sein
dentro de qualitdt. Por otro lado nichts se vuelve el limite de la determinacion de
qualitdt, una negation general (es por esto que qualitdt es lo que dasein es y no

es).

El desarrollo interior del concepto de qualitat introduce entonces una nueva dupla
mediada, a saber realitat y negation, que como fue el caso con sein y nichts resultan
ser idénticos y opuestos en el siguiente sentido: dasein consiste al mismo tiempo de
ser real de forma negativa y ser negativo de forma real (no existe una concepcién
de uno de los dos que no esté vinculada de manera inherente al otro). A través del
proceso de aufhebung que resuelve este movimiento dialéctico, se ven unificados

como momentos de lo que Hegel llama etwas.

Ftwas und Anderes

“Ftwas es la primera negacion de una negacion, como una simple y existente

auto-referencia” [Hegel 1832 / 2010, 89]. Hegel distingue entre las negaciones que
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resultan en etwas y comenta que la primera negacién (encontrada en qualitdt)
es una negacién general, mientras que la segunda es concreta y absoluta (que
proviene del aufhebung). De esta manera, ambas negaciones le permiten a etwas
el poseer una referencia a si mismo que no depende de lo que no es, a este proceso
Hegel lo llama la ‘mediacién de si mismo dentro de si’. Etwas contiene dentro de
si los conceptos que le anteceden en WdL, por un lado el aspecto positivo (que se
ha visto desarrollado en sein y realitdt Hegel afirma que es un ezistente, mientras
que el aspecto negativo (que proviene de nichts y negation) se diferencia de etwas,

resultando en anderes.

Como se ha hecho previamente, etwas contiene dos momentos dentro de si: por un
lado ansichsein es etwas en oposicidn a anderes (que corresponde a la realizacién
del momento sein, y por el otro lado sein-fur-anderes es etwas en relacion a
anderes (que a su vez es la realizacién de nichts dentro de etwas); estas cualidades

se llaman determinacién y constitucion respectivamente.

Etwas deja de ser en el lugar de su limite, el cual comparte con anderes, pues
anderes es un etwas en si en el lado opuesto del limite, por lo tanto tanto etwas
como anderes estan relacionados a través de su limite compartido. Este limite
entonces determina las cualidades que son de etwas y las relaciona de manera
inseparable con lo que no es, esta negacién llevada al extremo (que se puede

apreciar como el momento de dejar-de-ser) determina a etwas como algo finito.

Die Endlichkeit

“[Para lo finito] la hora de su nacimiento es la hora de su muerte” [Hegel 1832
/ 2010, 101]. Hegel diferencia aquello que tiene limite de lo finito de la siguiente
manera: lo limitado es negado por algo méas, mientras que lo finito carga aquella
limitacion dentro de su propio ser; dicho de otra forma, “Lo finito para Hegel no
es una relacién entre una cosa y otra; es una relacion entre el ser y el no-ser de una
sola cosa” [Houlgate 2005, 372]. Esta propiedad de negacién inherente en sein es
contraria a las nociones de Spinoza y Parménides de ser, en particular la negacion

sugerida por Spinoza proviene de una accién externa y no de las cosas en si. Esta
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nocién es particularmente importante pues sugiere una nueva instancia del limite
mencionado previamente, a saber, el limite entre etwas y anderes es compartido
por ambos, es decir el limite de algo existe solamente en relacién a otra cosa,
mientras que die schranke es el limite inherente al sein de algo finito. La schranke
o limitacion de algo finito entonces presenta una negacién de la naturaleza de
ese algo, de lo que Hegel deduce que existe entonces la parte no realizada de la
naturaleza de lo finito, lo que este deberia de ser: sollen. Sollen es la cualidad
de algo extendida virtualmente mas alla de lo determinado por su limitacién.
Schranke y sollen son momentos idénticos y opuestos que a través de un nuevo

proceso de aufhebung dardan como resultado: lo infinito.

Die Unendlichkeit

Hegel distingue tres etapas del infinito: El infinito espurio, el progreso al infinito y
el infinito verdadero. El primero es el resultado natural del proceso de aufhebung de
lo finito, donde algo trasciende su limitacion o restriccién, revelando su naturaleza
intrinseca de ser unendliche. En este sentido, lo infinito es meramente la negacion
de la cualidad de lo finito, por lo que es etwas cuyo anderes es lo finito, y por lo
tanto tiene un limite peculiar y no es infinito en el sentido verdadero que Hegel
busca. Esto tiene como resultado un movimiento eterno similar a werden que Hegel
denomina el progreso al infinito, en el que lo infinito inmediatamente se reduce
a ser finito nuevamente. Este proceso sin embargo, es sujeto a mutaciones con
cada iteracion pues “el infinito espurio deja de gozar de una identidad establecida
e inicia un proceso de auto-trascendencia y auto-negacién” [Houlgate 2005, 410].
Finalmente, es necesario una nueva instancia de aufhebung para que ambas etapas
existan como momentos del verdadero infinito. Hegel menciona ademas que “El
infinito verdadero |[...] es realidad en un sentido superior del anterior” [Hegel 1832

/ 2010, 119]. Esta realitit superior Hegel la denomina: das Ideelle.

Das Firsichsein

Fiirsichsein es simplemente el regreso a sein desde el punto de vista de lo infi-

nito, donde ahora esta cualidad es inmediata. La cualidad inmediata del infinito
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presente en sein es de suma importancia, pues significa que la determinacion de
sein ya no es dependendiente (siendo etwas) de su relacién con anderes, sino que
es determinacion absoluta, es decir en fiirsichsein, algo no esta en relacién deter-
minante con otra cosa, sino que ambas cosas son simplemente momentos de sein.

De esta manera sein-fiir-anderes de lo finito se vuelve sein-fir-eines.

El limite abstracto de firsichsein es das eins, similar a sein al comienzo del desa-
rrollo categorico, con la particularidad que al estar diferenciado como un tnico,
se posiciona en relaciéon negativa a todo lo que le antecede, por esta razén, das
leere es la cualidad de das Eins en su inmediacién (que corresponde a su vez con
nichts). Siendo este el caso, das eins no se relaciona con anderes como lo hacia
siendo etwas, por lo que su auto-diferenciacion supone la estipulacion de un otro
idéntico a si mismo, por lo que a este movimiento (similar a werden) Hegel lo llama
la repulsion de los viele eins. Esta repulsion conlleva a su vez su opuesto que es
attraktion (en un proceso légico similar a etwas und anderes), en donde das Eins
vuelve a cobrar su caracter unico. El aufhebung de y repulsion und attraktion es

quantitat.

Quantitat

La cantidad pura entonces tiene la calidad de ser eins, pero a su vez esta confor-
mada de wiele eins, que al haber sido sujetos a repulsion und attraktion (en ese
orden) se encuentran no diferenciados y unidos en quantitit. Los momentos de re-
pulsion und attraktion se manifiestan en quantitdt como la propiedad de diskretion

y kontinuitit respectivamente.’

El resto de La Doctrina de Ser lidia con la versién particular (y cabe decirse en
ocasiones anticuada) de filosoffa de las matematicas de Hegel, con el desarrollo
de conceptos como: niimero, proporcion, y el infinito numérico. Por esta razén no

serd de mucha utilidad presentarlas aqui.

SEsta nocién particular se puede interpretar de manera similar a como Lawvere interpreta a
Cantor en Cohesive Toposes and Cantor’s ‘lauter Einsen’, sugiriendo que incluso cuando no hace
referencia explicita a Hegel, su proyecto matematico-filoséfico esta profundamente influenciado
por WdL.



Capitulo 4

El Nucleo Racional

“Aunque fue propuesto hace casi 200 anos, el método Hegeliano de anélisis ha
sido extensamente infrautilizado desde entonces; afirmaciones ideolégicas ‘conflic-
tivas’ que aseguran su inconsistencia o que lo descartan por ser demasiado mara-
villosamente fluido para ser matematizado han conspirado para prevenir que sea

extensamente ensefiado” [Lawvere, 1989, 52].

4.1. Adjunciones

“Para Lawvere [la conexion entre funtores adjuntos y contradicciones dialécticas]
era profundamente significativa y permeaba totalmente la estructura y el desarrollo

de las matematicas” [Lambek 1981, 2].

El primer concepto que presentaremos serd el de adjuncién. William Lawvere su-
girié que el concepto de adjunciéon funcionaba como una objetificacién de la con-
tradiccion dialéctica Hegeliana por primera vez en su conferencia “Cuantificadores
y Gavillas” en Francia en 1970 senalando que “[...] los principales pares de ten-
dencias opuestas en mateméticas toman la forma de funtores adjuntos” [Lawvere

1970, 329].

Sean dos categorias C, D y dos funtores entre ellas F : C — D, G : D — C.
F y G son funtores adjuntos (con F adjunto izquierdo y G adjunto derecho) en

simbolos F - G si VX € Obj(C), Y € Obj(D) (donde Obj(-) denota los objetos

24
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de la categoria indicada entre paréntesis) se tiene que la siguiente biyeccién es

natural en X y en Y:

Homec(X,G(Y)) = Homp(F(X),Y)

x L ay) % 7x % v) (4.1)
(Homc(W, Z) denota el conjunto de los morfismos con dominio W y codominio
Z en la categoria indicada por el subindice).

En este caso la naturalidad significa que para cualesquiera morfismos & : X/ — X

en Cy v :Y — Y’ en D, el siguiente diagrama es conmutativo:

Homp(F(X),Y) —— Homg(X,G(Y))
lHom(F{,zp) lHom(f,Gd})
Homp (F(X'),Y") ———— Home (X', G(Y"))

La conmutatividad del diagrama anterior se reduce a la siguiente ecuacion:

07 (pogoFE) =Gyof(g)o¢ (4.2)
Una adjuncion lleva asociados un par de familias de morfismos llamados unidad

y counidad. Dada una biyecciéon 6 como en (4.1) y un objeto X € Obj(C) y

sustituyendo Y = FX obtenemos un mapeo tnico:
n=nx:X—GFX

tal que 0(nx) = idg, . Al morfismo 7x lo llamamos la unidad en X. Haciendo ahora

E=1dx,Y =FX, f =n, 1Y = g en los siguientes diagramas de composicion:
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x —71 Lay FX — % .y
¢ Gy 2 F¢ v
X’ GY’ FX' Y’

El diagrama izquierdo se vuelve la composicién X -5 GFX Gs, GY, por lo
que nx determina la adjuncién pues 0(g) = Gg o nx lo que significa que cada

f determina de manera tinica una g que hace al triangulo del siguiente diagrama

conmutativo:
X —™ L GFX FX
/ i Gg i g
GY Y

Esta condicién se denomina la universalidad de nx entre las flechas X — GY
Esto implica que dado un funtor G su adjunto izquierdo (en el caso de que exista)

es Unico (sin contar isomorfos naturales).

Por otro lado, la condicién de naturalidad expresada previamente implica que nyx
para objetos X variables de la categoria C constituyen una transformacion natural

Idc - GF.

El concepto dual al de unidad en una adjuncién es la counidad. Sustituyendo en
(1.1) X = GY y siguiendo un proceso andlogo al expuesto en el caso de la unidad

obtenemos:

e=¢y: FGY — Y

Esto define una transformacién natural (de manera anéloga a lo anterior) FG ——
Idp. La propiedad universal de € es que para todo morfismo FX —Z Y existe una

f unica que hace al triangulo del siguiente diagrama conmutar:
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X FX
¥ By 4
GY FGY — Y

Realizando las sustituciones Y = FX y g = idpy en el diagrama anterior (y las
sustituciones andlogas en el diagrama correspondiente de la unidad) obtenemos

las llamadas identidades triangulares: *

G —"° . GFG

N

FGF — L F

Algunos ejemplos de adjunciones como objetificaciones del proceso contradictorio

de la dialéctica son:

s Sean &7 y 4 pre-érdenes de férmulas de célculo proposicional interpretando
< como F. Dada cualquier férmula p, definimos .% : &/ — B v G : B—>of

como sigue:
Fla)=pra,90b)=p = b

Estos son funtores adjuntos pues a - p = bsiysélosi paat by bajoel
marco conceptual de Lawvere, esta adjuncién procede desde el funtor . y
la nocién de conjuncién al funtor ¢4 y la nocién opuesta de implicacién que

se encontraba implicita ya en la primera nocion.

= El funtor €2 : Top — Loc que manda a un espacio topologico X al local
de sus abiertos tiene como adjunto derecho el funtor pt : Loc — Top que
envia a un local al espacio topoldgico de sus puntos. La adjuncién Q —H pt

exhibe la oposicién de la topologia con puntos y la topologia sin puntos.?

Otra definicion que serd necesaria proximamente sera la de monada.

1Véase [Mac Lane, Moerdijk 1994, 19].
2Para més detalles sobre ésta conexién entre la categoria de espacios topolégicos y la categoria
de locales véase [Johnstone 1983].
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Para una categoria C una moénada es un endofuntor T : C — C junto con
transformaciones naturales Idc — T y T? % T que cumplen las siguientes

caracteristicas.

» poTpu=pouT

s poTn=ponT =Idy

En forma de diagramas esto es:

T3L>T2 T”—T>T2
pT H Tn H
™ * 7 ™% 7

Las moénadas son una categorificacion del concepto de monoide, por lo que el primer
diagrama puede ser interpretado como la asociatividad de la operacién binaria (1),
mientras que el segundo diagrama nos indica la existencia de un elemento neutro

o unidad (en este caso 7).

Dualmente, la co-ménada es una moénada en C° por lo que revirtiendo la orien-

tacion de las flechas obtenemos la definicién de co-unidad y co-multiplicacion.

Toda adjuncion (F, G,n,€) entre categorias C y D induce una ménada en C, a
saber el endofuntor T = GF cuya unidad serd la unidad de la adjuncién y cuya

multiplicacién se define como sigue: u© = GeF : GFGF — GF. 3

Dado el hecho anterior, una forma de pensar las ménadas es como una adjunciéon
vista desde la categoria C (dualmente una co-ménada es la adjuncién desde la

perspectiva de D)

3Para una demostracién vedse Saunders MacLane, Categories for the Working Mathemati-
cian, pag 145.
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4.2. Unidad e Identidad de Opuestos

El concepto de unidad e identidad de opuestos fue formalizado en el lenguaje
categorico por Lawvere en el articulo “Display of Graphics and their Applications,

9999

as exemplified by 2-categories and the Hegelian “taco”” a través del concepto de
adjuncion modal (originalmente bajo el nombre de unidad e identidad de opuestos

y mas tarde como cilindro adjunto).

Sean dos categorias C y D. Consideremos la situaciéon de una adjuncién triple:

F4G4H

g—a—Q

donde F,H son funtores fieles y plenos, es decir V XY € Obj(C) la funcién
Homg(X,Y) — Homp(FX,FY) es biyectiva.

Proposicién 4.2.1. La monada HG determinada por la adjuncion G 4| H donde
H es fiel y pleno es idempotente, es decir la multiplicacion asociada

1 HGHG — HG es un isomorfismo.

Demostracion.

Lema 4.2.2. H es fiel y pleno <= la counidad ¢ de la adjuncion G 4| H es un

isomorfismo natural.

Demostracion. Sean a € Obj(D),be Obj(C), 0 : Homc(Ga,b) — Homp(a, Hb)
el isomorfismo natural dado por la adjuncién y sean f : a — Hb, g : b —> V/
morfismos en D y C respectivamente. Gracias a la naturalidad de 6 tenemos que
O(Hgo f) = go0f. Por otro lado tenemos ¢, = 0(idumy,) => 0(Hg) = ge, Por lo

que el morfismo de composicién
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Homg(b,b') =~ Homp(Hb, HY) ~ Homc(GHD, V)

dado explicitamente por g — ge, es un isomorfismo dado que H es pleno y fiel
(y por la biyeccién dada por la adjuncién). Por lo tanto concluimos que € es un

isomorfismo. ]

Puesto que € es un isomorfismo, tenemos también que la multiplicacion de la

monada HeG es un isomorfismo, es decir la ménada HG es idempotente.

Cabe observar que la co-ménada FG y ménada HG idempotentes (alternamente
podemos considerar la ménada GF y la co-ménada GH) resultantes de la adjun-

cion triple son adjuntas, por lo que:

Definicién 4.2.3. Una adjuncion modal es una co-mdnada adjunta a ménada (o
viceversa) inducidas por una adjuncion triple ¥ -4 G - H donde F, H son funtores
fieles y plenos. Denotamos una adjuncion modal (tipo co-mdénada 4 monada) de

la siguiente manera:

(140"

co-monada - ménada

O alternamente

O -]

moénada - co-mdnada

Decimos ademas que la composicion de la co-unidad de la co-monada y la unidad

de la monada exhiben la “unidad” de los opuestos:

vx LX) — X — OX)

4La notacién hace referencia a la 16gica modal, donde [_] denota el operador modal necesidad
y OO denota el operador posibilidad puesto que en el contexto de una categoria con “suficiente”
estructura, ménadas y co-moénadas idempotentes son modalidades en la teorfa de tipos (i.e la
légica interna de la categoria). Para mds sobre esta conexion véase el trabajo realizado por The
Univalent Foundations Program (IAS), titulado Homotopy Type Theory.
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Para Lawvere “En general [la modalidad izquierda] es el “no”-atributo de la [ca-

tegorfa] del cual [la modalidad derecha] es la forma pura” [Lawvere 1989, 66].

Los siguientes ejemplos funcionan como una presentacién basica del concepto de

adjuncion modal:

Consideremos al conjunto de los niimeros enteros con el pre-orden canénico (Z, <).
Desde el punto de vista categérico, dicho pre-orden es una categoria cuyos objetos
son los nimeros enteros y donde dados dos objetos z, y € Z existe un morfismo

frx—ysiysdlosiz <y.

Ahora consideremos las inclusiones de las siguientes subcategorias plenas:

$ (2,95 (Z:5) - (2.9 "™ (2,<)

n+— 2n n—2n+1

Consideremos ademads el funtor

z,<) 2 (z,<)

n— |n/2|

(El funtor que manda un ndmero entero al nimero entero més grande que sea

menor o igual al nimero racional %)

Estos funtores describen una adjuncién triple:
par = |—/2] 4 impar

que a su vez (dado que tanto par como impar son claramente fieles y plenos)

inducen una modalidad adjunta:

Par - Impar
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en (Z,<) donde

Par := 2|—/2| (Es decir Par es la ménada par o |—/2])
Impar = 2|—/2| + 1 (Es decir, la co-ménada adjunta de Par: impar o |—/2|)

Demostracion. Para probar esta modalidad adjunta primero es importante hacer
dos observaciones.

Observacion 1: Dada la clasificaciéon de los morfismos en categorias de pre-orden
notemos que Yz, y € (Z,<) Hom(x,y) = {*} v Hom(z,y) =0, es decir z < y v

Ty

Observacion 2: La condicién de adjuncién entre dos funtores (covariantes en este
caso) F:C — D, G:D — CesqueVeceCC,deD Home(Fe,d) = Homp(c,Gd)
que en el caso que nos interesa de (Z,<) y los funtores par, |—/2| e impar se

reduce a probar lo siguiente:

par(n) < k <= n < |k/2| para probar la adjuncién par 4 |—/2|
y |n/2| <k <= n <2k + 1 para probar la adjuncién |—/2| 4 impar

Ambas desigualdades son inmediatas a partir de la propiedad universal de la fun-

cién piso. O

Lo que esta modalidad adjunta captura es las nociones opuestas de par e impar en
su sentido aritmético, que se ve unificada en la biyeccién entre ambos conjuntos

en el contexto de una categoria que las subsume.

Otro ejemplo de similar naturaleza pero de la forma ) - [ ] es el siguiente:

(R, <)

|
I i
J

(Z,<)

[— |-

Donde (R, <) y (Z,<) son considerados 6rdenes lineales, i es la inclusién y su
adjunto izquierdo es el funtor techo y su adjunto derecho es el funtor piso. Esta

adjuncion triple induce la modalidad adjunta:
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Techo - Piso

Techo es la ménada idempotente i o techo

Piso es la co-moénada adjunta idempotente ¢ o piso

Esta modalidad adjunta hace aparente las instancias opuestas enteras de cualquier
niumero real dada por el hecho que cualquier niimero entero se encuentra entre su
piso y su techo, esta oposicién es resuelta por idy vista como biyeccién entre la

funcién techo y la funcién piso con dominio en los reales.

La diferencia entre las interpretaciones dadas (bajo el marco conceptual estable-
cido por Lawvere) a las modalidades adjuntas del estilo [ ] 4 Oy O <[ ] esta
en que las primeras constan de dos momentos puros opuestos y diferentes, que
se inyectan a la categoria que los subsume de manera diferente, mientras que en
las modalidades del segundo tipo existe un wunico momento que se proyecta de

maneras opuestas desde la categoria que lo subsume.”

La categoria de gréaficas reflexivas nos provee de un ejemplo visual para hablar de
la unidad e identidad de opuestos. Una grafica reflexiva es una grafica donde cada
nodo cuenta con un lazo distinguido (que funge como el morfismo identidad). Si
tomamos ahora la categoria de todas las gréficas reflexivas (denotada por GrafR)

observamos los siguientes funtores adjuntos:

< bt
c p* )
Con | s GrafR
N
[d p! )

Donde el funtor p, mapea una grafica reflexiva a sus componentes conexas, el

funtor p* asigna a un conjunto una grafica con lazos entre cualesquiera dos nodos
. , 1 . .

(discreta), p, manda a una grafica a sus puntos y p’ asigna a un conjunto a una

grafica donde los tinicos lazos son los lazos distinguidos (co-discreta).

De manera visual:

®Véase [Corfield 2020].
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O @] ©] : ©] o o

2
i
o o
!
p
o o o o o o

Esta cuadruple adjuncién forma dos modalidades adjuntas que capturan las nocio-
nes dialécticas de lo discreto y lo codiscreto, asi como de partes conexas y puntos.
Mas adelante se expondra a més profundidad la nocion de pre-cohesividad que

supone esta adjuncion cuadruple.

4.3. Tractatus Logico-Geometricus

La formalizacién del concepto de aufhebung es particularmente fértil en el contexto
de las categorias conocidas como topos. La introduccién del concepto matemaético
de categoria debido a Saunders Mac Lane y Samuel Eilenberg en 1945, la axio-
matizacién de categorias abelianas que introdujo Grothendieck en el Articulo de
Tohoku y la definicién de adjunciones dada por Daniel Kan en la década de 1950
establecieron un precedente conceptual para la teoria de topos, la cual “unifica
dos aspectos aparentemente completamente distintos, por un lado la topologia y
geometria algebraica y por el otro lado légica y teoria de conjuntos” [Mac La-
ne, Moerdijk 1994, 1]. Los dos aspectos (geometria y légica) tuvieron origenes
independientes en el trabajo de Alexander Grothendieck y William Lawvere, res-
pectivamente. Dado que esta conexién resultara el motor principal detrds de la

formalizacion de los conceptos Hegelianos explorados en el iltimo capitulo, es un
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ejercicio valioso presentar ambas realizaciones del concepto de topos, comenzando

por el aspecto geométrico: los topos de Grothendieck.

Definicién 4.3.1. Sean C una categoria y ¢ un objeto de ella. Una criba S es un
subconjunto de Homg(—,c¢) cerrado bajo la pre-composicion, es decir si existe un
morfismo f :d — c en la criba entonces dado cualquier morfismo g : b — d, la

composicion fg:b—> c pertenece a S.

Definicién 4.3.2. Una topologia de Grothendieck en una categoria C es una colec-
cion de cribas (llamadas cubrientes) para cada objeto ¢ que satisfacen las siguientes

condiciones:

s 515 es una criba cubriente sobre ¢ y f : d — ¢ un morfismo cualquiera,
entonces la criba f+S (los morfismos con codominio d cuya composicion con

f estd en S) es una criba cubriente sobre d.

» Para cualquier objeto ¢ la criba mazimal (i.e Homgc(—,c¢)) es una criba

cubriente.

» Dos cribas S, S’ son cubrientes si y solo si S N S" es una criba cubriente.

» 5iS es una criba sobre c tal que | J, {f : d — c| f*Ses una criba cubriente
sobre d} es una criba cubriente entonces S también es cubriente.

Al congunto de cribas cubrientes sobre ¢ lo denotamos J(c)

A una categoria C equipada con una topologia de Grothendieck J se le llama sitio.

Definicién 4.3.3. Dado un sitio (C,J) una pregavilla es un funtor

F : C? — Set, y una gavilla es una pregavilla que cumple con lo siguiente:

Si {U; —> U} es una familia cubriente entonces el siguiente diagrama:

FU) — HF(Ui) = HF(U@' xy Uj)

es un iqualador.
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Los topos de Grothendieck fueron concebidos por el matematico homénimo en
su busqueda de una generalizacién de la teoria de cohomologia que se define en
la topologia, es por eso que Grothendieck decidié llamarlos asi, pues el nombre
tenfa como propdsito la sugerencia que “el objetivo de la topologia es el estudio
de los topos y no solamente de los espacios topoldgicos” [Grothendieck, Verdier
1972, 301] resaltando asi su naturaleza geométrica y la intuicién espacial asocia-
da (generalizada a partir de la de un espacio topoldgico). Como menciona Colin
McLarty “La generalizacion no es meramente formal. Muchos objetos que tuvie-
ron su origen en la geometria clasica, y que actuaban méas o menos como espacios

clasicos pero no lo eran, eran precisamente topos” [McLarty 1990, 358].

Por el otro lado, durante los anos 1969 y 1970 William Lawvere y Miles Tierney
concentraron sus esfuerzos en presentar una axiomatizacion categérica de los topos
de Grothendieck (Lawvere por su parte estaba motivado por la posibilidad de
fundamentar teorfas geométricas y fisicas) que resultaron en los axiomas de topos

elementales:

Definicién 4.3.4. Un Topos Elemental es una categoria & que cumple con lo
siguiente:

» & tiene limites finitos.

» & es una Categoria Cartesiana Cerrada (CCC), es decir:

o & tiene un objeto terminal (que denotamos )
e Para cualesquiera objetos X, Y en & existe el producto X xY

e Para cualesquiera par de objetos X, Y en & existe la exponencial Y,
es decir un objeto I y un morfismo e : I x X — 'Y tal que para cual-
quier objeto Z y para cualquier morfismo g : Z x X — Y existe un

unico morfismo g : Z — I que hace al siguiente diagrama conmutar:

IxX ——— B
gx X

Z x X
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(Esta condicion es equivalente a que el funtor — x Y tenga un adjunto

derecho —Y)

» & tiene un clasificador de subobjetos, es decir un objeto Q0 y un morfismo
verdad : 1 — Q tal que para todo monomorfismo s : S — A existe un unico

morfismo xs : A —> Q que hace al siguiente diagrama un producto fibrado:

*

< W

_—
verdad
— Q

Xs

En Con los anteriores axiomas describen en orden las nociones familiares de:

El conjunto con un tdnico elemento {1}

El producto cartesiano

B4 ={f|f: A— B}

2 ={0,1} y xs es la funcién caracteristica usual.

Los topos elementales son interesantes por su estructura logica, dado que se puede
definir una logica interna a partir de los objetos que definen tipos, productos
(coproductos) que definen la conjuncién (disyuncién), los subobjetos que definen
proposiciones, etc. Dicha internalizacion de la légica es una realizacion de la logica
objetiva de Hegel, pues la logica esta determinada por los objetos que estudia, es

decir es inherente a la estructura de la categorfa en cuestién. ¢

Ambos conceptos de topos estan relacionados por el siguiente hecho: todo topos de
Grothendieck es un topos elemental (y no al revés),” esto reafirma lo que menciona

Lawvere: existe una unidad de opuestos entre la logica y la geometria, y de estos

6Véase [Rodin 2013]
"Véase [Caramello 2018]



38 CAPITULO 4. EL NUCLEO RACIONAL

“hay razones convincentes para afirmar que la geometria es el aspecto principal”

(Lawvere, 1971, p. 329).

4.4. Aufhebung

Definicién 4.4.1. Sea & un topos. Un nivel 8 de & es una subcategoria i que

cumple lo siguiente:

» i es reflexiva, es decir es una subcategoria plena y el funtor inclusion

Iy 1 — & tiene un adjunto izquierdo i* llamado reflexion.
s Fs una localizacion, es decir la reflexion i* preserva limites finitos.

» FEs esencial, es decir la reflexidn tiene un adjunto izquierdo (denotado iy).

Dado un nivel de un topos tenemos la siguiente adjuncion triple:

&

ul o oi* |1k

donde ademéds el funtor derecho es fiel y pleno (pues es una inclusién de una

subcategoria plena).

Proposicion 4.4.2. i, es un funtor fiel y pleno.

Demostracion. Por el lema 4.2.2 tenemos que i, es fiel y pleno <= la counidad

€ de la adjuncion ¢* H i, es un isomorfismo natural.

Observacion: Una adjuncion triple induce una co-moénada y moénada adjuntas en

& (véase la seccion “Unidad e Identidad” de Opuestos™). Por lo tanto 4,i* - i,4*

8La terminologia usada es justificada por el resultado de Lawvere y G.M. Kelly en el articulo
de 1989 On the complete lattice of essential localizations que los niveles de un topos dado forman
una reticula completa.
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son endofuntores adjuntos.

Observacion: tenemos por el lema anterior que i*i, = Id; por lo que ¥ = Id;
puesto que las adjunciones son tinicas salvo isomorfia.

Por lo anterior tenemos que la unidad de la adjuncién i, - i* es un isomorfismo.’
Usando la afirmacién dual del lema 4.2.2 (es decir i, es fiel y pleno <= la unidad

de la adjuncién iy - i* es un isomorfismo) cuya prueba es analoga tenemos que i,

es fiel y pleno. |

Cabe senalar que la proposicion anterior no hizo uso de detalles particulares a la
adjuncion triple dada, por lo que toda situacion en la que algun funtor externo en
una adjuncion triple es fiel y pleno también cumple que el funtor externo opuesto

también es fiel y pleno.

De la proposicién anterior tenemos que la adjuncién triple iy - i* - i, induce una

adjuncion modal en &

[, 4O

dada por [ ], = i1i* y O; = i,0*

A partir de estas modalidades se definen los siguientes: *°

» i-co-esqueleta: X € Obj(&) tal que O; X = X
» i-esqueleta: X € Obj(&) tal que [ ], X = X

Definicién 4.4.3. Sean i, j niveles de un topos & decimos que i es inferior a j y

lo denotaremos i < j (haciendo referencia a la siguiente situacion):

L < L
1 1

Qi < O

9Véase [Johnstone 2002, 4].
10La, terminologia viene del articulo del articulo Levels in the toposes of simplicial sets and
cubical sets de Kennett, Riehl, Roy, Zacks
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Si |:|j [ LX) = [],(X) (todo i-esqueleto es un j-esqueleto)
y O O (X) = Oi(X) (todo i-co-esqueleto es un j-co-esqueleto)

Definicién 4.4.4. Sean i,j niveles de un topos & tales que © < j. Decimos que
J resuelve la oposicion del nivel i y denotamos i < j si O;[ ],(X) = [ ],(X) (es

decir todo i-esqueleto es un j-co-esqueleto.)

Definicién 4.4.5. Decimos que un nivel j de un topos & es el aufhebung de un

nivel i (y lo denotamos con el siguiente diagrama)

[ « [
LN, L

Qi <« Oy

Si1 < j yVk tal que i < k tenemos que j < k en el orden de la reticula de niveles.

Es decir 5 es el nivel minimal con la propiedad resolver la oposicion del nivel i.

Es importante resaltar la diferencia entre el concepto de aufhebung y unidad e
identidad de opuestos. Este ultimo se refiere a las contradicciones aparentes (no
formales, por supuesto) entre dos conceptos, y la unién que los exhibe como idénti-
cos al mismo tiempo; por el otro lado, aufhebung es una condicién que garantiza
una resolucion de la aparente contradiccién, es un proceso constructivo en la fi-
losofia Hegeliana que se refleja en el orden de los niveles en un topos, es decir,
la tnica forma de entender (i.e. resolver) una contradiccion dialéctica es dada
la existencia de una categorfa adecuada (en el sentido filoséfico y matemdtico'!)
que disuelva la aparente contradiccién y que la exhiba como un resultado de una

perspectiva incompleta.

HTa terminologia de Mac Lane y Eilenberg de categoria fue escogida como una especie de
referencia humorosa a las categorias de Aristételes, Kant y Peirce. Sin embargo lo observado
aqui justifica de manera seria la eleccién del término y evidencia un vinculo notable y accidental
entre filosofia y matematicas.



Capitulo 5

Niveles

El trabajo de William Lawvere tiene como uno de sus propdsitos principales el
estudio de categorias de espacio y cantidad, su investigacion en teoria de categorias
fue impulsada inicialmente por la bisqueda de una axiomatizacion de teorias fisicas
y es esto lo que contintia motivando esta area de su proyecto matemaético, donde la
l6gica objetiva de Hegel es para él, entre otras cosas, “una de las herramientas para
llegar a una concepcién mds adecuada de espacio” [Lawvere 1990, 2]. ! En este
capitulo exploraremos la relacion entre las categorias espaciales a las que Lawvere

se refiere y la légica objetiva de Hegel presentada en La Doctrina de Ser.

5.1. Categorias de ser

Primero consideremos el siguiente resultado:

Proposicién 5.1.1. Sean C una categoria, 1 la categoria terminal (la categoria
con un unico elemento y el morfismo trivial) y ¥y : C — 1 el funtor terminal.
La categoria C tiene un objeto inicial (terminal) si y sélo si el funtor Fy tiene

adjunto izquierdo (derecho).

Demostracion. Supongamos que existe un objeto inicial @ en C y consideremos

![Enfasis afadido).

41
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el funtor iy : 1 — C definido como iy(1) — @

Sea X € Obj(C), Y € Obj(1)ie. Y =1

Por las definiciones de iz(1) y de objeto inicial tenemos que:
Homcg(ig(1),X) = Homc (2, X) = {1}

Por otro lado tenemos gracias a la definicién de funtor terminal y por el hecho que

solo existe un morfismo en la categoria terminal que:
Hom1(1,F1(1)) = Homy(1,1) = {1}

— HOmC(ig(l), X) = H0m1<1, Fl(l)) Sty F1
La implicacién reciproca tiene una demostracion analoga. De manera dual se con-

cluye también que iy (1) — 3 es adjunto derecho de Fy O]

Dada la proposicién anterior tenemos que una categoria W con objeto inicial y

terminal cuenta con una adjuncién triple

\%%

1| F1 |ix

|

1

donde los funtores extremos son (trivialmente) fieles y plenos y por lo tanto existen

modalidades adjuntas que denotaremos:

g — *x

nichts - sein

@ - la co-médnada iy o Fy

% - la ménada iy o Fy
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Esto corresponde al concepto werden de WdL: 2 “Convertirse es esta sintesis

inmanente de ser y nada” [Hegel 1832 / 2010, 72].

La unidad de esta adjuncion modal por lo tanto esta representada por el siguiente

esquema

UX: 09— X — %k

Este esquema a su vez captura la esencia de la siguiente afirmacion de Hegel:

“[...] no hay nada que no se encuentre en un estado intermedio entre ser y nada”

[Hegel 1832 / 2010, 80).

Dado que todo topos tiene objeto inicial® y objeto terminal, este nivel estd presente

en todo topos.

Es importante notar que una categoria W dada en donde exista la adjunciéon
modal werden no necesariamente tiene suficiente estructura para fungir como una
categoria de espacio o como un contexto apropiado en el cual discutir el siguiente

concepto de La Doctrina de Ser, a saber dasein.

Como ejemplo consideremos brevemente a 2, es decir la categoria:

0 — 1

En esta categoria tenemos la adjuncion modal de nichts y sein, sin embargo el
esquema de la unidad se reduce al morfismo no trivial entre los dos elementos, por
lo que no podemos hablar de ningtin elemento que tenga alguna determinacion en

el sentido Hegeliano, ni mucho menos proveer a la categoria de alguna estructura

espacial no trivial.

Lawvere propone que “la investigaciéon de una categoria espacial dada puede ser

guiada en parte por principios filos6ficos” [Lawvere 1992, 28]. Y asi como un topos

2Consultar pagina 19
$Véase [Mclarty 1992, 146]
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sencillo provee un marco en el cual interpretar (inspirado por Hegel) la unidad
e identidad de opuestos entre sein y michts, menciona también que “dentro del
sistema de subcategorias de la categoria investigada, uno puede encontrar una
estructura de riqueza ascendiente paralela a aquellas de la Ciencia de la Logica
de Hegel” [Lawvere 1992, 28]. A continuacién se presentaran algunos tipos de
categorias espaciales y los paralelos que se pueden trazar entre sus interpretaciones

geométricas y el pensamiento de Hegel presentado en el capitulo 3.

Definicién 5.1.2. Un topos & es casi-cohesivo respecto a otro topos 9 (en este
contexto nos limitaremos al caso 9 = Con) si existen cuatro funtores adjuntos

Iy -4 Disc 4 T" H coDisc

< Ip

< Disc >
Con | i

< I

——— coDisc ——

donde:

s Disc y I' son un morfismo geométrico.
» Disc es fiel y pleno (por lo que coDisc también lo es).

w Iy preserva productos finitos (fuertemente conezo).

Los nombres de los funtores son sugerentes y estan escogidos para resaltar su
intencion geométrica. 11y se refiere a las componentes conexas, I' se refiere a los
puntos, mientras que Disc y coDisc hacen referencia a la topologia discreta y

codiscreta (o cadtica) respectivamente.

Dados estos cuatro funtores obtenemos una adjuncién modal triple:

§ bt

La modalidad “figura”: § = Disc oIl
La co-modalidad “plana”: b = DiscoT’

La modalidad “aguda”: § = coDisco I’



5.1. CATEGORIAS DE SER 45

Como fue mencionado previamente, un topos casi-cohesivo tiene (en virtud de
ser un topos) un objeto inicial y terminal, por lo que tenemos la adjuncién modal
nichts - sein, y dada la triple adjuncién modal mencionada previamente, tenemos

la siguiente configuracion de niveles:

b -
v v
g - =k

Demostracion. Primero observemos que:

= La J-esqueleta son los objetos isomorfos al objeto inicial.
= La sk-co-esqueleta son los objetos isomorfos al objeto terminal.

Lema 5.1.3. Sean dos categorias C ,D y dos funtores adjuntos entre ellas F 4 G.

El adjunto derecho (izquierdo) preserva limites (co-limites).

Demostracion. Supongamos que tenemos un diagrama I : J — D tal que el
limite lim /; existe en D Tenemos en virtud de la adjuncion dada que para todo

X € Obj(C):

Homg(X, G(lim [;)) = Homp(FX, lim [;

i)
= lim Homp (FX, [;)
> lim Homc(X, GIj)

i)

=~ Homg(X,lim G

(Donde la segunda y cuarta linea se tienen por la propiedad de preservar limites

del funtor Hom.?)

Por el lema de Yoneda tenemos entonces que:

G(lim I;) = lim G/

4Véase [Rotman 2008, 235-236.
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De manera analoga obtenemos que el adjunto izquierdo preserva co-limites. O]

Usando el lema con la adjuncién b - f tenemos entonces que:

Bk (X)=*k(X)=0y
(X)) = a(X) =1

Dado que cualquier adjuncién sera superior a la adjuncion @ — sk llamaremos a es-
te el nivel fondo. Esta construccién (inherente al concepto de topos casi-cohesivo)
nos otorga un nivel nuevo que es necesariamente superior al nivel fondo, sin em-
bargo nuestra interpretacién Hegeliana requiere que este nuevo nivel resuelva las
oposiciones y por lo tanto satisfaga la condicion de aufhebung. Esto no necesaria-
mente sucederd en un topos casi-cohesivo arbitrario como lo ilustrara el siguiente

ejemplo.

Ejemplo: El Topos de Sierpinski

Dada la categoria 2, con la topologia de Grothendieck trivial (es decir las tinicas
cribas cubrientes son la criba maximal en cada elemento), en este caso la categoria
de gavillas sobre el sitio es isomorfa a Con™ (la categoria de morfismos entre

conjuntos).

El topos de Sierpinski es casi-cohesivo (con respecto a Con) y los funtores asociados

se definen de la siguiente manera:

r:(I<S)—S5
Mo: (I < 8) eI

Mientras que para un A € Obj(Set)

Disc:AH(AﬁA)
coDisc: A— (1 — A)
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Por lo que:

Para verificar que el Topos de Sierpinski no cumple con la condicién de aufhebung

entre @ -k y b - ¢ (i.e. 0 = 0) primero probaremos un lema.

Lema 5.1.4. Sea un topos & con un nivel asociado dado por una adjuncion modal

b H 1 entonces 40 = 0 si y solo si (hX = 0) < (X =0)

Demostracién. Observacion: En todo topos el objeto inicial es estricto® por lo que

(X = 0) = (X — 0) Supongamos que §0 = 0

Ahora supongamos que (bX =~ 0) <= (X = 0) Entonces para toda X

Dado que en el topos de Sierpinski b(0 — 0) = 0 — 0 = b(0 — X) por el lema

anterior, tenemos que no se cumple la condicion de aufhebung.

Geométricamente, un topos casi-cohesivo satisfacera la condicién de aufhebung

entre werden (i.e. @ — k) y b - f solamente cuando todas sus piezas tengan

5[Véase MacLane, Moerdijk 1994, 194]
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puntos. Siendo este el caso lo llamaremos topos cohesivo.®

En los topos cohesivos podemos llamar a la adjunciéon modal b - § existencia o
dasein, pues segun la Doctrina de Ser dasein es el siguiente paso tras werden y

podemos referirnos entonces a cualidades presentes dentro de aquello que existe.

Usando lo anterior como motivacién se presenta la siguiente definicion:

Definicién 5.1.5. Una categoria de ser es un topos equipado de una adjuncion

modal (de tipo [ ] - O) que cumpla la condicion aufhebung respecto al nivel fondo.

Siguiendo el trabajo de Lawvere, Schreiber” presenta una interpretacién inspirada
en La Doctrina de Ser para las modalidades §, b y f. Esta interpretacién requiere
de separar la adjuncion triple en dos adjunciones a las que nos aproximaremos

conceptualmente de manera distinta.

= Por un lado la adjuncién S — b representa de manera adecuada la oposicién
entre attraktion und repulsion, pues como ya fue mencionado, en una inter-
pretacion espacial la modalidad | estd en oposicién a b en que la primera
obtiene piezas cohesivas discretas mientras que la segunda obtiene puntos
cohesivos discretos. Siendo que la adjuncién es de tipo O) - [ | tenemos que
ambas modalidades expresan un sélo momento (el de ser discreto) que se
proyecta de maneras opuestas, | en piezas y b en puntos. A esta unidad e

tdentidad de opuestos le llamamos qualitdt.

» Por el otro lado b - f representa los momentos opuestos diskretion und kon-
tinuitdt, pues mientras que b crea una separacién absoluta entre los puntos
del espacio f une a todos en un s6lo momento ininterrumpido, representando
de manera perfecta las siguientes instancias del pensamiento de Hegel: “La
cantidad es la unidad de estos momentos, de continuidad y de lo discreto”

[Hegel 1832 / 2010, 154].

= La adjuncion triple en si formaliza de manera adecuada el concepto de me-

dida, pues es la unidad e identidad de opuestos de quantitdat y qualitdt.

SEs importante mencionar que la nocién aqui presentada como cohesién difiere por un axioma
de aquella presentada en el articulo Aziomatic Cohesion de William Lawvere.
"[Véase nLab 2020, s. “Science of Logic”]



5.2. UNIVERSOS 49

5.2. Universos

Los topos cohesivos nos proveen ya de una interpretacion para una primera ins-
tancia de aufhebung y tres unidades e identidades de opuestos. En lo que sigue

presentaremos topos a los que de manera axiomatica otorgamos estructura extra.

Definicién 5.2.1. Sea H,.q un topos cohesivo (respecto a Con) . Un topos H es

eldstico respecto H,..q si existen cuatro funtores adjuntos:

‘ Linf .

g ¢ s —— g
red Discipp ——
¢—Tinf ———

Donde ving y Discing son fieles y plenos

La cohesion de H en si nos da el siguiente diagrama:

< I

< Disc >
Con | . "H

N

—— coDisc —

Para ver la relacién de ambos diagramas primero probaremos un lema:

Lema 5.2.2. Sea H un topos cohesivo, entonces el morfismo geométrico I'o Disc :

Set — H es unico salvo isomorfismos.

Demostracion. Observacion VS € Obj(Set), S =~ H{*}
seS

Puesto que Disc es adjunto izquierdo, preserva co-limites (lema 5.1.3), por lo que
preserva el co-producto anterior. Al ser un morfismo geométrico, preserva también

los productos finitos. Dado que {*} es el producto del diagrama vacio, Disc preserva



50 CAPITULO 5. NIVELES

{+}. Por lo anterior Disc queda fijado (salvo isomorfia) de la siguiente manera:

Disc(S) = Disc(H{*})

seS

~ | [ Disc({+})

seS

~ [ ]t

seS

Por lo que Disc es tunico y dada la unicidad (de nuevo salvo isomorfismos) de las

adjunciones, I' también es unico. O]

Dado el lema anterior, los funtores de los diagramas anteriores se relacionan segin

el siguiente diagrama:

c tinf >
< ILeq — iy ——
Set &M 1, fin H
Discreq — «— Disciny —>
< 1—"red “— Finf -
S coDisc >

Donde Iy = II,cqg 0 i f, I' = I'yeq 0 Uipp ¥ Disc = Discip © DisCreq.

Tenemos entonces modalidades adjuntas que definiremos como sigue:

RAS4&

La co-modalidad “reduccion infinitesimal”: i = ¢, 0 I ¢
La modalidad “figura infinitesimal”: & = Discpp o Iy

La co-modalidad “plana infinitesimal”: & = Discinf 0 'ipng

La estructura matemadtica obtenida en virtud de la sustancia eldstica del topos
H permite realizar geometria sintética diferencial, por lo que generalmente se le
conoce a la propiedad de elasticidad como cohesion diferencial. Dicha propiedad

permite la formulacion de teorias de cohomologia, geometria de Cartan y varieda-

des.

Proposiciéon 5.2.3. La adjuncion modal triple definida anteriormente se relacio-

na con las anteriores de la siguiente manera:
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id i
v Y%
4 8 4 &
V
= 4
v v
g 4 *

(donde la adjuncion modal id - id es la trivial mazimal y que por lo tanto resuelve

las oposiciones de todos los niveles)

Es decir, es necesario mostrar que:

&hX =~ X

%JX;X

Demostracion. Por el lema 4.2.2 tenemos que

Hmf O D’iSCmf = idHred me ) D’iSCmf = idHred

Por lo que

&b X = DisciypflingDiscI' X
=~ Discinflinp Discif Discreql’' X
=~ DiscingDiscreql’ X

~ DiscI’' X

lIe

b X
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Mientras que:

& f X = DiscingllinsDiscllX
= DiscinglliyDiscing Discreql1X
= DiscingDiscreql’ X

~ DiscllX

=[x

Un proceso analogo demuestra que se cumple la condicién aufhebung entre S - &

y § =b. Dicho aufhebung formaliza el paso en lo que lo finito se vuelve infinito.

La interpretaciéon de las dos adjunciones modales resultantes seran presentadas a

continuacion:

» Por un lado la adjuncién § - &, siendo el aufhebung de § — b que representa

la qualitdt y por ende la erxistencia determinada (que por ser determinada
es negada y por tanto, finita) es identificada con el concepto de das Ideelle,
pues segun Hegel “Lo ideal puede ser llamado la cualidad de lo infinito”
[Hegel 1832 / 2010, 120] en una transicién a partir de lo finito capturado en
el momento de ser-por que se proyecta de dos maneras distintas, fursichsein

(J) y sein-fiir-eines (&).

Por otro lado la adjuncién R — & expresa dos momentos distinguidos, a
saber lo finito y lo infinito respectivamente. La adjuncién por tanto es la
formalizacion de la unidad e identidad de opuestos entre lo real y lo ideal.
Esta interpretacion es justificada mas profundamente por el hecho que la
operacion R corresponde geométricamente a la eliminacién de los infinitesi-
males (identificados a su vez con el infinito), mientras que & corresponde a
los objetos cuyas trayectorias infinitesimales son constantes. Por esta razén

llamamos a la adjuncién modal: realitdt.
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= La adjuncion triple entonces es la unidad e identidad de opuestos entre idea-

litdt (infinito puro) y realitdt (finito y determinado).

5.3. Un paso a lo que sigue

Podemos generar una estructura con mas informacion, que nos permitird una
ultima instancia de aufhebung, cuya interpretacién Hegeliana esta al limite de los
paralelos que podemos sensatamente trazar entre el proceso fisico matematico y
la doctrina expuesta en el trabajo del filésofo aleman, trascendiendo por primera
vez los confines de WdL y procediendo al siguiente paso de su sistema filoséfico
encontrado en La Filosofia de la Naturaleza incluida en su libro Enciclopedia
de las Ciencias Filosdficas [Enzyklopadie der philosophischen Wissenschaften im
Grundrisse/. Este tltimo paso sugiere la posible utilidad de otros textos de G.W.F.
Hegel como motor para desarrollar de manera guiada las conexiones en las fronteras

de conocimiento entre matematicas, fisica y filosofia.

Definicién 5.3.1. Sea Hy,s un topos eldstico sobre un topos cohesivo H,.q (res-
pecto a Set). Un topos H es un topos sdlido (respecto a Hyos si existen cuatro

funtores adjuntos

¢ par

C Lsup
H
bos . Moup

as

donde tsyy y Discgy, son fieles y plenos.

Dada la elasticidad de Hy,s y la cohesion de H, ..y tenemos la siguiente descompo-
sicién de los funtores (de manera andloga a los argumentos dados en el caso del

topos eldstico previamente):
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¢ par
< Linf > S Lsup >
CO??, <— Hred — H <— H'Lnf — < Hsup H
— DiSCreqd — red Discinf —> bos Discsup —>
<— 1—‘red - < Fsup
S coDisc >

Dado un topos solido H definimos las siguientes adjunciones modales:

= +H v A Rh

La modalidad “fermidénica”: == t4,, © par
La co-modalidad “bosénica”: vw~>= 14, o I,
p p

La modalidad “reénoma”: Rh = Discgyp o I,

Proposicion 5.3.2. En virtud del diagrama anterior H es cohesivo respecto a
Set y eldastico respecto a H,.q, por lo que las adjunciones modales se encuentran

relacionadas como sigue:

id - ad

Vv \
4 ¥ 44 &
Vv \%
§ 4 b 4 1
\ V
g 4 %

Demostracion. La demostracion es totalmente andloga a la de la proposicion 5.2.3

por lo que se omite.

La estructura sdlida provista por la definicién de un topos sélido permite un

entorno en el cual formular conceptos de supergeometria, que a su vez proveen un
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contexto matematico natural en el cual interpretar aspectos avanzados de la fisica

cuantica.

La interpretacion de la anterior adjunciéon modal = - -~ es la siguiente:

» Identificando (de manera suficientemente adecuada) el concepto moderno de
los bosones con el de la luz, tenemos que la modalidad bosénica corresponde
con el concepto de luz pura encontrado en Hegel: “Siendo el ser abstracto
de la materia, la luz es absolutamente desprovista de peso, y como materia,

infinita, pero como ideal material es inseparable y simple ser fuera de si

misma” [Hegel 1830 / 1970, § 220].

» La modalidad fermidnica por otro lado formaliza (imperfectamente) la no-
cién de rigidez. “[La luz| tiene su antitesis real fuera de si. Como un momento
elementario de refleccién se desvanece en si y es una dualidad: a) de diversi-
dad corpérea, de ser material de rigidez; b) una oposicién como tal, la cual,
existiendo independientemente y sin ser controlada por la individualidad,
simplemente se hunde en si misma y por lo tanto es disolucién y neutrali-

dad” [Hegel 1830 / 1970, § 223].

= La adjunciéon modal en si representa la separacion de la materia.

La construccién detallada en este capitulo mostré una progresion organica a partir
del concepto de sein hasta teorias modernas de fisica cuantica y modelos matemati-
cos de supergeometria utilizando la llamada necesidad organica utilizada por Hegel
y expuesta en los conceptos de unidad e identidad de opuestos y aufhebung. De
esta forma hacemos explicita una conexién fértil entre las tres dreas de estudio,
que justifica una gran porciéon del pensamiento Hegeliano, y que hace obvia la

utilidad de programas como el de Lawvere.
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