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Prefacio.

El estudio de las estructuras en la ingenieria civil, es un tema que da pauta para el disefio
de estructuras resistentes, ya sea para cargas de servicio, como para acciones accidentales,
tales como un sismo o el viento. El ingeniero estructurista debe contar con un conocimiento
previo en materias como estatica y mecanica de materiales para poder comprender concep-
tos un poco mds avanzados como lo pueden ser rigidez y deformaciones, que son conceptos
en los que se basa el anélisis de estructuras. Criterios que se revisan a la hora de gestar una
estructura nueva o revisar una existente, y que por lo general, las normativas de construc-
cién toman en cuenta para establecer las caracteristicas de una estructura, y limitarlas para
tratar de que la estructura sea segura para el usuario.

Sobre la presente tesis.

Se debe tener en cuenta que en la presente tesis se abarcan solo temas en dos dimensio-
nes, debido a facilidad de calculo, pero qué, como se sabe esto no ocurre en la realidad, pero
si establece las bases para andlisis mas avanzados y que si se comprenden adecuadamente
los principios basicos, se podran comprender sin mayor dificultad problemas mas complica-
dos. Este texto pretende dotar de un texto de consulta, ya sea para el profesor de la materia
de Andlisis estructural, asi como para el alumno interesado en el estudio de las estructu-
ras. Se utiliz6 un lenguaje sencillo, para que cualquier estudiante con nociones bésicas de
matemadticas y de fisica pudiera comprender los conceptos y los métodos de resoluciéon de
problemas. Se introdujeron problemas sencillos para explicar la teoria y la manera de rea-
lizar los respectivos cdlculos. Los ejercicios van aumentando de dificultad para establecer
un reto para el alumno o lector. El autor se bas6 en el temario de la materia de Andlisis es-
tructural de la Facultad de Estudios Superiores Aragén, para disponer el orden de los temas
tratados, se incluyeron introducciones para algunos temas que en realidad estan fuera de
la asignatura pero que el autor consider6 necesarios para la comprensién del contenido. El
texto comienza con una breve introduccién al estudio de las estructuras, capitulo I, donde
se abordan temas que se consideraron necesarios. Principalmente la obra estd dividida en
dos partes, capitulos II y III, que son el andlisis de estructuras determinadas, capitulos IV,
V, y VI, donde se abordan estructuras indeterminadas. Se incluyeron numerosas ilustracio-
nes para tratar de hacer mas comprensibles los conceptos tan abstractos que se estudian en
la materia. Por dltimo se incluyeron dos apéndices, sobre como resolver vigas articuladas
(Gerber) y sobre centroides y momentos de inercia; el primero debido a que es un tema que
con frecuencia no se da la importancia adecuada, y que el autor consideré que se aplican
principios bdsicos necesarios para la formacién de un estructurista; el segundo, comprende
de un repaso de las propiedades geométricas, que son bastante utilizadas en las estructuras,
tales como los centroides y momentos de inercia.
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I INTRODUCCION.

I. Introduccidn.

En este capitulo se brinda una introduccién general a la materia a la cual esta dirigido
este material, que es el andlisis estructural. Comenzando con definiciones bésicas, a manera
de repaso, para la comprension de los temas abarcados en este trabajo, asi como una intro-
duccién a los temas de trabajo y energia, de los que se partird para poder entender y aplicar
los métodos energéticos, que son bastante simples, versatiles y potentes a la hora de calcu-
lar deflexiones y giros, pero se debe de comprender de dénde provienen los principios y
las formulas, para usarlos de manera correcta. Se incluyen algunas demostraciones de este
método, como también ejemplos numéricos. Posteriormente se abarcan los métodos geomé-
tricos, principalmente, el método de la viga conjugada, en donde se inicia con un poco de
teoria y algunas demostraciones necesarias asi como ejercicios numéricos, de igual manera
el método de la doble integral.

En un principio convendria definir, qué es el Anélisis Estructural. “El anélisis estructural
es la prediccion del desempefio de una estructura ante las cargas prescritas y /o efectos exter-
nos, tales como movimientos en los apoyos y cambios de temperatura”(Kassimali, 2014: 3).
Se puede afadir, que el anélisis estructural es la rama de la ingenieria civil que intenta prever
de manera precisa y exacta el comportamiento de una estructura, bajo las diferentes tipos
de cargas a las que serd sometida a lo largo de su vida ttil. Esto se logra estimado lo mejor
posible las fuerzas a las que estardn sometidos los elementos estructurales, sus dimensiones
y sus correspondientes deformaciones.

Algunos autores, en sus obras se refieren a la ingenieria estructural como: “etapas tanto
del andlisis como del disefio de un sistema estructural”(Laible, 1988: 2). Que practicamente
es una combinacion del anélisis estructural y el disefio estructural, con los rasgos antes men-
cionados. Dentro de la definicién de Anélisis Estructural aparecen mds conceptos, algunos
se definirdn a continuacion.

Una Estructura' es un conjunto de elementos, predispuestos y apoyados de manera tal,
que soporte su peso propio, las cargas de disefio (definidas por el uso de la estructura) y las
sobrecargas (que pueden ser debidas a sismo o viento). Cumpliendo siempre los siguientes
puntos:

» Segura: Que no presente deformaciones y/o vibraciones apreciables, para que el usua-
rio se sienta cbmodo y seguro en la estructura. Y en caso de falla, la estructura sea lo
suficientemente dtctil® para que los usuarios salgan de ella sin algtin tipo de dafio,
antes del colapso (si llegara a suceder).

» Econdémica: Debido a un andlisis inadecuado, que lleva a un mal disefio, dando como
resultado secciones muy robustas, generando un encarecimiento de la estructura.

En este texto se estudiaran solo estructuras planas,® puesto que son la base para las teorfas
de las estructuras espaciales y que de estas teorias se parte para analizarlas. Ademds de que

1 Del Latin “structus” (construccién) y el sufijo “ura” (resultado)
2 Materiales que resisten deformaciones considerables y permanentes antes de fallar
3 Estructuras que tinicamente se pueden mover en el plano (x,y)



II TIPOS DE ESTRUCTURAS.

en la actualidad nos apoyamos de los diversos programas computacionales que existen pa-
ra realizar todo tipo de andlisis en las estructuras, debido a que estos lo facilitan y lo mas
importante reducen el tiempo que toma realizar los cdlculos.

Como se acaba de establecer las estructuras deben de cumplir varios requisitos, entre
ellos las deformaciones que puedan resultar debido a las cargas, deben ser poco percepti-
bles por los usuarios, para el cdlculo de estas se emplea el andlisis estructural y es lo que se
abordaré en la presente tesis. En las NORMAS TECNICAS COMPLEMENTARIAS SOBRE
CRITERIOS Y ACCIONES PARA EL DISENO ESTRUCTURAL DE LAS EDIFICACIONES,
del REGLAMENTO DE CONSTRUCCIONES PARA EL DISTRITO FEDERAL, se dan valo-
res permisibles a los desplazamientos de elementos estructurales ya que se pueden generar
problemas debido a deflexiénes excesivas, tales como desprendimiento de acabados, dafio a
elementos no estructurales, transmision de esfuerzos a elementos que no fueron disefiados
para soportarlos, permitir el paso del agua, ocasionar grietas y/o separaciones, etc. De ahi
su importancia de analizar los desplazamientos en un proyecto estructural.

Otra cuestién que cabe mencionar es que en la presente tesis, toda la teoria desarrollada
s6lo sera aplicable a materiales eldsticos, materiales a los cuales si se retira la carga aplicada
regresan a su estado original, a estas deformaciones se les conoce como deformaciones eldsti-
cas lineales debido a que estas varian linealmente con la carga que se les aplica, también son
conocidos como materiales hookeanos, puesto que obedecen la ley de Hooke. Estos materia-
les tienen un diagrama de esfuerzo-deformacién bien definido, sobre todo en la parte lineal,
que es el comportamiento que vamos a suponer toman, todos los materiales utilizados en la
presente tesis.

II. Tipos de estructuras.

Cuando se trata de resolver un problema en ingenieria, especialmente de estructuras,
una manera sencilla de plantear el problema es dibujar un diagrama de cuerpo libre* , que
por lo general esta en dos dimensiones, pero sabemos que las estructuras en la realidad no
existen de esa manera, todas son tridimensionales, pero para facilitar el cdlculo se suponen
las estructuras en el plano, aunque, tengamos que resolver varias veces la misma estructu-
ra, esto lo facilita. Segtn estos principios tedricos (que no siempre van de acuerdo con la
realidad), podemos establecer un tipo de clasificaciéon de las estructuras, que es el siguiente:

» Planas: Estructuras que se encuentran y se desplazan dentro de dos dimensiones(x,y).
De igual manera las reacciones, las cargas, los esfuerzos y las deflexiones que pueda
sufrir el elemento, se encuentra en un espacio R2.

4 Representacion de todas las fuerzas que acttan sobre el elemento.



II TIPOS DE ESTRUCTURAS.

Fig. 1 Ejemplo de estructura plana.

» Espaciales: Estructuras tridimensionales (x, y y z), todos sus elementos estdn contenidos
en un espacio R3.

Fig. 2 Estructura tridimensional (Render, STAAD Pro)

Estos dos tipos de estructuras engloban a todas las existentes, pero existen un gran nime-
ro de estructuras, asi como clasificaciones, por ejemplo, una muy comun es por los esfuerzos
que resisten. Mencionaremos algunos tipos de estructuras, a las que en el ingeniero civil tie-
ne que tener en consideracién, como las mds usadas.

Las armaduras se componen de formas trianguladas, compuestas por elementos rectos
unidos por articulaciones perfectas (en las que no existe fricciéon) en los extremos, qué ge-
neralmente son llamados nudos, o sea que no restringen momentos. Y que las cargas a las
que se somete siempre son puntuales y tienen como punto de aplicacién las articulacio-
nes (nudos articulados). Esto es solo una suposicion tedrica, en la realidad sabemos que las
articulaciones no son perfectas y frecuentemente el método de construccién es soldar o ator-
nillar las uniones de los elementos rectos, esto da cabida a pequefios esfuerzos de flexion
que para el anélisis se consideran despreciables. Estos elementos rectos sélo trabajan a carga
axial (tensién o compresion).

Las armaduras estan compuestas por:

10



II TIPOS DE ESTRUCTURAS.

1. Cuerda superior. Es el elemento recto mas alto.
2. Cuerda inferior. Es el elemento recto mds bajo.
3. Montantes. Elemento recto vertical.

4. Diagonales. Elemento recto diagonal.

Fig. 3 Ejemplo de armadura 1.

1.
R N
M
lo o] o of o
Fig. 4 Ejemplo de armadura 2.
P P P

P

Las vigas son elementos estructurales que tienen su eje longitudinal horizontal al plano, y
por lo general las cargas a las que son sometidas, son perpendiculares a su eje longitudinal,
lo que genera que trabajen principalmente a esfuerzos de cortante y de flexion.

Articulaciones

Fig. 5 Ejemplo de Viga simplemente apoyada.

P

- L
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II TIPOS DE ESTRUCTURAS.

Fig. 6 Ejemplo de Viga empotrada.

:

AN

Las columnas son elementos estructurales que tienen su eje longitudinal vertical al plano,
por lo tanto estan sujetas principalmente a cargas axiales de compresién, ademas de cor-
tante y flexion. En el andlisis se debe prestar especial atencién en el efecto del pandeo en el
elemento asi como las condiciones de apoyo de los extremos.

Fig. 7 Ejemplo de Columna.

12



II TIPOS DE ESTRUCTURAS.

Fig. 8 Columna I

Una estructura que surge de unir al menos una viga y una columna, por medio de un
nudo rigido® .Es conocida como Marco. Aunque no necesariamente un marco tiene que tener
vigas rectas, puede ser un marco a dos aguas, o con un arco, ademads de en vez de nudos ri-
gidos puede tener articulaciones, cuidando en todo momento la estabilidad. También puede
tener muchos niveles, o muchos claros, todos los que se desee. Por lo general en la realidad
son tridimensionales, aunque se pueden analizar manualmente en dos dimensiones, de esta
manera se trabajard en esta tesis.

Fig. 9 Ejemplo de marcos planos. a)Marco doblemente empotrado, con una carga puntual a
la mitad del clar. b)Marco empotrado con una carga uniformemente repartida.

P w

LTI

a) b)
W/ 7

El arco es concebido como solucién arquitecténica a la necesidad de salvar claros genero-
sos que con los materiales de la antigiiedad no se podian alcanzar, ya que se fabricaban en
su mayoria de mamposteria® y ésta no trabaja adecuadamente a flexién y con la geometria
del arco trabaja s6lo a compresién. Se conocen como estructuras de eje curvo, que soportan
principalmente esfuerzos de compresién y los transmiten a sus apoyos. Pueden ser perfec-
tamente circulares, parabélicos o elipticos 7, dependiendo del disefio y de la época. Esta

5 Es un elemento de unién que es capaz de resistir momentos y fuerzas, asi como de transmitirlos, por lo
tanto puede girar o desplazarse.

6 Del latin manuspositus poner con la mano. Son piezas, que pueden ser naturales o no, y que se colocan con
algtn tipo de mortero o no, para formar algtin tipo de elemento constructivo, como puede ser un muro.

7 Por mencionar unos cuantos, existen cuantiosos tipos, como el arco de zig zag, carpanel, ojival, florentino,
etc. Esto depende de las diferentes clasificaciones que existen. Para ahondar en su historia y terminologfa, re-

13



II TIPOS DE ESTRUCTURAS.

formado por una clave y dos basales o contraclaves, que estos a su vez estdn conforma-
dos por dovelas, colocados de tal manera que se mantienen en equilibrio debido a su peso

propio.

Fig. 10 Ejemplo de Arco.

\l Y
Esfuerzos Esfuerzos

Las estructuras que conocemos como Cascarones, son al igual que los arcos, estructuras
de eje curvo que salvan claros grandes de superficie, cuya caracteristica principal es que su
espesor es mucho menor con relacién al drea que cubren. De los cuales podemos resaltar dos
tipos: las bdvedas y las ciipulas

Cuando se necesita cubrir un espacio se construye una béveda, cuya caracteristica prin-
cipal es que el espacio que cubre, es de dimensiones superiores, a las de los elementos de
mamposteria de los que estd formado, y esta parte del cascaron es la mas importante, aun-
que también pueden estar formadas por timpanos para darle un acabado estético, y sus res-
pectivas vigas de borde, a las que se transmitiran los esfuerzos. A diferencia de estructuras
como las losas’ que son de las més usadas en la actualidad, y que trabajan principalmente a
flexion, las bévedas trabajan solo a compresion. En la antigiiedad estaban construidas prin-
cipalmente de mamposteria, pero en el presente, se pueden construir de concreto armado.
En cuanto a sus diferentes tipos, surgen de la posibilidad de un sin nimero de disefios en
el momento de cambiar y jugar con las formas de la generatriz y la directriz. Existen las bo-
vedas cilindricas o de cafién, béveda en rincén de claustro, Béveda por arista con linea de
clave peraltada, boveda de estrella, entre otras.

mito al lector al siguiente libro, donde se encuentran numerosos ejemplos de arcos y definiciones de conceptos
asi como la explicacién de todas las partes que los componen (Garcia,1985)

8Gi al lector le interesara ahondar sobre el tema, recomendaria un par de libros, que por su bastedad de
ejemplos, teorfa, y terminologia sobre este topico, resultarfan interesantes en demasia(Thunnissen,2012) y (L6-
pez,1968).

9 Elemento constructivo-estructural conformada por concreto reforzado o mamposteria, que puede trabajar
en una o dos direcciones que puede transmitir sus cargas a vigas o columnas (losas planas y losas perimetral-
mente apoyadas respectivamente)

14



II TIPOS DE ESTRUCTURAS.

Fig. 11 Béveda de pafiuelo
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En cuanto a la geometria de las ctipulas, se puede afirmar que estdin compuestas de una
semicircunferencia, que forma la generatriz, y que esta gira en torno a su eje vertical. Pro-
duciendo una llamada superficie de revolucién (Casquete esférico), bien definida por sus
intrados y extrados. 10 Estd sometida a esfuerzos de compresién, aunque presente esfuerzos
de flexién, estos son tan mintdsculos que no se consideran. Pueden ser de forma de semi-
esfera o esferoide, paraboloide, etc. ésto lo define el arco generatriz. Se puede construir de
mamposteria o concreto reforzado.

10Del latin “intra” dentro, “extra” fuera y de “dorsum” dorso. Son, respectivamente, las superficies del arco
interiores y exteriores.
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II.1 Grado de determinacion en las estructuras. II TIPOS DE ESTRUCTURAS.

Fig. 14 Capula circular.

Fig. 15 Capula parabdlica.

I1.1. Grado de determinacidon en las estructuras.

El grado de determinacién de una estructura se refiere a que si es posible resolver una
estructura cualquiera, con ayuda de las ecuaciones de la estatica. Una clasificacion, con base
en el grado de determinacion de una estructura, es la siguiente:

» Estructuras Hipostdticas: Del prefijo Griego “hypd” que significa debajo, Denota infe-
rioridad. Se refiere a las estructuras cuya caracteristica, es que el niimero de incégnitas
que presenta en sus apoyos, son inferiores en ntimero a las ecuaciones que proporciona

la Estatica'l:

Y M=0;) F=0;) F,=0
Y que, gracias a esta caracteristica son, Estaticamente indeterminadas y no se estudia-
ran en esta obra.

» Estructuras Isostaticas: Del prefijo Griego “isos” que significa igual. Se refiere a las es-
tructuras en las que las incégnitas de sus apoyos son iguales al nimero de ecuaciones
de la Estética. Se pueden calcular sus reacciones de apoyos con los principios de la Es-
tatica, o sea son Estdticamente determinadas, lo que significa que estén en equilibrio.'?

1'En el plano, para el espacio son nueve ecuaciones que proporciona la Estatica, tres por cada eje

12 Este principio parte de la siguiente manera: un cuerpo, bajo efectos de fuerzas y momentos, se encuentra
en equilibrio si y solo si, la suma de todas sus fuerzas y de todos sus momentos son igual a cero. Este mismo
principio se utiliza al calcular las reacciones de una estructura y tienen como base las ecuaciones de la estética,
que a su vez surgen de la primera y tercera Ley de Newton.

16



II TIPOS DE ESTRUCTURAS. II.2  Apoyos.

Este tipo de estructuras se estudiaran en este capitulo.

» Estructuras Hiperestaticas: Del prefijo Griego “hypér” que significa sobre, por encima
de. El nimero de ecuaciones proporcionadas por la Estdtica no son suficientes para
resolverlas. Son estructuras que necesitan un estudio més complejo ya que no pueden
ser resueltas con los principios de la Estética, son estructuras estaticamente indetermi-
nadas. Este tipo de estructuras se estudiardn en el Capitulo 2 de este trabajo.

El grado de indeterminacion se calcula, sencillamente por simple inspeccién, o con la dife-
rencia de incégnitas y reacciones. Asi pues una viga doblemente empotrada es una estructu-
ra Hiperestatica de tercer grado, puesto que, tiene 6 reacciones.'® reacciones — incognitas =
Grado de estaticidad, 6 — 3 = 3 Hiperestatica de tercer grado.

El grado de estaticidad puede ser cero, que corresponderia a una estructura del tipo
isostatica, si es menor que cero, se trata de una estructura hipoestatica.

Una vez que se conoce el grado de estaticidad, se puede determinar la manera de re-
solverla, si es que las ecuaciones de la estatica son suficientes, o no, en este caso hay que
emplear otros conocimientos mds avanzados y complejos.

I.2. Apoyos.

Un concepto importante a la hora de concebir una estructura son sus apoyos. Estos brin-
dan a la estructura estabilidad Estética y equilibrio (relativo) 14 . Los apoyos, brindan a las es-
tructuras restricciones en cuanto a su movimiento, evitando que estas, floten caética-mente
por el espacio, manteniendolas en un solo lugar, gracias a sus fuerzas de reaccién.!*Existen
principalmente tres tipos de apoyos. Que son los que generalmente se usan en las estructu-
ras. Véase la Fig 16.

a) Apoyo Moévil
b) Apoyo Fijo
c) Empotre

Fig. 16 Tipos de Apoyos

a) b) R.

H% ) Ry
i

La ubicacién, el niimero y el tipo de apoyos con los que contard la estructura es un paso
de suma importancia a la hora de concebirla, ya que, si no se colocan de manera adecuada,
nuestra estructura tendré defectos en cuanto a inestabilidades. Del nimero de apoyos depen-
de el grado de determinacién de la estructura.

13 Para ahondar en el tema, remito al lector al capitulo 3.4 “Determinacién estética, hiperestaticidad e inesta-
bilidad” (Kassimali, 2014: 58).

1% Aunque se supone que estd en reposo, sabemos que la tierra se mueve.

15 Fuerza transmitida del elemento estructural a sus apoyos y que estos deben ser capaces de soportar
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1.3 Estabilidad. II TIPOS DE ESTRUCTURAS.

I1.3. Estabilidad.

Estabilidad!®.se refiere a una cualidad de las estructuras que permite que mantengan su
forma, ya sea bajo efectos de cargas externas o simplemente de su peso propio. Que una es-
tructura se encuentre en equilibrio estatico no necesariamente es estable. Esto ocurre cuando
a una estructura en equilibrio, como puede ser una viga simplemente apoyada Fig.17(a), si
se adiciona una unién de articulacién a la mitad de su claro se deformara de la siguiente
manera Fig.17(b):

Fig. 17 Estabilidad

Por efecto de la articulacién se producirdn giros no deseados a la derecha y a la izquier-
da de la misma, lo cual sucede cuando las cargas aplicadas al rededor de la articulacién no
son igual a cero, ya que esta que no es capaz de resistir momentos, cambiando su cualidad
de estructura estable a una “inestable internamente”. Esto se soluciona adicionando un apoyo
movil que proveera una reaccién Fig.17(d), regresando su cualidad de estable, o cambian-
do el apoyo fijo por un empotre Fig.17(c). A este fenémeno se le conoce como: inestabilidad
geométrica interna y a este tipo de vigas que se basan en el principio de la articulacién ya
sea para pasar de un estado hiperestatico a uno isostatico o de una inestabilidad gométrica
interna a una estructura estable, se les conoce como Vigas Gerber.'”

Ahora estudiaremos algunos tipos de inestabilidades. Suponga un cuerpo amorfo infi-
nitamente rigido'®, restringido de movimiento por apoyos cualquiera y sometido a fuerzas
cualquiera. Entonces tenemos:

16 Del Latin “stabilitas” (estar de pie) y el sufijo“bilis” indicador de posibilidad y el sufijo “tas”que indica
cualidad. Que se mantiene sin desplazamientos aparentes

17 Heinrich Gerber (1832 - 1912) Ingeniero e inventor alemdn. Véase el Apéndice A

18 Esta idealizacién permite enfocar nuestra atencién solamente en cuestiones de estabilidad.
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II TIPOS DE ESTRUCTURAS. I1.3 Estabilidad.

Fig. 18 Inestabilidad estatica.

En la Figura se produce una Inestabilidad estitica debido a que el nimero de apoyos no
son suficientes. Ademads se puede observar que sus elementos de reacciéon son colineales por
lo tanto, no resistirian desplazamientos horizontales.

Si disponemos de diferente manera los apoyos y aumentamos su nimero, se pensaria
que este problema cesaria, entonces:

Fig. 19 Inestabilidad estatica 2.

En la figura los elementos de reaccién son paralelos, por lo tanto no pueden restringir
los desplazamientos horizontales de la estructura. El problema de inestabilidad estética se
conserva.

Otro ejemplo de mal disposiciéon de apoyos que producen inestabilidad, es el de la Fig.
20.

Fig. 20 Inestabilidad geométrica externa.
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III METODOS GEOMETRICOS.

En la figura los elementos de reaccién concurren hacia un punto especifico, por lo tanto
estos no pueden restringir el giro de la estructura. Produciendo una inestabilidad geométrica
externa

III. Métodos geométricos.

Como el titulo apunta, este tipo de métodos para calcular deformaciones en vigas, se
basa en la geometria de las posibles deformaciones de ésta a causa de las cargas o pares!”
que acttan sobre ella. Comenzando por demostrar la ecuacién diferencial para cuando lo
analizado es la flexién en vigas, ya que de ella parten los otros dos métodos, una vez demos-
trada esta ecuacion, se estudiara el método de la doble integral y se resolveran ejercicios,
para posteriormente analizar deformaciones por el método de la viga conjugada.

III.1. Ecuacién diferencial para la deflexion de vigas.

Para la siguiente demostracién considérese una viga simplemente apoyada, hecha de
materiales eldsticos, en la que estdn actuando un par de momentos en los extremos, debido
a esto se dice que la viga se encuentra bajo flexién pura. Puesto que la viga estd trabajando
a flexién pura, se supone que la viga estd compuesta de fibras esbeltas a lo largo de esta,
y que por lo tanto s6lo se encuentran bajo esfuerzos de compresién o tensién, segtn sea el

caso. Ademds como se mencioné los materiales con los que esta hecha obedecen la Ley de
Hooke?".

Fig. 21 Viga bajo flexién pura

G
_______________ !————-l----“““""'" " Eje Neutro

Analicemos un par de secciones transversales (a — a’ y b — V'), en algtin punto cualquiera
de la viga. Antes de la aplicacion de los momentos M, ambas secciones eran paralelas entre
si, pero este estado cambia después de aplicados los momentos, puesto que rotan un poco,
entonces tenemos:

19 Momentos
20 El modulo de elasticidad E se considera el mismo, ya sea para tensién que para compresion
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Il METODOS GEOMETRICOS. 1.1 Ecuacién diferencial para la deflexién de vigas.

Fig. 22 Viga bajo flexion pura.

MC ' ”lev’lﬁje Neutro
. <

Por simple inspeccion sabemos que las fibras superiores se encuentran bajo esfuerzos
de compresién, y a su vez las fibras inferiores a esfuerzos de tensién. La linea ¢ — ¢’ no se
encuentra bajo ningdn tipo de esfuerzo, es el eje neutro. A una distancia y por debajo del eje
neutro se encuentra el punto d, de manera que, si se traza una linea paralela a a — a’ se puede
calcular el alargamiento producto de la tensién que sufre la fibra longitudinal que pasa por
el punto d. Si se sabe que p es el radio de la curvatura de la viga y 0 el centro de curvatura,
y aplicando tridngulos semejantes calculamos dicho alargamiento, entonces:

dd"  dcd

cc c0 p
Por lo que el alargamiento de la fibra es proporcional a la distancia con respecto al eje neutro.
Y como se sabe por la Ley de Hooke E = ¢/€ 6 ¢ = Ee lo anterior afirmado, se puede
demostrar.

E
o=t @
P
Ahora analicemos la seccién transversal de la viga, donde dA es un elemento diferencial
de 4rea, ubicado a una distancia y del eje neutro. El elemento dP acttia en el punto sefialado
en la figura. Y como sabemos ¢ = P/ A, para este caso ¢ = dP/dA, entonces tenemos:

Fig. 23 Seccién transversal

_yi ! Eje Neutro

dP

ar = aa 3)
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.1 Ecuacién diferencial para la deflexién de vigas. ~ 1lI METODOS GEOMETRICOS.

Y debido a que la fuerza axial que acttia sobre el elemento dA es nula (para este caso
especial de flexién pura), se puede integrar, considerando lo dicho.

Ey E
—dA:—/ dA =0 4)
/p o)

La parte de la integral [ ydA = 0 es lo que se conoce como momento estdtico de la seccién
con respeto al eje neutro, y a su vez [ ydA = jA por lo tanto A = 0y 7 es la distancia
desde el eje neutro al centro de gravedad de la seccién transversal. Entonces, se sabe que
A # 0 por lo que 7 = 0 para que se cumpla la ecuacién. Asi es que se afirma que: el eje
neutro de la seccién transversal pasa siempre por el centro de gravedad de la misma.

Calculando el momento producido por el elemento dP a la distancia y del eje neutro:

_ _ (Ey
dM =dP .y = <7 dA) () (5)
Integrando.
2
M= / ET‘/ A ©6)

Y sustituyendo el valor de [y?dA = I

M=— 7
P )

De la ecuacién anterior podemos eliminar p despejandola de la ecuacién (2) y sustitu-
yendo en la ecuacién (7), tenemos:

m="Y ®
I
Esta formula se conoce como la férmula de la escuadrilla, de donde M es el momento de la
viga en cualquier punto de su longitud, I es el momento de inercia de la seccién transversal
de la viga con respecto al eje neutro, e y es una distancia medida desde el eje neutro hasta
cualquier punto, dentro de la seccién transversal de la viga, en donde actta el esfuerzo oy
que puede ser de tensién o de compresion.

La ecuacién (7) también se puede escribir como:

M 1
Bl p )

Y como se sabe el valor de M varia a lo largo de la longitud de la viga, por lo tanto la
curvatura de la deformacién de la viga es a su vez variable.
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Il METODOS GEOMETRICOS. III.2 Método de la doble integracion.

La expresion exacta que define la curvatura de la deformacion, en cualquier punto a lo
largo de la viga, se obtiene por cdlculo diferencial y es:

1 dzy/d x2
o [+ (dy/dx)?/3 10

De dénde la parte dy/dx es conocida como la pendiente de la curva en cualquier punto,
y que es tan pequefia que se considera despreciable, bajo este supuesto la ecuacién se puede
escribir de la siguiente forma:

~ —2 (11)

Y partiendo del principio de que se presentan deformaciones pequefias, podemos escri-
bir la ecuacién anterior de la siguiente manera:

dy M
2 " EI (12)

Esta es la ecuacion diferencial de segundo orden para la deflexién de vigas. 2!

III.2. Método de la doble integracidn.

Una vez demostrada la ecuacion diferencial de para la deformacion de vigas, se pue-
de calcular deflexiones con ella, con ayuda de integrales, la primera integral resulta en la
pendiente dy/dx en cualquier punto de la longitud de la viga, y la segunda la deflexién
en cualquier punto de la longitud de la viga. Para poder integrar M, que es la ecuacién de
momento de la viga a analizar, debe estar en funcién de x ya que x y y son coordenadas. Al
realizar las integrales, se obtienen dos constantes de integracion, las cuales deben respetar
las condiciones de frontera. Bisicamente en esto consiste el método de la doble integral. Para
ampliar y complementar la explicacion tedrica se realizaran ejercicios numéricos y algebrai-
cos. El método es sumamente sencillo, pero cuando la rigidez a la flexién no es constante
hay que realizar calculos adicionales, que si complican un poco el método.

Ejemplo Demostraremos el empleo del método calculando el giro y a deflexién méxima
de una viga simplemente apoyada de longitud L, con una carga uniformemente repartida
de valor w y un EI constante.

21 El producto de el modulo de elasticidad (E) y la inercia (I) es conocido como coeficiente a la flexion que
fisicamente representa la oposicién de un cuerpo, tomando en cuenta su forma geométrica y el material del
que estd hecho, a sufrir una flexién
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1.2 Método de la doble integracion. Il METODOS GEOMETRICOS.

Fig. 24 Ejercicio

X
w
Y v v "
- D ,”’/’//
T 7777
L

Calculando las reacciones que por simple inspeccién se pueden calcular. Posteriormente
la ecuacidon de momento a una distancia x, con un sélo corte es suficiente.

0<x<L/2
wLx  wx?
M= —— —
2 2
Factorizando
M= %(Lx —x?)

Aplicando la férmula diferencial para la deflexién tenemos:

d’y _ w 2
EI@ = E(Lx — X )
Integrando dos veces.
d2]/ 2

2 3
A= El/dy— 2/ ) dx +Cy dx
Lx x4
A—EI]/—E<T—E>+C1X+C2

Ahora aplicamos las condiciones de frontera, la primera que corresponde al apoyo fijo
es:x =0yy =0,0(A)y=0 = 0 porlo que C; = 0 De igual manera para C; sonx =Lyy =0
entonces (0)y—r /2 =0

w L4 L4 0
- Y (= L
0 2EI<6 12)“LCl +o5
__wl?
U™ To4E]T
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Il METODOS GEOMETRICOS. III.2 Método de la doble integracion.

Hecho lo anterior podemos escribir la ecuacién de giro de la viga estudiada.

2 3 3
—i(5 =5 1)

Y como el giro buscado es en x = 0, tenemos.

94 = —2aFT

Por simetria de la viga en ambos apoyos el giro tendria que ser el mismo, entonces eva-
luamos en x = L que corresponde al apoyo movil.

_ wld
~ 24EI

Ahora la deflexién, que por revision se sabe que a L/2 se encuentra la deflexion maxima,
porloque x = L/2.

 w Lx® 2t Dx
~2EI <T 12 f)

En esta parte del problema se puede corroborar que el planteamiento de las condiciones
de frontera es correcto, si evaluamos la ecuacién de A en los dos punto donde la deflexion

en teoria es cero, 0 sea (A)y—o y (A)x—r la ecuacion da cero.

5wl?
Bmix = =38 4F]

El signo negativo indica que la deflexion estd por debajo del eje y. Recuerdese que el eje
longitudinal de la viga pasa exactamente por el eje coordenado x y el eje y es perpendicular
a este, por lo que el punto A de la viga es el origen de los dos ejes.

Como se observé el método es bastante sencillo, lo complicado es plantear correctamente las
condiciones de frontera. Por ejemplo también se puede despejar C; de la ecuacién del giro,
ya que a la mitad del claro 6 = 0 cuando x = L/2,(0,—1 » = 0) asi pues:

dy w/Lx*> x°
o=Elg=5(%-3)+C
w sLx? 3
=55 —3)+C
Entonces
w (L3 I3
0=5p1(5 —21) TG
Despejando C;
__w®
V™ To4E]

A partir de aqui el procedimiento es el mismo, se sustituye C; y se integra para calcular
la deflexion.
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1.2 Método de la doble integracion. Il METODOS GEOMETRICOS.

Ejemplo Calcule la deflexién méaxima de una viga simplemente apoyada con una carga P
al centro de su longitud total (L) y un EI constante a lo largo del claro.

Fig. 25 Ejercicio

Por simple inspeccién sabemos que las dos reacciones verticales de ambos apoyos son
P /2. Realizando un corte a una distancia x obtenemos la ecuacién de momento.

0<x<L/2
Px
M=

Aplicamos la férmula diferencial para la deflexién de vigas.

@y _ Px
dx2 ~ 2FI
Integrando.
dy Px?
== a == m + Cl

Como sabemos la deflexiéon es simétrica a lo largo de su longitud con respecto al centro
del claro y por lo tanto la tangente es paralela al eje de la viga en este punto, entonces 6 = 0
en x = L/2, conociendo lo anterior se puede calcular la C; sustituyendo lo anteriormente
planteado (0) ,», = 0.

_ pr?
YT 16El
Entonces la ecuacion para calcular el giro es:
_ Px* PL?

~ 4EI  16EI
Para el punto A (0)y—o = mdx

_ PL?
16E1
Factorizando e integrando por segunda vez.

s =
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Il METODOS GEOMETRICOS. III.2 Método de la doble integracion.

A=W P e Y

~ dx  4EI 2
P /x3 L%x
AN=y— — (- - —_—
Y 4E1<3 4)+C2

Por las condiciones de frontera y = 0y x = 0 en el apoyo izquierdo, o sea (Ay—o = 0)
entonces C; = 0

P /x® L%x 0

p=g(s 5 )
Calculando la deflexion maxima a L/2, evaluando (A),— , = mdx
P <L3 L3> . pr?

Apin — — [ = ) — =
MIXTTAEI\24 8 48E]

Célculo de deflexiones.

Ejercicio (1) Calcular la deflexién méxima de una viga empotrada, como se muestra a
continuacion, considérese el EI constante.

Fig. 26 Ejercicio (1)

Calculando las reacciones del empotre y calculando la ecuacién de momento.
0<x<L/2
M = —PL + Px
Factorizando y aplicando la ecuacién diferencial, obtenemos

d’y P

S (—-L
oz L)
Se integra para obtener el giro
dy P x?
0= g~ (7)) G
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1.2 Método de la doble integracion. Il METODOS GEOMETRICOS.

Debido al empotre en el punto A no existe pendiente por lo que (6)y—o = 0 entonces
C1=0

0:%(—Lx+%2)+%'0

El giro maximo se encuentra, evaluando (6).—r la ecuaciéon anterior.
PL?
O0p = — =
2EI

Integrando una vez mads para obtener la deflexién

Nuevamente, debido al empotramiento en el punto A (A)y—o = 0 por lo que C; =0

P Lx* 3 0
b= +)+E
Evaluando (A),—; = mdx

PL3
A= T3E]

Ejercicio (2) Calcular la deflexion médxima de una viga empotrada, como se muestra a
continuacion, considérese el EI constante.

Fig. 27 Ejercicio (2)

@ N i ' ' ' "
—— T
Tt 0
N \\\\B s
= “’ X

Calculando las reacciones y la ecucién de momento a una distancia x como se muestra
en la figura ()

Factorizando y sustituyendo en la ecuacién diferencial
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Il METODOS GEOMETRICOS. III.2 Método de la doble integracion.

d’y w < L x
Integrando

0 w< L2x  Lx? x3>

T EI > T T

Las condiciones de frontera son: (6),—o = 0 debido al empotramiento

w L>x Lx* X3 0
£1( - )

EI\. 2 " 2 6

0=

Entonces (0)y—; = mdx

% = ~GEr

Integrando la ecuacién del giro, obtenemos

w 12x2  Lx3 x*
—5il~ 1+t ") tC

Estableciendo las condiciones de frontera debido al empotre (A)y—o = 0

w L2x2  [x3 a1t 0
0= (-7 +% —m) %

Ahora se puede calcular la deflexién maxima cuando (A)y ,, = mix

A

wl?
Ap = 2=
B 8EI

Ejercicio(3) Ahora analicemos otro tipo de carga un poco diferente de las que se ha hecho.
En una viga simplemente apoyada un momento M acttia en el apoyo mévil, EI = constante.

Fig. 28 Ejercicio (3)

Se procede a calcular las reacciones de los apoyos
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1.2 Método de la doble integracion. Il METODOS GEOMETRICOS.

RAY =

RBY = —

~RelR

Ahora la ecuaciéon de momentos a una distancia x

Mx
M =
L
Sustituyendo en la ecuacion diferencial
d?y  Mx
Hae =T
Integrando
Mx?
EIf = C
T

No se pueden establecer condiciones de frontera ya que no se sabe cuando es que el giro
vale cero. Integrando nuevamente.

3

Mx
EIA = 6—L+C1X+C2

Aqui si se pueden establecer las condiciones de frontera. Primero para Cp ya que (A)y—o =
0 por lo que
M 3
EIA= " + Cix + Q’

Para C; la condicién de frontera es que la deflexién vale cero en el apoyo derecho, enton-
ces, (A)y=r =0

MIL3
0= 6—L + Clx
ML
Ci=——

Ahora podemos sustituir la constante C; en la ecuacion del giro

Mx?2 ML
Bl = 2L 6

Para el apoyo A el giro es, (0)x—o

ML
6EI

04 = —
Para el apoyo izquierdo (6),—r, por lo tanto

ML

% = 37
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Il METODOS GEOMETRICOS. III.2 Método de la doble integracion.

Es posible establecer una relacién entre la deflexion y los giros, de manera similar que con los
valores de cortante y momento flexionant. Cuando el giro vale cero, es decir que la tangente
en un punto es paralela al eje x, se presenta la deflexiéon maxima. Sabiendo esto podemos
suponer que si igualamos a cero la ecuacién del giro y despejamos x, en ese valor de x se
presentard la deflexién maxima.

O_Mx2_ML
2L 6
L

X =—

V3

La deflexién maxima se encuentra a \/Lg del origen, o sea del apoyo A, ahora se puede
sustituir en la ecuacién de la deflexién para encontrar su valor maximo en la viga.

EIN= — — ———.
6L 33 6 /3
A ML?-+/3

max-— 27EI

Ejercicio (4) Este ejercicio presenta una cuestion nueva, los ejercicios anteriores se pudie-
ron resolver con una sola ecuacién de momentos, puesto que esta era valida para toda la
viga, o que era valida para la mitad del claro, y por simetria, la otra mitad era idéntica a la
primera. Para el presente ejercicio, se puede deducir por observacién que este no es el caso,
ya que no existe simetria en la deformacién producida por la carga, por lo que se deberan de
considerar dos ecuaciones de momento, unadea a by otrade b a L, lo que producird cuatro
constantes de integracion, dificultando un poco su resolucion.

Considerese EI constante.

Fig. 29 Ejercicio (4)

xl - —
a P b
@ \‘\IQA\ > g 7
—— .~ UB
Z %
L
Primero se calculan las reacciones.
Pb
RVA = —
v L
Pa
RVB = —
L
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1.2 Método de la doble integracion. Il METODOS GEOMETRICOS.

Determinamos la primera ecuacién de momentos

0<x<a
Pbx
M; = —
=L
En la ecuacion diferencial )
d?y  Pbx
EI=Z =-—=
dx? L
Integrando
Pbx?
EIf =
T + C

No es posible en este punto aplicar las condiciones de frontera, para asi calcular C;. Pero
en este momento se puede calcular el giro en el punto en el que actta la carga

Pba?
EI(0)y—y = ——
( )x—a 7L +C1
Integrando
Pbx®
EIN="" +Cix+ G,

6L
Estableciendo las condiciones de frontera, en el apoyo Ax =0y y = 0 porloque C; =0

Pb3 0
EIA=——+Cix+&f

Ahora se puede calcular la deflexién en el punto en el que acttia la carga P

Pba®
EI(A)x:u — 6L

Ahora calculando la segunda ecuacion de momento que corresponde a un corte después
de la carga P

+ C1a

a<x<L
Pb
M, = o P(x —a)
L
En la ecuacion diferencial
prdy _ Phr P(x —a)
dx2 L
Integrando
Pbx*> P(x —a)?
EI6 = —
0 1 > + Cs
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Il METODOS GEOMETRICOS. III.2 Método de la doble integracion.

De igual manera, no se puede aplicar las condiciones de frontera, pero si se puede evaluar
el giro en el punto de aplicacién de la carga

Pba?

Las dos ecuaciones de giro calculadas y evaluadas en x = a se pueden igualar debido a
que el giro en ese punto es el mismo

Pba? Pba?
T T
Se deduce
Ci=0Cs

Integrando la segunda ecuacién de giro

Pbx®  P(x —a)?
EIA = L c + Cx + Cy
Evaluando la deflexion en el punto de aplicaciéon de la carga P en la segunda ecuaciéon

de momentos calculada

Pba’
EI(A)x:a = 6—L + Cgﬂ + C4

Para poder calcular C4 podemos igualar las dos ecuaciones de deflexién que se acaban

de calcular

Pba® Pba®
TJrCla— E+Cga+c4
Entonces
Cys=0

La condicién de frontera pueden ser aplicadas en la segunda ecuacién de deflexion, esto

esy=0cuandox =1L, (A)y_r =0

_ P>  P(L—a)?

L
0 c ¢ + Cs
pPvi?2  ppd
= - — L
0 G G + C3
= _—(b*—L
Cs 6L(b )

Calculadas las cuatro constantes, solo queda sustituir sus valores para obtener los giros
y las deflexiones. Primero (64)x—o
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1.2 Método de la doble integracion. Il METODOS GEOMETRICOS.

0

EIf, = %/+ g—i(bz —1?)
EIf, = g—IZ(bz —12)
3
o =gz (- T)
Para el apoyoen B (6) =t
EIf = P;zz - P(xz_ 2 é’_[’j(bz ~12)
EIGZPTMJ—PTZJZJrIg—E(bZ—LZ)
0p = %(%L + b—; - 30%)
Ahora las deflexiones primero para A1, 0 < x <a
0<x<a
EIA = ng + g—f(bz ~ )«
A = 6?% [ + (b* — L)x]
ParaA2,a <x <L
a<x<L
EIA = ng - P(x6_ i g—f(bz )«
Ay = 6?IjL [x® — %(x —a)® + (V* — L)x]

Ejercicio (5) Calcular los giros y las deflexiones causados por la carga uniformemente re-
partida en una viga empotrada, de claro L. Considérese EI = constante.

Fig. 30 Ejercicio (5)

@ \‘7 Y \4 Y \4 Y
\ &
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Il METODOS GEOMETRICOS. III.2 Método de la doble integracion.

Calculadas las reacciones, se sustituye la ecuacién de momento en la ecuacién diferencial.

0<x<g
2 2
M = 5 + wax — -
d2y 2 2
EI@ = — 5 “+ wax — T
Integrando obtenemos el giro
2 2 3
wasx ~ waxc  wx
Elf = — —
0 ) c T C1

Como se sabe (8)y—9 = 0y aplicando esta condicién de frontera

wa*x  wax®>  wx® 0
EIf = — —
2 + 2 6 + %
Realizando la integral del giro
2,2 3 4
wasxs  wax’>  wx
EIN= "=+ = - +C
Por condicion de frontera (A)y—o = 0
wa’x®  wax®  wxt 0
EIA = — -
4 + 6 24 + %(

Con esta ecuacion se puede calcular el giro y la defleccion en a.

wa

EIGQ—T

4 4 4

wa wa wa

EIA = — 1 + Y
4

wa

EIAa:—?

Ahora la parte que no se encuentra bajo los efectos de la carga, por lo que

a<x<L
M=0

d?y
EI@ =0

Integrando

EIO =Gy

Y como en en 4 el giro debe ser el mismo
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1.2 Método de la doble integracion. Il METODOS GEOMETRICOS.

3
wa
Cy = — 22
3 6
3
wa
Elg = — <%
6

Esta ecuacioén para calcular el giro es aplicable s6lo paraa < x < L.

Integrando nuevamente

a)a3x

6

Las dos deflexiones deben ser iguales, por lo que, igualando las dos ecuaciones de defle-
xion evaluadas en a

EIAN = —

+Cy

wa4 wa4
2 = 4C
8 6 ¢
Despejando Cy4
4
wa
Co=+—r
1=t
3 4
wa-x wa
HA=——+7

Esca ecuacion es aplicable paraa < x < L

Ejercicio (6) Calcular las deflexiones y giros, de la siguiente viga simplemente apoyada,
con un momento actuando a una distancia a del apoyo A. Considérese EI = constante

Fig. 31 Ejercicio (6)

Una vez calculadas las reacciones, se calcula la ecuaciéon de momento

0<x<a

Mx

M=——
L
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Il METODOS GEOMETRICOS. III.2 Método de la doble integracion.

Sustituyendo en la ecuacion diferencial para la deflexion

Integrando para obtener la ecuacién del giro

Mx?
EIf = — C
T
No se pueden aplicar las condiciones de frontera, pero si se puede evaluar en a
Ma?
El0 = ———+C
T

Volviendo a integrar para obtener la deflexion

Mx3
EIA = _6—L —|—C1x—i—C2

Se sabe que (A)y—o = 0, asi que ahora si se puede aplicar esta condicién de frontera

3 0
EIf = —Agz +Cix 405

Ahora para la otra pare de la viga

a<x<L
Mx

La ecuacion diferencial para la flexién en la parte después del momento actuante es

d?y Mx
El -5 =—7"7++M
dx? L
Integrando por primera vez

2

Mx
EIf = —Y+Mx+C3

No es posible aplicar condiciones de frontera, pero si de evaluar en 4
EIf = — M_az +Ma+C
T 2L :

Para calcular las constantes que surgieron de la integracién,se igualan las ecuaciones del
giro, partiendo del supuesto que los giros en el punto a , deben ser iguales

Ma? Ma?
_T+C1 = —T—FMLI#—CC),
Despejamos Cq
Ci=Ma+Cs
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1.2 Método de la doble integracion. Il METODOS GEOMETRICOS.

Integrando la ecuacion del giro

Mx3 Mx?
oL + T + C3x + Cy

Ahora es factible aplicar una condicién de frontera, (A)y—; =0

EIA = —

ML3  MIL?
EIA = —6—L+T—|—C3L+C4
Para calcular C; se igualan las ecuaciones de deflexién, evaluadas en x = a
Mad Ma®  Ma?
—6—L+C1(1— —6—L+—2 + Cza+ Cy
Despejando C;
2
C1a= MTa+C3a+C4
Sustituyendo el valor de C;

MZ
Ma2+C3a:Ta+C3a+C4

Despejando el valor de la constate cuatro
_ Ma?

2

Bajo el principio de la condicién de frontera con respecto a el apoyo mévil, sabemos que
(A)y=r = 0, entonces

Cy

ML?>  ML?
EIA = —6—L+T+C3L—|-C4
Despejando C3
ML  Ma?
G="3 T

Calculadas las cuatro constantes, se sustituyen en las ecuaciones de giro y de deflexion,
para encontrar los valores respectivos en cualquier punto de la viga. Primero los giros.

0<x<a
Mx? ML  Ma?
EIQ——ZL +Ma+_T_T
a<x<L
Max? Ma?
EIf = — I + TR

Y las deflexiones
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Il METODOS GEOMETRICOS. III.2 Método de la doble integracion.

0<x<ag
Mx3 MLx  Ma?x
EIA= - - -
o T Max——3 oL
a<x<L
Mx3 Mx?2 MLx Ma%x Ma?
EIA=-"2 4 255 - +
6L 2 3 2L 2

Ejercicio (7) Calcular las ecuaciones que rigen la deflexion en la siguiente viga dada, asi
como las ecuaciones de giro. Considérese un modulo de elasticidad y una inercia constante.

Fig. 32 Ejercicio (7)

Realizando un corte a una distancia x se obtiene la ecuacién de momento, para sustituirla
en la ecuacién diferencial.

0<x<g
= —Px
d?y
EI@ = —Px
Integrando
P 2
EI0 = — > 1
2
Integrando nuevamente
3

P
EIO = —Tx+c1x+c2

Debido a que no es posible hacer valida ninguna condicién de frontera, evaluamos (Ay—, =
0) para usarla posteriormente

P3
EIA:—TH+C161+C2
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1.2 Método de la doble integracion. Il METODOS GEOMETRICOS.

a<x<(L—a)
M = —Px

dzy
EI@ = —Pa

Integrando

EI0 = —Pax + C;

Aplicando la condicion de frontera (0),—; » = 0y despejando C3

PaL
C3=——
T2
Entonces
PaL
EI§ = —Pa? + %
Igualando las ecuaciones del giro
Pa? ,  PaL
—T +Cy = —Pa” + T
Pa*  PaL

Calculada la C; se puede sustituir su valor en la ecuacién de deflexién, evaluada en

(A)x—a = 0 para la primera parte de la viga, para calcular la segunda constante de integra-

cion.
a> Pa® Pa’L
O:—p6 -5t + G
Despejando C;
C, — 2Pa®  Pa’L
3 2

40

Integrando la ecuacién de giro para la segunda parte de la viga

2
pax=  PalLx
EIN = ———
2 * 2

Se aplica la condicién de frontera (A)x—, = 0 debido al apoyo

+ Cy

Oz_p_a‘g_i_PazL
2 2

+Cy
Despejando Cy4

3 2
_&_PaL
Ca=73 2

Calculadas todas las constantes, se procede a sustituir en las férmulas. Para los giros




Il METODOS GEOMETRICOS. III.2 Método de la doble integracion.

0<x<a
Px? Pa? Pal
EI0 = — 5 T
a<x<(L—a)
Pal
EIG:—Paer%
Las deflexiones
0<x<aqg
Pa’ Pa’x Palx 2Pa® Pa’L
HA=——ct T t5

a<x<(L—a)

2 3 2
EIA — _PAX +PaLx pa’  Pa°L
2 2 2 2

Ejercicio (8) Calcular las ecuaciones de giro y de deflexion para la siguiente viga mostrada,
por el método de la doble integral, considérese un EI = Constante.

Fig. 33 Ejercicio (8)

@w \4 \4 4 A w@
// : : \\‘ ”4’

Calculamos reacciones

2
L+ Y L rve =0

2b
wl?

RVC = ——— L
C b +w
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1.2 Método de la doble integracion. Il METODOS GEOMETRICOS.

Realizado lo anterior, sustituimos el valor de la ecuacién de momento obtenida por un
corte a una distancia x de la viga y se sustituye en la ecuacién diferencial.

0<x<aqg

2

wX

M, = ———

1 2

2 2
pdy _ wx”
dx? 2

Integrando para obtener la ecuacién de giro que corresponde a la parte de la viga que se
encuentra en voladizo

Elf6 = _wa3 +C
No es posible aplicar ninguna condicién de frontera, asi que volvemos a integrar
wx*
EIA = Yy +Cix+ G

Todavia no es posible calcular las constantes de integracién, pero es factible evaluar la
ecuacion (A)y—, =0

wa*

OZ—E—FCltZ—i—Cz

Ahora se sustituye la ecuacion diferencial con el momento obtenido de un segundo corte

a<x<L
2 2
wx wL
My=——+ 5 x—a)
d?y wx?  wl?
He =72 T 9
Integrando
3 2 2
_ wx’  wLir(x—a)
Elo= -2+ 2 [ 4G
Volviendo a integrar
4 2 3
_ wx*  wLir(x—a)
EIA = =+ O || + Gax + Gy

Debido a la integracion se han obtenido cuatro constantes, se deben de establecer las
condiciones de frontera para calcularlas, para las ecuaciones de giros establecemos la pri-
mera condicion de frontera (0),—,, se igualan, bajo el supuesto de que en el punto a las dos
ecuaciones deben ser iguales, pero no se puede suponer que el giro es nulo, observese la
ecuacion, este supuesto es meramente tedrico

wa’ wa’

= 4
¢ T 6 6
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Il METODOS GEOMETRICOS. III.2 Método de la doble integracion.

Ci =G

Ahora utilizando la segunda ecuacién de deflexién, que rige la segunda parte de la viga,
aplicamos las siguientes condiciones de frontera (A)y—, = 0y (A),—p = 0, se tiene

4
wa
0:—E+C3Q+C4

Despejando Cy4
_wat wlPh?

G=7r o

wL*  wL?p?
- T Gl
0 o + B + CGL+Cy

Sustituyendo el valor de C4 en la ecuacién anterior y despejando C3

—Cs

wa*  wL? B wL?b

G=—oun w12

Y como sabemos C; = C3

w(L* —a*) B wL?b
24b 12
sustituyendo el valor de Cj en la ecuacién de deflexiéon evaluada en (A)y—, = 0, tenemos

Ci=C=

wat  w(L* —a*) B wl?b

0= T om o T
Y despejado Cy4
wat  w(l*—aYa  wL?ba
Q=CG=tor T T

Una vez calculadas todas las incégnitas, se procede a sustituir los valores en las ecuacio-
nes necesarias.
Para los giros.

0<x<aqg
wx®  w(L*—a*)  wL?b
Hb=—"*"m 1«
a<x<L
wx®  wl?r(x—a)’]  w(L*—a*) wL?b
EIf = — —
6 * 2b [ 2 ]+ 24b 12
0<x<a
EIA — wxt N w(l* —a*)x  wLl?bx | wa® w(L*—a*)a  wLl?ba
24 24b 12 24 24b 12
a<x<L
4 2 3 4_ 4 2 4 4_ 4 2
 wx*  wLlir(x—a) w(L* —a*)x  wLlbx  wa* w(L*—a*)a wLba
Em__24+2b[ 6 }“L 24b 12 24 24b 12
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1.2 Método de la doble integracion. Il METODOS GEOMETRICOS.

Ejercicio (9) Debido a la simetria que presenta el siguiente ejercicio sélo calcularemos la
mitad. El momento concentrado se encuentra al centro del claro L, considerar un EI = cte

Fig. 34 Ejercicio (9)

e xl - . x2
M _
®) o
b, ZANS
4 W%
L

Calculadas las reacciones establecemos las ecuaciones de momento que son dos, una
antes del momento concentrado x; y otro después x», se tiene

0<x<L/2

Mx
M; = ==
1=

L/2<x<L
Mx
M2 — T - M
Aplicando la ecuacién de la eldstica para vigas e integrando para obtener la ecuacién del

giro

0<x<L/2
M
EIG:i/—Ide

Mx?
ElI0 = —
T + C

Volviendo a integrar

3

Mx
EIA—6—L+C1X+C2

Procediendo a calcular las constantes de integracion, partimos del supuesto de que la
deflexién es igual a cero cuando x = 0, o sea en el apoyo A. Entonces
Mx3
0= —+Cix+C
6L TS
Por lo que C; = 0. Escribiendo de nuevo la ecuacion para la deflexiéon
Mx3

EIA:6—L+C1X

44



Il METODOS GEOMETRICOS. III.2 Método de la doble integracion.

Aqui se puede hacer otra suposicion para poder calcular Cy, se considera que la deflexién
en el punto de aplicacién del momento concentrado vale cero. 22 Entonces cuando A = 0,
x=1L/2

MIL3 CiL
8 T2 =0
ML
Cl__ﬂ

Una vez calculadas las constantes de integracion, se escriben las ecuaciones

0<x<L/2
_ Mx?> ML
T 2LEI 24EI
po MO MLx

6LEI 24E]

Después de la mitad del claro las deformaciones seran iguales a las de la primera mitad,
véase la Fig. 34, pero con el signo distinto.

Ejercicio 10 Obtener la ecuacién de la deflexiéon de la siguiente viga, asi como la de giros.
Considerando un EI = cte

Fig. 35 Ejercicio (10)

Calculadas las recciones y la ecuacién de momento, aplicamos el método.

wlx  wx®
ElI0 = | —— — —
6 6L
Integrando
wLx?  wx*
EIO o 2aL +C

Ahora para la deflexion, se tiene

wlLx?  wx?*

EIA= | =5~ T C

22 Resolviendo el ejercicio por el método del trabajo virtual se puede comprobar esta suposicién
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1.2 Método de la doble integracion. Il METODOS GEOMETRICOS.

Integrando

wLx®  wx®

36 120L

Estableciendo las condiciones de frontera para calcular las constantes Cuando x = 0,
A = 0, entonces: C, = 0 Cuando x = L, A = 0, entonces

EIA = +Cix+ G

4wl’
360
Sustituyendo el valor de C; en las ecuaciones de las deformaciones

C =

wLx®  wx’  4wl3x

36 120L 360
Lx?  wx* B 4wl3

w
EI6 = 12 24L 360

EIA =

Ejercicio 11 Encontrar las respectivas ecuaciones de deflexién y de giro para la siguiente
viga, cargada de la siguiente manera. Considerar EI = cte

Fig. 36 Ejercicio (11)

X2
30kg/m 30kg
@ b v ¥ vy
~ba--- _9]3, g
Z 77777
6m 3m —=
Calculando las reacciones
RVA =130kg
RVB = 80kg

Calculadas las reacciones se realizan los cortes necesarios

0<x<6m
M = 130x — 15x2

oem<x<9m
M = 130x — 180(x — 3) — 30(x — 6)

Para la primera parte de la viga
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Il METODOS GEOMETRICOS. III.2 Método de la doble integracion.

0<x<o6m

EI0 — / 130x — 1522

EIf = 65x% —5x° + C;

Integrando

3 4
EIA:%Tx—S%—I—Clx—i—CZ

En este punto es posible saber el valor de C; ya que cuandox = 0A = 0., C; = 0 Ahora
para la segunda parte

oem<x<9m
EI6 = /130x— 180(x — 3) — 30(x — 6)

EIf = 65x> —90(x — 3)% — 15(x — 6)? + C3

Integrando

65x° 3 3
EIA = 3 —30(x —3)° —=5(x —6)° + Cax+ C4

Aunque ya se elimino una constante de integraciéon, quedan tes que atin no se sabe su
valor, basandose en la continuidad de la viga, se igualan las ecuaciones de giro evaluadas
en 6m, para obtener una relacién entre constantes que ayude a encontrar el valor de las
constantes que faltan.

0
16552 — 533 + C; = 6582 — 90(x — 3)2 — 15(x="6)% + C3
(Cy — C3) =270

De igual manera con las ecuaciones de deflexién

M—5x3+clx:55{[—90(x—3)2—M£C3x+C4
—1620 + C1(6) = —810 + C3(4) + C4
6(C1 — C3) — 810 = C4
Cy = 810

Evaluando la ecuacién de deflexién de la segunda mitad de la viga en x = 9, dénde es
sabido A =0

65x> 3
3 —30(x —3)” —=5(x —6) +C3(9) +810 =0

C; = 1110

Regresanco a la relacién que se encontr6 al igualar las ecuaciones de giro
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1.2 Método de la doble integracion. Il METODOS GEOMETRICOS.

C1 = —840

Calculadas todas las constantes de integracién, se vuelven a escribir las ecuaciones de
deformaciones completas.

0<x<6m
EIO = 65x% — 5x° — 840
65x3  5x*

oem<x<9m
EI6 = 65x% —90(x — 3)% — 15(x — 6)% 4+ 1110
65x3

HA:-3——3mx—@3—ax—®?+nmx+&o

Resolviendo la primera ecuacién de giro, se obtiene el punto donde la deflexién es maxi-
ma, es x — 4.4267 m

Ejercicio 12 Obtener las ecuaciones de deflexiéon y de giros para la siguiente viga, considé-
rese EI = cte.

Fig. 37 Ejercicio (12)

X2
1Ton/m
@ v vy oy oy
=
N
4m 4dm
Calculando las reacciones
RVA =5Ton
RVB =7Ton
Ahora haciendo dos cortes
0<x<4m
2
X
Ml =bx — ?
4 < x<8m

My =5x —4(x —2) — (x —4)?
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Il METODOS GEOMETRICOS. III.2 Método de la doble integracion.

Aplicando el método

0<x<4m

2

X
EIf = - —
0 /Sx >

5x2 3
ElI0 = — — —
2 6
5x3 xt
EIA = ?—ﬂ“‘Clx—{‘Cz

De las dos constantes que surgieron podemos eliminar C,. Como sabemos cuando x = 0
A = 0porloqueCy, =0.
Ahora para la otra mitad de la viga

+C

dm < x < 8m

E19=/5x—4(x—2)—(x—4)2

2 —4 3
10— 2 oo WA o
2 3
Volviendo a integrar obtenemos
3 2 —4 3 —4 4
pra =2 26— 4)7 -4 e

6 3 12

Una vez obtenidas las ecuaciones, se deben calcular las constantes de integracién que
se desconocen. Partiendo del hecho de que los giros deben valer lo mismo en 4 m debido
a la condicién de continuidad de las ecuaciones de momento que se calcularon realizando
dos cortes, dicho esto, se igualan las ecuaciones de giros evaluadas a 4 m. A pesar de este
supuesto no se podré calcular ninguna constante, ya que existen dos incégnitas, pero se
podra establecer una condicién para calcularlas.

0
5% x3 _5% ,  (x—
5 ——6+C1— > —2(x —2)" — 3 + C3
Entonces
8
Ci—C3) ==
(C1 —G3) 3

Ahora igualando las ecuaciones de deflexién bajo el mismo principio que con los giros

x* 2(x —2)?
o1 +C1(4) = T3 +C3(4) + Cy
16
4(C1 —GC3) — 3= Cy
Despejando Cy4
16
Cy = 3
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1.2 Método de la doble integracion. Il METODOS GEOMETRICOS.

Ya calculada la cuarta constante de integracién se puede sustituir en la ecuacién de la
deflexiéon de la segunda mitad de la viga, evaluada en x = 8 m y despejando C3

100
3

Conociendo Cy4 y C3, sustituimos sus respectivos valores

C3 =

100 8
(Cl + ?) - 5

92
3

Calculadas las cuatro constantes de integracion se pueden volver a escribir las ecuaciones
de las deformaciones

C =

0<x<4m
5x2 x> 92
ElIf=— =" - =
2 6 3
5x  x* 92«
HA="¢—u"73
dm < x<8m
5x2 (x —4)3 100
= _2(x—2)*— —
EIf = =3 2(x —2) 3 3
503 2(x—4)% (x—4)* 100x 16
EIN= =~ — - - —
6 3 12 A

Para encontrar la deflexion méxima en la viga, se resuelve la ecuacién de la deflexién de
la segunda mitad del claro, y se obtiene x = 4.1106 m

Ejercicio 13 Obtener las ecuaciones de deformaciones de la siguiente viga, asi como el
punto donde se encuentra la deflexion maxima. Considerar EI = cte

Fig. 38 Ejercicio (13)

X2

10 Ton - m 7 Ton/m

— 2m 4dm

Realizando los cortes necesarios
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Il METODOS GEOMETRICOS. III.2 Método de la doble integracion.

0<=x<2m
M = 11x
2 <=x<6m
o 2
lelx—lo—u

Aplicando el método

0<x<2m
112
Eze:Tx+C1

11x3
EIA:Tx—i—Clx—i—Cz

Estableciendo que, cuando x = 0 A = 0 es posible saber que C, = 0 Para la otra parte de
la viga

2m<x<6bm
11x? 7(x —2)3

1123 ,  7(x—2)*
EIA = T—5x —T+C3X+C4
Igualando las ecuaciones de giro
11x2 11x? 7(x —2)3
Elf = — = — —10x - ——
0 > + C 5 Ox 6 +Gs
Evaluando en x = 2
Ci=-204+GC;

(C1—C3) =-20
Haciendo lo mismo para las ecuaciones de deflexiciéon
C1(2) = —5x% + C3(2) + Cy
Cy=—-20

Ahora evaluando la ecuaciéon de la deflexionen x = 6

182
Cy3=——
3 9
Entonces
362
Ci=——
! 9

Reescribiendo las ecuaciones obtenidas con sus respectivos valores de las constantes
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III.3 Viga conjugada. Il METODOS GEOMETRICOS.

0<=x<2m
2
EIG:“Tx_g
3
EIA:HTx_%gzx
2m<x<6m
2 _9)3
EI@:“T"_10x_7(x62) _122
Em:%’ca_ 5x2_7(x2—42)4_1892x_20

Resolviendo la ecuaciones de giro se obtiene el punto donde se presentard la deflexién
maxima, este es en x = 3.0959

III.3. Viga conjugada.

Se basa en la relacion que existe entre la carga, reacciones, fuerza cortante, y momento
flexionante. El método consiste en transformar un viga bajo cargas reales en otra, llamada
viga conjugada de igual longitud, pero diferente sistema de apoyos, sometida a una carga
elastica (llamada de este modo por el hecho de estar dividida entre EI), que resulta del
diagrama de momentos de la original (M/EI), cuyos valores de los esfuerzos cortantes y
momentos corresponden a los giros y deflexiones de la viga original, respectivamente.

La gran ventaja de este método en comparacién al del trabajo virtual es que se puede
calcular deflexiones en distintos puntos, con el mismo planteamiento. Esto puede resultar
en una simplificaciéon del problema.

Para demostrar el método, consideremos una viga Gerber, con una carga w de valor
variable.

Fig. 39 Viga Gerber

La curvatura para cualquier punto de una viga esta expresada por:
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Il METODOS GEOMETRICOS. III.3 Viga conjugada.

2
dy __M (13)
dx? EI
Y la pendiente por:
dy_ tanf ~ 60 (14)
dx
Para pequefias deformaciones
o _ M (15)
dx El
Integrando la ecuacién anterior.
M
0 =— / E dx

Sustituyendo 6

M
y—/(?dx——//ﬁdxdx

Considerando un elemento diferencial dx en una viga

v _
dx
dM
a7
V:—/wdx

M:/de:—/ wdx dx

Considerando la viga conjugada con una carga elastica de M/ EI y sustituyendo w en las
ecuaciones anteriores

- M
M——//ﬁdxdx

De esta manera se deduce que el cortante de la viga conjugada es el giro en cualquier
punto de la viga real, y de igual manera el momento de la viga conjugada es la deflexién de
la viga original.
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III.3 Viga conjugada. Il METODOS GEOMETRICOS.

En cuanto al sistema de apoyos, debe de haber una coherencia, debido a que el siste-
ma de apoyos de la viga original podria no permitir deflexiones, por el hecho de que por
naturaleza un apoyo restringe desplazamientos, en algtin punto. El caso mds sencillo para
comprender esta cuestion es el del empotre, si la viga real estd empotrada en uno de sus
extremos, en este punto no existen los giros ni las deflexiones, si se apoya de igual manera
la viga conjugada, en el punto donde se encuentra el apoyo existiria el giro y la deflexién,
porque en este punto existe el cortante y el momento (maximos), faltando a la definicién de
apoyo. Si en la viga conjugada liberamos el extremo donde se encontraba originalmente el
poyo y el extremo libre se empotra, en este punto se encontraréa la deflexién y el giro, debi-
dos al cortante y momento (méximos), como se supone que sucederia en la viga real. Debido
a este tipo de problemas se debe prestar atencion al sistema de apoyos de la viga conjugada,
véase el b) de la Fig. 39, el extremo empotrado, pasé a estar libre y viceversa, en el punto
(b) existe una articulacion y esta transmite cortantes pero no asi momentos, por lo tanto
no puede mantenerse en la viga virtual, ya que no habria momentos en ese punto, pero se
debe mantener el limite de frontera, y deben de existir los momentos en la viga conjugada
para que estos den lugar a un desplazamiento, es por eso que en la viga conjugada en el
punto (b) pasa de ser una articulacién a un apoyo mévil. De igual manera el apoyo mévil
de la viga real, pasa a ser una articulacién en la viga conjugada, debido a que, por tratarse
de un apoyo no puede existir un desplazamiento en dicho punto (c) pero si se mantiene el
apoyo movil en la viga conjugada, en este punto existirfan momentos que darian lugar a un
desplazamiento, pero se estaria violando los limites de frontera, entonces se cambia por una
articulaciéon en donde no existen momentos y por lo tanto no existen desplazamientos.

Para facilitar este problema, se puede desarrollar un pequefio diagrama, para ayudar a
guiar a la hora de resolver problemas.

Empotre <— Libre
Apoyo movil <— Apoyo movil
Apoyo fijo <— Apoyo fijo
Apoyo fijo 6 mévil — Articulacion
Articulacién interna — Apoyo movil

En el diagrama?? se da una muy simple instruccién para colocar apoyos cuando se em-
plea el método de la viga conjugada, pero esto va mas alld, se deben de revisar los limites de
frontera para que estos no sean violados.

Un importante namero de ejercicios serdn resueltos para explicar a detalle este método, co-
menzando con un par de ejercicios algebraicos para acabar de demostrar el método.

Ejemplo Calcular la deflexion maxima la siguiente viga por el método de la viga conju-
gada, a la mitad del claro, en donde se presenta la deflexion méxima como se muestra a
continuacion.

23 Donde con interno se refiere a que no estd en los extremos del claro de la viga.
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Il METODOS GEOMETRICOS. III.3 Viga conjugada.

Fig. 40 Ejercicio

~—L/2 L/2

Dibujando el diagraman de momento flexionante dividido entre EI.

PL/8EI

(0) (M)

Cargando la viga conjugada, tomando como carga el momento flexionante de la viga

original. Debido al tipo de apoyos, estos se mantienen.

PL/8EI

——L/2 L/2

Se calculan las reacciones de los apoyos, ya que en los apoyos se encuentran los esfuerzos

cortantes maximos, el resultado de las reacciones son los giros en estos.

Y My=00
P1? /L P12 /2L
()= = RVB(L) =
16 (3) 16 (3)+ VB(L) =0
P12
RVB = —
16
Y Fy=07
2
RVA—PL —P;/Z+P;‘Z:
16 /A6 ' /6
P12
RVA="—"" =
16 0
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III.3 Viga conjugada. Il METODOS GEOMETRICOS.

Debido a los signos positivos de las reacciones, los giros se miden en direccién a la de-
formacién generada por la carga.

Como es sabido del método de la viga conjugada, el diagrama de momento de la viga
conjugada es la deflexién de la viga real. Realizando un corte en la viga conjugada, y eva-
luando la ecuacién de momento obtenida en L/2, se obtendréa la defleccion méaxima de la
viga real.

0<x<L/2

pL3> PpPL3 PL3
32 96  48EI
_ pL3

~ 48EI

M =

Ejemplo Calcular la deflexién y el giro en el punto B de la siguiente viga por el método de
la viga conjugada.

Fig. 41 Ejercicio

Dibujando el diagrama de momento flexionante de la viga original.

(0) (M)

—PL/EI

Cargando la viga conjugada y cambiando el sistema de apoyo como dicta el método.
® ®

PL/EI
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III METODOS GEOMETRICOS. I[II.4 Obtencion de deformaciones.

Una vez cargada calculamos su reaccion vertical.

Y =01
2
RVB+£=
2
P12
RVB = —
2
_pr?
2

La reaccién vertical define el valor del giro maximo en el extremo en voladizo. El signo
indica que la reaccién esta mal propuesta, el giro se mide en direccion de la dformacion
como indica la Fig. 41. De igual manera calculamos la deflexién, con el valor del momento

Op

del apoyo empotrado.
Y Mp=00
PL? (2L

2E (?) My =0

e

P BEI

PL3

A = 3E1

I11.4. Obtenciéon de deformaciones.

Ejercicio (1) Calcular el giro y la deflexiéon méxima de la siguiente viga empotrada, consi-
derese para el largo de la viga un EI = cte

®(- ®

Fig. 42 Ejercicio (1)

Dibujando el diagrama de momentos para la viga real.

(0) (M)

—M/EI
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[II.4 Obtencion de deformaciones. III METODOS GEOMETRICOS.

Estableciendo la viga conjugada.

o

N

M/EI

Calculando las reacciones del apoyo

Y Fr=01

ML
RVB — — =
EIl

ML
RVB = —
EIl

ML
EI
Y My=00

0p =

_ MI?
A7 2EI
Aqui es posible apreciar que si se grafican los diagramas de esfuerzo cortante y momento
flexionante, los méaximos son las reacciones encontradas.

Ejercicio (2) Calcular las deformaciones maximas de la siguiente viga, por el método de la
viga conjugada, considerar un EI = cte.

Fig. 43 Ejercicio (3)

T T T T T

-~ M
Qi)

VAN

707,

L

Calculadas las reacciones de la viga real, se dibuja el diagrama de momentos

<o>—\’<M>

-M
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III METODOS GEOMETRICOS. I[II.4 Obtencion de deformaciones.

Dividiendo entre el modulo a la flexién para convertir el diagrama de momentos en una
carga elastica, para cargar la viga virtual

Fig. 44 Ejercicio (3)

M

) A ®
707,

Se calculan las reacciones de los apoyos de la viga conjugada para proceder a dibujar los
diagramas de esfuerzos de dicha viga, de esta manera se facilita la obtencién de los esfuerzos
méximos, que en el caso de los giros son los valores de las reacciones de los apoyos.

M/6EI

(0) (V)

—M/3EI

g, _ ML
A7 6EI

ML
P 3EI

Para la deflexion es necesario realizar un corte en la viga conjugada y evaluar en el punto
donde el cortante es cero y se presentara la deflexion maxima®* que es en 0.5773L

0<x<L

_ M 5
M= 6EI(x L7x)

0.06415 - ML2/EI

(O\/\(M)

MIL?-\/3
27E]

24 Remito al lector al Fjercicio(3) del método de la doble integral

Améx =
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[II.4 Obtencion de deformaciones. III METODOS GEOMETRICOS.

Ejercicio (3) Calcular la flecha y el giro provocado por el momento concentrado, en el
extremo libre de la viga, considérese EI = cte.

Debido a la direccién del momento la deflexién se presentara de la manera en que se
muestra en la siguiente figura, donde B’ representa el punto de donde se dibuja la tangente
para medir el angulo 0p

Fig. 45 Ejercicio

0 —T

izt

T
g

e~ ]

i}

Dibujando el diagrama de momento que corresponde a la viga real

M

(0) (M)

Cambiando el sistema de apoyo de la viga real y cargando la viga con la carga eléstica
del diagrama de momento de la viga real

M/EI

N
@ L4 v L4 v L4 &

Una vez establecida la viga conjugada, que corresponde a la viga real, lo mds sencillo es
es dibujar los diagramas de cortante, para que, con la ayuda de las reacciones de el empotre
se conozca los picos de las deformaciones que se producen en la viga real. Entonces

Para los giros, el diagrama de cortante
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III METODOS GEOMETRICOS. I[II.4 Obtencion de deformaciones.

—Ma/EI
El giro en el extremo libre de la viga empotrado es
o= Mo
Para la deflexion, el diagrama de momentos
(0) (M)

—Ma?/2EI
—Ma/EI-[a/2+b]

La deflexién méxima en el extremos libre de la viga es

Ma ta
Ap = 2 [— b}
BTE 2T
Por como se consideré la carga eléstica, el diagrama de momentos resulto con valores

negativos, pero la deflexién va en el otro sentido, como se ilustré en la (Fig. 45)

Ejercicio (4) Calcular las deformaciones méximas de la siguiente viga, por el método de
la viga conjugada, considerar que esta hecha de un material eldstico homogéneo, y que la
seccién se mantiene en toda la longitud de la viga.

Fig. 46 Ejercicio

Calculando las reacciones del empotre y dibujando el diagrama de momentos.

(0) (M)
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[II.4 Obtencion de deformaciones. III METODOS GEOMETRICOS.

Convirtiendo la carga en elastica y aplicandola en la viga virtual, con su correspondiente
sistema de apoyos.

N\
@ Yy Y Y VY VY Y §

~—L/2 L/2

Resolviendo la viga virtual que se ve afectada por la carga eldstica y dibujando el diagra-
ma de cortante, se obtienen dos giros, de los cuales uno es el maximo, como se muestra en
la siguiente figura.

(0) V)

—ML/2EI

De igual forma dibujando el diagrama de momentos, se obtiene el maximo, que como se
puede observar, se presenta en el extremo libre de la viga real.

(0) (M)

—MIL2/8EI
ML7/8 —3MIL2/8EI

Ejercicio (5) Calcular la deflexién méxima, asi como el giro maximo de la siguiente viga.
Considerar un EI = cte.
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III METODOS GEOMETRICOS. I[II.4 Obtencion de deformaciones.

\P

Fig. 47 Ejercicio

Dibujando el diagrama de momentos de la viga original.

—Pa

Convirtiéndola en una carga eldstica y aplicando el nuevo sistema de apoyos de la viga
virtual, se obtiene

Pa/EI

ST

70

Resolviendo la viga virtual y dibujando su diagrama de cortante, se obtiene el giro ma-
ximo de la viga original.

<o>\ v)
_Pa?
2EI

Dibujando el diagrama de momentos, se obtiene el giro maximo. De igual manera es
posible calcular las deformaciones, realizando cortes en la viga virtual, pero para facilitar el
célculo se resolvio dibujando los diagramas.
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[II.4 Obtencion de deformaciones. III METODOS GEOMETRICOS.

(0) (M)

2
i 4+

Ejercicio(6) Calcula la deflexién maxima y el giro maximo de la siguiente viga empotrada,
bajo efectos de una carga w a lo largo de su longitud. Considerar el médulo a la flexién como
constante a lo largo de su longitud.

Fig. 48 Ejercicio (6)

@ \V Y Y Y Y VY
——“~~~“\‘\\ 6 T
x 3 ol

Dibujando el diagrama de momentos de la viga real.

(0) (M

~—

Dividiendo el diagrama de momento de la viga real entre EI y aplicandola a la viga
virtual.

El valor de la reaccién vertical en el apoyo ubicado en B es el valor del giro de la viga.
Entonces

25 Las cargas parabdlicas no aparecen achuradas, pero se diferencian de los diagramas de esfuerzo por su
color negro
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III METODOS GEOMETRICOS. I[II.4 Obtencion de deformaciones.

Y Fr=0]
ML3

RVB = Ger =

MIL3
RVB = GET

MIL3

O = CET

Del mismo modo el momento del empotre es la deflexién en el extremo libre de la viga
real

Y Ms=00

wl?
<_<L>[32 1>> <%> My —0
wL?
= SEI

Doénde el primer paréntesis es el drea de la pardbola y el segundo la distancia del apoyo
al centroide de dicha parabola.

Ap

Ejercicio (7) Calcular las deformaciones maximas de la siguiente estructura. Considerar el
modulo a la flexién constante.

Fig. 49 Ejercicio (6)

w
v A4 v w
- > 4/””///
T 777
L

Calculando las reacciones, se procede a dibujar el diagrama de momentos.

wlL?
8

(O\/\(M)

/

Aplicando la carga eldstica a la viga virtual.
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[II.4 Obtencion de deformaciones. III METODOS GEOMETRICOS.

Debido al sistema de apoyos de la viga, las reacciones de estos seran los cortantes méxi-
mos, por lo tanto los giros maximos se presentan en los puntos de los apoyos. Calculando
las reacciones de la viga virtual.

wl3
RVA——24EI—0A
wl3
RVB—24EI—GB

Para la deflexion médxima, por inspeccion se sabe que se presenta a la mitad del claro de
la viga real, entonces, se realiza un corte en L/2 para obtener el momento de la viga virtual
en ese punto, que es el mismo de la deformacién maxima de la viga real.

0<x<L/2
M__wL3 3\ (L +wL3 LY _ 5wL?
24 \8)\2 24 \2 /) 384E]

Donde el 3/8 es la distancia del corte al centroide de la media pardbola.Entonces.

5wL*
Améx ~ RBoAT7T
384 EI

Ejercicio (8) Calcular las deformaciones maximas de la siguiente viga empotrada, por el
método de la viga conjugada, considerar la misma seccién a lo largo de se claro y el mismo
material.

Fig. 50 Ejercicio

-—L/3——L/3——1L/3—

Resolviendo la viga y dibujando su diagrama de momentos
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III METODOS GEOMETRICOS. I[II.4 Obtencion de deformaciones.

(0) (M)
PL/3
PL
PL
El
PL
3EI

@w YYYVY Vm

T2,
®

-—L/3 L/3 L/ —
_5PL?
18EI
(0) (M)
3pPL?
9EI

Ejercicio (9) Calcular las deformaciones maximas presentadas por la siguiente estructura,
bajo las configuraciones dadas.
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[II.4 Obtencion de deformaciones. III METODOS GEOMETRICOS.

Fig. 51 Ejercicio (4)

a 2 b
@ N > A
7 T Op >
L
Calculando las reacciones de los apoyos

Pb
RVA = —
v L
Pa
RVB = —
L

Calculadas las reacciones correspondientes, se dibuja el diagrama de momentos de la
viga original.

Pa? /2L

Se aplica la carga eléstica a la viga conjugada.

Fig. 52 Ejercicio (4)

Pa?/2LEI

® 2®
77777,

L

a b

Se calculan las reacciones de la viga conjugada.

Pa®>  Pa®

Pa? /a
= RVB = ——4+1
O = RV 12EI<L+>
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III METODOS GEOMETRICOS. I[II.4 Obtencion de deformaciones.

Las reacciones de los apoyos son los cortantes maximos de la viga conjugada, por lo
tanto, los giros atribuidos a los apoyos de la viga original.

Pa?/6 — Pa®/12L

(0) (V)

x Pa®(a/2+1)/12

En este punto se realiza un corte para calcular las ecuaciones de cortante y momento
antes de la carga puntual P, se obtiene

Para 0<x<g

2 2
b= :612?51[L_g_64%}
TR

La deflexién méxima de la viga original se presenta cuando el momento es maximo en
la viga conjugada; el momento es maximo cuando el cortante es cero, entonces igualando a
cero la ecuacion de cortante se obtiene el valor de x para cuando el momento es maximo.

Evaluando la ecuacién de deflexién para obtener la deflexién maxima

V3Pa?(a — 2L)v/2La — a2
S54LEI

Ama’x -

Como la ecuacién de la deflexion es de tercer grado el diagrama es

(0\/\(1\4)

Ejercicio (10) Calcular las deformaciones méximas de la siguiente viga.
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[II.4 Obtencion de deformaciones. III METODOS GEOMETRICOS.

Fig. 53 Ejercicio (9)

- 6%\

L
Las reacciones de los apoyos, son:

M
RVA = —
L
M
RVB = ——
L

El diagrama de momentos es el siguiente.
M/2EI

La configuracién de la viga conjugada queda de la siguiente forma.

~—x —~ M/2EI

@%ﬁ T}VW%

—L/2 L/2

Calculando las reacciones, se obtienen los cortantes a los extremos de la viga conjugada,
por lo tanto, los giros de la viga original.

ML
0, = RVA = ——
A 24F]
ML

— RVB= ———
Op = RV D4E]
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III METODOS GEOMETRICOS. I[II.4 Obtencion de deformaciones.

Realizando un corte en x

Para 0<x<L/2

ML  Mx?
0=V= T4E1 T 2LEI
MLx  Mx3
A=M= “24E1 T 6LEI

Igualando a cero la ecuacién de cortante para la viga conjugada, se obtiene el valor de x
donde el momento es maximo, por lo tanto en ese punto la deflexién de la viga original es
méxima también.

1

=/ — (L
X 5 (L)
Evaluando la ecuacion de la deflexion
A V3. L2M
T 216E]

El giro méximo se encuentra al centro de la viga, asi que evaluando la ecuacién de giros
en L/2 se obtiene el giro maximo de la viga original.

0 ML
" 12E]
Dibujando los diagramas.
ML/24E1
(0) > < ()
ML/12E1

o /\

(M)

N

Conclusiones para los métodos geométricos.

El método de la doble integral se complica a medida que las ecuaciones de momento son
mads extensas y que por lo tanto existan tantos elementos a integrar, también se deben tener
bien presentes los conceptos de las condiciones de frontera, ya que de lo contrario no se po-
drian calcular las constantes de integracion o podria existir algtn tipo de error en el célculo.
En cuanto al método de la viga conjugada, es muy sencillo cuando se trata de diagramas
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IV METODOS ENERGETICOS.

de momentos con formas bdsicas, que son los que resultan de cargas puntuales 0 momentos
concentrados, pero a medida que se trabaja con cargas mas complejas el método se dificulta,
de igual manera lo mejor es tener bien claros los conceptos de cortante y momento asi como
del cémo se dibujan sus respectivos diagramas, para evitar asi una confusién a la hora de
calcular alguna deformacién.

La gran ventaja de los métodos geométricos en comparacion a los energéticos es que se
obtiene ecuaciones que rigen las deformaciones a lo largo de la viga y es fécil evaluarlas
en cualquier punto deseado. El principal inconveniente es que no se puede utilizar en otras
estructuras, tales como armaduras o marcos.

IV. Métodos energéticos.

Los métodos energéticos parten de los principios de trabajo y energia, son aplicables a

distintas estructuras (armaduras, vigas y marcos), a diferencia de los métodos geométricos
que son més limitados en cuando a las estructuras de aplicacién. Pero el mayor de los incon-
venientes se debe a que por cada aplicacién sélo se calcula la deflexién o un giro, en un solo
punto.
Los métodos energéticos al igual que los geométricos son la base para los métodos de ri-
gideces y flexibilidades. Por su importancia habra que realizarse uno pequefio predmbulo
sobre trabajo, para posteriormente, analizar deformaciones por el método del trabajo virtual
y el sequndo teorema de Castigliano.

IV.1. Trabajo.

Supongamos una particula,? en el espacio, que se encuentra en una posicién inicial a en
dénde s es el vector de posicién, cuando la particula se desplaza al punto b como se observa
en la fig.54. Surge un ds que es la cantidad infinitesimal que se desplaz¢ la particula. Por
consecuencia obtenemos la siguiente ecuacion, que corresponde al trabajo realizado por la
fuerza F es:

26 Punto material, que se encuentra en el espacio, y que tiene tan poca materia que su masa se considera nula.
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IV METODOS ENERGETICOS. IV.1 Trabajo.

Fig. 54 Trabajo.

AYF

ds
s
s+ds
0 > X
dT = Fds (16)
Realizando producto escalar:
dT = Fds - cosua (17)

Entonces se dice que: Trabajo es el producto de la fuerza actuante en la particula y el desplaza-
miento de la misma. Cabe resaltar que Trabajo es una cantidad escalar.?”

El concepto de trabajo es un concepto fisico que se podria definir, de una manera sencilla
como: T = (Fuerza)(distancia). Entonces podriamos definir el trabajo total de una Fuerza
como:

82
T — / Fds (18)
51

Donde s; y sp son posicién inicial y posicion final, respectivamente y F es la sumatoria
de fuerzas que acttian sobre la particula.

En el caso de algtun elemento estructural, al cual es sometido a una carga P de manera
paulatina, partiendo de 0, en el punto exacto de aplicacién de la carga, surgird un desplaza-
miento que aumentard desde cero hasta su valor de A.

A A/ Ps 1
T_/D Pds—/o (K) ds = 5 PA (19)

%7 Las unidades surgen de multiplicar las unidades de fuerza y las unidades de longitud del desplazamiento,
joule en el sistema SI. Se debe tener cuidado cuidado si se estdn utilizando estas unidades, de no confundir con
Momentos, ya que estos no se consideran como energia.
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IV.1 Trabajo. IV METODOS ENERGETICOS.

Si el material del cual estd hecho el elemento analizado, es un material eldstico, que obe-

dece la Ley de Hooke?® Su diagrama Fuerza-Deformacién serd Fig.55(a). En la Fig.55(b)
A

T = / P dA el material del elemento no se comporta linealmente, este tipo de elementos

0
no seran estudiados en este texto.

Fig. 55 a)Trabajo en un material eldstico. b) Trabajo en un material no elastico.
a) b)

ffffffff |
|

< U—>
o‘;-nﬂ

ds

s 0

n

A—»

De igual manera se puede deducir el trabajo que realiza un par M, desde cero hasta una
rotacién final ©

6
T — /0 MdO (20)

El trabajo realizado por un par, M desde cero hasta ©, es:

T = 1M@ (21)
2

Otro concepto importante es el de fuerzas que no producen trabajo son las fuerzas que no
producen un desplazamiento, y en el caso de las estructuras los momentos que no producen
un giro. Otra de sus caracteristicas es que tiene la misma direccién que el desplazamiento.
Tomando en consideracién que a la hora de aplicar estos principios en estructuras, general-
mente se hace en sistemas en equilibrio. Ahora analicemos una particula en equilibrio, que
gracias al efecto de un namero “n” de fuerzas, sufre un desplazamiento, lo que significa que

la componente en el eje del desplazamiento, es cero, por lo tanto:

AT =0 (22)

Por consiguiente se puede concluir que el trabajo virtual®’
miento virtual®?, equivale a cero.

Aplicando el mismo principio anterior, pero ahora a un cuerpo rigido!, en estado de

equilibrio, en donde cada particula que lo compone se ve afectada por las fuerzas que estan

que produce un desplaza-

28 Postulada por Robert Hooke (1635-1703). Ley de relacién lineal entre el esfuerzo y la deformacién

29 Con virtual se refiere a que no es real y su valor es tan, pero tan pequeio, que se toma como despreciable.

30 Es un desplazamiento demasiado pequefio, por lo tanto, despreciable, ya que si no se considera asf, cam-
biarfa la calidad de estructura en equilibrio. Sélo se utiliza como herramienta para resolver estos problemas.

31 Cuerpo formado por un gran numero de particulas, cuyas posiciones se mantienen, por lo que no acepta
deformaciones.

74



IV METODOS ENERGETICOS. IV.2 Trabajo Virtual.

actuando sobre el cuerpo, a causa de un desplazamiento virtual, es cero. Entonces se puede
decir que:

n
AT = ATy + ATy + ..+ AT, = Y AT =0 (23)
i=1

Es sabido que en las estructuras acttian dos tipos diferentes de fuerzas. Las fuerzas exter-
nas en una estructuras, pueden ser: las cargas y/o las reacciones de sus apoyos. Y las fuerzas
internas aparecen siempre en pares que se eliminan entre ellas, manteniendo el equilibrio en
el elemento, siempre y cuando el elemento se encuentre en equilibrio desde un principio.

IV.2. Trabajo Virtual.

El Método del Trabajo Virtual es una herramienta eficaz para calcular deflexdiones en es-
tructuras planas y de lo mds utilizados por su sencillez. Consiste en aplicar una carga virtual
en el punto a lo largo del claro en el que se desea calcular la deflexién, a una viga idealizada
(virtual), de la misma longitud y sistema de apoyos que la viga a estudiar (real). Calculadas
las reacciones de ambas vigas, se procede a calcular, por medio de cortes (los necesarios, de-
pendiendo de las cargas a las que estd sometida la viga real, y del punto en el que se desea
calcular la deflexién) las ecuaciones de momentos, realizado esto, se procede al empleo de
la férmula general del trabajo virtual, resuelta la integral de dicha férmula se obtiene la de-
flexion de la viga original en el punto elegido. El método para marcos es el mismo, y para
armaduras, se carga en una armadura (virtual) de mismas dimensiones, nimero de elemen-
tos y apoyos, la carga unitaria en el punto de interés, la férmula es distinta, para facilitar el
calculo se desarrolla una tabla, para posteriormente sustituir valores en la férmula, férmula
para cuando lo que interesa estudiar es la carga axial. Se realizardn varios ejercicios parra
ejemplificar esto a detalle.

El principio del trabajo virtual se puede enunciar como a continuacién:

“Si una estructura deformable esta en equilibrio bajo un sistema de fuerzas virtua-
les (o de pares de fuerzas) y si estd sujeta a una pequefia deformacién consistente
con el apoyo y condiciones de continuidad de la estructura, entonces el trabajo vir-
tual externo realizado por las fuerzas virtuales externas (y pares de fuerzas) que
acttian por los desplazamientos externos virtuales (y rotaciones) es igual al trabajo
virtual interno realizado por las fuerzas internas virtuales (y pares de fuerzas) que
acttan por los desplazamientos internos reales (y rotaciones).” (Kassimali, 2014:
272).

Dibujando un cuerpo eldstico apoyado simplemente para demostrar las ecuaciones co-
rrespondientes al principio del trabajo virtual. En dicho cuerpo se aplican paulatinamente
un par de cargas P; y P», y que estas a su vez, producen respectivamente un par de despla-
zamientos Ay y Aj.
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IV.2 Trabajo Virtual. IV METODOS ENERGETICOS.

Fig. 56 Trabajo Virtual 1

P>
|
|
Calculando el trabajo interno y el trabajo externo:
1 1
Tg = §P1A1 + EPQAZ (24)
", PdL
Tr=) — (25)
i=1 2

Igualando (9) y (10) partiendo del principio de que el trabajo interno debe ser igual al
trabajo externo, se obtiene:

1 1 " PdL
DA+ PNy =)

2 2 —~ 2 (26)
i=1

Del cuerpo anterior nos interesa calcular el desplazamiento en el punto g. Por lo cual
aplicaremos en el punto de interés, y en su direccién, una carga unitaria que produce un
desplazamiento en el cuerpo J. En una fibra cualquiera de longitud inicial L debido a la
fuerza interna p produce un cambio dL.

Fig. 57 Trabajo virttal 2

De donde podemos calcular:

T = 3(1) @)

Tr = Z 5(n)dLy (28)
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IV METODOS ENERGETICOS. IV.2 Trabajo Virtual.
Igualando (27) y (28) se obtiene:
1 "1
5(1D() =} 5(wdLy (29)
i=1
T, 1(1)(5) + 1P A+ 1P Ay + 1(1)(A) (30)
E=5 S8+ 5082+ 5
2.1 "1 2.1
Tr=) sudp+) sPAL+) -pdL (31)
=12 i=12 =12
1 " udL
M) =) VT (32)
i=1
Simplificando, surge la Ecuacion general del trabajo virtual.
n
(1)(8) = )_pdL (33)
i=1
De donde se puede identificar las partes reales de las partes virtuales.
Virtual Virtual
~—~ no A
(1) (&) =) () (dL) (34)
~~ i1 S~~~
Real Real
Sabemos por la ley de Hooke, que:
PL
dL = %F (35)
Entonces sustituyendo (35) en (34) y como la sumatoria es discreta:
A= i PplL (36)
- = AE

Esta es la ecuacion de trabajo virtual, para cuando lo que interesa analizar es la carga axial.

Para llegar a la férmula del trabajo virtual, cuando lo que interesa analizar es la flexion,
analicemos la siguiente viga, en donde se encuentra una fibra cualquiera, con una longitud
inicial, dx y una drea inicial, dA. Debido a la carga P (carga real), dicha fibra se alarga un dL
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IV.2 Trabajo Virtual.

IV METODOS ENERGETICOS.

Fig. 58 Viga 1

_____ ._9 — 4 — —>
X
] y
C) v ¥
z
_____ g_ — — _)
J X
1
-

Partiendo de la ecuacién general del trabajo virtual

Sabemos que

Por formula de la escuadrilla.

Del la carga eléstica.

1-A:Z<Mdzﬁ> MRyd

Como sabemos / y?dA =13
A

32 (Gere 2006) : 311
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i=1
_ "
7T dA
u=ocdA
_ My
7T
My

dL = i dx

)= [ (e Tana) = [ (Mgt an) [ (an)

(37)

L
1-A:j§ Mr My 4, (38)
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IV METODOS ENERGETICOS. IV.3 Obtencion de deformaciones.

Esta es la ecuacion general del trabajo virtual, para cuando lo que interesa estudiar es la
flexion del elemento. Para cuando el interés es la pendiente, se utiliza la siguiente ecuacion:

1-6=) wudL (39)

Procediendo con el mismo método, se obtiene:

1.9:%L(M1§E]IVIV dx) (40)

Aplicando un momento unitario en cualquier punto de la viga, para este caso el punto g.

IV.3. Obtencion de deformaciones.

Armaduras.

Ejercicio1 Calcular la deformacioén de la siguiente armadura, en el nudo C, con el método
del trabajo virtual. AI = cte.

®
, ®

Fig. 59 Ejercicio 1

N

1m

50 Ton

Lz,

®

3Im

Resolviendo la armadura obtenemos:

Fig. 60 Ejercicio 1. (a)

@ 150
, ®

N

2222
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IV.3 Obtencion de deformaciones. IV METODOS ENERGETICOS.

En una armadura de las mismas dimensiones, aplicamos una carga virtual de 1 en el
punto y con la direccién a estudiar (c).

Fig. 61 Ejercicio 1. (b)

® ;
7 ©

9 A0 1 Ton

2222

®

Resueltas las dos armaduras podemos crear una tabla con los valores e los esfuerzos, esto
hace el proceso mas sencillo.

Elemento L(m) U P(kg) P-u-L
a-b 1 1 50 50
a-c 316 —-3.16 —158.11 1578.82
b-c 3 3 150 1350

Y P-u-L=2948.82

Calculada la tabla, sustituimos valores en la formula:

1
1-AC:mZP-y-L

_12948.82

A
¢ EA

Ejercicio 2 Calcular el desplazamiento en el nudo c de la siguiente armadura, por el méto-
do del trabajo virtual. AI = cte.
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IV METODOS ENERGETICOS. IV.3 Obtencion de deformaciones.

Fig. 62 Ejercicio (2)

4dm 4m

;

s

4m

©
P

O,

(=) 0

30 Ton

Resolviendo la armadura:

Fig. 63 Ejercicio (2.a)

30 Ton

Resolviendo la armadura virtual:
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IV.3 Obtencion de deformaciones. IV METODOS ENERGETICOS.

Fig. 64 Ejercicio (2.b)

30 Ton

Resueltas ambas armaduras se puede organizar una tabla.

Elemento L(m) wu(kg) P(kg) P-u-L
a-b 4 -1 -30 120
a-d 4 0 0 0
a-e 566 —1.41 —42.43 338.62
b-c 4 -1 —30 120
b-e 4 0 0 0
c-e 566 141 4243 388.62
e-d 4 2 60 480

Y P-pu-L=1397.24

1
1-AC:ﬁZP-y-L

1397.24
A. =
¢ EA

Ejercicio 3 Calcular el desplazamiento en el punto (b) de la siguiente armadura, por el
método del trabajo virtual. AI = cte.
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IV METODOS ENERGETICOS. IV.3 Obtencion de deformaciones.

Fig. 65 Ejercicio (3)
3Ton 1 Ton 3Ton

OF:
Of~ ° 2O

4dm 4dm

Resolviendo la armadura:

Fig. 66 Ejercicio (3.a)
3 Ton 1Ton 3 Ton

@ O 4 o > O @
-3

QRO

Resolviendo la armadura con la carga virtual en el punto en el que deseamos calcular el
desplazamiento:

Fig. 67 Ejercicio (3.b)

Una vez calculadas las dos armaduras, ordenamos los datos en una tabla:
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IV.3 Obtencion de deformaciones. IV METODOS ENERGETICOS.

Ejercicio 4 Calcular el desplazamiento lateral en el nudo (e) debido a las cargas externas

Elemento L(m) wu(kg) P(kg) P-u-L
a-b 4 1 1 4
a-d 2 0 -3 0
a-e 447 -112 -1.12 5.6
b-c 4 1 1 4
b-e 2 1 0 0
c-e 447 -112 -1.12 5.6
e-d 4 0 0 0
c-f 2 0 -3 0
e-f 4 0 0 0

YP.u-L=192

1
1-Ab:ﬂzp-y-L

19.2
Ay = —=
b EA

de la armadura siguiente, por el método del trabajo virtual. AI = cte.

Fig. 68 Ejercicio (4)

4dm

4m

6m

OJe,

A

7777,

84

10 Ton



IV METODOS ENERGETICOS. IV.3 Obtencion de deformaciones.

Fig. 69 Ejercicio (4.a)

@% a\

0.67
of 1o
—0.67 1.33

Ordenando los datos en una pequefia tabla.
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IV.3 Obtencion de deformaciones. IV METODOS ENERGETICOS.

Elemento L(m) wu(kg) P(kg) P-u-L
a-b 6 0 0 0
a-d 721  —12 —30.05 260
a-c 4 —-0.67 —10 26.8
b-d 4 1.33  26.67 141.88
c-d 6 1 15 90
c-e 4 0 0 0
c-f 721 —-12 —18.03 156
d-f 4 0.67 10 26.8
f-e 6 1 0 0

YP.u-L=71148

1
1-Ae=z7) Pl

A — 711.48

¢ EA

Vigas.

Ejerciciol En la siguiente viga se pide calcular la flecha méxima, asi como el angulo de la
tangente por el método del trabajo virtual.

Por simple inspeccién la flecha méxima se presenta en el punto B de la viga, produciendo
la deformacién de dicho punto hasta el punto B/

Fig. 71 Ejercicio 1

— 1
@ El =cte ~~~---_ 0 ‘e

D b e

A A

Para poder usar la férmula del trabajo virtual, a una segunda viga, igualmente apoyada y
con un claro igual, se aplica una carga puntual unitaria en el punto que serd analizado, para
obtener la flecha producida por la carga. En este caso sera el punto (), donde se produce la
méxima flecha (A, ). Entonces se tiene:
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IV METODOS ENERGETICOS. IV.3 Obtencion de deformaciones.

Fig. 72 Ejercicio (1.a)

ll
@ EI = cte

zzzz

Haciendo un corte a una distancia x en la viga estudiada Real y otro en la viga virtual pro-
cede aplicar la férmula (37). Donde M = Momento Real y m = Momento Virtual obtenido
de la viga virtual con la carga virtual. Para la viga:

O0<x<L
__wx?
2
2
—wx
A L( 2 >(_x)d
b= A 1 X
Como EI es constante:
A 1 wa3dx_wx4 L
"TEl S 277 8 ],
Integrando.
w LA
Ay ==
b 8EI

El signo positivo significa que la direccién en la que va la carga unitaria es la misma que
la de la flecha.

Para calcular el angulo de la tangente, a una viga igualmente apoyada y del mismo claro
se aplica un momento unitario en el punto que se desea analizar el giro. Entonces:

Fig. 73 Ejercicio (1.b)

j— X ——~

1
®§ El = cte D
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IV.3 Obtencion de deformaciones. IV METODOS ENERGETICOS.

L ¢ x?
b= 2EL X
Como EI es constante:
1 wxdt
=%,
B w3
b7 TBEI

El signo negativo representa un error a la hora de suponer la direcciéon del momento
unitario. Corrigiendo:

wl3

O = SE1

Ejercicio 2 Calcular la flecha maxima de la siguiente viga, a la mitad de su longitud L.

Fig. 74 Ejercicio 2

EI = cte

Se calcula la ecuacién de momento de la viga real.

0<x<L
wLx  wx?
Mg=—— —
k= 2
Fig. 75 Ejercicio (2.a)
X2
X1

~— L/2 L/2
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IV METODOS ENERGETICOS. IV.3 Obtencion de deformaciones.

Realizando dos cortes, uno antes de la carga virtual x; y otro después x;. Resultan un
par de ecuaciones de momento virtual.

0<x<L/2

Sustituyendo en la ecuacion de trabajo virtual:

[ Mg My
A_]{ 3 dx

+/L 1 [ wlLx wxz( x+L>dx
/2 EI 2 2 2 2

1 (L2 wLx wx?\ /x
A== -2 (5
El/o ( 2 2 >(2)dx

A 1 (L/2( wLx? B wx3 /L 1 _aJLx2 N wl?x N wx3 B wx?L A
EI Jo 4 4 /2 EI 4 4 4 4
A 1 {wLx3 B w_ac‘lr/z 1 [_wLx3 N wl?x? wat B wx3L1
El| 12 16 |, ' EI| 12 8 16 12 |,
Simplificando.
_ 5wLt
 384E]

Para calcular el giro, a una viga virtual se aplica un momento unitario en el punto en el
que se desee, para este caso se aplica en el punto B ya que ahi se presenta el giro maximo,

por simetria el giro en B y en A son iguales.

Fig. 76 Ejercicio (2.b)
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IV.3 Obtencion de deformaciones. IV METODOS ENERGETICOS.

o 1 _cuLx2 2 wx3 B wxd1t
~EI 4 6 8L |,
_ wld
~ 24F]

Ejercicio 3 Calcular la deflexién maxima y el giro maximos para una viga empotrada de
longitud L, cargada con una carga puntual, considerando un EI = cte.

Fig. 77 Ejercicio 3

L
Realizando un corte a una distancia x
0<x<L
MR = —Px

De la misma manera obtenemos la ecuaciéon de momento para la viga virtual.

Fig. 78 Ejercicio (3.a)

®\ EI = cte "

0<x<L
MR:—X

A= %/{)L(Px)(—x) dx
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IV METODOS ENERGETICOS. IV.3 Obtencion de deformaciones.

Fig. 79 Ejercicio (3.b)

1
®\ EI = cte D

A

L
1 [r 4
= — —Px)(—
0= ) (~P)(-x)dx
9_1Fﬂr
EI| 2 |,
_ pr?
~ 2EI

Ejercicio 4 Calcular las deformaciones de la siguiente estructura

:

Osr———=20

Fig. 80 Ejercicio 4

~—L/2 L/2

Calculadas las reacciones de la viga, realizamos un par de cortes, para obtener dos ecua-
ciones de momento.

0<x<L/2

Px
Mg = —
R=7

0<x<L/2

Px PL
Mp=—— 4+~
R 2 T3
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IV.3 Obtencion de deformaciones. IV METODOS ENERGETICOS.

Fig. 81 Ejercicio (4.a)

—L/2 L/2

Realizando dos cortes en la viga virtual obtenemos
0<x<L/2

0<x<L/2
x L

M, = —= + —
v 2+2

Aplicando la ecuacién del trabajo virtual:

- [7(3)0 ; b (55 (3D

(Px2 PxL PL2>
— + dx
L/2

L/2 [ px?
A=
EI/ < 4 2 4
A_ip_xf3 i Px_Px2L+PL2xL
T EI[1 EI| 12 4 4 |1p

Reduciendo términos

_PLPT1 11

~ EI |12 16 8
PL3
Bmax = JoF]

Los giros, al igual que la deflexién son simétricos, asi que, calculando el giro en un apoyo
el otro giro por simetria, serfa igual pero de sentido diferente. Bajo este supuesto se calcula

el giroen B

Fig. 82 Ejercicio (4.b)

92



IV METODOS ENERGETICOS. IV.3 Obtencion de deformaciones.

Realizando un corte y aplicando la férmula del trabajo virtual, se tiene

1 [L/2 /px x 1 L Px pL x
- V(2142 — R o Y
O EIUA ( 2 ) ( +'L> dx+ g7 L/2<: 2 T3 ) ( T+ L) dx

o _i[_P_Lz_l_P_LZ] i[PLz_PLZ_PLZ_I_PLT_i{PIP_PLZ_PLZ_'_PLZ}
PTEI| 16 " 48| EI| 4 2 6 4 EI[16 4 48 16
_ pr?
P 716Kl
0, DL
16E1

Ejercicio 5 Calcular la defleccion méxima y los giros en los apoyos de la siguiente viga
simplemente apoyada EI = cte Por simple inspeccién se puede saber que al no existir més
cargas que la puntual, en el lugar de aplucacion de dicha carga se concentra la deflexiéon
maxima.

Fig. 83 Ejercicio 5

EI~A:/0u (PTbx) (bfx)dx—k/; (PTbx—P(x—a)) (bfx—(x—a))dx

Resolviendo la integral, tenemos

Pb*L  2PbL? Py  Pba®
3 - 3 + bPbLa + T - 3L
A una viga de longitud L se aplica un momento unitario con el fin de calcular el giro en

en apoyo A de la viga Real

El-A =

Fig. 84 Ejercicio (5.a)

f— X ——

(s 2

707,
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IV.3 Obtencion de deformaciones. IV METODOS ENERGETICOS.

Una vez calculadas las reacciones se realiza un corte a una distancia x para aplicar la
térmula del trabajo virtual

EI~9A:/O (Pfx> (-3+ dx+/ (P—bx—Px—a)> (-7 +1) ax

Resolviendo la integral

Pbl. PL? PalL Pa®  Pa?
. = — — Pal + — — —
EI-64 g 3 > + PaL + 3 >

Del mismo modo calculamos el giro en el otro apoyo

Fig. 85 Ejercicio (5.b)

1

eron= [" () (5) ave [ (T -r-) (5) ax

PbL PL2+PaL Pa®
3 3 2 6L

El-0g =

Ejercicio 6 Calcular la deflexién al centro de la siguiente viga, asi como los giros y com-
probar si es que en los apoyos se encuentra el giro maximo, dicha viga se encuentra cargada
con un momento concentrado de magnitud M, y los correspondientes giros en los extremos.
Considérese EI = cte

Fig. 86 Ejercicio 6

47)(14.3(2
M
(») e —
Soby ZANS
Z 77777,
—L/2 L/2

En primera instancia se calculan las reacciones de la viga real, para después calcular las
dos ecuaciones de momento que rigen a lo largo del claro de la viga estudiada.
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IV METODOS ENERGETICOS. IV.3 Obtencion de deformaciones.

Esas dos ecuaciones de momentos obtenidas al realizar dos cortes correspondientes, ser-
virdn para calcular tanto la deflexién como los giros. Ahora establecemos la viga virtual, a
la cual se coloca una carga concentrada en el punto medio del claro de la viga real, esto ya
se ha realizado asi que

0<x<L/2
MU:

N &R

L/2<x<L
x L

M, =—=+—
¢ 2+2

Aplicando la ecuacion del trabajo virtual para la deflexion

1 /2 Mx\ /x 1 [ (Mx x L
A—E/O L/2<T> <Z> dx+§ L/2<T_M) <—§+§> dx
resolviendo la integral

A=0

Esto se puede comprobar utilizando algtin programa de anélisis estructural, recordar que
s6lo si el momento concentrado se encuentra a la mitad del claro de una viga simplemente
apoyada, y que no se encuentra actuando ninguna otra fuerza en el elemento.

Para calcular en que punto se encuentra la deflexion méxima debida a estas circunstan-
cias tan especificas, se partird del Ejercicio 9 del tema de la doble integral, de donde igualando

V3

a cero el giro 0 y resolviendo la ecuacioén, se obtiene que A es maxima, cuando x = ?L.

Asi como existen dos giros de igual magnitud pero de sentido diferente en los apoyos
de la viga, existe un tercero, basando esta hipoétesis en el valor acabado de encontrar de la
deflexién al centro de la viga, por lo que habrian de existir dos valores maximos de giro en la
viga, uno en los apoyos, y otro al centro, evidentemente debido al momento concentrado. De
la ecuacioén del giro, la misma que usamos para encontrar la deflexién maxima, evaluada en
L/2 que es el punto en donde aparece otro valor méximo, obtenemos que el giro al centro de
la viga es ML /12 comprobando la hipétesis que se realiz6 en el parrafo anterior. A manera
de comprobacién se tratard de llegar al mismo resultado ahora por el método del trabajo
virtual, después de calcular los giros ubicados en los apoyos.

Para los giros, como dicta el método del trabajo virtual, colocando un momento unitario
en el punto A de la viga en direccién de la deformacién mostrada previamente en la figura,
y haciendo un corte que regiré los valores de momento a lo largo del elemento, tenemos
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IV.3 Obtencion de deformaciones. IV METODOS ENERGETICOS.

Aplicando la ecuacién del trabajo virtual

1 (L2 f Mx X 1 L [/ Mx X
9A—§/0 <T>(—Z+1)dx+§L/Z(T—M><—Z+1)dx

Resolviendo la integral anterior

0. — ML
A 24E1
Y por simetria
0. — _ ML
P 24Kl

Ahora para el tercer giro, colocamos un giro en el centro de la viga y obtenemos las
ecuaciones de momento.

0<x<L/2
X

Mv1—§
L<x<L

X
:——1

Aplicando la ecuacién de trabajo virtual

L/2 L
e=gify ('0) @) oz L, (T ) (G-1) o

Donde C es el punto de aplicacién del momento concentrado. Integrando y evaluando
los limites

ML

bc = 121

Ejercicio 7 Calcular el giro maximo, asi como su deflexién, de la siguiente viga hecha de
un material y seccién constante.

Fig. 87 Ejercicio 7
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IV METODOS ENERGETICOS. IV4 Primer teorema de Castigliano.

por simple inspeccion se puede saber que el giro maximo se encuentra en los apoyos,
que es de igual magnitud pero sentido diferente. En cuanto a la deflexién méxima no es
posible hacer una suposicién igual que con los giros, ya que por las condiciones de la carga,
la deflexién ni siquiera se encuentra en el punto donde el momento es maximo. Asi que con
la ayuda del Ejercicio 10 del método de la doble integral se encontraréd dicho punto. Como se
sabe cuando la delexién es méxima el giro vale cero, partiendo de esto e igualando a cero la
ecuacién de giro obtenida en el ejercicio anteriormente mencionado y resolviéndola se obtie-
nen cuatro valores de x de los cuales descartamos inmediatamente los valores negativos, ya
que estos se encontrarfan a la izquierda del apoyo A, o sea el origen de nuestro sistema coor-
denado. De los otros dos valores positivos restantes eliminamos el valor que es mayor a uno,
ya que este valor se encontrarfa a la derecha del apoyo ubicado en B, por lo que se ubicaria

24/30

fuera de la viga. Entonces se encuentra el valor de x que es: T +1 = 0.5193296L

En cuanto a los giros, se aplica un momento unitario en direccién de la deformacién espe-
rada, se realiza un corte y una vez obtenida la ecuaciéon de momento aplicamos la ecuacion

de trabajo virtual
1 (L /wLx wx® X
6= E/o (T‘TL) (g +1) dx

Resolviendo la integral

_ Twl3
47 B60EI
Para el giro en B
1 (L /wLlx  wx®\ /x
=57 | (—6 —E> (1) dx
Resolviendo la integral
wL3
% = 151

IV.4. Primer teorema de Castigliano.

El primer teorema de Castigliano es otro método que parte del principio de conservaciéon
de la energia y de como esta produce deformaciones. Debe hacerse énfasis en que sélo puede
ser aplicado a elementos elasticos, fue inicialmente presentado por Alberto Castigliano en
1873. Como a continuacién se manifiesta.

“Implica igualar la deflexién a la primera derivada parcial del trabajo interno total
de la estructura respecto a una carga situada en el punto dénde se busca la defle-
xion.” (Kassimali, 2014: 309).

Se puede escribir matematicamente como:
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IV.4  Primer teorema de Castigliano. IV METODOS ENERGETICOS.

Donde A es el desplazamiento, lineal o giro, P puede ser una fuerza o un momento, y T
la energfa de deformacién
En este punto de la demostracién retomemos lo antes considerado en el tema de trabajo

virtual.

1
- -
I 2M®

Y basandose en el principio de la conservaciéon de la energfa que ya utilizamos en el
método del trabajo virtual, dénde se hizo

Tp =T,

Ahora considérese una viga de longitud L a la cual se aplican cargas gradualmente, de
valores desde 0 hasta P, fabricada con un material eldstico, tenemos

dT = %Md()

Dénde dT es la energia de deformacién de un elemento diferencial de la viga.
Si lo que interesa solo es el momento M es posible utilizar la férmula diferencial para la
flexién, que ya se demostrd, para los métodos geométricos, entonces

d?y _de

da? ” dx

do M

drx ~ EI
Despejando

do = = dx (42)

Sustituyendo

dT = — dx (43)
Y la energia total de deformacién en la viga

L a2
T=|] —=—dx 44
o 2EI (44)
Para una armadura recordamos la ecuacién (44), y si de igual manera se considera que
en la armadura se aplican las cargas P gradualmente y que estas a su vez generan fuerzas
internas y ,y que ademads estd formada de barras de seccién A y longitud L constantes asi
como la carga axial que acttia sobre el eje de la barra, tenemos
F2L

T = FA (45)

Siguiendo con el método y dejando atrds el pequerio recordatorio, considérese la siguien-
te viga, en la que acttian un par de fuerzas aplicadas gradualmente, produciendo una defle-
xién y que cada una produce su respectivo A como se muestra a continuacion.
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IV METODOS ENERGETICOS. IV4 Primer teorema de Castigliano.

Fig. 88 Viga simplemente apoyada, con dos cargas P.

Aplicando la férmula del primer teorema de castigliano

oT o L M? L /oM\ M

A =35 = ap, Jo ZEIdx_/o (a_Pl)de (46)
oT o L M? L /oM\ M

7 =50 =9 Jy ZEIdx_/o (a_Pz)ﬁdx 47)

En cuanto a los giros 6 se obtienen de manera similar

oT o [L M? L 7oM\ M
0= o = o Jy 221 %= | (%)ﬁdx 48)

Donde m; es un momento unitario ficticio

Del mismo modo se calculan las ecuaciones para una armadura, considerar la siguiente
armadura.

Fig. 89 Armadura simplemente apoyada, con dos cargas P.

Py

] 2L (aF) FL (19)

A=5rsea=2\3p) Ea

Aplicando el teorema para la anterior armadura mostrada.
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IV.5 Obtencion de deformaciones. IV METODOS ENERGETICOS.

_ 9T _ 9 PZL_ZPylL
"7 9P 0P&~2EA  ~ EA
9T 9 F2L_ZFML
- dP, 0P~2EA ~ EA

Doénde y1 es la fuerza interna de cualquier barra que compone la armadura debido a una
carga unitaria ficticia en el punto de aplicacién de la carga P, de igual manera p;

Ay

IV.5. Obtencion de deformaciones.

IV.6. Vigas.

Ejerciciol Obtener las deformaciones maximas de la siguiente estructura, considérese un
material u una seccién constante a lo largo de su longitud.

Fig. 90 Ejercicio (1)

j— X —=

lp

L

®

iz

Aplicando el teorema

or 1 (L oM
Ap===— | M=—7d
B=9p T EI /0 ap "
Calculando la ecuacién de momento, debido a que la carga que acttia en la viga esta en
el punto de interés, no es necesario otro calculo.

M= —Px
Calculando la derivada parcial

oM _

oP

Sustituyendo

1 L PL3
Ap = E/o (~Px)(-x)dv = |

Para el giro, no es posible aplicar el teorema directamente, pero agregando un momento
concentrado ficticio en el punto de interés resolvemos este problema.
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IV METODOS ENERGETICOS. IV.6

Vigas.

Fig. 91 Ejercicio (1.b)

Del teorema se tiene

oT 1 L aM
93—%—5/0 M= dx

Calculando la ecuacién de momento
M=—-Px—m
Realizando la derivada parcial

oM

P

Como m = 0 debido a que es un momento ficticio y que se agrega sélo para ser posible

realizar la derivada parcial y sustituyendo

1 L
05 = ﬁ/0 (—Px — m)(—1)dx
Resolviendo

P12

%8 = 5F7

Ejercicio 2 Calcular las deformaciones maximas de la siguiente viga empotrada, considé-

rese un EI = cte

Fig. 92 Ejercicio (2)

@ \‘7 Y A 4 Y Y Y
\ &
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IV.6 Vigas. IV METODOS ENERGETICOS.

Debido a que en el punto en el que se encuentra la deflexion maxima no esta actuando
ninguna fuerza concentrada, no es posible aplicar el teorema, asi que para resolver este
inconveniente se coloca, en dicho punto, una carga ficticia p. Entonces

Fig. 93 Ejercicio (2.a)

@ \r v v v v v
N

Del teorema

oT 1 L oM
= —=— M—d
BB =55 T EI /0 op ¥
Realizando un corte, se obtiene la ecuacién de momento
2
wx
— _Px— =
M X >
Obteniendo la derivada parcial
oM _
oP
L 2
Ap = /0 (—Px— %)(—x)dx
Haciendo P = 0 dada que es una fuerza ficticia
wL*
B =gpr ¥

Aplicando un momento ficticio para calcular el giro maximo

Fig. 94 Ejercicio (2.b)

@ \\V \ L4 L4 Y
N
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IV METODOS ENERGETICOS. IV.6 Vigas.

De la misma manera para los giros, se tiene

0= 5 = 1y Mo @

Haciendo un corte en x y calculando la ecuacién de momento

Reaclizando la derivada parcial

Sustituyendo

by — EI/ (~ < ) (-1 dr
Como el momento es ficticio m = 0, e integrando
wL3

%8 = GET

Ejercicio 3 Calcular la deflexion méxima y los giros producidos en los apoyos debido a la
carga actuante.
\P

®M>%

Fig. 95 Ejercicio 3

~——L/2 L/2

Colocando una carga unitaria ficticia en el punto de interés, y calculando la derivada
parcial para multiplicar el resultado por la ecuacién de momento de la viga rea, se tiene.

1 (L/2 /Px
Amtﬁx — E/O (7) (x)dx

P13
Amix = Sops
48E1

Resolviendo la integral

Para lo giros, de igual manera.
_ PI?
~ 16EI
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V  COMPATIBILIDAD DE DEFORMACIONES.

Conclusiones sobre los métodos energéticos.

S6lo se presentan en esta tesis dos métodos, que al autor parecieron los mas fundamen-
tales para dar un contexto al lector en el tema de deformaciones en elementos estructurales,
y asi dar cabida a un estudio mds extenso sobre el tema. Los métodos son bastantes féciles
de prender y parte de principios muy sencillos. Son précticos si se conoce el punto don-
de una deformacién es maxima, o si estd bien claro el punto donde se necesita analizar la
deformacién. El problema principal de estos métodos radica en la necesidad de plantear
tantas estructuras y resolverse, como puntos se quieran estudiar, esto es algo impractico si
es necesario revisar varios puntos en una estructura.

V. Compatibilidad de deformaciones.

El método es muy simple, consiste en transformar una estructura hiperestdtica que por
principio no puede ser resuelta por las ecuaciones de la estética, en una estaticamente deter-
minada quitando, por asi decirlo, las incégnitas de més que puedan existir en la estructura,
suponiéndolas en unas ecuaciones llamadas “ecuaciones de compatibilidad”, que resultan
de suponerlas deformaciones debido a las cargas originales y las reacciones de mds que ha-
cen a la estructura hiperestética. El método es aplicable a cualquier tipo de estructura pero
existe una limitacién y es que debe ser aplicable el principio de superposicion, ya que de
este principio parte el método.*?

En una viga hiperestética bajo diferente ntimero y tipo de cargas se aplicara el método.
Segun el método las deflexiones en los puntos de los apoyos, causadas por las cargas ori-
ginales actuantes en la estructura primaria, mas las deflexiones causadas por las reacciones
supuestas en los apoyos, deben ser cero. Entonces: como se puede observar es una estructura
hiperestatica de tercer grado, asi que el primer paso serd convertirla en una estructura de-
terminada, suponiendo las reacciones de los tres apoyos moéviles internos, transformandola
en una viga simplemente apoyada.

Fig. 96 rrr

%)

En la siguiente figura () se observan las deflexiones (Delta) causadas por las cargas de la
viga primaria.

33 Para el analisis de estructuras determinadas, el método difiere un poco de lo presentado
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V  COMPATIBILIDAD DE DEFORMACIONES.

Fig. 97 rrr

Fig. 98 rrr

Fig. 99 rrr

A - ’:,/_i—'é'*\\:t“\ 832
STl 22 T e
_-==== 0 030" "7

Fig. 100 rrr

By -
,A,1,3,——‘_‘_"_’7_:/—5--“” T by e
7==:::::’::5}£-—_ 23 Teosl
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V  COMPATIBILIDAD DE DEFORMACIONES.

A1+ A1+ A+ A3 =0
Ay + Ap +Axpp+ A3 =0
Az + Az1 +Azp + A3z =0

A +0611 Ry + 012 Ry +613R3 =0
Ay + 021 Ry + 0 Ry +93R3 =0
Az + 331 Ry + 93 Ry + 033 R3 = 0

Aq on d12 diz| [Ra 0
Ap| + |021 622 d23| |R2| = |0
Az 031 032 d33| |R3 0

A1 +611 R+ R+ -+ 01, Ry =0
Ay + 31 Ry +0pRy+---+6, Ry =0
Ap+011R1 +0ppRo+ -+ 6 Ry =0

Aq o1 O12 - Om| | Rq 0
Ay 01 O oo | |R2 0

. + . . . . - .
An 5111 5112 e 5nn Rn 0

Analizaremos una viga hiperestatica de primer grado, la cual dividiremos en dos vigas
estaticamente determinadas, evitando las inestabilidades. Una empotrada con la carga w y
la otra empotrada suponiendo la reaccién (R;), como una fuerza con un valor unitario (1).

Fig. 101 Ejercicio

w
@\V \ 4 A 4 Y A\ 4 A 4
N EI = cte
W%
L

Comenzando por la viga en la que se aplica la suposicién de reaccién (Rp) y haciendo
un corte a una distancia x para obtener la ecuaciéon de momentos para después calcular su
deflexién.
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V  COMPATIBILIDAD DE DEFORMACIONES.

Fig. 102 Ejercicio

L Mr M L _ ~(_ 3 L L3
(511:74 R de:/ —x( x)dx:x—} = —
0 EIl 0 EI 3EI |, 3EI
De igual manera haciendo un corte a una distancia x obtenemos la ecuaciéon de momen-

tos para la viga empotrada con la carga w que forma parte de la estructura primaria. Para
posteriormente calcular su deflexion.

Fig. 103 Ejercicio

@\r A4 \4 Y A

_ 2
L Mg My L <—wz’x ) (x)
= e g )0,

B o | /wa3_ 1 [wxt " wIt
B EI ~ 2EILJo 2EI| 4 |, 8EI
Sustituyendo los términos obtenidos, en la ecuacién de compatibilidad:

A +d011 Ry =0

wl* I3
— Ry =
sEr T3pi =0
_wL* 3ET _
V= 78ET 13 T
R, _3wL

8

El signo indica que estd mal propuesta la reaccién, va hacia arriba.
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VI PENDIENTE-DESVIACION.

VI. Pendiente-Desviacion.

En el capitulo anterior se estudiaron estructuras estdtiacmente indeterminadas en las
se consideraban como incégnitas las fuerzas que provocaban a la estructura se grado de
indeterminacioén, pero de igual manera se puede considerar como incégnitas los desplaza-
mientos provocados por las cargas. De este principio parte el método de Pendiente - desvia-
cién, que se presenta a manera de introduccién al capitulo siguiente,”lo present6é George A.
Maney en 1915.”(Kassimali, 2014: 583). Para su demostracion se calculan las ecuaciones fun-
damentales, que estdn en funcion de las deformaciones que sufra la estructura. El siguiente
método puede ser aplicable a vigas y marcos, con médulo de rigidez constante o no.

La siguiente viga esta doblemente empotrada, lo que significa que es Hiperestatica de
grado 3, por lo que no se puede resolver por los métodos convencionales.

Fig. 104 Ejercicio

El = cte

O,

Liberando los extremos, se sabe que existirdn deformaciones, un A de deflexién, un par
de giros 61 y 01 (que pueden no ser debidos a carga), por lo cual es posible determinar un
par de funciones:

My = f(61,62, A1p, w) (50)

My = (61,602, A1p, w) (51)

Que determinan el valor de los momentos, M, (momento de 1 a 2) y Mp; (momento de
2 a 1). Que estas a su vez estdn en funcion de cuatro efectos. El momento debido al giro en
el punto uno, al giro en el punto dos, a la deflexién y a la carga
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VI PENDIENTE-DESVIACION.

Fig. 105 Ejercicio

Estableciendo la siguiente configuracion de apoyos, los momentos que acttian en el ele-
mento producen una deformacién , y un 6; debido al tipo de apoyo. Para determinar los
momentos, se utiliza el método de Viga conjugada.

@ ©,
Mum J6: *\§)

Fig. 106 Ejercicio

- M»
Fig. 107 Ejercicio
ML
2EI
M, /EI
777 My /EI
th My L
2EI
Y My=0 A

_ MpL (L +M21L 2L 0
2EI \ 3 2F1 \ 3 )
MnlL?>  Mjpl?
3EI  6EI
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VI PENDIENTE-DESVIACION.

2My = My
Y My =0
MpL (2L\  MyL (LY
T3] <?) 2EI \3)
Mppl?  Mpl?
0L+ 35 6El 0
o1 — MpL* My L?
Y= T3EI 6EI
Mip = 2Mpy
o[ = 2Mal?  Myl?2
== 73E] 6E]
MyL?/ 1 2
0,1 = 4=
! El < 6" 3>
o _ Maul (1
V= 7Fr \2
2EI 4E]
M21 = T 01 M12 = 2M21 = T 61

Fig. 108 Ejercicio

Fig. 109 Ejercicio

My L
2E1

M, /EI
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VI PENDIENTE-DESVIACION.

Y My=0 A

_ MplL (2L +M21L L 0
2ET \ 3 2ET \3)
My = 2M;p
Y M;=0

A (£) A () v

2EI \3 2EI 3

_ MpL?2 /1 2
bk = =57 (8+3)

2FI
Mp =229
12 I 2

AEI
My = —-0
21 I 2

Fig. 110 Ejercicio

®

Y My =0 A

_MpL (L) MpL (2L\
2EI \3 2EI \ 3 12—

111



VII METODO DE LAS RIGIDECES.

My = f(61)
My = g(62)
My = h(b12)
Mip; = Mpwqz
Mgy =
My = f(62)
My = g(61)
My = h(6)
My = Mpwy
4E] 2EI] 6EI]
= g Ty A £
My i 01 + i 6> + 2 A MEgwr2
2EI 4E] 6EI]
My = I 01 + T92 + 5 A1 = MEwyy

VII. Meétodo de las rigideces.

Partiendo de lo expuesto en el capitulo anterior, se presentara el método de las rigideces.
A diferencia del método de la compatibilidad de deformaciones, en donde, las fuerzas eran
las incégnitas que se buscaba calcular, en el método de las rigideces las incégnitas son los
desplazamientos en los nudos, se entiende como desplazamientos a las traslaciones y rota-
ciones. Se determinan ecuaciones para los elementos de la estructura con base en:

» Los desplazamientos desconocidos
» Las propiedades de los elementos de la estructura

= Las cargas

Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales resultante del analisis, se obtienen las fuer-
zas internas de los elementos asi como sus reacciones en los apoyos. Para facilitar la reso-
lucién de dicho sistema de ecuaciones, es comun utilizar matrices, esto facilita el calculo. El
ensamble de dichas matrices se realizara a continuacién, enunciando sus cualidades especi-
ficas de dichas matrices.

El método de las rigideces es amplia mente utilizado en la actualidad debido a su exac-
titud en los cdlculos, asi también por lo sencillo que es programarlo en computadoras, fa-
cilitando el célculo y haciéndolo muy rdpidamente. Cabe mencionar, que, si no todos, la
mayoria de los programas computacionales de andlisis estructural comercial, de la actuali-
dad, utilizan como principio el método de las rigideces, ensamblando matrices y resolviendo
sistemas de ecuaciones tan grandes como la estructura lo requiera.

Cabe destacar que en el presente trabajo solo se abordarad el método para deflexiones,
ya que este es aplicable a esfuerzos axiales, cortantes y torsionales. Para el andlisis de las
armaduras, es de igual manera ampliamente utilizado este método, el cual, es muy simple,
pero que estd fuera del alcance de este texto, asi ptes si el lector comprende los principios
del método de las rigideces para elementos a flexion, sin problemas podria comprender el
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VII METODO DE LAS RIGIDECES.

mismo método aplicado a los demds tipos de esfuerzos presentes en las estructuras. Cabe re-
saltar que en vigas, elementos tipo barra horizontales sujetos a cargas perpendiculares al eje
del elemento, la carga axial es practicamente nula, y, por lo tanto, totalmente despreciable.
Caso que no ocurre con los marcos, que en las columnas suele presentarse esfuerzos axiales,
pero qué, como es sabido la energia de deformacién causada por carga axial, es demasiada
pequefia en comparacion con la deformacion por flexion, por lo que se despreciard sin tener
errores significativos en el calculo.

El método consiste, como ya se mencioné anteriormente, en establecer ecuaciones para
la estructura a analizar, para posteriormente realizar algunas operaciones matriciales pa-
ra obtener los esfuersos internos de los elementos. se enfocaré el texto especificamente en
el ensamble de la matriz de rigideces, puesto que, este paso es crucial para poder resol-
ver estructuras, se tienen que tener bien presentes todos los conocimientos en estructuras
brindados por todos los métodos anteriores para ser capaces de ensamblar correctamen-
te una matriz de rigideces. Las operaciones matriciales posteriores, sin mayores problemas
se pueden realizar con cualquier programa de computadora, tales como: Octave, MathLab,
Mathcad etc.

Se analizar4 la siguiente viga doblemente empotrada para demostrar el método. Témese
en cuenta que no existen alargamientos ni acortamientos axiales en el elemento.

Téngase en cuenta lo demostrado por el método de Pendiente-Desviacion que se muestra
a continuacion.

Liberando el extremo A para permitir el giro, y aplicando un momento que produce una
deformacién unitaria 04 = 1 se tiene.

Fig. 111 Estructura primaria con giro en A

Z 2EI
6EI 6EI
L |

Ahora con el extremo B.

113



VII METODO DE LAS RIGIDECES.

Fig. 112 Estructura primaria con giro en B

Provocando un A en A.

Fig. 113 Estructura primaria con desplazamiento A 4

— A/ -
N T 6E1
I X L?
< S~ N
lON =, -
v
6E1
A L2
12E1 2t
i g

Ahora en B.

Fig. 114 Estructura primaria con desplazamiento Ag

™
—~
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VII METODO DE LAS RIGIDECES.

Ensamblando la matriz de rigideces.

" 4Bl 6EL  2EI _ 6EIT
L I2 L I2
6EI 12E1 6EI 12E1
Ma T o1 | |fa
Fya| _ Ay
- 2E] 6EI] 4E] 6EI]
Ms - s o I
F]/B Ap
_6EI _12EI _6EI  12EI
12 L3 L2 L3
T 4El 6EL 2Bl _6EIT
L 12 L 12
6EI  12EI  6EI  _ 12EI
12 L3 12 L3
k=1 201 61 4E1 eI
L 12 L 12
_6EI __12EI __6EI  12EI
12 L3 L2 L3

Esta es la matriz de rigideces para la estructura. Para una barra, esta es la matriz de
rigidez completa, estas matrices tienen caracteristicas especiales, tales como:

= Cuadrética
= Simétrica
= No necesariamente inversible (singular)

Observe se que las columnas de la matriz completa guardan equilibrio estatico.

Las caracteristicas de una matriz de rigidez que no es completa (reducida), se refiere a
que corresponde a una estructura en la cual tiene algtin o algunos grados de libertad. Estas
matrices tienen caracteristicas en comun con las matrices completas excepto una, que son
inversibles. Dichas caracteristicas son:

m Cuadrética
s Simétrica
s Inversible

Como se mencioné anteriormente, el método de las rigideces es aplicable a cualquier
estructura, estdticamente determinada o no, incluso si es inestable, lo cuasl daria lugar al fe-
némeno llamado, desplazamiento de cuerpo rigido,seria el caso, por ejemplo, de un elemento
sin apoyos que se desplazaria de forma aleatoria indefinidamente. Si la matriz de rigideces
no tiene solucién o arroja resultados incongruentes, se deberia a un mal ensamble, si no es
el caso, se deberia a que la estructura siendo analizada es inestable.
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VII METODO DE LAS RIGIDECES.

La matriz de rigideces anteriormente obtenida, es el elemento finito mds pequerio, del
cual se basan todos los andlisis por el método de las rigideces, sin importar si se trata de
elementos barra o elementos placa.

[ 4EI 6EI 2Bl _6ELT
L LZ L LZ
6EI] 12E] 6EI 12E1
Ma 7 1z T |9
PyA . AA
- 2E] 6E] 4E] 6EI]
Mg T T 12 Op
F]/B AB
_G6EI __12EI __6EI  12EI
12 L3 12 L3

Ejercicio Ensamblar la matriz de rigidez por flexién de la siguiente estructura tipo viga.
En primer lugar se debe determinar el nimero de grados de libertad de la estructura a

analizar, considerando que los elementos barra son muy rigidos a esfuerzos axiales, es decir,

no se acortan ni se alargan, la estructura solo tiene tres grados de libertad, que son os giros

en 1,2y 3, por lo que su matriz de rigideces debe ser una matriz cuadrada y simétrica de
3X3.

Provocando un giro al rededor de 1.

>
™
—~

777,

N
|
]
1
1
I
1
1
1
1
/
1
|l
\
$
1SN
N|m
—~—
3 )
N
§D}Im
N
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Provocando un giro al rededor de 3

4EL 2BL g
L L
M1 91
_ | 2EI 4EI 4EI 2EI
Myl =T T+t 2| %
M3 03
0 2B 4E
2L 2
4E1 2E1
T T 0
__ | 2EI 4EI 2EI EI
k=17 T+T T
El 2E]
0 T T

Ejercicio Ensamble la matriz de rigideces de la siguiente estructura.

O 75 72O

L 2L

Provocando un giro al rededor de 1

K-
:

4EI
s
7

77

Provocando un giro al rededor de 2
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AN X e i
T\ N\
Z 7, 8L 7777,
L 2L
Ahora al rededor de 3
4FT
et 8EI
<N LN
;; N i
Z 7777, T 7
L 2L
4FT 2FI
T T 0
M 61
M3 03
0 4E1 8EI
2 oL
4ET  2EI
- T 0
_ | 2Er 8EI 2EI
k= | ¢
2EI  4EI
0 ==

Ejercicio Ensamblar la matriz de rigideces del siguiente marco. Considerando que los ele-
mentos barra no se deforman axialmente y solo actian esfuerzos de flexién en os elementos.
La estructura tiene tres grados de libertad: giros en 1y 2, y el desplazamiento horizontal
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®

P =3"Ton

AE = o0

Girando el nudo 1

Girando el nudo 2
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Desplazamiento horizontal

L [
H2
7777, 77
[2(12EI) 6EI 6EI |
H? HZ HZ
p Ax
IR T A R
M, 0>
6El 2El 4EL | 4El
L B2 L H L
Las fuerzas
0
Fn=10
0
El vector de cargas queda de la siguiente manera
P p 3
Mi|=]19]|=]9
M, -9 -9
Ay p 0.003209
61 | =k ' |Mp| = |0.002294
6> M, 0.001091

Ejercicio Ensamblar la matriz de rigideces del siguiente marco hiperestatico.
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EI

EIl

®

2E]

T

®

2EI

T2,

777

H;y

H,

Para el desplazamiento horizontal.

I

77

H,

Hp

El giro en 1
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3 2EI
L
8EI =
H, & T W ::
. 77777,
12ET
H}
o)
7277
|
77777
L
El giro en 2
AET
2E1 T 2EI
L / L
4E 8EI \
DA >
. 7
12E]
H2 N
T
| T
777,
77,
L
El giro en 3

H,
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2EI 4E1
\
7
[\l
T
i
T
707
%
L L
Ensamblando la matriz de rigideces:
24E] 24151 12E] 12E]
H? T H? H? H 0
12E1 4E1 8EI 261
k= | om0
1281 2EI BEL , SE 8EI 2EI
H% T L
2EI 4E]
0 0 T T
24151 24EI 12E1 12E]
+ 2 g2 O
Py H 12E1 H 4E1H 8EI 2751 A
M; > + T e 0 0
= H .
M, 1281 2E] BEI | 8E 8EI 2EI 0,
M H B Ry
3 0 0 2EI 4EI 3
L L

Ejercicio Calcular el diagrama de momentos de la siguiente viga hiperestatica, por el mé-
todo de las rigideces con los siguientes datos.

E= 2.039X1o6k—g I = 1.278X10%*cm*
cm?
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M; = 3Ton -m

My = —8Ton-m

=

124

() ~ —~©
%} EI EI
7 727,
0.75L = 13.5 0.25] = 4.5 ——
L =18
4EI 2FEI 0
0.75L 0.75L
MA 9A
_ 2E] 4E] AF] 2E]
Mp | = | 578 075 T 0925 025 Op
Mc Oc
2EI 4E]
0.25L 0.25L
4F] 2E]
AEL 2EL 771.999 385.999 0
Ton -m
_ 2E] AE] 4FE] 2E] _
k= | 2L ARL 4 AEL 2L — 1385999 3087.996 1157.998 o
2E] AF]
0 2L AEL 0 1157.998 2315.997
0.001403283 —0.00021589 0.0001079457 .
k1= | —0.00021589 0.00043178 —0.00021589
0.000107945 —0.00021589 0.000539724 | 01~
04 My 0.003346
0| =k~ |Mg| = | 0.001079 | rad
0c Mc —0.003994

Para el elemento 1

A1:%~ A %-93237”011-171
Bl :%' A—i—%-GB:Z.lZSTon-m
A = % 04+ 0.671;; -0 = 0.37963Ton
B1 = 0.6732 04+ O_.765ELIZ -5 = —0.37963Ton
Para el elemento 2
A2 = % B %-QC: —2.125Ton - m
Mp, = %-GBjL%-GC: —8Ton - m
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6EI 6EI
Fypp = 02512 -0 + 02512 -0c = —2.25Ton
6EI —6EI

ng = 025L2 '93 + 025L2 . 9C = 2.25Ton

Ejercicio Ahora se calculardn los momentos de empotramiento de dos vigas doblemen-
te empotradas, con el objeto de demostrar como es que se obtienen dichos valores en las
tablas que se presentan en cualquier libro de andlisis estructural, de manera similar se pue-
den obtener los valores con diferentes tipos de cargas y diferentes tipos de apoyo en vigas
continuas.

Fig. 115 Momento de empotramiento de una barra doblemente empotrada con una carga
uniforme

w

@ \V Y Y Y Y Ws
N

Por simple inspeccién se puede deducir el valor de las reacciones verticales, pero se cal-
culardn por suma de fuerzas. Las reacciones horizontales son nulas, dado que no hay fuerzas
actuando en el eje x. Entonces haciendo sumatoria:

Y F,=0

wL
RVA — — =
> 0

wL
RVA = —
2

Para los momentos no es tan sencillo, para calcularlos se usard el método de la doble
integral, es posible usar cualquier método para calcular deformaciones en estructuras isos-
taticas, también se apoyara en suposiciones tedricas.

Primero, dado que la viga es simétrica, se sabe que los momentos, asi como las reacciones
verticales son simétricos, entonces se hace un corte por la mitad a la viga.

Realizado dicho corte, se observa que se queda una viga empotrada. Realizando un corte
a una distancia x del claro de la viga se calcula la ecuacién de momento:

ZMA:O + O

wLx N w(L — x)?
2 2

M= My —
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Integrando una vez

2 _\3
EI = Mx — wix + “’(L6 x)

+C

Estableciendo las condiciones de frontera, se sabe que cuando x = 0, debido al apoyo la
deformacién es nula 64 = 0 entonces:
wLlx?  w(L—x)3

EIO = Mx —
Yoot

Recordando que la deformacién de los giros estd relacionada con los momentos, asi que
se calcula el giro a la mitad del claro de la viga

ML wl3  wI3

2 6 T Y
wl?
M= 12

Y por simetria:
Calcular las reacciones de la siguiente estructura.

Fig. 116 Momento de empotramiento de una barra doblemente empotrada con una carga
puntual al centro del claro

o —

72777,

Como en el ejemplo anterior se pueden calcular las reacciones verticales de la estructura,
las reacciones horizontales son nulas. Entonces:

Y B =0

p
RVA = —
4
Utilizando el método de la doble integral, se calcula la ecuacién de momentos.
Px
M=M=
Integrando
Px2
EIO = Mx—— +C,

Estableciendo las condiciones de frontera, se sabe que cuando x = 0 el giro es nulo, dado
que en es punto existe un empotre, por lo que 6 = 0. Entonces:
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2
Em:;Mx—fg-

Calculando el giro a la mitad del claro de la viga:
ML+PB
2 16
_PL
-8

=0

M
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A VIGAS GERBER.

A. Vigas Gerber.

Las vigas Gerber, bautizadas asi en honor al ingeniero aleman Heinrich Gottfried Gerber
(1832 — 1912), son estructuras que se diferencia de las demds vigas, como las empotradas o
las simplemente apoyadas, por la utilizacién de articulaciones dentro de los claros de dicha
estructura, pero que por estaticidad siguen siendo isostéticas, por lo que con las ecuaciones
de equilibro es posible resolverlas, pero debido a la existencia de articulaciones el método
de resolucién es un poco diferente al que se sigue con las vigas mas “comunes”. Debido a
que en el método de la viga conjugada, al cambiar el sistema de apoyos de la viga real, es
posible que la viga conjugada sea una viga Gerber, en el presente apéndice se realizard un
pequefio repaso sobre la resolucién de este tipo de vigas, puesto que el autor lo considera
importante, en vista de que es escasa la bibliografia que aborda este tipo de vigas y de la
importancia de ser capaz de resolverlas cuando se presenta este singular sistema de apoyos,
sobre todo en el método de calculo de deformaciones antes mencionado.

Como ya se mencioné antes, este tipo de vigas soluciona el problema de las vigas con-
tinuas, que son las vigas que tienen varios claros y que son, normalmente hiperestaticas,
con la existencia de articulaciones. Para comprobar la estaticidad de las viga Gerber veamos
algunos ejemplos.

N o (%)
© 3520

En la viga anterior se solucioné que la viga fuera Hiperestatica colocando una articu-
lacién en el punto C, para corroborar lo anterior, se usa la férmula siguiente:(reacciones —
articulaciones) — incognitas = Grado de estaticidad, (4—1) —3 = 0 Estructura hiperestatica.
Por lo tanto es posible resolverla con ayuda de las ecuaciones de la estética.

En la siguiente viga, que originalmente era una viga continua, se solucion¢ la hiperesta-
ticidad grado 2, colocando dos articulaciones en el claro central

%% N\ AN N\
% 77777, 777777, 77777,

Otra variante de la viga anterior es colocar las articulaciones al centro.

%}7 AN N\ N\
% 7777, 777777 77777,

Aplicando la férmula para afirmar lo dicho anterior, (5 —2) —3 = 0 Con lo que queda
comprobado que es posible resolverla con las ecuaciones de la estética.

De esta manera es posible continuar la viga todos los claros que se deseen, cuidando la
posicion de las articulaciones.Por ejemplo.
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%} AN N\ AN AN N\
% 77777, 777777, 77777, 77777, 777777,

En estas circunstancias se debe cuidar que en la distribucién de las articulaciones no
se presente ningtn tipo de inestabilidad, por ejemplo, sélo se puede colocar méximo dos
articulaciones en un claro. Se considera que el niimero de articulaciones que permite una
viga Gerber es el nimero de claros que salva menos uno, esto depende de el sistema de
apoyos ya que depende del tipo de apoyos. Por ejemplo.

En dénde todos los apoyos son fijos y permiten este acomodo de articulaciones, con dos
claros articulados consecutivos, sin presentar ningtn tipo de inestabilidad.

Por su condicién de articulacion, estds pueden rotar, debido a que no restringen mo-
mentos, pero si transmiten cortantes, dada esta informacion, es posible establecer las bases
para lograr que la estructura se mantenga de la manera deseada desde un punto de vista
ingenieril. El comportamiento ideal para no comprometer su funcionalidad es que el eje del
elemento se mantenga recto, por lo que las articulaciones no deben girar, y esto se logra
considerando que en los puntos donde se encuentran las articulaciones los momentos de-
beran ser nulos®*. De esta manera se garantiza que las articulaciones no giraran, ademads de
que es la pauta para poder resolver la viga numéricamente, aunque como se menciono ante-
riormente, si transmitirdn cortantes. Mencionadas estas condiciones es factible resolver una
viga Gerber. Para ilustrar esto se dibujara el diagrama de momentos de una viga Gerber, sin
ningun tipo de inestabilidad y completamente isostatica.

Ejemplo (1) Resolver la siguiente estructura.

345i llegase a existir algtn giro pequefio en las articulaciones, inducido o no, estos se consideran desprecia-
bles
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@ 7~ A 4 Y A 4 Y A 4 Y @
v
%}” 77 4

~—4m 4dm dm 4dm

Las reacciones correspondientes a los apoyos de la estructura mostrada se pueden calcu-
lar aplicando las ecuaciones de la estitica a cada tramo rigido de la viga, esto es, de AB y
BD. Debido a la continuidad de la viga original, en la articulacién del punto B se obtendra
una reaccion, que equivale al cortante que se transmite en este punto, y que segun la tercera
Ley de Newton, para el otro segmento de la viga serd de sentido diferente.

Haciendo sumatoria de momentos en el punto B del segmento BA
ZMBm =0 +O
RVA(8) — 12(4) =0

RVA = 6Ton

YEAE=0 +1
6—12+B, =0
B, = 6Ton
Para la otra parte de la viga
Y MpPP=0 +0o
—6(12) + RVC(8) —16(4) =0

RVC =17 Ton

BD _
ZPy =0 +1
—6+17—16+RVD =0

RVD =5Ton
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Ejemplo (2) Calcular las reacciones de la siguiente estructura.

2.5Ton/m l35 Ton

@\V Y Y Y A 4 l @
\ N\
7
C
8m———8m —

16 m

Haciendo sumatoria de momentos en el punto B
Y. MpPP =0 + 0O

—35(16) + RVC(8) =0
RVC =70
Haciendo sumatoria de fuerzas en Y en el tramo de Ba D
BD __
Y EPP =0 +1
—-35+70+ B, =0
Haciendo sumatoria de momentos en A del tramo A a B
Y Ma =0 +0
My +35(16) —40(8) =0
My = —240 O
Realizando sumatoria de fuerzasen Y en el tramo de A a B
Y RAP=0 +1
RVA —-40+35=0

RVA =5

De este modo queda la estructura resuelta, sélo utilizando las ecuaciones que la estética
brinda.

131



A VIGAS GERBER.

Ejemplo (3) Calcular las reacciones de la siguiente viga articulada, asi como dibujar sus
respectivos diagramas de esfuerzos.

4Ton/m

@\V \ 4 A 4 AN 4 \ 4 @
S

N
O

4dm 2m —=

N

Realizando sumatoria de momentos en el punto B hacia el punto C y siguiendo con el

método.

Y MEE=0 +0O
RVC(2)—8(1) =0
RVC =4Ton

BC _
Y EC=0
By —8+4=0
B, =47

Y MAE=0 +0
My —16(2) —4(4) =0
My = 48Ton

YEE =0 +1
—16 -4+ RVA =0
RVA =20 Ton

Dibujando el diagrama de cortante.

5m
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Ahora el diagrama de momentos flexionantes.

48
K —4
(0) (M)

4dm 1m -

Ejemplo (4) Obtener las reacciones de la siguiente viga Gerber y dibujar los esfuerzos que

en ella actian.
1000 kg /m 3000kg/m
O @
N
® 7

3m 3m

Y MEC=0 +0
—45(2) + RVC(3) =0
RVC =31

BC _
Y EC“=0
—45+3+ By
B, =15%

¥ A" —o
~15(3) = 3(1.5) + My =0
My =9

AB _
Y E'¥ =0
~15-3+RVA =0
RVA =451

Realizando el diagrama de esfuerzos cortantes de la viga, se tiene.
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4.5
1.5
(0) (V)
-3
— 3 m——
Para los esfuerzos de momento.
9
1.68
(0) (M)
~—A4m 1.5m ~

Ejemplo (4) Se tiene la siguiente estructura, obtener los diagramas de esfuerzos.

Ton 3ton/m

®
o

4dm 4dm 6m

A 4 A 4 A 4 A 4 A 4 A 4
O ®
W@ 7777,

Y M =0
RVA =0
BA _

Y E4 =0

0-4+B,=0
Yy MBF =0

—4(10) + RVC(6) — 18(3) = 0
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47
RVC = =
3
YR =0
19
RVD = -
3

Los diagramas obtenidos, con base en las reacciones de la viga son los siguientes:

11.66
0) \\,m

—6.33

- 3.88m -

-3.88m -

Ejemplo (5) Dada la siguiente estructura, resolverla con las ecuaciones de la estética.

2 Ton 4 Ton| 2Ton/m

1 10 Ton — m

—2m

N\

y \4 \ 4 A 4 v\@

4dm

L
= ©
3m

Escogiendo el punto A para realizar sumatoria de momentos, se contintia con el método.

Yy MEA =0
—2(5) + 10+ RVB(3) =0
RVB =0
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CA _
Y F4=0

Mp = 40
e _
LB =0
RVD = 14

Dibujando los diagramas de cortante haciendo énfasis en los untos maximos.

(0) v)

—-14

De igual manera el diagrama de momentos.

0 — (M)

—40

Ejemplo (6) Se tiene la siguiente estructura, obtener los picos de los diagramas de cortante,
asi como los de momento flexionante.
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5Ton/m

3m

3m 3m

Haciendo suma de momentos en C, y aplicando las ecuaciones de la estatica.
Y MEE=0 +0
RVD(5) —5(6) =0

RVD =0
CE _

Y EF=0
C,+10-5=0
Cy= -5
Y M4C =0
RVB(3) —5(6) =0
RVB = -10
AC _
LFE"=0
5+10+RVA =0
RVA =5

Dibujando el diagrama de cortantes, se observa como la articulacién transmite cortantes
pero no momentos, esto queda demostrado en el siguiente diagrama.

(o) lv)

15

(0>/I\\I/(M)

—15
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2 Ton/m 10 Ton

®p——t— 5 )

N @4Ton—m
NG
dm —

4

2m 3m

Ejemplo (7) Dada la siguiente viga Gerber bajo diferentes tipos de cargas, construir los
diagramas de esfuerzos para obtener los picos.

Y MEP=0 +0O
~8(2) + RVC(4) —10(4) —4 =0

RVC =151

AD _
Y E'P =0
RVA—18—-10+15=0

RVA =131

Y M4P =0
My —18(4.5) —10(9) +15(9) —4 =0
My = 40

Construyendo el diagrama de cortantes y calculando la longitud donde el cortante es
cero.

13

6.5m

Para los esfuerzos de momento flexionantes.
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40
4
(0) _ )
—2.25
Ejemplo (8) Resolver la siguiente estructura.
20 Ton/m 1OT Tor
<o D ®
@W
10m 10m 5Sm
Y ME =0

—200(5) + RVC(10) — 100(15) = 250

FBP =0
RVA — 200 4250 — 100 = 0
RVA = 50
Yy M4P =0
M, —200(15) + 250(20) — 100(25) = 0
My =500

Ejemplo (9) Dada la siguiente viga Gerber bajo diferentes cargas, resuelva se, de dos mé-
todos diferentes para demostrar las reacciones obtenidas.

5Ton/m

3Ton/m

5

~—2m 2m

m 2m —=—2m —=
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Por el primer método. o
Y MiA=0 +0O
—RVA(2)4+10(1) =0
RVA =5

AB _
Y E¥ =0
5-10+By, =0

Dénde By es la reaccién de la articulacion.

Yy MEF =0
~6(1) + RVF(2) =0
RVF =3

EF _
Y =0
—64+3+E, =0
E, =3

Yy MEE=0
5(2) +10(1) — 21(3.5) + RVD(5) — 3(7) = 0
RVD =149

ZF]/BE =0
—-5—-10+RVC—-21—-3+149=0
RVC =241

Método alternativo.

Yy MEA=0
—RVA(2) +10(1) =0
RVA =5

Yy MEF =0
~6(1) + RVF(2) = 0
RVF =3

Y Mp=0
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—5(9) +20(7) — RVC(5) +27(.5) +3(4) = 0
RVC =241

ZFy:O
5—-20—-27+241+RVD+3=0
RVD =149

Y Mc=0
—5(4) +20(2) +27(4.5) + RVD(5) +3(9) =0
RVD =149

Como se demostrd,es posible obtener las reacciones de una viga articulada de diferen-
tes maneras, ya sea haciendo sumatoria de momentos directamente en las articulaciones,
o considerando reacciones en estas, que son en realidad el cortante que las articulaciones
transmiten debido a la continuidad de la viga.

Ejemplo (10) Resolver la siguiente viga Gerber, realizando sumatoria de momentos en las
articulaciones, y comprobar resultados planteando un sistema de ecuaciones.

3Ton/m

|

~—7.5m —=5m=—75m 15m 75m —~——12.5m —

CD

Y Mg” =0

D, =225

Y By =

C, =225

Yy M =0

RVE = 84
FD _

Y. FE°=0

RVF=-15 |
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Y ME o
RVB =84

Y EfC =0
RVA = 18.5

Método alternativo.
Y ME =
—RVA(20) 4+ 80(12.5) — RVB(22.5) +45(7.5) =0
20RVA +7.5RVB = 1000

Y MAP =0
—RVA(35) +80(27.5) — RVB(22.5) +45(7.5) = 0
35RVA + 22.5RVB = 502ﬂ

Resolviendo el sistema de ecuaciones que se obtuvo.

8RVA 43RV B = 400
14RVA +9RVB = 1015

Se obtiene.
RVA =185 RVB =84
Y MEF =0

RVF(20) + RVE(22.5) — 105(17.5) = 0
20RVF +7.5RVE = 600

Y M o
RVF(35) + RVE(22.5) —105(17.5) =0
35RVF +225RVE = @
De los célculos anteriores
RVF + % =30
17.5RVF + 4511VE = 36475

Resolviendo se obtiene

RVF = —-15 RVE =84
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Ejemplo (11) Resolver la siguiente estructura, con la configuracién de cargas que se mues-

tra en la figura siguiente.

10 Ton

5Ton 3Ton/m ‘

10 Ton — m 2 Ton

@ 4 vy 4 ,l\ 4

\
®

b

(X

—2m 3m 3m 4m

3m

Y M — 0
RVB =404

Yy FiC=0
RVA = 0.6

Ejemplo(12) Resolver la siguiente viga Gerber.

3Ton 3Ton

I

T | 2Ton
2Ton —m 2 Ton/m 1Ton —m 1 Ton/n

NS

NI
@) PANGETASaG

N

AN

@W

2m 2m —

—2m 2m 2m 3m 2m

Y MBF=0 +0O
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5
D, ==
L]
LM

75
RVC = —
8

BD __
Y E° =0
5

B, = —-
Y 4

Y My=0

1

MA_—E

LEY

5
RVA = —2
8

B. Centroides y Momentos de inercia.

El centroide de una figura plana es una cualidad de importancia en las estructuras, debi-
do a que cuando se manejan cargas que no son puntuales, es necesario establecer una carga
puntual equivalente, y esta carga se debe aplicar en la coordenada correspondiente, de esta
manera es que cuando una carga uniformemente repartida es aplicada en un claro cualquie-
ra, se calcula el drea de esta, y después se aplica esa carga equivalente, puntual, en la mitad
del claro en el que actta la carga uniforme, ya que, la mitad de la base es la coordenada del
centroide de la carga en el eje x, que por lo general es el eje perpendicular al eje de las cargas
en vigas. A medida que las cargas aumentan de complejidad, aumenta la complejidad de
calcular el area de la carga asi como de obtener las coordenadas de su centroide. Otro aspec-
to importante de las propiedades geométricas con las que se trabaja en las estructuras, son
las formas de los elementos estructurales que comtinmente se utilizan, independientemente
del material, como el llamado modulo de seccién y los momentos de inercia, de los que se ha-
blard posteriormente. Debe dejarse bien claro que aunque por lo general s6lo se ensefian las
caracteristicas geométricas en figuras planas, de igual manera existen tales caracteristicas en
lineas o voliimenes, y que no son exclusivas de superficies.

Centro de gravedad.

El centro de gravedad es un punto geométrico déonde se coloca el vector equivalente del
peso P.La placa estd formada por particulas las cuales tienen un peso propio, que dependen
directamente de la densidad del material. A cada una de las particulas que forman la placa,
debido a su peso, la Tierra ejerce una atraccion sobre estas, resultando n vectores paralelos
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(AP,), entonces el centro de gravedad es el punto de aplicacion, de coordenadas (%,7), de
un vector equivalente a la suma de todas estas fuerzas.

Fig. 117 Centro de gravedad

ZA

xY

Por lo que

P =AP; + AP+ ---+ APy,

El momento producido por la fuerza P, es

M, =3P

Siendo (X, ) las coordenadas del centroide geométrico de la placa. El centro de gravedad
coincide con el centro de masa y con el centroide de area de la placa, si, y solo si, esta fue fa-
bricada de un mismo material homogéneo y su espesor (t) es constante en todo el elemento.

Fig. 118 Centro de gravedad 1

ZA

Yi

<Y

Haciendo sumatoria de momentos con respecto al eje y

My = APix,'

Con respecto al eje x

Mx = APixl-

Ahora para todas las particulas

Y My: XP=x1AP 4+ x2AP + - + x,AP,
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Y My: YP=y1AP +yoAP> + - - - + yuAP,

Como el termino AP es constante, entonces se puede escribir la ecuacién anterior de esta
otra forma

xP =

n n
X;AP Y  YP=)_yAP
= i=1

i=1

Si las particulas en las que se divide el elemento placa son de un nimero infinito, enton-
ces, n — o9, las ecuaciones anteriores se pueden escribir de la siguiente manera

P:/dP
P

—P:/ P Y —P:/ dp
X Px y py

De igual manera es posible encontrar las ecuaciones previas para un alambre que se
encuentra en el plano, tomando en consideracién que el centro centro de gravedad de un
alambre, generalmente se encuentra fuera del mismo.

Fig. 119 Centro de gravedad de un alambre
ZA

o
<Y

Fig. 120 Centro de gravedad de un alambrel
ZA

AP;

o
<Y

—Pz/ P Y —Pz/ dp
X Px y py

Centroides.

De las ecuaciones para calcular las coordenadas del centro de gravedad
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n n
XP=Y x;AP Y  YP=)_ yAP
i=1 i=1
Si ahora se analiza una superficie cualquiera asi mismo como con la placa pero si espesor,

cuyo centroide se ubica en las coordenadas (X, ), y donde se delimita un diferencial de area

dA con coordenadas particulares (X, i)

Fig. 121 Superficie plana

vA

A

'
X

Para cuando lo que interesa es el area y no el peso, como es el caso de la placa, se sabe

2

qué

P =9V

Doénde:
P = Peso
v = Peso especifico del material
V = Volumen

Sustituyendo P en las ecuaciones del centro de gravedad, considerando que un volumen
€s una area por un espesor.

n
TytA =) xiAytA
i=1
Simplificando

n n
XA = inAA Y yA = Zy,‘AA
i=1 i=1
Estas ecuaciones son las mismas para calcular las coordenadas del centro de gravedad
pero en vez de estar en funcion del peso, estan en funcion del drea del elemento. Tomando
un ntmero infinito de diferenciales de area

—A:/ dA Y —A:/ dA
X Ax y Ay

El area de la superficie se define por la siguiente integral.
A= [ da
A
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Definida el 4rea de la superficie, es posible obtener los momentos estdticos del area o mo-
mentos de primer orden, con la siguiente integral.

sx:/ dA
v

sy:/Adi

Respectivamente para cada eje. Estos pueden ser positivos, negativos o nulos, cuestién que
depende de la posicion de los ejes coordenados (x, y) y tienen unidades de longitud al cubo,
m?, cm3 o mm? etc. Los momentos estaticos son utilizados en el disefio de vigas por esfuerzos
cortantes. También es posible escribirlos como

Se=FA Y S,=%A

Si se mira con atencidn, las ecuaciones tienen forma de un momento, en este caso es un
drea por una distancia, es necesario aclarar que un momento no siempre esta en funcién de
una fuerza, como normalmente se encuentra en los problemas de ingenieria civil, puede ser
como en este caso un drea, un volumen, una longitud, una masa, etc..

Las ecuaciones para las coordenadas centroidales también se pueden escribir de la si-
guiente manera.

/di
v _ Ja

S
X = — L2 00
A /dA
A
s /AydA
Y=

/dA
A

De la misma forma es posible obtener las ecuaciones para las coordenadas del centroide,
correspondientes a una linea, en dénde a diferencia del alambre, su peso no se considera.

Fig. 122 Centroide de una linea

L
X dL
X C
y
Yy
>
X
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Momentos de inercia

El momento de inercia o sequndo momento de una drea, es una propiedad de las areas, en
este caso especifico de las secciones transversales de los elementos estructurales, se debe
hacer hincapié en qué, aunque en este trabajo se aborde solo con respecto a dreas, al igual
que los centroides, hay momentos de inercia de lineas, volimenes y masas. El concepto
de momento de inercia, como ya se abordé en los temas de este presente trabajo, es muy
utilizado en las estructuras, puesto qué, representa fisicamente, dada una seccion transversal
de un elemento estructural, una oposicién a la flexién. El momento de inercia de una érea, se
consideran con respecto a cada eje que la contiene, es decir, al rededor del eje x y al rededor

del eje y.
L=[yda 1= [#

Considerando una viga en la que se encuentra en flexién pura positiva, se sabe que en las
tibras més alejadas del eje neutro se encuentran los mayores esfuerzos normales, y que estos
son de dos tipos, de compresion y de tension, también que en el eje neutro no hay esfuerzos,
y estos valores varian de forma lineal a medida de que se alejan del eje neutro. Ver la Fig.
124 y Fig.125 3

Fig. 123 Viga bajo flexién pura

1y
_______________ !———--|——“““"‘______ " Eje Neutro

Fig. 124 Viga bajo flexion pura.

Haciendo un corte en la secciéon y graficando los esfuerzos en la viga, se tiene

% Este tema es complemento de: .Fcuacién diferencial para la deflexion en vigas", a este remito al lector.
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Fig. 125 Esfuerzos en la viga.

Compresion

eje neutro

<
<

A

|<—
=—\M=
[<——

Da—
P —

Tensidn

Como se sabe, los esfuerzos varian linealmente, donde k es la pendiente de los esfuerzos
normales de la seccién de la viga y se conoce como una constante de proporcionalidad. En
la siguiente figura se representa una diferencial de 4rea en la que actia una fuerza.

Fig. 126 Resultante de esfuerzos.

/

Dichas fuerzas van en la direccién longitudinal del elemento, y haciendo una sumatoria

de fuerzas en toda el area, se tiene:

R= / kydA
Sacando la constante de la ecuacion

R:k/ydA

Como es evidente la sumatoria de fuerzas es igual a cero, por equilibrio,pero estas fuer-
zas generan un momento flector, entonces

AMy =y AF
Sustituyendo el valor de AF e integrando
My =k / 2 dA
Entonces:
I = / 2dA

Realizando elmismo procedimiento al rededor del eje y se obtiene la ecuacién del mo-
mento de inercia al rededor del eje y.

Como ya se menciond, el concepto es ampliamente utilizado en el andlisis estructural,
asi como en el disefio, de ahi su importancia en el coeficiente de rigidez a flexién EI. Se
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debe tomar en cuanta que se esta tratando con secciones constantes en toda la longitud del
elemento, y simétricas, fabricadas con el mismo material.

Radio de giro

El radio de giro es una propiedad geométrica que consiste en encontrar un brazo de palan-
ca que produzca un momento de inercia centroidal con la misma area, y los ejes centroidales
originales.

Entonces

I, =r:A

Iy
Ty = Z

Realizando el mismo proceso se obtiene el radio de giro al rededor del eje y

Despejando el radio de giro
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