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Capitulo 1

Introduccion

Desde su descubrimiento hace poco mas de 100 anos, los superconductores y super-
fluidos han sorprendido a los cientificos e investigadores con una gran cantidad de increibles
fenémenos inesperados. Las teorias que han podido explicar la superconductividad en me-
tales y la superfluidez en *He se cuentan entre los grandes logros de la fisica teérica del siglo
XX, los cuales han tenido profundas implicaciones en otras dreas, como en la construccién
del mecanismo de Higgs dentro del Modelo Estandar de las particulas fundamentales.

Actualmente no se presentan signos de que el progreso en estas areas se detenga. Por
ejemplo, en afnos recientes se ha visto un renovado interés luego de que en 1986 J. G.
Bednorz y K. A. Miiller descubrieran los cupratos superconductores de alta temperatura
critica [1] y el anuncio en 1995 de la obtencién de un condensado de Bose-Einstein en gases
atémicos ultra enfriados por parte de W. Ketterle, E. A. Cornell y C. E. Wieman [2,3]. Estos
avances han ampliado tremendamente el alcance de la fisica de muy bajas temperaturas.

Hoy en dia se conoce un amplio niimero de materiales que son superconductores, el
campo no se restringe unicamente al estudio de los metales y sus aleaciones, también
se incluye el estudio de 6xidos, materiales basados en carbén como los fullerenos (Cgo),
compuestos basados en tierras raras y materiales basados en S y Br, citando por ejemplo
el MgBa que fue descubierto en 2001 [4] o el hidruro de azufre [5,/6] que han abierto el
camino de superconductores a muy altas temperaturas.

Las aplicaciones tecnoldgicas de los superconductores estan también en constante creci-
miento aunque mas lentamente. El Gran Colisionador de Hadrones (LHC, por sus siglas en
inglés) de la Organizacién Europea para la Investiagacién Nuclear (CERN, por sus siglas
en francés) en Suiza, mostré en 2012 su potencial en la fisica de particulas con la obser-
vacién del bosén de Higgs [7] y sus resultados no habrian sido posibles si no se hubieran
implementado los recientes descubrimientos en la tecnologia de imanes superconductores.
El éxito contundente de estos materiales se dard en novedosas aplicaciones industriales o
de investigacién, y en definitiva a partir de que se descubra (de ser posible) este fenémeno
a temperatura y presiones ambientales [6,8].

Objetivo

La teorfa de J. Bardeen, L. N. Cooper y J. R. Schrieffer (BCS) [9] para superconductores
(SCs) puede explicar satisfactoriamente algunas de las propiedades de los llamados SCs
convencionales y al ser la primera teoria microscépica que pudo explicar este fenémeno
utilizando la idea de la formacion de los pares de electrones de Cooper con una interaccion
electrén-fonén, ha merecido todo el reconocimiento por parte de la comunidad cientifica
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por el logro obtenido.

A pesar de la solidez que presenta la teoria BCS, esta no puede explicar todas las
caracteristicas de los superconductores conocidos. Podemos hablar por ejemplo de los su-
perconductores de alta temperatura critica, cuyas propiedades no pueden explicarse dentro
del marco de la teoria BCS. También es conocido el hecho de que algunos materiales llegan
al estado SC sdlo si son sometidos a presiones gigantescas, tipicamente del orden de millo-
nes de atmosferas [5,6], esta caracteristica no es explorada dentro de BCS o alguna otra
teoria microscépica de la superconductividad que resulte en una descripcién adecuada.

Por esta razén en este trabajo se analiza una teoria relativamente nueva que ofrece
una explicacién ampliada al fenémeno de la superconductividad. El objetivo de esta tesis
es describir a los materiales SCs dentro del formalismo de cruce (crossover, en inglés) entre
las teorias de BCS y de la condensacién de Bose-Einstein (BEC, en inglés), introduciendo la
idea de los pares de Cooper de huecos. Se considera la teoria conocida como la condensacion
de Bose-Einstein generalizada (GBEC, por sus siglas en inglés) y se presenta el crossover
BCS-Bose extendido con pares de Cooper de huecos. Se calculan las propiedades termo-
dindmicas que caracterizan a los SCs y se comparan con datos experimentales.

Objetivos particulares

Adicionalmente al objetivo principal de este trabajo se abordardn los siguientes puntos
como auxiliares que guiaran la forma en que se analicen los resultados obtenidos:

= Entender el vinculo que la teoria BCS tiene con la teoria BEC para desarrollar
correctamente el formalismo de cruce entre ambas teorias.

= Introducir el concepto de pares de Cooper de huecos al formalismo como extensién
del ya establecido crossover BCS-Bose.

= Obtener una descripcién de los SCs convencionales con esta teoria ampliada.

= Determinar las propiedades termodinamicas de los SCs y comparar estos resultados
con datos experimentales para verificar la validez y alcance de la teoria desarrollada.

Justificacion

El modelo del crossover BCS-Bose ha presentado fantésticos resultados tanto tedricos
[10,11] como experimentales [12], sin embargo, no se han podido incluir en esta teoria las
caracteristicas de los SCs de alta temperatura critica, las enormes presiones que dan origen
en algunos materiales al estado superconductor o detalles energéticos para vincularlo con la
estructura de bandas. En este sentido se busca anadir un elemento al modelo de crossover
con el objetivo de ampliarlo mediante la inclusién de los pares de Cooper de huecos, con
lo que se espera dar nuevos pasos hacia una descripcién més detallada de los SCs.

Dentro del croosover BCS-Bose se explora la inclusién de la longitud de dispersién de
onda s como un parametro descriptivo complementario. Los primeros resultados satisfac-
torios al introducir los pares de Cooper de huecos muestran una mejora sustancial en la
razén T./Tr para SCs convencionales conocidos en la literatura como bad actors [13-15].



Capitulo 2

Superconductividad

En este capitulo se presentaran las propiedades fundamentales que poseen los SCs
como la resistencia eléctrica nula y el efecto Meissner. Se presenta una breve introduccion
a las teorias mas efectivas que han contribuido al entendimiento del fenémeno de la super-
conductividad, entre ellas la teoria de Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) y se finaliza con
el resultado méas notable de la condensacién de Bose-Einstein.

2.1. Materiales superconductores

La superconductividad es una propiedad fisica de algunos materiales entre los que desta-
can los metales y los compuestos metélicos. Un material superconductor (SC) se caracteriza,
entre otras cosas, por tener una resistencia eléctrica nula, es decir, ser un conductor perfec-
to, ademas de convertirse en un diamagneto perfecto cuando su temperatura disminuye por
debajo de un cierto valor llamado la temperatura critica T, también conocida como tempe-
ratura de transicién al estado superconductor la cual depende extensamente del material
involucrado.

Para que un material sea considerado
un SC debe de poseer estas dos propieda- 0.15 - T - T T
des: si su resistividad se vuelve cero a bajas
temperaturas sin ser simultdneamente un
diamagneto perfecto, entonces se trata so-
lamente de un conductor ideal. Asimismo,
si se convierte en un diamagneto a bajas 0.05 -
temperaturas pero su resistencia es ain de- -
tectable, por minimo que sea ese valor, en- 0
tonces sélo se trata de un diamagneto per- 4.1 4.2 4.3 44
fecto. Temperatura [K]

El fenémeno de la superconductividad Figura 2.1: Resistencia como funcién de la tem-
fue descubierto en 1911 por H. Kamerlingh- peratura para el mercurio. La caida precipitada
Onnes [16] midiendo resistencias eléctri- de la resistencia en ~ 4.2 K indica el inicio de la
cas extremadamente pequenas en mercu- guperconductividad. Gréfica realizada con datos
rio (Hg) por debajo de una temperatura de H.K. Onnes [16].

T. ~ 4.2 K (cf. Fig. 2.1). En general, los

SCs elementales conocidos sufren la transicién a este estado a temperaturas muy bajas.
De esos elementos el niobio (Nb) tiene la temperatura critica més alta con T, ~ 9.2 K
a presién atmosférica. Es interesante que mientras algunos materiales comunes como el

0.1 -

R [Q]
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aluminio (Al) (7, ~ 1.2 K), el estano (Sn) (7, ~ 3.7 K) y el plomo (Pb) (T ~ 7.2 K)
son SCs bien conocidos, otros materiales conductores cuya conductividad eléctrica es muy
alta bajo condiciones ordinarias, como el cobre (Cu), la plata (Ag) y el oro (Au), no se ha
observado evidencia experimental de que en alguna condicién pasen al estado supercon-
ductor. Es tema de debate si estos materiales se convertirdn eventualmente en SCs si se
aumenta su pureza o se enfrian a temperaturas ain mas bajas.

Se ha encontrado que 53 elementos son SCs llamados elementales, 30 de ellos lo son a
presion atmosférica, mientras que el resto lo son a presiones muy altas de hasta millones de
atmosferas. En la Figura [2.2] se muestran los elementos que se han observado en el estado
superconductor.

Figura 2.2: Elementos que exhiben superconductividad y su temperatura de transiciéon. Imagen
tomada de Sakata et al. .

Desde su descubrimiento por Kamerlingh-Onnes y durantes los siguientes 75 anos la
superconductividad se presentaba solamente en metales puros a temperaturas comparadas
con la del helio (He) liquido, del orden de 4.2 K y una variedad de aleaciones fueron
encontradas a temperaturas relativamente elevadas. Sin embargo, ninguna de ellas superaba
los 23.2 K en el compuesto NbsGe (vea la Figura .

Después de este largo periodo sin encontrar una temperatura de transicion més eleva-
da, Bednorz y Miiller |1] descubrieron en 1986 que los compuestos de 6xido de cobre como
el Lay_;Ba,CusO4 (perovskitas cerdamicas) pueden ser SCs a temperaturas més altas,
contandose entre estos el YBayCuzO7_, con una temperatura critica T, ~ 93 K. Inmedia-
tamente después del trabajo de Bednorz y Miiller varios cupratos fueron descubiertos con
temperaturas criticas récord. Debido a que estas temperaturas eran mucho maés altas que
las descubiertas antes del afio 1986, estos SCs son referidos ahora como superconductores
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de alta T, mientras que los anteriores se consideran como los SCs convencionales.

Hasta hace unos anos, el récord de la temperatura critica mas alta lo tenia el compuesto
HgBayCagyCusOgys con T, ~ 138 K a presién ambiental mientras que bajo una presion
de aproximadamente 30 millones de atmosferas su 7. puede aumentar hasta 165 K. El
material con la temperatura critica mas alta registrada fue obtenida en 2015 en un sistema
de HsS altamente comprimido (~ 155 GPa) con un valor de T, ~ 203 K [5].

200 ' ! ! ' ! ' ' ! [®)
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Figura 2.3: Linea temporal de los superconductores. Los SCs de BCS se muestran como circulos

verdes, los cupratos (de alta T,.) como diamantes azules y los SCs con una base de hierro como
cuadrados amarillos. Imagen tomada de |Wikipedia, high-temperature superconductivity.

2.2. Propiedades de los superconductores

Hasta ahora se han considerado s6lo dos de las propiedades fundamentales de un SC,
la resistencia eléctrica nula y el diamagnetismo perfecto. Existen otras propiedades fisicas
que son radicalmente diferentes por debajo de la T, con respecto de su manifiestacién por
encima de esta temperatura. Se dice que un SC se encuentra en una fase superconductora
o estado superconductor si estas propiedades especificas se presentan por debajo de la T,
mientras que la fase por encima de T, es conocida como la fase normal o el estado normal.
Todos los estudios experimentales y tedricos han mostrado que la fase superconductora
es un estado de equilibrio termodindmico. Asi, la termodindmica en conjunto con la fisica
estadistica pueden utilizarse para describir este estado de la materia.

Se ha establecido que el diamagnetismo perfecto es una de las propiedades fundamen-
tales de un SC. Esto implica que un SC (llamado de tipo ) expele completamente el campo
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T=T

o

T=<T
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=T

¢

(b)
Figura 2.4: Tlustracién esquemética del efecto Meissner para un SC de tipo I. La esfera representa

un SC y las flechas las lineas del campo magnético B. (a) Vista tridimensional y (b) vista lateral.
Imagen tomada de Han [18].

magnético de su interior cuando se encuentra en la fase superconductora. Este es el llama-
do efecto Meissner-Ochsenfeld, descubierto en el afio de 1933 (cf. Fig. . De hecho,
no es del todo cierto que el campo magnético se encuentre completamente fuera del SC;
experimentos mas refinados y un andlisis mas detallado revelaron que parte del campo
magnético penetra el superconductor en una porcién muy delgada a partir de su frontera
caracterizada con una profundidad de penetracién A que es del orden de 0.5 nm en la
mayoria de los SCs a bajas temperaturas —conocidos como SCs tipo Il. Aunque el campo
magnético puede entrar una distancia pequenia dentro del SC no lo podra hacer al resto
del material y asi se mantiene como un diamagneto perfecto (cf. Fig. .

(b)

B(x)

0

| 1 | df
e YA

Figura 2.5: Penetracién del campo magnético en una placa superconductora muy delgada. (a) Placa

en el plano xOy y el campo magnético dado por B = Byk. (b) Variacién del campo magnético con
la distancia x en la placa desde su superficie. Imagen tomada de Han .
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Si el campo magnético es reducido lentamente hasta cero, parte de las lineas de flujo
magnético pueden quedar atrapadas dentro del material superconductor. Se encuentra que
el momento magnético generado se mantiene por una supercorriente que practicamente
nunca decae fluyendo alrededor del material. Experimentos mas detallados [21},[22] mos-
traron que el flujo del campo magnético atrapado en el material estd cuantizado como
® = nd(, donde &g = h/2e¢ es el cuanto de flujo magnético de pares de cargas eléctricas.
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Figura 2.6: Gap de energia normalizado con A(0) como funcién de la temperatura T/T.. Se

presentan los resultados con experimentos de tunelamiento de electrones para In, Sn y Pb [23].
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Figura 2.7: Calor electrénico especifico del vana-
dio en las fases normal (n) y superconductora (s)
en funcién de la temperatura. Los cuadrados re-
presentan datos con campo magnético cero y los
circulos con un campo magnético de 0.3 T. Grafi-
ca realizada con datos de Corak et al. [24].

Si una banda continua de la energia de
excitacion es separada por una brecha finita
E, a partir del nivel energético del estado
base, se encuentra que esta brecha es de-
pendiente de la temperatura. La brecha de
energia (o gap en inglés) A(T) es cero en
T = T, y llega a un valor maximo A(0)
cuando la temperatura de acerca a 0 K. La
dependencia en la temperatura del gap de
energia se muestra en la Figura 2.6 Esta
propiedad es tal vez una de las mas impor-
tantes porque permite conocer con mas de-
talle la dependencia de la temperatura de
un material SC.

La termodinamica estudia las transicio-
nes de fase de la materia y la transicion al
estado superconductor es un tipo especial
de transicion de fase. Para un superconduc-
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tor como el vanadio (V) existe un salto en la capacidad calorifica y el cambio de fase es
de segundo orden, es decir, no hay calor latente (cf. Fig. . Las dos anteriores son
ejemplos de las propiedades termodindmicas que son esenciales conocer para describir el
comportamiento de los SCs y clasificarlos dependiendo del mecanismo que se adapte a es-
tas caracteristicas empiricas. En este trabajo se discutirdan las propiedades termodindmicas
tales como la entropia y la capacidad calorifica. Para determinarlas es necesario contar
con una teoria que permita calcularlas a partir de hipétesis microscopicas junto con la
fenomenologia de sus componentes para después comparar esos resultados con datos expe-
rimentales.

2.3. Teoria BCS de la superconductividad

Antes de que se estableciera una teoria microscopica de la superconductividad, varias
teorias fenomenoldgicas fueron propuestas para tomar en cuenta las propiedades empiricas
de los SCs. Algunas de ellas son aun de gran valor tanto cientifico como tecnolégico.
Destacan la teoria de dos fluidos de 1934 propuesta por C. J. Gorter y H. Casimir [25]
donde la idea bésica es dividir a los electrones dentro de la fase superconductora en dos
categorias: electrones normales y electrones superconductores.

Una teoria fenomenolégica que toma en cuenta la electrodindmica de los SCs conven-
cionales es la propuesta por los hermanos London en 1935 [26], consiste en dos ecuaciones
conocidas como las ecuaciones de London. Su triunfo méas grande radica en que pueden ser
utilizadas para describir correctamente el efecto Meissner-Ochsenfeld.

De igual manera se puede mencionar la teoria fenomenoldgica de las ecuaciones de
Ginzburg-Landau propuestas en 1950 [27] para estudiar las propiedades macroscépicas de
un superconductor usando el método desarrollado en la teoria de Landau de las transiciones
de fase continuas [28]. De acuerdo con V. L. Ginzburg y L. D. Landau, la transicién de
fase superconductora puede ser descrita con un pardmetro de orden ) (r). Por ejemplo, la
densidad del nimero de los electrones superconductores ng de la teoria de dos fluidos puede
escribirse como ng = |¢(r)|?.

La teoria de BCS es una descripcion de fisica estadistica cudntica para la supercon-
ductividad propuesta por J. Barbeen, L. N. Cooper y R. Schrieffer em 1957 [9] para SCs
convencionales. De acuerdo con BCS, la superconductividad es un efecto cuantico ma-
croscépico causado por la condensacién de pares de Cooper de electrones en el estado base
superconductor. Actualmente, la teoria de BCS junto con la teoria de acoplamiento fuerte
de G. M. Eliashberg [29] son las tnicas teorias microscépicas exitosas que se tienen para
describir cémo es que ocurre la superconductividad en SCs convencionales. Sin embargo,
existen varios SCs llamados exéticos [30] y de alta T, con propiedades anémalas que no
pueden ser completamente explicadas en el marco de estas teorias.

Los pares de Cooper de electrones

Antes que la teoria BCS fuera formulada, L. N. Cooper [31] resolvié el problema de dos
electrones adicionales fuera de la esfera de Fermi la cual se encuentra completamente llena



2.3. Teoria BCS de la superconductividad 9

con los demads electrones (en el espacio reciproco) a temperatura cero. Esto es conocido
como el problema de Cooper. Supone que la estructura cristalina y la estructura electrénica
de bandas no afectan las propiedades cualitativas del estado base superconductor. Supone
también la interaccién de dos electrones de espin opuesto que se mueven dentro de un gas
de electrones que llena la esfera de Fermi con radio kp (nimero de onda de Fermi) y se
ignoran las interacciones entre los que llenan la esfera de Fermi los cuales ocupan estados
conforme lo exige el principio de exclusién de Pauli.

Estos electrones pueden formar una pareja estable incluso cuando la interaccién atrac-
tiva entre ellos es muy débil. Obtiene la ecuacién

1
Vv — =1 2.1
ZQek—E (2.1)

k

donde V es la intensidad de la interaccién, E es la energfa del sistema y e = h%k?/2m.
Puede resolverse de forma aproximada sustituyendo la suma por una integral, quedando

2hwp >

—_— 2.2
E —-2Efp (22)

1~ N(0)Vlog (1 -

donde N(0) es la densidad de estados de electrones a temperatura cero, hwp la energia de
Debye y EF es la energia de Fermi. Se obtiene a su vez

E —2Ep ~ —2hwpe” /NOV, (2.3)

Al encontrarse la interaccion V' en el denominador del exponente se llega a la conclusién
de que este resultado no podria obtenerse a partir de un método perturbativo por tratarse
de una singularidad esencial. Como siempre se cumple que E—2FEr < 0, es decir, F < 2Ef,
entonces el estado del sistema de dos electrones por encima de la superficie de Fermi tiene
un valor inferior que la suma de las energias de dos estados de un sélo electrén aislado. Por
tanto, los dos electrones han formado un estado ligado conocido como el par de Cooper de
electrones (2eCP) que siempre se presentard sin importar cuan débil sea la interaccién. La
formacién de los 2eCPs es el ingrediente fundamental de la teoria BCS y la condensacion
de estos pares da lugar a la superconductividad.

Teoria de BCS

En su trabajo trascendental, Bardeen, Cooper y Schrieffer suponen que la interaccién
atractiva entre dos electrones del par de Cooper es mediada por la vibracién de los atomos,
es decir, los electrones forman pares por el intercambio entre si de fonones. Se puede pensar
la interaccién entre los electrones de la red imaginando que un electrén distorsiona la red
de iones alrededor de él. Cuando otro electrén se mueve cerca de la region de la red
distorcionada, la energia potencial de la red que siente es diferente que la de la regién de la
red sin distorcionar. La diferencia en la energia potencial de la red podria ser menor que cero
bajo ciertas condiciones, en cuyo caso pareceria que existe una interaccién atractiva entre
los dos electrones. Se puede mostrar que para el estado de energia mas bajo los electrones
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forman pares tales que su momento angular total es cero, es decir, sélo se consideran
electrones apareados con k 1y —k | [32].
Adicionalmente se puede suponer una interaccién atractiva dada por
Vk/k:{ —V, Ep — hwp < €, € < Er + hwp (2.4)
0, de otra manera.
El hamiltoniano de interaccién atractiva para dos cuerpos mediada por fonones se expresa
como
poo_ 1 NS A A
%int = *§V Z ak,aafk,JrK’U,a_k_s_K,U/akU, (2.5)
kk'Koo’
donde K es un nuevo indice mudo para la suma que se relacionara con el vector de momento
del centro de masa, o es el valor del espin (note que se consideran espines distintos) y at,a
son los operadores de creacién y aniquilacién de electrones, respectivamente. Asimismo, la
suma se realiza sobre los estados de un sélo electrén k y k/ que se encuentren dentro del
cascarén de grosor 2hwp alrededor de la superficie de Fermi segin se defini6 en (2.4).
Tomando en consideracién la energia cinética el hamiltoniano no perturbado es

Ho = Z(fk - ﬂ)&Lgdkm (2.6)
ko

donde p es el potencial quimico. Se construye el hamiltoniano para electrones

7:[ = 7:[0 + 7:Lint
At 1 At oA . .
= (= Wil = 5V Y il ik oo i (2.7)
k,o kk'Koo'!

En su trabajo original, Bardeen, Cooper y Schrieffer realizaron un céalculo variacional
con el hamiltoniano (2.7) para K = 0 usando como estado base superconductor a

€2) = TT (s + vl 4 )10) (2:8)
k
donde wuy es la amplitud de probabilidad para que el estado (k T, —k |) no se encuentre
ocupado y v es la amplitud de probabilidad para que el estado (k 1, —k |) si'se encuentre
ocupado, cumpliendo la relacién |uy|? + v ]? = 1.

Diagonalizacién del hamiltoniano

De manera alternativa al método variacional se puede aplicar un método desarrollado
por N. N. Bogoliubov [33]. La idea bésica de Bogoliubov es diagonalizar aproximadamente
el hamiltoniano (2.7)) para obtener informacién sobre el estado base SC y la temperatura
critica asi como las excitaciones por encima del estado base.

Se trata de una aproximacién de campo medio que se implementa al introducir un pro-
medio andmalo del producto de dos operadores de aniquilacién de electrones [18], definido
por

A=V (i k). (2.9)
K
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Aqui el promedio puede tomarse como un promedio en el estado base SC o como un
promedio termodindmico, dependiendo de si el calculo se realiza a temperatura cero o a
temperaturas finitas.

A partir del problema de Cooper se supone que el apareamiento tiene lugar entre elec-
trones de espin opuesto. Se asume ademas que este apareamiento se realiza con momento
del centro de masa igual a cero. Asi, se puede reducir el hamiltoniano de interaccion al
dejar tinicamente los términos con K = 0, 0 =1 y ¢/ =| obteniendo

7‘2 = 7:[0 + ,}:[int
= (e — Wil oo — VY alsal y a g (2.10)
ko kK’

Para avanzar en este problema se necesita diagonalizar el hamiltoniano mediante una
transformacion de Bogoliubov. La esencia de esta transformacién es encontrar combina-
ciones lineales de los operadores que aparecen en el hamiltoniano para que sea diagonal en
términos de estas combinaciones lineales bajo la premisa de que se preservan las propieda-
des algebraicas de los operadores iniciales. La forma general de esas combinaciones lineales
puede ser deducida utilizando la ecuacidén de Heisenberg

ddkT
dt
donde &k = ex — p. Se puede mostrar (vea el Apéndice que la transformacion es

ih

= [t H] = &ty — Al (2.11)

éék = ui‘(&kT — vlth—k¢ (2 12)
A _ . .t '
B = Ukt + ukd’ |

con uy y vk que satisfacien la condicién
Juxe* + Jone* = 1. (2.13)

Las transformaciones en (2.12)) se conocen como las transformaciones de Bogoliubov para
fermiones. Con los nuevos operadores &, 8 el hamiltoniano serd

Hpcs =Y {[gk(\uk\Z — |ue?) + A*uvis + Augoi (6 éne + B B
k

+(26uxvy + AvE — A*u) b + (28ugvi + ATvp — Auf)@f(/@l} (2.14)

+ 3 @6lnl? — A — Aufn) + %my?.
k
Note que los términos en la primera linea estan en forma diagonal mientras que los
términos en la segunda linea son mutuamente hermitianos y los de la tercera linea son
solamente constantes. Para diagonalizar Hpcs se requiere que el coeficiente de Bkdk se
anule, concretamente

26U v + AvE — A*ul = 0. (2.15)
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Se debe asumir que uy, vk son reales con lo cual también A es real. Al resolver ([2.13])

y (2.15) para uy, vk se obtiene
1 1 A
== <1 + 5“) . = (1 - 5“) L U = —, (2.16)

donde se ha definido el valor de la energia

By =\/& + A2 (2.17)

Asimismo queda diagonalizado el hamiltoniano como

Hpcs = Z Ex (] éuc + Bl Aw) + Es (2.18)
K

donde E es
1
Es=2 Z_A —|AJ2. 2.19
Ek:@kvk wi) + 7|4 (2.19)

Es claro que Ey es la energia de excitacién.

Ecuacion del gap de energia

De la energia de excitacion en se observa que contiene un término que se considera
una brecha en la energia de excitacion. Esta cantidad energética se utiliza para determinar
el estado superconductor y depende de la temperatura. La ecuacién para la brecha (gap en
inglés) de energia se obtiene evaluando el promedio de la energia superconductora .
Haciendo uso de las transformaciones de Bogoliubov para expresar axt y G_k| €n
términos de Qy y Bk se llega a la ecuacién para el gap de energia superconductora

B A(T) B
A(T) = VEk: 25, tanh <2kBT> (2.20)

donde se ha utilizado el hecho de que las particulas descritas por los operadores ay y Bk
son fermiones y por tanto obedecen la estadistica de Fermi-Dirac

1

AT AN iptay
(akak> - <Bk/8k> - eEk/kBT + 1 (221)
A vpartir de la ecuacién (2.20]) se obtiene el gap de energia a temperatura cero, la
temperatura critica superconductora y la dependencia en la temperatura del gap de energia
superconductora.

Tomando el limite T'— 0 en ([2.20)) se obtiene

1=V>" S S (2.22)

K 24/& + A0)?
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donde A(0) es el gap de energia a temperatura cero. Al convertir la suma sobre k en una
integral para la energia de los electrones y resolviendo para A(0) se obtiene el gap de
energia superconductora a temperatura cero

A(0) ~ 2hwpe /A (2.23)

donde se denota A = N(0)V como la constante de acoplamiento efectiva y N(0) es la
densidad de estados electréonicos a T' = 0.

Se calcula la temperatura critica T, a partir de . EnT =T, A =0y se cancela
en ambos lados de . Al convertir la suma sobre k en una integral de la energia £ con
el cambio de variable = £/2kpT,. se obtiene

fwp [2kpTe h
1= N(O)V/ tar; ? da. (2.24)
0

La ecuacién para T, es entonces

2e7Y
kpT, = ——hwpe NOV ~ 1 134hwpe N OV (2.25)
m

donde v = 0.577215... es la constante de Euler. Haciendo uso del resultado del valor del
gap de la energia (2.23)), se obtiene la razén del gap a T,

2A(0) 27w
= — ~ 3.53. 2.26
kT, eY ( )

Este valor corresponde a SCs con acoplamiento débil para los que N(0)V < 1 mientras
que los SCs con acoplamiento fuerte normalmente tienen valores grandes de 2A(0)/kpTe.

0.8 |

0.6 [ |

A(T)/A(0)

0.2 5

0 | | | | \
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

T/T.

Figura 2.8: Gap de energia como funcién de la temperatura en la teorfa de BCS. Se presenta la
solucién numérica de ([2.27)). El cédigo puede consultarse en el Apéndice
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El gap de energia a temperatura cero A(0) se calcula utilizando (2.23). Sin embargo,
también es posible evaluar el gap de energia para temperaturas entre cero y 7. Para estas
temperaturas la solucién de se obtiene numéricamente convirtiendo la suma sobre
k en una integral de la energia de los electrones

1 e 1 € + A%(T)
NOW /0 dé—ﬁ AT tanh <2k‘BT ) . (2.27)

La solucién de esta ecuacién para A(T")/A(0) como funcién de T'/T;. se muestra en la Fig.

2.8

2.4. Condensacion de Bose-Einstein

Siguiendo el argumento original de S.N. Bose de 1924 y de A. Einstein en 1925, en un
gas de bosones sin interacciones y sin espin existe una temperatura T, por debajo de la
cual un niimero macroscépico de particulas ocuparan el estado de energia mas bajo de una
sola particula [34].

A diferencia del gas ideal clasico, o del gas de Fermi, el gas ideal de Bose presenta
una transicién de fase termodindmica conocida como condensacién de Bose-Einstein. La
transicién de fase es guiada por la estadistica de las particulas y no sus interacciones. En
la transicién de fase todos los observables termodinamicos tendran un cambio abrupto
en sus caracteristicas, esto define su temperatura critica T.. Por debajo de la temperatura
critica en la BEC las particulas del gas normal coexisten en equilibrio con las particulas
del gas condensado. Pero a diferencia de una pequena gotita formada por condensacion de
un gas, aqui las particulas condensadas no estan separadas de las particulas normales en el
espacio, sino que se encuentran separadas en el espacio de momentos. Todas las particulas
condensadas ocupan un sélo estado cudntico de momento cero, mientras que las particulas
normales tienen momento finito.

Usando la estadistica de Bose-Einstein el niimero total de particulas N en un espacio de
volumen V es

1
N = Zk: elek—m)/kpT _ 1’
En el limite termodinamico, los posibles valores de k se convierten en un continuo y se puede

reemplazar la suma por una integral obteniendo N = % [(exp((ex — p)/ksT) — 1)~ 1d3k
y asi la densidad de particulas n = N/V queda

1 1 ,
"= / ey

o en términos de la densidad de estados g(e) = m3/2\/e/(v/2r%h3)

o0 1
n = /0 T 1 1g(e)d6.
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Reescribiendo la integral anterior en términos de la fugacidad z = exp(u/kpT’) se obtiene

(mkpT)3/? /OO ze "
Vor2h3  Jg 1—ze™®

Para calcular la integral se realiza la expansién de

Vzxdz.

— o
i =ze * (1 +ze7””+22672x+~-) = Zzpe*m.
p=1

ze
1—ze 2

Esta expansién converge puesto que z < 1. Colocando este resultado en la integral tenemos
0o 00 oo o 00
1 1 r
P —pz . 1/2 g0 p Yo /24y — P
E z/ e Py dx—g z 3/2/ e Yy dy—g T R
=1 0 =1 P p

donde se ha utilizado el valor de la integral que es un caso de la funcién I'(3/2) = /7 /2.
Combinando los valores constantes, la densidad de las particulas es una funcién de la
fugacidad dada por

mkpT 3/2
t < 27h? ) oyal) 22
P
donde la funcién gs/5(2) es definida por la serie gs/5(2) = # Se puede mostrar que

p=1
si z = 1 la serie converge y se tiene la funcién zeta de Riemann g3/5(1) = ((3/2) ~ 2.612,
cuyo valor se utilizara a continuacion.
Se puede pensar que el resultado de es que la fugacidad z y por lo tanto el
potencial quimico i se determinan por

2k 8/2
) 0

et/ kBTy = 2.29
93/2( ) mkpT ( )
Si nos encontramos en el régimen de muy altas temperaturas y una baja densidad n, el
lado derecho de esta ecuacion es muy pequeno y se puede utilizar la expansién para z de

la forma g3/9(2) ~ z + ... para obtener

T
o~ —ngTln < mkp ) :

2mh2n?/3

que nos da el valor del potencial quimico .

De cualquier forma, conforme se enfria el gas a temperaturas mas bajas, el valor de z
gradualmente incrementa hasta que eventualmente es igual a 1. En este punto el potencial
quimico se vuelve cero. Sustituyendo estos valores en se obtiene la temperatura a la
que este proceso pasa (para un valor fijo de la densidad n) define la temperatura critica 7T,

2mh? n 2/3
L= s <<<3/2>) (2.50)
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conocida como la temperatura de condensacién de Bose-Einstein.

La idea de que la superconductividad ocurra como una transicién de fase tipo Bose-
FEinstein de bosones tuvo un gran impulso con el descubrimiento de los cupratos supercon-
ductores de longitud de coherencia corta, o sea, pares bien separados entre si. R. Friedberg
y T. D. Lee [35] lograron ajustes de los datos de cupratos de Y. J. Uemura [30] con una
condensacion de tipo Bose-Einstein en dos y méas dimensiones asumiendo una masa efectiva
de los portadores en la direccién perpendicular a los planos de éxido de cobre, como por
ejemplo en TlaBayCaCux0, [36]. Alexandrov y N. Mott [37] se enfocaron en los bipola-
rones y notaron una similitud notable entre al menos dos cupratos superconductores y el
4He liquido en cuanto a la singularidad de su calor especifico empirico al sobrepasar la, T,.

Basado en el trabajo pionero de D. M. Eagles [38], A. J. Leggett |39] y posteriormente
M. Randeria et al. [40], formularon el problema para varios fermiones en dos dimensiones
(2D) a temperatura cero dentro del formalismo de BCS resolviendo simultdnea y autocon-
sistentemente una ecuacién para la densidad del niimero de particulas y una para la brecha
energética, pero sin referencia explicita a una interaccién potencial entre dos fermiones re-
lacionada a bajas energias con la longitud de dispersion de onda s.

El problema de BCS-Bose en tres dimensiones (3D) fue analizado extensamente por
P. Noziéres y S. Schmitt-Rink [41] justo antes del descubrimiento en 1986 de los cupratos
superconductores de alta T [1]. Su formulacién definitiva se muestra en el trabajo de R.
Haussmann [42] acentuando la importancia vital de una triple consistencia (viz., la ecuacién
del gap, la de ntimero y la de energia para una sola particula) y lleva a una temperatura
de transicion 7T, de superfluido que incrementa suave y monoténicamente del extremo de
acoplamiento débil (BCS) al acoplamiento fuerte (condensacién de Bose-Einstein) donde
se recuperan como casos limites la férmula para la T, de BCS (expresada en términos de
la longitud de dispersién de onda s) y la célebre féormula de temperatura de condensacién

de Bose-Einstein ([2.28)).



Capitulo 3
Crossover BCS-Bose

En este capitulo se presenta la teoria del crossover BCS-Bose, la cual describe un
gas de particulas fermidnicas que se condensan formando bosones y se obtienen como casos
limite las descripciones que establecen la teoria BCS de la superconductividad y la de
Bose-Einstein para la condensacién de particulas bosénicas.

3.1. Antecedentes

Existen dos formalismos bien conocidos para entender el fenémeno de la superconduc-
tividad y la superfluidezﬂ

I. La teoria de Bardeen, Cooper y Schrieffer (BCS) [9] que considera a la materia en su
estado normal como un gas degenerado de Fermi, el cual sufre una transicién de fase
a una temperatura T,. La formacién de los pares de Cooper y su condensacién (que es
la ocupacién macroscépica de un sélo estado cudntico) comienzan simultdneamente
en la temperatura critica.

II. La condensacion de bosones descrita por la estadistica de Bose-Einstein a la tempe-
ratura T, en la que, por ejemplo dtomos de *He que son objetos compuestos por un
numero par de fermiones comienzan a formarse desde temperaturas relativamente al-
tas, considerados como bosones preformados. Al llegar a la temperatura de transicién
se condensan sufriendo un cambio de estado caracterizado por la ocupacién de un
solo estado cudntico.

En la mayoria de los casos de interés experimental el sistema bajo consideracion es expli-
cado adecuadamente solo por una de las teorias mencionadas anteriormente. Por ejemplo,
el 3He forma un superfluido de Fermi descrito por (I), mientras que el *He forma un su-
perfluido de Bose (II). Esencialmente todos los tipos de superconductividad en metales y
sus compuestos que se entienden razonablemente bien son mucho més cercanos a (I) que a
(IT). Sin embargo, es de gran interés considerar modelos que se interpolen entre estos dos
extremos: el limite de interaccién débil y alta densidad es razonablemente descrito por la
teoria de BCS mientras que el limite de acoplamiento fuerte y baja densidad consiste de
bosones acoplados. Un estudio profundo del cruce o crossover en inglés, de ambas teorias

'La superfluidez es un estado de la materia caracterizado por la ausencia total de viscosidad de manera
que en un circuito cerrado, un material con esta propiedad fluird interminablemente sin friccién [34]. Las
catacteristicas inusuales del He liquido por ejemplo, son explicadas por la teoria de los superfluidos.
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resulta en un entendimiento mas completo del fenémeno de la superconductividad, incluso
para sistemas que son claramente cercanos a alguno de estos dos limites. Es mas, existen
sistemas que experimentalmente se pueden encontrar en un régimen intermedio entre esos
dos limites [12] y de esta manera se estd obligado a estudiar este cruce utilizando los pares
de Cooper en la formacién y condensacion de bosones.

El problema del cruce entre las teorias de BCS y BEC (crossover BCS-BEC) no es
nuevo; algunos de los primeros intentos de la era previa a BCS para entender tedricamente
la superconductividad en metales fueron en términos de la BEC, por ejemplo los trabajos
de Schafroth et al. [43]. Después vinieron los sorprendentes resultados de la teoria de
BCS [9] y la superconductividad en metales fue finalmente entendida como un apareamiento
de electrones que se comportan como un gas de bosones. Asi, los pares de Cooper se
translapan severamente en el espacio real y deben pensarse como bosones compuestos [44].
De esta manera, las correlaciones en el condensado BCS son mejor descritas en términos del
apareamiento en el espacio de momentos para un gas de fermiones altamente degenerado.

Existen, por supuesto, varias similitudes en el comportamiento de los superfluidos de
Fermi o Bose en la medida que sus propiedades macroscopicas y de coherencia son consi-
deradas. Sin embargo, a pesar de las similitudes entre los condensados de BCS y BE, se
encuentran obvias diferencias a nivel microscépico. En particular, sus estados normales por
encima de la temperatura critica T, son completamente diferentes.

Posiblemente la primera discusion de la posibilidad de un crossover entre un estado
BCS y una BEC como funcién de algin pardmetro fue introducida por D. M. Eagles [3§]
en el contexto de la teorfa de la superconductividad para un sistema de baja concentracion
de portadores, como en el SrTiO3 dopado con Zr. Tiempo después, R. Schrieffer [45] llegd
a mencionar sutilmente la posibilidad de resolver dos ecuaciones, una para la densidad de
particulas y la otra para el gap de energia.

En un trabajo trascendental A. J. Leggett [39] estudi6 un gas diluido de fermiones a T =
0 con una interaccién atractiva por pares y mostré mediante un principio variacional que
existe un crossover a partir de un estado base de BCS de pares de Cooper translapandose
en un condensado de moléculas diatémicas fuertemente ligadas. Una de sus principales
motivaciones fue preguntarse hasta dénde es posible extender la descripcién de los pares
de Cooper en el 3He superfluido como moléculas diatémicas.

Anos después, esta pregunta fue retomada por P. Nozieres y S. Schmitt-Rink [41] mo-
tivados por el problema de la condensacién de excitones donde podria, de hecho, ser ex-
perimentalmente posible ir de un limite al otro variando la densidad de los portadores.
Estos autores extendieron el analisis previo a temperaturas finitasy mostraron que dentro
de su aproximacién, la T, evoluciona suavemente como funcién del acoplamiento atractivo
de BCS hasta el limite de Bose.

3.2. Crossover BCS-Bose

Un fluido cudntico es un sistema de muchas particulas en que se observan no sélo los
efectos descritos por la mecénica cuantica, sino también los de la estadistica cudntica. Asi,
para un sistema de muchas particulas que constituye un fluido cudntico es necesario que
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no sélo se satisfaga kpT < n3/2h% /m (donde n es su densidad de particulas y m es la masa
de un dtomo o molécula que lo constituye), sino que también puedan cambiar de lugar sus
constituyentes con bastante facilidad.

Con estas caracteristicas, un fluido cudntico compuesto de dtomos (o moléculas) puede
encontrarse en una fase gaseosa o liquida. Para un sistema constituido por electrones el
criterio es menos riguroso, en el sentido de que los electrones pueden intercambiar de lugar
facilmente (es decir, estamos tratando con un metal) entonces no importa si se mueven o
no en un ambiente atémico como lo es un sélido.

Con las consideraciones anteriores podemos observar que la familia de fluidos cuanticos
pueden incluir a (i) los electrones en un sélido o metal liquido y (ii) algin conjunto de
atomos o moléculas que estan simultaneamente en una fase liquida o gaseosa. Los miembros
més conocidos de la clase (ii) incluyen a los isétopos liquidos de He (*He, 4He y sus mezclas)
y los gases atomicos alcalinos muy diluidos. En el cuadro se presentan algunos ejemplos
de fluidos cuanticos.

Cuadro 3.1: Fluidos cuanticos (presentados en el orden cronolégico de su descubrimiento).

. cos Densidad .
Sistema Estadistica (eCI;:,;; T, (K) Comentarios
Estado SC descrito
; ~ 1023 _
Electrones en metales Fermi 10 1-25 adecuadamente por BCS
“He liquido Bose ~ 1022 2.17 S6lo se conoce este
superfluido
3He liquido Fermi ~ 10%2 2 x 1072  Apareamiento anisotrépico
. Al i
Cupratos Fermi ~ 10 1-160 BUIAS VECes COI}Slde{a(.lO
apareamiento anisotropico
Gases alcalinos de Bose Bose ~ 1015 1077-107° Primer s1ster.na,BEC
realmente diluido
Gases alcalinos de Fermi  Fermi/Bose ~ 102 10-6 Crossover BCS-Bose

Un gas de fermiones sin interaccién es descrito en equilibrio térmico por la distribucién
de Fermi-Dirac, la cual permite un maximo de una sola particula por estado; no hay opor-
tunidad de que una condensacién como la de Bose-Einstein ocurra. Sin embargo, considere
un sistema muy diluido de fermiones con una interaccién atractiva suficiente para unir dos
de sus constituyentes en una sola estructura acoplada y que su radio sea grande compara-
do con el tamano atéomico. La descripcion de tal complejo de particulas puede realizarse
mediante la estadistica de Bose, y si el gas es suficientemente diluido pueden ignorarse las
interacciones entre parejas. Se esperaria que se estableciera una BEC por debajo de una
cierta 7.

Considere que se incrementa gradualmente su densidad, manteniendo la interaccion
atractiva constante. Cuando las parejas de fermiones comienzan a translaparse (es decir,
cuando las distancias entre ellas empiezan a ser comparables con los radios moleculares) no
se pueden ignorar mas las interacciones entre parejas de fermiones. Igualmente importante
es el hecho de que no se pueden ignorar los efectos subyacentes a la estadistica de Fermi.
Sin embargo, no es absurdo imaginar que una caracteristica que es cualitativamente similar
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a la formacion de las moléculas diatémicas y la BEC que ocurre en el limite diluido pueda
mantenerse conforme se incrementa la densidad. Este es el llamado limite de BCS 9],
en este limite las parejas son los pares de Cooper. Independientemente de si es posible
construir una teoria con relaciones de conmutaciéon para fermiones, es posible estudiar las
propiedades de estos sistemas suponiendo que obedecen la estadistica de Bose-Einstein.

Ya sea que uno piense el proceso de la formacién de los pares de Cooper como un
tipo de BEC o como algo completamente diferente, es importante apreciar que esto difiere
cualitativamente de la BEC de moléculas fermidnicas diluidas en al menos dos aspectos:
en primer lugar resulta que la degeneracién de Fermi, la cual ocurre en el limite de alta
densidad, realmente ayuda al proceso de la formacién de los pares, tal que incluso una
atraccién entre dos particulas que sea muy débil para unir una particula en el espacio libre
puede inclusive inducir un par de Cooper. En segundo lugar, mientras en el limite del gas
diluido el proceso de formacién de las moléculas diatémicas puede ser pensado como algo
bastante diferente de la de su BEC, en el limite BCS el proceso de formacién de los pares
y de su condensacién son esencialmente idénticos.

A pesar de estas diferencias, es importante notar que no hay una distincién cualita-
tivamente clara entre el proceso de la BEC en el limite del gas diluido y el proceso de
formacion de los pares de Cooper en el limite ultradenso, y de hecho, es posible construir
una funcion de onda para el estado base de muchos cuerpos que se interpole de manera
continua entre estos dos limites. Esto es conocido como el crossover BCS-Bose.

3.3. Ecuaciéon de niimero y del gap para el crossover

A continuacién se determinaran las ecuaciones que gobiernan el comportamiento entre
los limites de BCS y de Bose-Einstein y se mostrard que un sistema de este tipo tiene
asociadas dos ecuaciones en vez de una sola como en el caso de BCS en que sélo se obtiene
la ecuacion para el gap.

Considere la ecuacién de densidad numérica a temperatura cero de la teoria de BCS

N:2Zv12<.
k

La probabilidad de ocupacion 1)12( que minimiza la energia del estado base de la teoria de
BCS es

Considerando la paridad de la onda s

_ C&\_ VO[T & >
N_zk:(l Ek)_(%)?’/o (1 Ek)“kdk?

donde V es el volumen del sistema. Si € = h2k%/2m, esto se puede reescribir como

V=2 ()" [ (1-£). 1)
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con E = /(e — p)?2 + A2. Sin embargo, para el gas ideal de Fermi,

v ook Vos VY 2m\Y?

donde Fp = th% /2m. Eliminando N de 1D y |D se obtiene

2E§“/2:/Oood€ﬁ(1_é)' (3.3)

Para poder manipular esta ecuaciéon adecuadamente se utilizard un cambio de variable
para hacer adimensionales las cantidades fisicas involucradas

é=¢/Ep, {=¢/Ep, ji=p/Ep, A=A/Ep,

con las que se llega a la ecuacidn de nimero de particulas o simplemente ecuaciéon de nimero

z:/ deve [ 1- St — (3.4)
: (= )2+ A2

Esta es una ecuacion que contiene dos incégnitas, a saber fi y A, asi que se requiere de

otra ecuacién para determinar apropiadamente sus valores.
Partiendo de la ecuacién del gap de energia de BCS a temperatura cero (2.20))

A

se puede obtener la ecuacién del gap de energia del crossover [46], y se le aplican los cambios
de variable adimensionales previos para llegar a

T > i_ Ve
kFas_/O “ Ve (6 — )2 + A? 39

donde ay es la longitud de dispersién de onda-s, el cual se considera como un pardmetro de
acoplamiento (y asi se tiene la variable 1/kras) entre los limites de BCS y BEC.

Las ecuaciones de nimero y del gap de energia se resuelven simultédnea y
numéricamente para la variable 1/kpas. En la figura se presentran los resultados para
el gap A y el potencial quimico p a temperatura cero, en unidades de Er, como funciones
de la variable 1/krpas.



A/Ep

0.686 —
‘/ ]_/k'FCLS

1/kpas

Figura 3.1: Dependencia del gap A y el potencial quimico p (en unidades de la energia de Fermi
Er) en funcién del pardmetro 1/kpas, donde as es la longitud de dispersién de onda s de la
interaccion de dos fermiones. El codigo utilizado puede consultarse en el Apéndice @



Capitulo 4

Teoria de la condensacion
de Bose-Einstein generalizada

En este capitulo se presenta la teoria de la condensacién de Bose-Einstein generali-
zada (GBEC, por sus siglas en inglés). Se inicia con un hamiltoniano que incluye un término
no perturbado y uno de interaccién para después obtener el potencial termodindmico de
gran canénico y utilizando condiciones de estabilidad se determinan las ecuaciones del
GBEC. Se incluyen explicitamente los pares de Cooper de huecos.

4.1. Antecedentes

Luego del exitoso trabajo de Bardeen-Cooper-Schriffer (BCS) [9] publicado en 1957 que
ofrece una teorfa microscépica para superconductores (SC) que conduce a una sola ecuacién
para el gap de energia, en 1963 Schrieffer [45] afirmé que se deben resolver dos ecuaciones
para determinar tanto el gap de energia A como el potencial quimico u, mientras que en
BCS se fija por conveniencia a p igual a la energia de Fermi Er que depende sélo de la
densidad del ntimero de electrones n.

A mediados de la década de 1960 L.V. Keldysh et al. [47] argumentaron que la interac-
cién coulombiana es débil si se basa en el supuesto de que la energia media de correlacién
es mucho menor que Fr, una condicién que se satisface para una densidad de particulas
pequeiia, del orden de 10718 2 107! em 3. En 1966, V. Popov [48] propuso una teorfa para
un gas de Bose formado por pares de fermiones que se comportan como tal en el limite de
baja densidad formando un condensado de Bose-Einstein a temperaturas extremadamen-
te bajas. En 1967, J. Friedel et al. |[49] descubrieron que deben resolverse dos ecuaciones
para obtener el gap y el potencial quimico. Después de eso, D.M. Eagles [38] estudié dos
ecuaciones simultaneas para el gap de BCS y el potencial quimico asociado. Sus soluciones
a temperatura 1T’ = T, se consideran actualmente como la definicién del crossover BCS-
BEC. Més tarde, A.J. Leggett [39] obtendria esas ecuaciones asociadas con el crossover a
T = 0 para un sistema de muchos fermiones de masa m e interacciones interelectrénicas
caracterizadas por la longitud de dispersion de onda s. Alternativamente en 1995, estas
ecuaciones fueron obtenidas por R.M. Carter et al. [46].

Para homogeneizar los términos se designara al crossover BCS-Bose simplemente como
crossover, en lugar del mas conocido crossover BCS-BEC ya que la BEC no puede ocurrir
en una ni en dos dimensiones [50] (salvo el caso especial donde se requiere una trampa
magnética) pero los bosones se forman en cualquier dimensién. Los modelos bosén-fermién
(BF) de SCs como una BEC son anteriores a la teorfa de BCS-Bogoliubov [33]/51]. Desde
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mediados de la década de 1950 aparecieron otros trabajos [43,52] tratando a los SCs de
esta manera, es decir, considerando a los pares de Cooper de electrones (2eCP) como
bosones reales (cf. Ref. [53]). La mayoria de los modelos BF no consideran la existencia ni
la presencia de los huecosEL mucho menos los pares de huecos, los cuales en este trabajo se
incluyen en igualdad de condiciones con los 2eCPs con lo que se construye de esta manera
un modelo completo BF que es esencialmente lo que describe la teoria de la condensacién de
Bose-Einstein generalizada (GBEC por sus siglas en inglés).

Dos de las premisas fundamentales aceptadas por la mayor parte de la comunidad
cientifica relacionada con la materia condensada son que:

a. La superconductividad y la superfluidez son esencialmente el mismo fenémeno, los
cudles ocurren en un sistema cargado y uno eléctricamente neutro, respectivamente.

b. Estos fenémenos son el resultado, en un sistema de fermiones, de la formacién de
pares de Cooper y en un sistema de bosones de una BEC, respectivamente.

Como ya se abordé en el Capitulo [3, en los afios 1960 Friedel et al. [49] observaron
que la teoria de BCS necesitaba una ecuacién adicional donde el potencial quimico y fuera
diferente de la energia de Fermi como debe ocurrir cuando el acoplamiento no es débil.
Introducen una nueva expresién para completar la descripcion del sistema, esencialmente
una ecuacion para pu. Ademds Eagles [38] aclara esta formulacién introduciendo una ecua-
ciéon de densidad de particulas complementaria a la ecuacion de BCS. Esto relaciona la
temperatura critica T, con la concentracion de portadores n y se convierte en la teoria del
crossover BCS-Bose.

Un crossover BCS-Bose extendido surge si se postula la presencia explicita de pares de
Cooper de huecos (2hCP), en adicién a los pares de Cooper de electrones (2eCP). Entonces
se tienen densidades de nuimero de 2hCPs condensados y excitados, en conjunto con los
2eCPs también condensados y excitados.

4.2. Modelo completo bosén-fermién

Una de las propuestas que se consideran para unificar la teoria de BCS y la BEC en
términos de un modelo bosén-fermién es la teoria de la condensacién de Bose-Einstein gene-
ralizada (GBEC, por sus siglas en inglés). Existe una clara distincién que debe considerarse
esencial entre los pares de Cooper (CP) que siguen una estadistica de Bose y los pares de
electrones de BCS que no pueden ser considerados bosones.

Se considera la relacién de dispersién de los CPs cuadrética en el término del momento
del centro de masa (CMM por sus siglas en inglés), debido a que los CPs se propagan
en un mar de Fermi. El formalismo GBEC describe un gas ternario, cuyos constituyentes

1Un hueco de electrén, o simplemente hueco, es la ausencia de un electrén en la banda de valencia.
Una banda de valencia completa es caracteristica de los aislantes y de los semiconductores. La nocién de
hueco, desarrollada por W. Heisenberg en 1931, es esencialmente un modo sencillo y 1til para analizar el
movimiento de un gran nimero de electrones, considerando expresamente tal ausencia o hueco de electrones
como si fuera una cuasiparticula [20].
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son electrones libres desapareados junto con pares de Cooper, tanto de electrones como de
huecos (condensados y excitados) [44},54-56].

Para obtener las ecuaciones del GBEC se considera un sistema cuyo hamiltoniano
describe a los elementos del gas ternario suponiendo que los 2eCPs y los 2hCPs ya se han
formado. El hamiltoniano Hy describe un sistema no perturbado que corresponde a un
estado normal; se trata de una mezcla de un gas ideal de fermiones desapareados, es decir,
sin interaccién, junto con ambos tipos de CPs.

El hamiltoniano no perturbado o se escribe como

7‘[0 = Z ekakaakg + Z E (K b bK Z E_ CKCK, (4.1)

donde K = k; +k> es el vector de onda de los CPs en el CMM, mientras que e, = h?k?/2m,
es la energia de un sélo electrén y E4(K) son las energias fenomenoldgicas de los 2eCPs
(+) y 2hCPs (—) .

Ademas dfw (Gxko ) es el operador de creacién (aniquilacidn) para electrones y similarmente
bk y ¢k lo son para 2eCPs y 2hCPs respectivamente, los cuales dependen sélo de K, son
objetos que obedecen la estadistica de Bose-Einstein y por lo tanto son distintos de los
pares de BCS que dependen tanto de k como de K y no son estrictamente bosones.

Un par de huecos es considerado distinto e independiente cinemédticamente de un par
de electrones ya que sus relaciones de conmutacién involucran un cambio relativo de signo,
en contraste con los electrones o huecos individuales, cuyas relaciones de anticonmutacién
no lo hacen. En el Apéndice se presenta una discusién a fondo sobre la conmutacion y
anticonmutacion de estos operadores.

El hamiltoniano de interaccién ?:[int consta de cuatro vértices de interaccién bosén-fermién
distintos, cada uno con dos fermiones y un bosén, que representan la forma en que los
electrones no apareados (+) o huecos (—) se combinan para formar o disociar a los 2eCPs
y 2hCPs en un sistema tridimensional de tamano L:

3/2 al by
Hlnt =L~ / Z f+ ( k+ 1K T —k+3 1K ibK ta —kt3 ;K iak+ 7TbK>
(4.2)
~3/2 5 H el + 0 of C
+ LY (k) <0k+;x,¢0—k+;K,¢cK + 0—k+;K,¢0k+§K7TCK> ’

donde f4 (k) son las transformadas de Fourier de las funciones de onda ¢4 (r) de electrones
(4) y huecos (—) respectivamente, mientras que (’)LU (0K ) es el operador de creacién (aniqui-
lacién) para huecos. En la primer suma se representan mediante la funcién fenomenolégica
f+(k) los siguientes procesos:

(a) Aniquilacién de un 2eCP con vector de onda K mediante la creacién simultdnea de
dos electrones desapareados con vectores de onda ki = k + %K vy ko = -k + %K,
tales que k1 + ko =K y k = %(kl — ko) es el vector de onda relativo. Note que estos
fermiones presentan proyecciones de espin opuestas (1 y ).
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(a) (b)
2eCPs

Figura 4.1: Diagramas de Feynman que representan las interacciones del hamiltoniano . (a)
Aniquilacién de un 2eCP y creacién de dos fermiones, (b) creacién de un 2eCP y aniquilacién de
dos fermiones. (c) Creacién de un 2hCP y aniquilacién de dos huecos y (d) aniquilacién de un 2hCP
y creacién de dos huecos.

(b) Creacién de un 2eCP con vector de onda K mediante la aniquilacién simultdnea de
dos electrones desapareados con vectores de onda ko y k; y proyecciones de espin
opuestas.

En la segunda suma de (4.2 se representan mediante la funcién fenomenoldgica f_ (k)
los procesos:

(c) Creacién de un 2hCP con vector de onda K mediante la aniquilaciéon simultdnea de
dos huecos con vectores de onda ki y ko y proyecciones de espin opuestos.

(d) Aniquilacién de un 2hCP con vector de onda K mediante la creacién simultanea de
dos huecos con vectores de onda ks y ki y proyecciones de espin opuestos.

En la Figura [4.1] se representan los cuatro procesos elementales que forman el hamilto-
niano de interacciéon. El momento angular total y las proyecciones de espin de las particulas
que participan en cada proceso se conservan, asi como el niimero de fermiones.

El hamiltoniano del sistema seréd

7’1 == 7:[0 +7:[int

el cual se utiliza en los resultados de la mecédnica estadistica cudntica para determinar las
propiedades termodindmicas del gas ternario.

4.3. Potencial termodinamico

El sistema se supone en un contenedor de volumen V = L3. Este contenedor se coloca
a su vez en un reservorio que se caracteriza por una temperatura absoluta 7' constante y
por algiin valor del potencial quimico u, es decir, se asume que las paredes del contenedor
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son permeables para el calor pero se mantiene todo el tiempo constante la temperatura
T sobre él. Ademads las paredes son permeables para los fermiones de tal manera que se
mantiene constante el potencial quimico. Asi, se permite que el sistema de muchos fermiones
intercambie libremente las particulas y el calor con sus alrededores.

Colocando el sistema de muchos fermiones dentro del reservorio, este debera permanecer
en algin estado de equilibrio termodinamico, es decir, en algin estado caracterizado por los
parametros V, Ty u. De acuerdo con la mecdnica estadistica, el potencial termodindmico
o gran potencial () se relaciona con la energia interna U, la entropia S y el ntimero de
particulas N como

Q=F—-uN=U-TS5— uN.

donde F es la energia libre de Helmholtz

El potencial termodindmico se define como
QT,V,N,u) = —kpTIn {Trexp[—ﬁ(’}:[ —,LLN):|} (4.3)

donde T es la temperatura absoluta, 8 = 1/kgT, kp es la constante de Boltzmann, p es el
potencial quimico del sistema y Tr es la traza del operador. Asimismo H es el hamiltoniano
del sistema 1)1) y N es el operador del numero total de particulas IV dentro del sistema

N=>al o +2) bbk — 2 ek (4.4)
k,o K K

Este operador afirma que el nimero total de particulas en el sistema consta del niimero de
electrones desligados, mas los electrones apareados en 2eCPs, menos el ntimero de huecos
desapareados 2hCPs, recordando que estos tltimos tienen carga opuesta a los electrones.
Asi, como los huecos poseen carga e, si se multiplica a por la carga —e de los fermio-
nes, el resultado expresa la conservacién de la carga del sistema. Note que el hamiltoniano
#H conmuta con N.

Sin embargo, no es fisicamente correcto considerar las cantidades macroscépicas de un
superconductor en equilibrio termodindmico (como el calor especifico, o el campo magnético
critico) cuando el SC no posee carga eléctrica y se caracteriza su entorno sélo por el
potencial quimico, es decir, no se tiene un intercambio de electrones entre el superconductor
y su entorno. Por lo tanto serd mejor fijar, bajo condiciones de equilibro termodindmico,
el valor del nimero de particulas V. Asi, el volumen, la temperatura y el niimero total de
particulas queda fijo. En el limite termodindmico la densidad de electrones es constante,
n = N/L3. Las cantidades termodindmicas son la entropia S(T,n) y la capacidad calorifica
Cy (T, n) ambas como funciones de la densidad de particulas y la temperatura.

Para asegurar la diagonalizacién del hamiltoniano utilizamos la propuesta de Bogoliu-
bov [33] y se considera que los 2eCPs y 2hCPs se encuentran condensados en el estado con
K = 0. Ignorando del hamiltoniano total # — uN los términos con momento del centro de
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masa K # 0 para los bosones, se construye el hamiltoniano reducido

,Hred = Z (ek - M) dI{gko + [EJr(O) - ZM]B(T)EO + Z [E+(K) - 2M]EI(BK
k,o K=#0

+ (20— B_(0)lehéo + > 121 — E_(K)]ekéx
K#0

+ L~ 3/2Zf (akTa k¢bg+a k\Laka())

+ L~ 3/22f (akﬁa kJ’CEr)-FCL kiakTCO)

Note que del hamiltoniano no perturbado se han separado los dos términos con K = 0.
Siguiendo la técnica de Bogoliubov, para que se presente una BEC de 2eCPs y 2hCPs
con K = 0 se reemplazaran los operadores de creacion y aniquilacién de bosones por
una cantidad que denota el niimero de particulas condensadas, es decir, l;gl;o por Ny que
denota el nimero de 2eCPs condensados y analogamente égéo por My que denota el ndmero
de 2hCPs condensados. Adicionalmente se han sustituido los operadores de 2hCPs por los
de 2eCPs (6 — at y of — a) para simplificar el célculo, esto no modifica el significado de

la expresion. De esta manera el hamiltoniano reducido queda
Hrea = [E4(0) = 24 No + [20 — E_(0)] Mo + Z i = 1) il ik

+ 3B (K) — 2ulblebx + > [200— E—(K)]C%CK (4.6)
K+#0 K#0

+ o fs () + o) (af ity +acsiny)
k

donde 35, bo se han sustituido por vNp y ég, ¢o se han sustituido por v/Mj. Adicionalmente
se define la densidad de 2eCPs condensados como ng = Ny/L? y la densidad de 2hCPs
condensados como mgy = My/L3.

Note que el hamiltoniano reducido ahora depende explicitamente de las densidades de
pares de Cooper de electrones y huecos condensados, ng y my, las cuales se han introducido
como parametros independientes. Con el hamiltoniano reducido se calcula el potencial
termodinamico utilizando , el cual ahora tiene la dependencia Q = Q(T', u, ng, mp).

En el Apéndice se presenta un detallado desarrollo matematico para diagonalizar
el hamiltoniano reducido y poder determinar el potencial termodindmico . El
resultado es el hamiltoniano reducido diagonal

Hrea = Y Exd, 00 + Y (& — Ex) + Eo
K

+ 3 [EL(K) — 2ulbiebk + D 20— E-(K)]ekex
K+£0 K+£0

(4.7)
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donde se han definido &k = ex — p, Eo = [E1(0) — 2u]No + [210 — E_(0)] M), la energia

Ek = \/612(+Ai7

y el gap de energia del GBEC
Ak = /no f+ (k) + /mo f- (k). (4.8)

Se introducen los operadores de creacién y aniquilacion dLU, Qs que permiten que bajo

una transformacién de Bogoliubov-Valatin el hamiltoniano reducido sea diagonal [33].
Para calcular la traza del hamiltoniano reducido se utilizan los eigenestados y los ei-

genvalores del sistema definidos por la ecuacién de valores propios (vea el Apéndice [A.3))

Hyed |nkos Nk, MK) = Efny Ny M) |7kos N, M) (4.9)

El potencial termodinamico sera

Q(T, p,ng,mo) = —kpTIn [Trexp(—ﬁ?-zred)}

= —kpTln | )~ <nkmNKaMK|eXP(_B7:[red> [nke, Nk, Mk )

Nko, VK, MK

=FEy+ Z (&x — Ex) — QkBTZ In [1 4 exp(—SEx)]

k k
+ Z In {1 — exp[-B(EL(K) — 2p)]}
K#0
4 Z In{1 —exp[-5(2pn — E_(K))]}
K#0

Al convertir la suma sobre k en una integral de la energia e se obtiene
QT p, no, mo) =
| deN@le—u— Bt
kT /0 " deN () In{1 + exp[—BE(0)]} (1.10)
T [B4(0) = 24aJno + kT /O " dgM(n)In {1 — exp[—BE; ()]}
+ 2= B (0))mo + ksT /O " dgM(n) In {1 — expl—BE_(n)]}

donde
3/2 2m3/2
\@ M(n) = 2R3 \/ﬁ (4.11)

m

V2r2h3

N(e) =
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son la densidad de estados (DOS) de fermiones (electrones) y bosones respectivamente,
mientras que

E(e) = /(e — 1)? + A(e)?

es la relacién de dispersién de Bogoliubov para fermiones donde el gap de energia

A(e) = fr(e)v/no + f-(e)vmo

estd evidentemente relacionado con las densidades de nimero de 2e/2hCPs condensados
ng y mo. Ademds, por conveniencia en el calculo se han definido las energias

Er=n+E4(0) —2p, E-=2p—E_(0)+n,

4.4. FEcuaciones del GBEC

Las condiciones de equilibrio requieren que la energia libre de Helmholtz F' sea minima
para una densidad fija de electrones n, con respecto de u, ng y mg por lo que se requiere
que

o B or 0 ai

o
donde n incluye tanto a los fermiones no apareados como a los pares de fermiones con-
densados y excitados. Al realizar las operaciones marcadas por , se obtienen tres
ecuaciones trascendentales acopladas en funcién de la temperatura absoluta T.

En el equilibrio [55] la teorfa GBEC ofrece tres ecuaciones trascendentales acopladas
cuya solucién (simultdnea y numéricamente) aporta tres fases: dos fases de particulas con-
densadas BEC para los 2eCPs y 2hCPs asf como una fase mixta con proporciones arbitrarias
de ambos CPs [11].

Las ecuaciones que obtienen utilizando las condiciones de equilibrio y determinan
la teoria GBEC son:

e (4.12)

I. Dos ecuaciones tipo gap

2/no[E+(0) — 2u] :/000 deN(e)A(eE)(fgi(e) tanh [ B8E(e)], (4.13)
2y/mo[2u — E_(0)] = /OOO deN(e)A(eE)(fe_(e) tanh [ B8E(e)], (4.14)

donde se definird a f1(€) como:

Ef <e< Ef + Je
en otro caso,

1, Ef—56<6<Ef (4'15)
r={

0, en otro caso,

con

Ep=1[E.(0)+ E_(0)], 6e=21[E.(0)— E_(0)]
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siendo de que define el cascarén de energfa alrededor de E, mientras que E4(0) es
la energia de los pares de Cooper (2eCPs con + y 2hCPs con —) en K = 0. Estas
dos nuevas energias reemplazaran a los energias fenomenologicas E4(0) y E_(0)
como los parametros que relacionan a los pares de electrones y los pares de huecos.
Combinando las dos relaciones anteriores se tiene

E4(0) = 2E; + be. (4.16)

II. Una ecuacién de nimero de particulas que garantiza la conservacién de la carga, es
decir, invariancia de norma [57] (la teoria de BCS carece de esta cualidad)

n=2no(T) + 2np+(T) — 2mo(T) — 2mp4(T) + ns(T) (4.17)
donde
npa(T) = [ dnd()lexp(B(E4 0) + =20 = 1) (4.18)
ma (1) = [ dndlexp(8(2s — B-(0) + )~ ] (4.19)
son las densidades de pares 2eCPs y 2hCPs, ambos excitados, mientras que la canti-
dad -
ny(T) = / deN(e) |1 — S tanh (3BE(e)) (4.20)
0 E(e)

es la densidad de electrones no apareados.

De (4.13), (4.14) y (4.17)) se puede calcular el gap de energia A y el potencial quimico
@ ambos como funciones de T'. Para esto, definimos dos nuevos parametros: una densidad
numérica

n/np(T =0)=n/nys (4.21)

que sirve como pardmetro de acoplamiento adimensional, donde ny = (2mE f)3/ 2/3m2h3.
Ademas, se utiliza el pardmetro de acoplamiento (adimensional) original de GBEC definido
como

F2m3/2

G s
25/27r2h3EJ1/ 2

(4.22)

donde f es la magnitud del vértice de interaccién. Estas definiciones fueron inicialmente
introducidas por V.V. Tolmachev [55] y posteriormente desarrolladas por I. Chivez et
al. |10]. Ef no debe confundirse con la energia de Fermi Fr cuando todos los electrones
estan desacoplados.
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4.5. Casos limite del crossover BCS-Bose extendido

El primer caso se presenta al suponer que las proporciones de pares de electrones y
pares de huecos son las mismas, es decir, se postula una proporcién 50-50 por lo que

no(T) = mo(T) y de (4.8
no(T) = mo(T) = AX(T) /4f>.

Las ecuaciones para el crossover con esta condicién implican que, para (4.13))

Ef+de )
1
2[EL(0) — 2u] = / deN(e)E“f(e) tanh <2ﬁE(e)> ,
Ey
Analogamente para
Ey
22 — E_(0)] = / deN ()L tanh ( L5E(0
] _ = eN(e) ¢ © nh {3 €) .
E;—de
Sumando estos dos resultados y suponiendo fy = f_ = f para simplificar el calculo debido

a que no se conoce de manera analitica ni fenomenolégica la forma real de esta funcién de
interaccion, por lo que se supone simplemente como una constante, se obtiene

Ej+ée )
[E,(0) — E_(0)] = / deN(e) Ef(e) tanh (?E(@)
Ey—de
Ej+e P 1
20e = deN (e) tanh [ —=SE(e) | .
T e o

Haciendo Ef ~ 1 se obtiene:

de
_f 1 1
0

donde se usé el cambio de variable £ = € — p y si se realiza la identificacién de = hw y
f?/26e = V se obtiene precisamente la ecuacién del gap de energia de BCS ({2.27))

1 1
7@ tanh (2,8\/ 62 + A2> .

Al recobrar la ecuacién de la brecha de energia de BCS, esto significa que se obtiene el
[imite de acoplamiento débil.

hw
1= N(O)V/d{
0
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mperatura criti es mperatur ue los pares comienzan a condensarse;
La te atura critica T, es la te atura a la que | ares enzan a condensarse;
se puede decir que en ese momento hay cero pares condensados ny(7.) = 0 y muy pocos

pares acoplados, n¢(T.) — 0, entonces de (4.17)
n = 2no(T.) + 2np4+(T.) + ns(Te)

042 [ anM(n)lexp(fn — 1))+ ny(T2),
0
Usando la denisdad de estados M () de (4.11)) y la integral [j* da+/z/(e*—1) = T'(3/2)¢(3/2)

se obtiene

21h? (n - nf(Tc)>2/3

mkp \  ((3/2) .
En el limite de acoplamiento fuerte, cuando el niimero de pares de electrones no acoplados es
muy pequeno, es decir ny(7.) — 0, se recupera el valor de la temperatura de condensacién

de Bose-Einstein (2.30)).

T, =

4.6. Gap de energia

Utilizando la densidad de estados (4.11)) y la energfa (4.16]) en (4.13) y (4.14)), junto con
E; para normalizar las cantidades v = ¢/Ey, A = A/E; y ji = i/ Ey, ademas de definir a
de = 0e/Ey, se obtiene

3/2 [1l+¢/E
2¢/ng 2Ef + de —2u] = f \ﬁ(mEf) / e dx v tanh <1ﬁE>
! Ep\/(z — )? + A2 2

V/2m2h3
2,3/2 1+3¢/Ey
l—l—%—ﬂ fml/Q/ dx VT - tanh(éﬁE)
f 252m2 W3 (z — i) + A2
—_——
G
1+de 1
1+52€_[2:G/ d:L‘ \/E — tanh[%” (:L' ﬂ)2+A2:|,
1 (z — )2 + A2 /
(4.24)
E,.)3/2
2y/mg 21 — 2E; + d€] = f2\/mo (m f2) 3 / dx Ve tanh <15E>
" V2r issyn, En/(c — 5)? + A? 2
2,3/2 1 1
ia—1+ 0¢ = fom 7 dx VT tanh (ﬁE)
2By B2 E, " J1-d¢/ By (z — fi)2 + A2 2
—_——
G

1 1 .
+52e:G/ dz VT = tanh[TT (z —ﬂ)2+A2:|.
1-de (l’ _ /])2 + A2 /
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Se ha definido a Ty mediante Ey = kpTy. Aplicando los mismos cambios de variable a

(4.17)), tenemos:

n = 2ng — 2mg + 2/000 dnM (n) [exp (BEL) — 1)1 — 2/000 dnM (n) [exp (BE_) — 1] !

+ /OOO deN (e) [1 = % tanh (;BEH :

_ (2mEy)3/? 3m2h? (0 — )
= 3r2H3 \@(mEf):%/z ng — my
nf

+ave [ f duilexp (B~ 117 =3V2 | io dy /5 lexp (BE_) — 1]
§ - T\ T — x_ﬂ al 1
A i )]
n 32k
v T
+ 3\/5/[;o dy/y lexp (BE4) — 1] — 3\/5/: dy/y lexp (BE-) — 1]
§ - XN/ T — x_l&/ an 1
.y N{l et h(ﬁ)].

z—p)?+A

Tenga en cuenta que la iltima integral debe separarse debido al rango de validez de A en
x € [1—de, 1+ de]. Asi
n 3m2h3

ny = VamEge "

+3¢§/0°°dyﬁ {eXp <y+2;j/;j—2ﬂ> _1}1
_3\/§/Ooody\/g {exp (y—2;;j+2g> _1]1

3 1-de T — ’a L1 _
+4/0 dz/x [1— tanh (QT/Tf|x—,u]>]

|z — [l
1+de - ~
+Z/ dry/x |1 — i - tanh(%T/le (:Uﬂ)2+A2>
1-de /(x — ji)2 + A2
3/00 Jf—/j 1 1 ~
+ - dmﬁ[l— ~tanh(f—:z:—,u> .
s, o= P 2
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Para hacer un acercamiento con la teoria de BCS es necesario suponer que las densi-
dades de 2hCPs son cero, pues en esta teoria no se incluyen estos pares. Sin embargo, se
ha sugerido previamente |15] que los pares de huecos son indispensables para que la teoria
del GBEC reproduzca el resultado que ofrece BCS. Si las densidades de 2eCPs y 2hCPs
son iguales, esto es ng = mg, llamaremos a este caso 50-50. Se ha calculado previamente
por M. Grether et al. [44] el valor de n/ny que lleva al limite de BCS, es decir n/ny =1y
también se obtiene el valor de la razén 7 = T, /Ty = 7.64 x 107°. Si se suma y

1+de

y se aplican estas condiciones se obtiene
N - =
dx — tanh %%/Tc\/ (x— @)%+ A%, (4.27)
1-de /(LU _ ﬁ)? + A2
mientras que para la ecuacién numérica (|4.26|
o0 ~ -1
y+2+de—2[
1=23Vv2 d -1
\[/0 oy [eXp < TT/T,
o0 ~ -1
y—24de+20
—3v2 d -1
\[/0 oy [eXp < TT/T.

3 1-de T — ﬂ ~
+ 4/0 dz/x {1 - tanh (%TTl/TC |z — u\)]

e =G

|z — il
3 1+de o~ =
+ 4/ dxv/z |1 — r—H — tanh <%TT1/TC (x — )2 + AQ)
1—de (.’L' _ /1)2 + AQ
3 [ T —f 1_1 =
+4/1'+66d$\/§ [I—Mtanh (ET/TC’[L'—/J,‘) .

(4.28)

Se tiene un sistema de dos ecuaciones integrales, trasendentales y acopladas para A y fi.
El sistema y se resuelve numéricamente en funcién de T/T, (ver Fig. [4.2)).
En la Ref. [11] la brecha energética se calcul6 a partir de la teoria GBEC que, como
antes, incluye a la teorfa BCS como un caso especial. Se puede definir una relacién entre las
densidades de electrones y de huecos con el objetivo de contener en una sola ecuacién las
distintas proporciones entre bosones, ya sean electrones o huecos. Sea mg = a?ng, donde
0 < a < 1 varia continuamente. Si &« = 1 se recupera la teoria BCS pues en este caso
mgy = ng. Si sélo se consideran los 2eCPs, se tiene o = 0 y por lo tanto mg = 0. Si se
agrega esta relacion a la ecuacion de densidad numérica se tiene
n _ 3(1-a)A?

ng 81l+a) G

+ 3\/5/000 dy\/ylexp(BEL) — 1] 7' - 3\@/000 dyy/y lexp(BE-) — 1] (4.29)

+2/ dey/x |1 — i - tanh<27_;/T (x—ﬂ)Q—i-AQ)
0 (z —f1)* + A? ‘
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A(T)/A(0)

0 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

T/T.

Figura 4.2: Brecha energética A/A(0) vs T/T, para el GBEC.

Otro caso importante es si solo se tienen 2eCPs, llamado el caso 100-0. Se puede utilizar
un valor ligeramente diferente de n/ny , entonces se obtiene un sistema de ecuaciones
integrales trascendentales (adimensional) y acoplado para Ay fi. En la Fig. se presentan
los casos 50-50 y 100-0, se comparan con los datos del gap energético para dos elementos
superconductores, Sn y Pb.

1 a 1 GBEC / BCS
mop =Ny
987 aBEC )/ BCS o8
e mo = Nyo e
-
i 0.6 only 2eCPs /<]\\ 0-6 only 2eCPs
& &
< 04 < 04
0.2 0.2
0 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T/T. T/T.
(a) Sn (b) Pb

Figura 4.3: Grafica del gap de energia A(T)/A(0) vs. T/T, de la teorfa GBEC al resolver si-
multdneamente (4.24]), (4.25)) y (4.26]). a) Para el Sn, el caso ng = mg (50-50) muestra una curva
que coincide exactamente con la curva del gap de BCS. La curva discontinua corresponde al caso
mo = 0 (100-0), es decir, ignorando los 2hCPs, donde se utilizaron los valores de 7 = 6.014 x 107°
y n/ng = 1.0002. b) Para el Pb se utilizaron 7 = 6.10 x 107° con n/ny = 1.0002 . Se mues-
tran los datos experimentales para Sn (tridngulo) y Pb (diamantes) tomados de P. Townsend y J.
Sutton y L. Giaever y K. Megerle . El codigo utilizado para resolver numéricamente estas
ecuaciones se puede consultar en el Apéndice E
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Para el caso 50-50, se tiene una coincidencia perfecta con la curva BCS, mientras que
para el caso 100-0 donde se excluyen los 2hCPs, se observa una caida considerable del gap,
que ademads de apartarse sustancialmente de la curva BCS también lo hace de los datos
experimentales. Las curvas resultantes sugieren que la inclusién de 2hCPs es indispensable.






Capitulo 5

Propiedades Termodinamicas

En este capitulo se presentan los resultados de resolver las tres ecuaciones si-
multaneas del GBEC para determinar las propiedades termodindmicas de interés: la en-
tropia y la capacidad calorifica. La mayoria de los modelos de gas BF no considerar la
existencia, ni siquiera la presencia, de 2hCPs incluidos en igualdad con los 2eCPs. Nuestro
objetivo es calcular la entropia y la capacidad calorifica de los SCs utilizando la teoria
GBEC para contrastar con la teoria BCS y comparar con los datos experimentales.

5.1. Entropia

Los SCs en general tienen dos propiedades notables: i) una resistividad cero y ii) el
efecto Meissner. Como el estado SC se puede analizar también con principios estadisticos,
nos centramos en la entropia y la capacidad calorifica y se comparan los resultados con
datos empiricos. El potencial termodindamico en el ensamble del gran candnico se presento
como

QT,V,N,u) = —kpT'In {Trexp{—ﬁ(?:l — ,u](f)} } .
Con el hamiltoniano reducido diagonal el gran potencial es explicitamente
QT p, o, mo) =
| deN@le—n— Bt
kT /0 " deN () In{1 + exp[—BE(e)]}
+1B4(0) = 2pna + kT [ dnd (o) In 1~ exol-58. o)}

+WHEJMWWMJAWMM@MH—%M%&WW-

Después de determinar el potencial termodindmico, la entropia se determina aplicando
las relaciones termodindamicas habituales. Por lo tanto, para la entropia se usa la relacién
(que ofrece la entropia por unidad de volumen)

S(T, 1, g, mg) /L® = —a% (Q/L3) (5.1)
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que al aplicarse el potencial termodinamico equivale a

- (% { / " deN ()l - — B(e)

— 2%kpT / deN () In [1 + e—ﬁE@}
0

S(T, p, o, mo)/L* =

+ [E4(0) = 2ujno + kT / dnM (n) In [1 _ e—ﬁ&(n)]
0

+[2u — E_(0)]mo + kT /000 dnM (n) In {1 — 6_55*(")] } .

Se identifican los elementos dependientes de T

1

E:E(T), ﬁ: H n():no(T), m():mo(T), g:t :g:t(T),

T’
asi
S o0 0
L3:_{/0 deN(e)a—Tk—u—E(e)]
o [o'e) 8
— —BE(e)| _ v —BE(e)
QkB/O deN (€) In {1 +e } QkBT/O deN (e) 5T In {1 +e }
4o B (0) = 23] + B4 (0) — 26 T
noaT + M + 1% 8T
+ kB/ dnM (n) In [l - 6_5&(77)} + kBT/ an(n)i In [1 _ e_ﬁg+(77):|
0 0 oT
0 omy
+ mOaT[QM —E_(0)] + [2p — E_(O)]a—T
—i—k?B/ dnM (n) In [1 - 6_657(77)} + k‘BT/ an(n)i In [1 - 6_55*(")} } .
0 0 oT
Note que

o8 1 3

T~ kgT? T’
oE 1 on A 1 9dng 1 Omg
7 = [(M_6)8T+2<f+ + f- >]

8T (G—M)2+A2 \/TTU 6T \/ 1o 8T
Lo ong _ Omg  Op ., OE 08
Si fijamos ng,mp y u, entonces — = T — T = 0 y asi T - o - 0.

Finalmente, la entropia del GBEC ofrece como expresion

2

b [T an {in 1] - kit () e |
0

i [t -] s e

S/L? = 2kp /00 deN (e) {ln [1 + e_BE} + PE cosh™ (38E) e‘éﬂE}
0
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Utilizando el cambio de variable presentado para el gap de energia, junto con las den-
sidades de estados de fermiones y bosones (4.11]), se puede escribir la entropia como una
cantidad adimensional

mE:)3/2 [ E 1
i |, e e ] B o (1) i)

WmE3/2 [
k2 [Ty {1 e ] - Bt (g ehoe |
T 0

Q(mEf)3/2 o0 _BE_ BE- . 1 /1 _lge
_kBTr2h3/0 Ay I [L = 7% | = Zsinh ! () eH5

S/L3 = 2kp

I'mE 3/2
(757;22)3 y definiendo So/L3 = kpgns(T = 0) en
T

conjunto con Ey = kgT}, se obtiene la entropia normalizada

Recordando que ns(T = 0) =

1.2

1.04

S/So

\
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

T/T.

Figura 5.1: Entropia normalizada S/Sy vs. T'/T,. Se muestran los casos 50-50 (curva completa) y
100-0 (curva punteada) para los SCs elementales Sn y Pb. También se muestra el caso sin interaccién
(linea discontinua) cuando fy = 0. Se observa que para T/T, > 1, S/Sy tiene el comportamiento
de un gas ideal. El recuadro muestra cémo todas las curvas maés alld de T' = T, convergen, haciendo
que la entropia tenga un comportamiento lineal. Se puede consultar el codigo utilizado para integrar

numéricamente a (5.3)) en el Apéndice
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3

S/S0 =5

/OO dz/z {ln [1 + 675} + %ﬁcosh*1 (3¢) 65/2}
0

- \% VY {m {1 ~ e_&} + %§+ cosh™ (3¢+) 6_&/2} >
3

& 1
— ﬁ ; dy+/y {ln [1 — 6_5*] + 55* cosh™! (%g,) 6_5/2}

donde se han definido
1 -

52 'TT/TC (Qf—/])2+A2,

&+

(y—2+de+2i) y &=

(y + 2+ de — 211).

1
- TT/T. TT/T,

Se puede integrar numéricamente esta expresiéon y se realiza para los casos 50-50 y 100-0,
el cual ignora los 2hCPs por completo.

En la Fig. se muestra la solucién numérica de . Note que alrededor de T' =T,
existe una discontinuidad en la derivada de la entropia, que se reconoce cominmente como
un cambio de fase, del estado normal al estado superconductor. Se observa que la teoria
del GBEC reproduce correctamente el comportamiento de los SC por encima y por debajo
de T,. Se incluye el caso en que la interaccion fi se hace cero y reproduce la entropia de un
gas ideal ternario. Tenga en cuenta la caida en la entropia cuando se incluyen los 2hCPs
en el caso 50-50 asi como la inclusion de 2hCPs da valores de entropia mas bajos. Esto es
equivalente a decir que al incluir los 2hCPs, conforme 7' disminuye a cero el sistema tiende
a estabilizarse mas rapidamente que si no estan incluidos los huecos.

5.2. Capacidad calorifica

Las relaciones termodindamicas habituales ofrecen para la capacidad calorifica por unidad
de volumen la relacién

Cy (T, 1, ng, mg) /L3 = Ta% (S/L?) (5.4)

Aplicando esta derivada a la entropia que se obtuvo en (5.2)), se tiene
o E
Cb:2@TA &N@;;%nﬁ+aﬂﬂ+€2mmAQﬁmeﬁM}
—@T/cwwma{m@—emﬂ—M%mmlgmge%&}
0 orT 2

o0 0 _ BE_ . _ 1
ki ol
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oo a
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10

_1 - 1 ~1pE 9 -
+§8—T(5Ee zBE) cosh™ (38E) + 5 8Ee 37— cosh l(éﬁE)}
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Utilizando las relaciones trigonométricas hiperbdlicas apropiadas podemos llegar a la
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forma més elegante de la capacidad calorifica del GBEC
3 - 1 ? -1/(1 1 —1BE
Cv/L’ = 2kg i deN(e)  5PE | cosh™ (38E) [1+ tanh (30E)] ™2
00 1 2
+k:3/0 dnM (n) <255+> sinh ™ (38€1) [1+ coth (38&,)] e~ 258+

00 2
+ kB/O dnM (n) (;BEL) sinh~! (%55_) [1 + coth (%,65_)] e~ 25—
(5.5)

Haciendo uso de los cambios de variables antes presentados, en conjunto con las densi-
dades de estados (4.11) y definiendo la cantidad C; = kg(mE;)3/?/n?h3L3, se obtiene la
capacidad calorifica normalizada

1

o) 2
Cv/Cr = \/i/ dx/x (;f) cosh™" (3£) [1 + tanh (3¢)] e 2¢
0
oo 2
+2/0 dy\/y (2@) sinh ™! (364) [1+ coth (3€4)] e 2%+ (5.6)
oo 2
+ 2/0 dy\/y (;g_) sinh ™! (36_) [1 + coth (3¢_)] e 2.

La Fig. muestra a la capacidad calorifica. Existe un acuerdo apropiado entre este
resultado y los datos cuando la temperatura estd cerca de T' = 0 para los casos 50-50 y
100-0, pero a medida que se aumenta la temperatura, la capacidad calorifica del caso 100-0
no tiene un acuerdo apropiado con los datos. En la entropia existe una discontinuidad en
la derivada en T' = T, lo que corresponde a un salto en la capacidad calorifica y como
consecuencia se tiene una transicién de fase del estado normal al estado SC conforme la
temperatura disminuye [59]. Esto se aprecia en la Fig. la cual muestra los casos 50-50
y 100-0 calculados al derivar numéricamente los resultados de la entropia. Este resultado
coincide casi idénticamente con el que ofrece BCS, pero se recuerda que en el caso del
GBEC se han incluido explicitamente los pares de Cooper de huecos.

La capacidad calorifica tiene un comportamiento lineal por encima de T, asociado
con un gas ideal ternario. Para el caso 50-50 se encuentra que se describe mejor a los SCs.
También se muestra el resultado de la capacidad calorifica de BCS que revela el desacuerdo
entre esta teoria y la GBEC, es decir, uno debe considerar la inclusion explicita de los 2hCPs
y resolver tres ecuaciones simultaneas para la brecha de energia e introducir ese valor para

cada T con el objetivo de calcular la capacidad calorifica y describir apropiadamente a los
SCs.
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Figura 5.2: Capacidad calorifica Cy /Cy vs. T/T,. Resultados para SCs elementales de estano (Sn)
y plomo (Pb) a 50-50 (curva completa), 100-0 (punto-raya) y sin interaccién (discontinuo rojo,
donde fi = 0). Comparacién entre los valores adimensionales de BCS con los datos experimentales
para SCs convencionales. Se ha senalado una parte de la linea perteneciente al caso 50-50 de
manera discontinua debido a que los resultados obtenidos por la solucién numérica en ese rango de
temperaturas deben obtenerse por otro método de solucién. Datos tomados Bryant y Keesom
. Se puede consultar el cédigo utilizado para calcular numéricamente la integral
en el Apéndice @
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Figura 5.3: Capacidad calorifica Cy /vT, vs. T/T.. Resultados obtenidos al derivar numéricamen-
te la entropia mostrada en la Fig. Se incluye el caso 50-50 (azul) el 100-0 (violeta), BCS

(discontinuo rojo) y sin interaccién (discontinuo rojo). Datos de Cy /yT, para BCS tomados de

Tinkham . Se puede consultar el cédigo utilizado para calcular numéricamente esta capacidad
calorifica en el Apéndice E}

1 1.2



Conclusion

Se obtienen tres ecuaciones trascendentales, acopladas, dependientes de la temperatura
absoluta T' que representan la teoria GBEC para un gas ternario. Estas ecuaciones son
dos ecuaciones de tipo gap y una ecuacién de densidad de ntimero de particulas, las cuales
confirman que la teorfa BCS puede incluirse como un caso especial de la teoria GBEC
cuando el nimero de pares de electrones condensados es igual al nimero de pares de
huecos, en un caso que hemos llamado 50-50.

Se ha encontrado que el caso 100-0, que corresponde a la ausencia total de pares de
huecos de Cooper, dejando sélo a los pares de electrones, no reproduce completamente los
datos experimentales para SCs elementales y sélo describe el comportamiento de los datos
empiricos para valores de 7' muy por debajo de T,. La teoria del GBEC es en principio valida
para todos los acoplamientos independientemente del modelo de interaccién utilizado.

Las propiedades termodinamicas calculadas, cuya dependencia en la temperatura es
trascendental, confirman que la teoria BCS queda incluida en la teoria GBEC cuando los
pares de 2eCPs y 2hCPs son iguales. Se encuentra que el caso 100-0 no describe correcta-
mente los datos empiricos para valores de T' ~ T.. Los resultados actuales de la capacidad
calorifica parecen ser correctos, al menos para Sn y Pb, y mejoran los obtenidos por teoria
BCS. Finalmente se obtiene una descripcién aceptable de dos SCs elementales al incluir
explicitamente los pares de huecos de Cooper.






Apéndice A

Sobre la construccion de las
ecuaciones del GBEC

Se ha presentado en el Capitulo[la teoria GBEC, la cual surge al utilizar la mecénica
estadistica cudntica, construyendo primero el potencial termodindmico y minimizando la
energia libre de Helmholtz con lo que se obtienen dos ecuaciones tipo gap para 2eCPs y
2eCPs y una ecuacién de densidad de nimero de particulas. En este Apéndice se presentan
los célculos algebraicos a detalle para determinar los elementos presentados en ese capitulo.

A.1. Relaciones de conmutacién y anticonmutacion

La teoria de la condensacién de Bose-Einstein generalizada describe en detalle las pro-
piedades de un sistema de muchos particulas (un fluido cudntico) utilizando la mecénica
estadistica cuantica. Se asume que el sistema esta constituido por tres clases de particulas:
electrones desligados (fermiones), pares de Cooper de electrones (2eCPs) y pares de Cooper
de huecos (2hCPs), ambos postulados como bosones. También se considera que no existen
interacciones entre los electrones desligados o los huecos con los pares bosénicos. Se dejan
de lado las interacciones entre 2eCPs y 2hCPs asi como las de tipo electrén-hueco. Asi,
solo se consideran las interacciones entre fermiones y 2eCPs o fermiones y 2hCPs debido
a la descomposicién natural de estos pares bosénicos en sus constituyentes (electrones o
huecos) o la formacién elemental de ambos tipos de pares.

Se asume que el sistema de muchos fermiones se encuentra en un espacio de volumen
macroscépico L3. Los estados de una sola particula, cuyos constituyentes individuales estan
desligados, son descritos por funciones de onda

ks (r,0) = L73%eX75, (A.1)

que estan caracterizadas por valores del vector de onda (de fermiones) k y su proyeccién
de espin o sobre el eje 2. Estos estados tienen energias e = h2k%/2m, donde m es la masa
efectiva del electrén. Los estados de una particula de 2eCPs, considerando su movimiento
desde el centro de masa, también son descritos por ondas planas

ok (R) = L73/2¢KR (A.2)

que estan caracterizados por el valor K del momento del centro de masa (CMM) total de los
pares de electrones. Estos estados tienen energias E, (K) = E,(0) + h2K?/2(2m), donde
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2m es la masa del par de Cooper y E(K) es la energia fenomenolégica de formacién del
par. Note que el segundo elemento de la energia posee una relacién de dispersién cuadrética.

Se postula la presencia de pares de Cooper de huecos cuyo estado de una particula del
CMM tiene la forma de pero referido a valores del CMM de 2hCPs, cuyas energias
son E_(K) = E_(0) — h2K?/2(2m), donde E_(0) es la energia de los pares de huecos.
Note que se asume a la masa del par como 2m, la misma que un par de electrones. Por
simplicidad se asume que tanto los 2eCPs como los 2hCPs tienen solamente un estado
ligado interno.

Se utilizara el método de representacion de segunda cuantizacién junto con condiciones
de frontera (de Born-Von Karman) sobre las paredes del recipiente contenedor de volumen
L? para las funciones de onda del sistema de muchos fermiones. Estas condiciones se sa-
tisfacen automaticamente cuando el vector de onda k de los fermiones desacoplados y el
vector K de los bosones individuales toman valores que corresponden a los nodos de una
red simple en el k-espacio reciproco, donde la celda unitaria tiene un volumen (27/L)3 [61].

En la representacién de segunda cuantizacién se tienen los operadores de creacién (ani-
quilacién) para sus estados de una particula con momento k y proyeccién de espin o,
denotados por &L » (Gk ») respectivamente, los cudles satisfacen las relaciones de anticon-
mutacién [18] 7

{&k,ov CA’/L/,U/} = &k,a&L/7g/ + d;f{/ﬁ/dk,o = 6k,k’5a,o"
{af ,.af, 3 =0. (A.3)
{ako, 1 o} =0
Se designa por IA)I{ (EK) a los operadores de creacién (aniquilacién) de segunda cuantizacién
de pares de Cooper de electrones (2eCPs) para el estado de una particula en el CMM con
vector de onda K. Se postula que son operadores para bosones, es decir, satisfacen las
relaciones de conmutacién
g, bl] = brcbler — bl = g
K, V| = VKVK K'VK KK
(b, bl ] =0 (A4)
b 0

Note que estos operadores difieren de los operadores de pares de BCS definidos como bk =
Ak, |Gkt Y b KK = aL TCLL |» bara los cuales solo el caso K = 0 fue discutido por ellos. Sus
relaciones de conmutacién son

[BkK’ BL’K’] = (1 - nK/Q,k’i — nK/2+k,T)5k,k’ (A5)

donde nk o1k, = &I{/Qik »0K /2+k o son los operadores de nimero de Fermi. Como (A.5

no son precisamente reglas de conmutacién de Bose, se ha dicho correctamente [9] que los
operadores de BCS no representan explicitamente bosones verdaderos.

Similarmente para los operadores de creacién (aniquilacién) de segunda cuanti-
zacién para 2hCPs, é]IL{ (¢k) en su estado de un sélo hueco para el vector de onda K del
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CCM son postulados como operadores de Bose y satisfacen las relaciones

[CK. 6{«] = 0K K/
[k el =0 (A.6)
¢k, éx] = 0.

Es precisamente la inclusién de los pares de huecos junto con los pares de electrones que
hacen el presente un modelo completo bosén-fermién (BF). Hasta donde se sabe [62], no
se ha podido obtener con éxito la cosntruccién de operadores de creacién y aniquilacién
de pares de Cooper que obedezcan las relaciones de conmutaciéon de Bose formados por
operadores de fermiones dL » (Gks). Sin embargo, como se ha mostrado, estas particulas
(2e/2hCPs) obedecen la distribucién de Bose.

A.2. Diagonalizacion del hamiltoniano

Inicialmente se definen
Go=ac—p Fo=[E4(0) - 2u]No + 211 — E—(0)]Mp.

Recuerde que se omiten las interacciones entre fermiones y los pares de Cooper excitados,
por lo que se trabaja con el hamiltoniano reducido , y sOlo se toman en cuenta las
interacciones de tipo BF entre los electrones desapareados y los pares condensados.

El operador Hyea es cuadrético en el operador de fermiones y pueden determinarse sus
eigenestados y eigenvalores, pues sélo se necesita transformar los operadores de creacion y
aniquilacién de electrones dfw, dx, en operadores de cuasi-particulas &LU, Gy por medio
de una transformacién de Bogoliubov-Valatin [33]. Especificamente

T

ke = UkOke + QUde—k,—o
At At .
ay, = uxly  + 2000k (A7)

donde o = £1/2 es el espin de la particula, y los operadores dig, Ay siguen las relaciones
de anticonmutacién presentadas en (A.3)).
Sustituyendo (A.7) en el hamiltoniano reducido se obtiene

Hrea = Eo + Z G (U, + 2000 o) (Ul + 20111(0711(7,0)

k,o
+ 3B (K) — 2ulblebk + Y 20— B-(K)]ekex
KA0 K40

+ S I s (k) + i f- (k)]
k

[(uk&LT + de,k7¢)(uk5¢ik¢ — UkOAt,IQT)

—|—(ukOAz_k7¢ — deLT)(dek,T + UkOAéT_k,i)
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Definiendo
Ak = /o f4(k) + v/mo f- (k)
y al expendir y reorganizar los términos se obtiene
Foea = Eo + »_ B4 (K) — 2ulblcbi + Y [2 — B (K)ekex
K#0 K#0

+ Z &k [uié‘;&gé‘ka + 4021)12{ (1 - dikﬁa&_ky_g) + 20Uk vk (@La@tkﬁg + d_k7_adkyg>}
k,o

3 A [(wf = o) (afpat g+ drdng ) + 2man (1- 6l 6 — 6l iy )|
k

ﬁred = Z [gk(ui - U12<) - 2Akukvk] &Lg&ka
k,o

1 At A . .
+2 Z o [ékukvk + §Ak(ui — vﬁ)} (oszozik,fg + a,k7,oako>
k,o

o (A.8)
+ > B (K) — 2ulblebk + > (20 — B_(K)]ekeex
K#0 K#0
+2 Z (&kvip + Axuvk) + Ep
k

Para diagonalizar 7:lred se debe cumplir la condicién de diagonalizacién
1 2 2
§kukvk + iAk(uk — Uk) =0.

Si se define la energia
Ek = §k(u12< — 1)12{) — QAkUkUk

y se sustituye en la condicion anterior se obtiene

T
&+ AL
La condicion ui + 1)12( =1 ofrece
1 Eyé 1 B¢
2 kSk 2 kSk
= |14+ 7"+ =—|1—-—"=].
Yk 2{ +§12(+Ai]’ Yk 2[ 5§+Aﬂ

Al sustituit estos valores en la condicién de diagonalizacion se obtiene el gap de energia

By = /& + A} (A.9)

por lo que

(A.10)
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Sustituyendo 1) y 1) en el Hyeq se obtiene el hamiltoniano reducido diagonal

Hred = Y Budif, o + Z &k — Ex) + Eo
k,o

+ ) [EL(K —ZubT bk + Y 120 — E_(K)ekex
K#0 K+#0

(A.11)

A.3. Eigenestados y eigenvalores

Los eigenestados de se pueden enumerar con el conjunto {ny., Nk, Mk}, donde
Nk, caracteriza el estado de un electrén y puede tomar el valor de 0 o 1, mientras que el
nimero de ocupacién Nk de un 2eCP (un bosén) o el nimero de ocupaciéon Mgk de un
2hCP pueden tomar valores de 0 a infinito.

Los eigenestados de seran
Nko Y 1 R M,
1o Nic, Mic) = [ [ (ak(,) gy H F( ) “TI o (c}{) 10y (A12)

k,o

donde |0) es el estado de vacio para cuasi-electrones generados por el operador df{a y

simultdaneamente para 2eCPs y 2hCPs, definiendo
b |0) = b 0) = ¢k [0) = 0.
Los eigenvalores del hamiltoniano reducido seran

B Nt} = o+ > (&= Fi) + Y B
K

(A.13)
+ S B (K) — 20Nk + Y [2u — B_(K)] Mx.
K40 K40

La dindmica del sistema queda entonces definida por la ecuacién de valores propios

Hred |nkos Nk, MK) = By Ny M) |7kos N, M)
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Cdédigos implementados para la
solucién numérica

En este Apéndice se presentan los programas elaborados con el software de cémputo
cientifico Wolfram Mathematica (versién 11.3.0, Student Edition) para la solucién de las
ecuaciones utilizadas en este trabajo.

El siguiente c6digo es usado para calcular el gap de energia de la teoria de BCS, nor-
malizado con el gap a T'= 0, A(T")/A(0). Se obtiene como funcién de la temperatura 7'/T¢

al resolver la ecuacion (2.27)).

In[l:— kB := 8.617332 10~ (-5)
h := 6.582118 10~ (-16)

Tc := 0.875
TD := 329
wD := kB TD/h

NOV := ((Logl(2 Exp[EulerGamma] h wD)/(Pi kB Tc)])~(-1)
Delta0 := 2 h wD Exp[-(1/NOV)]

((2 Delta0)/(kB Tc))
In[2:= BCSgap = {};

CapitalDeltaO := CapitalDelta /.
FindRoot[ 1/NOV ==
NIntegrate[ 1/Sqrt[x~2 + CapitalDelta”2]
Tanh[(h wD)/(2 kB Tc) 1/0.01 Sqrt[x"2 + CapitalDelta~2]],
{x, 0, 1}], {CapitalDelta, 0.01}, Method -> "Newton"]

Do[{Delta := CapitalDelta /.
FindRoot[ 1/NOV ==
NIntegrate[ 1/Sqrt[x"2 + CapitalDelta”2]
Tanh[(h wD)/(2 kB Tc) 1/T Sqrt[x~2 + CapitalDelta~2]],
{x, 0, 1}], {CapitalDelta, 0.01}, Method -> "Newton"],
Print[T, " ", Delta/CapitalDeltal],
AppendTo [BCSgap, {T, Delta/CapitalDelta0O}]},
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{T, 0.01, 1, 0.01}]

ListPlot [BCSgap, Joined -> True,
AxesLabel -> {"T/Tc", "CapitalDelta/CapitalDelta(0)"}]

Export ["BCSgap.dat", BCSgap]

El siguiente cédigo calcula el gap de energia y el potencial quimico para el crossover
BCS-Bose, normalizado con la energia de Fermi Fr a T = 0 (ecuaciones y como
funcién del pardmetro = = 1/kras.

In[3:= BCSBecDeltal[x_] :=
FindRoot [{
Pi x == NIntegratel[
1/Sqrt[u] - Sqrtlul/Sqrtl[(u - mu)~2 + Delta"2],
{u, 0, 1076}]1,
1 == 3/4 NIntegratel[
Sqrtfu] (1 - (u - mu)/Sqgrt[(u - mu)~"2 + Delta~2]),
{u, 0, 10°6}1}, {{Delta, 0.25}, {mu, 1}}]1[[1, 2]1]

BCSBecmu[x_] :=
FindRoot [{
Pi x == NIntegratel[
1/Sqrt[u] - Sqrtlul/Sqrtl[(u - mu)~2 + Delta"2],
{u, 0, 1076}]1,
1 == 3/4 NIntegratel[
Sqrtfu]l (1 - (u - muw)/Sqrt[(u - mu)"2 + Delta~2]),
{u, 0, 107631}, {{Delta, 0.25}, {mu, 1}}1[[2, 2]]

In[4]:= crossoverDelta = Table[{x, BCSBecDeltal[x]},
{x, Range[-3, 4, 0.1]1}];

crossovermu = Table[{x, BCSBecmul[x]}, {x, Range[-3, 4, 0.1]13}];

ListPlot [{crossoverDelta, crossovermu}, Joined -> True,
PlotRange -> {{-3, 4}, {-5, 3}}, AspectRatio -> Automatic]

Export["crossoverDelta.dat", crossoverDelta]

Export["crossovermu.dat", crossovermu]
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El siguiente c6digo se usa para calcular el gap de energia del GBEC suponiendo ng = my,
correspondiente al caso 50-50 para Sn y Pb. El resultado se muestra en la Figura 4.3

In[5]:=
G := 10"(-4)
de := 1.0 10°(-3)
Tau := 6.014 10~(-5)

Inf6]:= gapz[T_] := CapitalDelta /.
FindRoot[ {1 - Mu + de/2 ==
G NIntegratel[
Sqrt[x]/Sqrt[(x - Mu) "2 + CapitalDelta”2]
Tanh[1/(2 Tau T) Sqrtl[(x - Mu)~2 + CapitalDelta"2]],
{x, 1, 1 + de}],
1.0002 == (3 CapitalDelta”2)/(8 G) +
3 Sqrt[2] NIntegratel
Sqrtly] (Expl(y + 2 + de - 2 Mu)/(Tau T)] - 1)°-1,
{y, 0, Infinity}] -
3 Sqrt[2] NIntegratel
Sqrt [yl (Expl(y - 2
{y, 0, Infinity}]
3/4 NIntegratel[
Sqrt[x] (1 - (x - Mw)/
Abs[x - Mu] Tanh[1/(2 Tau T) Abs[x - Mull),
{x, 0, 1}] +
3/4 NIntegrate[
Sart[x] (1 - (x - Mw)/
Sqrt[(x - Mu)~2 + CapitalDelta"2]
Tanh[1/(2 Tau T)
Sqrt[(x - Mu) "2 + CapitalDelta"2]]),
{x, 1, 1 + de}] +
3/4 NIntegratel[
Sqrtlx] (1 - (x - Mu)/
Abs[x - Mu] Tanh[1/(2 Tau T) Abs[x - Mull),
{x, 1 + de, Infinityl}]},
{{CapitalDelta, 1}, {Mu, 0.5}}, Method -> "Newton"]

+

de + 2 Mu)/(Tau T)] - 1)°-1,

+

gap0 = gapz[0.001]

In[7:= findroot :=
FindRoot[{1 - Mu + de/2 ==
G NIntegratel
Sqrt[x]/Sqrt[(x - Mu) "2 + CapitalDelta”2]
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Tanh[1/(2 Tau T) Sqrt[(x - Mu)"2 + CapitalDelta~2]],
{x, 1, 1 + del}],
1.0002 == (3 CapitalDelta”2)/(8 G) +
3 Sqrt[2] NIntegratel[
Sqrtly]l (Expl(y + 2 + de - 2 Mu)/(Tau T)] - 1)°-1,
{y, 0, Infinity}]
3 Sqrt[2] NIntegratel
Sqrt[y] (Expl(y - 2 + de + 2 Mu)/(Tau T)] - 1)°-1,
{y, 0, Infinity}]
3/4 NIntegratel[
Sart[x] (1 - (x - Muw)/
Abs[x - Mu] Tanh[1/(2 Tau T) Abs[x - Mull), {x, O, 13}] +
3/4 NIntegrate[
Sart[x] (1 - (x - Mu)/
Sqrt[(x - Mu)~2 + CapitalDelta~2] Tanh[1/(2 Tau T)
Sqrt[(x - Mu)"2 + CapitalDelta"2]]), {x, 1, 1 + de}] +
3/4 NIntegratel
Sart[x] (1 - (x - Muw)/
Abs[x - Mu] Tanh[1/(2 Tau T) Abs[x - Mull),
{x, 1 + de, Infinity}l},
{{CapitalDelta, 1}, {Mu, 0.5}}, Method -> "Newton"]

+

In[g]:= gap2eCP = {};

Do[{gap := CapitalDelta /. findroot, Print[T, " ", gap/gapO],
AppendTo [gap2eCP, {T, gap/gapO0}1}, {T, 0.01, 1, 0.01}]

ListPlot [gap2eCP ,
AxesLabel -> {"T/Tc", "CapitalDelta/CapitalDelta0"}]

Export["gap2eCP_Sn.dat", gap2eCP]

El siguiente cédigo calcula la entropia en el GBEC, ec. (5.3)), para el caso 50-50.

In[9]:=

In[10]:=

G := 10" (-4)
de := 10~(-3)
Tau := 7.64 10~ (-6)

Delta[T_] := CapitalDelta /.
FindRoot [{de == G NIntegratel[
Sqrt[x]/Sqrt[(x - Mu) "2 + CapitalDelta”2]
Tanh[1/(2 Tau T) Sqrt[(x - Mu)~2 + CapitalDelta~2]],



Apéndice B

59

{x, 1 - de, 1 + de}],
1 == 3 Sqrt[2] NIntegratel
Sqrtly] (Expl(y + 2 + de - 2 Mu)/(Tau T)] - 1)°-1,
{y, 0, Infinity}] -
3 Sqrt[2] NIntegratel
Sqrtly] (Expl(y - 2 + de + 2 Mu)/(Tau T)] - 1)°-1,
{y, 0, Infinity}] +
3/4 NIntegratel[
Sart[x] (1 - (x - Muw)/
Abs[x - Mu] Tanh[1/(2 Tau T) Abs[x - Mull),
{x, 0, 1 - de}] +
3/4 NIntegrate[
Sqrtlx] (1 - (x - Mu)/
Sqrt[(x - Mu)"2 + CapitalDelta”2] Tanh[1/(2 Tau T)
Sqrt[(x - Mu)~2 + CapitalDelta~2]]),
{x, 1 - de, 1 + de}] +
3/4 NIntegratel
Sart[x] (1 - (x - Mu)/
Abs[x - Mu] Tanh[1/(2 Tau T) Abs[x - Mull),
{x, 1 + de, Infinity}l},
{{CapitalDelta, 1.5}, {Mu, 1}}, Method -> "Newton"]

CapitalDeltal = Deltal[1]

Mul[T_] := Mu /.
FindRoot[{de == G NIntegratel[
Sqrt[x]/Sqrt[(x - Mu)~2 + CapitalDelta”2]
Tanh[1/(2 Tau T)Sqrt[(x - Mu)~2 + CapitalDelta"2]],
{x, 1 - de, 1 + de}],
1 == 3 Sqrt[2]
NIntegratel[
Sqrt [yl (Expl(y + 2 + de - 2 Mu)/(Tau T)] - 1)°-1,
{y, 0, Infinity}]
3 Sqrt[2] NIntegratel
Sqrtly] (Expl(y - 2 + de + 2 Mu)/(Tau T)] - 1)°-1,
{y, 0, Infinity}]
3/4 NIntegratel[
Sart[x] (1 - (x - Muw)/
Abs[x - Mu] Tanh[1/(2 Tau T) Abs[x - Mull),
{x, 0, 1 - de}] +
3/4 NIntegrate[Sqrt[x] (1 - (x - Mu)/
Sqrt[(x - Mu)~2 + CapitalDelta~2] Tanh[1/(2 Tau T)
Sqrt[(x - Mu)~2 + CapitalDelta~2]]),

+
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{x, 1 - de, 1 + de}] +
3/4 NIntegrate[
Sart[x] (1 - (x - Mu)/
Abs[x - Mu] Tanh[1/(2 Tau T) Abs[x - Mull),
{x, 1 + de, Infinity}]},
{{CapitalDelta, 1.5}, {Mu, 1}}, Method -> "Newton"]

Mul = Mul[1]

S[T_] := 3/2 NIntegratel[
Sart[x] (Logll + Exp[-(1/(Tau T)) Abs[x - Mulll]l +
1/(2 Tau T) Abs[x - Mul] Cosh[1/(2 Tau T)
Abs[x - Mull]l"-1 Exp[-(1/(2 Tau T)) Abs[x - Mulll),
{x, 0, 1 - de}] +
3/2 NIntegratel[
Sqrt[x] (Logl[1l + Exp[-(1/(Tau T))
Sqrt[(x - Mul)~2 + CapitalDeltal~2]]] +
1/(2 Tau T) Sqrt[(x - Mul)"2 + CapitalDeltal”2]
Cosh[1/(2 Tau T)
Sqrt[(x - Mul)"2 + CapitalDeltal~2]]"-1
Exp[-(1/(2 Tau T))
Sqrt[(x - Mul)"2 + CapitalDeltal~2]]),
{x, 1 - de, 1 + de}] +
3/2 NIntegratel[
Sqrt[x] (Logl[l + Exp[-(1/(Tau T)) Abs[x - Mull]]l +
1/(2 Tau T) Abs[x - Mull] Cosh[1/(2 Tau T)
Abs[x - Mulll~-1 Exp[-(1/(2 Tau T)) Abs[x - Mulll),
{x, 1 + de, Infinityl}] -
3/8qrt[2] NIntegratel
Sqrt[y] (Logli - Exp[-(1/(Tau T)) (y - 2 + de + 2 Mul)]] -
1/(2 Tau T) (y - 2 + de + 2 Mul)
Sinh[1/(2 Tau T) (y - 2 + de + 2 Mul)]"-1
Exp[-(1/(2 Tau T)) (y - 2 + de + 2 Mul)]),
{y, 0, Infinityl}] -
3/8qrt[2] NIntegratel
Sqrt[y] (Logll - Exp[-(1/(Tau T)) (y + 2 + de - 2 Mu1)]] -
1/(2 Tau T) (y + 2 + de - 2 Mul)
Sinh[1/(2 Tau T) (y + 2 + de - 2 Mul)]"-1
Exp[-(1/(2 Tau T)) (y + 2 + de - 2 Mul)]),
{y, 0, Infinity}]

S0 = S[1]

In[11]:= SS[T_] :=
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In[12]:=

3/2 NIntegrate[
Sqrt[x] (Logll + Exp[-(1/(Tau T)) Abs[x - Muull]l +
1/(2 Tau T) Abs[x - Muu] Cosh[1/(2 Tau T)
Abs[x - Muull~-1 Exp[-(1/(2 Tau T)) Abs[x - Muull),
{x, 0, 1 - de}] +
3/2 NIntegratel[
Sqrt [x] (Logl
1 + Exp[-(1/(Tau T)) Sqrt[(x - Muuw) "2 + Gap~2]]1] +
1/(2 Tau T) Sqrt[(x - Muu)"2 + Gap~2] Cosh[1/(2 Tau T)
Sqrt[(x - Muu)~2 + Gap~2]]1°-1 Exp[-(1/(2 Tau T))
Sqrt[(x - Muu) "2 + Gap~2]]1), {x, 1 - de, 1 + de}] +
3/2 NIntegratel[
Sqrt[x] (Logll + Exp[-(1/(Tau T)) Abs[x - Muull]l +
1/(2 Tau T) Abs[x - Muu] Cosh[1/(2 Tau T)
Abs[x - Muull~"-1 Exp[-(1/(2 Tau T)) Abs[x - Muull),
{x, 1 + de, Infinityl}] -
3/8qrt[2] NIntegratel
Sqrtly] (Logll - Exp[-(1/(Tau T)) (y - 2 + de + 2 Muw)]] -
1/(2 Tau T) (y - 2 + de + 2 Muu) Sinh[
1/(2 Tau T) (y - 2 + de + 2 Muu)]"-1 Exp[-(1/(
2Tau T)) (y - 2 + de + 2 Muw)]), {y, O, Infinity}] -
3/8qrt[2] NIntegratel[
Sqrtly] (Logl[l - Exp[-(1/(Tau T)) (y + 2 + de - 2 Muw)]] -
1/(2 Tau T) (y + 2 + de - 2 Muu) Sinh[
1/(2 Tau T) (y + 2 + de - 2 Muuw)]"-1 Exp[-(1/(
2 Tau T)) (y + 2 + de - 2 Muw)]), {y, O, Infinity}]

Entropy5050 = {};
Do[{Gap := Deltal[T], Muu := Mu[T], SSO := SS[T]/S0,
Print[T, " ", Gap, " ", Muu, " ", SSO0],
AppendTo [Entropy5050, {T, SS0}]}, {T, 0.01, 1.5, 0.01}]

ListPlot [Entropy5050 R
AxesLabel -> {"T/Tc", "S/S0J\)"}]

Export ["Entropy5050_00.dat", Entropy5050 ]
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FEl siguiente cédigo calcula la capacidad calorifica para el GBEC que integra numérica-

mente a (5.6).
In[13]:=
G :=10"(-4)

de := 107(-3)
Tau := 6.10 10~ (-5)

In[14]:= Delta[T_] := CapitalDelta /.
FindRoot[{1 - Mu + de/2 == G NIntegratel[
Sqrt[x]/Sqrt[(x - Mu) "2 + CapitalDelta”2]
Tanh[1/(2 Tau T)
Sqrt[(x - Mu) "2 + CapitalDelta”2]], {x, 1, 1 + del}],
1.0002 == (3 CapitalDelta”2)/(8 G) +
3 Sqrt[2] NIntegratel
Sqrtly]l (Expl(y + 2 + de - 2 Mw)/(Tau T)] - 1)°-1,
{y, 0, Infinity}] -
3 Sqrt[2] NIntegratel
Sqrt [yl (Expl(y - 2 + de + 2 Mu)/(Tau T)] - 1)°-1,
{y, 0, Infinity}] +
3/4 NIntegrate[Sqrt[x] (1 - (x - Muw)/
Abs[x - Mu] Tanh[1/(2 Tau T) Abs[x - Mull),
{x, 0, 1}] +
3/4 NIntegrate[Sqrt[x] (1 - (x - Mu)/
Sqrt[(x - Mu)"2 + CapitalDelta”2] Tanh[1/(2 Tau T)
Sqrt[(x - Mu)"2 + CapitalDelta”2]]),
{x, 1, 1 + de}] +
3/4 NIntegrate[Sqrt[x] (1 - (x - Mu)/
Abs[x - Mu] Tanh[1/(2 Tau T) Abs[x - Mull),
{x, 1 + de, Infinity}]},
{{CapitalDelta, 1}, {Mu, 0.5}}, Method -> "Newton"]

CapitalDeltal = Deltall]

Mul[T_] := Mu /.
FindRoot[{1 - Mu + de/2 == G NIntegratel
Sqrt [x]/Sqrt[(x - Mu) "2 + CapitalDelta”2] Tanh[1/(2 Tau T)
Sqrt[(x - Mu)~2 + CapitalDelta~2]], {x, 1, 1 + del}],
1.0002 == (3 CapitalDelta”2)/(8 G) +
3 Sqrt[2] NIntegratel[
Sqrt [yl (Expl(y + 2 + de - 2 Mu)/(Tau T)] - 1)°-1,
{y, 0, Infinity}] -
3 Sqrt[2] NIntegratel
Sqrtly] (Expl(y - 2 + de + 2 Mu)/(Tau T)] - 1)°-1,
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{y, 0, Infinity}] +
3/4 NIntegrate[Sqrt[x] (1 - (x - Mu)/
Abs[x - Mu] Tanh([1/(2 Tau T) Abs[x - Mull),
{x, 0, 1}] +
3/4 NIntegrate[Sqrt[x] (1 - (x - Muw)/
Sqrt[(x - Mu)~2 + CapitalDelta”2] Tanh[1/(2 Tau T)
Sqrt[(x - Mu)"2 + CapitalDelta~2]]),
{x, 1, 1 + de}] +
3/4 NIntegrate[Sqrt[x] (1 - (x - Mu)/
Abs[x - Mu] Tanh[1/(2 Tau T) Abs[x - Mull),
{x, 1 + de, Infinity}]},
{{CapitalDelta, 1}, {Mu, 0.5}}, Method -> "Newton"]

Mul = Mu[1]

Cv[T_] := Sqrt[2] NIntegratel
Sqrt[x] (1/(2 Tau T) Abs[x - Mul])"2 (1 +
Tanh[1/(2 Tau T) Abs[x - Mul]]) Cosh[1/(2 Tau T)
Abs[x - Mu1]l~"-1 Exp[-(1/(2 Tau T)) Abs[x - Mull] ,
{x, 0, 1 - de}] +
Sqrt[2] NIntegrate[Sqrt[x] (1/(2 Tau T)
Sqrt[(x - Mul)"2 + CapitalDeltal~2])"2 (1 +
Tanh[1/(2 Tau T)
Sqrt[(x - Mul)"2 + CapitalDeltal~2]]) Cosh[1/(2 Tau T)
Sqrt[(x - Mul)"2 + CapitalDeltal~2]]"-1
Exp[-(1/(2 Tau T)) Sqrtl(x - Mul)"2 +
CapitalDeltal~2]] , {x, 1 - de, 1 + de}] +
Sqrt[2] NIntegratel
Sqrt[x] (1/(2 Tau T) Abs[x - Mull)~"2 (1 +
Tanh[1/(2 Tau T) Abs[x - Mull]) Cosh[1/(2 Tau T)
Abs[x - Mu1]]l~-1 Exp[-(1/(2 Tau T))
Abs[x - Mull]]l , {x, 1 + de, Infinityl}] +
2 NIntegratel[
Sqrtly] (1/(2 Tau T) (y - 2 + de + 2 Mul))"2 (1 +
Coth[1/(2 Tau T) (y - 2 + de + 2 Mul)])
Sinh[1/(2 Tau T) (y - 2 + de + 2 Mul)]"-1
Exp[-(1/(2 Tau T)) (y - 2 + de + 2 Mul)] ,
{y, 0, Infinity}] +
2 NIntegratel[
Sqrtly] (1/(2 Tau T) (y + 2 + de - 2 Mul))"2 (1 +
Coth[1/(2 Tau T) (y + 2 + de - 2 Mul)])
Sinh[1/(2 Tau T) (y + 2 + de - 2 Mul)]"-1
Exp[-(1/(2 Tau T)) (y + 2 + de - 2 Mul)] ,
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{y, 0, Infinity}]
Cf = Cv[1]

In[15]:= CCv[T_] := Sqrt[2] NIntegratel
Sqrtx] (1/(2 Tau T) Abs[x - Muul)~2
(1 + Tanh[1/(2 Tau T) Abs[x - Muul])
Cosh[1/(2 Tau T) Abs[x - Muul]l~-1
Exp[-(1/(2 Tau T)) Abs[x - Muul]]l , {x, 0, 1 - de}] +
Sqrt[2] NIntegratel[
Sqrtlx] (1/(2 Tau T) Sqrtl[(x - Muu)~2 + Gap~2])"2
(1 + Tanh[1/(2 Tau T) Sqrt[(x - Muu) "2 + Gap~2]1)
Cosh[1/(2 Tau T) Sqrt[(x - Muu)~2 + Gap~2]]1°-1
Exp[-(1/(2 Tau T)) Sqrt[(x - Muu)"2 + Gap~2]] ,
{x, 1 - de, 1 + de}] +
Sqrt[2] NIntegratel[
Sqrtlx] (1/(2 Tau T) Abs[x - Muul)~2
(1 + Tanh[1/(2 Tau T) Abs[x - Muu]l)
Cosh[1/(2 Tau T) Abs[x - Muul]l~-1
Exp[-(1/(2 Tau T)) Abs[x - Muul] ,
{x, 1 + de, Infinityl}] +
2 NIntegratel
Sqrtly] (1/(2 Tau T) (y - 2 + de + 2 Muu))"2
(1 + Coth[1/(2 Tau T) (y - 2 + de + 2 Muw)])
Sinh[1/(2 Tau T) (y - 2 + de + 2 Muw)]"-1
Exp[-(1/(2 Tau T)) (y - 2 + de + 2 Muw)] ,
{y, 0, Infinity}] +
2 NIntegratel
Sartly]l (1/(2 Tau T) (y + 2 + de - 2 Muu))"2
(1 + Coth[1/(2 Tau T) (y + 2 + de - 2 Muw)])
Sinh[1/(2 Tau T) (y + 2 + de - 2 Muuw)]"-1
Exp[-(1/(2 Tau T)) (y + 2 + de - 2 Muw)] ,
{y, 0, Infinity}]

In[16:= Capacity2eCP = {};
Do[{Gap := Deltal[T], Muu := Mu[T], CvCf := CCv[T]/Cf,
Print([T, " ", Gap, " ", Muu, " ", CvCf],
AppendTo [Capacity2eCP, {T, CvCf}]1}, {T, 0.01, 1.2, 0.01}]

ListPlot [Capacity2eCP
AxesLabel -> {"T/Tc", "C_V/C_f"}]

Export["Capacity2eCP_Pb_00.dat", Capacity2eCP ]



Apéndice C
Sobre los detalles algebraicos de BCS

En este Apéndice se presentan los detalles algebraicos requeridos para establecer
claramente los resultados de la teoria de BCS mostrada en el Capitulo[2.3] Para determinar
los operadores que se mezclan con agy, se establece su ecuacién de movimiento usando la
ecuacion de Heisenberg

déger
dt

ih = laky, H] = Exar — AdT_m

Asi, ayy tiene que combinarse linealmente con dT_k | bara determinar unos nuevos operado-
res. La transformaciéon general debe ser

ay = pxaxt + Qkéf_ki

Bl]; = VKl + uk&T—kL‘

Para preservar todas las propiedades algebraicas de ays y &ik |» Se requiere que ax y BIT{
satisfagan las relaciones de anticonmutacién

{aue, 60} = Grners  {bn, dne} = {af, al,} =0
(B B} = dwerers 1B By = {BL ALY =0
{61, B} = {én, BL} = {6, e} = {ad, AL} = 0

Las dos ultimas relaciones de anticonmutacion en la primera y en la segunda lineas y
y la segunda y la tercera relaciones de anticonmutacion en la tercera linea se satisfacen
automaticamente. La primer relacion de anticonmutacion en la primera y segunda lineas
llevan a las siguientes relaciones entre los coeficientes de la transfomacion

Ikl + laxl® =1, Jukl® + |u[* =1

Tanto la primera como la cuarta relacién de anticonmutacién en la tercer linea llevan a la
misma relacién:
* *
upqx + vepk = 0,

La relacién anterior se puede satisfacer si px = uy y qx = —vj. La transformacién es
finalmente

é‘k = ul*cdkT - Ult&ik¢ (C 1)
51]; = vgaxy + ukfliM
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Con uy y vk que satisfacen la condicién
2 2
uk|” + [ok[” = 1.

La transformacién en (C.1)) es conocida como la transformacién de Bogoliubov para fer-
miones.
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