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Introduccion

El concepto de espacio H-cerrado fue introducido en 1924 por Alexandroff y Urysohn en el ar-
ticulo [1]. Alexandroff y Urysohn dejaron una pregunta abierta, la cual era, ;cudndo un espacio Haus-
dorff puede ser encajado en un espacio H-cerrado? No fue hasta 1930, que Tychonoff demostré que
cualquier espacio Hausdorff puede ser encajado (no necesariamente, de manera densa) en un espa-
cio H-cerrado, ver [6]. Pasaron 10 afios hasta que Katetov, Fomin, Sanin y Stone demostraron que
cualquier espacio Hausdorff tiene a lo menos una extension H-cerrada, la Extension de Katetov. Fue
gracias al articulo [4] publicado por Katetov, que la teoria de espacios H-cerrados tuvo un gran desa-
rrollo. Al dia de hoy, los espacios H-cerrados juegan un papel clave en el estudio de las Extensiones
de Espacios Hausdorff.

En este trabajo nos centramos en el estudio de los espacios H-cerrados, mds concretamente en
las extensiones H-cerradas. Esta tesis esta basada en el capitulo 7 del libro, [5]. El propodsito de esta
tesis es el estudio de cdmo interactian los diferentes tipos de extensiones H-cerradas que un espa-
cio Hausdorff puede tener. Entre las extensiones H-cerradas de algiin espacio Hausdorff, X, las que
tienen mayor relevancia son: la extension de Katetov, la extension de Fomin y si el espacio X es se-
miregular también la extension de Banacheveski; esta ultima extension también llamada la extension
de Banacheveski-Fomin-Sanin. Dichas extensiones estan intrinsecamente relacionadas ya que tienen
como comun denominador el mismo conjunto base pero con topologias no necesariamente equiva-
lentes. Es importante hacer notar que los espacios compactos son espacios H-cerrados; es decir, los
espacios H-cerrados son una generalizacion de los espacios compactos.

Para que el lector pueda seguir las ideas presentadas en este trabajo, es necesario que el lector
tenga conocimientos sobre el drea de Topologia General. Los libros que se pueden consultar para un
primer acercamiento a esta drea de las Matemadticas son [3] y [2]. La notacién de éste trabajo esta
basada en el libro [2].

Los espacios topoldgicos a estudiar son los espacios Hausdorff, asi que nos referiremos a ellos
simplemente como espacios.

En el capitulo 1 se introducen los conceptos previos al estudio de los espacios H-cerrados y exten-
siones H-cerradas, como son los filtros abiertos y los espacios semiregulares. Estos ultimos juegan un
papel fundamental en la teoria de los espacios H-cerrados, en particular, en el estudio de la extension
de Banacheveski.

En el capitulo 2, en la seccién 2.1 se introducen los espacios H-cerrados, se estudian sus propie-
dades, y ademads se establecen condiciones necesarias y suficientes de cuando un espacio H-cerrado
es compacto. La seccidn 2.2 tiene como principal objetivo el poder identificar y caracterizar a los
subespacios H-cerrados de un espacio H-cerrado. En la seccién 2.3 se introducen los subespacios
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CAPITULO 0. INTRODUCCION v

que se denominan H-conjuntos. Los H-conjuntos son una generalizacion de los espacios H-cerrados.
La importancia de estos subespacios radica en la conexion intrinseca que tienen con los subespacios
compactos de un espacio H-cerrado y Urysohn. Los espacios Urysohn son espacios que se introducen
en la seccion 2.5, y juegan un papel importante en la teoria de las extensiones H-cerradas. Y en la
seccion 2.4 se definen las funciones theta-continuas; tales funciones son una generalizacion de las
funciones continuas. La importancia de las funciones theta-continuas radica en la versatilidad que en
ellas se obtiene a la hora de estudiar los espacios H-cerrados.

En el capitulo 3, el capitulo mds importante de esta tesis, se introducen las extensiones H-cerradas
en la seccion 3.1, ademds se construyen nuevas extensiones H-cerradas a partir de extensiones dadas,
dichas extensiones se llaman Extensiones Simples y Extensiones Estrictas. Se estudian sus propieda-
des topoldgicas y el como se relacionan; esto en la seccion 3.2. En la seccion 3.3 se demuestra que
todo espacio Hausdorff tiene una extension H-cerrada, la extension de Katetov; dicha extension es el
maximo proyectivo del conjunto de las extensiones H-cerradas del espacio en cuestion. Resulta que
la extension de Katetov es una extension simple, asi que muchos de los resultados en la seccién 3.2
se aplican a esta nueva seccion. En la seccidn 3.4 se introducen y se estudian las propiedades de la
extension de Fomin; dicha extension es una extension estricta. Mas aun, la extensiéon de Fomin de
un espacio X es la extension estricta que se obtiene de la extension de Katetov del espacio X. En la
seccion 3.5 se estudian las extensiones H-cerradas por un punto al igual que se estudian los espacios
localmente H-cerrados, ya que las extensiones H-cerradas por un punto estan restringidas a los espa-
cios localmente H-cerrados; es decir, no todo espacio admite una extensiéon H-cerrada por un punto,
solamente si el espacio es localmente H-cerrado éste posee una extension H-cerrada por un punto.
También es importante mencionar que un espacio localmente H-cerrado puede tener diferentes exten-
siones H-cerradas por un punto no equivalentes entre si. Asi que se establecen condiciones necesarias
y suficientes de cudndo un espacio localmente H-cerrado tiene una unica extensién H-cerrada por
un punto. Y finalmente en la seccién 3.6 se presenta la extensién de Banacheveski. Muchos de los
resultados desarrollados en el capitulo 1 y en el capitulo 2 sirven para desarrollar la teoria de dicha
extension. Al final de dicha seccidn se establece la relacion que hay entre las extensiones de Katetov,
Fomin y Banacheveski y se exhiben algunos ejemplos.

Por dltimo, en esta tesis se hacen observaciones a la teoria de extensiones H-cerradas que no vie-
nen en el libro [5]. Estas son enunciadas en las Proposiciones 3.1.5, 3.3.7, 3.3.17, 3.4.4 (4), 3.4.16,
3.4.17,3.4.19, 3.5.7 y 3.6.15. En la Proposicién 3.4.16, ejercicio propuesto del libro [S], menciona
condiciones suficientes de cuando los cerrados regulares son espacios casi H-cerrados, la observa-
cién que se hace en la tesis es la demostracion de que dicha condicién es una condicién necesaria y
suficiente.



Capitulo 1

Preliminares

La meta de este primer capitulo es introducir las técnicas bésicas y las propiedades mds generales
de los espacios topoldgicos que se usardn en el capitulo 2 y en el capitulo 3. Ademds se analizardn
algunos ejemplos, y se desglozardn las propiedades que se consideren mds relevantes a la hora de
introducir los temas. Los espacios topoldgicos a estudiar son los espacios Hausdorff, a menos que se
indique lo contrario, y se referird a ellos simplemente como espacios.

1.1. Filtros abiertos

Entendemos por relacién binaria en un conjunto X un subconjunto R del producto cartesiano
X x X, esdecir RC X x X. Si (a,b) € R entonces se denotard como aRb.

Definicion 1.1.1. Un orden parcial en un conjunto X es una relacion binaria < en X, que satisface
las siguientes condiciones:

1. Six € X, entonces x < x.
2.Six,ye X, x <yyy<x,entonces x =Y.
3.5ix,y,ze€ X, x<yyy<zentonces x < z.

Al conjunto X con la relacion binaria < se le denomina como conjunto parcialmente ordenado.
Se le suele denotar como (X, <).

Definicion 1.1.2. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. SeaA C X y seax € X.
1. x es llamado cota superior de A, si a < x para cualquier elemento a € A.
2. x es llamado cota inferior de A, si x < a para cualquier elemento a € A.

3. x es llamado supremo de A, six es una cota superior de A y si b es otra cota superior a A entonces
x < b. Se le suele denotar al supremo de A como supA.
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4. x es llamado infimo de A, si x es una cota inferior de A y si b es otra cota inferior a A entonces
b < x. Se le suele denotar al infimo de A como infA.

Definiciéon 1.1.3. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que X es una reticu-
la si para cualquier par de elementos x,y € X, los elementos sup{x,y} e inf{x,y} existen en X. Si
A C X, entonces decimos que A es una subreticula de X si para cada a,b € A, los elementos sup{a,b}
e inf{a, b} existen y pertenecen a A.

Ejemplo 1.1.4. Sea X un espacio topoldgico y sean Ty la topologia de X y &?(X) el conjunto
potencia de X, es decir #2(X) es el conjunto de todos los subconjuntos de X. Entonces C es un orden
parcial en & (X) tal que si A, B € (X)), entonces sup{A,B} = AUB e inf{A, B} = AN B. Por lo tanto
(Z(X), Q) es una reticula. Por otro lado, (7x, C) es una subreticula de & (X).

Deﬁnici()n 1.1.5. Sea . una subreticula de &?(X) para algtin conjunto X. Sea % C % . Entonces
decimos que .# es un .Z-filtro si satisface lo siguiente:

F#0y0¢ .7
2.SiA,B € %, entonces existe C € .% tal que C CANB.
3.SiAe #F yBe Ztalque A C B, entonces B € .7

Decimos que ¢ C £ es una Z-base de filtro si satisface 1y 2. Si ¢4 es una Z-base de filtro,
entonces definimos & := {Ae ¥ :F CAparaalgin F € 4} el cual es un Z-filtro. Decimos que 2
es el filtro generado por ¢.

Definicion 1.1.6. Sea . una subreticula de &7 (X) para algtin conjunto X. Decimos que .# es un
Z-ultrafiltro si es un Z-filtro maximal.

Proposicion 1.1.7. Sea .Z una subreticula de &?(X) para algin conjunto X. Si .%# es un .Z-filtro,
entonces existe un .Z-ultrafiltro que contiene a .% .

Demostracion. Sea .7 un Z-filtro. Definimos i := {¥ C ¥ : 4 esun L-filtroy # C ¥}. Es
claro que 4L # 0, ya que .# € . Sea € una cadena no vacia en 4. Afirmamos que |J% es un .Z-filtro
que pertenece a l.

Es claro | J% # 0y paracada ¥y € €, 0 ¢ ¢, es decir @ ¢ | J€. Sean A, B € | J%, entonces existen
41,9 € € tales que A € 9 y B € %. Como % es una cadena, se sigue que 4, C % 6 4% C 4.
Supongamos que ¢ C %. Entonces A, B € %, y como %, es un .Z-filtro, existe C € ¢, C |J% tal que
C C ANB. Por lo tanto se cumple la condicién (2) de la Definicion 1.1.5. SeaA € | J¥ yseaB € .¥
tal que A C B, entonces existe 4 € ¢ tal que A € ¢4,y como ¥ es un .Z-filtro, B€ 4 C|J% . Por lo
tanto % es un Z-filtro.

Por otro lado, .% C & para cada 4 € €. Por lo tanto . C |J¥, es decir |J% € U y ademas &
es cota superior de % . Es decir cada cadena en {l tiene una cota superior. Por el Lema de Zorn, existe
un elemento maximal 77 € $l. Es claro que /7 es un Z-ultrafiltro que contiene a .%.

X



3 1.1. FILTROS ABIERTOS

Empezaremos por introducir uno de los conceptos claves e importantes de esta tesis.
Definicion 1.1.8. Dado un espacio topolégico (X, Tx).

1. Un & (X)-filtro (respectivamente, &2 (X )-base de filtro, &2 (X)-ultrafiltro) serd llamado filtro
(respectivamente, base de filtro, ultrafiltro).

2. Un tx-filtro (respectivamente, Tx-base de filtro, Tx-ultrafiltro) serd llamado filtro abierto (res-
pectivamente, base de filtro abierto, ultrafiltro abierto).

Ahora fijaremos toda nuestra atencidn al estudio de los filtros abiertos, bases de filtros abiertos y
ultrafiltros abiertos.

Proposicion 1.1.9. Sea X un espacio topolégico y sea .# una base de filtro abierto. Las siguientes
proposiciones son equivalentes:

1. % es un ultrafiltro abierto.
2. Paracada U abiertoen X, U € # 6 X \clxU € &
3.SiU esunabiertoen X y UNV = ( paratoda V € .%, entonces U € .%

Demostracion. [1 = 2| Sea U abierto en X. Supongamos que U ¢ .%. Si U NV # 0 para toda
V € Z, definimos &4 := {W C X : Wes abiertoen X y UNV C W para algin V € .% }. Es claro que
9 7é(2)yaque FCY . yO0¢.Z# yaqueUNV #QparatodaV € .Z. Sean W, W, € ¢, entonces existen
V1,V € Z tales que V;NU C W coni=1,2. Como V)NV, € %, entonces (ViNVo)NU C W, ﬂWz
Por lo tanto ¢ es una base de filtro abierto. Sea 4 el filtro abierto generado por ¢. Entonces .% C g,
yaque U ¢ .Z pero U € 4. Lo cudl es una contradiccién ya que . es un ultrafiltro abierto. Por lo
tanto, existe V € .Z tal que VNU =0, entonces V C X \ clxU € Z.

[2 = 3] Sea U un abierto en X tal que U NV = 0 para toda V € .%. Sabemos por hipétesis que
Ue.Z6X\clxU e Z.SiX\clxU € Z, entonces, UN (X \ cIxU) # 0 lo cudl es una contradiccion.
Por lo tanto U € .

[3 = 1] Sea % un filtro abierto tal que .# C ¥4. Sea U € ¢, entonces U NV # @ paratodaV € .F
Por lo tanto U € .7, lo que implica que ¢4 C .%. Por lo tanto .% es un ultrafiltro abierto.
X

Corolario 1.1.10. Sea .# un ultrafiltro abierto en un espacio X. Si U es un abierto denso en X,
entonces U € .

Demostracion. Si U es un abierto denso, entonces U NV # @ para toda V € %, yaque 0 ¢ .%.
Por la Proposicion 1.1.9, U € ..
X

Corolario 1.1.11. Si . y ¢ son ultrafiltros abiertos distintos en un espacio X, entonces existen
abiertosU € # yV € G talesque UNV =0.

Demostracion. Como .# # ¢, entonces existe U € . \ 4. Dado que ¢ es un ultrafiltro abierto,
por la Proposicion 1.1.9, existe V € ¢ tal que VN U = 0.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 4

Corolario 1.1.12. Sea X un espacio y sea .# un ultrafiltro abierto. SiU,V € tx yUUV € %
entonces U € # 6V € &

Demostracion. Supongamos que U ¢ %, entonces existe W € .# tal que U NW = 0. Por lo tanto

DAEWNUUV)e F,peroWN(UUV)=WnNV CV.PorlotantoV € .F
X

Proposicién 1.1.13. Sea {.%; : i € I'} una familia no vacia de filtros abiertos en un espacio X.
Entonces [;¢;-#; es un filtro abierto.

Demostracion. Como X € .%; paracadai € I, (;c; i # 0y ademas 0 ¢ (;c;-%i ya que 0 ¢ .F;
paracadai € l. Sean U,V € .%; paracadai € I. Entonces U NV € .%; para cada i € I, lo cudl satisface
la condicién 2 de la Definicién 1.1.5. Por ultimo, sea U € .#; para cada i € I, y sea V un abierto en X
tal que U C V. Entonces V € .%; paracada i € . Por lo tanto V € (;¢; %;.

Por lo tanto, ;7 -%; es un filtro abierto.
X

Proposici(’)n 1.1.14. Sea X un espacio y sea .% una base de filtro abierto. Entonces el filtro abierto
generado por .% cumple:

ﬂ{jf S es un filtro abierto y . C ¢},

Demostracion. Tenemos que .%# < Z y como % es un filtro abierto, se sigue que ﬂ{ff :
JC es un ﬁltro abiertoy F C '} C C 7. Ahora veremos que si ¢ es un filtro abierto tal que .# C ¥,
entonces .# C ¢ .Enefecto,siU € .7 , entonces existe V € 7 tal 1 que V CU.Como .# C ¥, entonces

V €9 1o cual implicaque U € 4. Por lo tanto .% Q ¢ . Entonces . C ({5 : # es un filtro abierto y .F C

Y.

Por lo tanto .7 (W : A es un filtro abierto y % C J¢}.

Proposicion 1.1.15. Sea .7 un filtro abierto en un espacio X. Entonces:

1.Si9 :=({% : % es un ultrafiltro abierto en X y .% C % }, entonces
¢ ={U C X :U es abierto y intx[cIxU] € F}.

2. . esta contenido en un tnico ultrafiltro abierto si y sélo si existe un ultrafiltro abierto % tal
que {intx[clxU|:Uec %} C.F

Demostracion. 1. Por la Proposicién 1.1.13, ¢ es un filtro abierto en X. Sea ¢’ := {U C X :
U es abierto y intx[clxU] € .Z }. Veamos que 4 = ¥'.

C| Sea V € ¢. Basta demostrar que intx[clxV] € .#. Afirmammos que existe W € .7 tal que
(X \clxV)NW =0. Si (X \clxV)NU # 0 para cada U € .Z, entonces {(X \ cIlxV)NU :U € .Z}
es una base de filtro abierto. Por lo tanto existe un ultrafiltro abierto ¥" que lo contiene. Es claro que
F C ¥ yaque ¥ es cerrado bajo supraconjuntos abiertos. Lo que implica que .# C ¢ C ¥/, entonces
V € ¥, por otro lado X \ clxV € ¥, es decir 0 =V N (X \ clxV) € ¥ lo cudl es una contradiccion.
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Por lo tanto, existe W € % tal que (X \ cIxV)NW = 0. Por lo tanto W C clxV, lo que implica que
W Cintx[clxV] € Z. Entonces V € ¢'. Por lo tanto 4 C ¢4'.

D] SeaV € ¢'. Por definicién de ¢, intx [clx V] € F. Sea ¥ un ultrafiltro abierto tal que % C ¥'.
Por la Proposicién 1.1.9,V € 7 6 X \ clxV € 7. Si X \ clxV € ¥, entonces 0 = intx[clxV] N (X \
clxV) € ¥ yaque intx|clxV] C clxV. Lo cudl es una contradiccion. Por lo tanto V € ¥. Esto implica
que ¥’ C Y.

Por lo tanto, ¥ = ¥'.

2. Demostremos la necesidad. Supongamos que .7 estd contenido en un dnico ultrafiltro abierto
% . Entonces por (1), 9 C % y como % es tnico, % = {U C X : U es abierto y intx[clxU] € F}.
Por lo tanto {intx[clxU]|:U € % } C F.

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que {intx[cixU]: U € % } C .¥ para algun ultra-
filtro abierto %/. Sea ¥ un ultrafiltro abierto tal que .# C ¥. Entonces {intx[clxU]:U € %} C V.
Sea U € % . Como (X \ clxU) Nintx[clxU] =0y ¥ es un ultrafiltro abierto, entonces U € ¥'. Es
decir, ZZ C V. Como % es maximal, ZZ = ¥ . Por lo tanto .% esta contenido en un dnico ultrafiltro
abierto.

X

Definicion 1.1.16. Sea X un espacio topoldgico y sea .% un filtro abierto.

1. Entonces el conjunto ({cIxU : U € %} es llamado la adherencia de .7 y es denotado como
a(.Z). Si ademds a(.%) = 0, se dice que .# es un filtro abierto libre.

2. Decimos que .# converge a un punto xp, si el sistema de vecindades del punto x(, denotado
por 43, , es tal que A5, N Tx C.% donde Tx es la topologia de X. Al conjunto de puntos tal que .#
converge, se le denotara como ¢(.%).

Proposicion 1.1.17. Sea .# una base de filtro abierto y .77 un ultrafiltro abierto. Entonces:

l.c(F) Ca(F).

2.¢(H) =a(H)
3. | c(F)|< 1.
4. la(A)|< 1.

Demostracion. 1. Sea p € ¢(F) y sea U € .%. Entonces por definicién, para cualquier abierto
V en X tal que p €V, se tiene que V € .Z#, es decir VN U # 0. Por lo tanto p € clxU, y esto para
cualquier U € .#. Por lo tanto ¢(.%) C a(F).

2. Basta demostrar que a(.7) C ¢(.7). Sea p € a(.7) y sea U una vecindad abierta de p en
X. Como p € a(H), entonces p € clxV para cualquier V € J#. Por lo tanto V N U # 0 para cual-
quier V € . Como . es un ultrafiltro abierto, U € 7. Por lo tanto a(.7°) C c¢(.). Por (1),
c(H)=a(H).
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3. Supongamos que | ¢(.-#) |> 1. Entonces existen x,y € ¢(.#) con x # y. Como X es Hausdorff,
existen vecindades abiertas U y V de x y y respectivamente tales que U NV = 0. Dado que x,y € ¢(.%)
se sigue que U,V € .#. Por otro lado, .# es una base de filtro abierto, entonces existe W € .# tal que
W CUNV =0, esto es una contradiccién ya que implica que W = 0 pero 0 ¢ .%. Por lo tanto
[e(F) < 1.

4. Es consecuencia de (2) y (3).

1.2. Espacios Semiregulares

En las siguientes proposiciones se dard por hecho que uno conoce lo mas basico de las propieda-
des de los operadores cerradura e interior, para mayor referencias de estos conceptos véase [3, 2].

Veamos un ejemplo de como se usan tales operadores. Dado un espacio X y A,B C X tales que
A C B, se sigue que intxA C intxB'y clxA C clxB, y por lo tanto se puede concluir que inty [clxA] C
inty [Cle] y cly [intxA] Cecly [inth].

Proposicion 1.2.1. Sean X un espacio, U C X abierto, C un cerrado y A, B C X. Entonces:

1. inty [Clx [intx [Cle]]] = intx [Cle].

2. cly [inlx [Clx [inle]]] =cly [intxA].

3. inty [Clx [U ﬁAH = inty [Cle] ﬂintx[cle].

4. Clx[il’ltX [CUA]] =cly [inl‘xc] U Clx[il’lle].

Demostracion. 1. Dado que intx [clxA] C clx[intx[clxA]] se sigue que intx [cIxA] C intx [clx[intx [clxAl]].
Por otro lado, sea V := intx[clx[intx [clxA]]], se sigue que

V Ccly [intX [Cle]] =inty [Cle] UFry [il’ll‘x [Cle]] = inty [Cle] UFry [X \ inty [CleH.

Supongamos que V N (X \ intx [clxA]) # 0.

Como clx[X \ clxA] = X \ intx[clxA] esto implica que VN (X \ clxA) # 0. Por otro lado X \ cIxA C
X \ inty [clxA], es decir X \ clxA C intx[X \ intx[clxA]], por lo tanto

0 £V Nintx [X \ inty [CleH =VnN (X \ cly [il’ll‘X [Cle]]).
Contradiciendo el hecho de que V C clx|intx [clxA]]. Por lo tanto V C intx [clxA].

2. Por (1) tenemos
inty [ClX [il’ll‘X [ClX [X \Am] =inty [ClX [X \A]],

pero
inlx[ClX [X \A]] =inty [X \ intxA] = X\CZX [intxA].
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Andlogamente,
inty [ClX [inlx [ClX [X \AHH = X\Clx [inl‘x [ClX [intXA]]].

Es decir, X \Clx [im‘xA] =X \ clx [inl‘x [Clx [intxA]]]. Por lo tanto, clx [inlx [Clx [inle]]] =cly [il’ltxA].

3. Como cly [U ﬂA] C clxU NclxA, entonces inty [ClX [U ﬂAH Cintyx [Cle ﬂchA] =inty [Cle] N
intx[clxA]. Por otro lado, sea W = intx [clxU] Nintx[clxA]. Dado que W es abierto, basta demostrar
que W C clx[UNA].

Seaz € Wy V C X una vecindad abierta de z, y sea Vo = V NW. Se sigue que V; es una vecindad
abierta de z tal que
Vo CW CclxUnNintx [Cle].

Por lo tanto Vy = clxU N (intx [clxA] NV}), implica que @ # U Nintx [clxA]|NVy C VoNU NclxA 'y esto
implica que @ # VoNU NA CVNUNA. Es decir, z € clx[UNA] y por lo tanto W C clx[U NA].

4. Tenemos que
intx [elx [(X \ C) N (X \A)]] = intx [clx [X \ C]] Nintx [clx [X \ A]],

donde intx[clx[X \ C]] = intx[X \ intxC] = X \ clx[intxC]. Andlogamente se obtiene que intx[clx[X \
A]] = X \ clx[intxA]. Lo que implica

inty [Clx[X\C]] Ninty [CIX [X \A” =X \ cly [intxc] Ucly [intxA].
Por otro lado, intx[clx[(X \C) N (X \A)]] = intx [X \ intx [CUA]] = X \ clx[intx[CUA]].

Por lo tanto, clx [intx [C UA” =cly [intXC] Ucly [im‘xA]. 5

Proposicion 1.2.2. Sea X un espacioy U C X. El conjunto U es abierto en X siy sélo si se cumple
que clx[U NA] = clx[U NclxA] paratodo A C X.

Demostracion. Demostremos la necesidad. Es claro que clx[U NA] C clx[U N clxA] para cual-
quier A C X. Por otro lado, sea A C X arbitrario y sea z € clx[U NclxA], por lo que VNU NclxA # 0
donde V es una vecindad abierta de z, lo que implica que VU NA # 0, ya que U es abierto. Es decir,
z € clx[UNA], y por lo tanto clx[U NclxA] C clx[U NA].

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que U no es abierto, es decir, existe z € U tal
que para toda vecindad V de z se tiene que VN (X \U) # 0 y por lo tanto z € clx[X \ U]. Con lo que
concluimos que z € clx[U Nclx[X \ U]] y por otro lado, clx[U Nclx[X \U]] = clx[UN (X \U)| = 0.
Contradiciendo la hip6tesis de que clx[U NA] = clx[U N clxA] para todo A C X. Por lo tanto U es

abierto.
X

Definicion 1.2.3. Un conjunto abierto U en un espacio X es un abierto regular si U = intx [clxU].
Denotamos al conjunto de todos los abiertos regulares en el espacio X como Z¢'(X). Por la Proposi-
cién 1.2.1 (1) se sigue que

HO(X) = {intx[clxA] : A C X }.

Mis atn, se puede caracterizar al conjunto Z¢'(X) a través de conjuntos abiertos de X. En efecto,
es claro que {intx[clxU] : U es abiertoen X} C Z0(X), sea V € Z0(X) entonces V = inty|[clxA]
con A C X,V esabiertoy V = intx|[clxV] € {intx[cIxU] : U es abierto en X }. Por lo tanto

HO(X) = {intx[clxU] : U es abierto en X}.
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Ademds si C,D € Z0(X), entonces CND € Z0(X). Haciendo un proceso inductivo se puede
concluir que Z¢'(X) es cerrado bajo intersecciones finitas, sin embargo la interseccién arbitraria de
abiertos regulares no necesariamente es un abierto regular. Un ejemplo de ello es el siguiente.

Sea € := {(—%, }l) C R :n € N}. Es claro que ¢ es una familia de abiertos regulares en R y
N% = {0} lo que implica que (% no es un abierto regular, ya que intg[clg[€]] = intr[{0}] = 0.

Definicién 1.2.4. Decimos que un conjunto A en un espacio X es un cerrado regular si A =
cly[intxA], y denotamos al conjunto de todos los cerrados regulares de X como Z(X). Y por la
Proposicion 1.2.1 (2) se sigue que

H(X) = {clx|intxA] : A C X }.

Aunque Z(X) no necesariamente es cerrado bajo intersecciones finitas, si se puede concluir por
la Proposicion 1.2.1 (4) que Z(X) es cerrado bajo uniones finitas, ademds se puede caracterizar a
2 (X ) mediante conjuntos cerrados.

H(X) = {clx[intxC] : C es cerrado en X }.

Proposicion 1.2.5. Sea X un espacio. Entonces Z¢'(X) es una base abierta para una topologia
Hausdorff.

Demostracion. Dado que Z¢(X) es cerrado bajo intersecciones finitas y {0,X } C Z0(X) resul-
ta que Z0'(X) es una base abierta para una topologia en X. Veamos que esta topologia es Hausdorff.

Sean p,q € X con p # g. Como X es un espacio existen vecindades abiertas ajenas U y V de py
q respectivamente y por la Proposicién 1.2.1 (3) implica que intx[clxU] y intx[clx V] son vecindades

abiertas ajenas de p y g respectivamente.

Por lo tanto, Z¢'(X ) es una base para una topologia Hausdorff.

A tal topologia en X la denotaremos como ;.
Definicion 1.2.6. Un espacio X es semiregular si ¢ (X) forma una base para la topologia de X.

Dado un espacio X, entonces X denotard al espacio topoldgico que tiene como conjunto base a X
y cuya topologia es T, es decir Xy = (X, 7;). Decimos que X es la semiregularizacién de X.

Proposicion 1.2.7. La semiregularizacion de un espacio X es Hausdorff.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 1.2.5.
X

Observacion 1.2.8. Un espacio X es un semiregular si y s6lo si Z¢'(X) es una base abierta en X,
siy s6lo si X = Xj.

La Observacion 1.2.8 no implica (de manera directa) que la semiregularizacion de un espacio X
sea semiregular, aunque en efecto si lo sea, como lo muestra la siguiente proposicion.
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Proposicion 1.2.9. Sea X un espacio, sean U,A C X un conjunto abierto y uno cerrado respecti-
vamente en X. Entonces:

L. clxU = clx,U y intxA = inty A.

2. intx[clxU] = intx,[clx, U] y clx[intxA] = clx,[intx,A].
3. 20 (Xy) = #0(X) y Z(X;) = Z(X).

4. X es un espacio semiregular, en particular (X;); = X;.

Demostracion. 1. Si 7 es la topologia del espacio X se sigue que 7, C 7 lo que impica que
clxU C clx U. Sea x ¢ clxU, entonces existe una vecindad abierta V de x tal que VN U = 0, y por la
Proposicion 1.2.1 (3) intx[clx V]| Nintx[clxU] = 0. Dado que intx[clxV] es una vecindad abierta de x
en X,y U Cintx[clxU], entonces x ¢ clx U, es decir clxU = clx,U.

Por otro lado, X \ A es abierto en X y clx[X \ A] = cly,[X \ A], es decir X \ intyA = X \ intx,A. Por
lo tanto intyA = intx A.

2. Dado que intxA = intx A y clxU = clx,U se sigue que clx|intxA] = clx,[intx A].

3. En efecto, Z0 (X;) = {intx,[clx,U] : U es abierto en X;} C Z0(X) y por el enunciado (2) se
sigue que Z0 (X;) = Z0 (X ). Andlogamente Z (X;) = Z(X).

4. La semiregularizacién de un espacio X, X;, tiene por base al conjunto Z¢'(X ) que coincide por
el enunciado (3) con Z0(X;). Es decir, la semiregularizacién de un espacio es semiregular y por la
Observacion 1.2.8 se tiene que X; = (Xj)s.

X

Proposicion 1.2.10. Cualquier espacio regular es semiregular.

Demostracion. Sea X un espacio regular. Sea x € X y sea V una vecindad abierta de x. Dado que X
es regular, existe una vecindad abierta U de x tal que clxU C V. Lo que implica que x € intx[clxU]| CV
y como intx[clxU] € Z0(X) se sigue que Z0C (X) es una base para la topologia de X. Por lo tanto X
es semiregular.

X

Denotamos por C(X,Y) al conjunto de funciones continuas que van del espacio X al espacio Y.

Proposiciéon 1.2.11. Sea f € C(X,Y) donde X es un espacio y Y es regular, y definimos la funcién
fs : Xy — Y mediante fi(x) = f(x) para todo x € X. Entonces f; es continua.

Demostracion. Sea x € X y sea V una vecindad abierta de f(x) en Y. Como Y es un espacio
regular, existe una vecindad abierta U de f(x) en Y, tal que clyU C V.

Como f es continua, existe una vecindad abierta W de x en X, tal que f[W]| C U. Usando nue-
vamente la continuidad de f tenemos que f[clxW] C cly[f[W]] C clyU C V lo que implica que
flintx[clxW]] C V. Por lo tanto f; es continua ya que Z'(X) es base abierta de Xj.

X
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El reciproco de la proposicion anterior no se cumple, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.12. Sea X =RU{p,p_}donde RN{p,,p_} =0y p+ # p_. Sea % una coleccién
de conjuntos de X, tal que si U € %, tenemos que U NR es un abierto euclidianoen R, y si py € U
(respectivamente, p_ € U), entonces existe un n € N tal que U{(—m—1,—m)U (m,m+1):n <m,y
m es par (respectivamente, m es impar) } C U. Veamos que la coleccién de estos subconjuntos de X
define una base para una topologia en X.

Es claro que 0 y X pertenecen a %, ya que 0 es abierto en R y X NR = R. Sean V,V, € £,
tenemos que V; NR y V>, NR son abiertos en R, lo cual implica que (V; NV,) NR es abierto en R.
Si (VinVa)N{py,p—} # 0. Supongamos sin pérdida de generalidad que p; € V; NV,. Entonces
existen ny,np € N tales que A,, CV; y A,, CVadonde Ay, = U{(—m—1,—m)U(m,m+1) :n; <
m,ymespar } yA,, =U{(-m—1,—m)U(m,m+1):ny <m, y mespar }.

Notemos que A, NA,, = Ay, donde ny = max{n,n2}. Entonces A,, C V; NV,. Por lo tanto
ViNV, € A. Por lo tanto A es cerrado bajo intersecciones finitas. Concluimos que % es una ba-
se para una topologia en X.

1. Afirmamos que X es un espacio semiregular y Hausdorff, pero no regular.

Sean €N, definimos V,, = {p+ } UA,, donde A, = J{(—m—1,—m)U(m,m+1) :n<m, y mes par }.
Vamos a demostrar que intx [clxV,| = V,,. Es claro que V,, es abierto en X y clxV,, = clx[{p+} UA,] =
{p+}UclxA,. Afirmamos que clxA, = {p+} UclrA,.

Es claro que p_ ¢ clxA,, ya que cualquier abierto basico de la forma U; = {p_} U J{(—m —
l,—m)U(m,m+1):t <m,y mesimpar } donde ¢t € N, cumple que U; N A, = 0. Por otro lado,
clxA, "R = clrA,. Basta demostrar que p € clxA,.

En efecto, cualquier vecindad abierta U de p., contiene un subconjunto de la forma B, = J{(—m —
l,—m)U(m,m+1):t <m, ymespar } donde r € N. Es claro que A, N B; # 0. Por lo tanto clxA, =
{p+} UclrA,. Por lo tanto clxV,, = {p+ } UclrA,.

Por otro lado, intx [{ p+ } UclrA,] R C clrA, y como intx [{p+} UclrA,] MR es un abierto en R
se sigue que intx [{p+} UclrA,) NR Cintg[clgA,] = A, ya que A, es un abierto regular en R. Por lo
tanto intx [clxV,] = intx [{ p+} UclrA,] C {p+} UA, =V,. Por lo tanto intx [clxV,| = V,.

Analogamente definimos W, = {p_} UU{(—m —1,—m)U (m,m+1) :n <m,y m es impar }, es
claro que W, es abierto en X y intx[clxW,] = W,, ademdas W, NV =0, y si x € Ry ¢ > 0, entonces

T = (x—t,x+1) es una vecindad abierta de x en X tal que intx[c[,T] =T.

Por lo tanto, X es semiregular y Hausdorff. Y para cadan,k € N, cIxV,, NclxW, # 0, 1o que implica
que X no es regular.

SeaY = {p+}UU{[m,m+1]:0<m,ymespar } con la topologia heredada de X. Sea f: Y — X
dada por f(x) = x para todo x € Y, es decir f es la funcién inclusién. Por lo tanto, f es continua.

2. Afirmamos que f; ¢ C(Y;,X;).

Vemos que Y; es compacto, mientras que Y no es regular, ya que los conjuntos cerrados ajenos
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{p+} y N no pueden ser separados por abiertos ajenos, dado que una vecindad arbitraria V de p;
contiene a un conjunto de la forma A, = J{(m,m+1) : n < m, ymes par } donde n € N, y para
cualquier m € N con n < m 'y m par, no existe ninguna vecindad abierta de m en Y tal que sea ajena a
Ap. Si f; fuera continua, entonces f;[Y;] =Y serfa compacto en un Hausdorff, lo que implica que Y es
normal en particular Y es regular, por lo tanto f; no es continua de Y; en Xj.

X

El subespacio Y del espacio semiregular X del Ejemplo 1.2.12 no es un subespacio semiregular, es
decir que la semiregularidad no es hereditaria. La siguiente proposicion nos dird para que subespacios
la semiregularidad se hereda.

Proposicion 1.2.13. 1. La semiregularidad se hereda a subespacios abiertos.

2. Si D es un subespacio denso en un espacio X, entonces D; es un subespacio denso en X, es
decir que la semiregularidad se hereda a subespacios densos.

Demostracion. 1. Sea X un espacio semiregular y sea U C X un subconjunto abierto de X. Sea
p € U y sea V una vecindad abierta de p en U. Como U es abierto en X se sigue que V es abierto en
X. Por lo tanto, basta demostrar que existe un abierto regular de U que se queda contenido en V y es
vecindad de p.

Como X es semiregular existe un abierto regular W de X, tal que p € W C V y ademas
inty [CZUW] = inty [U ﬂchW] = intyx [U ﬂchW].

Esta ultima igualdad se sigue de que U es abierto. Usando el hecho de que W es un abierto regular
de X obtenemos que intx[U NclxW] = intx [clxW]NintxyU =W NU = W. Es decir p € inty[clyW] =
W C 'V, por lo tanto U es semiregular.

2. Primero se demostrard que la semiregularizacion del subespacio D (visto como subespacio de
X)) es igual al subespacio D con la topologia heredada por X;. A tal espacio lo denotaremos como
D, x,, es decir se demostrard que Dy = D |y,

Sea W abierto en X. Basta demostrar que intp[clp|W N D]] = intx[clxW] N D. Por la Proposicién
1.2.2 se sigue clp[W N D] = clx[WND]ND = clxW N D, lo que implica que intx [clxW]|ND C cIxW N
D = clp[W N D] y como intx[clxW]N D es un abierto en D se sigue que

intx [chW] NDC il’llD[ClD[W ﬂD]].

Por otro lado, sea p € intp[clp[W N D]]. Existe una vecindad abierta U de p en X tal que p €
UND Cintpclp[W ND]] C clxW N D, lo que implica cixU = clx[U N D] C clx[clxW ND]; es decir,
U Cintx[clxU] Cintx[clxW], 1o que implica p € UND C intx [clxW]ND, es decir, intp[clp[W ND]] C
intx [clxW] N D. Por lo tanto, intp[clp|W N D]| = intx [clxW] N D que es equivalente a Dy = D\, .

Para finalizar veamos que D; es denso en X;. En efecto, sea 7 la topologia del espacio X, dado que

T, C 7 se tiene que Dy es denso en Xj
X

Proposiciéon 1.2.14. Sea {X; : i € I'} una familia de espacios. Entonces X; es semiregular para cada
i € 1s1ysolosiX =[];c;X; es semiregular. Es decir la semiregularidad es productiva.
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Demostracion. Demostremos la suficiencia. Supongamos que X es semiregular. Para cada i € I,
las proyeccion 7; : X — X; son continuas, abiertas y suprayectivas. Sea x € X; para algini € [ y sea U
una vecindad de x en X;. Entonces existe un punto y € X tal que ;(y) =xy ademas y € 7ri_1 [U]. Como
X es semiregular, existe un abierto regular V tal que y e V C 7rl._l [U], y existe un abierto canénico W
que cumple

YEW = ﬂ Wil CV Cm U],

donde {ji,...,jn} CIconne N,y W; CXj esun conjunto abierto para cada k € {1,...,n}. Por lo
tanto int [clxW] CV C z; ! [U] donde

n
intx [clxW] = ﬂ lm‘x clxjijk]]‘

Dado que las proyecciones son funciones suprayectivas, si U es un abierto estrictamente conte-
nido en X;, entonces existe k* € {1,...,n} tal que X e = Xi es decir i = ji+, Por lo tanto, x € W; C
inty,[clx,Wj] C U y como inty,[clx,W;] € Z0(X) entonces X; es semiregular.

Ahora demostremos la necesidad. Supongamos que X; es semiregular paracadai € /. Seax € X'y
sea U un abierto bésico de x donde

donde {ji,...,jn} €I conn e N,y U; CX; esun conjunto abierto para cada k € {1,...,n}. Y
como X, es semiregular para cada k € {1,...,n}, existen V;, € Z0(X;,) tales que mj (x) € V;, CU;,.
Consideramos al conjunto V = (;_, ﬂj_k] [V;.] el cual cumple que

1[CZXJk ]k]]

ﬁnj_kl[vjk]” inty [

k=1

HD:

intX[chV] = inty [CIX

n n
= ﬂ lntX ch ﬂ =

Es decir que V es un abierto regularen X y x € V C U. Por lo tanto X es semiregular.
X

Nuevamente si consideramos una familia de espacios {Xy : @ € J}, y X = [[qcs Xa €s semiregu-
lar, cabe preguntarse cudl es la relacién (en cuanto a su estructura topoldgica) entre X y [Tgecs(Xa)s-

La siguiente proposicion da una respuesta a esto.

Proposicién 1.2.15. Sea {Xy : a € J} una familia de espacios no vacios, y sea X = [[yecs Xa-
Entonces X = [Tyes (X )s-

Demostracién. Sea U € Z0(X) y sea p € U. Entonces existe un abierto basico U tal que
R n
= m ni;I[Uij] - U7
j=1

donde {iy,...,in} CJ conn € N, y U;; C X;; es un conjunto abierto para cada j € {1,...,n}. Ademds
se cumple que p € intx|clxU] C intx|clxU] = U donde
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intx[clxU) = j_y m;, '[intx, [clx, Us)]] = Tjeqr, . ny (intx; [elx, Uy)]) % Taen 7 Xa (1)
donde .# = {iy, ...,i,}. Por lo tanto intx [clx U] € Z6 ([1ge;(Xa)s) 10 que implica que U es abierto en
HaeJ(XOt)s-

Por otro lado, intx[clxU] es un abierto regular en X. Es decir, intx[clxU] € Z0(X) y dado que
cualquier elemento de Z0 ([1yecs(X«)s) es de la forma (1) entonces dicho elemento pertenece a
X0 (X). Se sigue que Z0'(X)y Z0 ([1oes(Xa)s) generan la misma topologia en el espacio X.

Ahora demostraremos que cada espacio puede ser encajado como un subespacio cerrado y denso
en ninguna parte de un espacio semiregular.

Sea X un espacio y N la compactacién por un punto de N, donde Neo \N = {po. }. Sea Z = X x N,
y consideremos a B, C & (Z) definida como
B ={{(x,n)}:xeX, neN}UT

donde 7 es la topologia producto de los espacios X y Ne..
Proposicion 1.2.16. %, es una base para una topologia Hausdorff 7* de Z.

Demostracion. Es claro que {0, X} C A, y A, es cerrado bajo intersecciones, esto hace que %,

sea una base para una topologia en Z. Como 7t C A,, (Z,7*) es un espacio Hausdorff. .

Proposicion 1.2.17. X es homeomorfo a (X x {pe}, Tjy ( pm}).

Demostracion. Afirmamos que erX (ot = TXx{pa}- Es claro que T)x,(,.1 C T[“XX (pol Sea

A€ Ty ip) \ {0}. Sea (r, p-) € A, entonces existe B € %, \ {0} tal que
(r,pes) € BN (X x {pe}) CA,

Si B € %, \ T entonces existe x € X y n € N tal que B = {(x,n)} lo que implica que BN (X x
{p=}) = 0, lo cudl es una contradiccién. Por lo tanto B € 7, es decir BN (X X {pw}) € T|Xx{p}- LO
que implica que A € Tx (.- Por lo tanto TfXx{pm} = TXx{pu)

Por otro lado, como X es homeomorfo a X X { p.} como subespacio de (X x N, T), entonces por
lo ya mencionado anteriormente que X es homeomorfo a X x {p.} como subespacio de Z. <

Proposicion 1.2.18. X x {p-} es un subespacio cerrado y denso en ninguna parte de Z.

Demostracion. Como Z\ (X xN) =X X {po} y X x N € 7" entonces X x {p..} es cerrado en Z.
La prueba terminard una vez que demostremos que infz[X x {p«}| = 0.

Supongamos intz[X X {pew}] # 0. Sea (1, pe) € intz[X X {pe}], entonces existe B € %, tal que
(1, pe) € B Cintz[X X {peo}],
es claro que B € 7, podemos suponer que B es un abierto canénico, es decir B es de la forma
B=Ux(VU{p.}),

donde U C X es abierto en X y V C N tal que N\ V es finito. Como intz[X X {pe}] CX X {pe} yB L
X x {po}, entonces B € intz[X x {pe}], 1o cudl es una contradiccion. Por lo tanto intz[X X {pe}| = 0.
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Sea € N, definimos N, := {0,1,...,n} y N :=N\N,,.

Proposicion 1.2.19. Sea U C X abierto en X. Sean n € Ny (r,pe) € Z con r € X \ U. Entonces
(r,poo) ¢ intz[ch[U X Nfl ]

Demostracion. Supongamos que (7, p) € intz[clz[U x N§]]. Por lo tanto existe m € N conn < m
y V C X abierto en X, tales que

(1, p) €V X N¢ Cintz[clz[U x NOJ].

Esto implica que (r,m+ 1) € V x NS C intz[clz[U x N§]]. Entonces (r,m+ 1) € clz[U x N§].
Como {(r,m+ 1)} es abierto en Z, implica que (r,m+ 1) € U x N¢, es decir r € U, lo cudl es una

contradiccién. Por lo tanto (7, pw) ¢ intz[clz[U x N§]].
X

Proposicion 1.2.20. El espacio (Z, ") es semiregular.

Demostracion. Como cada (r,n) € X x N se tiene que {(r,n)} € Z0(Z). Basta demostrar que
para cada (r,p«) € Z'y U C Z abierto en Z con (r,p.) € U, entonces existe V € Z0(Z) tal que
(r,pe) €V CU.

Sea (1, pe) € Z 'y sea U C Z abierto en Z con (1, p) € U. Entonces existe V C X abierto en X y
n € N tales que
(r,pes) EV X NS C U (1.1)

Afirmamos que intz[clz[V x N§|] =V x N§.
Basta demostrar que intz[clz[V x N¢]] CV x N¢. Sea (x,y) € intz[clz[V x N¢]].
Si y = pe, por la Proposicién 1.2.19, x € V. Por lo tanto (x,y) € V x N¢.

Si y # pe, entonces (x,y) € clz[V x N¢|. En este caso {(x,y)} es abierto en Z. Por lo tanto
(x,y) € V x N,

Por lo tanto intz[clz[V x N¢|] =V x N§. Es decir V x N¢ € Z0(Z) y por (1), Z0 (Z) es una base

de abietos en Z. Por lo tanto Z es semiregular.
X

Proposicion 1.2.21. Cualquier espacio X se puede encajar en un subespacio cerrado y denso en
ninguna parte del espacio semiregular Z.

Demostracion. Es consecuencia de las Proposiciones 1.2.17, 1.2.18 y 1.2.20.
X

La semiregularidad es un concepto muy importante en la teoria de los espacios H-cerrados, ya
que muchas de las propiedades de estos ultimos se pueden caracterizar a través de la semiregularidad,
y es por eso que se le dedica cierto estudio a este tema. En mateméticas muchos de los conceptos se
tienden a "generalizar". La semiregularidad no es la excepcidn, presentaremos una generalizacion del
concepto de semiregularidad. Veremos més adelante, en el capitulo 3, que esta generalizacién juega
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un papel importante en las extensiones de los espacios H-cerrados. Le pedimos al lector paciencia.

Definicién 1.2.22. Sea X un espacio y A,M C X. Decimos que el conjunto A es un abierto regular
con respecto de M si

A =inty [A U (Mﬂ Cle)]
Denotamos al conjunto intx[A U (M NclxA)] por ap(A). Es decir, si A = ay(A), entonces A es

un abierto regular con respecto de M. Si M = X se sique que ogs(A) es un abierto regular, ya que
ox (A) = intx [clxA], 1o que supone una generalizacién del concepto de abiertos regulares.

Obsérvese que cualquier subconjunto abierto regular con respecto a M en X, es un subconjunto
abierto en X. Sea A es un subconjunto abierto y denso en X, que es un abierto regular con respecto
a M C X, entonces intxyA = intx[AUM]. Lo cual implica que el subconjunto de los ndimeros reales
menos los nimeros enteros, es un subconjunto abierto en R que no es abierto regular con respecto al
conjunto de los nimeros enteros.

Proposicion 1.2.23. Sea X un espacio y A, B 'y M subconjuntos de X. Entonces se cumple

1. OCM(A) = Otx(A) ﬂintx[A UM].

2. Si A C B, entonces oy (A) C apy(B).

3. OCM(OCM(A)) = OCM<A)

4. Si A es cerrado, entonces oy (A) = ax (A).

5. Si A, B son abiertos en X, entonces 0y (ANB) = o (A) N oy (B).

Demostracion. 1.

(XM(A) = inty [A U (MﬂchA)] = intx[(A UM) N (A UchA)]
intx [A U Cle] Nintx [A UM] = intx [Cle] Nintx [A UM]
= Otx(A)ﬂil’ll‘x[AUM].

2. Como A C B entonces M NclxA C M NclxB lo que implica AU (M NclxA) C BU(MNclxB).
Por lo tanto

OCM(A) = intyx [A U (MﬂCle)] Cinty [BU (Mﬂcle)] = (XM(B).

OCM(OtM (A)) = intx[(XM(A) U (Mﬂ (XM(A)>]
= intx[(XM(A) UM] N intx[(XM(A) U OCM(A)]
= intx[(xM(A) UM] N il’ll‘x[(XM(A)] = (XM(A).

4. Como A es cerrado, entonces A = clyA lo que implica ax (A) = intx[clxA] = intxA C intx[AU
M]|. Por lo tanto

OCM(A) = (Xx(A) ﬂil’llx[A UM] = (Xx(A).
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5. Por la Proposicion 1.2.1.(3), ax(ANB) = ox(A) N ax(B). Por lo tanto

oy(ANB) = ox(ANB)Nintx[(ANB)UM]|
= ax(A)Nax(B)Nintx[AUM]Nintx[BUM)|
= ax(A)Nintx[AUM]Nax(B) Nintx[BUM|
= op(A)Noy(B).
X

A partir de la Proposicién 1.2.23 (1), cualquier bola abierta en el espacio euclidiano R" es un sub-
conjunto abierto regular con respecto a cualquier subconjunto M de R", ya que dada una bola abierta
con centro en x € R" y radio r > 0, que la denotaremos como B, (x), es un abierto regular en el espa-
cio euclidiano R" y cumple que ag(B,(x)) = B.(x) C intgn[B,(x) UM] donde M es un subconjunto
arbitrario de R”. Por lo tanto o (B, (x)) = B (x).

Veamos otro ejemplo. Sea H el semiplano {(a,b):0<bya,bc R}, Leslalinea {(x,0):x € R},
y D igual a la interseccion del disco abierto con centro en (0,0) y radio 1, con H. Entonces D es un
abierto regular con respecto a L si consideramos a H con la topologia euclideana, pero D no es un
abierto regular con respecto a L si consideramos a L con la topologia de Moore, véase el Ejemplo
5.25 de [2].

Ya vimos que una condicion suficiente para que as(A) sea un abierto regular es que M = X, sin
embargo no es una condicién necesaria, es decir, no necesariamente se debe de cumplir que M sea
igual a X para que ayr(A) sea un abierto regular, como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.24. Sea X un espacioy A,M C X.
1. Entonces og(A) = ax(A) siy solosi ax(A)\A C M.
2. Si M es un abierto regular y A C M, entonces oy (A) = ox (A).

Demostracion. 1. Demostremos la necesidad. Supongamos que o (A) = ax (A) Nintx[AUM] =
ox (A), lo que implica que ax (A) C intx[AUM]. Por lo tanto, ox (A) \A = ax(A) N (X \A) Cintx[AU
MIN(X\A) CAUM)N(X\A)=MN(X\A) CM.

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que ox(A) \ A € M. Como oy (A) = ax(A)N
intx[A UM|. Basta demostrar que oy (A) C intx[AUM]. Como ox(A) \ A C M, entonces

o (4) = (ax (A) N1 (X \ A)) U (ax (A) N4) = (o (4) \ A) U (0 (4) NA) € MUA.

Es decir ox (A) C MUA y como ax (A) es abierto ax (A) C intx[M UA].

2. Como M es un abierto regular y A C M, entonces ox(A) C M. Por el enunciado (1) se sigue
que OCM(A) = Ox (A)
X
Proposicién 1.2.25. Sea X un espacio y sea M C X. Entonces el conjunto
B ={oy(U):U esabiertoen X}

es una base para una topologia 7(Xjs) de X, y tal topologia hace al espacio X Hausdorff.
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Demostracion. Como oy(X) =X y oy (0) = 0, implica que {0,X } C Ay ademas A es cerrado
bajo intersecciones finitas. Lo que implica que 4 es una base para una topologia de X.

Sean x,y € X tales que x # y. Entonces, existen abiertos ajenos U y V de x y y respectivamente.
Por la Proposicién 1.2.23.(5) se sigue que o (U) y oar(V) son vecindades abiertas ajenas de x y y
respectivamente.

Por lo tanto, # es una base para una topologia Hausdorff en X.
X

Definicién 1.2.26. Un espacio X es un semiregular con respecto de M si la topologia de X, 7, es
igual a la topologia 7(Xjs). Y denotamos por Xy = (X, 7(Xy))-

Corolario 1.2.27. Sea X un espacio, y M € 20 (X). Entonces

= 1(Xx) C 7(Xm) € 7(Xp) = 7.

Demostracion. Es claro que 7, = 7(Xx) y 7(Xy) C 7(Xp) = 1. Asi que basta demostrar que
7, C T(Xur) lo que es equivalente a demostrar que Z0 (X) C t(Xy).

Sea U € Z0(X) entonces oy (U) = ax(U) Nintx[UUM] =UN(UUM) = U. Por lo tanto,
U € t(Xy) es decir Z0 (X) C t(Xy).
X
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Capitulo 2

Espacios H-cerrados

En este capitulo se introducirdn los conceptos de espacio H-cerrado y se presentardn las propie-
dades bésicas que estos espacios poseen. En las dltimas secciones de este capitulo se estudiardn las
funciones ®-continuas, los espacios Urysohn y la relacién que tienen con los espacios H-cerrados.

2.1. Espacios H-cerrados

Definicion 2.1.1. Un espacio X es H-cerrado si X es cerrado en cualquier espacio que lo contenga
como subespacio.

Una caracterizacion de estos espacios es la siguiente.
Proposicion 2.1.2. Dado un espacio X las siguientes propiedades son equivalentes.
1. X es H-cerrado.

2. Para cualquier cubierta abierta %/ de X, existe una subcoleccion finita ¥ de %/ cuya unién es
densaen X, i.e. clx[UY] = X.

3. Cualquier filtro abierto de X tiene al menos un punto de acumulacion.
4. Cualquier ultrafiltro abierto de X converge.

Demostracion.

[1 = 3] Sea .Z un filtro abierto de X tal que ax(.-#) =0 .SeaY =X U{.Z7 } y sea .7 una colec-
cion de conjuntos de Y tal que si U € .7 satisface que U NX es abierto en X, y si .% € U entonces
UNX € .%. Demostremos que .7 define una topologfaen Y.

Esclaro {0,Y} C .7 yaque Qes abiertoen X, # € Y yYNX =X € %#.Sean V|,V, € 7, entonces
ViNX y V,NX son abiertos en X. Lo cual implica que (V;NV,)NX es abierto en X. Supongamos que
F eViNVy,esdecir # €V y % € Vp,entonces ViNX € FyV,NX €.%. Como .Z es un filtro
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abiertoen X, (ViNV,)NX €.%. Porlo tanto ViNV, € .

Sea o C .7, entonces para cada U € &7, U N X es abierto en X. Por lo tanto | J.Z N X es abierto
en X. Si . € |7, entonces existe Uy € &7 tal que & € U, es decir UyNX € .Z%. Por otro lado,
Z# es un filtro abierto lo cual implica que UyNX C Jo&/ NX € .%. Por lo tanto |« € 7. Por lo
tanto .7 define una topologia en Y. Ademds como X es Hausdorff y abierto en Y, se sigue que para
cualesquiera puntos distintos en X pueden ser separados por conjuntos abiertos ajenos en Y.

Sea p € X. Como ax (.%) = 0, existe un conjunto abierto U € .% y una vecindad abierta V de p tal
que UNV = 0. Es claro que V 'y U U{.Z } son abiertos ajenos en Y que contienen a p y .# respectiva-
mente, lo que implica que Y es Hausdorff. Como X no es cerrado en Y, se sigue que X no es H-cerrado.

[3 = 4] Sea 7 un ultrafiltro abierto en X, como ax(%) # 0y ax(%) = cx(% ), entonces %
converge.

[4 = 3] Supongamos que % es un filtro abierto en X. El filtro .% esta contenido en un ultrafiltro
abierto %/, y como .# C %, entonces ax (% ) C ax(F), pero cx(% ) = ax(% )y cx(% ) # 0. Por lo
tanto ax (% ) # 0, lo que implica que ax (%) # 0.

[3 = 1] Supongamos que X no es H-cerrado, entonces existe un espacio Y tal que X es un subes-
paciode Y y clyX # X, es decir existe p € clyX \ X. Sea # ={UNX :U es abiertoenY y p € U}.
Entonces .% es un filtro abierto en X y como Y es Hausdorff, entonces ax (%) = 0.

[2 = 3] Supongamos que .% es un filtro abierto libre de X, entonces {X \ clxU : U € F} es
una cubierta abierta de X. Sea 7 una subcoleccidn finita de .%. Como clx|Uycy (X \ clxU)] =
Uvew (X \intx[clxU]) = X\ Nyeo intx[clxU] CX\Nyes U #X yaque Nyes U # 0 porque F es
un filtro. Por lo tanto, no existe subfamilias finitas de {X \ cIxU : U € %} cuya unién sea densa en X.

[3 = 2] Sea % una cubierta abierta de X tal que para cada subconjunto finito &/ C €, X #
clx[J<7]. Sea # = {U : U abierto y X \ clx[J«/] C U para & C ¥ finito }. La coleccion .# es un
filtro abierto de X y ax (%) = Nye.z clxU C N{clx[X \ clx[J</]] : & C € es finito } C N{clx[X \
clxV]:Ve€} CX\U¥F =X \X =0. Por lo tanto .Z es un filtro abierto libre de X.

X

Proposicion 2.1.3. Un espacio X es H-cerrado y regular si y s6lo si X es compacto.

Demostracion. Es claro que un espacio compacto es H-cerrado y regular. Supongamos que X es
un espacio H-cerrado y regular. Sea % una cubierta abierta de X, para cada x € X existe un subconjnto
abierto U, € % tal que x € U,. Como X es regular existe un conjunto abierto V, que contiene a x tal
que clxVy C U,. Por la proposicién anterior {V : x € X} tiene una subfamilia finita {V, : x € A} con
A C X finito, tal que X = clx[Uyea V] = Uyea clxVi. Y como clxVy C Uy, X = Uyep Uy; es decir, €
tiene una subcubierta finita. Por lo tanto X es compacto.

X

Todo espacio compacto es H-cerrado, pero no necesariamente un espacio H-cerrado es compacto
como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.4. Sea Y := {(%, %) :n €N, |m| € N} U{(}I,O) : n € N} un subconjunto de R? cuya
topologia es la heredada por la topologfa usual de R%. Sea X :=Y U {p,,p_}. Sea U C X. Decimos
que U es abierto en X si UNY es abierto en Y y si py € U ( respectivamente p_ € U ) implica que
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existe r € Ntal que {(%,L):n > r,m € N} C U (respetivamente, {(}, L) :n>r,—m e N} CU ). Esto
nos define una topologia Hausdorff en X.

Sea % una cubierta abierta de X, entonces existen subconjuntos abiertos U ,U_ de % que contie-
nen a p, p_ respectivamente.

Existe r € N tal que X\ c/x[Us UU_] C Ddonde D= {(%, 1y :n <7 |m| e NJU{(},0):n < r}.
Pero D es compacto, por lo tanto existe una familia finita Z C % tal que D C |JZ. Por lo tanto,

X = clx[U U] (U2) = et | U bU- (U2

Esto muestra que X es un espacio H-cerrado y .7 = {(%,O) :n € N} es un subespacio infinito
cerrado y discreto de X, es decir X no es compacto.

Por otro lado, .7 es un subespacio infinito cerrado, discreto y regular. Lo que implica que .7 no
es H-cerrado, por la Proposicion 2.1.3.

Por lo tanto, en un espacio H-cerrado la propiedad de ser H-cerrado no necesariamente se he-
reda a subespacios cerrados. En cambio, la compacidad, la compacidad numerable, la propiedad de
Lindelof, y 1a compacidad local, entre otros, si las heredan los subespacios cerrados de espacios con
algunas de estas propiedades. Sin embargo, la propiedad de ser H-cerrado si se hereda a cierta familia
de subconjuntos cerrados, los cerrados regulares, como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.5. Sea X un espacio H-cerrado y sea U C X abierto. Entonces clxU es H-cerrado.

Demostracion. Sea A = clxU y % un filtro abierto de A. Entonces ¢ := {FNU : F € Z } es
un filtro abierto de X. Definimos & := {W C X : W es abiertoen X y H C W para algin H € 7}. ¢
es un filtro abierto de X y 0 # ax(¥) C Ngew cixH = Nyew claH C Npeg claF = as(F). Por lo

tanto A es H-cerrado.
X

Proposicién 2.1.6. Sea {X, : o € I} una familia no vacia de espacios. El producto topolégico
[laer Xa es H-cerrado si y solo si Xy es H-cerrado para cada o € 1.

Demostracion. Demostremos la necesidad. Supongamos que [],c; Xo €s H-cerrado. Sea o € I,
y sea % un ultrafiltro abierto en Xy, entonces 7, | [%] := {ny'[U] : U € %} es una base abierta de
filtro en [],e; Xo. Entonces existe un ultrafiltro abierto # en [[ge; Xq tal que 7, '[%] C #. Como
[Tger Xa es H-cerrado, entonces 7 converge a un punto xg € [[gec; Xo-

Por otro lado, dado que 7y es una funcion contina, abierta y suprayectiva, entonces 7y[?] :=
{74[V]:V € 7} esun filtro abierto en X, tal que 7o [#] converge a g (xo) en Xo y % = 7ig 7ty ' [%]] C
7o [Y], por la maximalidad de % se tiene que 7y [¥'| = % . Por lo tanto, % converge a Ty (xp), 1o que
implica que Xy, es H-cerrado.

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que X, es H-cerrado para cada @ € I. Sea %
un ultrafitro abierto en [Jyc; Xo. Como 7my[% ] es una funcién continua y abierta para cada a € I,
entonces Ty (%] es un filtro abierto en X, para cada a € 1.

Afirmamos que 7y [%/] es un ultrafiltro abierto en X para cada o € I. Sea o € I, y sea W un abier-
to en X, tal que W N 7 [U] # 0 para cada U € % . Por lo tanto, 7y ' [W]NU # 0 para cada U € %,
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lo que implica que 7, ' [W] € % . Dado que 7y es suprayectiva, W = 7g [, | [W]] € mq[%], por lo
tanto 7y (%] es un ultrafiltro abierto en Xy . Por la Proposicién 2.1.2.(4), my[% | converge a un punto
Xy € Xo- Seax* = (x3) aer € [1ager Xa-

Afirmamos que % converge a x*. Sea V una vecindad abierta de x*. Por lo tanto, existen Q, ..., &, €
1y abiertos U; C Xg, con xp, € U; para cada i € {1,...,n}, tal que

X e(n'[U]CV.

i=1

Para cada i € {1,...,n}, 7o, [%] converge a xj., entonces U; € 7y, [% ], es decir existe W; € %
tal que U; = g, [W], entonces W; C 7, ! [70, [Wi]] = 7., [Ui]. Por lo tanto, 7' [Uj] € % . Es decir,
Ny ﬂ(;l,l (U] € % , 1o que implica que V € % . Por lo tanto, %/ converge a x*.

Por lo tanto, [[ 7 Xo €s H-cerrado.

Es decir, la propiedad de ser H-cerrado es productiva.

En la siguiente seccion analizaremos mas a fondo las propiedades de los subespacio H-cerrado.

2.2. Subespacios H-cerrados

Como ya vimos la propiedad de ser H-cerrado no necesariamente se hereda a subespacios cerra-
dos, sin embargo si se hereda a los cerrados regulares. Es decir el conjunto de subespacios H-cerrados
de un espacio H-cerrado, se encuentra entre el conjunto de los subespacios cerrados y el conjunto de
los cerrados regulares Z(X).

Nuestra meta en estd seccion es poder identificar y caracterizar a los subespacio H-cerrados de un
espacio H-cerrado.

Pero antes veamos cudndo los subespacios H-cerrados coinciden con los subespacios cerrados de
un espacio H-cerrado.

Sea X un espacio H-cerrado y 7 una cadena de subespacios H-cerrados no vacios de X.

Proposicién 2.2.1. Sean H € 77y p ¢ H. Entonces existe un conjunto abierto U, y) tal que
p ¢ ClXU(p,H) yHC ClX[U(pJ—I) ﬂH].

Demostracion. Sean H € 7y p ¢ H. Por lo tanto, para cada g € H existen U, 4,V , abiertos
ajenos de X tales que p € U, 4y g € V4. Por lo tanto {V,,, : ¢ € H} es una cubierta abierta de H.
Como H es H-cerrado, 35 C H finito tal que H = cly[Uyes Vp.q MH] C clx[Uyes Vpg N H].

Definimos U, i) := Uges Vp.qg Y Wp :=NyesUpq €s claro que p € W), y U, gy (W), = 0. Por lo
tanto clx [U(p, g)] W, = 0, es decir p & clxU, gy y H C clx[U(, gy N H.
X
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Proposicién 2.2.2. Sean n € Ny H; € J# para 1 <i < n. Supongamos que existe p; € X \ H; para
1 <i<nyH CHC..CHy entonces HiNU,, g, Up, g,) ..U, 5,y 7 0 para cada i <n,
en donde cada U, i, es el subconjunto abierto cuya existencia asegura la Proposwlon 2.2.1.

Demostracion. La demostracién se hard por induccion.

Para n = 1: tenemos que 0 # H; C clx (U, u,)NH1]y como clx® =0, H NU(p, g,y # 0. Veamos
para el caso n = 2.

Para n = 2: si i = 1 este hecho ya fue probado, para i = 2 tenemos que H; C H, lo que implica
que U, g,y N Hz # 0. Por otro lado, Hy C clx[U(y, p,) N H>], es decir U, i,) N Ha es denso en Hy y
U(p, ,1;) N Ha es un abierto no vacio en H,. Por lo tanto Hy NU,, g N U, 1y) 7 0.

[Hipétesis de Induccion] Supongamos que existe k € N tal que

Hﬂﬂ —1Up; 1)) #0 para i < k. (1)
Afirmamos que para k + 1 se obtiene

HiN(Yi=1 Uy, ) # 0 parai <k+1. 2

Sii <k secumple (1). Seai=k+ 1. Por Hip6tesis de Induccién tenemos que H; N ﬂ’;zl Up;.h)) #*
0y por hipétesis Hy, C Hy., . Por lo tanto, Hy 1N ﬂ]j‘-zl Ui, i) # (. Por otro lado, Hy | C cly [U(pk+1 Heot)

. k .
H/H_l],/es decir que U(,, ., m,.,,) N Hit1 es denso en Hyyy y como Hy N(j—; U(p,.u;) es un abierto
no vacio en Hy, 1, se cumple que

N

k+1

Hyey1 0 ﬂ Ulp,.y) 7 0.
j=1

Es decir se cumple (2). Por lo tanto Vn € N se cumple que
H;N ﬂ;zl Up, H)) # 0 parai < n.
X

Sea % = {U( o) HE A p ¢ H}. Por la proposicién anterior y dado que 7 es una cadena,
% tiene la p.i.f (propiedad de interseccion finita). Por lo tanto, existe un filtro abierto .# el cual es
generado por las intersecciones finitas de elementos de %/ .

Proposicion 2.2.3. Sea .# el filtro abierto generado por las intersecciones finitas de elementos de

% . Entonces ax (F) = (.
Demostracion. Sean H € 5¢ y p ¢ H, entonces H C clx [U(I%H) NH| C clxUp,m)- Por lo tanto,
ﬂ% - ﬂ{chU(p,H) : U(p,H) € @/} = ax(ﬁ)
Es decir 77 C ax (.%).
Sea pg € ax(.%). Supongamos que pg ¢ (7, es decir, dHy € S tal que py ¢ Hy. Por la Propo-
sicién 2.2.1 tenemos que po & clx U, w,)- Por lo tanto, po & ({clxUpn) : Upu) € % } = ax(F).

De esta contradiccion se obtiene que ax (%) C (.

Por lo tanto, ax (%) = (7.
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Dado que X es H-cerrado, concluimos que (77 # 0.
Proposicion 2.2.4. La interseccion de una cadena de subespacio H-cerrados es no vacia.

Demostracion. Es consecuencia de la Proposicién anterior y de la Proposicién 2.1.1 (3). =

Sea X un espacio H-cerrado, y sea .’ una familia de subespacios H-cerrados. Si . tiene la p.i.f.,
no necesariamente se cumple (. # (. Afirmamos que existe un espacio H-cerrado y una familia de
subespacios H-cerrados con la p.i.f. tal que su interseccion es vacia.

En efecto, consideremos el espacio X del Ejemplo 2.1.1. Sea n € N, definimos

Av={L,Ly:in<r talque nmeN} y B,={(+,1):n<r, tal que ,—m e N}.

I r
Para cadan € N, A, y B, son abiertos en X. Como X es H-cerrado y por la Proposicién 2.1.3
clxAn =A,U{(1,0):n<r, re N}U{ps} y clxB, =B, U{(},0):n<r, re NyU{p_}

son subespacios H-cerrados para cada n € N. Sea ./ = {clxA, :n € N} U{clxB, : n € N}..# es una
familia de subespacios H-cerrados con la p.i.f. y

ﬂ&” = ﬂ clxA, N ﬂ clxB, ={p+}n{p-}=0.
neN neN

Proposicion 2.2.5. Sea X un espacio tal que cualquier subespacio cerrado de él es H-cerrado.
Entonces, X es compacto.

Demostracion. Por hipétesis, X es H-cerrado. Sea 77 una cadena de conjuntos cerrados no
vacios, lo que implica que .7# sea una cadena de subespacios H-cerrados. Por la Proposicién 2.2.4,
77 # 0y por el teorema de Alexander, el cudl puede consultarse en el Apéndice A, X es compact%

Teorema 2.2.6. Sea X un espacio H-cerrado. Cualquier subespacio cerrado de él es H-cerrado si
y s6lo si X es compacto.

Demostracion. Demostremos la necesidad. Es consecuencia de la Proposicién 2.2.5.

Ahora demostremos la suficiencia. Si X es un compacto Hausdorff, entonces cualquier subespacio

cerrado de él es compacto, en particular es un H-cerrado. =

Ahora veamos que sucede con la interseccion y unién de subespacios H-cerrados.

Proposicion 2.2.7. Sea Z un espacio (no necesariamente H-cerrado). Sean A, B C Z subespacios
H-cerrados. Entonces A U B es H-cerrado.

Demostracion. Sea %/ una cubierta de AUB. Entonces {ANW :W e %} y{BNW W € %}
son cubiertas abiertas de A y B respectivamente. Como A y B son subespacios H-cerrados, existen
¥1'y ¥, subfamilias finitas de % tal que o :=J{ANW W € N}y B :=U{BNW:W € ¥} son
abiertos densos de A y B respectivamente. Entonces

AUB = cly|o/|Uclp|B) C claus [U%]UCIAUB [U%]

— e [(U) U (U)] = can [U0 U7

Es decir [ J(7#1 U #2) es un abierto denso de AU B, lo cual implica que ¥] U ¥; es una subcoleccion
finita de % cuya unién es densa en A U B. Por lo tanto A U B es un subespacio H-cerrado.
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X

Como consecuencia la union finita de subespacios H-cerrados es H-cerrado. Pero al igual que los
espacios compactos, la unién arbitraria de subespacios H-cerrados no necesariamente es H-cerrada.
Por otro lado la interseccion de subespacios H-cerrados no necesariamente es H-cerrada como lo
muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.8. Nuevamente consideremos el espacio X del Ejemplo 2.1.1. Definimos los siguien-
tes conjuntos

Ut ={t, L nmeNyyUu ={},1):neN,—-meN}.
Como X es un espacio H-cerrado y {clxU™,clxU~} C #(X), entonces clxU™" y clxU~ son
subespacios H-cerrados tales que

clxUTNelxU™ ={(1,0):n e N}.

Por lo tanto clxU ™ NclxU ™ no es un subespacio H-cerrado.

Definicion 2.2.9. Decimos que una cubierta abierta 2 de un espacio Z (no necesariamente H-
cerrado) es una p-cubierta, si existe una subfamilia finita . C 2, tal que |J.¥ es un abierto denso
enZ.

En un espacio H-cerrado toda cubierta abierta es una p-cubierta.

Definicién 2.2.10. Sea f : Z — Y una funcién continua. Decimos que f es un p-mapeo si para
cada p-cubierta 2 de Y. Se tiene que f~![2] := {f~[U] : U € 2} es una p-cubierta de Z.

Proposicion 2.2.11. Sea f : Z — Y una funcion continua. Si f es abierta 6 un encaje denso, en-
tonces f es un p-mapeo.

Demostracion. Si f es abierta 6 un encaje denso, entonces para cada V C Y abierto densoen Y,
se tiene que f -1 [V] es un abierto denso en X. Por lo tanto, si 2 es una p-cubierta de Y, existe . C 2
finita tal que | J.7 es un abierto denso en Y. Por lo tanto | J £~ [.#] es un abierto denso en X, es decir

£~ '[2] es una p-cubierta.
X

Si Z es H-cerrado y Y es un espacio arbitrario, entonces el conjunto de funciones continuas defi-
nidas en Z con valores en Y, C(Z,Y), coincide con el conjunto de todas las funciones de Z en Y que
son p-mapeos.

Lema 2.2.12. Sea f : Z — Y un p-mapeo y sea A € Z(Z). Si inty|cly f[A]] = 0, entonces cly f[A]
es H-cerrado.

Demostracion. Sea ¢ una cubierta abierta de cly f[A]. Entonces % es de la forma {U; N cly f[A] :
i € I'} donde U; es un abierto de Y, para cada i € I. Como inty|[cly f[A]] = 0, entonces {Y \ cly f[A]} U
{U; :i € I} es una p-cubierta en Y. Como f es un p-mapeo, entonces

(' \ ey fAAY UL U i €13,

es una p-cubierta en Z. Por lo tanto existe J C [ finito tal que

f\ely fAAUU £ U,

icJ
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es un abierto denso en Z. Como f~![Y \ cly f[A]] NintzA = 0, entonces intzAN [U;e; £~ [Ui]] es denso
en intzA. Por otro lado, cly[intzA] = clz]intzA)NA =ANA =A yaque A € Z(Z). Es decir, intzA es
denso en A. Por lo tanto f[intzA] es denso en f[A]. Lo que implica que f[A]N (U,;c;Ui) es denso en

f1A].
Afirmamos que cly f[A] N (U;c; Ui) es denso en cly f[A].

Por un lado tenemos que

cly fIA] = clay pia 1Al = cley, paclypa [f[A] N (U Ui)

ieJ
= Ly pia [Cly [f[A <UU>
ieJ

= cly |cly f[A]ﬂ(UU,) A]]ﬂclyf[A]
i ieJ

C cly | fIA]N (UU) Nely fA]
L ieJ

= cly Clyf[A]ﬂ (UU,')

ieJ

Nely fIA] = cleg, pia) [clyf (UU)

ieJ

Por lo tanto,

cly fIA] = cleyy pia) [ClYf [A]N (U Ui>

ieJ

Por lo tanto cly f[A] N (U;c; Ui) es un abierto denso en cly f[A]. Por la Proposicién 2.1.2 cly f[A]

es un subespacio H-cerrado.
X

Lema 2.2.13. Sea f : Z — Y un p-mapeo. Si A € #Z(Z), entonces cly f[A] = BUT donde B € Z(Y)
y T es un subespacio H-cerrado y denso en ninguna parte en Y.

Demostracion. Sea B := clylinty[cly f[A]]], entonces B € Z(Y). Sea T := cly|cly f|[A] \ B]. Es
claro que T es cerrado en Y. Veamos que 7 es un conjunto denso en ninguna parte, es decir que
inty [ClyT] =intyT = 0.

Observamos que cly f[A]\ B = cly f[A]N (Y \ B) = cly f[A] N (Y \ cly[inty [cly f[A]]]) = cly fIA] N
inty [cly[Y \ cly f[A]]]. Por lo tanto T C cly f[A] Ncly[inty [cly[Y \ cly f[A]]]] y por lo tanto

intyT' C inty [Clyf[A]] Ninty [Cly [im‘y [Cly [Y \ Clyf[A]H” = inty [Clyf[A]] Ninty [Cly [Y \ Clyf[A]H
= inty [Clyf[A]] Ninty [Y\inty [Clyf[Am C inty [Clyf[A” N (Y\il’lty [Clyf[AH) =0.

Por lo tanto inty T = 0. Es decir T es un conjunto cerrado y denso en ninguna parte de Y. Veamos
que cly f[A] =BUT.

BUT =BUcly [Clyf[A] \B] =clyBUcly [Clyf[A] \B] =cly [BU (Clyf[A] \B)] =cly [B U Clyf[A]].

Como B C cly f[A]. Entonces cly[BU cly f[A]] = cly f[A]. Por lo tanto cly f[A] = BUT. Falta de-
mostrar que 7 es H-cerrado.
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Sea E := clz[intzAN f~'[¥ \ B]]. Como f es continua, f~![¥ \ B] es abierto en Z, lo que implica
que intzA N f~![Y \ B] es abierto en Z. Por lo tanto E € %(Z). Afirmamos que cly f[E] =T.

C| Por la continuidad de f, tenemos que
fIE] C cly[flintzAN f~HY \ B]]] C cly[f[intzZA]N (Y \ B)] C cly[cly f][A]\ B] = T.
Por lo tanto, cly f[E] C T.
D] Seay e T yseaV € 4. Por demostrar que V N f[E] # 0. Es decir, basta demostrar que
existe x € E tal que u := f(x) cumple que u € V. Como y € T, entonces existe z € V N (cly f[A] \

B) =V Ncly flJA]N (Y \ B). Notemos que VN (Y \ B) € 4, y como z € clyf|A], entonces existe
u € VN (Y \B)N f[A]. Entonces existe x € A tal que f(x) = u. Afirmamos que x € E.

Sea U € A;. Como A € #(Z), es decir A no tiene puntos aislados. Por lo tanto infzA es denso en
A,y como f es continua, por lo tanto U N f~1[Y \ B] € 4;. Por lo tanto U N f~'[Y \ B] NintzA # 0.
Porlo tanto x € E'y u = f(x) € V. Es decir VN f[E] # 0. Por lo tanto T C cly f[E].

Por lo tanto cly f[E] = T. Es decir inty[cly f[E]] = @ y como f es un p-mapeo, por el Lema anterior

T es un H-cerrado.
X

Teorema 2.2.14. SeaA CZyseai:A—Zy j:clzA — Z las inclusiones. Entonces:
1.7 es un p-mapeo siy s6lo si j es un p-mapeo.

2.iesun p-mapeo siy sblo si clzA =BUT donde B € #Z(Z) y T es un subespacio H-cerrado y
denso en ninguna parte en Z.

3. Si Z es H-cerrado, entonces i es un p-mapeo si y solo si c/zA es H-cerrado.

4. Sea Y un subespacio de un espacio H-cerrado Z. Entonces Y es un subespacio H-cerrado si y
solo si Y es de la forma BUT donde B € #Z(Z) y T es un subespacio H-cerrado y denso en ninguna
parte en Z.

Demostracion. 1. Sea 2 una p-cubierta de Z.

Demostremos la necesidad. Es claro que si i es un p-mapeo si y sélo si existe . C 2 subfamilia
finita de 2 tal que Dy :={J{UNA : U € .} es denso en A, entonces D; es denso en clzA. Por lo tanto
{UNclzA : U € ./} es una cubierta abierta de clzA cuya union es densa. Por lo tanto j es un p-mapeo.

Ahora demostremos la suficiencia. j es un p-mapeo siy sélo si existe . C 2 subfamilia finita de
Qtalque D:=J{UNclzA : U € .} es denso en clzA. Afirmamos que DN A es denso en clzA.

claa[DNA] = clz[DNA]NclzA = [{clz[UNA]: U € S} NclzA
= (H{ciz[lUNclzA] : U € S} NclzA = clzDNclzA

= ClchAD = Cle.

Por lo tanto DN A es denso en clzA, mds ain DNA esdensoen Ay como DNA=UJ{UNA:U €
< }. Por lo tanto i es un p-mapeo.
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2. Demostremos la necesidad. Si i es un p-mapeo, es claro que A € Z(A). Entonces por el Lema
2.2.13,clzA =BUT donde B € #Z(Z) y T es un subespacio H-cerrado y denso en ninguna parte en Z.

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que clzA = BUT donde B € #(Z) y T es un
subespacio H-cerrado y denso en ninguna parte en Z. Sea 2 una p-cubierta de Z. Como T es H-
cerrado, {UNT : U € 2} es una cubierta abierta de T, entonces existe ¢ C 2 subfamilia finita de 2
tal que J{UNT : U € ¢} es denso en 7. Por otro lado, como 2 es una p-cubierta, existe una subfa-
milia finita . C 2 tal que |J.¥ es denso en Z. Entonces intzBNJ.% es denso en intzB. Afirmamos
que intzBN|J.” es denso en B.

En efecto, como B = clz|intzB] y |J.¥ es denso en Z. Entonces,

clp [intZBﬂ (U&’ﬂ = cly [intzBﬂ (U&’ﬂ NB=cly [intZBﬂch [UY” NB
= clz[intzBNZ]NB = clz[intzB]NB = B.

Por lo tanto intzBN|J. es denso en B. Como intzBNJ. C clzANUS y clzZA =BUT,
D:={UNclzA :U € S UY} es denso en clzA. Por lo tanto DNA = J{UNA : U € .} es denso
en A. Por lo tanto i ~![2] es una p-cubierta.

3. Demostremos la necesidad. Si i es un p-mapeo. Entonces por (2), cIzA = BUT donde B € Z(Z)
y T es un subespacio H-cerrado y denso en ninguna parte en Z. Como Z es H-cerrado, entonces B es
un subespacio H-cerrado de Z. Es decir clzA es la unién de subespacios H-cerrados. Por lo tanto clzA
es H-cerrado.

Ahora demostremos la suficiencia. Si c/zA es un H-cerrado, entonces j es un p-mapeo ya que j
tiene por dominio un conjunto H-cerrado. Por lo tanto j es un p-mapeo. Por (1), i es un p-mapeo.

4. Demostremos la necesidad. Si Y es un subespacio H-cerrado de Z. Entonces i es un p-mapeo.
Por (2),Y =clzY =BUT donde B € #(Z) y T es un subespacio H-cerrado y denso en ninguna parte
en Z.

Ahora demostremos la suficiencia. SiY = BUT donde B € #Z(Z) y T es un subespacio H-cerrado
y denso en ninguna parte en Z. Entonces Y es cerrado, es decir c/zY = BUT . Por (2) i es un p-mapeo
y como suponemos que Z es H-cerrado, por (3), se tiene que Y = clzY es H-cerrado.

X

Por lo tanto el problema de determinar los subespacios H-cerrados de un espacio H-cerrado se
reduce a determinar los subespacios cerrados y densos en ninguna parte de un espacio H-cerrado.

Corolario 2.2.15. Sea Z un espacio H-cerrado. Cualquier subespacio cerrado y denso en ninguna
parte en Z es H-cerrado si y s6lo si Z es compacto.

Demostracion. Es consecuencia de los los Teoremas 2.2.6 y 2.2.14 (4).
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2.3. H-Conjuntos

En esta seccion introducimos el concepto de H-conjunto que es una generalizacion del concepto
de subespacio H-cerrado.

Definicion 2.3.1. Un subespacio X de un espacio Y es un H-conjunto si para cada cubierta ¢ de
X formada por abiertos de Y, existe una subfamilia finita . C % tal que X C J{clyC : C € .7}.

Proposicion 2.3.2. Sea X un H-conjunto de un espacio Y. Entonces X es un subconjunto cerrado
de?Y.

Demostracion. Veamos que Y \ X es abierto. Sea x € Y \ X fijo. Para cada z € X, existen vecin-
dades abiertas ajenas Uy ;,Vy, de Y tales que x € Uy ; y z € Vi ;. Es claro que U, ;NclyV, , =0 Vz € X,
ya que si Uy NclyVy ; # 0 para algiin z € X esto implicaria que Uy ; NV, ; # 0, contradiciendo que
Uy y Vi, son ajenas. Dado que ¢ := {V,;: z € X} es una cubierta abierta de X y X es un H-conjunto
se sigue que existe un conjunto finito § C X tal que X C [, cgcly Vi ;.

Definimos Uy = (,cgUx ;. Dado que Uy ; NclyVy; = 0 Vz € X se sigue que Uy N, escly Vi, = 0.

Es decir, Uy N X = 0. Por lo tanto Y \ X es abierto y subsecuentemente X es cerrado. =

Proposicion 2.3.3. Sea X un H-conjunto de un espacio Y y sea Y un subespacio de Z. Entonces X
es un H-conjunto de Z.

Demostracion. Sea % una coleccion de subconjuntos abiertos en Z que cubren a X. Entonces
¥ :={CNY :C € ¥} es una cubierta abierta de X formada de elementos abiertos de Y. Dado que X
es un H-conjunto de Y, existe . C ¥ finito tal que X C Jcc o cly[CNY] C Uce.s clzC. Por lo tanto

X es un H-conjunto de Z. =

Proposicion 2.3.4. Sea X un subespacio H-cerrado de un espacio Y. Entonces X es un H-conjunto
de?Y.

Demostracion. Sea ¢ una cubierta abierta de X formada por abiertos de Y. Como X es un subcon-
junto H-cerrado de Y se sigue que existe . C % finito tal que X = clx[Ucc.sy CNX] C cly [Uce.v C| =

Uce.# clyC. Por lo tanto X es un H-conjunto de Y. -

Veamos ahora un ejemplo de un subespacio que es un H-conjunto pero no es un H-cerrado.

Ejemplo 2.3.5. Sea K = {(%, 0) :n € N}U{p.+} cuya topologia es la heredada por la topologia
del espacio X, que se defini6 en el Ejemplo 2.1.4. Como K tiene un subespacio cerrado, infinito y dis-
creto, se sigue que K no es compacto, pero dado que K es regular concluimos que K no es H-cerrado.
Afirmamos que K es un H-conjunto.

En efecto, sea 4 una cubierta de K formada por abiertos de X. Existe U € ¢ tal que p+ € U
y existe r € N tal que clxU = {(l,l) :r <n,ynmée N} Por lo tanto K \ cIxU es finito. Existe

n’m

S U{U} C € con .¢ finito, tal que
K CclxUU| J{clxV :V € 7}
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Por lo tanto, K es un ejemplo de un H-conjunto que no es H-cerrado.
Veamos ahora una caracterizacion de los H-conjuntos.

Proposicion 2.3.6. Sea X un subespacio de un espacio Y. El subespacio X es un H-conjunto de Y
si y s6lo si para cualquier filtro abierto .% de Y tal que F NX # 0@ paracada F € F, ay(Z)NX # 0.

Demostracion. Demostremos la necesidad. Supongamos que X es un H-conjunto. Sea .% un
filtro abierto de Y tal que para cada F € .% se tiene que F NX # 0. Supongamos que ay (F)NX =0
lo que implica que % :={Y \ clyF : F € .7 } es una cubierta abierta de X, y como X es un H-conjunto
existe una subcubierta finita ¥* C .% tal que

X C| JHetyly\elyV]:V e v} = ¥ \inty[clyV]:V € ¥V}

Lo que implica "y cy inty[clyV] =Y \ Uyey (Y \ inty[clyV]) C Y \ X. Por otro lado, como .# es
un filtroy ¥ es finita, ¥ € Z,y

0¥ NXC () intylelyVINX C (Y\X)NX.
vey

Por lo tanto, ay (%) NX # 0.

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que X no es un H-conjunto de Y. Entonces existe
una cubierta abierta %/ de X formada por conjuntos abiertos de Y tal que

X\ely 7] 0 2.1)

donde . C % es finito. Sea .# = {Y \ cly[J.¥] : . C % es finito}. Afirmamos que .# es una base
para un filtro abierto en Y.

En efecto, por (2.1) se sigue que 0 ¢ .F y . # 0. Sean U,V € .% donde U =Y \ cly[U ] ¥
V =Y\ cly[U-¥1]. Las colecciones .%,.%) C % son finitas. Entonces

unv=y\ey || J#AUA| € 7.

Es decir .# es una base para un filtro abierto 7. Por (2.1), para todo F € T se cumple que
0 # FNX. Por lo tanto

Oséay(ﬁ:) NnXx C ﬂ{cly [Y\Cly [UY” 1 C U esfinito} NX,

donde N{cly (Y \ cly|U-¥]) : & C % es finito} = ({Y \ inty[cly[|U-¥]] : & C % es finito} =Y \
Ufinty[cly|UZ]] : & C % es finito} CY\UZ CY\X.

Por lo tanto 0 # ay(é‘\) NX C (Y \X)NX. Lo que implica que X es un H-conjunto.
X

Proposicion 2.3.7. Sea A C X un H-conjunto de un espacio X, y sea B € Z(X) tal que B C A.
Entonces B es un subespacio H-cerrado de X.
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Demostracion. Sea %/ una cubierta abierta del subespacio B. Para cada U € % existe un abierto
VenXtalque U=VNB.Sea ¥ ={Vy:VyNB € % }.Entonces ¥ U{X \ B} es una cubierta abierta
de A, y como A es un H-conjunto, existe una subfamilia finita . C ¥ tal que

A C| HelxVy - Vy € #YU{clx[X \ B]}.

Sea ¥ ={VyNB:Vy € .¥}. Es claro que € es una subfamilia finita de %/. Por otro lado intxB
es denso en cly|inty B] = B'y ademas inty BN clx[X \ B]| = intx BN (X \ intx B) = 0. Por lo tanto,

intxB C U{CleU Wy € y}ﬂB =cly [Uﬁﬂ} NB.

Por la Proposicién 1.2.1 (3) concluimos que

intxB C intx [ClX [U 5/] ﬂB] = intyx [CZX [U y]] NintxB = intx [Clx [U y]] Nintx [Cle] =
intx[ch[UYﬂB]] - Clx[U(g]

Por lo tanto intxB C clx[|J€]|NB = clg[|J€] = B ya que B = clglintxB| C clg||J¥]. Es decir B
es H-cerrado.
X

Proposicion 2.3.8. Sea A C X un H-conjunto de un espacio regular X. Entonces A es compacto.

Demostracion. Sea %/ una cubierta de A formada por conjuntos abiertos de X. Para cadax € A
existe U € % tal que x € U. Como X es regular, existe una vecindad abierta V, de x en X tal que
x €V, CeclxVy CU.Entonces {V, : x € A} es una cubierta abierta de A y dado que A es un H-conjunto,
existe F' C A finito tal que

AC| J{clxVx:xeF}.

Por otro lado, existe una subcubierta finita 7 C %/ tal que para cada x € F existe V € ¥ tal que
clxV, C V. Por lo tanto

AQU{clex:xGF}QU“//.

Lo que implica que A sea compacto.

2.4. Funciones ®-Continuas

Denotamos por F(X,Y) al conjunto de funciones que van del espacio X al espacio Y.
Definicion 2.4.1. Sean X y Y espacios, f € F(X,Y) y xo € X.

1. La funcion f es ®-continua en xy si para cada vecindad abierta V de f(x), existe una vecindad
abierta U de xp tal que f[clxU] C clyV.

2. f es O-continua, si f es ®@-continua para todo punto de X.

3. El conjunto de funciones ®-continuas de X en Y es denotado como OC(X,Y).



CAPITULO 2. ESPACIOS H-CERRADOS 32

4.f es un @-homeomorfismo, si f es biyectiva y tanto f como f~! son ®-continuas.
Proposicion 2.4.2. Sean X, Y y Z espacios y f € F(X,Y)y g € F(X,Y). Entonces:

1. Si f es ®-continua en xo € X y g es ®@-continua en f(xp), entonces g o f es ®-continua en xg.
2.C(X,Y) COC(X,Y).

3. SiY es regular, entonces C(X,Y) = OC(X,Y).

4.SiACXy feOC(X,Y),entonces fis € OC(A,Y).

5.SiDesdensoenY, f € ®C(X,Y)y f[X] C D entonces f € ®C(X,D).

6. Si f es ®-continua, suprayectiva y X es H-cerrado, entonces Y es H-cerrado.

7. La funcién identidad Id : X; — X es un ®@-homeomorfismo (donde X es la semiregularizacion
de X).

8. X es un H-cerrado si y sdlo si X; es un H-cerrado.

Demostracion. 1. Supongamos que go f(xg) € W para algtin subconjunto abierto W en Z. Co-
mo g es ®-continua en f(xp), entonces existe un subconjunto abierto V de Y tal que f(xp) € V' y
glclyV] C clzW. De igual manera f es ®-continua en x, es decir existe un subconjunto abierto U de
Xtalquexo € Uy flclxU] C clyV.

Por lo tanto go f[clxU] C glclyV] C clzW; es decir go f es ®-continua en xy.

2.Sea f € C(X,Y) y seax € X. Entonces para cualquier conjunto abierto V de f(x) en Y existe un
conjunto abierto U de x en X tal que f[U] C V, por otro lado usando nuevamente la continuidad de f
tenemos que f[clxU] C cly fU] C clyV.

Por lo tanto f € ®C(X,Y), es decir C(X,Y) C OC(X,Y).

3. Por 2 es suficiente demostrar que ®C(X,Y) C C(X,Y). Sea f € OC(X,Y) yseax € X. SeaV
una vecindad abierta de f(x). Dado que Y es regular, existe una vecindad abierta W de f(x) tal que
clyW C V. Como f es ®-continua, existe un abierto U de x en X tal que f[cixU] C clyW es decir
fIU] CV ypor lo tanto f es continua en x; es decir C(X,Y) = OC(X,Y).

4. Seax € Ay seaV una vecindad abierta de f(x) en Y. Dado que f: X — Y es ®-continua, existe
un abierto U de x en X tal que f[clxU] C clyV. Ademas, tenemos que cls[U NA] C clxU. Por lo tanto
fLA[ClA [U ﬁAH CclyV.

5. Sea x € X y sea V una vecindad abierta de f(x) en D. Existe un abierto W en Y tal que
WND =V.Dado que f:X — Y es O-continua en f(x) € W, existe un conjunto abierto U tal que
x €Uy flelxU] C clyW. Por lo tanto, f[clxU] C clyW N f[X] C cly[WND]|ND = clpV; es decir
fe€0OCX,D).

6. Sea € una cubierta abierta de Y. Para cada x € X existe un abierto V, € € tal que f(x) € V,.
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Como f es O-continua, existe un conjunto abierto Uy en X tal que x € Uy y f|clxU,] C clyV,. Como
X es H-cerrado, existe un conjunto finito S C X tal que X = clx[U,cs Ux] = Uyes clxUy. Por otro lado,
Y = fIX] = Uyes flelxUyx] € Uyes cly V. Por la Proposicion 2.1.2, Y es H-cerrado.

7. Dado que la identidad Id es biyectiva y Id~! : X — X, es ®-continua, basta demostrar que
Id : Xy — X es @-continua. Sea x € X; y sea V una vecindad abierta de Id(x) = x en X, i.e. Id(x) =
x € V. Definimos U = intx.cly,V. Dado que U es una vecindad abierta de x en X se sigue que
clx,U = cly, [intxs [CIXSVH =cly [il’ltX [CleH = clxV. Por lo tanto Id[ClXSU] = clx,U C clxV, es de-
cir Id es ®-continua.

8. Se sigue de las Proposiciones 6y 7.
X

Proposicion 2.4.3. Sea f € ®C(X,Y) y seaA C X un H-conjunto. Entonces f[A] es un H-conjunto.

Demostracion. Sea ¢ una cubierta de f[A]| formada por abiertos de Y. Para cada y € f[A] existe
x € A tal que f(x) =y, y existe una vecindad abierta de f(x) =y, V, € € enY.Como f es ®-continua,
existe una vecindad abierta Uy de x en X, tal que

f[Cley] - Clyvy.

Sea . = {U, : y € f[A]}. . es una cubierta abierta de A. Como A es un H-conjunto, existe un
subconjunto finito 7' C f[A] tal que

AC| HclxUy:yeT}.
Por lo tanto,
fIA] S {fletxUy) :y e T C| J{clyVy 1y € T}

Es decir, f[A] es un H-conjuntoen Y.

Proposicion 2.4.4. Sean {X;:i € I} y {Y; :i € I} dos familias de espacios y sea f; € OC(X;,Y;)
para cada i € I. Entonces M;f; : [[;c; Xi — [lic; Yi es ®-continua.

Demostracion. Sean x = (x;);cs € [[;c;Xi y 7 una vecindad abierta de M, f;(x) := (fi(x))ies. De-
notamos al producto [];c; X; como £y a [];c;Yi como Z para simplificar. Sea V un abierto candnico
de la forma

n
V=) ”ijl[vj]
j=1

que contine a (f;(x));es, donde {iy,....,in} CIconn €N,y V; C¥;; es un conjunto abierto para cada
je{l,...,n}.

Para cada j € {1,...,n}, como fi; es ®-continua, existe una vecindad abierta de xi;, Uj € Xj), tal
que
fij [Clxij Uj] Q Cl)’ijVij-

Defininimos U := (7}, nijl [U;] que es una vecindad abierta de x.
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Afirmamos que M; fi[cl U] C cl#V.

En efecto, dado que ¢/ U =(}_; 7rij_,1 [ch[.j Ujl,sibeNifilcleU] ysia € clU tal que MN;fi(a) =
b, como a € cl¢U entonces a € ﬂijl[clxijUj] Vje{l,...,n}, es decir a;; € clxl.jUj Vjed{l,...,n}.
Por la propiedad que cumple U tenemos

7 (b) = m;(Mifi(a)) = fij(ai;) € cly; V-

Es decir b € cl#V. Por lo tanto M; fi[cloU]| C cl#V C ¥ . Por lo tanto I, f; es ®-continua.

Proposiciéon 2.4.5. Sean X y Y espacios y K es un subconjunto compactode Y, y sea f € OC(X,Y).
Entonces f~![K] es un subconjunto cerrado de X.

Demostracion. Sea x € cly f ! [K]. Por demostrar que x € f~1[K], es decir f(x) € K.

Supongamos que f(x) ¢ K. Ya que Y es Hausdorff y como {f(x)} y K son compactos en Y en-
tonces existen U,V C Y abiertos tales que f(x) CUyKCVyUNV =0.

Como f es ®-continua se sigue que existe una vecindad abierta de x, W C X, tal que f[cIxW] C
clyU. Como W N f~'[K] # 0, se sigue que clyU NK # 0.

Por lo tanto clyU NV # 0, es decir U NV # 0, contradiciendo el hecho de que U NV = 0.

Por lo tanto f(x) € K, es decir f~![K] es cerrado.

Proposicion 2.4.6. Sean X un espacio compacto y Y un espacio, y sea f € ®C(X,Y). Entonces f
es perfecta.

Demostracion. Sea y € Y, por demostrar que f~![{y}] es un compacto.

Ya que {y} es un compacto de Y, por la Proposicién 2.4.5, f~'[{y}] es un cerrado en el compacto
X. Por lo tanto £~ [{y}] es un compacto.

Veamos que f es cerrada.

Sea A un conjunto cerrado (y por lo tanto compacto) de X, en particular A es un H-conjunto y por
la Proposicién 2.5.1 f[A] es un H-conjunto y por 2.3.2 f[A] es un cerrado en Y.

Por lo tanto f es perfecta.
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2.5. Espacios Urysohn

Definicion 2.5.1. Un espacio X es Urysohn si para cada p,q € X con p # g, existen conjuntos
abiertos Uy Vtalesque pcUyqgeVyclxUNclxyV =0.

Sea X un espacio regular y sean p,g € X con p # g y sean U,V C X abiertos tales que p € U
ygeVyUNV =0.Como X es regular, se sigue que existen vecindades abiertas Uy, V) C X tales
que pe Uy CclxUyCUyqeVyCclxVyCV.Sesigue que clyUyNclxVy =0, es decir X es Urysohn.

Por lo tanto si X es un espacio regular se sigue que X es Urysohn, y si X es Urysohn se sigue que
X es Hausdorff.

Por otra parte, si un espacio es Hausdorff no necesariamente es Urysohn, y si un espacio es Ury-
sohn no necesariamente es regular, véase el Ejemplo 2.5.3 que nos muestra un ejemplo de un espacio
Hausdorff no Urysohn y el Ejemplo 2.5.4 que nos muestra un ejemplo de un espacio Urysohn no
regular.

Corolario 2.5.2. Un espacio X es compacto si y sélo si X es H-cerrado, semiregular y Urysohn.

Demostracion. Es claro que un espacio compacto es H-cerrado, Urysohn y semiregular. Suponga-
mos ahora que X es H-cerrado, Urysohn y semiregular. Por la Proposicién 2.1.3 basta demostrar que
X esregular. Sea F cerradode X y z € X \ F. Dado que X es semiregular, existe un conjunto abierto re-
gular U talquez€ U C X\ F.SeaV =X \clxU.Como F C X\ U y U es un abierto regular, entonces
X\U =X\ intx[clxU] = clx[X \ clxU] = clxV. Por lo tanto, F C clxV y z ¢ clxV. Por la Proposi-
cién 2.1.5 se sigue que clyV es H-cerrado. Para cada x € clxV existen vecindades abiertas W, de x y
A, de z tales que clxWyNclxAx = 0. Por lo tanto existe S C clxV finito tal que clxV C [, csclxW,.
Sea A = (,c5Ax, entonces z € Ay clxA( U esclxWy = 0. Por lo tanto cIyA(F = 0; es decir, X es
regular.

X

Ejemplo 2.5.3. El espacio X del Ejemplo 2.1.4 no es Urysohn pero si es semiregular.

Demostracion. Por como se defini6 el espacio X, cualesquiera vecindades abiertas U de p, y V
de p_ cumplen

1
{(—,0) ir<n, nEN} CclxUnNclxV
n

para algin r > 0. Lo que implica que X no es Urysohn.

Por otro lado, es claro que X\ {p, p—} es un abierto en X que es semiregular. Sea U un abierto
basico de p en X. Entonces existe r € N tal que U es de la forma

11
U+:{p+}U{(—,—) :nzr,ym,nEN}.
n’'m

Entonces clxUy = U U{(1,0):n >r, n € N}. Por lo tanto intx[clxU,] = Uy ya que {(+,0):
n>r, n € N} es un subespacio cerrado y denso en ninguna parte de X.
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Por lo tanto cualquier abierto basico de p. es un abierto regular. De manera anédloga se tiene que
cualquier abierto basico de p_ es un abierto regular.

Por lo tanto X es semiregular.
X

Ejemplo 2.5.4. El subespacio # := {p+}U{(}l,0) ‘ne N}U{(}l, %) :n,m € N} del espacio X
es Urysohn pero no es regular.

Demostracion. Es claro que # \ {p-} es un abierto regular en %/, en particular el subespacio
# \ {p+} es Urysohn.

Seax = (x1,y1) € #'\ {p+}. Entonces x; = 1 para algtin n € N. Por lo tanto, existe r € N tal que
n<ryU ={p.}U{(,1):r<s, cons,t € N} es una vecindad abierta de p, y ademés

st
W 4 l b * — *

Seal=3[1—1]yseaU, = B;(x)N# donde B(x) C R? es la bola abierta en R? con centro en x

y radio /. Por lo tanto, U, es una vecindada abierta de x en %" que cumple
clyU-NclyU, = 0.
Se sigue que #  es Urysohn.

Por otro lado, como cualquier vecindad abierta de py en # intersecta a {(%,O) :n € N} se sigue
que # no es regular.

X

Una observacion mds sobre este ejemplo es que # es un cerrado regular en el espacio H-cerrado
X, por lo tanto % es H-cerrado pero no semiregular, por el Corolario 2.5.2.

Proposicion 2.5.5. La propiedad Urysohn es hereditaria.

Demostracion. Sea Y un espacio Urysohn y X C Y un subespacio. Sean x,y € X con x # y.
Entonces existen vecindades abiertas U, y V) de x y y respectivamente en Y tales que

clyU:N Clyvy =0.
Por otro lado, U, NX y V, N X son vecindades abiertas de X. Por lo tanto,
cix[UNX|Nelx[VyNX] = cly[UcNX]Nely [V,NX]NX CclyUyNelyV, = 0.

Por lo tanto X es Urysohn. Es decir la propiedad de Urysohn es hereditaria.

Proposicion 2.5.6. Sean X y Y espacios tales que Y es Urysohn. Si X y ¥ son homeomorfos en-
tonces X es Urysohn.
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Demostracion. Sea f: X — Y un homeomorfismo, y sean x,y € X con x # y. Entonces, existen
vecindades abiertas U y V de f(x) y f(y) en Y respectivamente, tales que clyU NclyV = 0. Por lo
tanto A = f~'[U] y B = f~![V] son vecindades abiertas de x y y respectivamente.

Afirmamos que clyANclyB = 0.

Supongamos que clyA NclyB # 0. Dado que f es continua y biyectiva se sigue que
0 # f[Cle] ﬂf[chB] - Clyf[A] N Clyf[B] =clyUNclyV =0.

Se sigue que X es Urysohn. <

Proposicion 2.5.7. Sea {X; : i € I'} una familia de espacios no vacios. El espacio producto [];c; X;
es Urysohn si y solo si X; es Urysohn para cadai € I.

Demostracion. Supongamos que para cada i € 1, X; es Urysohn. Sean f, g € [];c; X; tal que f # g.
Denotamos al producto [];c; X; como £ para simplicar.

Sea J C [ finito tal que f(i) # g(i) para cada i € J. Como X; es Urysohn, existen vecindades abier-
tas U; y V;, tales que f(i) € U;, g(i) € V; y clx,UiNcly,V; =0 paracada i € J.

Sean U = e Ty, HU y V = Niey Ty, Vi, las cuales son vecindades abiertas ajenas de f y g
respectivamente, ademas de que
clgUNclgV = (mg el Ul N[ 7y elx Vi) = (7 clx,Ui N elx, Vi) = 0
ieJ icJ ieJ

Por lo tanto, .Z es Urysohn.

Ahora supongamos que .2’ es Urysohn. Sea iy € [ arbitraria. Vamos a demostrar que X, es Ury-
sohn. Para cada i € I'\ {ip} fijamos un punto x; € X; y consideramos al subespacio .7 = {f € £ :
fli)=x;paratodai eI\ {ip}} C.Z.

Como consecuencia de la Proposicién 2.5.5, .7 es Urysohn y dado que .7 y X;, son homeomor-

fos, entonces X;, es Urysohn.

Y como iy € I fue arbitraria, se sique que X; es Urysohn Vi € I. <

Proposicion 2.5.8. Sean f,g € OC(X,Y) donde X y Y son espacios y Y es Urysohn. Si D := {x €
X : f(x) = g(x)} es denso en X, entonces f = g.

Demostracion. Supongamos que D es denso en X y que f # g. Entonces, existe z € X \ D tal que
f(z) # g(z). Por lo tanto, existen abiertos ajenos U y V en Y tales que f(z) € Uy g(z) €V, y ademds
clyUNclyV = 0.

Como f es ®-continua en z, existen vecindades abiertas A y B de z en X tales que f[clxA] C clyU y
flelxB] C clyV. Entonces clxA C f~'[clyU] y clxB C f~'[clyV]. Dado que AN B es abierto en X, y
f~MelyUlN f~clyV] es ajeno a D. Por lo tanto,

0+ (ANB)ND C (felyUlN fclyV])ND = 0.

Lo cudl es una contradiccion. Por lo tanto, f = g.
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En la proposicién anterior, un hecho crucial para demostrar que f = g es el hecho de que Y es
Urysohn. Es natural preguntarse si la proposicion sigue siendo vélida a pesar de que Y no sea Ury-
sohn. Desafortunadamente si Y no es Urysohn no necesariamente f = g, como lo muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.5.9. Sea N, la compactacién por un punto de N, donde Noo \ N = {p.}, y sean f :
Ne — X'y g : Noo — X definidas como f(n) = (%,O) = g(n) para cadan € Ny por otro lado f(pe) =

P+ Y 8(pw) = p—, es decir f # g. Es claro que
D ={x€Nw: f(x) =g(x)}

es denso en N, (ya que D = N). Afirmamos que f, g son ®-continuas. Basta demostrar que f,g son
®-continua en peo.

Sea V una vecindad de f(p-) = p+ en X. Existe un abierto U, = {(,ll, %) r<nym,neN}U{p;}
talque U, CVyseaU ={ne€N:n>r}U{pw}. Es claro que U es una vecindad abierta de p.. en
N... Entonces

fleln Ul = flU = {(},0) : r <n}U{py} CclxU, C clxV.

n’

Por lo tanto f € ®C(N.,X). Andlogamente g es una funcién ®-continua de N, en X.

Esto nos da un ejemplo de funciones f,g € ®C(X,Y) tales que {x € X : f(x) = g(x)} es denso en
Xyfr#e

Proposicion 2.5.10. X es Urysohn si y sélo si X es Urysohn.

Demostracion. Supongamos que X es Urysohn. Sean x,y € X con x # y. Existen vecindades
abiertas U y V de x y y respectivamente, tales que

clxUNclxV =0.

Sean W = intx[cIlxU] y T = intx[clxV]. W y T cumplen que x e U CW yy eV CT y ademés
W.T €1y
WNT = intX[ch[UﬂV]] =0.

Es decir, WNT = 0. Por otro lado, tenemos que
ClXSW = Cle [il’ll‘x [Cle]] = Clxx [intxs [Cle]] =cly [il’ltx [Cle]].

Andlogamente,
ClXS T =cly [il’ll‘x [Cle” .

Por lo tanto,
ClXSW ﬂClXST =clx [im‘x [Cle]] Ncly [il’ll‘x [CleH Ccly [Cle] Ncly [Cle] =clxUnNclxV = 0.

Se concluye que X; es Urysohn.
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El reciproco de esta proposicion se demuestra de manera andloga. En efecto, supongamos que X;
es Urysohn, y sean x,y € X; con x # y. Existen vecindades abiertas W y Z en X, de x y y respectiva-
mente, tales que

clx WNelx,Z =0.

Sean A = intx[clx,W| y B = intx[clx,Z]. Se sigue que x ¢ W C Ay y € Z C B. Usando el hecho de
que clyU C cly U para U C X abierto, se tiene

clxANclyB C cly, [inl‘x [CZXSW]] Necly, [intx [CZXSZH C cly, [CZXXW] Necly, [CleZ] =cly,WNclx,Z = 0.

Por lo tanto, X es Urysohn.
X

Proposicion 2.5.11. Sea X un espacio. Entonces X es H-cerrado y Urysohn si y sélo si X; es com-
pacto.

Demostracion. Demostremos la necesidad. Supongamos que X es H-cerrado y Urysohn. Por las
Proposiciones 2.4.2 (8), 1.2.9 (4) y 2.5.10 tenemos que X, es H-cerrado, semiregular y Urysohn. Por
lo tanto, X; es compacto.

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que X; es compacto. Por el Corolario 2.5.2 X;
es H-cerrado y Urysohn y nuevamente por las Proposiciones 2.4.2 (8) y 2.5.10, X es H-cerrado y

Urysohn.
X

Corolario 2.5.12. Sea X un espacio. Entonces X es H-cerrado y Urysohn si y sélo si para cada
cubierta abierta %, ¢ = {intx[clxU] : U € % } tiene subcubierta finita.

Demostracion. Demostremos la necesidad. Supogamos que X es H-cerrado y Urysohn, por la
Proposicion 2.5.11 X; es compacto. Sea %/ una cubierta de X entonces % es una cubierta abierta de
X;. Por lo tanto, % tiene una subcubierta finita.

Ahora demostremos la suficiencia. Como Z¢(X) es una base para X;, entonces dada cualquier
cubierta abierta ¥ cuyos elementos pertenecen a Z¢'(X), tiene subcubierta finita, entonces X; es

compacto, lo que implica que X es H-cerrado y Urysohn.
X

Proposicion 2.5.13. Sea X un espacio Urysohn H-cerrado y sea A C X un subespacio. Entonces A es
un H-conjunto de X siy s6lo si A es un subespacio compacto de Xj.

Demostracion. Demostremos la necesidad. Supongamos que A es un H-conjunto. Por la Propo-
sicién 2.5.11, X; es compacto y por las Proposiciones 2.4.2 (7) y 2.4.3, A es un H-conjunto en X; lo
que implica que A es cerrado en el compacto X;. Por lo tanto A es compacto.

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que A es un subespacio compacto de X, en par-
ticular A es un H-cerrado lo que implica que A es un H-conjunto. Consideremos la funcién identidad
Id : Xy — X la cual es un ®-homeomorfismo. Por la Proposicién 2.4.3, Id[A] = A es un H-conjunto
en X.

X
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Capitulo 3

Extensiones H-cerradas

En este capitulo se introducen las extensiones H-cerradas, se estudian sus propiedades topoldgicas
y el como se relacionan.

3.1. Extensiones

Definicion 3.1.1. Sea X un espacio. Una extension de X es una pareja (Y,h), donde Y es un espacio
y h:X — Y es un encaje denso. Si Y es H-cerrado decimos que (Y, %) es una extension H-cerrada de
X. De igual manera, si Y es compacto decimos que (Y, /) es una compactacion de X.

De aqui en adelante una extension (Y,h) de un espacio X se denotard como Y, ya que a h[X] y a
X se les suele considerar el mismo espacio, es decir una extension Y de un espacio X es un espacio Y
tal que X C Y es un subespacio denso de Y.

Ejemplo 3.1.2. Sea X el espacio definido en el Ejemplo 2.1.4. El espacio X es una extensiéon H-
cerrada de N, ya que N se puede indentificar con el subespacio {(%, %) :neN, |m|e N} CXel cudl
es un subespacio discreto, numerable y denso de X. Como X es H-cerrado semiregular no compacto,
implica que X no es Urysohn. Es decir, X es una extension H-cerrada de N que es semiregular pero
no Urysohn.

De igual manera, el espacio % definido en la Proposicion 2.5.4 es una extension H-cerrada de N,
yaque {(1,1):n,m € N} es un subespacio discreto, numerable y denso en #. Y como resultado de
la misma proposicién # es una extension H-cerrada de N que es Urysohn pero no semiregular.

Es decir hemos mostrado dos extensiones H-cerradas de N con distintas propiedades.
En el area de las extensiones existe un gran interés en saber como se relacionan las extensiones
H-cerradas con las compactaciones. Una de las relaciones entre extensiones H-cerradas y compacta-

ciones es la que nos proporciona la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.3. Sea X un espacio. Sea Y una extension H-cerrada y Urysohn de X. Entonces
Y es una compactacion de X;.
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Demostracion. Por la Proposicién 2.5.11, el espacio Y es compacto y por la Proposicion 1.2.13

Y es una compactacion de X;. =

Por lo tanto, #; es una compactacion de N;. Mds adn, como N es un espacio discreto, se tiene que
N = Nj, es decir que #; es una compactacion de N.

Corolario 3.1.4. Sea Y una extensiéon H-cerrada y Urysohn de un espacio X. Entonces X; es Ty-
chonoff.

Demostracion. Por la Proposicion 3.1.3 ¥ es compacto y en consecuencia Y es Tychonoff y

como ser Tychonoff es una propiedad hereditaria, entonces X; es Tychonoff.
X

Corolario 3.1.5. Sea X un espacio regular no Tychonoff. Entonces X no tiene extensiones H-
cerradas que sean Urysohn 6 regulares.

Demostracion. Como cualquier espacio H-cerrado que es regular es compacto, en particular es
Urysohn. Basta demostrar que X no tiene extensiones H-cerradas que sean Urysohn. Supongamos
que existe una extension H-cerrada Y del espacio X que es Urysohn. Entonces por el Corolario 3.1.4
X, es Tychonoff. Como X es regular, por la Proposicion 1.2.10 X es semiregular, es decir X = X. Por
lo tanto X es Tychonoff, lo cudl es una contradiccién. Por lo tanto X no tiene extensiones H-cerradas

que sean Urysohn 6 regulares.
X

Definicion 3.1.6. Sea Y una extension de un espacio X yseap €Y.

1. Definimos ﬁ{f :={UNX :U es abiertoen Y y p € U}. Algunas veces ﬁf se denotard como
OP cuando no exista confusion y se trabaje con sélo una extension. Para cada p € Y, 07 es un filtro
abierto de X.

2. Al conjunto Ty := {&P : p € Y} se le denomina la traza del filtro de vecindades de Y .

3.SiU es un abierto de X, sea oyU :={p €Y : U € OP}. A oyU se le denotard como oU cuando
no exista ambigiiedad.

Proposicion 3.1.7. Sea Y una extension de un espacio X. Entonces Y es una extensiéon H-cerrada
si y s6lo si para cada ultrafiltro abierto en X, éste contiene a 7 para algin p €Y.

Demostracion. Demostremos la necesidad. Supongamos que Y es H-cerrado. Sea %/ un ultrafil-
tro abierto en X, y sea .# = {W : Wes abiertoenY y WNX € % } el cual es un filtro abierto en Y.
Como Y es un espacio H-cerrado, entonces existe p € ay (%), lo que implica que para cada V € 07
se tiene que VN U # 0 para toda U € % . Como % es un ultrafiltro abierto, entonces 07 C 7/ .

Ahora demostremos la suficiencia. Sea .% un filtro abiertoen Y,y seay = {UNX : U € F}.
Entonces ¢ es un filtro abierto en X. Por lo tanto, existe un ultrafiltro abierto %/ en X tal que ¥ C % .
Por hipétesis, existe p € Y tal que 0P C % .Sea ¥V ={V CY :VesabiertoenY yVNX € % }. Es
claro que 7" es un filtro abierto en Y tal que .%# C #"y ¥ converge a p. Por lo tanto,

pecy(V)Cay(V) Cay(F).
Por la Proposicién 2.1.2 (3), Y es H-cerrado.
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X

Definiciéon 3.1.8. Sean Y; y Y, extensiones de los espacios X; y X; respectivamente, y sea f €
F(X1,X>). Decimos que una funcién F € F(Y},Y,) es una extension de f, si F|x, = f.

Proposicion 3.1.9. Sean Y; y Y, extensiones de los espacios X y X, respectivamente, y sea
f: X1 — X, una funcién continua. Entonces f tiene a lo mds una extensién continua F € C(Y1,Y,).

Demostracion. Cualesquiera dos funciones definidas en un espacio Hausdorff y que coinciden

en un denso, son iguales.
X

Proposicion 3.1.10. Si Y es una extensién de X. Entonces | Y |< 22",

Demostracion. Sea ¢ : Y — ZZ(X) dada por ¢(p) = 0P, la cual estd bien definida.

Para caday € Y, se sigue que @ ¢ 0 ya que X es denso en Y y para cualesquiera U,V € &” en-
tonces UNV € 0. Sean p,q €Y tales que p # ¢ entonces existen vecindades abiertas ajenas U,V

de py g, respectivamente, en Y y ademds V, € 09\ 07 es decir ¢(p) = OF # 01 = ¢(q).

Por lo tanto, la funcién ¢ es inyectiva, lo que implica que| Y |< 22"
X

Definiciéon 3.1.11. Para un espacio X definimos a E[X] como la coleccion de todas las extensiones
de X.

Definicion 3.1.12. Dos extensiones Y] y ¥, de X son equivalentes y 1o denotamos como Y| =x 15,
si existe un homeomorfismo 4 : Y1 — Y tal que, h|x = Idx.

Las extensiones equivalentes serdn consideradas la misma extension, de este modo podemos iden-
tificar a E[X] con la coleccidn de clases de equivalencia definidas por =x. Asi que los elementos de
E[X] no son equivalente entre si, y cualquier extensién de un espacio X es equivalente a una tnica
extension en E [X|.

Como una consecuencia de la Proposicion 3.1.10 obtenemos el siguiente resultado.
Proposiciéon 3.1.13. Dado un espacio X, E[X]| es un conjunto.

Definimos una relacién < en E[X] como sigue; para cualesquiera Y},Y, € E[X] decimos que
Y1 X Yasiysolosi3 feC(Ya,Y1)tal que fix = Idy.

Proposicién 3.1.14. (E[X], <) es un conjunto parcialmente ordenado (copo), tal que si . C E[X]
con . # (. Entonces . tiene supremo en E[X]|, que se denotard como \/ .7

Demostracion. Afirmacion 1. (E[X], <) es un copo.

Es claro que < es reflexiva y transitiva. Basta demostrar que < es antisimétrica. Supongamos que
Y <ZyZ =Y donde Y,Z € E[X], es decir existen funciones continuas f € C(Z,Y)y g € C(Y,Z)
tales que f|x = Idx = g|x. Entonces go f: Z — Z es continua y go f|x = Idx, es decir go f extiende
a la funcién identidad y como las extensiones son Unicas, entonces g o f = Idz. De manera anédloga
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1

fog=Idy,porlotanto f = g~ ', es decir < es antisimétrica.

Afirmacién 2. Sea .’ C E[X] con .¥ # 0, entonces . tiene supremo en E[X].

Sea [[.7 :=[lyesY.Paracada Y € ., seaiy : X — Y la funcién inclusién. Afirmamos que iy
separa puntos de cerrados, es decir si F C X es cerrado en X y x € X \ F, entonces iy (x) & clyiy[F].
Sea F C X cerrado en X, entonces existe A C Y cerrado de Y tal que F =ANX. Seax € X \ F, enton-
cesx ¢ Ay como F C A entonces clyF C A. Por lo tanto, x ¢ clyF.

Por lo tanto {iy : ¥ € .’} también separa puntos de cerrados de X. Entonces por el Teorema del
Encaje, la funcién e : X — [].% dada por 7ty o e = iy es un encaje. Definimos Z := cl[j,»e[X], entonces
Z € E[X].

Afirmacién 3. Z = sup ..

Sea Y € ., como 7y |z: Z — Y es continua y 7y Le[x]: y oe = Idy, entonces Y < Z. Sea
W € E[X]tal que Y < W paratoda Y € ., es decir existe hy : W — Y continua tal que hy |x= Idx.
Por demostrar que Z < W. Definimos g : W — [].¥ dada por my o g = hy. Como hy es continua para
cadaY € ., entonces g es continua. Dado x € X,

myog(x) =hy(x) =x=myoe(x) VY € 7.
Entonces g|x = e. Por otro lado
g[W] = glclwX] C clfp.8[X] = clpprelX] = Z.
Por lo tanto g[W] C Z. Entonces g : W — Z es continua tal que g|x = e, es decir Z < W.

Por lo tanto Z = sup ..
X

Definicion 3.1.15. Sea . C E[X| no vacioy seaY € E[X|talque Z <Y (Y < Z) paratoda Z € .7
Entonces, decimos que Y es un mdximo proyectivo (respectivamente, un minimo proyectivo) de ..

Definicién 3.1.16. Sea X un espacio. Denotamos al conjunto de todas las extensiones H-cerradas
de X como

H(X)={Y € E[X]:Y es H-cerrado }

el cual cumple que cada extension H-cerrada de X es equivalente a algin Y € J#(X) y no hay dos
extenciones equivalentes de X en 7 (X). Es decir, se puede considerar a .7 (X) C E[X]| como un
copo.

En las siguientes proposiciones se establecerdn no solamente condiciones suficientes, sino que
ademds, condiciones necesarias para conocer cudndo una funcién continua definida en un espacio X
se extiende continuamente a un elemento de E[X].

Proposicién 3.1.17. Sean Y € E[X], Z un espacio regular y f € C(X,Z). Entonces f tiene una
extension continua a Y si y sélo si para todo p € Y se tiene que el filtro ., := {A C Z : existe U €
OPy flU] C A} converge.
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Demostracion. Demostremos la necesidad. Supongamos que existe G : Y — Z continua que ex-
tiende a f. Sea p € Y. Afirmamos que .%, converge a G(p). Sea U una vecindad abierta de G(p) en
Z, entonces por la continuidad de G existe una vecindad abierta V de p tal que G[V] C U. Entonces
UNX € 07 yademis f[VNX|=G[VNX] C G[V] CU.Entonces U € .%,, por lo tanto .%,, converge

aG(p).

Ahora demostremos la suficiencia. Definimos G : Y — Z donde G(p) es el punto de convergencia
de .%,. Afirmamos que G|x = f. Sea x € X. Sea V una vecindad abierta de f(x). Entonces por la
continuidad de f existe una vecindad abierta U de x tal que f[U] C V. Como X es subespacio de Y,
existe W C Y abierto tal que U = W N X, lo que implica que U € 0* y f[U] C V, entonces V € .Z,.
Por lo tanto, .%, converge a f(x), es decir G|x = f.

Afirmamos que G es continua. Sea p € Y. Sea V una vecindad abierta de G(p), como Z es regular,
entonces existe una vecindad abierta W de G(p) tal que G(p) € W C clz(W) C V. Por otro lado,
F, = G(p), es decir W € .Z,, lo que implica que existe una vecindad abierta U de p en Y tal que
flUNX]CW.

Afirmamos que G[U] C cIzW CV.Seay € U. Sea A un abierto en Z tal que G(y) € A. Como .%,
converge a G(y), entonces existe un abierto Ap en Y cony € Agy f[AgNX] C A, entonces AgNU # 0.
Por lo tanto, AgNU NX # 0, es decir

0+ flAyNUNX] C WNA.

Lo que implica que G(y) € clzW, es decir G[U] C cI;W C V. Por lo tanto, G es continua.

Por lo tanto, f tiene una extension continua a Y.
X

Teorema de Taimanov 3.1.18. Sea Y una extension de un espacio X, sea Z un espacio compacto
y sea f € C(X,Z). Entonces, f se extiende continuamente a Y si y sélo si VA, B C Z cerrados ajenos,
se tiene que cly f~'[A]Ncly f~'[B] = 0.

Demostracion. Demostremos la necesidad. Supongamos que existe una funcién F : Y — Z tal
que Fix = f. Sean A,B C Z cerrados ajenos, entonces F~1[A] y F~![B] son subconjuntos cerra-
dos en X tales que f~'[A] C F~'[A] y f~![B] € F~![B] lo que implica que cly f~'[A] C F~![A]
y clyf~'[B] C F~'[B]. Como ANB =01y clyf '[A]Nclyf~'[B] € F~'[A]NnF~'[B] = 0, entonces
cly f~YA]Nely f~[B] = 0.

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que para cada A, B C Z cerrados ajenos, se tiene
que cly f'[A]Nely f~1[B] = 0. Seay € Y. Por la Proposicién 3.1.17 basta demostrar que %, = {A C
Z: flU] C A paraalgin U € 0”} converge.

Como Z es compacto, entonces 0 # (\yco» clzf[U] = a(.% ). Supongamos que existe p,q € a(-F)
con p # g. Entonces existen subconjntos abiertos U y V talesque pc Uy g€V y clzU NclzV =0,
lo que implica que cly f~clzU] Necly f~tclzV] = 0. Para cada W € 67, U N f[W] # 0, es decir
W N f~1U] # 0 para todo W € 6”. Lo que implica que y € cly f~![U], andlogamente y € cly f~![V].
Entonces, y € cly f~'{U] Nely f~1[V] = 0, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, a(.%#,) = {p} para algiin p € Z. Sea W una vecindad abierta de p. Entonces, Z\ W
es compacto y paracadaz € Z\W , z ¢ a(.#,), lo que implica que existe A € .7, tal que z € Z\ clzA,
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entonces Z\W C Uge g, (Z\ clzF). Por lo tanto existe una familia finita S C .7 tal que Z\ W C
Ures(Z\clzF) CZ\NS. Dado que NS € Z, y S C W, entonces W € .%,. Por lo tanto, ., converge
ap.

X

3.2. Extensiones Estrictas y Extensiones Simples Y, y ¥,

En estd seccidn se construirdn nuevas extensiones de un espacio X, a partir de extensiones dadas,
con propiedades muy interesantes y que serdn la base para las secciones 3.3 y 3.4.

En la Definicién 3.1.6 se defini6 el conjunto o(-) el cudl es un conjunto bien definido. Es decir, si
Y €E[X]yU,V CY abiertosenY conU # V, tales que U NX =V NX, entonces o(UNX) =o(VNX).
Mas atn, oW C Y es abierto en Y, para cualquier abierto W C X en X, como lo indica la siguiente
proposicion.

Proposicion 3.2.1. Sea Y € E[X]. Si W C X es un abierto en X. Entonces oW C Y es abiertoen Y.

Demostracion. Sea y € oW. Entonces W € 07, es decir existe una vecindad abierta U C Y de y

enY talque UNX =W.Seaz € U, entonces W =U NX € 0% lo cudl implicaque z € o(UNX) = oW.
Por lo tanto y € U C oW. Por lo tanto oW es abierto en Y.

X
Veamos ahora algunas propiedades de o(-).
Proposicién 3.2.2. Sea Y € E[X]. Sean U,V C X abiertos en X y sea W C Y abierto en Y. Entonces
l.oX=Yyod=0.
2.0UNX =U.
3.XNo(WNX)=WnX.
4.0UNoV =0(UNV).
5WCo(WNX)Ccly(WNX) =clyW.

Demostracion. 1. Dado que X € 0P Vp €7, se tiene que 0X =Y. Por otro lado, 0 ¢ 0P Vp €Y,
lo que implica que 00 = 0.

2. Sea x € U. Entonces U € 0™, lo que implica que x € oU NX. Por lo tanto, U C oU NX. Sea
z€oUNX, entonces U € 0%, entonces existe un abierto W en Y talque U =WNX y z€ W y dado
quezeX,zeU.

3. Es consecuencia de (2).

4.Seaye€Y.Entoncesy € oUNoV siysblosiU € 07 yV € 0¥ siysélosiy € o(UNV).
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5. Dado que o(W N X) y W son abiertos en Y y X es denso en Y, se sigue que cly[o(WNX)] =
clyloWNX)NX]y clyW = cly[WNX]. Por 3), cly[o(WNX)] =clyW.Si p € W, entonces WNX €

OPypeoWnX). -

Una caracterizacion de o(-) es la siguiente.

Proposicion. 3.2.3. Sea Y € E[X]y U C X abierto en X. Entonces
oU = U{W :WesunabiertoenY yWNX CU} =Y\ cly[X \U].

Demostracion. Sea x € oU. Entonces U € &*. Por lo tanto existe un abierto W de Y tal que
U=WnNXyxecW.Porlotanto, oU C [J{W : W es un abiertoenY y WNX CU}.

SeaW CY abiertoen Y, tal que WNX C U. Basta demostrar que W Ncly[X \ U] = 0. Supongamos
que WNely[X \U] # 0, entonces 0 # WN (X \U) CWNX CU, lo cual es una contradiccién. Es
decir W C Y\ cly[X \U].

Por lo tanto, J{W : W es un abiertoen Y yWNX CU} CY \cly[X \U].

Seax €Y\ cly[X \U]. Basta demostar que U € &*. Dado que (Y \ cly [ X \U])NX =X\ clx[X \U],
y como U = intxU = X \ clx[X \ U] entonces U € 0. Por lo tanto, Y \ cly [X \ (UNX)] Co(UNX).

Es decir,

oU C | J{W : W es un abiertoenY y WNX CU} CY \cly[X \U] C oU.
X

Esta es otra manera de demostrar que oU es abierto en Y. Ahora vamos a caracterizar a los abiertos
regulares de Y a partir de los abiertos regulares de X.

Proposicion 3.2.4. Sea Y una extension de un espacio X y sea U un abierto en Y. Entonces
inty [clyU] = inty[cly [U N X]] = o(intx[clx [U N X]]).

Demostracion. Dado que clyU = cly[U NX], se sigue que inty[clyU] = inty|[cly[U NX]|. Sea
R = intx[clx[UNX]] y W = inty[cly[U N X]]. Es claro que W =Y \ cly[X \ R] y por la Proposicién

3.2.3 se tiene que inty [cly [U NX]| = o(intx[clx [U N X]]). -

Por lo tanto, para cada V € Z0(Y), existe U € Z0(X) tal que V = oU. Ademds para cada
UecZ0(X),oU € Z0(Y). Es decir,

ROY) ={oyU :U € BO(X)}.

Proposicion 3.2.5. Sea Y € E[X]. Entonces el conjunto % := {oU : U es abierto en X } es una
base abierta para una topologia Hausdorff 7(Y,) en Y y que estd contenida en la topologia original de
Y, denotada como 7y.

Demostracion. El hecho de que {oU : U es abierto en X } sea una base para una topologia Y se
sigue de las Proposiciones 3.2.2 (1) y (4). Tal topologia estd contenida en la topologia original de Y.
Veamos que tal topologia es Hausdorff, sean p,q € Y con p # ¢g. Sean U y V vecindades ajenas de p y
g respectivamente en Y, tales que (U NX)N(VNX) = 0. Por la Proposiciéon 3.2.3 p e U C o(UNX)
yqgeV Co(VNX)yolUNX)No(VNX)=0o(UNX)N(VNX))=00=0. Por lo tanto 7(¥y) es
una topologia Hausdorff.
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Al espacio topoldgico (Y, 7(Yy)) lo denotaremos como Y.
Proposicion 3.2.6. Y, es una extension de X.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 3.2.2 (2) que el subespacio X en Y es el mismo subes-
pacio X en Yy.

X
Definicion 3.2.7. Decimos que Y es una extension estrictade X siY =Y.
Proposicion 3.2.8. Si Y es semiregular, entonces Y es una extension estricta.

Demostracion. Supongamos que Y es semiregular, entonces Z0'(Y) C {oU : U es abierto en Y }

y como Z0(Y) es una base para Y, entonces la topologia de Y se queda contenida en 7(Yy) y por la
Proposicion 3.2.5 se cumple que Y =Y,,.. Por lo tanto Y es una extension estricta.

X

Ejemplo 3.2.9. 1. El espacio X es una extension estricta de N.

2. No necesariamente el regreso de la Proposicion 3.2.8 se cumple, como lo muestra el siguien-
te ejemplo, visto en el capitulo 1. Consideremos el espacio ¥ = {p+ }UU{[m,m+1]:0<m,y m
es par }, visto en el Ejemplo 1.2.12, el cual es una extensiéon no semiregular de Y \ {p+}, ya que
Y\ {p+} CY es denso. Afirmamos que Y es una extension estrictade Y \ {p }.

Basta demostrar que para cualquier vecindad abierta V C Y en Y de p., existe un abierto U C
Y\{pi}enY\{p} tal que

p+ €Y \cly[(Y\{p+})\U] CV.

Sea V C Y una vecindad abierta en Y de p., entonces existe n € N y un abierto canénico W, de Y
definido como

W, = {p+}UU{(l,l+1) :n <[, ylespar},

tal que p4 € W, C V. Definimos U := W, \ {p+},esclaroque U CY \ {p+} esunabiertoen Y \ {p- },

qulle implica que cly [(Y \ {p+}) \U] =cly\ (p 1 [V \{p+ D \U] = Y \{p+})\U = Y \W,)\{p+}.
or lo tanto

YAcly[Y\{ps DNUT =Y\ (Y \AW)\{p1}) = YN \W))U Y N {p+}) =WaU{pi} =W,

Es decir, p+ € Y\ cly[(Y \ {p+}) \U] C V. Por lo tanto, el espacio Y es un ejemplo de una exten-
sifn estricta que no es semiregular.

Pero a pesar de que existen extensiones estrictas no semiregulares de un espacio X, tales ex-
tensiones tienen propiedades (topoldgicas) muy parecidas a los espacios semiregulares, es decir se
comportan como una generalizacion de estos. Asi que cabe preguntarse ;Cudl es la relacion entre las
extensiones estrictas y los espacios semiregulares con respecto a un subconjunto? Pero antes de dar
respuesta a estd pregunta necesitaremos del siguiente Lema.
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Lema 3.2.10. Sea Y una extensién de X y sea W un subconjunto abierto de Y. Entonces ay\ x (W)=
o(WnNX).

Demostraciéon. D] Tenemos que p € o(WNX) siy solosi WNX € 6F siysolosipeW C
inty[WU (Y \X)NclyW)] = o\ x (W); es decir p € ay\x(W). Por lo tanto, o(W NX) C ay\x (W).

C] Afirmamos que ay\x(W)NX =WNX.Como W C oy x (W), entonces WNX C ay\x (W) NX.
Por otro lado,
ay\x(W)NX = ay(W)Ninty[WU (Y \X)[NX Cinty[WU (Y \X)|NX C WU \X)|NX =WnNX.

Es decir o\ x (W) N X = W NX. Por la Proposicién 3.2.3, ay\x (W) C o(WNX). X

La siguiente proposicion daré respuesta a la pregunta planteada con anterioridad y ademds carac-
teriza a las extensiones estrictas.

Proposicion 3.2.11. Sea Y una extension de X. Las siguiente proposiciones son equivalentes.
1. Y es una extension estricta de X.

2. {clyA: A C X} es una base cerrada para Y.

3. Y es un espacio semiregular con respecto a ¥ \ X.

Demostracion. [1 = 2] Sea F C Y cerrado de Y. Entonces Y \ F' es abierto en Y. Como Y es una
extension estricta de X, existe una familia .# de conjuntos abiertos en X tal que

Y\F= ] o= ] (Y\cy[X\T]).
TeY TeY

Por lo tanto

F= () cly[X\T].
Te
Por lo tanto {clyA : A C X} es una base cerrada para Y.

[2 = 1] Supongamos que {clyA : A C X} es una base cerrada para Y. Entonces {Y \ clyA: A C X}
es una base abierta para Y. Sea p € Y \ clyA para algiin A C X. Basta demostrar que existe U C X
abierto en X tal que p € oU C Y \ clyA.

Como p € Y\ clyA, entonces p ¢ clyA; es decir, existe un abierto Wen Y talque p e Wy WNA =

0. Sea U = W NX. Entonces
UNA=(WNX)NACWNA=0.

Es decir U NA = 0. Afirmamos que p € oU CY \ clyA.

En efecto p € oU. Supongamos que oU € Y \ clyA. Es decir, existe g € oU N clyA. Esto implica
que U € 01, es decir existe un abierto VenY talqueg € V,U =V NX y VNA # 0. Por lo tanto

VN(XNA)=VNA#O.

Por otro lado, (VNX)NA = UNA. Es decir UNA # 0. Lo cual es una contradiccién ya que

UNA =0.Porlotanto p € oU C Y \ clyA.

[1 < 3] Es consecuencia del Lema 3.2.10.
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Al conjunto Y \ X se le denomina el residuo de X en'Y.

Seguiremos con el estudio de nuevas extensiones a partir de una extension dada.

Proposicion 3.2.12. SeaY € E[X|,yseaBy ={VU{p}: Ve OPypeY}.

1. By es una base abierta para una topologia Hausdorff 7, de ¥ que contiene a la topologia 7y.
2. (Y, 7y) es una extensién de X.

3.Y \ X es un subespacio cerrado discreto de (Y, 7).

Demostracion. 1. Sean U U {p},VU{q} € By donde U € 0P y V € 04. Si p = ¢, enton-

ces (UU{p})N(VU{q}) =UNV)U{p}t€By.Sip#qgyre(UU{p})N(VU{q}), entonces
(UuU{ph)Nn(VU{q})=UnNVyreX.LoqueimplicaUNV = (UNV)U{r} € By. Por lo tanto By
es una base para una topologia 7, de Y.

Sea V € 1y, entonces
v=(H{vnx)u{y}:yeVv}
Por lo tanto, 7y C 7, y (Y, 7,) es Hausdorff.

2. Primero se demostrard que (X, 7y |x) es igual a (X, 7y, |x). Dado que 7y C 7, se obtiene que
Ty |xC Ty |x. SeaUU{p} € By, donde U € OP. Se tiene que (UU{p})NX =U, lo que implica que
Ty |xC 1y |x, yaque {VNX :V € By} es unabase de 7, |x. Porlo tanto (X, 7y |x) = (X, Tu |x).

Ademds, para cada U U {p} € By, donde U € 0P, se tiene que (U U{p})NX # 0. Por lo tanto,
(Y, 7u) es una extension de X.

3.Sea p €Y, entonces X € 0P, en particular si p € X entonces X U{p} =X € By. EsdecirY \ X
es cerrado. Por otro lado si p € Y \ X, entonces X U{p} € By y {p} = Y \X)N (X U{p}). Por lo

tanto ¥ \ X es un subespacio cerrado discreto de (Y, 7). -

Definicién 3.2.13. El espacio (Y, 7,) serd denotado como Y}, y su topologia serd denotada como
7(Yy). Decimos que Y es una extension simple de X siY =Y.

La siguiente proposicidn caracteriza a las extensiones simples.

Proposicién 3.2.14. Y es una extension simple de X si y sélo si ¥ \ X es un subespacio cerrado
discreto de Y.

Demostracion. La necesidad se demostr6 en la Proposicion 3.2.12.

Ahora demostremos la suficiencia. Sea W C Y un abierto no vacioen Y. Seap e W. Si p € X,
entonces W NX es una vecindad abierta de p en Y, ya que Y \ X es un subespacio cerrado de Y, esto
implica que X es abierto en Y. Es claro que WNX = {p} UW NX y ademds WNX € &P. Por lo tanto,
pe{plUWNX CW.
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Supongamos que p € Y \ X, como Y \ X es un subespacio discreto en Y, esto implica que existe
V CY abierto en Y tal que {p} =V N (Y \ X). Por otro lado VN X es abierto en Y y se cumple que

V=vVNY=VNnXUr\X)={VnX)u(Vnr\X)=vnXxu{p}.

El conjunto U :=V NW es una vecindad abierta de p en Y tal que U = UNXU{p}. Es claro que
UNX € OP. Por lo tanto se cumple que p € UNX U{p} C W. Es decir, el conjunto By = {VU{p} :
V € 0Py peY}esunabase deY. Porlo tanto Y es una extensién simple de X.

X

SiY es una extension de un espacio X, entonces al conjunto de trazas de los filtros de vecindades
de Yy y Yy, definidas en 3.1.6 (2), las denotaremos, siempre que no exista ambigiiedad, como Ty y Ty,
respectivamente.

Proposicién 3.2.15. Sea Y € E[X]. Entonces 7(Yy) C 7(Yy) y Ty =Ty =Ty.

Demostracién. Por las Proposiciones 3.2.5'y 3.2.12 (1) se tiene que 7(¥y) C 7y C 7(¥y). Lo que
implica que Oy C Oy C ﬁ{/’” paracadap €Y. SeaU € ﬁp“, entonces U =X NW donde pe W y W
es un abierto en Y),. Por lo tanto

w=JV;u{pi})

icl
donde p; €Y y V; € OF' para cada i € I. Por lo tanto, existe j € I tal que p € V;U{p;}. Es claro que
V;CUypeoV; Entonces pcolyU e Oy .
P _ 5P : —T. —
Por lo tanto ﬁY,L = ﬁYv’ es decir Ty =Ty =Ty.
X

Proposicion 3.2.16. Sean Y,Z € E[X] tales que Y y Z tienen el mismo conjunto base. Entonces
T(Yy) C 7(Z) C t(Yy) siy sélosi Ty =Tz.

Demostracién. Demostremos la necesidad. Supongamos que 7(Yy) C 7(Z) C 7(Yy), entonces
ﬁ’fv cohcC 6’{3” para cada p € Y. Por la proposicion anterior se cumple que Ty = Tz.

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que Ty = Ty. Es decir, 0} = &% paracada p € Z.
Lo que implica que oyU = 02U donde U C X es abierto en X, y By = By. Por lo tanto 7(¥y) = 7(Zy)
y ©(Yy) = ©(Zy). Por lo tanto,

t(Yv) =1(2Zv) C1(Z) C 1(Zy) = t(Yy).

Corolario 3.2.17. 7(¥,) = T((%)y) y T(¥y) = (¥ )y0).

Demostracién. Sea Z € {Y,,Y; }. Entonces 7(Yy) C 7(Z) C 7(¥y). Por la Proposicién 3.2.16, Ty
X
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Proposicion 3.2.18. Sea Y € E[X]. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes.

1. Y es H-cerrado.

2. Y, es H-cerrado.

3. Y, es H-cerrado.

Demostracion. Sea 7/ un ultrafiltro abierto en X. Supongamos que Y es H-cerrado. Por la Pro-
posicién 3.1.7, existe p € ¥ tal que Oy C %. Como Oy = 0}, = Oy , entonces Oy = Oy CU.

Por lo tanto, Y, y Yy son espacios H-cerrados. Analogamente se obtiene que si Y, 6 ¥, es H-cerrado,
entonces Y es H-cerrado.

X

Teorema 3.2.19. Sea X un espacio y sean Y,Z € J#(X). Las siguientes proposiciones son equi-
valentas.

1. Yv EX Zv.

2. Yu EX ZH.
3.Ty =Tz.
4.Y, 2 Z <Y,

Demostracion. [1 = 3] Supongamos que Yy, =x Z, . Es decir existe un homeomorfismo H : Y, —

Zy tal que H x = Idx. Basta demostrar que para cada o €Ty, OF = ﬁg ) 1o que implica de manera

-1
directa que para cada ﬁg € Tz, entonces ﬁg = ﬁ{f @) ya que H es biyectiva.

Sea O € Ty y sea U € 0%, entonces H[oyU] es una vecindad abierta de H(p) en Zy, tal que
HloyU|NX = HloyUNH[X]| =HloyUNX]|=H[U] =U yaque U CX y Hx = Idx. Es decir,
Ue 6"5([’). Lo que implica que &% C ﬁg(p).

Andlogamente si W € ﬁg (P ), entonces H ! [0zW] es una vecindad abierta de p en Yy, tal que
H ' ozWINX =H Y o,WINH ' X|=H Y o,WNX]|=H W] =W yaque W C X y Hx = Idy.
Es decir, W € 6. Lo que implica que 62 7) C 2. Por lo tanto, 68 = 6247,

Por lo tanto, Ty =T.

[1 = 2] Como Y, =x Zy, existe un homeomorfismo H : Y, — Z, tal que H \x = Idx. Primero
veamos que H : Y, — Z, es una funcién abierta. Sea p € Y, y V € OF, entonces H[V U {p}]| =
H[VIU{H(p)} yaque H[V] CX y H[V] = Idx[V] = V. Por lo tanto H[V U{p}| =V U{H(p)}. Por
[1 = 3] tenemos que V € ﬁg (P) Es decir, H [VU{p}] es abierto en Z,, . Por lo tanto, H es una funcion
abierta.

Afirmamos que H es continua. Sea ¢ € Z, y W € 02, entonces H'[W U {q}] = H'[W]U
{H '(gq)} como W C X, entonces H~![W] = W. Por lo tanto, H~'[W U {q}] = WU {H'(¢)}. Por

-1
[1 = 3] tenemos que W € ﬁf @) Es decir, H! [W U {q}] es abierto en Y},. Por lo tanto, H es una



53 3.2. EXTENSIONES ESTRICTAS Y EXTENSIONES SIMPLES Yy Y Y,

funcidn continua.
Por lo tanto, Y, =x Z,,.

[2 = 3, 1] Supongamos que Y, =x Z,;. Es decir existe un homeomorfismo F : Y, — Z, tal que
Fix = Idy.

Afirmacién 1. Paracadap €Y, 00 = ﬁg(p).

Sea peY ysealU € ﬁ’f/’ . Entonces U U {p} es una vecindad abierta de p en Y. Entonces
FIUU{p}| =F[UJU{F(p)} =UU{F(p)} yaque U C X y Fix = Idx. Como UU{F(p)} es una
vecindad abierta de F(p)en Z, y (UU{F(p)})NX =U, entonces U € ﬁg(p).

De manera anéloga, si V € ﬁg(p). Entonces F~[VU{F(p)}] =V U{p}. Donde VU {p} es una

vecindad abiertade pen Y, y (VU{p})NX =V, es decir V € &F. Por lo tanto 0% = ﬁg(p), es decir
se cumple [2 = 3].

Veamos que F es una funcién abierta. Afirmacién 2. Sea U C X abierto en X, entonces FoyU] =
OzU .

C] Sea p € FoyU], es decir existe g € oyU tal que F(g) = p. Como q € oyU, implica que U € O}

y por la Afirmacién 1. U € ﬁg(q) = 07, es decir p € 0zU. Por lo tanto FloyU| C ozU.

D] Sea p € 07U, esto implica que U € &5 = ﬁ;w para algin g € Y. Como 0y = ﬁg(q), entonces

U € O}. Es decir g € oyU. Por lo tanto ozU C F[oyU]. Lo que implica que FloyU] = 0zU. Como
consecuencia F' es una funcion abierta.

Por dltimo demostremos que F es continua. Sea U C X abierto en X. Entonces por la Afirmacién
2 F~'ozU] = F~![FloyU]] = oyU, el cuil es abierto en Yy, Por lo tanto F es continua.

Concluimos que F : Yy — Z, es un homeomorfimo tal que F|x = Idx. Es decir Yy, =x Zy.

[3 = 4] Supongamos que Ty = Tz. Es decir existe una funcién biyectiva ¢ : Y — Z tal que
ol = ﬁép(p) paracadap €Y.

Afirmacién 1. ¢~ : Z — Yy, es continua tal que q)L;(1 = ldy.

Primero veamos que (pL;(1 =1Idx. Sea x € X, entonces 0y = ﬁ}o ™) Dado que Oy es un filtro abier-

to que converge a x en X, ﬁép () converge a x en X. Supongamos que @(x) # x, entonces existen
W,V C Z abiertos en Z tales que ¢(x) e Wyx eV con WNV =0. Como {WNX,VNX} C ﬁép(x),

0= (VNX)N(WNX) € oy ™ 1o que es una contradiccion. Por lo tanto, @ (x) = x. Como x es arbi-
traria, entonces @y = Idx y como @ es biyectiva, (p&1 =Idy V= 1dy.

Ahora veamos que ¢! : Z — Y, es continua. Basta demostrar que para cada U C X abierto en
X, entonces (¢~ 1) ~!oyU] = @[oyU] es abierto en Z. Més atin, afirmamos que @[oyU] = ozU. Sea
U C X abierto en X.
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C] Sea p € @[oyU], es decir existe g € oyU tal que ¢(g) = p. Por demostrar que U € ¢%. Como
g € oyU, entonces U € O} = ﬁép(q) = 0% siy s6losi p € ozU. Es decir @loyU] C ozU.

D] Sea p € 0zU, como @ es biyectiva, existe ¢ € Y tal que ¢(g) = p. Por demostrar, g € oyU.

Como p € ozU, entonces U € 0F = ﬁép(q) = ﬁ;l, esto implica que g € oy U, es decir p € @[oyU].
Por lo tanto, @oyU] = 0zU y como ozU es abierto en Z, entonces (p_1 : Z — 'Y, es continua. Por
lo tanto, Y, < Z.

Falta por mostrar que Z < Y,,. Afirmacion 2. ¢ : Y, — Z es continua tal que @|x = Idx.

Dado que ¢ x = Idx ya se demostrd, veamos que @ : Y, — Z es continua. Sea W C Z abierto no

vacio en Z. Sea g € ¢~ [W] tal que ¢(q) e Wy O} = ﬁ’ép@ y ademds WNX € ﬁép(q) = 0} Por lo
tanto,

{afuWwnX)={gUe,/ WnXx] C o 'W].

Por lo tanto, ¢! [W] es abierto en Y. Por lo tanto, ¢ : ¥, — Z es continua. Concluimos que
Yy <Z <Y,

[3 = 1] Es consecuencia de [3 = 4] ya que la funcién biyectiva ¢ : ¥ — Z tal que &% = 05 (P)
para cada p € Y, cumple que @[oyU] = ozU. Por lo tanto Y, =x Z,.

[4 = 3] Supongamos que Y, = Z <Y,. Es decir, existen funciones continuas F : Z — Y, y
G :Y, — Z tales que F|x = Idx = G|x. Por lo tanto F oG : Y, — Yy, es una funcién continua tal
que F oG |x = Idx. Otra funcion que extiende de manera continua a la funcion Idx es la funcion iden-
tidad de Y, Idy : Y;, — Yy . Por la Proposicién 3.1.9 F o G = Idy, es decir G es una funcion inyectiva.

Por otro lado, como Y es H-cerrado, entonces por la Proposicion 3.2.18, Y, es H-cerrado y co-
mo G es una funcién continua entonces G[Y;] C Z es un H-cerrado tal que X C GI[Y,]. Por lo tanto
G[Yy| = Z ya que X es denso en Z. Por lo tanto G es una funcién biyectiva y su funcién inversa es F.

Sea Y}, el conjunto base del espacio topolégico Y. Sea y : Y;, — Z dada por y(y) = G(y) para cada
y € Y, es decir ¥ es una funcion definida en un conjunto ¥, que toma valores en un espacio topolégico
Z, entonces ¥ es una funcién biyectiva tal que y|x = Idx. Sea Yy, := (¥}, Ty) un espacio topolégico
donde 7y, es la topologia débil heredada de y. Es decir Ty := {y ! [W] : W es abierto en Z} es una
topologia en Y}, tal que y es continua. Mds ain, como Y es biyectiva, entonces ¥ es un homeomorfis-
mo, lo que implica que y~! [X] =X es denso en Yy, y Yy es un H-cerrado ya que Z es un H-cerrado.
Por lo tanto Yy, € 7 (X) tal que Yy =x Z.

Por lo tanto Ty, = Tz. Como Yy <X Z XY}, entonces Yy = Yy, =< ¥; es decir, T(Yy) C 7y € T(Yy).
Por la Proposicion 3.2.16 Tyw = Ty. Por lo tanto Ty = T7.

X

3.3. La Extension de Katétov kX
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Hasta ahora se ha trabajado con el supuesto (o bajo la hipotesis) de que existen las extenciones
H-cerradas para algin espacio X, sin tener en consideracion de que tal vez tales extensiones no existan
para algunos espacios. Por esta razon es importante saber para qué espacios X se tiene que .7 (X ) # 0.

Definicion 3.3.1. Sea X un espacio, y sea
kX =X U{% : % es un ultrafiltro abierto libre de X }.
Se puede verificar que
B={U:Uesabiertoen X} {UU{%Z }:UecU, % ckX\X}
es una base abierta para alguna topologia en KX, que lo hace Hausdorff.

Proposicion 3.3.2. Dado un espacio X, kX es una extension H-cerrada de X. Ademas, X es abier-
to en kX y kX \ X es un subespacio cerrado, discreto de kX.

Demostracion. En efecto, por como se defini6 la topologia en kX, el subespacio X es abierto en
kX y kX \ X es un subespacio cerrado, discreto.

Veamos que kX es Hausdorff. Como X es Hausdorff, para cualesquiera p,q € X con p # ¢ existen
vecindades abiertas ajenas en X, U y V talesque p € U y g € V, y tales conjuntos U y V son abiertos
en kX.Seanx € X y . € kX \ X, como .% es un ultrafiltro abierto libre, existen U € .% y V vecindad
abierta de x tal que U NV = 0. Por lo tanto, V 'y U U {.Z } son vencindades abiertas ajenas de x y
F respectivamente. Sean .7 ,9 € kX \ X con .F # ¢, es decir existen U € .7 y V € ¥ tales que
UNV =0.Porlo tanto UU{.Z } y VU{¥} son vecindades abiertas ajenas de .7 y ¢ respectivamen-
te. Por lo tanto, kX es Hausdorff.

Afirmamos que kX es una extensiéon H-cerrada de X. Sea . € kX \ X, entonces una vecindad
canénica de .# es de la forma U U {.Z7 } donde U € .%; es decir, U es un abierto no vacio de X. Por
lo tanto X N (UU{.Z#}) = U # 0, lo que implica que X es denso en kX. Supongamos que kX no es
H-cerrado, es decir existe un ultrafiltro abierto libre, %/, en kX. Como X es denso y abierto, por la
Proposiciéon 1.1.8 (2), X € % . Sea

V={WNX:WeZ%}.

Afirmamos que 7 es un ultrafiltro abierto libre en X, tal que % converge a #". Como ¥ C %,
entonces 7 es una base abierta de filtro en X. Sea U un abierto en X, tal que U NV # 0 para cada
Ve¥.SeaWy e %, entonces 0 # (WoNX)NU C WyNU. Esto implica que U NW # 0 para cada
W € 9% y como % es un ultrafiltro abierto, entonces U € %, 1o que implica que U € 7. Por lo tanto
¥ es un ultrafiltro abierto en X, mas atn ¥ es un ultrafiltro abierto libreen X yaque ¥ C % y % es
un ultrafiltro abierto libre.

Por otro lado, como ¥ C %, paracadaV € ¥,V CVU{¥} y como % es cerrada bajo supra-
conjuntos, entonces V U{¥'} € %, es decir el conjunto de vecindades abiertas candnicas en kX de ¥
se queda contenido en %/ . Por lo tanto, %/ converge a ¥, esto es una contradiccion ya que habiamos
supuesto que % es un ultrafiltro abierto libre en xX.

Por lo tanto, kX es una extension H-cerrada de X.
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De la proposicién anterior obtenemos que 7 (X) # 0 para cualquier espacio X y naturalmente
V 7 (X) existe en E[X], mds atn, el mdximo proyectivo de 7 (X) es kX, es decir \/ .7 (X) = kX,
como lo muestra el siguiente Teorema.

Teorema 3.3.3. Sea X un espacio. Se cumple que:
1.SiY € J#(X), existe una dnica funcién continua f : kX — Y tal que fix =1dx,esdecirY < kX.
2.8iZe A (X)yY <ZparatodaY € 7 (X), entonces kX =x Z, es decir kX = \/ 5 (X).

Demostracion. 1.SeaY € 77 (X). Sea % € kX \ X y sea
Flu) ={W CY :WesabiertoenY yWNX € % }.

Es claro que 7|7 es un filtro abierto en Y. Afirmamos que 7|4 es un ultrafiltro abierto en Y.
Sea U un abierto en Y tal que U ¢ F|4, lo que implica que UNX ¢ % . Sea V := X \ clx[U NX],
entonces, por la Proposicion 1.1.9 (2), V € % y ademas

cy[UNX]NV =clx[UNX]NV =0,

es decir, V C Y\ cly[UNX] =Y\ clyU. Lo que implica que Y \ clyU € F|4,). Por la Proposicién 1.1.9
(2), ﬁ[%] es un ultrafiltro abierto en Y. Como Y es H-cerrado, entonces 9[%] converge a un punto
yy €Y.

Definimos f: kX — Y por f(x) =xparax € X y f(% ) = yq para % € kX \ X. Es claro que
fix = Idx, basta demostrar que f es continua. Como X es abierto en kX y f|x : X — Y es continua,
entonces f es continua en cada punto de X. Sea % € kX \ X y sea W una vecindad abierta de yy
en Y. Como ,@[%] converge a yy,, entonces W € 9’[%}, lo que implica que W N X € % . Por lo tanto,
{% } U(WNX) es una vecindad abierta de % en kX y

Uz WNnX) = {yz }u(WNX)CW.
Por lo tanto, f es continua y por la Proposicion 3.1.9 f es tnica.

2.SeaZ e A (X) talque Y < Z paratodaY € 5 (X). Por la proposicién anterior Z < kX y por
hipétesis kX < Z. Por lo tanto, kX =x Z. Lo que implica que kX = \/ 7 (X).
X

Corolario 3.3.4. El espacio kX es una extension simple del espacio X.

Demostracién. Por las Proposiciones 3.2.12 (1) y 3.2.18 kX < (kX ), y (kX)y € #(X). Por la

proposicién anterior tenemos que kX = (kX).
X

Definicion 3.3.5. La extension H-cerrada kX para un espacio X, es llamada la extension de Ka-
tétov de X. Para un espacio Y € 7 (X), la tnica funcién continua f : kX — Y tal que f|y = Idx es
llamada la funcion de Katétov de Y .

Proposicion 3.3.6. Sea Y € .7 (X) y f la funcién de Katétovde Y. Si Z € kX \X y p€ Y, en-
tonces f(%)=psiysolosi O C%.
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Demostracion. Demostremos la necesidad. Supongamos que f(% ) = p, es decir ﬁ[%] converge
ap.SeaV € OF, entonces existe U C Y abiertoen Y talque V=UNX y p € U, lo que implica que
U € F ). Porlo tanto, V € % , es decir o Cu.

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que ﬁ{? C % .SeaW CY un abierto en Y tal que
p € W, entonces WNX € 0%, lo que implica que WNX € % . Por lo tanto W € Flay)> €s decir Fg

converge a p. Por lo tanto, (%) = p.
X

Proposiciéon 3.3.7. La funcién de Katétov de cualquier extensiéon H-cerrada, es una funcién su-
prayectiva.

Demostracion. Sea X un espacio y sea Y € J7(X). Entonces la funcién de Katétov de Y, f :
kX — Y, es una funcién continua tal que f|x = Idx. Por lo tanto f[xX] es un subespacio H-cerrado
de Y tal que X C f[kX], y como X es denso en Y, entonces f[kX]| es denso y cerrado en Y, por lo

tanto f[kX] =Y. Es decir f es una funcién suprayectiva.
X

Corolario 3.3.8. Sea Y € /7 (X) para algitin espacio X. Entonces |Y| < |kX|.

Demostracion. Es consecuencia de la Proposicién 3.3.7.

Veamos algunas propiedades de xX.

Proposicion 3.3.9. Sea X un espacio. Entonces:

1. Si U C X es abierto, entonces clyxU = clxUU{% € kX\X:U € % }.
2.Si U,V son abiertos en X y U NV = 0, entonces (clgxU NclxV) \ X = 0.

3.Si U,V son abiertos en X y clxU NclxV = 0, entonces clxxU NclixV = 0. En particular, si U
es un abierto-cerrado en X, entonces cli,xU es abierto-cerrado en KX.

4. X estd C*-encajado en kX.
5.S1 A C X es cerrado y denso en ninguna parte, entonces A es cerrado en kX .

Demostracion. 1. Como U C X, entonces clxU = cl,xU NX. Basta demostrar que clixU \ X =
{% e xX\X:U € % }. Tenemos que % € cl,xU \ X siy s6lo si para toda vecindad abierta VU{% }
de % donde V € % se tiene que (VU{Z })NU =V NU # 0. Como % es un ultrafiltro abierto en
X, se tiene que U € 7% . Por lo tanto, clixU = clxyUU{% € kX\X :U € % }.

2.Sean U,V C X abiertos en X tales que U NV = 0. Por (1),
(clixUNclxVI\X ={% e kX\X:U e Z}U{V exX\X: VeV }={F cxX\X:UNVeF}=0.

3. Por (1) tenemos que clxU NclexV = [(clixU Neliex V) \ X] U [(cliexU Nelx V)N X] y por (2)
(Clk-xU ﬂCleV) \X = 0, entonces clixU NcliexV = (Clk-xU ﬂClKXv) NX =clxUNclxV =0.
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Sea U C X un abierto-cerrado en X, entonces clxU Nclx[X \U] =UN (X \U) = 0, lo que implica
que clixU Nelx[X \ U] = 0. Por otro lado, kX = clix[U U (X \U)] = clix[U] Uclix[X \ U]. Por lo
tanto, clxU = kX \ clx [X \ U], es decir clxU es abierto cerrado en kX.

4.Sea f € C(X,K) donde K C R es compacto. Basta demostrar por el Teorema de Taimanov 3.1.18
que para cualesquiera conjuntos cerrados ajenos A, B C K, se cumple que clix f~A] Nelyx f ' [B] =
0. Sean A, B C K cerrados y ajenos, como K es compacto, existen conjuntos abiertos U,V C K tales
que ACUyBCVyclgUnclgV = 0. Como f es continua, entonces £~ [U] y f~![V] son abiertos
en X y cumplen

FTAC U Celx ' UNC f kU] y fHUBIC f VI Celxf VI C f el V]
Como f~![cIxU] N f~clxV] = 0, entonces clx f ' [U]Nely f~'[V] = 0. Por (3), clex f~' U] N
clx f~1[V] = 0. Por lo tanto, clx f~A]Nelex f~1[B] = 0.

5. Sea A C X un subconjunto cerrado y denso en niguna parte en X. Entonces X \ A es un abierto
densoen X. Sea % € kX \ X, entonces (X \A) € %, lo que implica que (X \A) U{% } es una vecindad
abierta de 7/. Por lo tanto,

x\AUEX\X)= |J &x\au{#z}

U exX\X

es abierto en kX . Por lo tanto kX \ [(X \A) U (xX \ X)] = A es cerrado en kX.

Proposicién 3.3.10. Sea % € kX \ X. Entonces 0% = % .

Demostracion. SeaV € 7%/, entonces VU{% } es una vecindad abierta de % en xX. Por lo tanto,
V=VU{%})nX € 0%.Esdecir % C 0%. Pero como % es un ultrafiltro abierto en X se sigue
que ﬁfg( =U.

X

Ahora veamos y estudiemos algunas propiedades de kN.
Proposicion 3.3.11. kN no es compacto.

Demostracion. Supongamos que kN es compacto. Como X € J#(N), entonces la funcién de
Katétov con respecto de X, f : kN — X, cumple, por la Proposicién 3.3.7, que f[kN] = X. Como
f es continua se sigue que X es un compacto, lo cudl es una contradiccion. Por lo tanto kN no es

compacto.
X

Proposicion 3.3.12. kN es Urysohn.

Demostracion. Sean p,q € kN con p # gy sean U,V C kN vecindades abiertas ajenas de py ¢
respectivamente en kKN. Entonces U NNy V NN son abiertos-cerrados ajenos en N, lo que implica,
por la Proposicién 3.3.9 (3),

0= CZKN[U ﬂN] ﬂClKN[V ﬂN] = clinU NelnV.

Por lo tanto, kN es Urysohn.
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Hasta ahora tenemos que X, %, #; y kN son extenciones H-cerradas de N tales que X, #, #; <
kN. Mads atn, las extensiones H-cerradas X, %", #; y kN no son equivalentes por pares.

Abhora trataremos el problema de cuando una funcién continua entre espacios f : X — Y se extien-
de continuamente a una funcién F : kX — kY. Como veremos en el siguiente Teorema los p-mapeos
(introducidos en el capitulo 2 de la seccién 2.2) dan solucién a este problema.

Teorema 3.3.13. Sea f : X — Y una funcién continua. Entonces existe F : kKX — kY que extiende
continuamente a f si y s6lo si f es un p-mapeo.

Demostracion. Demostremos la necesidad. Supongamos que f se extiende continuamente a una
funcién F : kX — kY. Sea 2 una p-cubierta de Y. Supongamos que f~! [2] no es una p-cubierta.
Entonces {X \ cly f~'[U] : U € 2} tiene la propiedad de interseccién finita, y por lo tanto existe un
ultrafiltro abierto libre %/ que lo contiene. Si F(% ) € Y, entonces existe V € 2 tal que F(% ) € V.
Por lo tanto % € F~![V], entonces existe U € % tal que UU{% } C F~![V], lo que implica que
U=Uu{Z})NnX CF'V]NX.Porlo tanto F~'[V]NX € %, pero F~'[V]NnX = f~1[V], lo cuidl
es una contradiccion ya que X \ clx f~'[V] € % . Por lo tanto F(% ) =¥ € kY \ Y. Como 2 es una
p-cubierta, existe una subfamilia finita .’ de 2 tal que |J.¥ es denso en Y. Como ¥ es maximal,
entonces existe U € . tal que U € ¥ Por lo tanto F~![{#'} UU] es un abierto que contiene a % .
Pero f~'[U] = F~'[{#}UU]NX € % lo cuil es una contradiccién ya que X \ clx f~'[U] € % . Por
lo tanto f~![.2] es una p-cubierta.

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que f es un p-mapeo. Sea 7/ un ultrafiltro abierto
libre en X, y sea

@G :={VC_CY:VesabiertoenY y f[U] CV paraalginU € % }.

Es claro que ¢ es un filtro abierto en Y.

Caso 1. Supongamos que ¢ es un filtro abierto libre. Afirmamos que ¢ es un ultrafiltro abierto.
Sea V un abierto en Y. Entonces para cada y € FryV, existe una vecindad abierta W, de y tal que
W, 9. Sea 2:={V,Y \clyV}U{W,:y€ FryV}, entonces 2 es una p-cubierta de Y. Por hipotesis
f~12] es una p-cubierta de X. Por lo tanto existe . C 2 subfamilia finita tal que Uy f~' [W]
es denso en X, a saber . := {V,Y \ c¢/lyV}. Por la maximalidad de %, existe Uy € ./ tal que
f~YUo] € % . Entonces Uy € 4. Donde Uy =V 6 Uy =Y \ clyV. Por lo tanto & es un ultrafiltro
abierto.

Caso 2. Supongamos que ¢ es un filtro abierto no libre. Entonces existe z := zjy| € N{clyW :
W € ¢}. Afirmamos que ¢ converge a z. Sea V una vecindad abierta de z. Para cada y € FryV, existe
una vecindad abierta W, de y tal que z ¢ clyW,,. Por lo tanto 2 :={V,Y \ clyV}U{W, :y € FryV}.
Entonces 2 es una p-cubierta de Y. Como en el Caso 1, existe Uy € 2 tal que f~![Uy] € % . Como
z ¢ clyW, para cada y € FryV y ademds z ¢ cly[Y \ clyV], entonces Uy = V. Por definicién de ¢,
V € ¢. Por lo tanto ¢ converge a z.

Definimos F : kX — Y dada por F(x) = f(x) six € X,y si Z € kX \ X entonces

) :{ Z

Es claro que F es una extension de f. Afirmamos que F es continua. Como X (respectivamente V)
es abierto en kX (respectivamente kY), entonces F es continua en cada punto de X. Sea % € kX \ X.

¢ si¥ es un filtro abierto libre,
@) s1¢ esun filtro abierto no libre.
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SiF(%)=% € xY\Y,seaW, € 4. Por definicién de F, existe U € % tal que f[U] C W. Por lo
tanto {% } UU es una vecindad abierta de % en kX tal que F[{% } UU] C {¢} UW), lo que implica
que F es continua en % .

Si F(%)=zy) €Y,seaV una vecindad abierta de zj) en Y. Es claro que V' es un abierto en kY.
Entonces V € ¢, y por lo tanto existe U € % tal que f[U] C V. Por lo tanto {% }UU es una vecindad
de % en kX tal que F[{% } UU] C V, es decir F es continua en % .

Por lo tanto F' es una extension continua de f.
X

Notacion 3.3.14. Sea f : X — Y un p-mapeo. Denotamos a su extension continua F : kX — kY
como Kf.

Proposicion 3.3.15. Sean Y,Z € E[X]. Si Z < Y, entonces kZ < kY.

Demostracion. Como Z <Y, entonces existe una funcién continua f : ¥ — Z tal que f|x = Idy.
Basta demostrar que f es un p-mapeo. Sea 2 una p-cubierta de Z. Es claro que f~! [2] es una
cubierta de Y. Como 2 una p-cubierta de Z, entonces existe una subfamilia finita . C 2 tal que
U.# es denso en Z. Entonces J{U NX : U € .} es un abierto denso en X. Como

J{unx:ves} i 'U):u e 7y,

{f~'U]:U € &} es una subfamilia finita de f~![2] cuya unién es densa en Y. Por lo tanto f es
un p-mapeo. Por lo tanto f se extiende continuamente a una funcién Kf : kY — kZ. Por lo tanto
KZ < kY.

X

Proposicion 3.3.16. Sea A un subespacio cerrado de X. Entonces la funcién inclusién i : A — X
es un p-mapeo si y solo si clxxA y KA son extensiones equivalentes de A.

Demostracion. Demostremos la suficiencia. Supongamos que cl,xyA y KA son extensiones equi-
valentes de A. Entonces existe F : KA — clxxA, homeomorfismo, tal que F|4 = Idy = i. Por lo tanto
F es una extension continua de i. Por el teorema anterior i es un p-mapeo.

Ahora demostremos la necesidad. Supongamos que i es un p-mapeo. Por lo tanto i tiene una ex-
tensién continua ki : kKA — kX. Afirmamos que ki(kA) = clgxA. Es claro que ki(kA) es un conjunto
cerrado en kX tal que A C ki(kA), lo que implica que clxxA C ki(kA). Por otro lado como i es
continua entonces

Ki(KA) = Ki(cleaA) C cliex[Ki(A)] = clixA.

Por lo tanto ki(kA) = clxA es H-cerrado. Por demostrar que clxxA =4 KA.
Afirmacion 1. clgxA es una extension simple.

Como A es un subespacio cerrado de X, entonces A = clyA = clyxxANX. Y como X es un abier-
to en kX, entonces clixA N X es un abierto en clixA. Es decir A es abierto en cl,xA. Por lo tanto
clyxA \ A es un subespacio cerrado discreto en clixA, ya que clixA\A C kX \ X y kX \ X es un
subespacio cerrado discreto en kX . Por la Proposicion 3.2.14 clxA es una extension simple. Es decir
ClK-xA = (Cl,(xA)“.
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Afirmacion 2. Tea = Tia.

Es claro que si p € A, entonces ﬁfl A= OP . Sea 7/ un ultrafiltro abierto libre en A, entonces
KX KA

por la Proposicién 3.3.10 & ,2/4 =9 y como clxxA es H-cerrado, entonces existe p € clcxA\ A tal que

Of .4 C % . Bastademostar que 0, =% .
Como p € clgxA\ A, p es un ultrafiltro abierto libre en X y ﬁZKXA ={UNA:U¢€p}.SeaV CA

abierto en A tal que WNV # ( para cada W € ﬁ’gKX 4- Como V es abierto en A, entonces existe Vj
abierto en X tal que V = VN A. Por lo tanto VyNU # 0 para cada U € p y como p es un ultrafiltro
abierto en X, entonces Vp € p. Por lo tanto V € & ZKX 4~ Es decir ﬁZKX 4 €s un ultrafiltro abierto en A y

como ﬁ’SKXA C % . Entonces ﬁSKXA =% . Por lo tanto T n = Tia.

Por el Teorema 3.2.19 (clxxA)y =4 kKA. Como clxxA = (clxxA)y, entonces clxA =4 KA.

Proposicion 3.3.17. Sea {Z, : @ € J} una familia finita de espacios. Entonces

aeJ act

K (@(Za X {O‘}>> =@ pes(Zax{a}) @(Kza x{a}).

Demostracion. Sea &7 := @ c;(Zy x {0t}). Como Zy x {a} es abierto y cerrado en <7, la fun-
cién inclusion i : Zy X {a} — <7 es una funcién continua y abierta para cada o € J. Por la Proposicion
2.2.11, i es un p-mapeo y por la Proposicion 3.3.16 tenemos que

Clmzf(za X {OC}) =Zgx{a} K(ZOC X {OC}) =Zu KZg.

Afirmamos que cly7(Zg x {0 }) es abierto en k.o paracada & € J,y ¢l (Zo x {0t}) Nelyoy (Zg X

{B}) =0cona#p.

Pero esto es consecuencia de la Proposicion 3.3.9 (3), ya que Zy x {ot} es abierto-cerrado en o7
para cada o € J. Por lo tanto

ko = clyy [U (Zo {a})] = | clew (Za x {a}) = P clicer (Za x {a}) =y ED(KZo x {at}).

aet aet act act

X

3.4. La Extension de Fomin X

Definiciéon 3.4.1. Dado un espacio X. La extension estricta (kX )y se le denomina la Extension de
Fomin y serd denotada por ¢ X.

Es claro que una extensiéon de Fomin es una extension H-cerrada por la Proposicién 3.2.18. Y
ademds el conjunto {oxxU : U es abierto en X} es una base abierta para cX. También es importante
observar que kX y oX tienen el mismo conjunto base, aunque como espacios topolégicos puedan
ser distintos, se dardn condiciones necesarias y suficientes de cuando estos espacios kX y X son
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equivalentes, véase Teorema 3.4.18.
Proposicion 3.4.2. Sea X un espacio. Entonces
1. Si p € kX, entonces 0%y, = 07
2.Si % € kX \ X, entonces ﬁ’%( = ﬁ’g& =9.

Demostracién. 1. Sea p € kX. Como kX = (kX), y 6X = (kX)y, por la Proposicién 3.2.15,

= 0", .Porlo tanto, O, = 07,

P
o (KX )u

(kX)y

2. Por la Proposicién 3.3.10, % = 6”%{, y por (1) concluimos que 0’% = ﬁZ/X =Y.

Por la proposicion anterior, o5xU = 0xxU para cada U C X abierto en X.
Proposicion 3.4.3. Sea Y € {kX,0X} y seaU C X abierto en X. Entonces
oyU=U0U{¥9cY\X:U€c¥}.
Demostracion. Sea .7 :=UU{¥Y €Y \X :U € ¢}. Es claro que .# es un abierto en kX tal
que . NX = U. Por la Proposicion 3.2.3 se tiene que .#Z C oxxU y como oyU = o,xU, entonces

,///QOYU.

SeapecoyU.SipcoyUNX=UC .#.Sip¢€oyU\X, entonces U € & = p. Por lo tanto
pEM.

Por lo tanto .#Z = oyU.
X

Cuando no exista ambigiiedad, se va a trabajar con oU en vez de o,xU 6 o5xU para no abusar de
la notacion.

Proposicion 3.4.4. Sea X un espacio, sea Y € {kX,0X} y sean U,V abiertos en X. Entonces
1. clyU = clxU UoU.
2. o(intx [clxU]) = intx[clx U] UoU.

3.Sea A C X. Si A es un subconjunto cerrado y denso en niguna parte de X, entonces A es cerrado
enY.

4o0(UUV)\X = (oUUoV)\ X.
5.Y\X)\oU =o(X\clxU)\ X.
Demostracion. 1. Basta demostrar que clyU \ X = oU \ X. Tenemos que % € clyU \ X siy s6lo

si VNU # 0 para cada V € %, lo que implica que U € % . Por otro lado % = ﬁ’;&. Por lo tanto,
UeUsiysdlosi% € oU\X.
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2. Basta demostrar que o(intx[clxU]) \ X = oU \ X. Sea % € o(intx|[clxU]) \ X, lo que implica
que intx[clxU] € 6’;2/ = 7. Como 7% es un ultrafiltro abierto en X, entonces 0 # V Nintx[clxU] C
V NeclxU para cada V € %, es decir VN U # 0 para cada V € %, lo que implica que U € % .
Por lo tanto, intx[clxU] € % siy sdlo si U € % = O} siy sélosi € oU \ X. Por lo tanto,
o(intx[clxU])\ X = oU \ X.

3. Sea A C X un subconjunto cerrado y denso en niguna parte de X, como X \ A es un abierto
denso en X, entonces para cada 7 € Y \ X se tiene que X \A € %, es decir Y \ X C o(X \ A). Entonces
Y\o(X\A) CX, es decir

Y\o(X\A) = (Y \o(X\A))NX =X\ o(X \A).

Por lo tanto,
Y\o(X\A)=X\o(X\A) =X\ (X\A) =A.

Por lo tanto A es cerradoen Y.

4. Sea % € o(UUV)\ X, entonces UUV € 6}/ = % . Supongamos que U ¢ 6 yV ¢ G .
Entonces como ﬁg/ es un ultrafiltro abierto, existen W,y € ﬁg/ y W e 6’;2/ tales que U NWy =0 =
V N W;. Como WyNW; € 0, entonces (WoNW;) N (UUV) € 67, pero

(WoﬂWl)ﬂ(UUV) = [(W()ﬂWQﬂU]U[(WQﬂWQﬂV] - (UﬂWo)U(WlﬂV) =0.

Lo cuél es una contradiccion. Por lo tanto, U € ﬁ?/ ovn ﬁg/ siy sélo si Z € oU UoV.

Por otro lado, sea p € (oU UoV) \ X, supongamos sin pérdida de generalidad que p € oU \ X,
entonces U € 07, 1o que implica U UV € &F. Por lo tanto, p € o(U UV).

Por lo tanto, o(UUV)\ X = (oU UoV) \ X.

5. Es claro que FrxU es un conjunto cerrado y denso en ninguna parte de X, y X \ FrxyU =
UU (X \ clxU), entonces por (3), Y \ X C o(X \ FrxU) y por (4) concluimos que,

Y\X=0X\FrxU)\X =o(UU (X \clxU))\X = (oU\X)U (o(X \ cIxU) \ X).
Por la Proposicion 3.2.2 (4), oU No(X \ cIxU) = 0. Concluimos que

(Y\X)\oU = (o(X \cIxU)\X)\oU = o(X \ clxU)\ X.

Proposicion 3.4.5. Existe un ®-homeomorfismo de kX en 6X.

Demostracion. Sea Id : kX — oX la funcién identidad. Sea p € kX y U € 0P, entonces Id[U U
{p}] CoU.Por lo tanto Id es una funcién continua y suprayetiva. Por otro lado, seap € kX yU € 0P,
entonces p € oU y por las Proposicién 3.4.4 (1) Id~'[clsxoU] = clxU UoU = clxxU, es decir Id ™!

es O@-continua en p. Por lo tanto, Id es ®-homeomorfismo.
X

Como vimos anteriormente kX y oX estdn muy relacionados. Sin embargo, existen diferencias
entre estos dos espacios, una de ellas es que X \ X no es necesariamente discreto y la otra, X no es
necesariamente abierto en 0X. Seguiremos estudiando estos dos espacios y como se relacionan entre
ellos.
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Definicion 3.4.6. Sea Y una extension de un espacio X. El espacio X se dice que esta hipercombi-
natorialmente encajado en Y si para cualesquiera 'y H conjuntos cerrados en X se tiene que FFNH
es denso en ninguna parte en X, entonces clyF NclyH = FNH.

Proposicion 3.4.7. Si X esta hipercombinatorialmente encajado en Y, entonces & es un ultrafil-
tro abierto para cada p € Y \ X.

Demostracion. Supongamos que X estd hipercombinatorialmente encajadoen Y. Sea p € Y \ X,
y sea U C X abierto en X. Basta demostrar que U € 0P 6 X \ clxU € OP.

Sea F :=clxU y G := clx[X \ cIxU]. Afirmacion 1. p ¢ clyF 6 p ¢ clyG.

Tenemos que
FNGC CleﬂClx[X\U] =FrxU.

Dado que la frontera de un conjunto abierto en un espacio, es denso en ninguna parte y como
FNG C FrxU, entonces F NG es denso en ninguna parte en X. Como X esta hipercombinatorial-
mente encajado en Y, se sigue que clyF NclyG = FNG. Por lo tanto p ¢ clyF NclyG C X, ya que
peY\X.

Por lo tanto, p ¢ clyF 6 p ¢ clyG.
Afirmacion 2. Supongamos que p ¢ clyF, entonces X \ cIxU € OP.

Como p ¢ clyF, entonces p € Y \ clyF.SeaW := (Y \ clyF)NX, entonces W € OF y
W=X\clyF CX\F =X\ clxU.

Por lo tanto, X \ clxU € OP.
X

Proposicion 3.4.8. Sea X un espacio. Si A C X es cerrado y % es un ultrafiltro abierto de X tal
que UNA # 0 para cada U € %, entonces U NintxyA # 0 paracada U € % .

Demostracion. Es claro que si A es un conjunto denso en ninguna parte en X, entonces X \ A es
un abierto denso en X. Como 7/ es un ultrafiltro abierto, entonces X \ A € %, pero AN (X \A)=01o
cudl es una contradiccion. Por lo tanto intyA # 0. Como A es cerrado, entonces A = FryA UintxA.

Afirmamos que intx [FrxA] = 0. Supongamos que intx [FrxA] # 0, entonces intx [FrxA] C A, lo que
implica que intx [FrxA] C intxA. Como intx [FrxA] # 0, por lo tanto FrxA NintxA # 0 lo cudl es una
contradiccion, es decir FryA es un conjunto denso en ninguna parte en X. Por lo tanto X \ FryA € % .

Supongamos que existe Uy € % tal que Uy NintxA = 0. Como X \ FrxA = (X \ A) U (intxA) es un
abierto denso en X, entonces X \ FryA € 7/. Por lo tanto Uy N (X \ FrxA) =UyN (X \A) € % . Pero

[UpN (X \A)]NA =0 lo cudl es una contradiccion. Por lo tanto U NintxA # 0 paracada U € % .
X

Proposicion 3.4.9. Supongamos que X esta hipercombinatorialmente encajadoen Y. Sean Fy, ..., F;,
conjuntos cerrados de X, con n € N, tal que (), F; es denso en niguna parte en X. Entonces (| clyF; =
n
1 .
=111
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Demostracion. Es claro que (_; F; C (', clyF;. Sea p € (' cly F;. Supongamos p ¢ (', F;,
entonces existe ip € {1,...,n} tal que p ¢ F;,. Por otro lado, como Fj, es cerrado en X, entonces
F;, = clxF;, = clyF;,NX y como p € clyFj,, entonces p € Y \ X. Como X esta hipercombinatorialmente
encajado en Y, entonces 0P es un ultrafiltro abierto en X. Dado que p € clyF; paracadai€ {1,...,n},
para cada W C Y abierto en Y, con p € W, se tiene que W N F; # (0, es decir para cada U € 07,
U N F; # 0. Entonces por la Proposicion 3.4.8 intx ;U # @ paracadaU € 0P ei € {1,...,n}. Como
O es un ultrafiltro abierto, entonces intx F; € O paracadai € {1,...,n}, entonces (., intxF; € OP,
es decir 0 # (., intx F; lo cudl es una contradiccién ya que (i intxF; C (i, F; y (i Fi es denso
en niguna parte en X. Por lo tanto p € ", F;.

Por lo tanto N cly F; = (i, F;
X

Proposicion 3.4.10. Sea Y un espacio H-cerrado. Si X estd hipercombinatorialmente encajado en
Y, entonces X <Y < kX.

Demostracion. Es claro que Y < kX. Basta demostrar que X < Y. Sabemos que 6X = (kX)y
y kX = (kX). Por el Teorema 3.2.19 basta demotrar que Ty = Tyx.

Es claro que si x € X, entonces Oy = 0. Seap € Y \ X, y sea % := 0. Como X estd hipercom-
binatorialmente encajado en Y, entonces %/ es un ultrafiltro abierto libre en X, es decir % € kX \ X
y por la Proposicién 3.3.10 ﬁxx =9 . Lo que implica que 0% = ﬁ%(. Por lo tanto, Ty C Tyy.

Sea 7 un ultrafiltro abierto libre en X, entonces ¥ = &0 {X € Tix. Entonces
Ty ={W CY :WesabiertoenY y WNX € ¥},

el cudl fue definido en la demostracién del Teorema 3.3.3 (1), es un ultrafiltro abierto en Y. Como Y
es H-cerrado, entonces .| [¥] converge a un punto yy € Y \X.

Afirmamos que 0} = 0Ly = V.

En efecto, por como se definio la funcién de Katétov f : kX — Y, ésta cumple que f(#) =yy siy
solo si 03 C ﬁ,z/ , consecuencia de la Proposicion 3.3.6. Por otra parte como X estd hipercombina-
torialmente encajado en Y, entonces ﬁ’;”’ es un ultrafiltro abierto en X. Entonces por la maximalidad
de 0} se tiene que

Oy =0k ="7.
Por lo tanto Ty = Txx. Lo que implica que
oX = (kX)y XY 2 kX = (kX)y.
X

Proposicion 3.4.11. Sea Y un espacio H-cerrado. Entonces Y =x kX siy s6lo si Y \ X es un subes-
pacio cerrado discreto de Y y X estd hipercombinatorialmente encajado en Y.

Demostracion. Demostremos la suficiencia. Como Y \ X es un subespacio cerrado discreto en Y,
entonces Y es una extension simple de X, es decir Y =Y),. Por otro lado, como X esta hipercombina-
torialmente encajado en Y, entonces Ty = Tyx. Por lo tanto, ¥, =x (kX) u- Esdecir Y =x kX.
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Ahora demostremos la necesidad. Tenemos que Y, es una extension H-cerrada de X, lo que im-
plicaY, X kX =x Y esdecir Y, <Y, peroY <XY,. Por lo tanto, ¥ =¥}, es decir Y es una extension
simple de X, lo que implica que Y \ X es un subespacio cerrado discreto de Y. Demostremos que X
estd hipercombinatorialmente encajado en Y.

Sean F,G C X conjuntos cerrados en X, tal que F N G es denso en ninguna parte de X.
Afirmamos que clyxF NcliexG = FNG.

Sea v € clyxF NclgxG. Si v € X, entonces v € F N G. Supongamos que v € kX \ X, es decir v
es un ultrafiltro abierto libre en X. Como F NG es un conjunto cerrado y denso en ninguna parte
de X, entonces X \ (F N G) es un abierto denso en X y como v es un ultrafiltro abierto en X, en-
tonces X \ (FNG) = (X \F)U (X \ G) € v. Entonces es claro que X \ F € v 6 X \ G € v, ya que si
este no fuera el caso, entonces X \F ¢ vy X \ G ¢ v, y esto implica intxF = X \ clx[X \F] €vy
intxG =X \ clx[X \ G] € v, es decir 0 = intx[F NG| = intx F NintxG € v lo cudl es una contradiccion.
Por lo tanto, X \F € v6 X \ G € v.

Supongamos sin pérdida de generalidad que X \ F € v, entonces W := {v} U (X \ F) es una ve-
cindad abierta de v en kX tal que W N F = 0, es decir v ¢ cl,xF lo cudl es una contradiccion. Por lo
tanto concluimos que clix F NclgxG = FNG.

Como kX =y Y, existe un homeomorfismo H : kX — Y tal que H|x = Idx. Entonces por con-
tinuidad de H, se tiene H|clxxF] C cly(H[F]) = clyF. Por otro lado H es una funcién cerrada
y como F C clxF, esto implica H[F| C HlclxF], entonces clyH[F] C H[clcxF]. Por lo tanto,
HlclcxF] = clyF. Andlogamente H [clxx G| = clyG. Por lo tanto,

FNG= H[F N G] = H[CleF ﬂcl,ch] = H[CleF] ﬁH[CleG] =clyFNclyG.

Es decir, FNG = cly F NclyG. Por lo tanto, X estd hipercombinatorialmente encajado en Y.
X

Proposicién 3.4.12. Sea Y un espacio H-cerrado. Entonces Y =y 6X siy s6losi {clyA: A C X}
es una base cerrada para Y y X estd hipercombinatorialmente encajado en Y.

Demostracion. Demostremos la suficiencia. Como {clyA : A C X} es una base cerrada para Y,
entonces Y es una extension estricta de X, es decir Y =Y,,. Por otro lado, como X estd hipercombina-
torialmente encajado en Y, entonces Ty = Txx. Por lo tanto, ¥, =x (kX)y. Es decir Y =x oX.

Ahora demostremos la necesidad. Como cX =y Y, existe un homeomorfismo H : cX — Y tal
que H|x = Idx. Es claro que H [clsxA] = clyA para todo A C X. Ademas la funcién H manda bases
cerradas de 0X, en bases cerradas de Y. Por lo tanto {clyA : A C X} es una base cerrada para Y, es
decir Y =Y,. Demostremos que X estd hipercombinatoriamente encajado en Y.

Sean F,G C X conjuntos cerrados en X, tal que F' N G es denso en ninguna parte de X. Sea
U € (cloxF NclgxG) \ X. Como X \ (F NG) es un abierto denso en X, lo que implica que (X \ F)U
(X\G)=X\(FNG) €% .Porlo tanto, X\ F € % 6 X\ G € % . Supongamos sin pérdida de ge-
neralidad que X \ F € %. Sea U := X \ F, dado que % = 6/ y U € % . Por lo tanto, % € oxxU y
oxxU es un abierto bésico en 6X tal que o, xUNF =0 xUNXNF =UNF = (X\F)NF =0,es
decir % ¢ clsx F 1o cuél es una contradiccion.
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Por lo tanto (clgxF NclsxG) \ X = 0, 1o que implica que cloxF NcloxG C X y
cloxF NclgxG = (Clng N Clng) NnX = (Clng ﬂX) N (ClngﬂX) =clxFNclxG=FNQG.
Por lo tanto clgx F NclexG = FNG.

Por otro lado, tenemos H|[clsxF] = clyF y H[clsx G| = clyG. Por lo tanto,
FNG= H[F N G] = H[Clo-xF N Clng] = H[Cl(;xF] ﬂH[Clng] =clyFNclyG.

Es decir, FNG = cly F NclyG. Por lo tanto, X estd hipercombinatorialmente encajado en Y.

Definicion 3.4.13. Un espacio X es casi H-cerrado si | kX \ X |< 1.

Proposicion 3.4.14. Un espacio X es casi H-cerrado si y s6lo si para cada pareja de abiertos ajenos
U y V se tiene que clxU 6 clxV es H-cerrado.

Demostracion. Demostremos la necesidad. Sean U,V C X abiertos ajenos en X. Si kX \ X =0,
es decir X no tiene ultrafiltros abiertos libres, lo que implica que todo ultrafiltro abierto en X converge.
Por lo tanto X es H-cerrado, entonces clxU y clxV son H-cerrados.

Supongamos que kX \ X = {# }, entonces U € .# 6 X \ clxU € .%. Supongamos sin pérdida de
generalidad que U € %, entonces X \ clxU ¢ % y como V C X \ cIxU, entonces V ¢ .Z, es decir
clxV = clxV. Como clixV es un subespacio H-cerrado, clxV es un subespacio H-cerrado.

Ahora demostremos la sificiencia. Supongamos que |kX \ X| > 2. Sean .#,¥ € kX \ X con
F # % . Entonces por la maximalidad de Z# y ¢, existen U € # \ ¥ yV € 4\ .¥ talesque UNV = 0.
Por otro lado como U y V son abiertos en kX, entonces clxxU = clxU U{.Z } y clixV = clxVU{¥}
son subespacios H-cerrados. Afirmamos que clxU y clxV no son H-cerrados.

Supongamos que clxU es H-cerrado. Como U € .%, entonces W NclxU # () para cada W € .%.
Como clxU es un H-cerrado, en particular un H-conjunto, por la Proposicion 2.3.6, ax (%) NclxU #
0, es decir ax (%) # 0, 1o cudl es una contradiccion. Por lo tanto, clxU no es H-cerrado. De manera
andloga se demuestra que clyV no es H-cerrado. Por lo cudl es una contradiccién a nuestra hipétesis.
Por lo tanto |kX \ X| < 1.

X

Proposicion 3.4.15. Sea A C X y A es casi H-cerrado. Entonces clxA \ A tiene a 1o mds un punto.

Demostracion. Supongamos que |clxA \ A| > 2. Sean X,y € cIxA\ A con X # y y sean Uvcx
abiertos en X conx€ U yye Vtalesque UNV =0. Sean U :=UNAyV:=VNA.UyV son
abiertos ajenos en A. Como A es casi H-cerrado, entonces clyU 6 cl4V son H-cerrados. Supongamos
sin pérdida de generalidad que cl4U es un subespacio H-cerrado. Entonces cl4U es un conjunto
cerrado en X que contiene a U. Como X es un punto de acumulacién de U, x € claU C A, lo cudl es
una contradiccién ya que X ¢ A.

X
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Proposicion 3.4.16. Sea U C X abierto en X. El conjunto osxU \ U contiene a lo més un punto si
y solo si clxU es casi H-cerrado.

Demostracion. Demostremos la necesidad. Sea U C X un abierto en X tal que |ogxU \ U| < 1.
Como 05xU = 0xxU a osxU lo denotaremos simplemente como oU. Afirmamos que

clix [clxU] =qv K(clxU).

Como clgxU = clxU UoU. Entonces clxU C clixU, lo que implica que clix[clxU] C clixU.
Por otro lado, U C clxU, entonces clixU C clix[clxU]. Por lo tanto clix[clxU] = clxxU, es decir
Cle[Cle] =clxUUoU.

Como U C X es abierto en X, entonces la funcion inclusion i : U — X es una funcién continua y
abierta. Por lo tanto i es un p-mapeo. Por el Teorema 2.2.14 (1), la funcién inclusién j : clxU — X es
un p-mapeo.

Por lo tanto clix [clxU] =q,v k(clxU). Como clix|[clxU]\ clxU =oU\U y |oU\U| < 1. En-
tonces |k(clxU) \ cIxU| < 1. Por lo tanto cIxU es un subespacio casi H-cerrado.

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que clxU es casi H-cerrado. Por la Proposicion
3.4.15, |clix[clx U] \ clxU| < 1. Como clix[clxU] \ clxU = oU \ U. Por lo tanto |ogxU \U| < 1.

X

Proposicion 3.4.17. Sea X un espacio y sea p € kX \ X. Entonces kX \ {p} es casi H-cerrado.

Demostracion. SeaY := kX \ {p}. Sean U,V CY abiertos ajenos en Y. Entonces existen abiertos
Wo,W C kX en kX, talesque U =WyNY yV =WnY.

Afirmamos que p ¢ clixWo NclixW. Basta demostrar que p & clix [Wo N X] N cliex [W N X].

Es claro que WoNX CWoNY =UyWNX CWNY =V ycomo UNV =0, entonces (WoNX)N
(WNX) = 0. Por la Proposicion 3.3.9 (2),

(Cle[WO ﬂX] ﬂCle[W ﬂX])\X =0.
Como p € kX \ X, se cumple
p ¢Cl;<x[W0ﬂX]ﬂClxx[WﬂX].

Por lo tanto
p §é clixWoNcelixW.

Supongamos que p ¢ clixWy. Por lo tanto clxWy C Y. Como Y es denso en kX, ya que X C 7Y,
tenemos

clyU = cliex [W() N Y] NY = clyx [W() ﬂclka] NY = clixWoNY = clixWy.

Como clixWy es un subespacio H-cerrado, entonces clyU es un subespacio H-cerrado. Por la
Proposicion 3.4.14, Y es un espacio casi H-cerrado.

X
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Teorema 3.4.18. Las siguientes proposiciones son equivalentes.
1. kX =x oX.

2. kX \ X es finito.

3. X es la unidn finita de subespacios casi H-cerrados.

Demostracion. [1 = 2] Supongamos que kX =x 0X. Sea .# € kX \ X y sea U € .%. Como
kX =x oX, entonces existe una familia de abiertos {V; : i € I} en X, tal que

(HoVizie} =vu{Z}.

Por lo tanto existe ip € I tal que .# € oV}, siy s6losi V;, € 07 = Z. Definimos U 7z :=V,,.Es
claro que oUz C U U{.Z }. Por lo tanto

oUg =oUz N(UU{F})=(UzU{¥ e kX \X: Uz €9})NUU{F}) =UzU{F}.
Por lo tanto oU gz = Uz U{.%# }. Afirmamos que clix[oUz| = clxUz U{.# }. En efecto,
clix[0U z]| = clix[Uz U{F}| = clxxUg Uclix{F } = clx Uz UoUz U{F } = clxUz U{F}.

Por lo tanto clgx[oU z| = clxUgz U{.F }.

Sea x € X, como X es abierto en kX y kX =x 0X, existe U, C X abierto en X, con x € Uy tal que
oU, C X. Ademas como U, C oU, C X, entonces clixU, = clxU,UoU, C X.

La coleccion {Uz U{.F}: F € kX \X}U{U, : x € X} es una cubierta abierta en kX. Como kX
es H-cerrado, existen S C kX \ X y F C X, conjuntos finitos, tales que

kX = | chx[Uz U{FHU | clexUs = | (clxUz U{F}) U | (clxUrUoUx).
FeSs x€F FeS x€F

Entonces kX \ X C [JS. Por lo tanto kX \ X es finito.

[2=-1] Si kX \ X es finito, entonces 6 X \ X es finito. Por lo tanto 6X \ X es un subespacio cerrado
discreto en 0X. Como X estd hipercombinatoriamente encajado en 0X, entonces kX =y 0X.

[2 = 3] Supongamos que kX \ X es finito. Es decir kX \X ={.%;:i€{1,....,n}}.Seai € {1,...,n}
fijo. Como .%; # % paracada j € {1,...,n} \ {i}, y por la maximalidad de .%;, existe V;; € .%; \ .Z| tal
que U; := (=, Vij € Z;. Por lo tanto, tenemos una familia de conjuntos abiertos {U; : i € {1,...,n}}
tal que U;NU; =0 con 1 <i< j<n. SeaU:=X\UL,clxU;. Es claro que X = J_ clxU;. Afir-
mamos que para cada i € {0,1,...,n} el subespacio clxU; es casi H-cerrado.

Para i = 0 tenemos que para cada i € {1,...,n}, Uy C X \ cIxU;. Como X \ cIxU; ¢ .%;, entonces
Uy ¢ %;. Por lo tanto oUp \ Uy = 0, lo que implica que clxUy es casi H-cerrado.

Para i € {1,...,n}, se tiene que oU; \ U; = {.%;}. Por lo tanto clxU; es casi H-cerado para cada
ie{l,...,n}.

Por lo tanto X es la unidn finita de subespacios casi H-cerrados.
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[3=2] Sea ¥ :={V; C X :i €I} una familia finita de subespacios casi H-cerrados tal que X =
U7". Como X es denso en kX,

KX = ClK‘XX - CZK'X |:ij| - UCIK'X‘/I

iel

Lo que implica que
KX\ X = J(clexVi\ X) €| J(clexVi\ Vi)

icl icl
Como V; es casi H-cerrado, entonces |clxV; \ V;| < 1. Por lo tanto kX \ X es finito.
X

Proposicion 3.4.19. Sea {Z, : a € J} una familia finita de espacios casi H-cerrados. Entonces

o (@(Za X {0‘})> =@, (Zox{a}) D (0Za x {a}).

acl oeJ

Demostracion. Sea .7 := @ c;(Zq x {0t}). Como o7 es la unién finita de subespacios casi
H-cerrados, entonces por el Teorema 3.4.18 y por la Proposicion 3.3.17 tenemos

0 =y kK = P (KZg x {a}).

act

Por otro lado, como Z es un subespacio casi H-cerrado para cada o € J, es decir kZy \ Zy es
finito. Entonces por el Teorema 3.4.18 kZy =z, 6Z para cada o € J. Por lo tanto

od =y P(kZo x {a}) = EP(0Za x {at}).

ael ael

3.5. Las Extensiones H-cerradas por un punto X" y X*

Definicion 3.5.1. Un espacio X es localmente H-cerrado si todo punto de X tiene una vecindad
H-cerrada. Una extension Y de un espacio Z es una extension H-cerrada por un punto de Z si Y es
H-cerradoy Y \ Z = {p}.

Es claro que cualquier espacio H-cerrado es localmente H-cerrado. Sin embargo, no todo espacio
localmente H-cerrado es un espacio H-cerrado. Como lo muestra los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.5.2. 1. Sea X un espacio discreto e infinito. Entonces X es un espacio localmente H-
cerrado, que no es H-cerrado. En particular N es localmente H-cerrado.

2. Cualquier espacio localmente compacto que no sea compacto es tambien un espacio localmente
H-cerrado que no es H-cerrado. Esto ya que si X es localmente compacto, entonces X es Tychonoff.
Por lo tanto si X fuera H-cerrado, entonces X seria compacto, lo cudl seria una contradiccion.
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Proposicion 3.5.3. Sea X un espacio. Entonces X es un espacio localmente H-cerrado si y sélo si
para toda x € X existe un abierto U C X tal que x € U y clxU es H-cerrado.

Demostracion. La suficiencia es trivial.
Demostremos la necesidad. Sea x € X y sea V C X una vecindad H-cerrada de x. Entonces x €
intyV C V. Como V es H-cerrado, entonces V es cerrado en X y clx[intxV] C V. Sea U = intxV,

entonces U es un abierto en el subespacio V. Por la Proposicion 2.1.5, clyU es un subespacio H-
cerrado, pero clyU = clxU ya que clxU C V, es decir clxyU es H-cerrado.

X

Proposicion 3.5.4. Sea X un espacio y sea A C X. Si A es localmente H-cerrado, entonces A es
abierto en clyA.

Demostracion. Seax € A. Entonces existe W C A abierto de A tal que x € Wy c[4W es H-cerrado.
Entonces W = ANW, donde Wy C X es abierto en X. Afirmamos que x € clxyANWy C A.

Dado que clyW = clxWNA = clx[ANWp] NA, entonces clx[ANWp] NA es H-cerrado, en particular
clx[ANWy] NA es cerrado en X. Por otro lado, ANWy C clx[ANWy]NA. Por lo tanto,

clx[ANWy] C clx[ANWH|NA C A,

pero clx[clxANWy| = clx[ANWy], ya que Wy es abierto. Lo que implica que clxyA N Wy C A. Por lo
tanto, A es abierto en clyA.

X

Proposicion 3.5.5. Sea X un espacio. Las siguientes proposiciones son equivalentes

1. X es localmente H-cerrado.

2. X es abierto en 6X.

3.ParacadaY € E[X], X es abiertoen Y.

Demostracion. [1 = 2] Es consecuencia de la Proposicién 3.5.4.

[2 = 1] Sea x € X, entonces existe V C X abierto en X tal que x € V y ademds oV C X. Por la
Proposicion 2.1.5 se sigue que clgxV es H-cerrado, dado que clsxV = (clxV)UoV C X. Por lo tanto,
clsxV es una vecindad H-cerrada de x en X. Por lo tanto, X es localmente H-cerrado.

[1 = 3] Es consecuencia de la Proposicién 3.5.4.

[3 = 2] Es trivial.

Proposicion 3.5.6. Sea X un espacio casi H-cerrado. Entonces X es localmente H-cerrado.

Demostracion. Como X es casi H-cerrado, entonces | kX \ X| < 1. Por el Teorema 3.4.18, kX =x
o0X.Como X es abierto en kX, entonces X es abierto en 6 X. Por la Proposicion 3.5.5, X es localmente
H-cerrado.
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X

Proposicién 3.5.7. Sea {Z, : a € J} una familia finita de espacios casi H-cerrados. Entonces
Docs(Za x {0}) es localmente H-cerrado.

Demostracion. Como @c;(Zy % {o}) es la unién finita de subespacios casi H-cerrados, Zy x
{a}, por el Teorema 3.4.18,

K (@(Za X {05})> =@, (Zax{a}) O (@(Za X {05})> :
oct oct
Es decir @, c;(Zo x {a}) es abiertoen 6 (D (Zo x {a})). Porla Proposicion 3.5.5, @y (Za

{a}) es localmente H-cerrado.
X

Definicién 3.5.8. Sea X un espacio localmente H-cerrado y que no es H-cerrado. Definimos
Xoo := X U{oo} donde oo ¢ X.

1. Sea ¥ la interseccién de todos los filtros abiertos libres de X. Sea XV el espacio topoldgico
que tiene como conjunto base a X.. y cuya topologiaes {U : U es abierto en X fU{{ec} UV :V € ¥*}.

2. Sea " la interseccién de todos los ultrafiltros abiertos libres en X. Sea X* el espacio topo-
16gico que tiene como conjunto base a X. y cuya topologia es {U : U es abierto en X } U {{eo} UV :
Ve

Proposicion 3.5.9. 4= es un filtro abierto libre en X y X" es una extensién H-cerrada por un punto
de X.

Demostracion. Como X no es H-cerrado, entonces existe ¢ y ademas es claro que ¢ es un
filtro abierto en X. Supongamos que ax (94*) # 0. Sea p € ({clxV : V € 4> }. Como X es localmente
H-cerrado, existe U C X abierto en X tal que p € U y clxU es H-cerrado.

Supongamos que X \ cIxU € % para cada filtro abierto libre .% en X. Entonces X \ cIxU € 9.
Pero p ¢ clx[X \ clxU] ya que clx[X \ cIxU] = X \ intx[cIxU] y p € U C intx[clxU]. Por lo tanto
ax(4*) = 0 lo cudl es una contradiccion. Entonces existe un filtro abierto libre .%; en X, tal que
X\ clxU ¢ Fy. Como % es cerrado bajo supraconjuntos abiertos, entonces para cualquier W € %
se tiene W & X \ clxU. Es decir W NclxU # 0 para cualquier W € %. Por otro lado, como clxU es H-
cerrado, esto implica que clxU es un H-conjunto de X. Por la Proposicién 2.3.6 ax (%) NclxU # 0.
Es decir ax (%) # 0 lo cudl es una contradiccion ya que .% es un filtro libre en X.

Por lo tanto ¢ es un filtro abierto libre en X.

Sean x,y € XY con x £y, si x,y € X, como X es Hausdorff existen U y V vecindades abiertas
ajenas en X, de x y y respectivamente. Tales conjuntos U y V son abiertos en X". Por otro lado, como
¢* es un filtro abierto libre en X, existe V € ¥ tal que x ¢ clxV. Entonces existe U C X abierto
en X talque UNV =0y x € U. Por lo tanto V U {eo} y U son vecindades abiertas en XV, de o y x
respectivamente. Es decir XV es Hausdorff.

Es claro que X es denso en XV, es decir que XV es una extension de X. Veamos que X" es H-
cerrado.
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Supongamos que X" no es H-cerrado, es decir existe un filtro abierto libre .% en X". Por lo tanto,
existe Uy € Z tal que « ¢ clyxvUy, es decir Uy C clxvUy C X, esto implica que X € .# ya que .¥ es
cerrada bajo supraconjuntos abiertos y ademads definimos

Fo:={UNX:Ue F}C.7.
Es claro que % es un filtro abierto en X. Mas atin .7 es un filtro abierto libre en X, ya que

ax(Fp) = ﬂ clx[UNX] C ﬂ clyv[UNX] = ﬂ clyvU = axv(F) = 0.
Ues Ues Ues

Entonces 4= C .%. Sea V € %, entonces U NV # @ para cada U € 4. Por lo tanto o € clyvV
para cada V € .%, es decir

oo & ﬂ ClXVV: ﬂ ClXV[UﬂX]: ﬂ ClXVU:aXV(y).
Ve UeF UesF

Es decir axv (%) # 0, lo cudl es una contradiccion ya que .% es un filtro libre. Por lo tanto XV es
H-cerrado.

X

Proposicion 3.5.10. 77 es un filtro abierto libre en X y X* es una extensién H-cerrada por un
punto de X.

Demostracion. Como X no es H-cerrado, entonces existe un ultrafiltro abierto . en X que no
converge en X y por lo tanto .7 es libre. Es decir # existe y es un filtro abierto en X.

Supongamos que ay (7#7) # 0. Sea p € N{clxV : V € #T}. Como X es localmente H-cerrado,
existe U C X abierto en X tal que p € U y clxU es H-cerrado.

Sea .7 un ultrafiltro abierto libre en X. Entonces U € .% 0 X \ clxU € .%. Supongamos que U € .Z.
Entonces como clxU es un H-cerrado, en particular c/xU es un H-conjunto de X. Entonces para todo
V e.Z setiene que 0 # VNU C clxUNV. Por lo tanto ax (%) NclxU # 0, es decir ax (%) # 0
lo cudl es una contradiccion ya que % es libre. Por lo tanto X \ clxU € .% y como % fue elegido
arbitrariamente, entonces X \ cIxU € . Por lo tanto ax (A T) =, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto .7 es un filtro abierto libre en X.

La demostracién de que X* es Hausdorff es andloga a la demostracién realizada a XV. Es claro
que X es denso en X“.

La prueba de que X* es H-cerrado es andloga a la prueba de X"V es H-cerrado.

Por lo tanto X" y X* son extensiones H-cerradas por un punto de X.
Proposicién 3.5.11. 1. 7#" = {U C X : U es abierto en X y X \ intx [clxU] es H-cerrado }.
2. #TNRO(X) es una base de filtro abierto de X.

3. %> es un filtro abierto generado por ' NZ0(X).
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4. 4= es un filtro abierto generado por la base del filtro abierto {U C X : U es abierto y X \
U es H-cerrado }.

Demostracion. 1. C] Sea U € /7 y sea F := X \ intx|clxU] . Afirmamos que F es un H-cerrado.
Sea .7 un ultrafiltro abierto en F. Sea ¥ := {W C X :WNF € .% y W es abierto en X }.
Es claro que 7 es una base de filtro abierta en X. Como
clr[X \ clxU] = clx[X \ cIxU|NF = (X \ intx[cIxU]) N F = F,
entonces X \ cIxU es un abierto denso en F. Por lo tanto X \ clxU € .Z, es decir X \ cIxU € 7.

Afirmamos que 7 no es libre en X. Si suponemos que ¥ es libre en X, entonces existe un ultra-
filtro abierto % tal que ¥ C %, es decir ax (%) C ax(?") = 0. Por lo tanto, % seria un ultrafiltro
abierto libre en X. Como ¥ C %, entonces X \ cIxU € %, lo cual es imposible ya que U € 7 TCu.
Por lo tanto # no es libre y @ # ax (?') C clx[X \ clxU] = F, es decir ax (¥") C F.

Afirmamos que ap (%) # 0. Tenemos que

ap(F)= () clp[VNF]= ) [clx[VNF]NF] = NF.

vey vey

ﬂ Clx[VﬁF]
vey

Por otro lado, como X \ clxU € ¥, entonces V N (X \ cIxU) € ¥ para cualquier V € #. Y como
ax (7)) C F, entonces

0 # ax(”f/):aX(V)ﬂF: ﬂchV NF
i vey
C | exVN(X\clxU)]| NF
:Ve“//
C | () ex[VNF]|NF =ap(F).
Lvey

Por lo tanto ap (%) # 0. Por lo tanto .% converge en F, ya que .% es un ultrafiltro abierto en F'.
Lo que implica que F es H-cerrado.

D] Sea U C X abierto en X y X \ intx[clxU] es H-cerrado. Como ya vimos, para cualquier ul-
trafiltro abierto .% en X se tiene que U € .% o X \ clxU € .%. Como X \ clxU C X \ intx[clxU] y
X \ intx[clxU] es un H-cerrado, entonces U € .%. Por lo tanto U € #".

2.SeaV € 7, entonces V C intx[clyV] € AT y ademds intx|clxV] € ZO(X), es decir 7N
ROX)#0y
HTNROX) = {intx[clxU] : U € A}

Sean V,W € TN (X), entonces 0 #VNW € T yaque V,W € 7 y 7 es un filtro abier-
to. Por otro lado VNW € Z¢(X) como ya vimos en el capitulo 1. Es decir VW € T NZ0(X).
Por lo tanto J#T N %€ (X) es una base de filtro abierto de X. Veamos ahora que J#T NZ0(X) es
libreen X.
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Por la Proposicion 1.2.1 (2) tenemos

ax<%T ﬂ,%’ﬁ(X)) = m cly [inlx [CleH = ﬂ clx [intx [Clx [il’lle]”
Vet Ve
= ﬂ cly [intxv] = m clxV = ax(%.}‘) =0.
Vet Vet

Por lo tanto #TNZ% ¢ (X) es un filtro abierto libre de X.

3. Primero veamos que 7" NZO(X) C4=. SeaU € 7, entonces X \ intx[clxU] es H-cerrado.
Sea .7 un filtro abierto libre arbitrario en X . Entonces existe W € .% tal que W N (X \ intx[clxU]) = 0,
es decir W C intx|[clxU] lo que implica que intx[clxU] € .%. Como .% es un filtro abierto libre arbi-
trario, entonces intx [clx U] pertenece a cada filtro abierto libre en X, es decir intx[clxU]| € 4*. Por lo

tanto T NRO(X) C G~

Sea .% el filtro generado por /7T N0 (X). Es decir .% es un filtro abierto libre en X, entonces
G>= C Fy, ya que ¥ es la interseccion de todos los filtro abiertos libres en X. Por otro lado como
HTNRO(X) C Y™y 4> es cerrado bajo supraconjuntos abiertos, entonces %y C 4. Por lo tanto
%> es un filtro abierto generado por ' NZ0(X).

4. Es claro que ¥ es un filtro abierto generado por la base de filtro abierto J#" N2 (X) y por
(1), #TN#C(X)={U C X :U es abierto y X \ U es H-cerrado}.
X

Proposicion 3.5.12. Un espacio X es localmente H-cerrado y no es H-cerrado si y sélo si X tiene
una extension H-cerrada por un punto propia.

Demostracion. Demostremos la necesidad. Es consecuencia de la Proposicion 3.5.9.

Ahora demostremos la suficiencia. Sea Y una extension H-cerrada por un punto de X. Entonces
{p~} =Y \ X es cerrado en Y, es decir, X es abierto en Y. Sea x € X, entonces existen vecindades
abiertas U,V C Y de x y p. respectivamente tal que U NV = 0. Por lo tanto, U C Y \ V, entonces
clyU CY\V, es decir clyU C X, lo que implica que clxU = clyU. Como clyU es un H-cerrado,
entonces clxU es H-cerrado. Por lo tanto X es localmente H-cerrado.

Por otra parte, si suponemos que X es H-cerrado entonces X es cerrado en Y y dado que X es denso
en Y tenemos que X =Y, contradiciendo el hecho de que Y \ X # 0. Por lo tanto X es localmente H-
cerrado y no H-cerrado.

X

Como ya hemos mencionado, existe una cierta analogia a la hora de estudiar las extensiones H-
cerradas y las compactaciones, sin embargo, también existen diferencias, y una de ellas es que en
un espacio localmente compacto €ste posee una tinica compactacion por un punto, en cambio, en un
espacio localmente H-cerrado podria tener muchas extensiones H-cerradas por un punto no equiva-
lentes, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.5.13. Sea X = {(%, L) :n,m e N}U{(},0) : n € N} con la topologfa heredada por R?.
Es claro que X es localmente compacto, lo que implica que X es localmente H-cerrado.
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Entonces el espacio #  definido en el Ejemplo 2.6.4 es una extension H-cerrada por un punto de
X. Por otra parte, como X es semiregular, entonces % es la compactacion por un punto de X. Por lo
tanto, # y #; son dos extensiones H-cerradas por un punto de X, no equivalentes.

Por el Teorema 3.3.3 (2) kX es un maximo proyectivo en .7 (X). La existencia de un minimo
proyectivo en 7’ (X) requiere una estructura adicional de X, la siguiente proposicion da prueba de
ello.

Proposicion 3.5.14. Sea X un espacio que no es H-cerrado. Las siguientes proposiciones son equi-
valentes

1. X es localmente H-cerrado.
2. 7 (X) tiene un minimo proyectivo.
3. E[X] tiene un minimo proyectivo.

Demostracion. [1 = 2, 3] Supongamos que X es localmente H-cerrado. Basta demostrar que X"
es el minimo proyectivo de E[X].

SeaY € E[X]. Definimos f : Y — X" como sigue, fjx =Idxy f[Y \X] = {co}siY\X #0.Porla
Proposicion 3.5.5, X es abierto en Y, es decir f restringida a X es continua. Supongamos que Y \ X # 0.
Seay €Y\ X,yseaU C X" una vecindad abierta de f(y) en X". Entonces, por la Proposicién 3.5.11
(4), existe V C X abierto en X tal que X \ V es H-cerrado y V U {e} es una vecindad abierta de f(y),
ya que f(y) = oo. Por lo tanto

VUil = VU e = 1dy VIV \X) = VU (Y \X) =Y\ (X\V),

es una vencindad abierta de y en Y, la cual estd contenida en f~![U]. Por lo tanto, f es continua. Lo
que implica que Y es proyectivamente mds grade que X" .

[3 = 2] Si Y es un minimo proyetivo en E[X], entonces Y es imagen continua de kX . Por lo tanto,
Y es H-cerrado.

[2 = 1] Supongamos que Y es un minimo proyectivo en .7 (X ). Como X no es H-cerrado, enton-
ces Y\ X # 0. Afirmamos que Y \ X| = 1.

Supongamos que |Y \ X| > 2. Sean p,q € Y \ X con p # q. Definimos una relacién de equivalencia
~enY, como sigue: x~ysiysélosix=yox=pyy=gq.SeaZ:=Y/ ~ el espacio cuya topologia
es la topologia cociente. Es claro que Z es una extensiéon Hausdorff de X. Como Z es la imagen
continua de Y, entonces Z es H-cerrado. Por lo tanto Y es proyectivamente mds grande que Z, lo cudl
es una contradiccién. Por lo tanto |Y \ X| = 1; es decir, Y es una extensién H-cerrada por un punto del
espacio X. Por la Proposicién 3.5.12 X es localmente H-cerrado.

X

Por lo tanto, si X es un espacio localmente H-cerrado que no es H-cerrado, entonces cualquier
extension H-cerrada Z de X, cumple que

XY <Z<kX.
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Ahora trataremos el problema de cuando un espacio X tiene una tinica extensién H-cerrada por un
punto.

Proposicién 3.5.15. Sea Y una extensiéon H-cerrada por un punto del espacio X y sea p € Y \ X.
Entonces 4= C 0P C 7.

Demostracion. Es claro que 07 es un filtro abierto libre en X. Por lo tanto 4> C €. Ahora
veamos que 0P C 7.

Supongamos que OF & ", es decir existe U € 0P tal que U ¢ 7. Entonces existe un ultrafiltro
abierto libre % en X tal que U ¢ % , es decir X \ cIxU € % .

Sea Fg):={W CY :WesabiertoenY y WNX € % }. Como ya se vio en el Teorema 3.3.3
(1), ﬁ[%] es un ultrafiltro abierto en Y. Como X es localmente H-cerrado, entonces X es un abierto
denso en Y. Por lo tanto X € 9’[%, lo que implica Z C ﬁ[%, en particular X \ cIxU € ﬁ’[%]. Por otro
lado, como Y es H-cerradoy % C 33[%, entonces 33[@4 converge a p. En particular {p} UU € 9[%,
ya que {p} UU es una vecindad abierta de p. Por lo tanto U = ({p} UU)NX € F 4, es decir
{U, X\ clxU} C F4, lo cudl es una contradiccion.

X

En particular, X* (respectivamente, X") es el mdximo proyectivo (respectivamente, es el minimo
proyectivo) del conjunto de las extensiones H-cerradas por un punto del espacio X. Es decir, si Y es
una extension H-cerrada por un punto del espacio X, entonces XV <Y < X*.

Proposicion 3.5.16. El espacio X tiene una tnica extension H-cerrada por un punto si y sélo si
cualquier conjunto cerrado y denso en ninguna parte estd contenido en un subespacio H-cerrado de
X.

Demostracion. Basta demostrar que 4> = 77 si y sélo si cualquier conjunto cerrado y denso en
ninguna parte estd contenido en un subespacio H-cerrado de X.

Demostremos la necesidad. Supongamos que ¥> = 77, Sea F un conjunto cerrado denso en nin-
guna parte en X. Entonces X \ F es un abierto denso en X, lo que implica que X \ F € 7, entonces
X\ F € ¥*. Entonces por la Proposicién 3.5.11 (4) existe U C X abierto en X tal que U C X \ F. Por
lotanto F C X \U y X \ U es un subespacio H-cerrado de X.

Ahora demostremos la suficiencia. Es claro que ¥* C 7 T, Veamos que 7 TC@¥=.Seal € 7,
entonces X \ intx[clxU] = clx[X \ cIxU] es un subespacio H-cerrado en X. Como U es abierto en X,
entonces FrxU es un conjunto cerrado y denso en ninguna parte. Por lo tanto existe F C X subespacio
H-cerrado en X tal que FrxU C F. Esdecit X \F C X\ FrxU =UU (X \ clxU).

Sea .% un filtro abierto libre arbitrario en X. Entonces existen Vi, V, € % tales que Vi N (X \
intx[clxU]) =0y V,NF = 0. Es decir V| Cintx[clxU]y V, C X\ F.Entonces ViNV, € F y

Vinv, C (il’ltx[cle]) N [UU (X\Cl)d])] = [intx[chU] ﬂU] U [il’ltx[cle] N (X\Cle)] =U.

Como .# es cerrado bajo supraconjuntos abiertos, entonces U € .%. Como .7 se eligi6 arbitraria-
mente, entonces U € ¥=. Es decir 77 C 4=. Por lo tanto 4= = 7.

X
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Ejemplo 3.5.17. Sea X = {(£,0) : n € N}U{(%, 1) : n,m € N} un subconjunto de R? cuya topo-
logia es la heredada por la topologia usual de R?. Es claro que X no es H-cerrado, ya que (0,0) ¢ X.
Pero X si es localmente H-cerrado. También es claro que .7 := {(%,O) : n € N} es un subconjunto
cerrado y denso en niguna parte. Mds atin no existe un subconjunto H-cerrado, F, tal que .7 C F. Por
lo tanto X no tiene una tinica extensién H-cerrada por un punto. Como % es una extension H-cerrada
por un punto de X, entonces XV < # < XH,

Ahora veamos un ejemplo de un espacio que no es H-cerrado, y tal que cualquier subconjun-
to cerrado y denso en niguna parte es H-cerrado. Sea np € N y sea X, := {(%,0) np>nyne
N}U{(,1): n,m € N}. Es claro que X, no es H-cerrado, pero X si es localmente H-cerrado y tam-
bién .7, = {(%,O) :nop > nyn € N} es un subconjunto cerrado, denso en niguna parte y compacto.
En particular .7, es un subespacio H-cerrado. Y cualquier subconjunto cerrado y denso en niguna
parte estd contenido en (el compacto) .7,,. Es decir, cualquier subconjunto cerrado y denso en niguna
parte, es un subespacio H-cerrado. Por lo tanto X, tiene una tnica extension H-cerrada por un punto.

Proposicion 3.5.18. Sea f : X — Y una funcién suprayectiva, abierta y continua. Si X es local-
mente H-cerrado, entonces Y es localmente H-cerrado.

Demostracion. Sea y € Y, como f es suprayectiva existe x € X tal que f(x) =y y como X es
localmente H-cerrado, existe un abierto U C X tal que x € U y clxU es H-cerrada. Como f es continua
y por las Proposiciones 2.4.2.(2) y (6) se tiene que f[cIxU]| es un H-cerrado. Ademads f es abierta,
entonces f[U] es una vecindad abierta de y en Y. Es decir, f[clxU] es una vecindad H-cerrada de y.
Por lo tanto Y es localmente H-cerrado.

X

Proposicion 3.5.19. Sea {X, : o € I} una familias de espacios no vacios. Entonces, [yc; Xo
es localmente H-cerrado si y solo si cada Xy es localmente H-cerrado y existe J C [ finito tal que
Va €1\ J, X, es H-cerrado.

Demostracion. Demostremos la necesidad. Como las proyecciones 7, son funciones suprayec-
tivas, continuas y abiertas, por la proposicién anterior X, es localmente H-cerrado Vo € I. Sea
X € [lagerXa y sea V C [[ger Xo una vecindad H-cerrada de x en [],<;Xq. Entonces existe J C 1
finito tal que Vo € J existen abiertos Uy, C X en X, tales que

x€ (7' [Us) CV.
act

Por lo tanto ﬂa[ﬂﬁeﬂrﬁ] [Upl] = Xo Yo € I\ J. Es decir 7q[V] = Xo Yot € I\ J y como V es H-
cerrado y por las Proposiciones 2.4.2 (2) y (6), entonces X, es H-cerrado Voo € 1\ J.

Ahora demostremos la suficiencia. Sea J C I finito tal que para toda a € I\ J, X es H-cerrado.
Seax = (x¢)aer € [1ger Xo- Para cada o € J, sea Vo C Xy una vecindad H-cerrada de xq en Xy. Sea

Vi=[]Vax [] Xa

act acl\J

Por lo tanto, por la Proposicién 2.1.6, V es una vecindad H-cerrada de x en [/ Xa-
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3.6. La Extension de Banaschewski uX

Definicion 3.6.1. Sea X un espacio. Decimos que X es minimal Hausdorff si no existe en X una
topologia estrictamente menos fina con la que X sea un espacio Hausdorff.

Proposicion 3.6.2. Sea X un espacio. Las siguientes proposiciones son equivalentes.
1. X es minimal Hausdorff.

2. X es semiregular y H-cerrado.

3. Cualquier filtro abierto con un dnico punto de acumulacién, converge.

Demostracion. [1 = 2| Supongamos que X es minimal Hausdorff. Por la Proposicion 1.2.7, X
es Hausdorff y 7, C 7 donde 7 es la topologia de X. Por lo tanto, X = X; y X es semiregular. Ahora
veamos que X es H-cerrado.

Supongamos que X no es H-cerrado. Entonces existe un filtro abierto libre, .7, de X. Sea xy € X.
Definimos % := {U C X : U es abiertoen X y xo ¢ U} U.%. Afirmamos que % es una base de una
topologia Hausdorff, que es menos fina que la topologia de X.

Es claro que {0,X} C A, yaquexo ¢ 0y X € .F.Sean V|,Vo, € B, sixg ¢ Vi 6 x9 ¢ V», entonces
xo ¢ Vi NV, es decir Vi NV, € A. Por otro lado, si xg € V} NV,, entonces Vy,V, € % lo que implica
ViNnV, € # C A. Por lo tanto A es cerrado bajo intersecciones. Por lo tanto % es una base para una
topologia en X.

Veamos ahora que la topologia generada por % es Hausdorff. Sean x,y € X \ {xo} con x # y.
Como X es Hausdorff, existen vecidades abiertas ajenas U; y V; de x y y respectivamente en X. Sean
U:=UNX\{x})yV:=ViNn(X\{x0}), entonces U y V son vecidades abiertas ajenas de x y y
respectivamente tales que xo ¢ U UV. Por lo tanto U,V € 4.

Por otro lado, existen vecindades abiertas ajenas Uy y Vp de xq y y respectivamente en X. Como
Z es un filtro abierto que no converge, entonces existe W € .% tal que y ¢ clxW, lo que implica
que existe una vecidad abierta V| de y tal que Vi NclxW = 0. Sea V = Vjy NV}, entonces es claro que
clxV NUy = 0. Por lo tanto xg € Uy C X \ clxV y ademds clxVNW =0 es decir W C X\ clxV € 7.
Por lo tanto % genera una topologia que es Hausdorff.

La topologia generada por # debe excluir algiin elemento abierto que contiene a xg. De lo con-
trario .# convergeria a xo. Entonces la topologia generada por # se queda contenida estrictamente en
7, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, X es H-cerrado.

[2 = 1] Supongamos que existe un espacio X' tal que su conjunto base coincide con X y su to-
pologia es menos fina que el espacio X. Por lo tanto, Id : X — X' es continua. Sea U un subconjunto
abierto en X, entonces por la Proposicion 2.1.5 clxU es H-cerrado y ademds Id|[cIxU] = cIxU es un
subespacio H-cerrado en X’. Como X es semiregular, entonces {clxU : U es abierto en X } es una base
cerrada para X. Por lo tanto la funcidn Id es una funcidn cerrada, es decir Id~! es continua. Por lo
tanto la funcién Id : X — X’ es un homeomorfismo, es decir X es minimal Hausdorff.
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[1 = 3] Sea (X, 7x) un espacio minimal Hausdorff. Sea .% un filtro abierto tal que a(.#) = {p}.
Seatv ={U CX:Uesabiertoen X y p ¢ U} U.%. Entonces 7’ es una topologia Hausdorff en X tal
que T’ C 1x. Como Tx es minimal, 7/ = Tx. La definicién de 7’ nos dice que .% contiene al conjunto
de vecindades abiertas de p en 7x. Por lo tanto .% converge a p.

[3 = 1] Supongamos que existe un espacio X’ tal que su conjunto base coincide con X y su
topologia es menos fina que el espacio X. Sea x € X'. Sea .%, el filtro de vecindades abiertas de x en
X'. Sea ¥, el filtro abierto generado por %, en X. Entonces ax(%,) = {x}. Por lo tanto, %, converge
a x en X. Esto se cumple para cada x € X. Sea U C X abierto no vacio en X, y sea z € U. Entonces
U € ¥, y como ¥ esta generado por .7, existe V € %, tal que z € V C U. Por lo tanto U es abierto
en X', ya que V es abierto en X’. Por lo tanto X y X’ tienen la misma topologia. Por lo tanto X es un

minimal Hausdorff.
X

Corolario 3.6.3. 1. Un espacio es compacto si y s6lo si es minimal Hausdorff y Urysohn.

2. El producto topolégico de espacios no vacios es minimal Hausdorff si y sélo si cada espacio
coordenada es minimal Hausdorff.

3. Un espacio X es H-cerrado si y s6lo si X es un minimal Hausdorff.
4.SeaY € 7 (X). Entonces Y es una extension minimal Hausdorff de Xj.

Demostracion. 1. Por el Corolario 2.5.2 y por la Proposicién 3.6.2, X es compacto si y s6lo si X
es H-cerrado, semiregular y Urysohn si y s6lo si X es minimal Hausdorff y Urysohn.

2. Es consecuencia de las Proposiciones 1.2.14 y 2.1.6.

3. Por la Proposicién 2.4.2 (8), y por la Proposicion 1.2.9 (4) el espacio X es H-cerrado, si y sélo
si X5 es H-cerrado y semiregular si y s6lo si X; es minimal Hausdorff.

4. Es consecuencia de (3) y de la Proposicién 1.2.13 (2).
X

Proposicion 3.6.4. 1. Un espacio puede ser encajado densamente en un espacio minimal Haus-
dorff si y sélo si éste es semiregular.

2. Cualquier espacio puede ser encajado en un subespacio cerrado y denso en niguna parte de un
espacio minimal Hausdorff.

Demostracion. 1. Demostremos la necesidad. Es consecuencia de que la semiregularidad se he-
reda a subespacios densos, véase la Proposicion 1.2.13.

Ahora demostremos la suficiencia. Si X es semiregular, entonces X, estd encajado densamente en
(kX)s y dado que X = X y (kX); es un espacio minimal Hausdorff, entonces X estd encajado en un
espacio minimal Hausdorff.

2. Por las Proposiciones 1.2.16 y 1.2.17, cualquier espacio X puede ser encajado en un subespacio
cerrado y denso en ninguna parte de un espacio semiregular Y, y kY puede ser encajado en un subes-
pacio denso en ninguna parte de un espacio semiregular Z. Por (1), Z estd encajado densamente en un
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espacio minimal Hasudorff W. Es claro que intyy X = 0. Como X es cerrado y denso en ninguna parte
en Y, entonces por la Proposicion 3.3.9 (5) X es cerrado en kY. Por otro lado, kY es un H-cerrado en
W, lo que implica que kY sea un cerrado en W. Por lo tanto X es cerrado en W. Por lo tanto X es un

subespacio cerrado y denso en niguna parte del espacio W.
X

Definicion 3.6.5. Sea X un espacio semiregular. Entonces su extension minimal Hausdorff (kX);
es denotada por uX y es llamada la extensién Banaschewski-Fomin-Sanin de X. El conjunto de las
extensiones minimal Hausdorff del espacio X es denotado por Dt(X).

Por el Corolario 3.6.3 (4) y la Proposicion 3.6.2, uX € 7 (X), con X semiregular. Ahora veamos
como se relacionan uX, cX y kX.

Proposicion 3.6.6. Sea X un espacio semiregular. Entonces uX < X < kX.

Demostracion. Por la Proposicién 3.2.4, Z0 (kX)) C {oU : U es abierto en kX }. Es decir uX <

oX. Evidentemente cX < kX.
X

Dado un espacio semiregular X, las extensiones uX, X y kX son extensiones no necesariamente
equivalentes por pares, como veremos mas adelante. Ahora veamos algunas propiedades de uX.

Proposicion 3.6.7. Sea X un espacio semiregular. Entonces
1.{oU :U € Z0(X)} es una base para uX.

2. clyx[oU] = oU UclxU paraU € Z0 (X).

3.clyx[FrxU| =FrxUsiU € Z0(X).

4. uX\X =0oX\X.

5.(uX\X)\oU =o(X\clxU)\X siU € Z0(X).

Demostracion. 1. Sabemos que Z¢'(kX) es una base de (kX); = uX y como ya vimos en la
Proposicion 3.2.4 Z0 (kX ) = {oU : U € Z0(X)}.

2. Por las Proposiciones 1.2.9 (1), 3.4.4 (1) y 3.2.4 y dado que U es abierto en kX. Tenemos
clyx[oU] = cl(KX)S[oU] = clgx [0U] = clx|o(intxclxU)| = clix [intxx clix U] = clixU = clxU UoU.

3. Afirmamos que clyx[oU]Nclyx[o(X \ cixU)] = FrxU. Es claro que oU No(X \ cIxU) = o(UN
(X \ clxU)) = 00 = 0, 1o que implica

clxUnNo(X\clxU) = (clxUNX)No(X \clxU) =clxUN(XNo(X \ clxU)) = clxUN (X \ clxU) =0,
y de igual manera tenemos oU Nclx (X \ cIxU) = 0. Por lo tanto,

clux[oU]Nelyx[o(X \ clxU)] = (oUUclxU)N(o(X \clxU)Uclx (X \ cixU))
= [(oUUclxU)No(X \ clxU)]U[(oU UclxU) Nclx (X \ clxU)]
= [clxUNo(X \ clxU)|U[clxU Neclx (X \ clxU)]
= FryU.
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Por lo tanto FryU es cerrado en uX, por ser la interseccién de cerrados de uX. Es decir clyx [FrxU] =
Fr XU .

4. Como uX = (kX);, entonces uX y oX tienen el mismo conjunto base. Por otro lado, {oU \ X :
U es abierto en X } es una base para 6X \ X. De igual manera, el conjunto {oU \ X : U € Z0'(X)}
es una base para uX \ X. Por la Proposicién 3.4.4 (2) se tiene que {oU \ X : U es abiertoen X } =
{oU\X :U € Z0(X)}. Por lo tanto uX \ X = oX \ X.

5. Es consecuencia de la Proposicién 3.4.4 (5) y de (4).
X

Proposicion 3.6.8. Sea X un espacio. Entonces existe una funcién biyectiva F : kX — u(X;) tal
que F|x es la funcion identidad Idx : X — X;.

Demostracion. Sea j:= Idy : X — Xj, entonces j es continua. Afirmamos que j es un p-mapeo.
Sea 2 una p-cubierta de X;, entonces existe una subfamilia finita . C 2 tal que |J. es denso en Xj.
Es claro que |J.7 es denso en X, ya que si |J.# no fuera denso en X, entonces intx[X \|J.7| #0y
como intx[X \ J.¥] € Z0(X) implica que | J. no es denso en Xj, lo cudl es una contradiccién. Por
lo tanto | J.# es denso en X. Entonces j~![2] es una p-cubierta en X. Por lo tanto j es un p-mapeo.

Por el Teorema 3.3.13 existe kj : kX — k(X;) la extension continua de j. Como j[X] = X; y
K j[xX] es un H-cerrado de x(X;) que contiene a X;. Entonces kj[kX]| = k(Xj), es decir, kj es una
funcién suprayectiva. Veamos ahora que kj es una funcién inyectiva.

Sea % € kX \X y sea
G %) ={V CX;:VesabiertoenX;y U CV paraalginU € % }.

Como consecuencia del Teorema 3.3.13, ¢[%] es un ultrafiltro abierto en Xj. Por otro lado, como
U eslibre y Z(X) = Z(X;), entonces 4[| es libre en X;. Por lo tanto x j(% ) = ¢[% ]. Basta de-
mostrar que K j es inyectiva en kX \ X.

Sean %,V € kX \ X con % # V. Entonces existen U € Z y V € ¥ tales que UNV = 0.
Entonces intxclxU € G|%] y intxclxV € 4[¥]| y ademas intxclxU NintxclxV = 0. Por lo tanto
Kj(U)=9%|#9[V]=xj(¥).Porlo tanto K es inyectiva.

Por lo tanto kj es una funcién continua y biyectiva. Como la funcion identidad 1d : x(X;) — pu(X;)
es continua, F :=Idokj: kX — u(X,) es una funcién continua y biyectiva tal que F|x es la funcién
identidad que va de X en Xj.

X

Proposicion 3.6.9. Sea X un espacio, y sean Y1,Y, € 5 (X). Entonces las siguientes proposicio-
nes son equivalentes.

1. Existe un ®-homeomorfismo F : Y| — Y, tal que Fx = Idy.
2. (Yl)s =X, (Yz)s.

Demostracion. Demostremos la necesidad. Sea F' : Y1 — Y> un ®-homeomorfismo tal que F|y =
Idy.Sean Idy, : Y, — (Y1) y Idy, : Y — (Y2 ), las funciones identidades, las cuales son ®-homeomorfismo
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por la Proposicién 2.4.2 (7). Entonces F = Idy, o F o ldy, L. (Y1)s = (Y2)s es un ®-homeomorfismo,
como consecuencia de las Proposicion 2.4.2 (1). Basta demostrar que F : (Y); — (¥2); es una funcién
cerrada.

Sea Z := (Y;)s y sea Y := (Y2);, con el fin de simplificar la notacién. Afirmamos que F|[clzU] es
un cerrado en Y para cualquier abierto U en Z.

Sea U abierto en Z. Entonces c/zU es un H-cerrado porque Y es H-cerrado, en particular clzU
es un H-conjunto en Z. Como F es ®-continua, entonces por la Proposicién 2.4.3 FclzU] es un H-
conjunto en Y. Por la Proposicién 2.3.2, F[clzU] es cerrado en Y.

Como {clzU : U es abierto en Z} es una base cerrada en Z, ya que Z es semiregular, F : Z — Y es
una funcién cerrada. De manera analoga se demuestra que F~! : ¥ — Z es una funcién cerrada. Por
lo tanto F' : Z — Y es un homeomorfismo tal que F|y, = Idy,. Por lo tanto (Y1); =x, (Y2)s.

Ahora demostremos la suficiencia. Sea F : (Y} ); — (¥2)s un ®-homeomorfismo tal que Fjx, = Idx,.

Las funciones identidades Idy, : Y1 — (Y1) y Idy, : Y2 — (Y2); son ®-homeomorfismos. Por lo tanto
F= Ia’;z1 oF oldy, : Y1 — Y, es un ©®-homeomorfismo tal que F|x = Idx.

X
Por las Proposiciones 3.6.9 y 3.4.5, si X es un espacio semiregular, entonces uX =y (6X);.

Corolario 3.6.10. Sea X un espacio semiregular. Entonces X =x oX siy sélo si 0X es semire-
gular.

Demostracion. Como uX =y (0X),. Entonces uX =x 6X siy sélo si 6X =x (6X); siy s6lo si
oX es semiregular.

X

Definicién 3.6.11. Sea A un conjunto cerrado de un espacio X. Decimos que A es regularmente
denso en ninguna parte en X si existen abiertos ajenos U y V en X tales que A C clxU NclxV.

Proposicion 3.6.12. Sea X un espacio semiregular. Las siguientes proposiciones son equivalentes.

1. uX es compacto.

2. kX es Urysohn.

3. X es Tychonoff y cualquier conjunto regularmente denso en ninguna parte en X es compacto.

Demostracion. [1 < 2] Es consecuencia de la Proposicién 2.5.11.

[l = 3] Como uX es una extension H-cerrada y Urysohn, entonces, por el Corolario 3.1.4, X;
es Tychonoff, y como X es semiregular, X = X;. Por lo tanto X es Tychonoff. Por otro lado, sea
A C X un conjunto regularmente denso en ninguna parte en X, entonces existen abiertos ajenos U y

V en X tales que A C clxU NclxV. Por la Proposicién 3.3.9 (2) (clexU NeclexV) \ X = 0. Es decir
clixU NcliexV C X. Por lo tanto,

ACclxUNclyV = (Cl;ch ﬂX) N (CZKXv ﬂX) = (Cl,quﬂClKXv) NX =clixUNclexV.
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Por la Proposicion 1.2.9 (1), clyxU NclxxV = clyxU Nelyx V. Entonces clyxU NelyxV = clxU N
clxV es compacto ya que uX es compacto. Como A C clxU NclyV C X y A es cerrado en X, entonces
A es cerrado en el compacto clyU NclxV. Por lo tanto A es compacto.

[3 = 2] Sean p,q € kX con p # q.

Caso 1. Supongamos que p,q € X. Entonces existen vecindades abiertas ajenas U y V de py g
respectivamente en X. Supongamos que clxU NclxV # 0. Sea A := clxU NclxV . Entonces A es regu-
larmente denso en ninguna parte en X . Por lo tanto A es compacto. Ademas, {p,q} NA = (. Entonces
existen abiertos ajenos Wy y W; en X tales que A C Wy y {p,q} C W.

Sean Uy := U NW; y Vp :=V NWj los cuales son abiertos ajenos tales que p € Up y g € V. Afir-
mamos que clyUyNclxVy = 0.

Tenemos que clxyUyNclxVo C Ay clxWi NWy = 0. Como A C Wy. Entonces
clxUgNeclxVy = (Cle() N Clxv()) NA CclxW NWy = 0.

Por lo tanto clx Uy N clxVy = 0. Por la Proposicion 3.3.9 (3), clixUo Nclix Vo = 0.

Caso 2. Supongamos que p € X y g € kX \ X. Entonces existen U C X abierto en X tal que p € U
y V € g tal que VNU = 0. Supongamos que clxU NclxV # 0. Sea A := clxU NclxV, entonces A
es regularmente denso en ninguna parte en X. Por lo tanto A es compacto. Por otro lado, como X es
regular y A es compacto, existe W C X abiertoen X talque p € Wy clxWNA = 0.

Sea Up := U NW. Afirmamos que clxUyNclxyV = 0.

Como clxUyNclxV C A, entonces
clxUpNeclxV = (Cle() ﬂCle) NA CclxyUyNA CclxWNA=0.

Por lo tanto cIxUy NclxV = 0. Por la Proposicion 3.3.9 (3), clixUp NclxV = 0. Como clix [V U
{q}] = clixV U{q}, clixUpNclex [V U{q}] = 0.

Caso 3. Supongamos que p,q € kX \ X. Entonces existen U € p\qyV € g\ ptalesque UNV = 0.
Supongamos que clxU NclxV # 0. Sea A := clxU NclxV, entonces A es regularmente denso en
ninguna parte en X. Por lo tanto A es compacto. Como p es un ultrafiltro abierto libre, es decir,
ax(p) = NwepclxW = 0. Entonces X = Uy, X \ clxW. Como A es compacto, existe una subfami-
lia finita . C p tal que A C Uyc.» X \ cIxW. Entonces (e clxW NA = 0, lo cual implica que
clx[N]NA = 0.

Afirmamos que clx[- NU]|NclxV = 0.
Como clx[N NU]NclxV C A, entonces
cly [ﬂme} NelxV = (clx [ﬂme} mClXV> NA Ccly [ﬂ&ﬂMU] NA C cly [ﬂy} NA=0.

Por lo tanto clx |- NU]NclxV = 0. Por la Proposicién 3.3.9 (3), clx [N NU] NclexV = 0.
Es claro que (. NU € p; es decir, (. NU)U{p} es una vecindad abierta de p. Ademas

clix [(ﬂYﬂU> U{p}] = clixx [ﬂﬂﬂU} U{p} v cix[VU{q}] = clixV U{q}.
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Por lo tanto clix [(N- NU)U{p} Nclx[VU{q}] = 0.

Por lo tanto kX es Urysohn.

Proposicion 3.6.13. uQ y uR no son compactos.

Demostracion. Sea Z el conjunto de los nimeros enteros. Afirmamos que Z es regularmente
denso en niguna parte en Q y R.

Sea U :=U,cz(2n,2n+1)NQ y sea V :=U,cz(2n+ 1,2n) N Q. Entonces U y V son abierto
ajenos en Q tales que clgU NclgV = Z. Por lo tanto Z es regularmente denso en ninguna parte en Q,
de manera andloga se denuestra que Z es regularmente denso en ninguna parte en R. Como Z no es
compacto, por la Proposicion 3.6.13, uQ y 4R no son compactos.

X

Nuevamente recapitulemos el estudio de las extensiones H-cerradas de N. Como primera obser-
vacion tenemos que UN existe, ya que N es semiregular. Como segunda observacion tenemos que
Xy < |kN\ N|. Entonces por el Teorema 3.4.18, 6N y kN son extensiones no equivalentes con res-
pecto a N. Naturalmente surge la pregunta de cémo se relacionan las extensiones H-cerradas uN y
oN. De manera mds explicita uno se pregunta si N y oN son extensiones H-cerradas equivalentes
con respecto a N, o no son equivalentes. La siguiente proposicion da respuesta a esta pregunta.

Proposicion 3.6.14. uN =y oN.

Demostracion. Como N es un espacio discreto, cada abierto U en N pertenece a Z¢0'(N). Por la
Proposicion 3.2.4, tenemos que

H#0(kN) = {oU : U es abierto en kX }.

Por lo tanto uN =y oN.

Proposicion 3.6.15. uN es compacto.

Demostracion. Por la Proposicion 3.3.12, kN es Urysohn, y por la Proposicion 3.6.12, uN es
compacto.

X

Proposicion 3.6.16. kN \ N es un H-conjunto en kN.

Demostracion. Como uN es compacto, basta demostrar que N\ N es cerrado en uN. Sean € N,
entonces {n} € Z0U'(kN) es una vecindad abierta de n en uN. Por lo tanto, el conjunto N es abierto
en uN, lo que implica que uN\ N es un conjunto cerrado en uN y por lo tanto uN\ N es compacto.
Por la Proposicién 2.6.13, kN '\ N es un H-conjunto en kN.

X
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Mas atn, a partir de la Proposicién 2.6.13, podemos caracterizar a todos los subespacios compac-
tos de uN a partir de los H-conjuntos de xkN.

Sabemos por la Proposicién 3.1.14, que todo subconjunto . de E[X]| tiene un maximo proyectivo.
En particular 9(X ), definido en 3.6.5, tiene un maximo proyectivo. Desafortunadamente, el maximo
proyectivo de 9t(X) no necesariamente es un elemento del mismo, a pesar de que uX es un buen
candidato para ser el maximo proyectivo de M(X).

Por ejemplo, uN no es el mdximo proyectivo de 9 (N), ya que uN,X € M(N) y como uN es
compacto y X no lo és, entonces X A uN. Sin embargo, si el mdximo proyectivo de M(X) es un
elemento del mismo, entonces éste es X, como lo indica la siguiente proposicion.

Proposiciéon 3.6.17. Sea X un espacio semiregular. Si el maximo proyectivo de (9(X), <) es un
elemento de 9t(X), éste es uX.

Demostracion. Sea Z el médximo proyectivo de 9t(X) tal que Z € M (X); es decir, Z es una
extension H-cerrada y semiregular de X. Entonces existe G : Z — uX tal que G|x = Idx. Por otro
lado existe F : kX — Z tal que F|x = Idx, ya que Z es una extension H-cerrada de X. Por lo tanto
GoF : kX — uX es una funcién continua que extiende a la funcién identidad de X. Otra funcién
que extiende de manera continua a la funcién /dy es la funcién Idy : kX — uX. Por la Proposicién
3.1.9, Go F = Idyy, es decir F es inyectiva. Por la Proposicion 3.3.7, F es biyectiva.

Afirmamos que F~! = G : Z — kX es ®-continua.

Como G : Z — uX es continua, en particular G es ®-continua. Por otro lado, Idx : kX — uX es
un ®@-homeomorfismo, por la Proposicion 2.4.2 (7). Entonces G = Id;; oG :Z — kX, es O-continua,
por ser la composicion de funciones ®-continuas.

Por lo tanto F : kX — Z es un ®-homeomorfismo. Por la Proposicién 3.6.11 uX =x, Z;. Como X
y Z son semiregulares, uX =x Z.

X

Otra observacion importante es la siguiente. Dado un espacio Tychonoff X, el conjunto de las
compactaciones del espacio X, denotado por % (X), es no vacio. Por la Proposicién 1.2.11, Z < uX
para cada Z € # (X). Si uX es compacto, entonces uX = \/ 7 (X). A\ # (X) se le conoce como
la compactacién de Stone-Cech del espacio X, el cudl es denotado como BX.

Por ltimo demostraremos que existe un espacio X tal que uX #y oX. Consideremos al conjunto
de los niimeros reales, R, con su topologia usual 7(R).

Definicion 3.6.18. 1. Denotemos al conjunto de todos los ultrafiltros abiertos de R por OR. Si
U € 7(R), definimos
OU):={% cOR:Uec¥}.

2. Denotemos al conjunto de todos los ultrafiltros abiertos que convergen en R por ER. Es decir
ER =A% € OR : a(%) # 0}.

Lema 3.6.19. Sean U,V € 7(R). Entonces,
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1.O(U)=0siysélosi U =0.

2.0UNnV)=0U)N0O(V).

3. 6R\O(U) = O(R\ c/rU). En particular O(U) = O(intg[cIrU]).

4.0(U) = 6R siy solosi U es denso en R. En particular O(R) = 6R.

5.{0(U) : U € ©(R)} es una base abierta para alguna topologia Hausdorff en OR.

Demostracion. 1. Es claro que si U = 0, entonces 0(U) = 0. Por otro lado, si U es un abierto no
vacio en R, sea x € U. Como el conjunto de vecindades abiertas de x en R es una base de filtro abierto,
entonces existe un ultrafiltro abierto % que converge a x. Por lo tanto U € % . Es decir, O(U) # 0 si
U es un abierto no vacio.

2% €e0UNV)siyslosiUNV €% siysblosiU e % yV e siysolosiZ €0(U) y
U €0(V)siysolosiz € 0(U)NO(V).

3. Por (1) y (2) tenemos que O(U) NO(R\ clgU) = 0. Entonces O(R \ c[rU) C O6R\ 0(U). Por otro
lado, si ZZ € @R\ O(U), entonces U ¢ %/. Como % es un ultrafiltro abierto, R\ cIxU € % . Por lo
tanto 7 € O(R\ cIrU). Por lo tanto OR \ O(U) = O(R\ clrU).

4. U es un abierto denso en R si y sélo si clgU = R si y sélo si R\ clgU = 0 si y sélo si
O(R\ cIxU) =0y por (3) tenemos que OR\ O(U) =0 siy s6lo si O(U) = OR.

5.Por (1),(2)y 4) {O(U) : U € t(R)} es una base abierta para alguna topologia. Veamos que esta
topologia es Hausdorft. Sean 77,7 € OR con % # 7. Como %/ y ¥ son maximales, entonces existen
Uew yV eV talqueUNV =0.Porlotanto % € O(U) y ¥ € 0O(V) ademas O(U)NO(V) =0,
como consecuencia de (1) y (2).

X

Entonces a ER le concedemos la topologia heredada por la topologia de 6R. Es decir, {O(U) N
ER:U € t(R)} es una base abierta de ER.

Definicién 3.6.20. Decimos que un espacio X es O-dimensional si el conjunto de subconjuntos
de X que son abiertos y cerrados a la vez forman una base abierta de X. Denotamos al conjunto de
subconjuntos de X que son abiertos y cerrados a la vez como %(X).

Por la Proposicién 3.6.19 (3) {O(U) : U € 7(R)} es una base de subconjuntos que son abiertos y
cerrados a la vez en OR. Esto no implica de manera directa que OR sea O-dimensional. Se tiene que
demostrar que Z(OR) es una base abierta en OR. En la siguiente proposicién demostraremos, que en
efecto, OR es 0-dimensional, mds atin, se demostrara que Z(6R) = {0(U) : U € ©(R)}.

Proposicion 3.6.21. 1. Si {U; : i € I} C t(R), entonces clgr [Uic;0(Ui)] = 0 (Ui Us)-

2. 8(60R)={0(U):U € ©(R)}.

3. ORR es un compacto O-dimensional.
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4. ER es un subespacio denso y O-dimensional en OR.

Demostracion. 1. Es claro que si U y V son abiertos en R tales que U C V, entonces 0(U) CO(V).
Por lo tanto J;c; 0(U;) € 0(U;; Ui). Como O(J;c; Ui) es cerrado en OR, entonces clgr [U;c;0(Ui)] C
0(U;e1 Ui). Por otro lado, sea % € 0(U;c;Ui) y sea O(V) una vecindad abierta de %7 en 6R, donde
V € t(R). Entonces O(U;c; Ui) NO(V) # 0y 0(U;c; Ui) NO(V) = 0((U;e; Ui) N V). Entonces existe
ip € I tal que Uj, NV # 0, esto implica que O(Uj,) NO(V) # 0. Por lo tanto % € clgr [U;c; 0(U;)]. Por
lo tanto clgr [U;e; 0(Ui)] = 0 (Ui, Ui).-

2. Basta demostrar que para cada B € Z(0R) existe U € t(R) tal que B=0(U). Sea B € Z(6R).
Como B es abierto en R existe una familia {U; : i € I} C 7(R) tal que B = J;c;0(U;). Por (1) tene-
mos que B = clgrB = clgr [Uic;0(Ui)] = 0(U;c; Ui)- Por lo tanto U = J;¢; U; es el abierto buscado
en R que cumple B=0(U).

3. Por (2), OR es 0-dimensional. Ahora demostremos que OR es compacto. Como {0(U) : U €
7(R)} es una base abierta de OR, basta demostrar que cualquier cubierta abierta formada por ésta
coleccion, tiene una subcubierta finita que cubre a OR. Sea {U; C R : i € I'} una familia de conjuntos
abiertos en R tales que OR = | J;c;0(U;). Supongamos que OR \ U;cr 0(U;) # 0 para cada F C [ finito.
Entonces, para cada F C [ finito, |J;c 0(U;) es cerrado, por ser la unién fintita de cerrados, y por (1),
0(Uier Ui) =Uicr 0(U;), ademas por la Proposicion 3.6.19 (3), OR\ 0(U;cr Ui) = O(R\ clr[U;cfr Ui))-
Es decir, OR\ U;cr 0(U;) = O(R\ clr[U;cr Ui]) para cada F C I finito. Por lo tanto {R\ ¢l [U;cr Ui :
F C I es finito} es una familia de conjuntos abiertos no vacios con la p.i.f., entonces existe un ul-
trafiltro abierto %7 en R que contiene a esta familia. Es claro que U; ¢ % para cada i € I; es decir
% € OR\ U;c;0(U;) lo cudl es una contradiccion. Por lo tanto ER es compacto.

4. Es evidente que la propiedad O-dimensional es hereditaria, se sigue que ER es 0-dimensional.
Sea U C R un abierto no vacio en R y seax € U. Entonces existe un ultrafiltro abierto %/ que converge
a x, lo que implica que U € 7% . Por lo tanto O(U) N ER # 0. Por lo tanto ER es un subespacio denso
en OR.

X
Proposicion 3.6.22. i (ER) es compacto.
Demostracion. Como OR es una compactacion de ER, ER es Tychonoff. Sean A y B abiertos

ajenos no vacios en ER. Entonces A = (J;c;0(U;)) NER y B = {J;c;0(V;) NER donde U; y V; son
abiertos en R para cada i € I UJ. Entonces,

clerA = clgr || JO(U) NER| = clor || JO(U;) NER| NER
Licl icl
C clpr UO(UI) ﬂERZO(UUl) NER =A.
Licl icl

Por lo tanto clgrA = A. Andlogamente cl/grB = B. Como A y B son ajenos, clgrA NclgrB = 0.
Por la Proposicién 3.6.12, u(ER) es compacto.

X

Definicion 3.6.23. 1. Sea x € R. Denotamos al conjunto de las vecindades abiertas de x en R co-
mo 7. Es decir, %; = A4; N 1(R), recordemos por la Definicién 1.1.16 (2) que .45 es el conjunto de
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vecindades de x.

2. Para cada % € ER definimos kgr(% ) como el tnico elemento de ag (% ), el cudl existe por
la Proposicién 1.1.17. Por lo tanto, kg : ER — R define una funcién. Mds atn, kg es una funcion
suprayectiva, ya que para cada x € R el conjunto de vecindades abiertas de x, 7; en R forma una base
de filtro abierto. Por lo tanto, existe un ultrafiltro abierto ¢ que converge a x, como ¢ es ultrafiltro
abierto se tiene que cr (%) = ar(¥). Esto implica que kg sea una funcién suprayectiva.

3. Sean X, Y espacios. Decimos que una funcion cerrada y suprayectiva F' : X — Y es irreducible
si para cualquier subconjunto cerrado propio A C X, F[A] #Y.

Proposicion 3.6.24. Sea U € 7(R) y x € R. Entonces se cumple lo siguiente,

1. kg[0(U) NER] = clrU.

2. kg [{x}] CO(U) siy sélo si x € intg[clrU].

3. kg ' [{x}] es compacto.

4. kg es una funcién continua e irreducible.

5. kﬂil [N] es un subespacio cerrado no compacto y denso en ninguna parte de ETR.

Demostracion. 1. Sea % € O(U)NER, entonces U € % y kr(% ) € ar(% ) C clgU. Es decir
kr[0(U) NER] C clrU. Por otro lado, si x € clgU. Como ¥, U{U} tiene la p.i.f., entonces la base
de filtro abierto generada por las intersecciones finitas de 7, U {U} estd contenida en un ultrafiltro
abierto 7. Por lo tanto % € 6R y ¥; C % . Esto implica que kr(% ) € ar(% ) = {x}. Es decir
x € kr[0(U) NER]. Por lo tanto kg[0(U) NER] = clrU.

2. Demostremos la necesidad. Si kz'[{x}] C O(U). Esto quiere decir que cada ultrafiltro abierto
% que converge a x contiene a U. Supongamos que x ¢ intg [cIrU]. Entonces x € clg[R\ cIgrU]. Por
lo tanto existe un ultrafiltro abierto .# que converge a x tal que %, U{R\ c/[gU} C .%. Lo cudl es una
contradiccion ya que {U,R\ clrU } C .Z. Por lo tanto x € intg[clrU].

Ahora demostremos la suficiencia. Sea x € intg[clrU] y sea % € kg ' [{x}]. Entonces intg[clrU] €
U , es decir R\ clpU ¢ % . Por lo tanto % ¢ O(R\ clrU) = 6R\ O(U). Por lo tanto % € 0(U).

3. Basta demostrar que k' [{x}] es cerrado en OR. Sea % € OR\ k' [{x}]; es decir, % no convege
a x. Entonces existe U € 7 tal que U ¢ %, por (2) kg ' [{x}] C O(U). Por otro lado, Z € 6R\0(U) =
O(R\ clgU). Por lo tanto kg ' [{x}] es cerrado en OR.

4. Veamos primero que kg es una funcién continua. Basta demostrar que kg es una funcién ®-
continua, ya que R es regular. Sea % € ER y sea U € 7(R) tal que kg(% ) € U. Entonces U € %, lo
que implica que % € 0(U). Entonces por (1), kg [clgr[0(U) NER]] = kg [0(U) NER] C clgU. Por lo
tanto kg es ®-continua. Como R es regular, por la Proposicion 2.4.2 (3) kr es continua.

Veamos ahora que kg es una funcion cerrada. Sea A un subconjunto cerrado de ER. Sea x € R\
kr[A]. Como k' [{x}]NA =0, para cada % € ky'[{x}] existe un abierto U C Ren R tal que % € O(U)
y O(U)NA = 0, estos 0(U) forman una cubierta abierta en kg ' [{x}] y como kg '[{x}] es compacto,
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existen abiertos Uy, Uy, ..., Uy en R tales que kg ' [{x}] C U, 0(U;)] NER C ER\ A. Por la Proposi-
cién 3.6.21 (1) U, 0(U;) = clor [U; O(U;)] = O(U | Us). Es decir, kg ' [{x}] CO(U)NER C ER\ A
donde U =J!_, U;. Porlo tanto A C ER\O(U) =0(R\ cIxU)NER y por (1), kg [A] C clg[R\ clrU] =
R\ intg[clrU]. Por (2), x € intr [cIrU] el cudl es un abierto ajeno a kg[A]. Por lo tanto kg [A] es cerrado
en R.

Por dltimo veamos que kg es irreducible. Sea A un subconjunto cerrado y propio de ER. Entonces
existe un abierto no vacio U en 7(R) tal que A C ER\ O(U). Como ER\ O(U) = 0(R\ c/[rU) NER,
entonces kgr[A] C clg[R\ c/lrU] C R\ U. Por lo tanto, kg es irreducible.

5. Como N es cerrado en R y kg es continua, entonces kﬂgl [N] es un conjunto cerrado el cudl no

es compacto, ya que si lo fuera, como kg es suprayectiva, kg [kﬂg1 [N]] = N serfa compacto, lo cudl es
una contradiccidn.

Veamos ahora que kg ' [N] es denso en niguna parte en ER. Basta demostrar que intgrkg ' [N] = 0.
Supongamos que intgrky ' [N] # 0. Afirmamos que infgkg|interkg ' [N]] # 0. En efecto, sea W =
intgrky' [N]. Como kg es irreducible, entonces R \ kg[ER \ W] es un abierto no vacio en R tal que
R\ kg[ER\ W] C kgW. Por lo tanto intgkg [intgrkg ' [N]] # 0. Por lo tanto 0 # intrkg [intgrkg ' [N]] C
intgkg [k ' [N]] = intgN, lo cudl es una contradiccién. Por lo tanto intgrkg ' [N] = 0.

Por lo tanto, k@l [N] es un subespacio cerrado no compacto y denso en ninguna parte de ER.
X

Teorema 3.6.25. 4 (ER) #zr 6(ER) y 6(ER) #Zgr k(ER).

Demostracion. Como (1 (ER) es compacto, basta demostrar que ¢(ER) no es compacto. Afirma-
mos que kg ' [N] es un subespacio cerrado no compacto en ¢(ER). Es claro que, kg ' [N] no es com-
pacto en 6(ER), ya que kg ' [N] no es compacto en ER. Veamos que kg ' [N] es cerrado en o(ER).
Como kﬂgl [N] es un subespacio cerrado y denso en ninguna parte en ER, entonces ER \ kﬂil [N] es
un subespacio abierto y denso en ER. Por lo tanto, ER \ k' [N] € $( para cada $l € 6(ER) \ ER.
Entonces o5(gR) (ER\ kg '[N]) = (6(ER)\ ER) U (ER \ k' [N]). Es decir, ER \ kz ' [N] es un cerrado
en 6(ER). Por lo tanto 6(ER) no es compacto. Por lo tanto u(ER) Zggr 6(ER)

Veamos ahora que 6(ER) #Zgr K(ER). Sea T} = {2n: n € N}. Como N\ 7] es numerable, existe
una biyeccion h; : N — N\ 77. Sea T, = h;[T;]. Nuevamente (N '\ 77) \ 75 es numerable, y existe una
biyeccién hy : N — (N\ 77) \ 7. Definimos 73 = h;[T}]. Inductivamente definimos 7, = h,,_[T}]. Sea
Gm = {(n,) :n € Ny U{U,er, (n—1,n)}. Es claro que G, es una familia de abiertos en R con la
p.i.f., entonces existe un ultrafiltro abierto libre %, en R tal que G, C %, para cada n € N. Es claro
que %, # Un conn#my %, € OR\ ER para cada n € N. Entonces ﬁgﬂ’é es un filtro abierto en ER

para cada n € N. Por lo tanto existe un ultrafiltro abierto libre 1, en ER tal que & gﬂg C i, para cada
n € N. Por lo tanto k(ER) \ ER no es finito. Por lo tanto 6 (ER) #gr k(ER).
X



Apéndice A

Teorema de Alexander

La redaccidn clasica del Teorema de la subbase de Alexander es:

A.1 Teorema Sea .¥’ una subbase de un espacio X. Si cada cubierta de X con elementos de .7
tienen una subcubierta finita, entonces X es compacto.

Para su demostracion se necesitan los siguientes lemas:

A.2 Lema Si 7/ es un ultrafiltro en X, el conjunto de puntos de acumulacién de %/ coincide con
el conjunto de puntos de convergencia de % .

Demostracion. La demostracion se puede consultar en la Proposicion 7.12. (3) implica (4) del

Libro [2].
X

A.3 Lema Un espacio topoldgico X es compacto si y sélo si todo ultrafiltro en X converge a un
punto de X.

Demostracion. La demostracion se puede consultar en la Proposicion 7.12. (1) siy sélo si (4) del

Libro [2].
(2] -

Recordemos que si % es un ultrafiltro de un espacio X, entonces el conjunto de puntos de acumu-
lacién de % es (yeqy clxU.

Demostracion del Teorema de Alexander: Supongamos que toda cubierta de X formada por
elementos de .¥’ posee una subcubierta finita, y supongamos que X no es compacto. Entonces, exis-
te un ultrafiltro % en X tal que ey clxU = 0 (véanse los Lemas A.2 y A.3) Probaremos que
para cada x € X existe Sy € . tal que X \ Sy € %. Si x € X, escojamos U € 7% tal que x ¢ clxU
(esto sucede ya que (yeq clxU = 0). Como .7 es una subbase, existen Sp,...,S, € .7 tales que
x € i<y Si € X \ clxU. Para alguna i € {0,...,n}, debemos tener X \ S; € % . En efecto, si para cada
i€40,1,...,n}, X\S; € %, existirian U; € % tales que (X \ S;) NU; = 0 (recordemos que % es un
ultrafiltro). Tomando U* = U NUy N ...N Uy, tendriamos U* € % y U* C ((;<,,Si) "U = 0, una con-
tradiccion. En consecuencia, existe alguna iy € {0, 1,...,n} tal que X \ S;, € 7 . Definimos entonces
Sy =Si, y U = X'\ S, Entonces la coleccién {Sy : x € X} es una cubierta de X formada con ele-
mentos de .. Por hipétesis, existen Xy, ...,x; € X tales que Sy, US,, U---USy, = X. Pero entonces
Uy, N---NUy, = 0, contradiciendo el hecho de que % es un filtro. Por tanto, X es compacto.
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Otro resultado cldsico sobre espacios compactos es

A.4 Proposicion Un espacio X es compacto si y s6lo si cualquier familia de cerrados en X con la
propiedad de interseccion finita tiene una interseccion no vacia.

Demostracion. La demostracion se puede consultar en la Proposicion 7.4 del Libro [2].

Una cubierta € es irreducible si para cada C € ¢, €\ {C} no cubre a X.
A.5 Lema Toda cubierta finita de X contiene una subcubierta irreducible.

Demostracion. Sea %/ una cubierta abierta y finita de un espacio X, es decir % := {U; : i €
{1,...,n}}. Supongamos que % no tiene subcubiertas irreducibles. Como % es una subcubierta de
si misma, existe i; € {1,...,n} tal que #; = % \ {U;, } es una subcubierta de %Z. Como % no tiene
subcubiertas irreducibles, existe ip € {1,...,n}\ {i1} tal que 2 = % \ {U;,,U;,} es una subcubierta
de 7 . De manera inductiva existe i, € {1,...,n} \ {i1,...,i,—2} tal que ¥,y = Z \{U;,,...,U;, ,}
es una subcubierta de %7. Como % tiene n elementos, esto implica que %, al ser subcubierta de %/
tiene un solo elemento, es decir #;,_; = {U;, }. Esto implica que #,_; es una subcubierta irreducible
de % , 1o cual es una contradiccion al suponer que % no tiene subcubiertas irreducibles.

Por lo tanto %/ contiene una subcubierta irreducible.
X

A.6 Lema Si % es una cadena de subconjuntos abiertos que cubre a X y es irreducible, entonces
¢ ={X}.

Demostracion. Sea % una cadena de subconjuntos abiertos que cubre a X. Supongamos que
% #+ {X}. Esto implica que existe A € ¢ tal que A C X. Sea B € ¢ \ {A}, el cual existe ya que ¢
cubre a X. Como ¥ es una cadena, entonces A C B o B C A. Supongamos sin pérdida de generalidad
queACBysea”? =% \{A}.

Afirmamos que ¥ es una subcubierta de %

En efecto, ya que

U7 =UruB2|Jrua=J¢=X.

Es decir ¥ = X, lo cual es una contradiccion ya que % es irreducible. Por lo tanto 4 = {X}.
X

Otra version poco conocida del Teorema de Alexander es la siguiente:
A.7 Teorema Las siguientes condiciones en un espacio X son equivalentes:
1. X es compacto;

2. cada cubierta abierta de X contiene una subcubierta irreducible;
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3. cada cadena de cerrados no vacios en X tiene una interseccion diferente del vacio.
Demostracion. Las implicaciones 1 = 2y 1 = 3 resultan de la Proposicion A.4 y del Lema A.5.

Demostremos 2 = 3. Supongamos que X contiene una cadena de subconjuntos cerrados no va-
cfos, digamos .%. Consideremos la coleccién de abiertos .7 = {X \ F : F € .#}. Como % =0,
entonces ¢ cubre a X. Obsérvese ademas que % es una cadena de subconjuntos abiertos. Por hipdte-
sis, existe Z C % que es una cubierta irreducible. Pero & es una cadena. Por el Lema A.6, X € Z; es
decir, existe un elemento en .% que es vacio, lo cual es una contradiccion.

[3 = 2] Supongamos que X contiene una cubierta abierta 4 que no contiene subcubiertas irre-
ducibles. Sea € la coleccién de cadenas maximales en %. Dividimos a € en €y = {Z € € : Z tiene
un elemento maximo} y €; = €\ €. Existe un niimero cardinal Ky con el que podemos enumerar
exactamente los elementos de €. Asi tenemos: €y = {%: : & < Kp}. Para cada @é con & < Ky, existe
D¢ que es el elemento méximo de Z¢. Nos fijamos en la coleccion & = {Dg : & < Kko}. La coleccién
& no cubre a X pues de lo contrario seria una subcubierta irreducible de . Por lo tanto €; es no va-
cio. Existe un numero cardinal k7 tal que podemos enumerar los elementos de €; de manera exacta:

¢ ={F¢: & <K} Paracada § < kj enumeramos .7¢ de manera exacta: {C,é7 : M < O }. Definimos
ahora los siguientes conjuntos abiertos: Ag = Dy, y paracada & > 0y & < Ky, sea Ag =Up<g Dy. Sea

Ay = Ue i, De UCY, y para cada 1 < @ sea A,y = Ug<r, Pe UUg<n Cg. Definimos Ao, =
Ug<x, Pe UlU¢ < Cg. De esta manera construimos una cadena de subconjuntos abiertos que cubre
a X y carece de subcubiertas abiertas. Resulta entonces que la coleccion de complementos de los

elementos de esta cubierta abierta es una cadena de subconjuntos cerrados no vacios con interseccion
vacia.

[2 = 1] Supongamos que (2) se cumple pero que X no es compacto. Como X no es compacto,
existe una cubierta abierta 4 que carece de subcubiertas finitas. Sea & la subcubierta irreducible
de %. Resulta que & carece también de subcubiertas finitas, pues si poseyera una, ésta seria una
subcubierta finita de %’. Existe un nimero cardinal k tal que podemos enumerar a los elementos de
2 de modo preciso: Z = {Ds : & < k}. Obsérvese que k no es un nimero cardinal finito ya que 2
no es una coleccion finita.

Por recursion, formamos una nueva cubierta abierta de X como sigue: Sea Ag = Dy, y para cada
& < k,seaAg = Up<g Dy si & es un ordinal finito, y Ag = Up¢ Dy si § < K es un ordinal infinito.
Resulta que &7 = {Ag : § < Kk} es una cubierta abierta de X. Ademds si n < § < k, Ay CAg,y
Ag\ Ay # 0 yaque 7 es irreducible. Como x es un ordinal limite, </ es una cubierta abierta de X que
es una cadena estrictamente creciente, y por lo tanto carece de subcubierta irreducible, contradiciendo

que cualquier cubierta de X posee una subcubierta irreducible.
X
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