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Introducción

El concepto de espacio H-cerrado fue introducido en 1924 por Alexandroff y Urysohn en el ar-
tículo [1]. Alexandroff y Urysohn dejaron una pregunta abierta, la cual era, ¿cuándo un espacio Haus-
dorff puede ser encajado en un espacio H-cerrado? No fue hasta 1930, que Tychonoff demostró que
cualquier espacio Hausdorff puede ser encajado (no necesariamente, de manera densa) en un espa-
cio H-cerrado, ver [6]. Pasaron 10 años hasta que Katetov, Fomin, Sanin y Stone demostraron que
cualquier espacio Hausdorff tiene a lo menos una extensión H-cerrada, la Extensión de Katetov. Fue
gracias al artículo [4] publicado por Katetov, que la teoría de espacios H-cerrados tuvo un gran desa-
rrollo. Al día de hoy, los espacios H-cerrados juegan un papel clave en el estudio de las Extensiones
de Espacios Hausdorff.

En este trabajo nos centramos en el estudio de los espacios H-cerrados, más concretamente en
las extensiones H-cerradas. Esta tesis está basada en el capítulo 7 del libro, [5]. El propósito de esta
tesis es el estudio de cómo interactúan los diferentes tipos de extensiones H-cerradas que un espa-
cio Hausdorff puede tener. Entre las extensiones H-cerradas de algún espacio Hausdorff, X , las que
tienen mayor relevancia son: la extensión de Katetov, la extensión de Fomin y si el espacio X es se-
miregular también la extensión de Banacheveski; esta última extensión también llamada la extensión
de Banacheveski-Fomin-Sanin. Dichas extensiones están intrínsecamente relacionadas ya que tienen
como común denominador el mismo conjunto base pero con topologías no necesariamente equiva-
lentes. Es importante hacer notar que los espacios compactos son espacios H-cerrados; es decir, los
espacios H-cerrados son una generalización de los espacios compactos.

Para que el lector pueda seguir las ideas presentadas en este trabajo, es necesario que el lector
tenga conocimientos sobre el área de Topología General. Los libros que se pueden consultar para un
primer acercamiento a esta área de las Matemáticas son [3] y [2]. La notación de éste trabajo esta
basada en el libro [2].

Los espacios topológicos a estudiar son los espacios Hausdorff, así que nos referiremos a ellos
simplemente como espacios.

En el capítulo 1 se introducen los conceptos previos al estudio de los espacios H-cerrados y exten-
siones H-cerradas, como son los filtros abiertos y los espacios semiregulares. Estos últimos juegan un
papel fundamental en la teoría de los espacios H-cerrados, en particular, en el estudio de la extensión
de Banacheveski.

En el capítulo 2, en la sección 2.1 se introducen los espacios H-cerrados, se estudian sus propie-
dades, y además se establecen condiciones necesarias y suficientes de cuándo un espacio H-cerrado
es compacto. La sección 2.2 tiene como principal objetivo el poder identificar y caracterizar a los
subespacios H-cerrados de un espacio H-cerrado. En la sección 2.3 se introducen los subespacios
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CAPÍTULO 0. INTRODUCCIÓN IV

que se denominan H-conjuntos. Los H-conjuntos son una generalización de los espacios H-cerrados.
La importancia de estos subespacios radica en la conexión intrínseca que tienen con los subespacios
compactos de un espacio H-cerrado y Urysohn. Los espacios Urysohn son espacios que se introducen
en la sección 2.5, y juegan un papel importante en la teoría de las extensiones H-cerradas. Y en la
sección 2.4 se definen las funciones theta-continuas; tales funciones son una generalización de las
funciones continuas. La importancia de las funciones theta-continuas radica en la versatilidad que en
ellas se obtiene a la hora de estudiar los espacios H-cerrados.

En el capítulo 3, el capítulo más importante de esta tesis, se introducen las extensiones H-cerradas
en la sección 3.1, además se construyen nuevas extensiones H-cerradas a partir de extensiones dadas,
dichas extensiones se llaman Extensiones Simples y Extensiones Estrictas. Se estudian sus propieda-
des topológicas y el cómo se relacionan; esto en la sección 3.2. En la sección 3.3 se demuestra que
todo espacio Hausdorff tiene una extensión H-cerrada, la extensión de Katetov; dicha extensión es el
máximo proyectivo del conjunto de las extensiones H-cerradas del espacio en cuestión. Resulta que
la extensión de Katetov es una extensión simple, así que muchos de los resultados en la sección 3.2
se aplican a esta nueva sección. En la sección 3.4 se introducen y se estudian las propiedades de la
extensión de Fomin; dicha extensión es una extensión estricta. Más aún, la extensión de Fomin de
un espacio X es la extensión estricta que se obtiene de la extensión de Katetov del espacio X . En la
sección 3.5 se estudian las extensiones H-cerradas por un punto al igual que se estudian los espacios
localmente H-cerrados, ya que las extensiones H-cerradas por un punto están restringidas a los espa-
cios localmente H-cerrados; es decir, no todo espacio admite una extensión H-cerrada por un punto,
solamente si el espacio es localmente H-cerrado éste posee una extensión H-cerrada por un punto.
También es importante mencionar que un espacio localmente H-cerrado puede tener diferentes exten-
siones H-cerradas por un punto no equivalentes entre sí. Así que se establecen condiciones necesarias
y suficientes de cuándo un espacio localmente H-cerrado tiene una única extensión H-cerrada por
un punto. Y finalmente en la sección 3.6 se presenta la extensión de Banacheveski. Muchos de los
resultados desarrollados en el capítulo 1 y en el capítulo 2 sirven para desarrollar la teoría de dicha
extensión. Al final de dicha sección se establece la relación que hay entre las extensiones de Katetov,
Fomin y Banacheveski y se exhiben algunos ejemplos.

Por último, en esta tesis se hacen observaciones a la teoría de extensiones H-cerradas que no vie-
nen en el libro [5]. Éstas son enunciadas en las Proposiciones 3.1.5, 3.3.7, 3.3.17, 3.4.4 (4), 3.4.16,
3.4.17, 3.4.19, 3.5.7 y 3.6.15. En la Proposición 3.4.16, ejercicio propuesto del libro [5], menciona
condiciones suficientes de cuando los cerrados regulares son espacios casi H-cerrados, la observa-
ción que se hace en la tesis es la demostración de que dicha condición es una condición necesaria y
suficiente.



Capítulo 1

Preliminares

La meta de este primer capítulo es introducir las técnicas básicas y las propiedades más generales
de los espacios topológicos que se usarán en el capítulo 2 y en el capítulo 3. Además se analizarán
algunos ejemplos, y se desglozarán las propiedades que se consideren más relevantes a la hora de
introducir los temas. Los espacios topológicos a estudiar son los espacios Hausdorff, a menos que se
indique lo contrario, y se referirá a ellos simplemente como espacios.

1.1. Filtros abiertos

Entendemos por relación binaria en un conjunto X un subconjunto R del producto cartesiano
X×X , es decir R⊆ X×X . Si (a,b) ∈ R entonces se denotará como aRb.

Definición 1.1.1. Un orden parcial en un conjunto X es una relación binaria≤ en X , que satisface
las siguientes condiciones:

1. Si x ∈ X , entonces x≤ x.

2. Si x,y ∈ X , x≤ y y y≤ x, entonces x = y.

3. Si x,y,z ∈ X , x≤ y y y≤ z, entonces x≤ z.

Al conjunto X con la relación binaria ≤ se le denomina como conjunto parcialmente ordenado.
Se le suele denotar como (X ,≤).

Definición 1.1.2. Sea (X ,≤) un conjunto parcialmente ordenado. Sea A⊆ X y sea x ∈ X .

1. x es llamado cota superior de A, si a≤ x para cualquier elemento a ∈ A.

2. x es llamado cota inferior de A, si x≤ a para cualquier elemento a ∈ A.

3. x es llamado supremo de A, si x es una cota superior de A y si b es otra cota superior a A entonces
x≤ b. Se le suele denotar al supremo de A como supA.
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4. x es llamado ínfimo de A, si x es una cota inferior de A y si b es otra cota inferior a A entonces
b≤ x. Se le suele denotar al ínfimo de A como ı́nfA.

Definición 1.1.3. Sea (X ,≤) un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que X es una retícu-
la si para cualquier par de elementos x,y ∈ X , los elementos sup{x,y} e ı́nf{x,y} existen en X . Si
A⊆ X , entonces decimos que A es una subretícula de X si para cada a,b ∈ A, los elementos sup{a,b}
e ı́nf{a,b} existen y pertenecen a A.

Ejemplo 1.1.4. Sea X un espacio topológico y sean τX la topología de X y P(X) el conjunto
potencia de X , es decir P(X) es el conjunto de todos los subconjuntos de X . Entonces ⊆ es un orden
parcial en P(X) tal que si A,B∈P(X), entonces sup{A,B}= A∪B e ı́nf{A,B}= A∩B. Por lo tanto
(P(X),⊆) es una retícula. Por otro lado, (τX ,⊆) es una subretícula de P(X).

Definición 1.1.5. Sea L una subretícula de P(X) para algún conjunto X . Sea F ⊆L . Entonces
decimos que F es un L -filtro si satisface lo siguiente:

1. F 6= /0 y /0 /∈F .

2. Si A,B ∈F , entonces existe C ∈F tal que C ⊆ A∩B.

3. Si A ∈F y B ∈L tal que A⊆ B, entonces B ∈F .

Decimos que G ⊆ L es una L -base de filtro si satisface 1 y 2. Si G es una L -base de filtro,
entonces definimos Ĝ := {A ∈L : F ⊆ A para algún F ∈ G } el cual es un L -filtro. Decimos que Ĝ
es el filtro generado por G .

Definición 1.1.6. Sea L una subretícula de P(X) para algún conjunto X . Decimos que F es un
L -ultrafiltro si es un L -filtro maximal.

Proposición 1.1.7. Sea L una subretícula de P(X) para algún conjunto X . Si F es un L -filtro,
entonces existe un L -ultrafiltro que contiene a F .

Demostración. Sea F un L -filtro. Definimos U := {G ⊆L : G es un L -filtro y F ⊆ G }. Es
claro que U 6= /0, ya que F ∈ U. Sea C una cadena no vacía en U. Afirmamos que

⋃
C es un L -filtro

que pertenece a U.

Es claro
⋃

C 6= /0 y para cada G ∈ C , /0 /∈ G , es decir /0 /∈
⋃

C . Sean A,B ∈
⋃

C , entonces existen
G1,G2 ∈ C tales que A ∈ G1 y B ∈ G2. Como C es una cadena, se sigue que G1 ⊆ G2 ó G2 ⊆ G1.
Supongamos que G1 ⊆ G2. Entonces A,B ∈ G2 y como G2 es un L -filtro, existe C ∈ G2 ⊆

⋃
C tal que

C ⊆ A∩B. Por lo tanto se cumple la condición (2) de la Definición 1.1.5. Sea A ∈
⋃

C y sea B ∈L
tal que A⊆ B, entonces existe G ∈ C tal que A ∈ G , y como G es un L -filtro, B ∈ G ⊆

⋃
C . Por lo

tanto
⋃

C es un L -filtro.

Por otro lado, F ⊆ G para cada G ∈ C . Por lo tanto F ⊆
⋃

C , es decir
⋃

C ∈ U y además
⋃

C
es cota superior de C . Es decir cada cadena en U tiene una cota superior. Por el Lema de Zorn, existe
un elemento maximal H ∈ U. Es claro que H es un L -ultrafiltro que contiene a F .

�
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Empezaremos por introducir uno de los conceptos claves e importantes de esta tesis.

Definición 1.1.8. Dado un espacio topológico (X ,τX).

1. Un P(X)-filtro (respectivamente, P(X)-base de filtro, P(X)-ultrafiltro) será llamado filtro
(respectivamente, base de filtro, ultrafiltro).

2. Un τX -filtro (respectivamente, τX -base de filtro, τX -ultrafiltro) será llamado filtro abierto (res-
pectivamente, base de filtro abierto, ultrafiltro abierto).

Ahora fijaremos toda nuestra atención al estudio de los filtros abiertos, bases de filtros abiertos y
ultrafiltros abiertos.

Proposición 1.1.9. Sea X un espacio topológico y sea F una base de filtro abierto. Las siguientes
proposiciones son equivalentes:

1. F es un ultrafiltro abierto.

2. Para cada U abierto en X , U ∈F ó X \ clXU ∈F .

3. Si U es un abierto en X y U ∩V 6= /0 para toda V ∈F , entonces U ∈F .

Demostración. [1⇒ 2] Sea U abierto en X . Supongamos que U /∈F . Si U ∩V 6= /0 para toda
V ∈F , definimos G := {W ⊆ X : W es abierto en X y U ∩V ⊆W para algún V ∈F}. Es claro que
G 6= /0 ya que F ⊆ G , y /0 /∈F ya que U ∩V 6= /0 para toda V ∈F . Sean W1,W2 ∈ G , entonces existen
V1,V2 ∈F tales que Vi∩U ⊆Wi con i = 1,2. Como V1∩V2 ∈F , entonces (V1∩V2)∩U ⊆W1∩W2.
Por lo tanto G es una base de filtro abierto. Sea Ĝ el filtro abierto generado por G . Entonces F ( Ĝ ,
ya que U /∈F pero U ∈ Ĝ . Lo cuál es una contradicción ya que F es un ultrafiltro abierto. Por lo
tanto, existe V ∈F tal que V ∩U = /0, entonces V ⊆ X \ clXU ∈F .

[2⇒ 3] Sea U un abierto en X tal que U ∩V 6= /0 para toda V ∈F . Sabemos por hipótesis que
U ∈F ó X \clXU ∈F . Si X \clXU ∈F , entonces, U ∩ (X \clXU) 6= /0 lo cuál es una contradicción.
Por lo tanto U ∈F .

[3⇒ 1] Sea G un filtro abierto tal que F ⊆ G . Sea U ∈ G , entonces U ∩V 6= /0 para toda V ∈F .
Por lo tanto U ∈F , lo que implica que G ⊆F . Por lo tanto F es un ultrafiltro abierto.

�

Corolario 1.1.10. Sea F un ultrafiltro abierto en un espacio X . Si U es un abierto denso en X ,
entonces U ∈F .

Demostración. Si U es un abierto denso, entonces U ∩V 6= /0 para toda V ∈F , ya que /0 /∈F .
Por la Proposición 1.1.9, U ∈F .

�

Corolario 1.1.11. Si F y G son ultrafiltros abiertos distintos en un espacio X , entonces existen
abiertos U ∈F y V ∈ G tales que U ∩V = /0.

Demostración. Como F 6= G , entonces existe U ∈F \G . Dado que G es un ultrafiltro abierto,
por la Proposición 1.1.9, existe V ∈ G tal que V ∩U = /0.
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�

Corolario 1.1.12. Sea X un espacio y sea F un ultrafiltro abierto. Si U,V ∈ τX y U ∪V ∈F
entonces U ∈F ó V ∈F .

Demostración. Supongamos que U /∈F , entonces existe W ∈F tal que U ∩W = /0. Por lo tanto
/0 6=W ∩ (U ∪V ) ∈F , pero W ∩ (U ∪V ) =W ∩V ⊆V . Por lo tanto V ∈F .

�

Proposición 1.1.13. Sea {Fi : i ∈ I} una familia no vacía de filtros abiertos en un espacio X .
Entonces

⋂
i∈I Fi es un filtro abierto.

Demostración. Como X ∈Fi para cada i ∈ I,
⋂

i∈I Fi 6= /0 y además /0 /∈
⋂

i∈I Fi ya que /0 /∈Fi
para cada i ∈ I. Sean U,V ∈Fi para cada i ∈ I. Entonces U ∩V ∈Fi para cada i ∈ I, lo cuál satisface
la condición 2 de la Definición 1.1.5. Por último, sea U ∈Fi para cada i ∈ I, y sea V un abierto en X
tal que U ⊆V . Entonces V ∈Fi para cada i ∈ I. Por lo tanto V ∈

⋂
i∈I Fi.

Por lo tanto,
⋂

i∈I Fi es un filtro abierto.
�

Proposición 1.1.14. Sea X un espacio y sea F una base de filtro abierto. Entonces el filtro abierto
generado por F cumple:

F̂ =
⋂
{H : H es un filtro abierto y F ⊆H }.

Demostración. Tenemos que F ⊆ F̂ y como F̂ es un filtro abierto, se sigue que
⋂
{H :

H es un filtro abierto y F ⊆H } ⊆ F̂ . Ahora veremos que si G es un filtro abierto tal que F ⊆ G ,
entonces F̂ ⊆ G . En efecto, si U ∈ F̂ , entonces existe V ∈F tal que V ⊆U . Como F ⊆ G , entonces
V ∈G lo cuál implica que U ∈G . Por lo tanto F̂ ⊆G . Entonces F̂ ⊆

⋂
{H : H es un filtro abierto y F ⊆

H }.

Por lo tanto F̂ =
⋂
{H : H es un filtro abierto y F ⊆H }.

�

Proposición 1.1.15. Sea F un filtro abierto en un espacio X . Entonces:

1. Si G :=
⋂
{U : U es un ultrafiltro abierto en X y F ⊆U }, entonces

G = {U ⊆ X : U es abierto y intX [clXU ] ∈F}.

2. F está contenido en un único ultrafiltro abierto si y sólo si existe un ultrafiltro abierto U tal
que {intX [clXU ] : U ∈U } ⊆F .

Demostración. 1. Por la Proposición 1.1.13, G es un filtro abierto en X . Sea G ′ := {U ⊆ X :
U es abierto y intX [clXU ] ∈F}. Veamos que G = G ′.

⊆] Sea V ∈ G . Basta demostrar que intX [clXV ] ∈ F . Afirmammos que existe W ∈ F tal que
(X \ clXV )∩W = /0. Si (X \ clXV )∩U 6= /0 para cada U ∈F , entonces {(X \ clXV )∩U : U ∈F}
es una base de filtro abierto. Por lo tanto existe un ultrafiltro abierto V que lo contiene. Es claro que
F ⊆ V ya que V es cerrado bajo supraconjuntos abiertos. Lo que implica que F ⊆ G ⊆ V , entonces
V ∈ V , por otro lado X \ clXV ∈ V , es decir /0 = V ∩ (X \ clXV ) ∈ V lo cuál es una contradicción.



5 1.1. FILTROS ABIERTOS

Por lo tanto, existe W ∈F tal que (X \ clXV )∩W = /0. Por lo tanto W ⊆ clXV , lo que implica que
W ⊆ intX [clXV ] ∈F . Entonces V ∈ G ′. Por lo tanto G ⊆ G ′.

⊇] Sea V ∈ G ′. Por definición de G ′, intX [clXV ] ∈F . Sea V un ultrafiltro abierto tal que F ⊆ V .
Por la Proposición 1.1.9, V ∈ V ó X \ clXV ∈ V . Si X \ clXV ∈ V , entonces /0 = intX [clXV ]∩ (X \
clXV ) ∈ V ya que intX [clXV ]⊆ clXV . Lo cuál es una contradicción. Por lo tanto V ∈ V . Esto implica
que G ′ ⊆ G .

Por lo tanto, G = G ′.

2. Demostremos la necesidad. Supongamos que F está contenido en un único ultrafiltro abierto
U . Entonces por (1), G ⊆ U y como U es único, U = {U ⊆ X : U es abierto y intX [clXU ] ∈F}.
Por lo tanto {intX [clXU ] : U ∈U } ⊆F .

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que {intX [clXU ] : U ∈U } ⊆F para algún ultra-
filtro abierto U . Sea V un ultrafiltro abierto tal que F ⊆ V . Entonces {intX [clXU ] : U ∈ U } ⊆ V .
Sea U ∈ U . Como (X \ clXU)∩ intX [clXU ] = /0 y V es un ultrafiltro abierto, entonces U ∈ V . Es
decir, U ⊆ V . Como U es máximal, U = V . Por lo tanto F está contenido en un único ultrafiltro
abierto.

�

Definición 1.1.16. Sea X un espacio topológico y sea F un filtro abierto.

1. Entonces el conjunto
⋂
{clXU : U ∈F} es llamado la adherencia de F y es denotado como

a(F ). Si además a(F ) = /0, se dice que F es un filtro abierto libre.

2. Decimos que F converge a un punto x0, si el sistema de vecindades del punto x0, denotado
por Nx0 , es tal que Nx0 ∩ τX ⊆F donde τX es la topología de X . Al conjunto de puntos tal que F
converge, se le denotara como c(F ).

Proposición 1.1.17. Sea F una base de filtro abierto y H un ultrafiltro abierto. Entonces:

1. c(F )⊆ a(F ).

2. c(H ) = a(H ).

3. | c(F ) |≤ 1.

4. | a(H ) |≤ 1.

Demostración. 1. Sea p ∈ c(F ) y sea U ∈F . Entonces por definición, para cualquier abierto
V en X tal que p ∈ V , se tiene que V ∈F , es decir V ∩U 6= /0. Por lo tanto p ∈ clXU , y esto para
cualquier U ∈F . Por lo tanto c(F )⊆ a(F ).

2. Basta demostrar que a(H ) ⊆ c(H ). Sea p ∈ a(H ) y sea U una vecindad abierta de p en
X . Como p ∈ a(H ), entonces p ∈ clXV para cualquier V ∈H . Por lo tanto V ∩U 6= /0 para cual-
quier V ∈ H . Como H es un ultrafiltro abierto, U ∈ H . Por lo tanto a(H ) ⊆ c(H ). Por (1),
c(H ) = a(H ).
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3. Supongamos que | c(F ) |> 1. Entonces existen x,y ∈ c(F ) con x 6= y. Como X es Hausdorff,
existen vecindades abiertas U y V de x y y respectivamente tales que U ∩V = /0. Dado que x,y∈ c(F )
se sigue que U,V ∈F . Por otro lado, F es una base de filtro abierto, entonces existe W ∈F tal que
W ⊆ U ∩V = /0, esto es una contradicción ya que implica que W = /0 pero /0 /∈ F . Por lo tanto
| c(F ) |≤ 1.

4. Es consecuencia de (2) y (3).
�

1.2. Espacios Semiregulares

En las siguientes proposiciones se dará por hecho que uno conoce lo más básico de las propieda-
des de los operadores cerradura e interior, para mayor referencias de estos conceptos véase [3, 2].

Veamos un ejemplo de cómo se usan tales operadores. Dado un espacio X y A,B ⊆ X tales que
A ⊆ B, se sigue que intX A ⊆ intX B y clX A ⊆ clX B, y por lo tanto se puede concluir que intX [clX A] ⊆
intX [clX B] y clX [intX A]⊆ clX [intX B].

Proposición 1.2.1. Sean X un espacio, U ⊆ X abierto, C un cerrado y A,B⊆ X . Entonces:

1. intX [clX [intX [clX A]]] = intX [clX A].

2. clX [intX [clX [intX A]]] = clX [intX A].

3. intX [clX [U ∩A]] = intX [clXU ]∩ intX [clX A].

4. clX [intX [C∪A]] = clX [intXC]∪ clX [intX A].

Demostración. 1. Dado que intX [clX A]⊆ clX [intX [clX A]] se sigue que intX [clX A]⊆ intX [clX [intX [clX A]]].
Por otro lado, sea V := intX [clX [intX [clX A]]], se sigue que

V ⊆ clX [intX [clX A]] = intX [clX A]∪FrX [intX [clX A]] = intX [clX A]∪FrX [X \ intX [clX A]].

Supongamos que V ∩ (X \ intX [clX A]) 6= /0.

Como clX [X \clX A] = X \ intX [clX A] esto implica que V ∩(X \clX A) 6= /0. Por otro lado X \clX A⊆
X \ intX [clX A], es decir X \ clX A⊆ intX [X \ intX [clX A]], por lo tanto

/0 6=V ∩ intX [X \ intX [clX A]] =V ∩ (X \ clX [intX [clX A]]).

Contradiciendo el hecho de que V ⊆ clX [intX [clX A]]. Por lo tanto V ⊆ intX [clX A].

2. Por (1) tenemos
intX [clX [intX [clX [X \A]]]] = intX [clX [X \A]],

pero
intX [clX [X \A]] = intX [X \ intX A] = X \ clX [intX A].
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Análogamente,
intX [clX [intX [clX [X \A]]]] = X \ clX [intX [clX [intX A]]].

Es decir, X \clX [intX A] = X \clX [intX [clX [intX A]]]. Por lo tanto, clX [intX [clX [intX A]]] = clX [intX A].

3. Como clX [U ∩A]⊆ clXU ∩clX A, entonces intX [clX [U ∩A]]⊆ intX [clXU ∩clX A] = intX [clXU ]∩
intX [clX A]. Por otro lado, sea W = intX [clXU ]∩ intX [clX A]. Dado que W es abierto, basta demostrar
que W ⊆ clX [U ∩A].

Sea z ∈W y V ⊆ X una vecindad abierta de z, y sea V0 =V ∩W . Se sigue que V0 es una vecindad
abierta de z tal que

V0 ⊆W ⊆ clXU ∩ intX [clX A].

Por lo tanto V0 = clXU ∩(intX [clX A]∩V0), implica que /0 6=U ∩ intX [clX A]∩V0 ⊆V0∩U ∩clX A y esto
implica que /0 6=V0∩U ∩A⊆V ∩U ∩A. Es decir, z ∈ clX [U ∩A] y por lo tanto W ⊆ clX [U ∩A].

4. Tenemos que

intX [clX [(X \C)∩ (X \A)]] = intX [clX [X \C]]∩ intX [clX [X \A]],

donde intX [clX [X \C]] = intX [X \ intXC] = X \ clX [intXC]. Análogamente se obtiene que intX [clX [X \
A]] = X \ clX [intX A]. Lo que implica

intX [clX [X \C]]∩ intX [clX [X \A]] = X \ clX [intXC]∪ clX [intX A].

Por otro lado, intX [clX [(X \C)∩ (X \A)]] = intX [X \ intX [C∪A]] = X \ clX [intX [C∪A]].

Por lo tanto, clX [intX [C∪A]] = clX [intXC]∪ clX [intX A].
�

Proposición 1.2.2. Sea X un espacio y U ⊆ X . El conjunto U es abierto en X si y sólo si se cumple
que clX [U ∩A] = clX [U ∩ clX A] para todo A⊆ X .

Demostración. Demostremos la necesidad. Es claro que clX [U ∩A] ⊆ clX [U ∩ clX A] para cual-
quier A⊆ X . Por otro lado, sea A⊆ X arbitrario y sea z ∈ clX [U ∩ clX A], por lo que V ∩U ∩ clX A 6= /0
donde V es una vecindad abierta de z, lo que implica que V ∩U ∩A 6= /0, ya que U es abierto. Es decir,
z ∈ clX [U ∩A], y por lo tanto clX [U ∩ clX A]⊆ clX [U ∩A].

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que U no es abierto, es decir, existe z ∈ U tal
que para toda vecindad V de z se tiene que V ∩ (X \U) 6= /0 y por lo tanto z ∈ clX [X \U ]. Con lo que
concluimos que z ∈ clX [U ∩ clX [X \U ]] y por otro lado, clX [U ∩ clX [X \U ]] = clX [U ∩ (X \U)] = /0.
Contradiciendo la hipótesis de que clX [U ∩A] = clX [U ∩ clX A] para todo A ⊆ X . Por lo tanto U es
abierto.

�

Definición 1.2.3. Un conjunto abierto U en un espacio X es un abierto regular si U = intX [clXU ].
Denotamos al conjunto de todos los abiertos regulares en el espacio X como RO(X). Por la Proposi-
ción 1.2.1 (1) se sigue que

RO(X) = {intX [clX A] : A⊆ X}.
Más aún, se puede caracterizar al conjunto RO(X) a través de conjuntos abiertos de X . En efecto,

es claro que {intX [clXU ] : U es abierto en X} ⊆ RO(X), sea V ∈ RO(X) entonces V = intX [clX A]
con A⊆ X , V es abierto y V = intX [clXV ] ∈ {intX [clXU ] : U es abierto en X}. Por lo tanto

RO(X) = {intX [clXU ] : U es abierto en X}.
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Además si C,D ∈ RO(X), entonces C∩D ∈ RO(X). Haciendo un proceso inductivo se puede
concluir que RO(X) es cerrado bajo intersecciones finitas, sin embargo la intersección arbitraria de
abiertos regulares no necesariamente es un abierto regular. Un ejemplo de ello es el siguiente.

Sea C := {(−1
n ,

1
n) ⊆ R : n ∈ N}. Es claro que C es una familia de abiertos regulares en R y⋂

C = {0} lo que implica que
⋂

C no es un abierto regular, ya que intR[clR[
⋂

C ]] = intR[{0}] = /0.

Definición 1.2.4. Decimos que un conjunto A en un espacio X es un cerrado regular si A =
clX [intX A], y denotamos al conjunto de todos los cerrados regulares de X como R(X). Y por la
Proposición 1.2.1 (2) se sigue que

R(X) = {clX [intX A] : A⊆ X}.

Aunque R(X) no necesariamente es cerrado bajo intersecciones finitas, sí se puede concluir por
la Proposición 1.2.1 (4) que R(X) es cerrado bajo uniones finitas, además se puede caracterizar a
R(X) mediante conjuntos cerrados.

R(X) = {clX [intXC] : C es cerrado en X}.

Proposición 1.2.5. Sea X un espacio. Entonces RO(X) es una base abierta para una topología
Hausdorff.

Demostración. Dado que RO(X) es cerrado bajo intersecciones finitas y { /0,X}⊆RO(X) resul-
ta que RO(X) es una base abierta para una topología en X . Veamos que esta topología es Hausdorff.

Sean p,q ∈ X con p 6= q. Como X es un espacio existen vecindades abiertas ajenas U y V de p y
q respectivamente y por la Proposición 1.2.1 (3) implica que intX [clXU ] y intX [clXV ] son vecindades
abiertas ajenas de p y q respectivamente.

Por lo tanto, RO(X) es una base para una topología Hausdorff.
�

A tal topología en X la denotaremos como τs.

Definición 1.2.6. Un espacio X es semiregular si RO(X) forma una base para la topología de X .

Dado un espacio X , entonces Xs denotará al espacio topológico que tiene como conjunto base a X
y cuya topología es τs, es decir Xs = (X ,τs). Decimos que Xs es la semiregularización de X .

Proposición 1.2.7. La semiregularización de un espacio X es Hausdorff.

Demostración. Se sigue de la Proposición 1.2.5.
�

Observación 1.2.8. Un espacio X es un semiregular si y sólo si RO(X) es una base abierta en X ,
si y sólo si X = Xs.

La Observación 1.2.8 no implica (de manera directa) que la semiregularización de un espacio X
sea semiregular, aunque en efecto sí lo sea, como lo muestra la siguiente proposición.
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Proposición 1.2.9. Sea X un espacio, sean U,A ⊆ X un conjunto abierto y uno cerrado respecti-
vamente en X . Entonces:

1. clXU = clXsU y intX A = intXsA.

2. intX [clXU ] = intXs[clXsU ] y clX [intX A] = clXs[intXsA].

3. RO(Xs) = RO(X) y R(Xs) = R(X).

4. Xs es un espacio semiregular, en particular (Xs)s = Xs.

Demostración. 1. Si τ es la topología del espacio X se sigue que τs ⊆ τ lo que impica que
clXU ⊆ clXsU . Sea x /∈ clXU , entonces existe una vecindad abierta V de x tal que V ∩U = /0, y por la
Proposición 1.2.1 (3) intX [clXV ]∩ intX [clXU ] = /0. Dado que intX [clXV ] es una vecindad abierta de x
en Xs y U ⊆ intX [clXU ], entonces x /∈ clXsU , es decir clXU = clXsU .

Por otro lado, X \A es abierto en X y clX [X \A] = clXs[X \A], es decir X \ intX A = X \ intXsA. Por
lo tanto intX A = intXsA.

2. Dado que intX A = intXsA y clXU = clXsU se sigue que clX [intX A] = clXs[intXsA].

3. En efecto, RO(Xs) = {intXs[clXsU ] : U es abierto en Xs} ⊆ RO(X) y por el enunciado (2) se
sigue que RO(Xs) = RO(X). Análogamente R(Xs) = R(X).

4. La semiregularización de un espacio X , Xs, tiene por base al conjunto RO(X) que coincide por
el enunciado (3) con RO(Xs). Es decir, la semiregularización de un espacio es semiregular y por la
Observación 1.2.8 se tiene que Xs = (Xs)s.

�

Proposición 1.2.10. Cualquier espacio regular es semiregular.

Demostración. Sea X un espacio regular. Sea x∈X y sea V una vecindad abierta de x. Dado que X
es regular, existe una vecindad abierta U de x tal que clXU ⊆V . Lo que implica que x∈ intX [clXU ]⊆V
y como intX [clXU ] ∈RO(X) se sigue que RO(X) es una base para la topología de X . Por lo tanto X
es semiregular.

�

Denotamos por C(X ,Y ) al conjunto de funciones continuas que van del espacio X al espacio Y .

Proposición 1.2.11. Sea f ∈C(X ,Y ) donde X es un espacio y Y es regular, y definimos la función
fs : Xs→ Y mediante fs(x) = f (x) para todo x ∈ X . Entonces fs es continua.

Demostración. Sea x ∈ X y sea V una vecindad abierta de f (x) en Y . Como Y es un espacio
regular, existe una vecindad abierta U de f (x) en Y , tal que clYU ⊆V .

Como f es continua, existe una vecindad abierta W de x en X , tal que f [W ] ⊆U . Usando nue-
vamente la continuidad de f tenemos que f [clXW ] ⊆ clY [ f [W ]] ⊆ clYU ⊆ V lo que implica que
f [intX [clXW ]]⊆V . Por lo tanto fs es continua ya que RO(X) es base abierta de Xs.

�
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El recíproco de la proposición anterior no se cumple, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.12. Sea X =R∪{p+, p−} dondeR∩{p+, p−}= /0 y p+ 6= p−. Sea B una colección
de conjuntos de X , tal que si U ∈B, tenemos que U ∩R es un abierto euclidiano en R, y si p+ ∈U
(respectivamente, p− ∈U), entonces existe un n ∈N tal que

⋃
{(−m−1,−m)∪ (m,m+1) : n≤m, y

m es par (respectivamente, m es impar) } ⊆U . Veamos que la colección de estos subconjuntos de X
define una base para una topología en X .

Es claro que /0 y X pertenecen a B, ya que /0 es abierto en R y X ∩R = R. Sean V1,V2 ∈ B,
tenemos que V1 ∩R y V2 ∩R son abiertos en R, lo cual implica que (V1 ∩V2)∩R es abierto en R.
Si (V1 ∩V2)∩ {p+, p−} 6= /0. Supongamos sin pérdida de generalidad que p+ ∈ V1 ∩V2. Entonces
existen n1,n2 ∈ N tales que An1 ⊆ V1 y An2 ⊆ V2 donde An1 =

⋃
{(−m− 1,−m)∪ (m,m+ 1) : n1 ≤

m, y m es par } y An2 =
⋃
{(−m−1,−m)∪ (m,m+1) : n2 ≤ m, y m es par }.

Notemos que An1 ∩ An2 = An0 donde n0 = max{n1,n2}. Entonces An0 ⊆ V1 ∩V2. Por lo tanto
V1 ∩V2 ∈ B. Por lo tanto B es cerrado bajo intersecciones finitas. Concluimos que B es una ba-
se para una topología en X .

1. Afirmamos que X es un espacio semiregular y Hausdorff, pero no regular.

Sea n∈N, definimos Vn = {p+}∪An donde An =
⋃
{(−m−1,−m)∪(m,m+1) : n≤m, y m es par }.

Vamos a demostrar que intX [clXVn] =Vn. Es claro que Vn es abierto en X y clXVn = clX [{p+}∪An] =
{p+}∪ clX An. Afirmamos que clX An = {p+}∪ clRAn.

Es claro que p− /∈ clX An, ya que cualquier abierto básico de la forma Ut = {p−} ∪
⋃
{(−m−

1,−m)∪ (m,m+ 1) : t ≤ m, y m es impar } donde t ∈ N, cumple que Ut ∩An = /0. Por otro lado,
clX An∩R= clRAn. Basta demostrar que p+ ∈ clX An.

En efecto, cualquier vecindad abierta U de p+, contiene un subconjunto de la forma Bt =
⋃
{(−m−

1,−m)∪ (m,m+1) : t ≤m, y m es par } donde t ∈N. Es claro que An∩Bt 6= /0. Por lo tanto clX An =
{p+}∪ clRAn. Por lo tanto clXVn = {p+}∪ clRAn.

Por otro lado, intX [{p+}∪ clRAn]∩R⊆ clRAn y como intX [{p+}∪ clRAn]∩R es un abierto en R
se sigue que intX [{p+}∪ clRAn]∩R⊆ intR[clRAn] = An ya que An es un abierto regular en R. Por lo
tanto intX [clXVn] = intX [{p+}∪ clRAn]⊆ {p+}∪An =Vn. Por lo tanto intX [clXVn] =Vn.

Analogamente definimos Wn = {p−}∪
⋃
{(−m−1,−m)∪ (m,m+1) : n≤ m, y m es impar }, es

claro que Wn es abierto en X y intX [clXWn] = Wn, además W1∩V1 = /0, y si x ∈ R y t > 0, entonces
T = (x− t,x+ t) es una vecindad abierta de x en X tal que intX [clxT ] = T .

Por lo tanto, X es semiregular y Hausdorff. Y para cada n,k ∈N, clXVn∩clXWn 6= /0, lo que implica
que X no es regular.

Sea Y = {p+}∪
⋃
{[m,m+1] : 0≤m, y m es par } con la topología heredada de X . Sea f : Y → X

dada por f (x) = x para todo x ∈ Y , es decir f es la función inclusión. Por lo tanto, f es continua.

2. Afirmamos que fs /∈C(Ys,Xs).

Vemos que Ys es compacto, mientras que Y no es regular, ya que los conjuntos cerrados ajenos
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{p+} y N no pueden ser separados por abiertos ajenos, dado que una vecindad arbitraria V de p+
contiene a un conjunto de la forma An =

⋃
{(m,m+ 1) : n ≤ m, y m es par } donde n ∈ N, y para

cualquier m ∈ N con n≤ m y m par, no existe ninguna vecindad abierta de m en Y tal que sea ajena a
An. Si fs fuera continua, entonces fs[Ys] =Y sería compacto en un Hausdorff, lo que implica que Y es
normal en particular Y es regular, por lo tanto fs no es continua de Ys en Xs.

�

El subespacio Y del espacio semiregular X del Ejemplo 1.2.12 no es un subespacio semiregular, es
decir que la semiregularidad no es hereditaria. La siguiente proposición nos dirá para que subespacios
la semiregularidad se hereda.

Proposición 1.2.13. 1. La semiregularidad se hereda a subespacios abiertos.

2. Si D es un subespacio denso en un espacio X , entonces Ds es un subespacio denso en Xs, es
decir que la semiregularidad se hereda a subespacios densos.

Demostración. 1. Sea X un espacio semiregular y sea U ⊆ X un subconjunto abierto de X . Sea
p ∈U y sea V una vecindad abierta de p en U . Como U es abierto en X se sigue que V es abierto en
X . Por lo tanto, basta demostrar que existe un abierto regular de U que se queda contenido en V y es
vecindad de p.

Como X es semiregular existe un abierto regular W de X , tal que p ∈W ⊆V y además

intU [clUW ] = intU [U ∩ clXW ] = intX [U ∩ clXW ].

Esta última igualdad se sigue de que U es abierto. Usando el hecho de que W es un abierto regular
de X obtenemos que intX [U ∩clXW ] = intX [clXW ]∩ intXU =W ∩U =W . Es decir p ∈ intU [clUW ] =
W ⊆V , por lo tanto U es semiregular.

2. Primero se demostrará que la semiregularización del subespacio D (visto como subespacio de
X) es igual al subespacio D con la topología heredada por Xs. A tal espacio lo denotaremos como
D�Xs , es decir se demostrará que Ds = D�Xs

Sea W abierto en X . Basta demostrar que intD[clD[W ∩D]] = intX [clXW ]∩D. Por la Proposición
1.2.2 se sigue clD[W ∩D] = clX [W ∩D]∩D = clXW ∩D, lo que implica que intX [clXW ]∩D⊆ clXW ∩
D = clD[W ∩D] y como intX [clXW ]∩D es un abierto en D se sigue que

intX [clXW ]∩D⊆ intD[clD[W ∩D]].

Por otro lado, sea p ∈ intD[clD[W ∩D]]. Existe una vecindad abierta U de p en X tal que p ∈
U ∩D⊆ intD[clD[W ∩D]]⊆ clXW ∩D, lo que implica clXU = clX [U ∩D]⊆ clX [clXW ∩D]; es decir,
U ⊆ intX [clXU ]⊆ intX [clXW ], lo que implica p∈U∩D⊆ intX [clXW ]∩D, es decir, intD[clD[W ∩D]]⊆
intX [clXW ]∩D. Por lo tanto, intD[clD[W ∩D]] = intX [clXW ]∩D que es equivalente a Ds = D�Xs .

Para finalizar veamos que Ds es denso en Xs. En efecto, sea τ la topología del espacio X , dado que
τs ⊆ τ se tiene que Ds es denso en Xs

�

Proposición 1.2.14. Sea {Xi : i∈ I} una familia de espacios. Entonces Xi es semiregular para cada
i ∈ I si y sólo si X = ∏i∈I Xi es semiregular. Es decir la semiregularidad es productiva.
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Demostración. Demostremos la suficiencia. Supongamos que X es semiregular. Para cada i ∈ I,
las proyección πi : X → Xi son continuas, abiertas y suprayectivas. Sea x ∈ Xi para algún i ∈ I y sea U
una vecindad de x en Xi. Entonces existe un punto y∈ X tal que πi(y) = x y además y∈ π

−1
i [U ]. Como

X es semiregular, existe un abierto regular V tal que y ∈V ⊆ π
−1
i [U ], y existe un abierto canónico W

que cumple

y ∈W =
n⋂

k=1

π
−1
jk [Wjk ]⊆V ⊆ π

−1
i [U ],

donde { j1, ..., jn} ⊆ I con n ∈ N, y Wjk ⊆ X jk es un conjunto abierto para cada k ∈ {1, ...,n}. Por lo
tanto intX [clXW ]⊆V ⊆ π

−1
i [U ] donde

intX [clXW ] =
n⋂

k=1

π
−1
jk [intX jk

[clX jk
Wjk ]].

Dado que las proyecciones son funciones suprayectivas, si U es un abierto estrictamente conte-
nido en Xi, entonces existe k∗ ∈ {1, ...,n} tal que X jk∗ = Xi es decir i = jk∗ , Por lo tanto, x ∈Wi ⊆
intXi[clXiWi]⊆U y como intXi[clXiWi] ∈RO(X) entonces Xi es semiregular.

Ahora demostremos la necesidad. Supongamos que Xi es semiregular para cada i ∈ I. Sea x ∈ X y
sea U un abierto básico de x donde

U =
n⋂

k=1

π
−1
jk [U jk ]

donde { j1, ..., jn} ⊆ I con n ∈ N, y U jk ⊆ X jk es un conjunto abierto para cada k ∈ {1, ...,n}. Y
como X jk es semiregular para cada k ∈ {1, ...,n}, existen Vjk ∈RO(X jk) tales que π jk(x) ∈Vjk ⊆U jk .
Consideramos al conjunto V =

⋂n
k=1 π

−1
jk [Vjk ] el cual cumple que

intX [clXV ] = intX

[
clX

[
n⋂

k=1

π
−1
jk [Vjk ]

]]
= intX

[
n⋂

k=1

π
−1
jk [clX jk

Vjk ]

]

=
n⋂

k=1

π
−1
jk [intX jk

[clX jk
Vjk ]] =

n⋂
k=1

π
−1
jk [Vjk ] =V.

Es decir que V es un abierto regular en X y x ∈V ⊆U . Por lo tanto X es semiregular.
�

Nuevamente si consideramos una familia de espacios {Xα : α ∈ J}, y X = ∏α∈J Xα es semiregu-
lar, cabe preguntarse cuál es la relación (en cuanto a su estructura topológica) entre X y ∏α∈J(Xα)s.
La siguiente proposición da una respuesta a esto.

Proposición 1.2.15. Sea {Xα : α ∈ J} una familia de espacios no vacíos, y sea X = ∏α∈J Xα .
Entonces Xs = ∏α∈J(Xα)s.

Demostración. Sea U ∈RO(X) y sea p ∈U . Entonces existe un abierto básico Û tal que

p ∈ Û =
n⋂

j=1

π
−1
i j

[Ui j ]⊆U,

donde {i1, ..., in} ⊆ J con n ∈ N, y Ui j ⊆ Xi j es un conjunto abierto para cada j ∈ {1, ...,n}. Además
se cumple que p ∈ intX [clXÛ ]⊆ intX [clXU ] =U donde
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intX [clXÛ ] =
⋂n

j=1 π
−1
i j

[intXi j
[clXi j

Ui j ]] = ∏ j∈{1,...,n}(intXi j
[clXi j

Ui j ])×∏α∈J\F Xα (1)

donde F = {i1, ..., in}. Por lo tanto intX [clXÛ ] ∈RO(∏α∈J(Xα)s) lo que implica que U es abierto en
∏α∈J(Xα)s.

Por otro lado, intX [clXÛ ] es un abierto regular en X . Es decir, intX [clXÛ ] ∈ RO(X) y dado que
cualquier elemento de RO(∏α∈J(Xα)s) es de la forma (1) entonces dicho elemento pertenece a
RO(X). Se sigue que RO(X) y RO(∏α∈J(Xα)s) generan la misma topología en el espacio X .

�

Ahora demostraremos que cada espacio puede ser encajado como un subespacio cerrado y denso
en ninguna parte de un espacio semiregular.

Sea X un espacio yN∞ la compactación por un punto deN, dondeN∞\N= {p∞}. Sea Z =X×N∞

y consideremos a B∗ ⊆P(Z) definida como

B∗ = {{(x,n)} : x ∈ X , n ∈ N}∪ τ

donde τ es la topología producto de los espacios X y N∞.

Proposición 1.2.16. B∗ es una base para una topología Hausdorff τ∗ de Z.

Demostración. Es claro que { /0,X} ⊆B∗ y B∗ es cerrado bajo intersecciones, esto hace que B∗
sea una base para una topología en Z. Como τ ⊆B∗, (Z,τ∗) es un espacio Hausdorff.

�

Proposición 1.2.17. X es homeomorfo a (X×{p∞},τ∗�X×{p∞}).

Demostración. Afirmamos que τ∗�X×{p∞} = τ�X×{p∞}. Es claro que τ�X×{p∞} ⊆ τ∗�X×{p∞}. Sea
A ∈ τ∗�X×{p∞} \{ /0}. Sea (r, p∞) ∈ A, entonces existe B ∈B∗ \{ /0} tal que

(r, p∞) ∈ B∩ (X×{p∞})⊆ A.

Si B ∈B∗ \ τ entonces existe x ∈ X y n ∈ N tal que B = {(x,n)} lo que implica que B∩ (X ×
{p∞}) = /0, lo cuál es una contradicción. Por lo tanto B ∈ τ , es decir B∩ (X ×{p∞}) ∈ τ�X×{p∞}. Lo
que implica que A ∈ τ�X×{p∞}. Por lo tanto τ∗�X×{p∞} = τ�X×{p∞}.

Por otro lado, como X es homeomorfo a X×{p∞} como subespacio de (X×N∞,τ), entonces por
lo ya mencionado anteriormente que X es homeomorfo a X×{p∞} como subespacio de Z.

�

Proposición 1.2.18. X×{p∞} es un subespacio cerrado y denso en ninguna parte de Z.

Demostración. Como Z \ (X×N) = X×{p∞} y X×N ∈ τ∗ entonces X×{p∞} es cerrado en Z.
La prueba terminará una vez que demostremos que intZ[X×{p∞}] = /0.

Supongamos intZ[X×{p∞}] 6= /0. Sea (r, p∞) ∈ intZ[X×{p∞}], entonces existe B ∈B∗ tal que

(r, p∞) ∈ B⊆ intZ[X×{p∞}],

es claro que B ∈ τ , podemos suponer que B es un abierto canónico, es decir B es de la forma

B =U× (V ∪{p∞}),

donde U ⊆ X es abierto en X y V ⊆N tal que N\V es finito. Como intZ[X×{p∞}]⊆ X×{p∞} y B*
X×{p∞}, entonces B* intZ[X×{p∞}], lo cuál es una contradicción. Por lo tanto intZ[X×{p∞}] = /0.
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�

Sea ∈ N, definimos Nn := {0,1, ...,n} y Nc
n := N\Nn.

Proposición 1.2.19. Sea U ⊆ X abierto en X . Sean n ∈ N y (r, p∞) ∈ Z con r ∈ X \U . Entonces
(r, p∞) /∈ intZ[clZ[U×Nc

n]].

Demostración. Supongamos que (r, p∞)∈ intZ[clZ[U×Nc
n]]. Por lo tanto existe m ∈N con n < m

y V ⊆ X abierto en X , tales que

(r, p∞) ∈V ×Nc
m ⊆ intZ[clZ[U×Nc

n]].

Esto implica que (r,m + 1) ∈ V ×Nc
m ⊆ intZ[clZ[U ×Nc

n]]. Entonces (r,m + 1) ∈ clZ[U ×Nc
n].

Como {(r,m+ 1)} es abierto en Z, implica que (r,m+ 1) ∈U ×Nc
n, es decir r ∈U , lo cuál es una

contradicción. Por lo tanto (r, p∞) /∈ intZ[clZ[U×Nc
n]].

�

Proposición 1.2.20. El espacio (Z,τ∗) es semiregular.

Demostración. Como cada (r,n) ∈ X ×N se tiene que {(r,n)} ∈RO(Z). Basta demostrar que
para cada (r, p∞) ∈ Z y U ⊆ Z abierto en Z con (r, p∞) ∈ U , entonces existe V ∈ RO(Z) tal que
(r, p∞) ∈V ⊆U .

Sea (r, p∞) ∈ Z y sea U ⊆ Z abierto en Z con (r, p∞) ∈U . Entonces existe V ⊆ X abierto en X y
n ∈ N tales que

(r, p∞) ∈V ×Nc
n ⊆U. (1.1)

Afirmamos que intZ[clZ[V ×Nc
n]] =V ×Nc

n.

Basta demostrar que intZ[clZ[V ×Nc
n]]⊆V ×Nc

n. Sea (x,y) ∈ intZ[clZ[V ×Nc
n]].

Si y = p∞, por la Proposición 1.2.19, x ∈V . Por lo tanto (x,y) ∈V ×Nc
n.

Si y 6= p∞, entonces (x,y) ∈ clZ[V ×Nc
n]. En este caso {(x,y)} es abierto en Z. Por lo tanto

(x,y) ∈V ×Nc
n.

Por lo tanto intZ[clZ[V ×Nc
n]] =V ×Nc

n. Es decir V ×Nc
n ∈RO(Z) y por (1), RO(Z) es una base

de abietos en Z. Por lo tanto Z es semiregular.
�

Proposición 1.2.21. Cualquier espacio X se puede encajar en un subespacio cerrado y denso en
ninguna parte del espacio semiregular Z.

Demostración. Es consecuencia de las Proposiciones 1.2.17, 1.2.18 y 1.2.20.
�

La semiregularidad es un concepto muy importante en la teoría de los espacios H-cerrados, ya
que muchas de las propiedades de estos últimos se pueden caracterizar a través de la semiregularidad,
y es por eso que se le dedica cierto estudio a este tema. En matemáticas muchos de los conceptos se
tienden a "generalizar". La semiregularidad no es la excepción, presentaremos una generalización del
concepto de semiregularidad. Veremos más adelante, en el capítulo 3, que esta generalización juega
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un papel importante en las extensiones de los espacios H-cerrados. Le pedimos al lector paciencia.

Definición 1.2.22. Sea X un espacio y A,M ⊆ X . Decimos que el conjunto A es un abierto regular
con respecto de M si

A = intX [A∪ (M∩ clX A)]

Denotamos al conjunto intX [A∪ (M ∩ clX A)] por αM(A). Es decir, si A = αM(A), entonces A es
un abierto regular con respecto de M. Si M = X se sique que αM(A) es un abierto regular, ya que
αX(A) = intX [clX A], lo que supone una generalización del concepto de abiertos regulares.

Obsérvese que cualquier subconjunto abierto regular con respecto a M en X , es un subconjunto
abierto en X . Sea A es un subconjunto abierto y denso en X , que es un abierto regular con respecto
a M ⊆ X , entonces intX A = intX [A∪M]. Lo cual implica que el subconjunto de los números reales
menos los números enteros, es un subconjunto abierto en R que no es abierto regular con respecto al
conjunto de los números enteros.

Proposición 1.2.23. Sea X un espacio y A,B y M subconjuntos de X . Entonces se cumple

1. αM(A) = αX(A)∩ intX [A∪M].

2. Si A⊆ B, entonces αM(A)⊆ αM(B).

3. αM(αM(A)) = αM(A)

4. Si A es cerrado, entonces αM(A) = αX(A).

5. Si A,B son abiertos en X , entonces αM(A∩B) = αM(A)∩αM(B).

Demostración. 1.

αM(A) = intX [A∪ (M∩ clX A)] = intX [(A∪M)∩ (A∪ clX A)]
= intX [A∪ clX A]∩ intX [A∪M] = intX [clX A]∩ intX [A∪M]

= αX(A)∩ intX [A∪M].

2. Como A⊆ B entonces M∩ clX A⊆M∩ clX B lo que implica A∪ (M∩ clX A)⊆ B∪ (M∩ clX B).
Por lo tanto

αM(A) = intX [A∪ (M∩ clX A)]⊆ intX [B∪ (M∩ clX B)] = αM(B).

3.

αM(αM(A)) = intX [αM(A)∪ (M∩αM(A))]
= intX [αM(A)∪M]∩ intX [αM(A)∪αM(A)]
= intX [αM(A)∪M]∩ intX [αM(A)] = αM(A).

4. Como A es cerrado, entonces A = clX A lo que implica αX(A) = intX [clX A] = intX A⊆ intX [A∪
M]. Por lo tanto

αM(A) = αX(A)∩ intX [A∪M] = αX(A).
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5. Por la Proposición 1.2.1.(3), αX(A∩B) = αX(A)∩αX(B). Por lo tanto

αM(A∩B) = αX(A∩B)∩ intX [(A∩B)∪M]

= αX(A)∩αX(B)∩ intX [A∪M]∩ intX [B∪M]

= αX(A)∩ intX [A∪M]∩αX(B)∩ intX [B∪M]

= αM(A)∩αM(B).

�

A partir de la Proposición 1.2.23 (1), cualquier bola abierta en el espacio euclidiano Rn es un sub-
conjunto abierto regular con respecto a cualquier subconjunto M de Rn, ya que dada una bola abierta
con centro en x ∈ Rn y radio r > 0, que la denotaremos como Br(x), es un abierto regular en el espa-
cio euclidiano Rn y cumple que αRn(Br(x)) = Br(x) ⊆ intRn[Br(x)∪M] donde M es un subconjunto
arbitrario de Rn. Por lo tanto αM(Br(x)) = Br(x).

Veamos otro ejemplo. Sea H el semiplano {(a,b) : 0≤ b y a,b ∈R}, L es la línea {(x,0) : x ∈R},
y D igual a la intersección del disco abierto con centro en (0,0) y radio 1, con H. Entonces D es un
abierto regular con respecto a L si consideramos a H con la topología euclideana, pero D no es un
abierto regular con respecto a L si consideramos a L con la topología de Moore, véase el Ejemplo
5.25 de [2].

Ya vimos que una condición suficiente para que αM(A) sea un abierto regular es que M = X , sin
embargo no es una condición necesaria, es decir, no necesariamente se debe de cumplir que M sea
igual a X para que αM(A) sea un abierto regular, como lo muestra la siguiente proposición.

Proposición 1.2.24. Sea X un espacio y A,M ⊆ X .

1. Entonces αM(A) = αX(A) si y sólo si αX(A)\A⊆M.

2. Si M es un abierto regular y A⊆M, entonces αM(A) = αX(A).

Demostración. 1. Demostremos la necesidad. Supongamos que αM(A) = αX(A)∩ intX [A∪M] =
αX(A), lo que implica que αX(A)⊆ intX [A∪M]. Por lo tanto, αX(A)\A = αX(A)∩(X \A)⊆ intX [A∪
M]∩ (X \A)⊆ (A∪M)∩ (X \A) = M∩ (X \A)⊆M.

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que αX(A) \A ⊆ M. Como αM(A) = αX(A)∩
intX [A∪M]. Basta demostrar que αX(A)⊆ intX [A∪M]. Como αX(A)\A⊆M, entonces

αX(A) = (αX(A)∩ (X \A))∪ (αX(A)∩A) = (αX(A)\A)∪ (αX(A)∩A)⊆M∪A.

Es decir αX(A)⊆M∪A y como αX(A) es abierto αX(A)⊆ intX [M∪A].

2. Como M es un abierto regular y A ⊆ M, entonces αX(A) ⊆ M. Por el enunciado (1) se sigue
que αM(A) = αX(A).

�

Proposición 1.2.25. Sea X un espacio y sea M ⊆ X . Entonces el conjunto

B = {αM(U) : U es abierto en X}

es una base para una topología τ(XM) de X , y tal topología hace al espacio X Hausdorff.
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Demostración. Como αM(X) = X y αM( /0) = /0, implica que { /0,X} ⊆B y además B es cerrado
bajo intersecciones finitas. Lo que implica que B es una base para una topología de X .

Sean x,y ∈ X tales que x 6= y. Entonces, existen abiertos ajenos U y V de x y y respectivamente.
Por la Proposición 1.2.23.(5) se sigue que αM(U) y αM(V ) son vecindades abiertas ajenas de x y y
respectivamente.

Por lo tanto, B es una base para una topología Hausdorff en X .
�

Definición 1.2.26. Un espacio X es un semiregular con respecto de M si la topología de X , τ , es
igual a la topología τ(XM). Y denotamos por XM = (X ,τ(XM)).

Corolario 1.2.27. Sea X un espacio, y M ∈RO(X). Entonces

τs = τ(XX)⊆ τ(XM)⊆ τ(X/0) = τ.

Demostración. Es claro que τs = τ(XX) y τ(XM) ⊆ τ(X/0) = τ . Así que basta demostrar que
τs ⊆ τ(XM) lo que es equivalente a demostrar que RO(X)⊆ τ(XM).

Sea U ∈ RO(X) entonces αM(U) = αX(U)∩ intX [U ∪M] = U ∩ (U ∪M) = U . Por lo tanto,
U ∈ τ(XM) es decir RO(X)⊆ τ(XM).

�
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Capítulo 2

Espacios H-cerrados

En este capítulo se introducirán los conceptos de espacio H-cerrado y se presentarán las propie-
dades básicas que estos espacios poseen. En las últimas secciones de este capítulo se estudiarán las
funciones Θ-continuas, los espacios Urysohn y la relación que tienen con los espacios H-cerrados.

2.1. Espacios H-cerrados

Definición 2.1.1. Un espacio X es H-cerrado si X es cerrado en cualquier espacio que lo contenga
como subespacio.

Una caracterización de estos espacios es la siguiente.

Proposición 2.1.2. Dado un espacio X las siguientes propiedades son equivalentes.

1. X es H-cerrado.

2. Para cualquier cubierta abierta U de X , existe una subcolección finita V de U cuya unión es
densa en X , i.e. clX [∪V ] = X .

3. Cualquier filtro abierto de X tiene al menos un punto de acumulación.

4. Cualquier ultrafiltro abierto de X converge.

Demostración.
[1⇒ 3] Sea F un filtro abierto de X tal que aX(F ) = /0 . Sea Y = X ∪{F} y sea T una colec-

ción de conjuntos de Y tal que si U ∈ T satisface que U ∩X es abierto en X , y si F ∈U entonces
U ∩X ∈F . Demostremos que T define una topología en Y .

Es claro { /0,Y}⊆T ya que /0 es abierto en X , F ∈Y y Y ∩X = X ∈F . Sean V1,V2 ∈T , entonces
V1∩X y V2∩X son abiertos en X . Lo cual implica que (V1∩V2)∩X es abierto en X . Supongamos que
F ∈ V1∩V2, es decir F ∈ V1 y F ∈ V2, entonces V1∩X ∈F y V2∩X ∈F . Como F es un filtro
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abierto en X , (V1∩V2)∩X ∈F . Por lo tanto V1∩V2 ∈T .

Sea A ⊆ T , entonces para cada U ∈A , U ∩X es abierto en X . Por lo tanto
⋃

A ∩X es abierto
en X . Si F ∈

⋃
A , entonces existe U0 ∈ A tal que F ∈ U0, es decir U0 ∩X ∈ F . Por otro lado,

F es un filtro abierto lo cual implica que U0 ∩X ⊆
⋃

A ∩X ∈F . Por lo tanto
⋃

A ∈ T . Por lo
tanto T define una topología en Y . Además como X es Hausdorff y abierto en Y , se sigue que para
cualesquiera puntos distintos en X pueden ser separados por conjuntos abiertos ajenos en Y .

Sea p ∈ X . Como aX(F ) = /0, existe un conjunto abierto U ∈F y una vecindad abierta V de p tal
que U ∩V = /0. Es claro que V y U ∪{F} son abiertos ajenos en Y que contienen a p y F respectiva-
mente, lo que implica que Y es Hausdorff. Como X no es cerrado en Y , se sigue que X no es H-cerrado.

[3⇒ 4] Sea U un ultrafiltro abierto en X , como aX(U ) 6= /0 y aX(U ) = cX(U ), entonces U
converge.

[4⇒ 3] Supongamos que F es un filtro abierto en X . El filtro F está contenido en un ultrafiltro
abierto U , y como F ⊆U , entonces aX(U )⊆ aX(F ), pero cX(U ) = aX(U ) y cX(U ) 6= /0. Por lo
tanto aX(U ) 6= /0, lo que implica que aX(F ) 6= /0.

[3⇒ 1] Supongamos que X no es H-cerrado, entonces existe un espacio Y tal que X es un subes-
pacio de Y y clY X 6= X , es decir existe p ∈ clY X \X . Sea F = {U ∩X : U es abierto en Y y p ∈U}.
Entonces F es un filtro abierto en X y como Y es Hausdorff, entonces aX(F ) = /0.

[2⇒ 3] Supongamos que F es un filtro abierto libre de X , entonces {X \ clXU : U ∈ F} es
una cubierta abierta de X . Sea A una subcolección finita de F . Como clX [

⋃
U∈A (X \ clXU)] =⋃

U∈A (X \ intX [clXU ]) = X \
⋂

U∈A intX [clXU ]⊆ X \
⋂

U∈A U 6= X ya que
⋂

U∈A U 6= /0 porque F es
un filtro. Por lo tanto, no existe subfamilias finitas de {X \clXU : U ∈F} cuya unión sea densa en X .

[3 ⇒ 2] Sea C una cubierta abierta de X tal que para cada subconjunto finito A ⊆ C , X 6=
clX [

⋃
A ]. Sea F = {U : U abierto y X \ clX [

⋃
A ] ⊆U para A ⊆ C finito }. La colección F es un

filtro abierto de X y aX(F ) =
⋂

U∈F clXU ⊆
⋂
{clX [X \ clX [

⋃
A ]] : A ⊆ C es finito } ⊆

⋂
{clX [X \

clXV ] : V ∈ C } ⊆ X \
⋃

C = X \X = /0. Por lo tanto F es un filtro abierto libre de X .
�

Proposición 2.1.3. Un espacio X es H-cerrado y regular si y sólo si X es compacto.

Demostración. Es claro que un espacio compacto es H-cerrado y regular. Supongamos que X es
un espacio H-cerrado y regular. Sea C una cubierta abierta de X , para cada x∈ X existe un subconjnto
abierto Ux ∈ C tal que x ∈Ux. Como X es regular existe un conjunto abierto Vx que contiene a x tal
que clXVx ⊆Ux. Por la proposición anterior {Vx : x ∈ X} tiene una subfamilia finita {Vx : x ∈ A} con
A ⊆ X finito, tal que X = clX [

⋃
x∈AVx] =

⋃
x∈A clXVx. Y como clXVx ⊆Ux, X =

⋃
x∈AUx; es decir, C

tiene una subcubierta finita. Por lo tanto X es compacto.
�

Todo espacio compacto es H-cerrado, pero no necesariamente un espacio H-cerrado es compacto
como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.4. Sea Y := {(1
n ,

1
m) : n ∈ N, |m| ∈ N}

⋃
{(1

n ,0) : n ∈ N} un subconjunto de R2 cuya
topología es la heredada por la topología usual de R2. Sea X := Y ∪{p+, p−}. Sea U ⊆ X. Decimos
que U es abierto en X si U ∩Y es abierto en Y y si p+ ∈U ( respectivamente p− ∈U ) implica que
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existe r ∈N tal que {(1
n ,

1
m) : n≥ r,m∈N} ⊆U (respetivamente, {(1

n ,
1
m) : n≥ r,−m∈N} ⊆U ). Esto

nos define una topología Hausdorff en X.

Sea C una cubierta abierta de X, entonces existen subconjuntos abiertos U+,U− de C que contie-
nen a p+, p− respectivamente.

Existe r ∈ N tal que X\ clX[U+∪U−]⊆ D donde D = {(1
n ,

1
m) : n≤ r, |m| ∈ N}

⋃
{(1

n ,0) : n≤ r}.
Pero D es compacto, por lo tanto existe una familia finita R ⊆ C tal que D⊆

⋃
R. Por lo tanto,

X= clX[U+∪U−]
⋃(⋃

R
)
= clX

[
U+∪U−

⋃(⋃
R
)]
.

Esto muestra que X es un espacio H-cerrado y T = {(1
n ,0) : n ∈ N} es un subespacio infinito

cerrado y discreto de X, es decir X no es compacto.

Por otro lado, T es un subespacio infinito cerrado, discreto y regular. Lo que implica que T no
es H-cerrado, por la Proposición 2.1.3.

Por lo tanto, en un espacio H-cerrado la propiedad de ser H-cerrado no necesariamente se he-
reda a subespacios cerrados. En cambio, la compacidad, la compacidad numerable, la propiedad de
Lindelöf, y la compacidad local, entre otros, sí las heredan los subespacios cerrados de espacios con
algunas de estas propiedades. Sin embargo, la propiedad de ser H-cerrado sí se hereda a cierta familia
de subconjuntos cerrados, los cerrados regulares, como lo muestra la siguiente proposición.

Proposición 2.1.5. Sea X un espacio H-cerrado y sea U ⊆ X abierto. Entonces clXU es H-cerrado.

Demostración. Sea A = clXU y F un filtro abierto de A. Entonces H := {F ∩U : F ∈F} es
un filtro abierto de X . Definimos G := {W ⊆ X : W es abierto en X y H ⊆W para algún H ∈H }. G
es un filtro abierto de X y /0 6= aX(G )⊆

⋂
H∈H clX H =

⋂
H∈H clAH ⊆

⋂
F∈F clAF = aA(F ). Por lo

tanto A es H-cerrado.
�

Proposición 2.1.6. Sea {Xα : α ∈ I} una familia no vacía de espacios. El producto topológico
∏α∈I Xα es H-cerrado si y sólo si Xα es H-cerrado para cada α ∈ I.

Demostración. Demostremos la necesidad. Supongamos que ∏α∈I Xα es H-cerrado. Sea α ∈ I,
y sea U un ultrafiltro abierto en Xα , entonces π−1

α [U ] := {π−1
α [U ] : U ∈U } es una base abierta de

filtro en ∏α∈I Xα . Entonces existe un ultrafiltro abierto V en ∏α∈I Xα tal que π−1
α [U ] ⊆ V . Como

∏α∈I Xα es H-cerrado, entonces V converge a un punto x0 ∈∏α∈I Xα .

Por otro lado, dado que πα es una función contina, abierta y suprayectiva, entonces πα [V ] :=
{πα [V ] :V ∈V } es un filtro abierto en Xα tal que πα [V ] converge a πα(x0) en Xα y U = πα [π

−1
α [U ]]⊆

πα [V ], por la maximalidad de U se tiene que πα [V ] =U . Por lo tanto, U converge a πα(x0), lo que
implica que Xα es H-cerrado.

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que Xα es H-cerrado para cada α ∈ I. Sea U
un ultrafitro abierto en ∏α∈I Xα . Como πα [U ] es una función continua y abierta para cada α ∈ I,
entonces πα [U ] es un filtro abierto en Xα para cada α ∈ I.

Afirmamos que πα [U ] es un ultrafiltro abierto en Xα para cada α ∈ I. Sea α ∈ I, y sea W un abier-
to en Xα tal que W ∩πα [U ] 6= /0 para cada U ∈ U . Por lo tanto, π−1

α [W ]∩U 6= /0 para cada U ∈ U ,
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lo que implica que π−1
α [W ] ∈ U . Dado que πα es suprayectiva, W = πα [π

−1
α [W ]] ∈ πα [U ], por lo

tanto πα [U ] es un ultrafiltro abierto en Xα . Por la Proposición 2.1.2.(4), πα [U ] converge a un punto
x∗α ∈ Xα . Sea x∗ = (x∗α)α∈I ∈∏α∈I Xα .

Afirmamos que U converge a x∗. Sea V una vecindad abierta de x∗. Por lo tanto, existen α1, ...,αn ∈
I y abiertos Ui ⊆ Xαi con x∗αi

∈Ui para cada i ∈ {1, ...,n}, tal que

x∗ ∈
n⋂

i=1

π
−1
αi

[Ui]⊆V.

Para cada i ∈ {1, ...,n}, παi[U ] converge a x∗αi
, entonces Ui ∈ παi[U ], es decir existe Wi ∈ U

tal que Ui = παi[Wi], entonces Wi ⊆ π−1
αi

[παi[Wi]] = π−1
αi

[Ui]. Por lo tanto, π−1
αi

[Ui] ∈ U . Es decir,⋂n
i=1 π−1

αi
[Ui] ∈U , lo que implica que V ∈U . Por lo tanto, U converge a x∗.

Por lo tanto, ∏α∈I Xα es H-cerrado.
�

Es decir, la propiedad de ser H-cerrado es productiva.

En la siguiente sección analizaremos mas a fondo las propiedades de los subespacio H-cerrado.

2.2. Subespacios H-cerrados

Como ya vimos la propiedad de ser H-cerrado no necesariamente se hereda a subespacios cerra-
dos, sin embargo si se hereda a los cerrados regulares. Es decir el conjunto de subespacios H-cerrados
de un espacio H-cerrado, se encuentra entre el conjunto de los subespacios cerrados y el conjunto de
los cerrados regulares R(X).

Nuestra meta en está sección es poder identificar y caracterizar a los subespacio H-cerrados de un
espacio H-cerrado.

Pero antes veamos cuándo los subespacios H-cerrados coinciden con los subespacios cerrados de
un espacio H-cerrado.

Sea X un espacio H-cerrado y H una cadena de subespacios H-cerrados no vacíos de X .

Proposición 2.2.1. Sean H ∈H y p /∈ H. Entonces existe un conjunto abierto U(p,H) tal que
p /∈ clXU(p,H) y H ⊆ clX [U(p,H)∩H].

Demostración. Sean H ∈H y p /∈ H. Por lo tanto, para cada q ∈ H existen Up,q,Vp,q abiertos
ajenos de X tales que p ∈Up,q y q ∈ Vp,q. Por lo tanto {Vp,q : q ∈ H} es una cubierta abierta de H.
Como H es H-cerrado, ∃S⊆ H finito tal que H = clH [

⋃
q∈SVp,q∩H]⊆ clX [

⋃
q∈SVp,q∩H].

Definimos U(p,H) :=
⋃

q∈SVp,q y Wp :=
⋂

q∈SUp,q es claro que p ∈Wp y U(p,H)
⋂

Wp = /0. Por lo
tanto clX [U(p,H)]

⋂
Wp = /0, es decir p /∈ clXU(p,H) y H ⊆ clX [U(p,H)∩H].

�
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Proposición 2.2.2. Sean n ∈N y Hi ∈H para 1≤ i≤ n. Supongamos que existe pi ∈ X \Hi para
1 ≤ i ≤ n y H1 ⊆ H2 ⊆ ... ⊆ Hn, entonces Hi∩U(p1,H1)∩U(p2,H2)∩ ...∩U(pn,Hn) 6= /0 para cada i ≤ n,
en donde cada U(pi,Hi) es el subconjunto abierto cuya existencia asegura la Proposición 2.2.1.

Demostración. La demostración se hará por inducción.
Para n = 1: tenemos que /0 6= H1 ⊆ clX [U(p1,H1)∩H1] y como clX /0 = /0, H1∩U(p1,H1) 6= /0. Veamos

para el caso n = 2.
Para n = 2: si i = 1 este hecho ya fue probado, para i = 2 tenemos que H1 ⊆ H2 lo que implica

que U(p1,H1)∩H2 6= /0. Por otro lado, H2 ⊆ clX [U(p2,H2)∩H2], es decir U(p2,H2)∩H2 es denso en H2 y
U(p1,H1)∩H2 es un abierto no vacío en H2. Por lo tanto H2∩U(p1,H1)∩U(p2,H2) 6= /0.

[Hipótesis de Inducción] Supongamos que existe k ∈ N tal que

Hi∩
⋂i

j=1U(p j,H j) 6= /0 para i≤ k. (1)

Afirmamos que para k+1 se obtiene

Hi∩
⋂i

j=1U(p j,H j) 6= /0 para i≤ k+1. (2)

Si i≤ k se cumple (1). Sea i = k+1. Por Hipótesis de Inducción tenemos que Hk∩
⋂k

j=1U(p j,H j) 6=
/0 y por hipótesis Hk⊆Hk+1. Por lo tanto, Hk+1∩

⋂k
j=1U(p j,H j) 6= /0. Por otro lado, Hk+1⊆ clX [U(pk+1,Hk+1)∩

Hk+1], es decir que U(pk+1,Hk+1)∩Hk+1 es denso en Hk+1 y como Hk+1∩
⋂k

j=1U(p j,H j) es un abierto
no vacío en Hk+1, se cumple que

Hk+1∩
k+1⋂
j=1

U(p j,H j) 6= /0.

Es decir se cumple (2). Por lo tanto ∀n ∈ N se cumple que

Hi∩
⋂i

j=1U(p j,H j) 6= /0 para i≤ n.

�

Sea U := {U(p,H) : H ∈H , p /∈ H}. Por la proposición anterior y dado que H es una cadena,
U tiene la p.i.f (propiedad de intersección finita). Por lo tanto, existe un filtro abierto F el cual es
generado por las intersecciones finitas de elementos de U .

Proposición 2.2.3. Sea F el filtro abierto generado por las intersecciones finitas de elementos de
U . Entonces aX(F ) =

⋂
H .

Demostración. Sean H ∈H y p /∈ H, entonces H ⊆ clX [U(p,H)∩H]⊆ clXU(p,H). Por lo tanto,⋂
H ⊆

⋂
{clXU(p,H) : U(p,H) ∈U }= aX(F ).

Es decir
⋂

H ⊆ aX(F ).

Sea p0 ∈ aX(F ). Supongamos que p0 /∈
⋂

H , es decir, ∃H0 ∈H tal que p0 /∈ H0. Por la Propo-
sición 2.2.1 tenemos que p0 /∈ clXU(p0,H0). Por lo tanto, p0 /∈

⋂
{clXU(p,H) : U(p,H) ∈ U } = aX(F ).

De esta contradicción se obtiene que aX(F )⊆
⋂

H .

Por lo tanto, aX(F ) =
⋂

H .
�
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Dado que X es H-cerrado, concluimos que
⋂

H 6= /0.

Proposición 2.2.4. La intersección de una cadena de subespacio H-cerrados es no vacía.

Demostración. Es consecuencia de la Proposición anterior y de la Proposición 2.1.1 (3).
�

Sea X un espacio H-cerrado, y sea S una familia de subespacios H-cerrados. Si S tiene la p.i.f.,
no necesariamente se cumple

⋂
S 6= /0. Afirmamos que existe un espacio H-cerrado y una familia de

subespacios H-cerrados con la p.i.f. tal que su intersección es vacía.

En efecto, consideremos el espacio X del Ejemplo 2.1.1. Sea n ∈ N, definimos

An = {(1
r ,

1
m) : n≤ r, tal que r,m ∈ N} y Bn = {(1

r ,
1
m) : n≤ r, tal que r,−m ∈ N}.

Para cada n ∈ N, An y Bn son abiertos en X. Como X es H-cerrado y por la Proposición 2.1.3

clXAn = An
⋃
{(1

r ,0) : n≤ r, r ∈ N}∪{p+} y clXBn = Bn
⋃
{(1

r ,0) : n≤ r, r ∈ N}∪{p−}
son subespacios H-cerrados para cada n ∈ N. Sea S = {clXAn : n ∈ N}∪{clXBn : n ∈ N}. S es una
familia de subespacios H-cerrados con la p.i.f. y⋂

S =
⋂

n∈N
clXAn∩

⋂
n∈N

clXBn = {p+}∩{p−}= /0.

Proposición 2.2.5. Sea X un espacio tal que cualquier subespacio cerrado de él es H-cerrado.
Entonces, X es compacto.

Demostración. Por hipótesis, X es H-cerrado. Sea H una cadena de conjuntos cerrados no
vacíos, lo que implica que H sea una cadena de subespacios H-cerrados. Por la Proposición 2.2.4,⋂

H 6= /0 y por el teorema de Alexander, el cuál puede consultarse en el Apéndice A, X es compacto.
�

Teorema 2.2.6. Sea X un espacio H-cerrado. Cualquier subespacio cerrado de él es H-cerrado si
y sólo si X es compacto.

Demostración. Demostremos la necesidad. Es consecuencia de la Proposición 2.2.5.

Ahora demostremos la suficiencia. Si X es un compacto Hausdorff, entonces cualquier subespacio
cerrado de él es compacto, en particular es un H-cerrado.

�

Ahora veamos que sucede con la intersección y unión de subespacios H-cerrados.

Proposición 2.2.7. Sea Z un espacio (no necesariamente H-cerrado). Sean A,B ⊆ Z subespacios
H-cerrados. Entonces A∪B es H-cerrado.

Demostración. Sea U una cubierta de A∪B. Entonces {A∩W : W ∈ U } y {B∩W : W ∈ U }
son cubiertas abiertas de A y B respectivamente. Como A y B son subespacios H-cerrados, existen
V1 y V2 subfamilias finitas de U tal que A :=

⋃
{A∩W : W ∈ V1} y B :=

⋃
{B∩W : W ∈ V2} son

abiertos densos de A y B respectivamente. Entonces

A∪B = clA[A ]∪ clB[B]⊆ clA∪B

[⋃
V1

]
∪ clA∪B

[⋃
V2

]
= clA∪B

[(⋃
V1

)
∪
(⋃

V2

)]
= clA∪B

[⋃
(V1∪V2)

]
.

Es decir
⋃
(V1∪V2) es un abierto denso de A∪B, lo cual implica que V1∪V2 es una subcolección

finita de U cuya unión es densa en A∪B. Por lo tanto A∪B es un subespacio H-cerrado.
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�

Como consecuencia la unión finita de subespacios H-cerrados es H-cerrado. Pero al igual que los
espacios compactos, la unión arbitraria de subespacios H-cerrados no necesariamente es H-cerrada.
Por otro lado la intersección de subespacios H-cerrados no necesariamente es H-cerrada como lo
muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.8. Nuevamente consideremos el espacio X del Ejemplo 2.1.1. Definimos los siguien-
tes conjuntos

U+ := {(1
n ,

1
m) : n,m ∈ N} y U− := {(1

n ,
1
m) : n ∈ N,−m ∈ N}.

Como X es un espacio H-cerrado y {clXU+,clXU−} ⊆ R(X), entonces clXU+ y clXU− son
subespacios H-cerrados tales que

clXU+∩ clXU− = {(1
n ,0) : n ∈ N}.

Por lo tanto clXU+∩ clXU− no es un subespacio H-cerrado.

Definición 2.2.9. Decimos que una cubierta abierta Q de un espacio Z (no necesariamente H-
cerrado) es una p-cubierta, si existe una subfamilia finita S ⊆Q, tal que

⋃
S es un abierto denso

en Z.

En un espacio H-cerrado toda cubierta abierta es una p-cubierta.

Definición 2.2.10. Sea f : Z → Y una función continua. Decimos que f es un p-mapeo si para
cada p-cubierta Q de Y . Se tiene que f−1[Q] := { f−1[U ] : U ∈Q} es una p-cubierta de Z.

Proposición 2.2.11. Sea f : Z→ Y una función continua. Si f es abierta ó un encaje denso, en-
tonces f es un p-mapeo.

Demostración. Si f es abierta ó un encaje denso, entonces para cada V ⊆ Y abierto denso en Y ,
se tiene que f−1[V ] es un abierto denso en X . Por lo tanto, si Q es una p-cubierta de Y , existe S ⊆Q
finita tal que

⋃
S es un abierto denso en Y . Por lo tanto

⋃
f−1[S ] es un abierto denso en X , es decir

f−1[Q] es una p-cubierta.
�

Si Z es H-cerrado y Y es un espacio arbitrario, entonces el conjunto de funciones continuas defi-
nidas en Z con valores en Y , C(Z,Y ), coincide con el conjunto de todas las funciones de Z en Y que
son p-mapeos.

Lema 2.2.12. Sea f : Z→ Y un p-mapeo y sea A ∈R(Z). Si intY [clY f [A]] = /0, entonces clY f [A]
es H-cerrado.

Demostración. Sea C una cubierta abierta de clY f [A]. Entonces C es de la forma {Ui∩clY f [A] :
i ∈ I} donde Ui es un abierto de Y , para cada i ∈ I. Como intY [clY f [A]] = /0, entonces {Y \ clY f [A]}∪
{Ui : i ∈ I} es una p-cubierta en Y . Como f es un p-mapeo, entonces

{ f−1[Y \ clY f [A]]}∪{ f−1[Ui] : i ∈ I},

es una p-cubierta en Z. Por lo tanto existe J ⊆ I finito tal que

f−1[Y \ clY f [A]]∪
⋃
i∈J

f−1[Ui],
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es un abierto denso en Z. Como f−1[Y \clY f [A]]∩ intZA= /0, entonces intZA∩
[⋃

i∈J f−1[Ui]
]

es denso
en intZA. Por otro lado, clA[intZA] = clZ[intZA]∩A = A∩A = A ya que A ∈R(Z). Es decir, intZA es
denso en A. Por lo tanto f [intZA] es denso en f [A]. Lo que implica que f [A]∩ (

⋃
i∈J Ui) es denso en

f [A].

Afirmamos que clY f [A]∩ (
⋃

i∈J Ui) es denso en clY f [A].

Por un lado tenemos que

clY f [A] = clclY f [A] f [A] = clclY f [A]cl f [A]

[
f [A]∩

(⋃
i∈J

Ui

)]

= clclY f [A]

[
clY

[
f [A]∩

(⋃
i∈J

Ui

)]
∩ f [A]

]

= clY

[
clY

[
f [A]∩

(⋃
i∈J

Ui

)]
∩ f [A]

]
∩ clY f [A]

⊆ clY

[
f [A]∩

(⋃
i∈J

Ui

)]
∩ clY f [A]

= clY

[
clY f [A]∩

(⋃
i∈J

Ui

)]
∩ clY f [A] = clclY f [A]

[
clY f [A]∩

(⋃
i∈J

Ui

)]
.

Por lo tanto,

clY f [A] = clclY f [A]

[
clY f [A]∩

(⋃
i∈J

Ui

)]
.

Por lo tanto clY f [A]∩ (
⋃

i∈J Ui) es un abierto denso en clY f [A]. Por la Proposición 2.1.2 clY f [A]
es un subespacio H-cerrado.

�

Lema 2.2.13. Sea f : Z→Y un p-mapeo. Si A∈R(Z), entonces clY f [A] = B∪T donde B∈R(Y )
y T es un subespacio H-cerrado y denso en ninguna parte en Y .

Demostración. Sea B := clY [intY [clY f [A]]], entonces B ∈ R(Y ). Sea T := clY [clY f [A] \ B]. Es
claro que T es cerrado en Y . Veamos que T es un conjunto denso en ninguna parte, es decir que
intY [clY T ] = intY T = /0.

Observamos que clY f [A] \B = clY f [A]∩ (Y \B) = clY f [A]∩ (Y \ clY [intY [clY f [A]]]) = clY f [A]∩
intY [clY [Y \ clY f [A]]]. Por lo tanto T ⊆ clY f [A]∩ clY [intY [clY [Y \ clY f [A]]]] y por lo tanto

intY T ⊆ intY [clY f [A]]∩ intY [clY [intY [clY [Y \ clY f [A]]]]] = intY [clY f [A]]∩ intY [clY [Y \ clY f [A]]]
= intY [clY f [A]]∩ intY [Y \ intY [clY f [A]]]⊆ intY [clY f [A]]∩ (Y \ intY [clY f [A]]) = /0.

Por lo tanto intY T = /0. Es decir T es un conjunto cerrado y denso en ninguna parte de Y . Veamos
que clY f [A] = B∪T .

B∪T = B∪ clY [clY f [A]\B] = clY B∪ clY [clY f [A]\B] = clY [B∪ (clY f [A]\B)] = clY [B∪ clY f [A]].

Como B ⊆ clY f [A]. Entonces clY [B∪ clY f [A]] = clY f [A]. Por lo tanto clY f [A] = B∪T . Falta de-
mostrar que T es H-cerrado.
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Sea E := clZ[intZA∩ f−1[Y \B]]. Como f es continua, f−1[Y \B] es abierto en Z, lo que implica
que intZA∩ f−1[Y \B] es abierto en Z. Por lo tanto E ∈R(Z). Afirmamos que clY f [E] = T .

⊆] Por la continuidad de f , tenemos que

f [E]⊆ clY [ f [intZA∩ f−1[Y \B]]]⊆ clY [ f [intZA]∩ (Y \B)]⊆ clY [clY f [A]\B] = T.

Por lo tanto, clY f [E]⊆ T .

⊇] Sea y ∈ T y sea V ∈ Ny. Por demostrar que V ∩ f [E] 6= /0. Es decir, basta demostrar que
existe x ∈ E tal que u := f (x) cumple que u ∈ V . Como y ∈ T , entonces existe z ∈ V ∩ (clY f [A] \
B) = V ∩ clY f [A]∩ (Y \ B). Notemos que V ∩ (Y \ B) ∈ Nz y como z ∈ clY f [A], entonces existe
u ∈V ∩ (Y \B)∩ f [A]. Entonces existe x ∈ A tal que f (x) = u. Afirmamos que x ∈ E.

Sea U ∈Nx. Como A ∈R(Z), es decir A no tiene puntos aislados. Por lo tanto intZA es denso en
A, y como f es continua, por lo tanto U ∩ f−1[Y \B] ∈Nx. Por lo tanto U ∩ f−1[Y \B]∩ intZA 6= /0.
Por lo tanto x ∈ E y u = f (x) ∈V . Es decir V ∩ f [E] 6= /0. Por lo tanto T ⊆ clY f [E].

Por lo tanto clY f [E] = T . Es decir intY [clY f [E]] = /0 y como f es un p-mapeo, por el Lema anterior
T es un H-cerrado.

�

Teorema 2.2.14. Sea A⊆ Z y sea i : A ↪→ Z y j : clZA ↪→ Z las inclusiones. Entonces:

1. i es un p-mapeo si y sólo si j es un p-mapeo.

2. i es un p-mapeo si y sólo si clZA = B∪T donde B ∈R(Z) y T es un subespacio H-cerrado y
denso en ninguna parte en Z.

3. Si Z es H-cerrado, entonces i es un p-mapeo si y sólo si clZA es H-cerrado.

4. Sea Y un subespacio de un espacio H-cerrado Z. Entonces Y es un subespacio H-cerrado si y
sólo si Y es de la forma B∪T donde B ∈R(Z) y T es un subespacio H-cerrado y denso en ninguna
parte en Z.

Demostración. 1. Sea Q una p-cubierta de Z.

Demostremos la necesidad. Es claro que si i es un p-mapeo si y sólo si existe S ⊆Q subfamilia
finita de Q tal que D1 :=

⋃
{U∩A : U ∈S } es denso en A, entonces D1 es denso en clZA. Por lo tanto

{U∩clZA : U ∈S } es una cubierta abierta de clZA cuya unión es densa. Por lo tanto j es un p-mapeo.

Ahora demostremos la suficiencia. j es un p-mapeo si y sólo si existe S ⊆Q subfamilia finita de
Q tal que D :=

⋃
{U ∩ clZA : U ∈S } es denso en clZA. Afirmamos que D∩A es denso en clZA.

clclZA[D∩A] = clZ[D∩A]∩ clZA =
⋃
{clZ[U ∩A] : U ∈S }∩ clZA

=
⋃
{clZ[U ∩ clZA] : U ∈S }∩ clZA = clZD∩ clZA

= clclZAD = clZA.

Por lo tanto D∩A es denso en clZA, más aún D∩A es denso en A y como D∩A =
⋃
{U ∩A : U ∈

S }. Por lo tanto i es un p-mapeo.



CAPÍTULO 2. ESPACIOS H-CERRADOS 28

2. Demostremos la necesidad. Si i es un p-mapeo, es claro que A ∈R(A). Entonces por el Lema
2.2.13, clZA = B∪T donde B ∈R(Z) y T es un subespacio H-cerrado y denso en ninguna parte en Z.

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que clZA = B∪ T donde B ∈ R(Z) y T es un
subespacio H-cerrado y denso en ninguna parte en Z. Sea Q una p-cubierta de Z. Como T es H-
cerrado, {U ∩T : U ∈Q} es una cubierta abierta de T , entonces existe G ⊆Q subfamilia finita de Q
tal que

⋃
{U ∩T : U ∈ G } es denso en T . Por otro lado, como Q es una p-cubierta, existe una subfa-

milia finita S ⊆Q tal que
⋃

S es denso en Z. Entonces intZB∩
⋃

S es denso en intZB. Afirmamos
que intZB∩

⋃
S es denso en B.

En efecto, como B = clZ[intZB] y
⋃

S es denso en Z. Entonces,

clB
[
intZB∩

(⋃
S
)]

= clZ
[
intZB∩

(⋃
S
)]
∩B = clZ

[
intZB∩ clZ

[⋃
S
]]
∩B

= clZ [intZB∩Z]∩B = clZ[intZB]∩B = B.

Por lo tanto intZB∩
⋃

S es denso en B. Como intZB∩
⋃

S ⊆ clZA∩
⋃

S y clZA = B∪ T ,
D :=

⋃
{U ∩ clZA : U ∈S ∪G } es denso en clZA. Por lo tanto D∩A =

⋃
{U ∩A : U ∈S } es denso

en A. Por lo tanto i−1[Q] es una p-cubierta.

3. Demostremos la necesidad. Si i es un p-mapeo. Entonces por (2), clZA=B∪T donde B∈R(Z)
y T es un subespacio H-cerrado y denso en ninguna parte en Z. Como Z es H-cerrado, entonces B es
un subespacio H-cerrado de Z. Es decir clZA es la unión de subespacios H-cerrados. Por lo tanto clZA
es H-cerrado.

Ahora demostremos la suficiencia. Si clZA es un H-cerrado, entonces j es un p-mapeo ya que j
tiene por dominio un conjunto H-cerrado. Por lo tanto j es un p-mapeo. Por (1), i es un p-mapeo.

4. Demostremos la necesidad. Si Y es un subespacio H-cerrado de Z. Entonces i es un p-mapeo.
Por (2), Y = clZY = B∪T donde B ∈R(Z) y T es un subespacio H-cerrado y denso en ninguna parte
en Z.

Ahora demostremos la suficiencia. Si Y = B∪T donde B ∈R(Z) y T es un subespacio H-cerrado
y denso en ninguna parte en Z. Entonces Y es cerrado, es decir clZY = B∪T . Por (2) i es un p-mapeo
y como suponemos que Z es H-cerrado, por (3), se tiene que Y = clZY es H-cerrado.

�

Por lo tanto el problema de determinar los subespacios H-cerrados de un espacio H-cerrado se
reduce a determinar los subespacios cerrados y densos en ninguna parte de un espacio H-cerrado.

Corolario 2.2.15. Sea Z un espacio H-cerrado. Cualquier subespacio cerrado y denso en ninguna
parte en Z es H-cerrado si y sólo si Z es compacto.

Demostración. Es consecuencia de los los Teoremas 2.2.6 y 2.2.14 (4).

�
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2.3. H-Conjuntos

En esta sección introducimos el concepto de H-conjunto que es una generalización del concepto
de subespacio H-cerrado.

Definición 2.3.1. Un subespacio X de un espacio Y es un H-conjunto si para cada cubierta C de
X formada por abiertos de Y , existe una subfamilia finita S ⊆ C tal que X ⊆

⋃
{clYC : C ∈S }.

Proposición 2.3.2. Sea X un H-conjunto de un espacio Y . Entonces X es un subconjunto cerrado
de Y .

Demostración. Veamos que Y \X es abierto. Sea x ∈ Y \X fijo. Para cada z ∈ X , existen vecin-
dades abiertas ajenas Ux,z,Vx,z de Y tales que x ∈Ux,z y z ∈Vx,z. Es claro que Ux,z∩clYVx,z = /0 ∀z ∈ X ,
ya que si Ux,z ∩ clYVx,z 6= /0 para algún z ∈ X esto implicaría que Ux,z ∩Vx,z 6= /0, contradiciendo que
Ux,z y Vx,z son ajenas. Dado que C := {Vx,z : z ∈ X} es una cubierta abierta de X y X es un H-conjunto
se sigue que existe un conjunto finito S⊆ X tal que X ⊆

⋃
z∈S clYVx,z.

Definimos Ux =
⋂

z∈SUx,z. Dado que Ux,z∩ clYVx,z = /0 ∀z ∈ X se sigue que Ux∩
⋃

z∈S clYVx,z = /0.
Es decir, Ux∩X = /0. Por lo tanto Y \X es abierto y subsecuentemente X es cerrado.

�

Proposición 2.3.3. Sea X un H-conjunto de un espacio Y y sea Y un subespacio de Z. Entonces X
es un H-conjunto de Z.

Demostración. Sea C una colección de subconjuntos abiertos en Z que cubren a X . Entonces
V := {C∩Y : C ∈ C } es una cubierta abierta de X formada de elementos abiertos de Y . Dado que X
es un H-conjunto de Y , existe S ⊆ C finito tal que X ⊆

⋃
C∈S clY [C∩Y ]⊆

⋃
C∈S clZC. Por lo tanto

X es un H-conjunto de Z.
�

Proposición 2.3.4. Sea X un subespacio H-cerrado de un espacio Y . Entonces X es un H-conjunto
de Y .

Demostración. Sea C una cubierta abierta de X formada por abiertos de Y . Como X es un subcon-
junto H-cerrado de Y se sigue que existe S ⊆C finito tal que X = clX [

⋃
C∈S C∩X ]⊆ clY [

⋃
C∈S C] =⋃

C∈S clYC. Por lo tanto X es un H-conjunto de Y .
�

Veamos ahora un ejemplo de un subespacio que es un H-conjunto pero no es un H-cerrado.

Ejemplo 2.3.5. Sea K = {(1
n ,0) : n ∈ N}∪{p+} cuya topología es la heredada por la topología

del espacio X, que se definió en el Ejemplo 2.1.4. Como K tiene un subespacio cerrado, infinito y dis-
creto, se sigue que K no es compacto, pero dado que K es regular concluimos que K no es H-cerrado.
Afirmamos que K es un H-conjunto.

En efecto, sea C una cubierta de K formada por abiertos de X. Existe U ∈ C tal que p+ ∈ U
y existe r ∈ N tal que clXU = {(1

n ,
1
m) : r ≤ n, y n,m ∈ N}. Por lo tanto K \ clXU es finito. Existe

S ∪{U} ⊆ C con S finito, tal que

K ⊆ clXU ∪
⋃
{clXV : V ∈S }.
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Por lo tanto, K es un ejemplo de un H-conjunto que no es H-cerrado.

Veamos ahora una caracterización de los H-conjuntos.

Proposición 2.3.6. Sea X un subespacio de un espacio Y . El subespacio X es un H-conjunto de Y
si y sólo si para cualquier filtro abierto F de Y tal que F ∩X 6= /0 para cada F ∈F , aY (F )∩X 6= /0.

Demostración. Demostremos la necesidad. Supongamos que X es un H-conjunto. Sea F un
filtro abierto de Y tal que para cada F ∈F se tiene que F ∩X 6= /0. Supongamos que aY (F )∩X = /0
lo que implica que U := {Y \clY F : F ∈F} es una cubierta abierta de X , y como X es un H-conjunto
existe una subcubierta finita V ⊆F tal que

X ⊆
⋃
{clY [Y \ clYV ] : V ∈ V }=

⋃
{Y \ intY [clYV ] : V ∈ V }.

Lo que implica
⋂

V∈V intY [clYV ] = Y \
⋃

V∈V (Y \ intY [clYV ]) ⊆ Y \X . Por otro lado, como F es
un filtro y V es finita,

⋂
V ∈F , y

/0 6=
⋂

V ∩X ⊆
⋂

V∈V
intY [clYV ]∩X ⊆ (Y \X)∩X .

Por lo tanto, aY (F )∩X 6= /0.

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que X no es un H-conjunto de Y . Entonces existe
una cubierta abierta U de X formada por conjuntos abiertos de Y tal que

X \ clY
[⋃

S
]
6= /0 (2.1)

donde S ⊆U es finito. Sea F = {Y \ clY [
⋃

S ] : S ⊆U es finito}. Afirmamos que F es una base
para un filtro abierto en Y .

En efecto, por (2.1) se sigue que /0 /∈F y F 6= /0. Sean U,V ∈F donde U = Y \ clY [
⋃

S0] y
V = Y \ clY [

⋃
S1]. Las colecciones S0,S1 ⊆U son finitas. Entonces

U ∩V = Y \ clY
[⋃

S0∪S1

]
∈F .

Es decir F es una base para un filtro abierto F̂ . Por (2.1), para todo F ∈ F̂ se cumple que
/0 6= F ∩X . Por lo tanto

/0 6= aY (F̂ )∩X ⊆
⋂
{clY

[
Y \ clY

[⋃
S
]]

: S ⊆U es finito}∩X ,

donde
⋂
{clY (Y \ clY [

⋃
S ]) : S ⊆ U es finito} =

⋂
{Y \ intY [clY [

⋃
S ]] : S ⊆ U es finito} = Y \⋃

{intY [clY [
⋃

S ]] : S ⊆U es finito} ⊆ Y \
⋃

U ⊆ Y \X .

Por lo tanto /0 6= aY (F̂ )∩X ⊆ (Y \X)∩X . Lo que implica que X es un H-conjunto.

�

Proposición 2.3.7. Sea A ⊆ X un H-conjunto de un espacio X , y sea B ∈R(X) tal que B ⊆ A.
Entonces B es un subespacio H-cerrado de X .



31 2.4. FUNCIONES Θ-CONTINUAS

Demostración. Sea U una cubierta abierta del subespacio B. Para cada U ∈U existe un abierto
V en X tal que U =V ∩B. Sea V = {VU : VU ∩B ∈U }. Entonces V ∪{X \B} es una cubierta abierta
de A, y como A es un H-conjunto, existe una subfamilia finita S ⊆ V tal que

A⊆
⋃
{clXVU : VU ∈S }∪{clX [X \B]}.

Sea C = {VU ∩B : VU ∈S }. Es claro que C es una subfamilia finita de U . Por otro lado intX B
es denso en clX [intX B] = B y además intX B∩ clX [X \B] = intX B∩ (X \ intX B) = /0. Por lo tanto,

intX B⊆
⋃
{clXVU : VU ∈S }∩B = clX

[⋃
S
]
∩B.

Por la Proposición 1.2.1 (3) concluimos que

intX B⊆ intX [clX [
⋃

S ]∩B] = intX [clX [
⋃

S ]]∩ intX B = intX [clX [
⋃

S ]]∩ intX [clX B] =
intX [clX [

⋃
S ∩B]]⊆ clX [

⋃
C ].

Por lo tanto intX B ⊆ clX [
⋃

C ]∩B = clB[
⋃

C ] = B ya que B = clB[intX B] ⊆ clB[
⋃

C ]. Es decir B
es H-cerrado.

�

Proposición 2.3.8. Sea A⊆ X un H-conjunto de un espacio regular X . Entonces A es compacto.

Demostración. Sea U una cubierta de A formada por conjuntos abiertos de X . Para cada x ∈ A
existe U ∈ U tal que x ∈ U . Como X es regular, existe una vecindad abierta Vx de x en X tal que
x∈Vx⊆ clXVx⊆U . Entonces {Vx : x∈ A} es una cubierta abierta de A y dado que A es un H-conjunto,
existe F ⊆ A finito tal que

A⊆
⋃
{clXVx : x ∈ F}.

Por otro lado, existe una subcubierta finita V ⊆U tal que para cada x ∈ F existe V ∈ V tal que
clXVx ⊆V . Por lo tanto

A⊆
⋃
{clXVx : x ∈ F} ⊆

⋃
V .

Lo que implica que A sea compacto.
�

2.4. Funciones Θ-Continuas

Denotamos por F(X ,Y ) al conjunto de funciones que van del espacio X al espacio Y .

Definición 2.4.1. Sean X y Y espacios, f ∈ F(X ,Y ) y x0 ∈ X .

1. La función f es Θ-continua en x0 si para cada vecindad abierta V de f (x0), existe una vecindad
abierta U de x0 tal que f [clXU ]⊆ clYV .

2. f es Θ-continua, si f es Θ-continua para todo punto de X .

3. El conjunto de funciones Θ-continuas de X en Y es denotado como ΘC(X ,Y ).
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4. f es un Θ-homeomorfismo, si f es biyectiva y tanto f como f−1 son Θ-continuas.

Proposición 2.4.2. Sean X , Y y Z espacios y f ∈ F(X ,Y ) y g ∈ F(X ,Y ). Entonces:

1. Si f es Θ-continua en x0 ∈ X y g es Θ-continua en f (x0), entonces g◦ f es Θ-continua en x0.

2. C(X ,Y )⊆ΘC(X ,Y ).

3. Si Y es regular, entonces C(X ,Y ) = ΘC(X ,Y ).

4. Si A⊆ X y f ∈ΘC(X ,Y ), entonces f�A ∈ΘC(A,Y ).

5. Si D es denso en Y , f ∈ΘC(X ,Y ) y f [X ]⊆ D entonces f ∈ΘC(X ,D).

6. Si f es Θ-continua, suprayectiva y X es H-cerrado, entonces Y es H-cerrado.

7. La función identidad Id : Xs→ X es un Θ-homeomorfismo (donde Xs es la semiregularización
de X).

8. X es un H-cerrado si y sólo si Xs es un H-cerrado.

Demostración. 1. Supongamos que g ◦ f (x0) ∈W para algún subconjunto abierto W en Z. Co-
mo g es Θ-continua en f (x0), entonces existe un subconjunto abierto V de Y tal que f (x0) ∈ V y
g[clYV ]⊆ clZW . De igual manera f es Θ-continua en x0, es decir existe un subconjunto abierto U de
X tal que x0 ∈U y f [clXU ]⊆ clYV .

Por lo tanto g◦ f [clXU ]⊆ g[clYV ]⊆ clZW ; es decir g◦ f es Θ-continua en x0.

2. Sea f ∈C(X ,Y ) y sea x ∈ X . Entonces para cualquier conjunto abierto V de f (x) en Y existe un
conjunto abierto U de x en X tal que f [U ]⊆V , por otro lado usando nuevamente la continuidad de f
tenemos que f [clXU ]⊆ clY f [U ]⊆ clYV .

Por lo tanto f ∈ΘC(X ,Y ), es decir C(X ,Y )⊆ΘC(X ,Y ).

3. Por 2 es suficiente demostrar que ΘC(X ,Y ) ⊆C(X ,Y ). Sea f ∈ ΘC(X ,Y ) y sea x ∈ X . Sea V
una vecindad abierta de f (x). Dado que Y es regular, existe una vecindad abierta W de f (x) tal que
clYW ⊆ V . Como f es Θ-continua, existe un abierto U de x en X tal que f [clXU ] ⊆ clYW es decir
f [U ]⊆V y por lo tanto f es continua en x; es decir C(X ,Y ) = ΘC(X ,Y ).

4. Sea x ∈ A y sea V una vecindad abierta de f (x) en Y . Dado que f : X→Y es Θ-continua, existe
un abierto U de x en X tal que f [clXU ]⊆ clYV . Además, tenemos que clA[U ∩A]⊆ clXU . Por lo tanto
f�A[clA[U ∩A]]⊆ clYV .

5. Sea x ∈ X y sea V una vecindad abierta de f (x) en D. Existe un abierto W en Y tal que
W ∩D = V . Dado que f : X → Y es Θ-continua en f (x) ∈W , existe un conjunto abierto U tal que
x ∈ U y f [clXU ] ⊆ clYW . Por lo tanto, f [clXU ] ⊆ clYW ∩ f [X ] ⊆ clY [W ∩D]∩D = clDV ; es decir
f ∈ΘC(X ,D).

6. Sea C una cubierta abierta de Y . Para cada x ∈ X existe un abierto Vx ∈ C tal que f (x) ∈ Vx.



33 2.4. FUNCIONES Θ-CONTINUAS

Como f es Θ-continua, existe un conjunto abierto Ux en X tal que x ∈Ux y f [clXUx] ⊆ clYVx. Como
X es H-cerrado, existe un conjunto finito S⊆ X tal que X = clX [

⋃
x∈SUx] =

⋃
x∈S clXUx. Por otro lado,

Y = f [X ] =
⋃

x∈S f [clXUx]⊆
⋃

x∈S clYVx. Por la Proposición 2.1.2, Y es H-cerrado.

7. Dado que la identidad Id es biyectiva y Id−1 : X → Xs es Θ-continua, basta demostrar que
Id : Xs→ X es Θ-continua. Sea x ∈ Xs y sea V una vecindad abierta de Id(x) = x en X , i.e. Id(x) =
x ∈ V . Definimos U = intXsclXsV . Dado que U es una vecindad abierta de x en Xs se sigue que
clXsU = clXs[intXs[clXsV ]] = clX [intX [clXV ]] = clXV . Por lo tanto Id[clXsU ] = clXsU ⊆ clXV , es de-
cir Id es Θ-continua.

8. Se sigue de las Proposiciones 6 y 7.
�

Proposición 2.4.3. Sea f ∈ΘC(X ,Y ) y sea A⊆X un H-conjunto. Entonces f [A] es un H-conjunto.

Demostración. Sea C una cubierta de f [A] formada por abiertos de Y . Para cada y ∈ f [A] existe
x∈ A tal que f (x) = y, y existe una vecindad abierta de f (x) = y, Vy ∈C en Y . Como f es Θ-continua,
existe una vecindad abierta Uy de x en X , tal que

f [clXUy]⊆ clYVy.

Sea S = {Uy : y ∈ f [A]}. S es una cubierta abierta de A. Como A es un H-conjunto, existe un
subconjunto finito T ⊆ f [A] tal que

A⊆
⋃
{clXUy : y ∈ T}.

Por lo tanto,
f [A]⊆

⋃
{ f [clXUy] : y ∈ T} ⊆

⋃
{clYVy : y ∈ T}.

Es decir, f [A] es un H-conjunto en Y .
�

Proposición 2.4.4. Sean {Xi : i ∈ I} y {Yi : i ∈ I} dos familias de espacios y sea fi ∈ ΘC(Xi,Yi)
para cada i ∈ I. Entonces ui fi : ∏i∈I Xi −→∏i∈I Yi es Θ-continua.

Demostración. Sean x = (xi)i∈I ∈∏i∈I Xi y V una vecindad abierta de ui fi(x) := ( fi(x))i∈I . De-
notamos al producto ∏i∈I Xi como L y a ∏i∈I Yi como Z para simplificar. Sea V un abierto canónico
de la forma

V =
n⋂

j=1

π
−1
i j

[Vj]

que contine a ( fi(x))i∈I , donde {i1, ...., in} ⊆ I con n ∈ N, y Vj ⊆ Yi j es un conjunto abierto para cada
j ∈ {1, ...,n}.

Para cada j ∈ {1, ...,n}, como fi j es Θ-continua, existe una vecindad abierta de xi j , U j ⊆ Xi j , tal
que

fi j [clXi j
U j]⊆ clYi j

Vi j .

Defininimos U :=
⋂n

j=1 π
−1
i j

[U j] que es una vecindad abierta de x.
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Afirmamos que ui fi[clL U ]⊆ clZ V .

En efecto, dado que clL U =
⋂n

j=1 π
−1
i j

[clXi j
U j], si b∈ui fi[clL U ] y si a∈ clL U tal que ui fi(a) =

b, como a ∈ clL U entonces a ∈ π
−1
i j

[clXi j
U j] ∀ j ∈ {1, ...,n}, es decir ai j ∈ clXi j

U j ∀ j ∈ {1, ...,n}.
Por la propiedad que cumple U j tenemos

πi j(b) = πi j(ui fi(a)) = fi j(ai j) ∈ clYi j
Vj.

Es decir b ∈ clZ V . Por lo tanto ui fi[clL U ]⊆ clZ V ⊆ V . Por lo tanto ui fi es Θ-continua.

�

Proposición 2.4.5. Sean X y Y espacios y K es un subconjunto compacto de Y , y sea f ∈ΘC(X ,Y ).
Entonces f−1[K] es un subconjunto cerrado de X .

Demostración. Sea x ∈ clX f−1[K]. Por demostrar que x ∈ f−1[K], es decir f (x) ∈ K.

Supongamos que f (x) /∈ K. Ya que Y es Hausdorff y como { f (x)} y K son compactos en Y en-
tonces existen U,V ⊆ Y abiertos tales que f (x)⊆U y K ⊆V y U ∩V = /0.

Como f es Θ-continua se sigue que existe una vecindad abierta de x, W ⊆ X , tal que f [clXW ] ⊆
clYU . Como W ∩ f−1[K] 6= /0, se sigue que clYU ∩K 6= /0.

Por lo tanto clYU ∩V 6= /0, es decir U ∩V 6= /0, contradiciendo el hecho de que U ∩V = /0.

Por lo tanto f (x) ∈ K, es decir f−1[K] es cerrado.

�

Proposición 2.4.6. Sean X un espacio compacto y Y un espacio, y sea f ∈ ΘC(X ,Y ). Entonces f
es perfecta.

Demostración. Sea y ∈ Y , por demostrar que f−1[{y}] es un compacto.

Ya que {y} es un compacto de Y , por la Proposición 2.4.5, f−1[{y}] es un cerrado en el compacto
X . Por lo tanto f−1[{y}] es un compacto.

Veamos que f es cerrada.

Sea A un conjunto cerrado (y por lo tanto compacto) de X , en particular A es un H-conjunto y por
la Proposición 2.5.1 f [A] es un H-conjunto y por 2.3.2 f [A] es un cerrado en Y .

Por lo tanto f es perfecta.

�
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2.5. Espacios Urysohn

Definición 2.5.1. Un espacio X es Urysohn si para cada p,q ∈ X con p 6= q, existen conjuntos
abiertos U y V tales que p ∈U y q ∈V y clXU ∩ clXV = /0.

Sea X un espacio regular y sean p,q ∈ X con p 6= q y sean U,V ⊆ X abiertos tales que p ∈ U
y q ∈ V y U ∩V = /0. Como X es regular, se sigue que existen vecindades abiertas U0,V0 ⊆ X tales
que p∈U0⊆ clXU0⊆U y q∈V0⊆ clXV0⊆V . Se sigue que clXU0∩clXV0 = /0, es decir X es Urysohn.

Por lo tanto si X es un espacio regular se sigue que X es Urysohn, y si X es Urysohn se sigue que
X es Hausdorff.

Por otra parte, si un espacio es Hausdorff no necesariamente es Urysohn, y si un espacio es Ury-
sohn no necesariamente es regular, véase el Ejemplo 2.5.3 que nos muestra un ejemplo de un espacio
Hausdorff no Urysohn y el Ejemplo 2.5.4 que nos muestra un ejemplo de un espacio Urysohn no
regular.

Corolario 2.5.2. Un espacio X es compacto si y sólo si X es H-cerrado, semiregular y Urysohn.

Demostración. Es claro que un espacio compacto es H-cerrado, Urysohn y semiregular. Suponga-
mos ahora que X es H-cerrado, Urysohn y semiregular. Por la Proposición 2.1.3 basta demostrar que
X es regular. Sea F cerrado de X y z∈X \F . Dado que X es semiregular, existe un conjunto abierto re-
gular U tal que z∈U ⊆ X \F . Sea V = X \clXU . Como F ⊆ X \U y U es un abierto regular, entonces
X \U = X \ intX [clXU ] = clX [X \ clXU ] = clXV . Por lo tanto, F ⊆ clXV y z /∈ clXV . Por la Proposi-
ción 2.1.5 se sigue que clXV es H-cerrado. Para cada x ∈ clXV existen vecindades abiertas Wx de x y
Ax de z tales que clXWx ∩ clX Ax = /0. Por lo tanto existe S ⊆ clXV finito tal que clXV ⊆

⋃
x∈S clXWx.

Sea A =
⋂

x∈S Ax, entonces z ∈ A y clX A
⋂⋃

x∈S clXWx = /0. Por lo tanto clX A
⋂

F = /0; es decir, X es
regular.

�

Ejemplo 2.5.3. El espacio X del Ejemplo 2.1.4 no es Urysohn pero si es semiregular.

Demostración. Por como se definió el espacio X, cualesquiera vecindades abiertas U de p+ y V
de p− cumplen {(

1
n
,0
)

: r < n, n ∈ N
}
⊆ clXU ∩ clXV

para algún r > 0. Lo que implica que X no es Urysohn.

Por otro lado, es claro que X\{p+, p−} es un abierto en X que es semiregular. Sea U+ un abierto
básico de p+ en X. Entonces existe r ∈ N tal que U+ es de la forma

U+ = {p+}∪
{(

1
n
,

1
m

)
: n≥ r, y m,n ∈ N

}
.

Entonces clXU+ = U+ ∪{(1
n ,0) : n ≥ r, n ∈ N}. Por lo tanto intX[clXU+] = U+ ya que {(1

n ,0) :
n≥ r, n ∈ N} es un subespacio cerrado y denso en ninguna parte de X.
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Por lo tanto cualquier abierto básico de p+ es un abierto regular. De manera análoga se tiene que
cualquier abierto básico de p− es un abierto regular.

Por lo tanto X es semiregular.
�

Ejemplo 2.5.4. El subespacio W := {p+}
⋃
{(1

n ,0) : n ∈ N}
⋃
{(1

n ,
1
m) : n,m ∈ N} del espacio X

es Urysohn pero no es regular.

Demostración. Es claro que W \ {p+} es un abierto regular en W , en particular el subespacio
W \{p+} es Urysohn.

Sea x = (x1,y1) ∈W \{p+}. Entonces x1 =
1
n para algún n ∈ N. Por lo tanto, existe r ∈ N tal que

n < r y Ur := {p+}
⋃
{(1

s ,
1
t ) : r ≤ s, con s, t ∈ N} es una vecindad abierta de p+, y además

clW Ur =Ur
⋃{(1

s
,0
)

: r ≤ s, s ∈ N
}
.

Sea l = 1
2 [

1
n −

1
r ] y sea Ux = Bl(x)∩W donde Bl(x)⊆ R2 es la bola abierta en R2 con centro en x

y radio l. Por lo tanto, Ux es una vecindada abierta de x en W que cumple

clW Ur∩ clW Ux = /0.

Se sigue que W es Urysohn.

Por otro lado, como cualquier vecindad abierta de p+ en W intersecta a {(1
n ,0) : n ∈ N} se sigue

que W no es regular.

�

Una observación más sobre este ejemplo es que W es un cerrado regular en el espacio H-cerrado
X, por lo tanto W es H-cerrado pero no semiregular, por el Corolario 2.5.2.

Proposición 2.5.5. La propiedad Urysohn es hereditaria.

Demostración. Sea Y un espacio Urysohn y X ⊆ Y un subespacio. Sean x,y ∈ X con x 6= y.
Entonces existen vecindades abiertas Ux y Vy de x y y respectivamente en Y tales que

clYUx∩ clYVy = /0.

Por otro lado, Ux∩X y Vy∩X son vecindades abiertas de X . Por lo tanto,

clX [Ux∩X ]∩ clX [Vy∩X ] = clY [Ux∩X ]∩ clY [Vy∩X ]∩X ⊆ clYUx∩ clYVy = /0.

Por lo tanto X es Urysohn. Es decir la propiedad de Urysohn es hereditaria.
�

Proposición 2.5.6. Sean X y Y espacios tales que Y es Urysohn. Si X y Y son homeomorfos en-
tonces X es Urysohn.
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Demostración. Sea f : X → Y un homeomorfismo, y sean x,y ∈ X con x 6= y. Entonces, existen
vecindades abiertas U y V de f (x) y f (y) en Y respectivamente, tales que clYU ∩ clYV = /0. Por lo
tanto A = f−1[U ] y B = f−1[V ] son vecindades abiertas de x y y respectivamente.

Afirmamos que clX A∩ clX B = /0.

Supongamos que clX A∩ clX B 6= /0. Dado que f es continua y biyectiva se sigue que

/0 6= f [clX A]∩ f [clX B]⊆ clY f [A]∩ clY f [B] = clYU ∩ clYV = /0.

Se sigue que X es Urysohn.
�

Proposición 2.5.7. Sea {Xi : i ∈ I} una familia de espacios no vacíos. El espacio producto ∏i∈I Xi
es Urysohn si y sólo si Xi es Urysohn para cada i ∈ I.

Demostración. Supongamos que para cada i∈ I, Xi es Urysohn. Sean f ,g∈∏i∈I Xi tal que f 6= g.
Denotamos al producto ∏i∈I Xi como L para simplicar.

Sea J ⊆ I finito tal que f (i) 6= g(i) para cada i ∈ J. Como Xi es Urysohn, existen vecindades abier-
tas Ui y Vi, tales que f (i) ∈Ui, g(i) ∈Vi y clXiUi∩ clXiVi = /0 para cada i ∈ J.

Sean U =
⋂

i∈J π
−1
Xi

[Ui] y V =
⋂

i∈J π
−1
Xi

[Vi], las cuales son vecindades abiertas ajenas de f y g
respectivamente, además de que

clL U ∩ clL V =
⋂
i∈J

π
−1
Xi

[clXiUi]∩
⋂
i∈J

π
−1
Xi

[clXiVi] =
⋂
i∈J

π
−1
Xi

[clXiUi∩ clXiVi] = /0

Por lo tanto, L es Urysohn.

Ahora supongamos que L es Urysohn. Sea i0 ∈ I arbitraria. Vamos a demostrar que Xi0 es Ury-
sohn. Para cada i ∈ I \ {i0} fijamos un punto xi ∈ Xi y consideramos al subespacio T = { f ∈ L :
f (i) = xi para toda i ∈ I \{i0}} ⊆L .

Como consecuencia de la Proposición 2.5.5, T es Urysohn y dado que T y Xi0 son homeomor-
fos, entonces Xi0 es Urysohn.

Y como i0 ∈ I fue arbitraria, se sique que Xi es Urysohn ∀i ∈ I.
�

Proposición 2.5.8. Sean f ,g ∈ΘC(X ,Y ) donde X y Y son espacios y Y es Urysohn. Si D := {x ∈
X : f (x) = g(x)} es denso en X , entonces f = g.

Demostración. Supongamos que D es denso en X y que f 6= g. Entonces, existe z ∈ X \D tal que
f (z) 6= g(z). Por lo tanto, existen abiertos ajenos U y V en Y tales que f (z) ∈U y g(z) ∈V , y además

clYU ∩ clYV = /0.

Como f es Θ-continua en z, existen vecindades abiertas A y B de z en X tales que f [clX A] ⊆ clYU y
f [clX B]⊆ clYV . Entonces clX A⊆ f−1[clYU ] y clX B⊆ f−1[clYV ]. Dado que A∩B es abierto en X , y
f−1[clYU ]∩ f−1[clYV ] es ajeno a D. Por lo tanto,

/0 6= (A∩B)∩D⊆ ( f−1[clYU ]∩ f−1[clYV ])∩D = /0.

Lo cuál es una contradicción. Por lo tanto, f = g.
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�

En la proposición anterior, un hecho crucial para demostrar que f = g es el hecho de que Y es
Urysohn. Es natural preguntarse si la proposición sigue siendo válida a pesar de que Y no sea Ury-
sohn. Desafortunadamente si Y no es Urysohn no necesariamente f = g, como lo muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.5.9. Sea N∞ la compactación por un punto de N, donde N∞ \N = {p∞}, y sean f :
N∞→X y g :N∞→X definidas como f (n) = (1

n ,0) = g(n) para cada n ∈N y por otro lado f (p∞) =
p+ y g(p∞) = p−, es decir f 6= g. Es claro que

D = {x ∈ N∞ : f (x) = g(x)}

es denso en N∞ (ya que D = N). Afirmamos que f ,g son Θ-continuas. Basta demostrar que f ,g son
Θ-continua en p∞.

Sea V una vecindad de f (p∞)= p+ enX. Existe un abierto Ur = {(1
n ,

1
m) : r≤ n y m,n∈N}∪{p+}

tal que Ur ⊆ V y sea U = {n ∈ N : n ≥ r}∪{p∞}. Es claro que U es una vecindad abierta de p∞ en
N∞. Entonces

f [clN∞
U ] = f [U ] = {(1

n ,0) : r ≤ n}∪{p+} ⊆ clXUr ⊆ clXV.

Por lo tanto f ∈ΘC(N∞,X). Análogamente g es una función Θ-continua de N∞ en X.

Esto nos da un ejemplo de funciones f ,g ∈ΘC(X ,Y ) tales que {x ∈ X : f (x) = g(x)} es denso en
X y f 6= g.

Proposición 2.5.10. X es Urysohn si y sólo si Xs es Urysohn.

Demostración. Supongamos que X es Urysohn. Sean x,y ∈ X con x 6= y. Existen vecindades
abiertas U y V de x y y respectivamente, tales que

clXU ∩ clXV = /0.

Sean W = intX [clXU ] y T = intX [clXV ]. W y T cumplen que x ∈ U ⊆W y y ∈ V ⊆ T y además
W,T ∈ τs y

W ∩T = intX [clX [U ∩V ]] = /0.

Es decir, W ∩T = /0. Por otro lado, tenemos que

clXsW = clXs[intX [clXU ]] = clXs[intXs[clXU ]] = clX [intX [clXU ]].

Análogamente,
clXsT = clX [intX [clXV ]].

Por lo tanto,

clXsW ∩ clXsT = clX [intX [clXU ]]∩ clX [intX [clXV ]]⊆ clX [clXU ]∩ clX [clXV ] = clXU ∩ clXV = /0.

Se concluye que Xs es Urysohn.
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El recíproco de está proposición se demuestra de manera análoga. En efecto, supongamos que Xs
es Urysohn, y sean x,y ∈ Xs con x 6= y. Existen vecindades abiertas W y Z en Xs de x y y respectiva-
mente, tales que

clXsW ∩ clXsZ = /0.

Sean A = intX [clXsW ] y B = intX [clXsZ]. Se sigue que x ∈W ⊆ A y y ∈ Z ⊆ B. Usando el hecho de
que clXU ⊆ clXsU para U ⊆ X abierto, se tiene

clX A∩ clX B⊆ clXs[intX [clXsW ]]∩ clXs[intX [clXsZ]]⊆ clXs[clXsW ]∩ clXs[clXsZ] = clXsW ∩ clXsZ = /0.

Por lo tanto, X es Urysohn.
�

Proposición 2.5.11. Sea X un espacio. Entonces X es H-cerrado y Urysohn si y sólo si Xs es com-
pacto.

Demostración. Demostremos la necesidad. Supongamos que X es H-cerrado y Urysohn. Por las
Proposiciones 2.4.2 (8), 1.2.9 (4) y 2.5.10 tenemos que Xs es H-cerrado, semiregular y Urysohn. Por
lo tanto, Xs es compacto.

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que Xs es compacto. Por el Corolario 2.5.2 Xs
es H-cerrado y Urysohn y nuevamente por las Proposiciones 2.4.2 (8) y 2.5.10, X es H-cerrado y
Urysohn.

�

Corolario 2.5.12. Sea X un espacio. Entonces X es H-cerrado y Urysohn si y sólo si para cada
cubierta abierta U , C = {intX [clXU ] : U ∈U } tiene subcubierta finita.

Demostración. Demostremos la necesidad. Supogamos que X es H-cerrado y Urysohn, por la
Proposición 2.5.11 Xs es compacto. Sea U una cubierta de X entonces C es una cubierta abierta de
Xs. Por lo tanto, C tiene una subcubierta finita.

Ahora demostremos la suficiencia. Como RO(X) es una base para Xs, entonces dada cualquier
cubierta abierta V cuyos elementos pertenecen a RO(X), tiene subcubierta finita, entonces Xs es
compacto, lo que implica que X es H-cerrado y Urysohn.

�

Proposición 2.5.13. Sea X un espacio Urysohn H-cerrado y sea A⊆ X un subespacio. Entonces A es
un H-conjunto de X si y sólo si A es un subespacio compacto de Xs.

Demostración. Demostremos la necesidad. Supongamos que A es un H-conjunto. Por la Propo-
sición 2.5.11, Xs es compacto y por las Proposiciones 2.4.2 (7) y 2.4.3, A es un H-conjunto en Xs lo
que implica que A es cerrado en el compacto Xs. Por lo tanto A es compacto.

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que A es un subespacio compacto de Xs, en par-
ticular A es un H-cerrado lo que implica que A es un H-conjunto. Consideremos la función identidad
Id : Xs→ X la cual es un Θ-homeomorfismo. Por la Proposición 2.4.3, Id[A] = A es un H-conjunto
en X .

�
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Capítulo 3

Extensiones H-cerradas

En este capítulo se introducen las extensiones H-cerradas, se estudian sus propiedades topológicas
y el como se relacionan.

3.1. Extensiones

Definición 3.1.1. Sea X un espacio. Una extensión de X es una pareja (Y,h), donde Y es un espacio
y h : X → Y es un encaje denso. Si Y es H-cerrado decimos que (Y,h) es una extensión H-cerrada de
X . De igual manera, si Y es compacto decimos que (Y,h) es una compactación de X .

De aquí en adelante una extensión (Y,h) de un espacio X se denotará como Y , ya que a h[X ] y a
X se les suele considerar el mismo espacio, es decir una extensión Y de un espacio X es un espacio Y
tal que X ⊆ Y es un subespacio denso de Y .

Ejemplo 3.1.2. Sea X el espacio definido en el Ejemplo 2.1.4. El espacio X es una extensión H-
cerrada de N, ya que N se puede indentificar con el subespacio {(1

n ,
1
m) : n ∈N, |m |∈N} ⊆X el cuál

es un subespacio discreto, numerable y denso de X. Como X es H-cerrado semiregular no compacto,
implica que X no es Urysohn. Es decir, X es una extensión H-cerrada de N que es semiregular pero
no Urysohn.

De igual manera, el espacio W definido en la Proposición 2.5.4 es una extensión H-cerrada de N,
ya que {(1

n ,
1
m) : n,m ∈ N} es un subespacio discreto, numerable y denso en W . Y como resultado de

la misma proposición W es una extensión H-cerrada de N que es Urysohn pero no semiregular.

Es decir hemos mostrado dos extensiones H-cerradas de N con distintas propiedades.

En el área de las extensiones existe un gran interés en saber cómo se relacionan las extensiones
H-cerradas con las compactaciones. Una de las relaciones entre extensiones H-cerradas y compacta-
ciones es la que nos proporciona la siguiente proposición.

Proposición 3.1.3. Sea X un espacio. Sea Y una extensión H-cerrada y Urysohn de X . Entonces
Ys es una compactación de Xs.
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Demostración. Por la Proposición 2.5.11, el espacio Ys es compacto y por la Proposición 1.2.13
Ys es una compactación de Xs.

�

Por lo tanto, Ws es una compactación de Ns. Más aún, como N es un espacio discreto, se tiene que
N= Ns, es decir que Ws es una compactación de N.

Corolario 3.1.4. Sea Y una extensión H-cerrada y Urysohn de un espacio X . Entonces Xs es Ty-
chonoff.

Demostración. Por la Proposición 3.1.3 Ys es compacto y en consecuencia Ys es Tychonoff y
como ser Tychonoff es una propiedad hereditaria, entonces Xs es Tychonoff.

�

Corolario 3.1.5. Sea X un espacio regular no Tychonoff. Entonces X no tiene extensiones H-
cerradas que sean Urysohn ó regulares.

Demostración. Como cualquier espacio H-cerrado que es regular es compacto, en particular es
Urysohn. Basta demostrar que X no tiene extensiones H-cerradas que sean Urysohn. Supongamos
que existe una extensión H-cerrada Y del espacio X que es Urysohn. Entonces por el Corolario 3.1.4
Xs es Tychonoff. Como X es regular, por la Proposición 1.2.10 X es semiregular, es decir X = Xs. Por
lo tanto X es Tychonoff, lo cuál es una contradicción. Por lo tanto X no tiene extensiones H-cerradas
que sean Urysohn ó regulares.

�

Definición 3.1.6. Sea Y una extensión de un espacio X y sea p ∈ Y .

1. Definimos O p
Y := {U ∩X : U es abierto en Y y p ∈U}. Algunas veces O p

Y se denotará como
O p cuando no exista confusión y se trabaje con sólo una extensión. Para cada p ∈ Y , O p es un filtro
abierto de X .

2. Al conjunto TY := {O p : p ∈ Y} se le denomina la traza del filtro de vecindades de Y .

3. Si U es un abierto de X , sea oYU := {p ∈Y : U ∈O p}. A oYU se le denotará como oU cuando
no exista ambigüedad.

Proposición 3.1.7. Sea Y una extensión de un espacio X . Entonces Y es una extensión H-cerrada
si y sólo si para cada ultrafiltro abierto en X , éste contiene a O p para algún p ∈ Y .

Demostración. Demostremos la necesidad. Supongamos que Y es H-cerrado. Sea U un ultrafil-
tro abierto en X , y sea F = {W : W es abierto en Y y W ∩X ∈ U } el cual es un filtro abierto en Y .
Como Y es un espacio H-cerrado, entonces existe p ∈ aY (F ), lo que implica que para cada V ∈ O p

se tiene que V ∩U 6= /0 para toda U ∈U . Como U es un ultrafiltro abierto, entonces O p ⊆U .

Ahora demostremos la suficiencia. Sea F un filtro abierto en Y , y sea G = {U ∩X : U ∈F}.
Entonces G es un filtro abierto en X . Por lo tanto, existe un ultrafiltro abierto U en X tal que G ⊆U .
Por hipótesis, existe p ∈ Y tal que O p ⊆U . Sea V = {V ⊆ Y : V es abierto en Y y V ∩X ∈U }. Es
claro que V es un filtro abierto en Y tal que F ⊆ V y V converge a p. Por lo tanto,

p ∈ cY (V )⊆ aY (V )⊆ aY (F ).

Por la Proposición 2.1.2 (3), Y es H-cerrado.
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�

Definición 3.1.8. Sean Y1 y Y2 extensiones de los espacios X1 y X2 respectivamente, y sea f ∈
F(X1,X2). Decimos que una función F ∈ F(Y1,Y2) es una extensión de f , si F�X1 = f .

Proposición 3.1.9. Sean Y1 y Y2 extensiones de los espacios X1 y X2 respectivamente, y sea
f : X1→ X2 una función continua. Entonces f tiene a lo más una extensión continua F ∈C(Y1,Y2).

Demostración. Cualesquiera dos funciones definidas en un espacio Hausdorff y que coinciden
en un denso, son iguales.

�

Proposición 3.1.10. Si Y es una extensión de X . Entonces | Y |≤ 22|X | .

Demostración. Sea ϕ : Y →PP(X) dada por ϕ(p) = O p, la cual está bien definida.

Para cada y ∈ Y , se sigue que /0 /∈ Oy ya que X es denso en Y y para cualesquiera U,V ∈ Oy en-
tonces U ∩V ∈ Oy. Sean p,q ∈ Y tales que p 6= q entonces existen vecindades abiertas ajenas Up,Vq
de p y q, respectivamente, en Y y además Vq ∈ Oq \O p es decir ϕ(p) = O p 6= Oq = ϕ(q).

Por lo tanto, la función ϕ es inyectiva, lo que implica que| Y |≤ 22|X | .
�

Definición 3.1.11. Para un espacio X definimos a E[X ] como la colección de todas las extensiones
de X .

Definición 3.1.12. Dos extensiones Y1 y Y2 de X son equivalentes y lo denotamos como Y1 ≡X Y2,
si existe un homeomorfismo h : Y1→ Y2 tal que, h�X = IdX .

Las extensiones equivalentes serán consideradas la misma extensión, de este modo podemos iden-
tificar a E[X ] con la colección de clases de equivalencia definidas por ≡X . Así que los elementos de
E[X ] no son equivalente entre sí, y cualquier extensión de un espacio X es equivalente a una única
extensión en E[X ].

Como una consecuencia de la Proposición 3.1.10 obtenemos el siguiente resultado.

Proposición 3.1.13. Dado un espacio X , E[X ] es un conjunto.

Definimos una relación � en E[X ] como sigue; para cualesquiera Y1,Y2 ∈ E[X ] decimos que
Y1 � Y2 si y sólo si ∃ f ∈C(Y2,Y1) tal que f�X = IdX .

Proposición 3.1.14. (E[X ],�) es un conjunto parcialmente ordenado (copo), tal que si S ⊆ E[X ]
con S 6= /0. Entonces S tiene supremo en E[X ], que se denotará como

∨
S .

Demostración. Afirmación 1. (E[X ],�) es un copo.

Es claro que � es reflexiva y transitiva. Basta demostrar que � es antisimétrica. Supongamos que
Y � Z y Z � Y donde Y,Z ∈ E[X ], es decir existen funciones continuas f ∈ C(Z,Y ) y g ∈ C(Y,Z)
tales que f�X = IdX = g�X . Entonces g◦ f : Z→ Z es continua y g◦ f�X = IdX , es decir g◦ f extiende
a la función identidad y como las extensiones son únicas, entonces g ◦ f = IdZ . De manera análoga
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f ◦g = IdX , por lo tanto f = g−1, es decir � es antisimétrica.

Afirmación 2. Sea S ⊆ E[X ] con S 6= /0, entonces S tiene supremo en E[X ].

Sea ∏S := ∏Y∈S Y . Para cada Y ∈S , sea iY : X ↪→ Y la función inclusión. Afirmamos que iY
separa puntos de cerrados, es decir si F ⊆ X es cerrado en X y x ∈ X \F , entonces iY (x) /∈ clY iY [F ].
Sea F ⊆ X cerrado en X , entonces existe A⊆Y cerrado de Y tal que F = A∩X . Sea x ∈ X \F , enton-
ces x /∈ A y como F ⊆ A entonces clY F ⊆ A. Por lo tanto, x /∈ clY F .

Por lo tanto {iY : Y ∈S } también separa puntos de cerrados de X . Entonces por el Teorema del
Encaje, la función e : X→∏S dada por πY ◦e= iY es un encaje. Definimos Z := cl∏S e[X ], entonces
Z ∈ E[X ].

Afirmación 3. Z = supS .

Sea Y ∈ S , como πY �Z: Z → Y es continua y πY �e[X ]= πY ◦ e = IdX , entonces Y � Z. Sea
W ∈ E[X ] tal que Y �W para toda Y ∈S , es decir existe hY : W → Y continua tal que hY �X= IdX .
Por demostrar que Z �W . Definimos g : W →∏S dada por πY ◦g = hY . Como hY es continua para
cada Y ∈S , entonces g es continua. Dado x ∈ X ,

πY ◦g(x) = hY (x) = x = πY ◦ e(x) ∀Y ∈S .

Entonces g�X = e. Por otro lado

g[W ] = g[clW X ]⊆ cl∏S g[X ] = cl∏S e[X ] = Z.

Por lo tanto g[W ]⊆ Z. Entonces g : W → Z es continua tal que g�X = e, es decir Z �W .

Por lo tanto Z = supS .

�

Definición 3.1.15. Sea S ⊆ E[X ] no vacío y sea Y ∈ E[X ] tal que Z �Y (Y � Z) para toda Z ∈S .
Entonces, decimos que Y es un máximo proyectivo (respectivamente, un mínimo proyectivo) de S .

Definición 3.1.16. Sea X un espacio. Denotamos al conjunto de todas las extensiones H-cerradas
de X como

H (X) = {Y ∈ E[X ] : Y es H-cerrado }

el cual cumple que cada extensión H-cerrada de X es equivalente a algún Y ∈H (X) y no hay dos
extenciones equivalentes de X en H (X). Es decir, se puede considerar a H (X) ⊆ E[X ] como un
copo.

En las siguientes proposiciones se establecerán no solamente condiciones suficientes, sino que
además, condiciones necesarias para conocer cuándo una función continua definida en un espacio X
se extiende continuamente a un elemento de E[X ].

Proposición 3.1.17. Sean Y ∈ E[X ], Z un espacio regular y f ∈ C(X ,Z). Entonces f tiene una
extensión continua a Y si y sólo si para todo p ∈ Y se tiene que el filtro Fp := {A ⊆ Z : existe U ∈
O p y f [U ]⊆ A} converge.
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Demostración. Demostremos la necesidad. Supongamos que existe G : Y → Z continua que ex-
tiende a f . Sea p ∈ Y . Afirmamos que Fp converge a G(p). Sea U una vecindad abierta de G(p) en
Z, entonces por la continuidad de G existe una vecindad abierta V de p tal que G[V ] ⊆U . Entonces
U ∩X ∈O p y además f [V ∩X ] = G[V ∩X ]⊆G[V ]⊆U . Entonces U ∈Fp, por lo tanto Fp converge
a G(p).

Ahora demostremos la suficiencia. Definimos G : Y → Z donde G(p) es el punto de convergencia
de Fp. Afirmamos que G�X = f . Sea x ∈ X . Sea V una vecindad abierta de f (x). Entonces por la
continuidad de f existe una vecindad abierta U de x tal que f [U ] ⊆ V . Como X es subespacio de Y ,
existe W ⊆ Y abierto tal que U = W ∩X , lo que implica que U ∈ Ox y f [U ] ⊆ V , entonces V ∈Fx.
Por lo tanto, Fx converge a f (x), es decir G�X = f .

Afirmamos que G es continua. Sea p∈Y . Sea V una vecindad abierta de G(p), como Z es regular,
entonces existe una vecindad abierta W de G(p) tal que G(p) ∈W ⊆ clZ(W ) ⊆ V . Por otro lado,
Fp→ G(p), es decir W ∈Fp, lo que implica que existe una vecindad abierta U de p en Y tal que
f [U ∩X ]⊆W .

Afirmamos que G[U ]⊆ clZW ⊆V . Sea y ∈U . Sea A un abierto en Z tal que G(y) ∈ A. Como Fy
converge a G(y), entonces existe un abierto A0 en Y con y ∈ A0 y f [A0∩X ]⊆ A, entonces A0∩U 6= /0.
Por lo tanto, A0∩U ∩X 6= /0, es decir

/0 6= f [A0∩U ∩X ]⊆W ∩A.

Lo que implica que G(y) ∈ clZW , es decir G[U ]⊆ clZW ⊆V . Por lo tanto, G es continua.

Por lo tanto, f tiene una extensión continua a Y .
�

Teorema de Taimanov 3.1.18. Sea Y una extensión de un espacio X , sea Z un espacio compacto
y sea f ∈C(X ,Z). Entonces, f se extiende continuamente a Y si y sólo si ∀A,B⊆ Z cerrados ajenos,
se tiene que clY f−1[A]∩ clY f−1[B] = /0.

Demostración. Demostremos la necesidad. Supongamos que existe una función F : Y → Z tal
que F�X = f . Sean A,B ⊆ Z cerrados ajenos, entonces F−1[A] y F−1[B] son subconjuntos cerra-
dos en X tales que f−1[A] ⊆ F−1[A] y f−1[B] ⊆ F−1[B] lo que implica que clY f−1[A] ⊆ F−1[A]
y clY f−1[B] ⊆ F−1[B]. Como A∩B = /0 y clY f−1[A]∩ clY f−1[B] ⊆ F−1[A]∩F−1[B] = /0, entonces
clY f−1[A]∩ clY f−1[B] = /0.

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que para cada A,B⊆ Z cerrados ajenos, se tiene
que clY f−1[A]∩clY f−1[B] = /0. Sea y ∈Y . Por la Proposición 3.1.17 basta demostrar que Fy = {A⊆
Z : f [U ]⊆ A para algún U ∈ Oy} converge.

Como Z es compacto, entonces /0 6=
⋂

U∈Oy clZ f [U ] = a(F ). Supongamos que existe p,q ∈ a(F )
con p 6= q. Entonces existen subconjntos abiertos U y V tales que p ∈U y q ∈V y clZU ∩ clZV = /0,
lo que implica que clY f−1[clZU ]∩ clY f−1[clZV ] = /0. Para cada W ∈ Oy, U ∩ f [W ] 6= /0, es decir
W ∩ f−1[U ] 6= /0 para todo W ∈ Oy. Lo que implica que y ∈ clY f−1[U ], análogamente y ∈ clY f−1[V ].
Entonces, y ∈ clY f−1[U ]∩ clY f−1[V ] = /0, lo cual es una contradicción.

Por lo tanto, a(Fy) = {p} para algún p ∈ Z. Sea W una vecindad abierta de p. Entonces, Z \W
es compacto y para cada z ∈ Z \W , z /∈ a(Fy), lo que implica que existe A ∈Fy tal que z ∈ Z \clZA,
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entonces Z \W ⊆
⋃

F∈Fy
(Z \ clZF). Por lo tanto existe una familia finita S ⊆ Fy tal que Z \W ⊆⋃

F∈S(Z\clZF)⊆ Z\
⋂

S. Dado que
⋂

S∈Fy y
⋂

S⊆W , entonces W ∈Fy. Por lo tanto, Fy converge
a p.

�

3.2. Extensiones Estrictas y Extensiones Simples Yν y Yµ

En está sección se construirán nuevas extensiones de un espacio X , a partir de extensiones dadas,
con propiedades muy interesantes y que serán la base para las secciones 3.3 y 3.4.

En la Definición 3.1.6 se definió el conjunto o(·) el cuál es un conjunto bien definido. Es decir, si
Y ∈E[X ] y U,V ⊆Y abiertos en Y con U 6=V , tales que U∩X =V ∩X , entonces o(U∩X)= o(V ∩X).
Más aún, oW ⊆ Y es abierto en Y , para cualquier abierto W ⊆ X en X , como lo indica la siguiente
proposición.

Proposición 3.2.1. Sea Y ∈ E[X ]. Si W ⊆ X es un abierto en X . Entonces oW ⊆Y es abierto en Y .

Demostración. Sea y ∈ oW . Entonces W ∈ Oy, es decir existe una vecindad abierta U ⊆ Y de y
en Y tal que U ∩X =W . Sea z∈U , entonces W =U ∩X ∈Oz lo cuál implica que z∈ o(U ∩X) = oW .
Por lo tanto y ∈U ⊆ oW . Por lo tanto oW es abierto en Y .

�

Veamos ahora algunas propiedades de o(·).

Proposición 3.2.2. Sea Y ∈E[X ]. Sean U,V ⊆X abiertos en X y sea W ⊆Y abierto en Y . Entonces

1. oX = Y y o /0 = /0.

2. oU ∩X =U .

3. X ∩o(W ∩X) =W ∩X .

4. oU ∩oV = o(U ∩V ).

5. W ⊆ o(W ∩X)⊆ clY (W ∩X) = clYW .

Demostración. 1. Dado que X ∈O p ∀p ∈Y , se tiene que oX =Y . Por otro lado, /0 /∈O p ∀p ∈Y ,
lo que implica que o /0 = /0.

2. Sea x ∈U . Entonces U ∈ Ox, lo que implica que x ∈ oU ∩X . Por lo tanto, U ⊆ oU ∩X . Sea
z ∈ oU ∩X , entonces U ∈ Oz, entonces existe un abierto W en Y tal que U =W ∩X y z ∈W y dado
que z ∈ X , z ∈U .

3. Es consecuencia de (2).

4. Sea y ∈ Y . Entonces y ∈ oU ∩oV si y sólo si U ∈ Oy y V ∈ Oy si y sólo si y ∈ o(U ∩V ).
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5. Dado que o(W ∩X) y W son abiertos en Y y X es denso en Y , se sigue que clY [o(W ∩X)] =
clY [o(W ∩X)∩X ] y clYW = clY [W ∩X ]. Por (3), clY [o(W ∩X)] = clYW . Si p ∈W , entonces W ∩X ∈
O p y p ∈ o(W ∩X).

�

Una caracterización de o(·) es la siguiente.

Proposición. 3.2.3. Sea Y ∈ E[X ] y U ⊆ X abierto en X . Entonces

oU =
⋃
{W : W es un abierto en Y y W ∩X ⊆U}= Y \ clY [X \U ].

Demostración. Sea x ∈ oU . Entonces U ∈ Ox. Por lo tanto existe un abierto W de Y tal que
U =W ∩X y x ∈W . Por lo tanto, oU ⊆

⋃
{W : W es un abierto en Y y W ∩X ⊆U}.

Sea W ⊆Y abierto en Y , tal que W ∩X ⊆U . Basta demostrar que W ∩clY [X \U ] = /0. Supongamos
que W ∩ clY [X \U ] 6= /0, entonces /0 6= W ∩ (X \U) ⊆W ∩X ⊆U , lo cual es una contradicción. Es
decir W ⊆ Y \ clY [X \U ].

Por lo tanto,
⋃
{W : W es un abierto en Y y W ∩X ⊆U} ⊆ Y \ clY [X \U ].

Sea x∈Y \clY [X \U ]. Basta demostar que U ∈Ox. Dado que (Y \clY [X \U ])∩X = X \clX [X \U ],
y como U = intXU = X \ clX [X \U ] entonces U ∈ Ox. Por lo tanto, Y \ clY [X \ (U ∩X)]⊆ o(U ∩X).

Es decir,

oU ⊆
⋃
{W : W es un abierto en Y y W ∩X ⊆U} ⊆ Y \ clY [X \U ]⊆ oU.

�

Esta es otra manera de demostrar que oU es abierto en Y . Ahora vamos a caracterizar a los abiertos
regulares de Y a partir de los abiertos regulares de X .

Proposición 3.2.4. Sea Y una extensión de un espacio X y sea U un abierto en Y . Entonces

intY [clYU ] = intY [clY [U ∩X ]] = o(intX [clX [U ∩X ]]).

Demostración. Dado que clYU = clY [U ∩X ], se sigue que intY [clYU ] = intY [clY [U ∩X ]]. Sea
R = intX [clX [U ∩X ]] y W = intY [clY [U ∩X ]]. Es claro que W = Y \ clY [X \R] y por la Proposición
3.2.3 se tiene que intY [clY [U ∩X ]] = o(intX [clX [U ∩X ]]).

�

Por lo tanto, para cada V ∈ RO(Y ), existe U ∈ RO(X) tal que V = oU . Además para cada
U ∈RO(X), oU ∈RO(Y ). Es decir,

RO(Y ) = {oYU : U ∈RO(X)}.

Proposición 3.2.5. Sea Y ∈ E[X ]. Entonces el conjunto B := {oU : U es abierto en X} es una
base abierta para una topología Hausdorff τ(Yν) en Y y que está contenida en la topología original de
Y , denotada como τY .

Demostración. El hecho de que {oU : U es abierto en X} sea una base para una topología Y se
sigue de las Proposiciones 3.2.2 (1) y (4). Tal topología está contenida en la topología original de Y .
Veamos que tal topología es Hausdorff, sean p,q ∈Y con p 6= q. Sean U y V vecindades ajenas de p y
q respectivamente en Y , tales que (U ∩X)∩ (V ∩X) = /0. Por la Proposición 3.2.3 p ∈U ⊆ o(U ∩X)
y q ∈ V ⊆ o(V ∩X) y o(U ∩X)∩ o(V ∩X) = o((U ∩X)∩ (V ∩X)) = o /0 = /0. Por lo tanto τ(Yν) es
una topología Hausdorff.
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�

Al espacio topológico (Y,τ(Yν)) lo denotaremos como Yν .

Proposición 3.2.6. Yν es una extensión de X .

Demostración. Se sigue de la Proposición 3.2.2 (2) que el subespacio X en Y es el mismo subes-
pacio X en Yν .

�

Definición 3.2.7. Decimos que Y es una extensión estricta de X si Y = Yν .

Proposición 3.2.8. Si Y es semiregular, entonces Y es una extensión estricta.

Demostración. Supongamos que Y es semiregular, entonces RO(Y )⊆ {oU : U es abierto en Y}
y como RO(Y ) es una base para Y , entonces la topología de Y se queda contenida en τ(Yν) y por la
Proposición 3.2.5 se cumple que Y = Yν . Por lo tanto Y es una extensión estricta.

�

Ejemplo 3.2.9. 1. El espacio X es una extensión estricta de N.

2. No necesariamente el regreso de la Proposición 3.2.8 se cumple, como lo muestra el siguien-
te ejemplo, visto en el capítulo 1. Consideremos el espacio Y = {p+}∪

⋃
{[m,m+ 1] : 0 ≤ m, y m

es par }, visto en el Ejemplo 1.2.12, el cual es una extensión no semiregular de Y \ {p+}, ya que
Y \{p+} ⊆ Y es denso. Afirmamos que Y es una extensión estricta de Y \{p+}.

Basta demostrar que para cualquier vecindad abierta V ⊆ Y en Y de p+, existe un abierto U ⊆
Y \{p+} en Y \{p+} tal que

p+ ∈ Y \ clY [(Y \{p+})\U ]⊆V.

Sea V ⊆Y una vecindad abierta en Y de p+, entonces existe n ∈N y un abierto canónico Wn de Y
definido como

Wn := {p+}∪
⋃
{(l, l +1) : n≤ l, y l es par },

tal que p+ ∈Wn⊆V . Definimos U :=Wn\{p+}, es claro que U ⊆Y \{p+} es un abierto en Y \{p+},
lo que implica que clY [(Y \{p+})\U ] = clY\{p+}[(Y \{p+})\U ] = (Y \{p+})\U = (Y \Wn)\{p+}.
Por lo tanto

Y \ clY [(Y \{p+})\U ] = Y \ ((Y \Wn)\{p+}) = (Y \ (Y \Wn))∪ (Y ∩{p+}) =Wn∪{p+}=Wn.

Es decir, p+ ∈Y \clY [(Y \{p+})\U ]⊆V . Por lo tanto, el espacio Y es un ejemplo de una exten-
sión estricta que no es semiregular.

Pero a pesar de que existen extensiones estrictas no semiregulares de un espacio X , tales ex-
tensiones tienen propiedades (topológicas) muy parecidas a los espacios semiregulares, es decir se
comportan como una generalización de estos. Así que cabe preguntarse ¿Cuál es la relación entre las
extensiones estrictas y los espacios semiregulares con respecto a un subconjunto? Pero antes de dar
respuesta a está pregunta necesitaremos del siguiente Lema.
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Lema 3.2.10. Sea Y una extensión de X y sea W un subconjunto abierto de Y . Entonces αY\X(W )=
o(W ∩X).

Demostración. ⊇] Tenemos que p ∈ o(W ∩X) si y sólo si W ∩X ∈ O p
Y si y sólo si p ∈W ⊆

intY [W ∪ ((Y \X)∩ clYW )] = αY\X(W ); es decir p ∈ αY\X(W ). Por lo tanto, o(W ∩X)⊆ αY\X(W ).

⊆] Afirmamos que αY\X(W )∩X =W ∩X . Como W ⊆αY\X(W ), entonces W ∩X ⊆αY\X(W )∩X .
Por otro lado,

αY\X(W )∩X = αY (W )∩ intY [W ∪ (Y \X)]∩X ⊆ intY [W ∪ (Y \X)]∩X ⊆ [W ∪ (Y \X)]∩X =W ∩X .

Es decir αY\X(W )∩X =W ∩X . Por la Proposición 3.2.3, αY\X(W )⊆ o(W ∩X).
�

La siguiente proposición dará respuesta a la pregunta planteada con anterioridad y además carac-
teriza a las extensiones estrictas.

Proposición 3.2.11. Sea Y una extensión de X . Las siguiente proposiciones son equivalentes.

1. Y es una extensión estricta de X .

2. {clY A : A⊆ X} es una base cerrada para Y .

3. Y es un espacio semiregular con respecto a Y \X .

Demostración. [1⇒ 2] Sea F ⊆ Y cerrado de Y . Entonces Y \F es abierto en Y . Como Y es una
extensión estricta de X , existe una familia S de conjuntos abiertos en X tal que

Y \F =
⋃

T∈S
oT =

⋃
T∈S

(Y \ clY [X \T ]) .

Por lo tanto
F =

⋂
T∈S

clY [X \T ].

Por lo tanto {clY A : A⊆ X} es una base cerrada para Y .

[2⇒ 1] Supongamos que {clY A : A⊆ X} es una base cerrada para Y . Entonces {Y \clY A : A⊆ X}
es una base abierta para Y . Sea p ∈ Y \ clY A para algún A ⊆ X . Basta demostrar que existe U ⊆ X
abierto en X tal que p ∈ oU ⊆ Y \ clY A.

Como p∈Y \clY A, entonces p /∈ clY A; es decir, existe un abierto W en Y tal que p∈W y W ∩A =
/0. Sea U =W ∩X . Entonces

U ∩A = (W ∩X)∩A⊆W ∩A = /0.

Es decir U ∩A = /0. Afirmamos que p ∈ oU ⊆ Y \ clY A.

En efecto p ∈ oU . Supongamos que oU * Y \ clY A. Es decir, existe q ∈ oU ∩ clY A. Esto implica
que U ∈ Oq, es decir existe un abierto V en Y tal que q ∈V , U =V ∩X y V ∩A 6= /0. Por lo tanto

V ∩ (X ∩A) =V ∩A 6= /0.

Por otro lado, (V ∩X)∩A = U ∩A. Es decir U ∩A 6= /0. Lo cual es una contradicción ya que
U ∩A = /0. Por lo tanto p ∈ oU ⊆ Y \ clY A.

[1⇔ 3] Es consecuencia del Lema 3.2.10.
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�

Al conjunto Y \X se le denomina el residuo de X en Y .

Seguiremos con el estudio de nuevas extensiones a partir de una extensión dada.

Proposición 3.2.12. Sea Y ∈ E[X ], y sea BY = {V ∪{p} : V ∈ O p y p ∈ Y}.

1. BY es una base abierta para una topología Hausdorff τµ de Y que contiene a la topología τY .

2. (Y,τµ) es una extensión de X .

3. Y \X es un subespacio cerrado discreto de (Y,τµ).

Demostración. 1. Sean U ∪ {p},V ∪ {q} ∈ BY donde U ∈ O p y V ∈ Oq. Si p = q, enton-
ces (U ∪{p})∩ (V ∪{q}) = (U ∩V )∪{p} ∈ BY . Si p 6= q y r ∈ (U ∪{p})∩ (V ∪{q}), entonces
(U ∪{p})∩ (V ∪{q}) =U ∩V y r ∈ X . Lo que implica U ∩V = (U ∩V )∪{r} ∈ BY . Por lo tanto BY
es una base para una topología τµ de Y .

Sea V ∈ τY , entonces
V =

⋃
{(V ∩X)∪{y} : y ∈V}.

Por lo tanto, τY ⊆ τµ y (Y,τµ) es Hausdorff.

2. Primero se demostrará que (X ,τY �X) es igual a (X ,τµ �X). Dado que τY ⊆ τµ se obtiene que
τY �X⊆ τµ �X . Sea U ∪{p} ∈ BY , donde U ∈O p. Se tiene que (U ∪{p})∩X =U , lo que implica que
τµ �X⊆ τY �X , ya que {V ∩X : V ∈ BY} es una base de τµ �X . Por lo tanto (X ,τY �X) = (X ,τµ �X).

Además, para cada U ∪{p} ∈ BY , donde U ∈ O p, se tiene que (U ∪{p})∩X 6= /0. Por lo tanto,
(Y,τµ) es una extensión de X .

3. Sea p ∈Y , entonces X ∈O p, en particular si p ∈ X entonces X ∪{p}= X ∈ BY . Es decir Y \X
es cerrado. Por otro lado si p ∈ Y \X , entonces X ∪{p} ∈ BY y {p} = (Y \X)∩ (X ∪{p}). Por lo
tanto Y \X es un subespacio cerrado discreto de (Y,τµ).

�

Definición 3.2.13. El espacio (Y,τµ) será denotado como Yµ , y su topología será denotada como
τ(Yµ). Decimos que Y es una extensión simple de X si Y = Yµ .

La siguiente proposición caracteriza a las extensiones simples.

Proposición 3.2.14. Y es una extensión simple de X si y sólo si Y \X es un subespacio cerrado
discreto de Y .

Demostración. La necesidad se demostró en la Proposición 3.2.12.

Ahora demostremos la suficiencia. Sea W ⊆ Y un abierto no vacío en Y . Sea p ∈W . Si p ∈ X ,
entonces W ∩X es una vecindad abierta de p en Y , ya que Y \X es un subespacio cerrado de Y , esto
implica que X es abierto en Y . Es claro que W ∩X = {p}∪W ∩X y además W ∩X ∈O p. Por lo tanto,
p ∈ {p}∪W ∩X ⊆W .
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Supongamos que p ∈ Y \X , como Y \X es un subespacio discreto en Y , esto implica que existe
V ⊆ Y abierto en Y tal que {p}=V ∩ (Y \X). Por otro lado V ∩X es abierto en Y y se cumple que

V =V ∩Y =V ∩ (X ∪Y \X) = (V ∩X)∪ (V ∩Y \X) =V ∩X ∪{p}.

El conjunto U :=V ∩W es una vecindad abierta de p en Y tal que U =U ∩X ∪{p}. Es claro que
U ∩X ∈O p. Por lo tanto se cumple que p ∈U ∩X ∪{p} ⊆W . Es decir, el conjunto BY = {V ∪{p} :
V ∈ O p y p ∈ Y} es una base de Y . Por lo tanto Y es una extensión simple de X .

�

Si Y es una extensión de un espacio X , entonces al conjunto de trazas de los filtros de vecindades
de Yν y Yµ , definidas en 3.1.6 (2), las denotaremos, siempre que no exista ambigüedad, como Tν y Tµ

respectivamente.

Proposición 3.2.15. Sea Y ∈ E[X ]. Entonces τ(Yν)⊆ τ(Yµ) y TY = Tν = Tµ .

Demostración. Por las Proposiciones 3.2.5 y 3.2.12 (1) se tiene que τ(Yν)⊆ τY ⊆ τ(Yµ). Lo que
implica que O p

Yν
⊆ O p

Y ⊆ O p
Yµ

para cada p ∈ Y . Sea U ∈ O p
Yµ

, entonces U = X ∩W donde p ∈W y W
es un abierto en Yµ . Por lo tanto

W =
⋃
i∈I

(Vi∪{pi})

donde pi ∈ Y y Vi ∈ O pi
Y para cada i ∈ I. Por lo tanto, existe j ∈ I tal que p ∈Vj ∪{p j}. Es claro que

Vj ⊆U y p ∈ oVj. Entonces p ∈ oU y U ∈ O p
Yν

.

Por lo tanto O p
Yµ

= O p
Yν

, es decir TY = Tν = Tµ .

�

Proposición 3.2.16. Sean Y,Z ∈ E[X ] tales que Y y Z tienen el mismo conjunto base. Entonces
τ(Yν)⊆ τ(Z)⊆ τ(Yµ) si y sólo si TY = TZ .

Demostración. Demostremos la necesidad. Supongamos que τ(Yν) ⊆ τ(Z) ⊆ τ(Yµ), entonces
O p

Yν
⊆O p

Z ⊆ O p
Yµ

para cada p ∈ Y . Por la proposición anterior se cumple que TY = TZ .

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que TY = TZ . Es decir, O p
Y =O p

Z para cada p∈ Z.
Lo que implica que oYU = oZU donde U ⊆ X es abierto en X , y BY = BZ . Por lo tanto τ(Yν) = τ(Zν)
y τ(Yµ) = τ(Zµ). Por lo tanto,

τ(Yν) = τ(Zν)⊆ τ(Z)⊆ τ(Zµ) = τ(Yµ).

�

Corolario 3.2.17. τ(Yν) = τ((Yν)ν) y τ(Yµ) = τ((Yµ)µ).

Demostración. Sea Z ∈ {Yν ,Yµ}. Entonces τ(Yν)⊆ τ(Z)⊆ τ(Yµ). Por la Proposición 3.2.16, TY
= TZ si y sólo si τ(Yν) = τ(Zν) = τ((Yν)ν) y Yµ = τ(Zµ) = τ((Yµ)µ).

�
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Proposición 3.2.18. Sea Y ∈ E[X ]. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes.

1. Y es H-cerrado.

2. Yµ es H-cerrado.

3. Yν es H-cerrado.

Demostración. Sea U un ultrafiltro abierto en X . Supongamos que Y es H-cerrado. Por la Pro-
posición 3.1.7, existe p ∈ Y tal que O p

Y ⊆ U . Como O p
Y = O p

Yµ
= O p

Yν
, entonces O p

Yµ
= O p

Yν
⊆ U .

Por lo tanto, Yµ y Yν son espacios H-cerrados. Analogamente se obtiene que si Yµ ó Yν es H-cerrado,
entonces Y es H-cerrado.

�

Teorema 3.2.19. Sea X un espacio y sean Y,Z ∈H (X). Las siguientes proposiciones son equi-
valentas.

1. Yν ≡X Zν .

2. Yµ ≡X Zµ .

3. TY = TZ .

4. Yν � Z � Yµ .

Demostración. [1⇒ 3] Supongamos que Yν ≡X Zν . Es decir existe un homeomorfismo H : Yν →
Zν tal que H�X = IdX . Basta demostrar que para cada O p

Y ∈ TY , O p
Y =O

H(p)
Z lo que implica de manera

directa que para cada Oq
Z ∈ TZ, entonces Oq

Z = O
H−1(q)
Y ya que H es biyectiva.

Sea O p
Y ∈ TY y sea U ∈ O p

Y , entonces H[oYU ] es una vecindad abierta de H(p) en Zν , tal que
H[oYU ]∩X = H[oYU ]∩H[X ] = H[oYU ∩X ] = H[U ] = U ya que U ⊆ X y H�X = IdX . Es decir,
U ∈ O

H(p)
Z . Lo que implica que O p

Y ⊆ O
H(p)
Z .

Análogamente si W ∈ O
H(p)
Z , entonces H−1[oZW ] es una vecindad abierta de p en Yν , tal que

H−1[oZW ]∩X = H−1[oZW ]∩H−1[X ] = H−1[oZW ∩X ] = H−1[W ] =W ya que W ⊆ X y H�X = IdX .
Es decir, W ∈ O p

Y . Lo que implica que O
H(p)
Z ⊆ O p

Y . Por lo tanto, O p
Y = O

H(p)
Z .

Por lo tanto, TY = TZ .

[1⇒ 2] Como Yν ≡X Zν , existe un homeomorfismo H : Yν → Zν tal que H�X = IdX . Primero
veamos que H : Yµ → Zµ es una función abierta. Sea p ∈ Yµ y V ∈ O p

Y , entonces H[V ∪ {p}] =
H[V ]∪{H(p)} ya que H[V ] ⊆ X y H[V ] = IdX [V ] = V . Por lo tanto H[V ∪{p}] = V ∪{H(p)}. Por
[1⇒ 3] tenemos que V ∈O

H(p)
Z . Es decir, H[V ∪{p}] es abierto en Zµ . Por lo tanto, H es una función

abierta.

Afirmamos que H es continua. Sea q ∈ Zµ y W ∈ Oq
Z , entonces H−1[W ∪ {q}] = H−1[W ] ∪

{H−1(q)} como W ⊆ X , entonces H−1[W ] = W . Por lo tanto, H−1[W ∪{q}] = W ∪{H−1(q)}. Por

[1⇒ 3] tenemos que W ∈ O
H−1(q)
Y . Es decir, H−1[W ∪{q}] es abierto en Yµ . Por lo tanto, H es una
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función continua.

Por lo tanto, Yµ ≡X Zµ .

[2⇒ 3,1] Supongamos que Yµ ≡X Zµ . Es decir existe un homeomorfismo F : Yµ → Zµ tal que
F�X = IdX .

Afirmación 1. Para cada p ∈ Y , O p
Y = O

F(p)
Z .

Sea p ∈ Y y sea U ∈ O p
Y . Entonces U ∪ {p} es una vecindad abierta de p en Yµ . Entonces

F [U ∪{p}] = F [U ]∪{F(p)} = U ∪{F(p)} ya que U ⊆ X y F�X = IdX . Como U ∪{F(p)} es una
vecindad abierta de F(p) en Zµ y (U ∪{F(p)})∩X =U , entonces U ∈ O

F(p)
Z .

De manera análoga, si V ∈ O
F(p)
Z . Entonces F−1[V ∪{F(p)}] = V ∪{p}. Donde V ∪{p} es una

vecindad abierta de p en Yµ y (V ∪{p})∩X =V , es decir V ∈O p
Y . Por lo tanto O p

Y = O
F(p)
Z , es decir

se cumple [2⇒ 3].

Veamos que F es una función abierta. Afirmación 2. Sea U ⊆ X abierto en X , entonces F [oYU ] =
oZU .

⊆] Sea p∈ F [oYU ], es decir existe q∈ oYU tal que F(q) = p. Como q∈ oYU , implica que U ∈Oq
Y

y por la Afirmación 1. U ∈ O
F(q)
Z = O p

Z , es decir p ∈ oZU . Por lo tanto F [oYU ]⊆ oZU .

⊇] Sea p∈ oZU , esto implica que U ∈O p
Z =O

F(q)
Z para algún q∈Y . Como Oq

Y =O
F(q)
Z , entonces

U ∈ Oq
Y . Es decir q ∈ oYU . Por lo tanto oZU ⊆ F [oYU ]. Lo que implica que F [oYU ] = oZU . Como

consecuencia F es una función abierta.

Por último demostremos que F es continua. Sea U ⊆ X abierto en X . Entonces por la Afirmación
2 F−1[oZU ] = F−1[F [oYU ]] = oYU , el cuál es abierto en Yν . Por lo tanto F es continua.

Concluimos que F : Yν → Zν es un homeomorfimo tal que F�X = IdX . Es decir Yν ≡X Zν .

[3 ⇒ 4] Supongamos que TY = TZ . Es decir existe una función biyectiva ϕ : Y → Z tal que
O p

Y = O
ϕ(p)
Z para cada p ∈ Y .

Afirmación 1. ϕ−1 : Z→ Yν es continua tal que ϕ
−1
�X = IdX .

Primero veamos que ϕ
−1
�X = IdX . Sea x ∈ X , entonces Ox

Y =O
ϕ(x)
Z . Dado que Ox

Y es un filtro abier-

to que converge a x en X , O
ϕ(x)
Z converge a x en X . Supongamos que ϕ(x) 6= x, entonces existen

W,V ⊆ Z abiertos en Z tales que ϕ(x) ∈W y x ∈ V con W ∩V = /0. Como {W ∩X ,V ∩X} ⊆ O
ϕ(x)
Z ,

/0 = (V ∩X)∩ (W ∩X) ∈ O
ϕ(x)
Z , lo que es una contradicción. Por lo tanto, ϕ(x) = x. Como x es arbi-

traria, entonces ϕ�X = IdX y como ϕ es biyectiva, ϕ
−1
�X = Id−1

X = IdX .

Ahora veamos que ϕ−1 : Z → Yν es continua. Basta demostrar que para cada U ⊆ X abierto en
X , entonces (ϕ−1)−1[oYU ] = ϕ[oYU ] es abierto en Z. Más aún, afirmamos que ϕ[oYU ] = oZU . Sea
U ⊆ X abierto en X .
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⊆] Sea p ∈ ϕ[oYU ], es decir existe q ∈ oYU tal que ϕ(q) = p. Por demostrar que U ∈ O p
Z . Como

q ∈ oYU , entonces U ∈ Oq
Y = O

ϕ(q)
Z = O p

Z si y sólo si p ∈ oZU . Es decir ϕ[oYU ]⊆ oZU .

⊇] Sea p ∈ oZU , como ϕ es biyectiva, existe q ∈ Y tal que ϕ(q) = p. Por demostrar, q ∈ oYU .
Como p ∈ oZU , entonces U ∈ O p

Z = O
ϕ(q)
Z = Oq

Y , esto implica que q ∈ oYU , es decir p ∈ ϕ[oYU ].

Por lo tanto, ϕ[oYU ] = oZU y como oZU es abierto en Z, entonces ϕ−1 : Z→ Yν es continua. Por
lo tanto, Yν � Z.

Falta por mostrar que Z � Yµ . Afirmación 2. ϕ : Yµ → Z es continua tal que ϕ�X = IdX .

Dado que ϕ�X = IdX ya se demostró, veamos que ϕ : Yµ → Z es continua. Sea W ⊆ Z abierto no
vacío en Z. Sea q ∈ ϕ−1[W ] tal que ϕ(q) ∈W y Oq

Y = O
ϕ(q)
Z y además W ∩X ∈ O

ϕ(q)
Z = Oq

Y . Por lo
tanto,

{q}∪ (W ∩X) = {q}∪ϕ
−1
�X [W ∩X ]⊆ ϕ

−1[W ].

Por lo tanto, ϕ−1[W ] es abierto en Yµ . Por lo tanto, ϕ : Yµ → Z es continua. Concluimos que
Yν � Z � Yµ .

[3⇒ 1] Es consecuencia de [3⇒ 4] ya que la función biyectiva ϕ : Y → Z tal que O p
Y = O

ϕ(p)
Z

para cada p ∈ Y , cumple que ϕ[oYU ] = oZU . Por lo tanto Yν ≡X Zν .

[4 ⇒ 3] Supongamos que Yν � Z � Yµ . Es decir, existen funciones continuas F : Z → Yν y
G : Yµ → Z tales que F�X = IdX = G�X . Por lo tanto F ◦G : Yµ → Yν es una función continua tal
que F ◦G�X = IdX . Otra función que extiende de manera continua a la función IdX es la función iden-
tidad de Y , IdY : Yµ → Yν . Por la Proposición 3.1.9 F ◦G = IdY , es decir G es una función inyectiva.

Por otro lado, como Y es H-cerrado, entonces por la Proposición 3.2.18, Yµ es H-cerrado y co-
mo G es una función continua entonces G[Yµ ] ⊆ Z es un H-cerrado tal que X ⊆ G[Yµ ]. Por lo tanto
G[Yµ ] = Z ya que X es denso en Z. Por lo tanto G es una función biyectiva y su función inversa es F .

Sea Yb el conjunto base del espacio topológico Y . Sea ψ : Yb→ Z dada por ψ(y) = G(y) para cada
y∈Yb, es decir ψ es una función definida en un conjunto Yb que toma valores en un espacio topológico
Z, entonces ψ es una función biyectiva tal que ψ�X = IdX . Sea Yψ := (Yb,τψ) un espacio topológico
donde τψ es la topología débil heredada de ψ . Es decir τψ := {ψ−1[W ] : W es abierto en Z} es una
topología en Yb tal que ψ es continua. Más aún, como ψ es biyectiva, entonces ψ es un homeomorfis-
mo, lo que implica que ψ−1[X ] = X es denso en Yϕ , y Yψ es un H-cerrado ya que Z es un H-cerrado.
Por lo tanto Yψ ∈H (X) tal que Yψ ≡X Z.

Por lo tanto TYψ
= TZ . Como Yν � Z � Yµ , entonces Yν � Yψ � Yµ ; es decir, τ(Yν)⊆ τψ ⊆ τ(Yµ).

Por la Proposición 3.2.16 TYψ
= TY . Por lo tanto TY = TZ .

�

3.3. La Extensión de Katětov κX
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Hasta ahora se ha trabajado con el supuesto (o bajo la hipotesis) de que existen las extenciones
H-cerradas para algún espacio X , sin tener en consideración de que tal vez tales extensiones no existan
para algunos espacios. Por esta razón es importante saber para qué espacios X se tiene que H (X) 6= /0.

Definición 3.3.1. Sea X un espacio, y sea

κX = X
⋃
{U : U es un ultrafiltro abierto libre de X}.

Se puede verificar que

B = {U : U es abierto en X}
⋃
{U ∪{U } : U ∈U , U ∈ kX \X}

es una base abierta para alguna topología en κX , que lo hace Hausdorff.

Proposición 3.3.2. Dado un espacio X , κX es una extensión H-cerrada de X . Además, X es abier-
to en κX y κX \X es un subespacio cerrado, discreto de κX .

Demostración. En efecto, por como se definió la topología en κX , el subespacio X es abierto en
κX y κX \X es un subespacio cerrado, discreto.

Veamos que κX es Hausdorff. Como X es Hausdorff, para cualesquiera p,q∈ X con p 6= q existen
vecindades abiertas ajenas en X , U y V tales que p ∈U y q ∈V , y tales conjuntos U y V son abiertos
en κX . Sean x ∈ X y F ∈ κX \X , como F es un ultrafiltro abierto libre, existen U ∈F y V vecindad
abierta de x tal que U ∩V = /0. Por lo tanto, V y U ∪{F} son vencindades abiertas ajenas de x y
F respectivamente. Sean F ,G ∈ κX \X con F 6= G , es decir existen U ∈ F y V ∈ G tales que
U ∩V = /0. Por lo tanto U ∪{F} y V ∪{G } son vecindades abiertas ajenas de F y G respectivamen-
te. Por lo tanto, κX es Hausdorff.

Afirmamos que κX es una extensión H-cerrada de X . Sea F ∈ κX \X , entonces una vecindad
canónica de F es de la forma U ∪{F} donde U ∈F ; es decir, U es un abierto no vacío de X . Por
lo tanto X ∩ (U ∪{F}) = U 6= /0, lo que implica que X es denso en κX . Supongamos que κX no es
H-cerrado, es decir existe un ultrafiltro abierto libre, U , en κX . Como X es denso y abierto, por la
Proposición 1.1.8 (2), X ∈U . Sea

V = {W ∩X : W ∈U }.

Afirmamos que V es un ultrafiltro abierto libre en X , tal que U converge a V . Como V ⊆ U ,
entonces V es una base abierta de filtro en X . Sea U un abierto en X , tal que U ∩V 6= /0 para cada
V ∈ V . Sea W0 ∈ U , entonces /0 6= (W0∩X)∩U ⊆W0∩U . Esto implica que U ∩W 6= /0 para cada
W ∈U y como U es un ultrafiltro abierto, entonces U ∈U , lo que implica que U ∈ V . Por lo tanto
V es un ultrafiltro abierto en X , más aún V es un ultrafiltro abierto libre en X ya que V ⊆U y U es
un ultrafiltro abierto libre.

Por otro lado, como V ⊆ U , para cada V ∈ V , V ⊆ V ∪{V } y como U es cerrada bajo supra-
conjuntos, entonces V ∪{V } ∈U , es decir el conjunto de vecindades abiertas canónicas en κX de V
se queda contenido en U . Por lo tanto, U converge a V , esto es una contradicción ya que habíamos
supuesto que U es un ultrafiltro abierto libre en κX .

Por lo tanto, κX es una extensión H-cerrada de X .

�
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De la proposición anterior obtenemos que H (X) 6= /0 para cualquier espacio X y naturalmente∨
H (X) existe en E[X ], más aún, el máximo proyectivo de H (X) es κX , es decir

∨
H (X) = κX ,

como lo muestra el siguiente Teorema.

Teorema 3.3.3. Sea X un espacio. Se cumple que:

1. Si Y ∈H (X), existe una única función continua f : κX→Y tal que f�X = IdX , es decir Y � κX .

2. Si Z ∈H (X) y Y � Z para toda Y ∈H (X), entonces κX ≡X Z, es decir κX =
∨

H (X).

Demostración. 1. Sea Y ∈H (X). Sea U ∈ κX \X y sea

F[U ] := {W ⊆ Y : W es abierto en Y y W ∩X ∈U }.

Es claro que F[U ] es un filtro abierto en Y . Afirmamos que F[U ] es un ultrafiltro abierto en Y .
Sea U un abierto en Y tal que U /∈F[U ], lo que implica que U ∩X /∈ U . Sea V := X \ clX [U ∩X ],
entonces, por la Proposición 1.1.9 (2), V ∈U y además

clY [U ∩X ]∩V = clX [U ∩X ]∩V = /0,

es decir, V ⊆Y \clY [U ∩X ] =Y \clYU . Lo que implica que Y \clYU ∈F[U ]. Por la Proposición 1.1.9
(2), F[U ] es un ultrafiltro abierto en Y . Como Y es H-cerrado, entonces F[U ] converge a un punto
yU ∈ Y .

Definimos f : κX → Y por f (x) = x para x ∈ X y f (U ) = yU para U ∈ κX \X . Es claro que
f�X = IdX , basta demostrar que f es continua. Como X es abierto en κX y f�X : X → Y es continua,
entonces f es continua en cada punto de X . Sea U ∈ κX \X y sea W una vecindad abierta de yU

en Y . Como F[U ] converge a yU , entonces W ∈F[U ], lo que implica que W ∩X ∈U . Por lo tanto,
{U }∪ (W ∩X) es una vecindad abierta de U en κX y

f [{U }∪ (W ∩X)] = {yU }∪ (W ∩X)⊆W.

Por lo tanto, f es continua y por la Proposición 3.1.9 f es única.

2. Sea Z ∈H (X) tal que Y � Z para toda Y ∈H (X). Por la proposición anterior Z � κX y por
hipótesis κX � Z. Por lo tanto, κX ≡X Z. Lo que implica que κX =

∨
H (X).

�

Corolario 3.3.4. El espacio κX es una extensión simple del espacio X .

Demostración. Por las Proposiciones 3.2.12 (1) y 3.2.18 κX � (κX)µ y (κX)µ ∈H (X). Por la
proposición anterior tenemos que κX = (κX)µ .

�

Definición 3.3.5. La extensión H-cerrada κX para un espacio X , es llamada la extensión de Ka-
tětov de X . Para un espacio Y ∈H (X), la única función continua f : κX → Y tal que f�X = IdX es
llamada la función de Katětov de Y .

Proposición 3.3.6. Sea Y ∈H (X) y f la función de Katětov de Y . Si U ∈ κX \X y p ∈ Y , en-
tonces f (U ) = p si y sólo si O p

Y ⊆U .
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Demostración. Demostremos la necesidad. Supongamos que f (U ) = p, es decir F[U ] converge
a p. Sea V ∈ O p

Y , entonces existe U ⊆ Y abierto en Y tal que V =U ∩X y p ∈U , lo que implica que
U ∈F[U ]. Por lo tanto, V ∈U , es decir O p

Y ⊆U .

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que O p
Y ⊆U . Sea W ⊆Y un abierto en Y tal que

p ∈W , entonces W ∩X ∈ O p
Y , lo que implica que W ∩X ∈U . Por lo tanto W ∈F[U ], es decir F[U ]

converge a p. Por lo tanto, f (U ) = p.
�

Proposición 3.3.7. La función de Katětov de cualquier extensión H-cerrada, es una función su-
prayectiva.

Demostración. Sea X un espacio y sea Y ∈H (X). Entonces la función de Katětov de Y , f :
κX → Y , es una función continua tal que f�X = IdX . Por lo tanto f [κX ] es un subespacio H-cerrado
de Y tal que X ⊆ f [κX ], y como X es denso en Y , entonces f [κX ] es denso y cerrado en Y , por lo
tanto f [κX ] = Y . Es decir f es una función suprayectiva.

�

Corolario 3.3.8. Sea Y ∈H (X) para algún espacio X . Entonces |Y | ≤ |κX |.

Demostración. Es consecuencia de la Proposición 3.3.7.
�

Veamos algunas propiedades de κX .

Proposición 3.3.9. Sea X un espacio. Entonces:

1. Si U ⊆ X es abierto, entonces clκXU = clXU ∪{U ∈ κX \X : U ∈U }.

2. Si U,V son abiertos en X y U ∩V = /0, entonces (clκXU ∩ clκXV )\X = /0.

3. Si U,V son abiertos en X y clXU ∩ clXV = /0, entonces clκXU ∩ clκXV = /0. En particular, si U
es un abierto-cerrado en X , entonces clκXU es abierto-cerrado en κX .

4. X está C∗-encajado en κX .

5. Si A⊆ X es cerrado y denso en ninguna parte, entonces A es cerrado en κX .

Demostración. 1. Como U ⊆ X , entonces clXU = clκXU ∩X . Basta demostrar que clκXU \X =
{U ∈ κX \X : U ∈U }. Tenemos que U ∈ clκXU \X si y sólo si para toda vecindad abierta V ∪{U }
de U donde V ∈ U se tiene que (V ∪{U })∩U = V ∩U 6= /0. Como U es un ultrafiltro abierto en
X , se tiene que U ∈U . Por lo tanto, clκXU = clXU ∪{U ∈ κX \X : U ∈U }.

2. Sean U,V ⊆ X abiertos en X tales que U ∩V = /0. Por (1),

(clκXU∩clκXV )\X = {U ∈ κX \X :U ∈U }∪{V ∈ κX \X :V ∈V }= {F ∈ κX \X :U∩V ∈F}= /0.

3. Por (1) tenemos que clκXU ∩ clκXV = [(clκXU ∩ clκXV )\X ]∪ [(clκXU ∩ clκXV )∩X ] y por (2)
(clκXU ∩ clκXV )\X = /0, entonces clκXU ∩ clκXV = (clκXU ∩ clκXV )∩X = clXU ∩ clXV = /0.
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Sea U ⊆ X un abierto-cerrado en X , entonces clXU ∩clX [X \U ] =U ∩(X \U) = /0, lo que implica
que clκXU ∩ clκX [X \U ] = /0. Por otro lado, κX = clκX [U ∪ (X \U)] = clκX [U ]∪ clκX [X \U ]. Por lo
tanto, clκXU = κX \ clκX [X \U ], es decir clκXU es abierto cerrado en κX .

4. Sea f ∈C(X ,K) donde K⊆R es compacto. Basta demostrar por el Teorema de Taimanov 3.1.18
que para cualesquiera conjuntos cerrados ajenos A,B⊆ K, se cumple que clκX f−1[A]∩clκX f−1[B] =
/0. Sean A,B ⊆ K cerrados y ajenos, como K es compacto, existen conjuntos abiertos U,V ⊆ K tales
que A⊆U y B⊆V y clKU ∩ clKV = /0. Como f es continua, entonces f−1[U ] y f−1[V ] son abiertos
en X y cumplen

f−1[A]⊆ f−1[U ]⊆ clX f−1[U ]⊆ f−1[clKU ] y f−1[B]⊆ f−1[V ]⊆ clX f−1[V ]⊆ f−1[clKV ]

Como f−1[clKU ]∩ f−1[clKV ] = /0, entonces clX f−1[U ]∩ clX f−1[V ] = /0. Por (3), clκX f−1[U ]∩
clκX f−1[V ] = /0. Por lo tanto, clκX f−1[A]∩ clκX f−1[B] = /0.

5. Sea A⊆ X un subconjunto cerrado y denso en niguna parte en X . Entonces X \A es un abierto
denso en X . Sea U ∈ κX \X , entonces (X \A)∈U , lo que implica que (X \A)∪{U } es una vecindad
abierta de U . Por lo tanto,

(X \A)∪ (κX \X) =
⋃

U ∈κX\X
(X \A)∪{U }

es abierto en κX . Por lo tanto κX \ [(X \A)∪ (κX \X)] = A es cerrado en κX .
�

Proposición 3.3.10. Sea U ∈ κX \X . Entonces OU
κX = U .

Demostración. Sea V ∈U , entonces V ∪{U } es una vecindad abierta de U en κX . Por lo tanto,
V = (V ∪{U })∩X ∈ OU

κX . Es decir U ⊆ OU
κX . Pero como U es un ultrafiltro abierto en X se sigue

que OU
κX = U .

�

Ahora veamos y estudiemos algunas propiedades de κN.

Proposición 3.3.11. κN no es compacto.

Demostración. Supongamos que κN es compacto. Como X ∈H (N), entonces la función de
Katětov con respecto de X, f : κN −→ X, cumple, por la Proposición 3.3.7, que f [κN] = X. Como
f es continua se sigue que X es un compacto, lo cuál es una contradicción. Por lo tanto κN no es
compacto.

�

Proposición 3.3.12. κN es Urysohn.

Demostración. Sean p,q ∈ κN con p 6= q y sean U,V ⊆ κN vecindades abiertas ajenas de p y q
respectivamente en κN. Entonces U ∩N y V ∩N son abiertos-cerrados ajenos en N, lo que implica,
por la Proposición 3.3.9 (3),

/0 = clκN[U ∩N]∩ clκN[V ∩N] = clκNU ∩ clκNV.

Por lo tanto, κN es Urysohn.
�
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Hasta ahora tenemos que X,W ,Ws y κN son extenciones H-cerradas de N tales que X,W ,Ws �
κN. Más aún, las extensiones H-cerradas X,W ,Ws y κN no son equivalentes por pares.

Ahora trataremos el problema de cuando una función continua entre espacios f : X→Y se extien-
de continuamente a una función F : κX → κY . Como veremos en el siguiente Teorema los p-mapeos
(introducidos en el capítulo 2 de la sección 2.2) dan solución a este problema.

Teorema 3.3.13. Sea f : X→Y una función continua. Entonces existe F : κX→ κY que extiende
continuamente a f si y sólo si f es un p-mapeo.

Demostración. Demostremos la necesidad. Supongamos que f se extiende continuamente a una
función F : κX → κY . Sea Q una p-cubierta de Y . Supongamos que f−1[Q] no es una p-cubierta.
Entonces {X \ clX f−1[U ] : U ∈Q} tiene la propiedad de intersección finita, y por lo tanto existe un
ultrafiltro abierto libre U que lo contiene. Si F(U ) ∈ Y , entonces existe V ∈Q tal que F(U ) ∈ V .
Por lo tanto U ∈ F−1[V ], entonces existe U ∈ U tal que U ∪{U } ⊆ F−1[V ], lo que implica que
U = (U ∪{U })∩X ⊆ F−1[V ]∩X . Por lo tanto F−1[V ]∩X ∈U , pero F−1[V ]∩X = f−1[V ], lo cuál
es una contradicción ya que X \ clX f−1[V ] ∈U . Por lo tanto F(U ) = V ∈ κY \Y . Como Q es una
p-cubierta, existe una subfamilia finita S de Q tal que

⋃
S es denso en Y . Como V es maximal,

entonces existe U ∈S tal que U ∈ V . Por lo tanto F−1[{V }∪U ] es un abierto que contiene a U .
Pero f−1[U ] = F−1[{V }∪U ]∩X ∈U lo cuál es una contradicción ya que X \ clX f−1[U ] ∈U . Por
lo tanto f−1[Q] es una p-cubierta.

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que f es un p-mapeo. Sea U un ultrafiltro abierto
libre en X , y sea

G := {V ⊆ Y : V es abierto en Y y f [U ]⊆V para algún U ∈U }.

Es claro que G es un filtro abierto en Y .

Caso 1. Supongamos que G es un filtro abierto libre. Afirmamos que G es un ultrafiltro abierto.
Sea V un abierto en Y . Entonces para cada y ∈ FrYV , existe una vecindad abierta Wy de y tal que
Wy /∈ G . Sea Q := {V,Y \clYV}∪{Wy : y ∈ FrYV}, entonces Q es una p-cubierta de Y . Por hipotesis
f−1[Q] es una p-cubierta de X . Por lo tanto existe S ⊆Q subfamilia finita tal que

⋃
W∈S f−1[W ]

es denso en X , a saber S := {V,Y \ clYV}. Por la maximalidad de U , existe U0 ∈ S tal que
f−1[U0] ∈ U . Entonces U0 ∈ G . Donde U0 = V ó U0 = Y \ clYV . Por lo tanto G es un ultrafiltro
abierto.

Caso 2. Supongamos que G es un filtro abierto no libre. Entonces existe z := z[G ] ∈
⋂
{clYW :

W ∈ G }. Afirmamos que G converge a z. Sea V una vecindad abierta de z. Para cada y ∈ FrYV , existe
una vecindad abierta Wy de y tal que z /∈ clYWy. Por lo tanto Q := {V,Y \ clYV}∪{Wy : y ∈ FrYV}.
Entonces Q es una p-cubierta de Y . Como en el Caso 1, existe U0 ∈Q tal que f−1[U0] ∈U . Como
z /∈ clYWy para cada y ∈ FrYV y además z /∈ clY [Y \ clYV ], entonces U0 = V . Por definición de G ,
V ∈ G . Por lo tanto G converge a z.

Definimos F : κX −→ κY dada por F(x) = f (x) si x ∈ X , y si U ∈ κX \X entonces

F(U ) =

{
G si G es un filtro abierto libre,

z[G ] si G es un filtro abierto no libre.

Es claro que F es una extensión de f . Afirmamos que F es continua. Como X (respectivamente Y )
es abierto en κX (respectivamente κY ), entonces F es continua en cada punto de X . Sea U ∈ κX \X .
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Si F(U ) = G ∈ κY \Y , sea W0 ∈ G . Por definición de F , existe U ∈U tal que f [U ]⊆W0. Por lo
tanto {U }∪U es una vecindad abierta de U en κX tal que F [{U }∪U ]⊆ {G }∪W0, lo que implica
que F es continua en U .

Si F(U ) = z[G ] ∈ Y , sea V una vecindad abierta de z[G ] en Y . Es claro que V es un abierto en κY .
Entonces V ∈ G , y por lo tanto existe U ∈U tal que f [U ]⊆V . Por lo tanto {U }∪U es una vecindad
de U en κX tal que F [{U }∪U ]⊆V , es decir F es continua en U .

Por lo tanto F es una extensión continua de f .
�

Notación 3.3.14. Sea f : X → Y un p-mapeo. Denotamos a su extensión continua F : κX → κY
como κ f .

Proposición 3.3.15. Sean Y,Z ∈ E[X ]. Si Z � Y , entonces κZ � κY .

Demostración. Como Z � Y , entonces existe una función continua f : Y → Z tal que f�X = IdX .
Basta demostrar que f es un p-mapeo. Sea Q una p-cubierta de Z. Es claro que f−1[Q] es una
cubierta de Y . Como Q una p-cubierta de Z, entonces existe una subfamilia finita S ⊆ Q tal que⋃

S es denso en Z. Entonces
⋃
{U ∩X : U ∈S } es un abierto denso en X . Como⋃
{U ∩X : U ∈S } ⊆

⋃
{ f−1[U ] : U ∈S },

{ f−1[U ] : U ∈S } es una subfamilia finita de f−1[Q] cuya unión es densa en Y . Por lo tanto f es
un p-mapeo. Por lo tanto f se extiende continuamente a una función κ f : κY → κZ. Por lo tanto
κZ � κY .

�

Proposición 3.3.16. Sea A un subespacio cerrado de X . Entonces la función inclusión i : A ↪→ X
es un p-mapeo si y sólo si clκX A y κA son extensiones equivalentes de A.

Demostración. Demostremos la suficiencia. Supongamos que clκX A y κA son extensiones equi-
valentes de A. Entonces existe F : κA→ clκX A, homeomorfismo, tal que F�A = IdA = i. Por lo tanto
F es una extensión continua de i. Por el teorema anterior i es un p-mapeo.

Ahora demostremos la necesidad. Supongamos que i es un p-mapeo. Por lo tanto i tiene una ex-
tensión continua κi : κA→ κX . Afirmamos que κi(κA) = clκX A. Es claro que κi(κA) es un conjunto
cerrado en κX tal que A ⊆ κi(κA), lo que implica que clκX A ⊆ κi(κA). Por otro lado como κi es
continua entonces

κi(κA) = κi(clκAA)⊆ clκX [κi(A)] = clκX A.

Por lo tanto κi(κA) = clκX A es H-cerrado. Por demostrar que clκX A≡A κA.

Afirmación 1. clκX A es una extensión simple.

Como A es un subespacio cerrado de X , entonces A = clX A = clκX A∩X . Y como X es un abier-
to en κX , entonces clκX A∩X es un abierto en clκX A. Es decir A es abierto en clκX A. Por lo tanto
clκX A \A es un subespacio cerrado discreto en clκX A, ya que clκX A \A ⊆ κX \X y κX \X es un
subespacio cerrado discreto en κX . Por la Proposición 3.2.14 clκX A es una extensión simple. Es decir
clκX A = (clκX A)µ .
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Afirmación 2. TclκX A = TκA.

Es claro que si p ∈ A, entonces O p
clκX A = O p

κA. Sea U un ultrafiltro abierto libre en A, entonces
por la Proposición 3.3.10 OU

κA =U y como clκX A es H-cerrado, entonces existe p ∈ clκX A\A tal que
O p

clκX A ⊆U . Basta demostar que O p
clκX A = U .

Como p ∈ clκX A\A, p es un ultrafiltro abierto libre en X y O p
clκX A = {U ∩A : U ∈ p}. Sea V ⊆ A

abierto en A tal que W ∩V 6= /0 para cada W ∈ O p
clκX A. Como V es abierto en A, entonces existe V0

abierto en X tal que V = V0∩A. Por lo tanto V0∩U 6= /0 para cada U ∈ p y como p es un ultrafiltro
abierto en X , entonces V0 ∈ p. Por lo tanto V ∈O p

clκX A. Es decir O p
clκX A es un ultrafiltro abierto en A y

como O p
clκX A ⊆U . Entonces O p

clκX A = U . Por lo tanto TclκX A = TκA.

Por el Teorema 3.2.19 (clκX A)µ ≡A κA. Como clκX A = (clκX A)µ , entonces clκX A≡A κA.
�

Proposición 3.3.17. Sea {Zα : α ∈ J} una familia finita de espacios. Entonces

κ

(⊕
α∈J

(Zα ×{α})

)
≡⊕

α∈J(Zα×{α})
⊕
α∈J

(κZα ×{α}).

Demostración. Sea A :=
⊕

α∈J(Zα ×{α}). Como Zα ×{α} es abierto y cerrado en A , la fun-
ción inclusión i : Zα×{α} ↪→A es una función continua y abierta para cada α ∈ J. Por la Proposición
2.2.11, i es un p-mapeo y por la Proposición 3.3.16 tenemos que

clκA (Zα ×{α})≡Zα×{α} κ(Zα ×{α})≡Zα
κZα .

Afirmamos que clκA (Zα×{α}) es abierto en κA para cada α ∈ J, y clκA (Zα×{α})∩clκA (Zβ×
{β}) = /0 con α 6= β .

Pero esto es consecuencia de la Proposición 3.3.9 (3), ya que Zα ×{α} es abierto-cerrado en A
para cada α ∈ J. Por lo tanto

κA = clκA

[⋃
α∈J

(Zα ×{α})

]
=
⋃

α∈J

clκA (Zα ×{α}) =
⊕
α∈J

clκA (Zα ×{α})≡A

⊕
α∈J

(κZα ×{α}).

�

3.4. La Extensión de Fomin σX

Definición 3.4.1. Dado un espacio X . La extensión estricta (κX)ν se le denomina la Extensión de
Fomin y será denotada por σX .

Es claro que una extensión de Fomin es una extensión H-cerrada por la Proposición 3.2.18. Y
además el conjunto {oκXU : U es abierto en X} es una base abierta para σX . También es importante
observar que κX y σX tienen el mismo conjunto base, aunque como espacios topológicos puedan
ser distintos, se darán condiciones necesarias y suficientes de cuando estos espacios κX y σX son



CAPÍTULO 3. EXTENSIONES H-CERRADAS 62

equivalentes, véase Teorema 3.4.18.

Proposición 3.4.2. Sea X un espacio. Entonces

1. Si p ∈ κX , entonces O p
κX = O p

σX .

2. Si U ∈ κX \X , entonces OU
κX = OU

σX = U .

Demostración. 1. Sea p ∈ κX . Como κX = (κX)µ y σX = (κX)ν , por la Proposición 3.2.15,
O p
(κX)ν

= O p
(κX)µ

. Por lo tanto, O p
κX = O p

σX .

2. Por la Proposición 3.3.10, U = OU
κX , y por (1) concluimos que OU

κX = OU
σX = U .

�

Por la proposición anterior, oσXU = oκXU para cada U ⊆ X abierto en X .

Proposición 3.4.3. Sea Y ∈ {κX ,σX} y sea U ⊆ X abierto en X . Entonces

oYU =U ∪{G ∈ Y \X : U ∈ G }.

Demostración. Sea M := U ∪{G ∈ Y \X : U ∈ G }. Es claro que M es un abierto en κX tal
que M ∩X = U . Por la Proposición 3.2.3 se tiene que M ⊆ oκXU y como oYU = oκXU , entonces
M ⊆ oYU .

Sea p ∈ oYU . Si p ∈ oYU ∩X = U ⊆M . Si p ∈ oYU \X , entonces U ∈ O p
Y = p. Por lo tanto

p ∈M .

Por lo tanto M = oYU .
�

Cuando no exista ambigüedad, se va a trabajar con oU en vez de oκXU ó oσXU para no abusar de
la notación.

Proposición 3.4.4. Sea X un espacio, sea Y ∈ {κX ,σX} y sean U,V abiertos en X . Entonces

1. clYU = clXU ∪oU .

2. o(intX [clXU ]) = intX [clXU ]∪oU .

3. Sea A⊆ X . Si A es un subconjunto cerrado y denso en niguna parte de X , entonces A es cerrado
en Y .

4.o(U ∪V )\X = (oU ∪oV )\X .

5. (Y \X)\oU = o(X \ clXU)\X .

Demostración. 1. Basta demostrar que clYU \X = oU \X . Tenemos que U ∈ clYU \X si y sólo
si V ∩U 6= /0 para cada V ∈ U , lo que implica que U ∈ U . Por otro lado U = OU

Y . Por lo tanto,
U ∈U si y sólo si U ∈ oU \X .



63 3.4. LA EXTENSIÓN DE FOMIN σX

2. Basta demostrar que o(intX [clXU ]) \X = oU \X . Sea U ∈ o(intX [clXU ]) \X , lo que implica
que intX [clXU ] ∈ OU

Y = U . Como U es un ultrafiltro abierto en X , entonces /0 6= V ∩ intX [clXU ] ⊆
V ∩ clXU para cada V ∈ U , es decir V ∩U 6= /0 para cada V ∈ U , lo que implica que U ∈ U .
Por lo tanto, intX [clXU ] ∈ U si y sólo si U ∈ U = OU

Y si y sólo si U ∈ oU \ X . Por lo tanto,
o(intX [clXU ])\X = oU \X .

3. Sea A ⊆ X un subconjunto cerrado y denso en niguna parte de X , como X \A es un abierto
denso en X , entonces para cada U ∈Y \X se tiene que X \A∈U , es decir Y \X ⊆ o(X \A). Entonces
Y \o(X \A)⊆ X , es decir

Y \o(X \A) = (Y \o(X \A))∩X = X \o(X \A).

Por lo tanto,
Y \o(X \A) = X \o(X \A) = X \ (X \A) = A.

Por lo tanto A es cerrado en Y .
4. Sea U ∈ o(U ∪V ) \X , entonces U ∪V ∈ OU

Y = U . Supongamos que U /∈ OU
Y y V /∈ OU

Y .
Entonces como OU

Y es un ultrafiltro abierto, existen W0 ∈ OU
Y y W1 ∈ OU

Y tales que U ∩W0 = /0 =
V ∩W1. Como W0∩W1 ∈ OU

Y , entonces (W0∩W1)∩ (U ∪V ) ∈ OU
Y , pero

(W0∩W1)∩ (U ∪V ) = [(W0∩W1)∩U ]∪ [(W0∩W1)∩V ]⊆ (U ∩W0)∪ (W1∩V ) = /0.

Lo cuál es una contradicción. Por lo tanto, U ∈ OU
Y ó V ∩OU

Y si y sólo si U ∈ oU ∪oV .

Por otro lado, sea p ∈ (oU ∪ oV ) \X , supongamos sin pérdida de generalidad que p ∈ oU \X ,
entonces U ∈ O p

Y , lo que implica U ∪V ∈ O p
Y . Por lo tanto, p ∈ o(U ∪V ).

Por lo tanto, o(U ∪V )\X = (oU ∪oV )\X .

5. Es claro que FrXU es un conjunto cerrado y denso en ninguna parte de X , y X \ FrXU =
U ∪ (X \ clXU), entonces por (3), Y \X ⊆ o(X \FrXU) y por (4) concluimos que,

Y \X = o(X \FrXU)\X = o(U ∪ (X \ clXU))\X = (oU \X)∪ (o(X \ clXU)\X).

Por la Proposición 3.2.2 (4), oU ∩o(X \ clXU) = /0. Concluimos que

(Y \X)\oU = (o(X \ clXU)\X)\oU = o(X \ clXU)\X .

�

Proposición 3.4.5. Existe un Θ-homeomorfismo de κX en σX .

Demostración. Sea Id : κX → σX la función identidad. Sea p ∈ κX y U ∈O p, entonces Id[U ∪
{p}]⊆ oU . Por lo tanto Id es una función continua y suprayetiva. Por otro lado, sea p∈ κX y U ∈O p,
entonces p ∈ oU y por las Proposición 3.4.4 (1) Id−1[clσX oU ] = clXU ∪oU = clκXU , es decir Id−1

es Θ-continua en p. Por lo tanto, Id es Θ-homeomorfismo.
�

Como vimos anteriormente κX y σX están muy relacionados. Sin embargo, existen diferencias
entre estos dos espacios, una de ellas es que σX \X no es necesariamente discreto y la otra, X no es
necesariamente abierto en σX . Seguiremos estudiando estos dos espacios y cómo se relacionan entre
ellos.
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Definición 3.4.6. Sea Y una extensión de un espacio X . El espacio X se dice que está hipercombi-
natorialmente encajado en Y si para cualesquiera F y H conjuntos cerrados en X se tiene que F ∩H
es denso en ninguna parte en X , entonces clY F ∩ clY H = F ∩H.

Proposición 3.4.7. Si X está hipercombinatorialmente encajado en Y , entonces O p es un ultrafil-
tro abierto para cada p ∈ Y \X .

Demostración. Supongamos que X está hipercombinatorialmente encajado en Y . Sea p ∈ Y \X ,
y sea U ⊆ X abierto en X . Basta demostrar que U ∈ O p ó X \ clXU ∈ O p.

Sea F := clXU y G := clX [X \ clXU ]. Afirmación 1. p /∈ clY F ó p /∈ clY G.

Tenemos que
F ∩G⊆ clXU ∩ clX [X \U ] = FrXU.

Dado que la frontera de un conjunto abierto en un espacio, es denso en ninguna parte y como
F ∩G ⊆ FrXU , entonces F ∩G es denso en ninguna parte en X . Como X está hipercombinatorial-
mente encajado en Y , se sigue que clY F ∩ clY G = F ∩G. Por lo tanto p /∈ clY F ∩ clY G ⊆ X , ya que
p ∈ Y \X .

Por lo tanto, p /∈ clY F ó p /∈ clY G.

Afirmación 2. Supongamos que p /∈ clY F , entonces X \ clXU ∈ O p.

Como p /∈ clY F , entonces p ∈ Y \ clY F . Sea W := (Y \ clY F)∩X , entonces W ∈ O p y

W = X \ clY F ⊆ X \F = X \ clXU.

Por lo tanto, X \ clXU ∈ O p.
�

Proposición 3.4.8. Sea X un espacio. Si A ⊆ X es cerrado y U es un ultrafiltro abierto de X tal
que U ∩A 6= /0 para cada U ∈U , entonces U ∩ intX A 6= /0 para cada U ∈U .

Demostración. Es claro que si A es un conjunto denso en ninguna parte en X , entonces X \A es
un abierto denso en X . Como U es un ultrafiltro abierto, entonces X \A ∈U , pero A∩ (X \A) = /0 lo
cuál es una contradicción. Por lo tanto intX A 6= /0. Como A es cerrado, entonces A = FrX A∪ intX A.

Afirmamos que intX [FrX A] = /0. Supongamos que intX [FrX A] 6= /0, entonces intX [FrX A]⊆A, lo que
implica que intX [FrX A]⊆ intX A. Como intX [FrX A] 6= /0, por lo tanto FrX A∩ intX A 6= /0 lo cuál es una
contradicción, es decir FrX A es un conjunto denso en ninguna parte en X . Por lo tanto X \FrX A ∈U .

Supongamos que existe U0 ∈U tal que U0∩ intX A = /0. Como X \FrX A = (X \A)∪ (intX A) es un
abierto denso en X , entonces X \FrX A ∈U . Por lo tanto U0∩ (X \FrX A) =U0∩ (X \A) ∈U . Pero
[U0∩ (X \A)]∩A = /0 lo cuál es una contradicción. Por lo tanto U ∩ intX A 6= /0 para cada U ∈U .

�

Proposición 3.4.9. Supongamos que X está hipercombinatorialmente encajado en Y . Sean F1, ...,Fn
conjuntos cerrados de X , con n∈N, tal que

⋂n
i=1 Fi es denso en niguna parte en X . Entonces

⋂n
i=1 clY Fi =⋂n

i=1 Fi.
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Demostración. Es claro que
⋂n

i=1 Fi ⊆
⋂n

i=1 clY Fi. Sea p ∈
⋂n

i=1 clY Fi. Supongamos p /∈
⋂n

i=1 Fi,
entonces existe i0 ∈ {1, ...,n} tal que p /∈ Fi0 . Por otro lado, como Fi0 es cerrado en X , entonces
Fi0 = clX Fi0 = clY Fi0∩X y como p∈ clY Fi0 , entonces p∈Y \X . Como X está hipercombinatorialmente
encajado en Y , entonces O p es un ultrafiltro abierto en X . Dado que p ∈ clY Fi para cada i ∈ {1, ...,n},
para cada W ⊆ Y abierto en Y , con p ∈W , se tiene que W ∩Fi 6= /0, es decir para cada U ∈ O p,
U ∩Fi 6= /0. Entonces por la Proposición 3.4.8 intX Fi∩U 6= /0 para cada U ∈O p e i ∈ {1, ...,n}. Como
O p es un ultrafiltro abierto, entonces intX Fi ∈O p para cada i ∈ {1, ...,n}, entonces

⋂n
i=1 intX Fi ∈O p,

es decir /0 6=
⋂n

i=1 intX Fi lo cuál es una contradicción ya que
⋂n

i=1 intX Fi ⊆
⋂n

i=1 Fi y
⋂n

i=1 Fi es denso
en niguna parte en X . Por lo tanto p ∈

⋂n
i=1 Fi.

Por lo tanto
⋂n

i=1 clY Fi =
⋂n

i=1 Fi.
�

Proposición 3.4.10. Sea Y un espacio H-cerrado. Si X está hipercombinatorialmente encajado en
Y , entonces σX � Y � κX .

Demostración. Es claro que Y � κX . Basta demostrar que σX � Y . Sabemos que σX = (κX)ν

y κX = (κX)µ . Por el Teorema 3.2.19 basta demotrar que TY = TκX .

Es claro que si x∈ X , entonces Ox
Y =Ox

κX . Sea p∈Y \X , y sea U :=O p
Y . Como X está hipercom-

binatorialmente encajado en Y , entonces U es un ultrafiltro abierto libre en X , es decir U ∈ κX \X
y por la Proposición 3.3.10 OU

κX = U . Lo que implica que O p
Y = OU

κX . Por lo tanto, TY ⊆ TκX .

Sea V un ultrafiltro abierto libre en X , entonces V = OV
κX ∈ TκX . Entonces

F[V ] := {W ⊆ Y : W es abierto en Y y W ∩X ∈ V },

el cuál fue definido en la demostración del Teorema 3.3.3 (1), es un ultrafiltro abierto en Y . Como Y
es H-cerrado, entonces F[V ] converge a un punto yV ∈ Y \X .

Afirmamos que OyV
Y = OV

κX = V .

En efecto, por como se definio la función de Katětov f : κX→Y , ésta cumple que f (V ) = yV si y
sólo si OyV

Y ⊆ OV
κX , consecuencia de la Proposición 3.3.6. Por otra parte como X está hipercombina-

torialmente encajado en Y , entonces OyV
Y es un ultrafiltro abierto en X . Entonces por la maximalidad

de OyV
Y se tiene que

OyV
Y = OV

κX = V .

Por lo tanto TY = TκX . Lo que implica que

σX = (κX)ν � Y � κX = (κX)µ .

�

Proposición 3.4.11. Sea Y un espacio H-cerrado. Entonces Y ≡X κX si y sólo si Y \X es un subes-
pacio cerrado discreto de Y y X está hipercombinatorialmente encajado en Y .

Demostración. Demostremos la suficiencia. Como Y \X es un subespacio cerrado discreto en Y ,
entonces Y es una extensión simple de X , es decir Y = Yµ . Por otro lado, como X está hipercombina-
torialmente encajado en Y , entonces TY = TκX . Por lo tanto, Yµ ≡X (κX)µ . Es decir Y ≡X κX .
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Ahora demostremos la necesidad. Tenemos que Yµ es una extensión H-cerrada de X , lo que im-
plica Yµ � κX ≡X Y es decir Yµ � Y , pero Y � Yµ . Por lo tanto, Y = Yµ , es decir Y es una extensión
simple de X , lo que implica que Y \X es un subespacio cerrado discreto de Y . Demostremos que X
está hipercombinatorialmente encajado en Y .

Sean F,G⊆ X conjuntos cerrados en X , tal que F ∩G es denso en ninguna parte de X .

Afirmamos que clκX F ∩ clκX G = F ∩G.

Sea v ∈ clκX F ∩ clκX G. Si v ∈ X , entonces v ∈ F ∩G. Supongamos que v ∈ κX \X , es decir v
es un ultrafiltro abierto libre en X . Como F ∩G es un conjunto cerrado y denso en ninguna parte
de X , entonces X \ (F ∩G) es un abierto denso en X y como v es un ultrafiltro abierto en X , en-
tonces X \ (F ∩G) = (X \F)∪ (X \G) ∈ v. Entonces es claro que X \F ∈ v ó X \G ∈ v, ya que si
este no fuera el caso, entonces X \F /∈ v y X \G /∈ v, y esto implica intX F = X \ clX [X \F ] ∈ v y
intX G = X \clX [X \G] ∈ v, es decir /0 = intX [F ∩G] = intX F ∩ intX G ∈ v lo cuál es una contradicción.
Por lo tanto, X \F ∈ v ó X \G ∈ v.

Supongamos sin pérdida de generalidad que X \F ∈ v, entonces W := {v}∪ (X \F) es una ve-
cindad abierta de v en κX tal que W ∩F = /0, es decir v /∈ clκX F lo cuál es una contradicción. Por lo
tanto concluimos que clκX F ∩ clκX G = F ∩G.

Como κX ≡X Y , existe un homeomorfismo H : κX → Y tal que H�X = IdX . Entonces por con-
tinuidad de H, se tiene H[clκX F ] ⊆ clY (H[F ]) = clY F . Por otro lado H es una función cerrada
y como F ⊆ clκX F , esto implica H[F ] ⊆ H[clκX F ], entonces clY H[F ] ⊆ H[clκX F ]. Por lo tanto,
H[clκX F ] = clY F . Análogamente H[clκX G] = clY G. Por lo tanto,

F ∩G = H[F ∩G] = H[clκX F ∩ clκX G] = H[clκX F ]∩H[clκX G] = clY F ∩ clY G.

Es decir, F ∩G = clY F ∩ clY G. Por lo tanto, X está hipercombinatorialmente encajado en Y .
�

Proposición 3.4.12. Sea Y un espacio H-cerrado. Entonces Y ≡X σX si y sólo si {clY A : A⊆ X}
es una base cerrada para Y y X está hipercombinatorialmente encajado en Y .

Demostración. Demostremos la suficiencia. Como {clY A : A ⊆ X} es una base cerrada para Y ,
entonces Y es una extensión estricta de X , es decir Y =Yν . Por otro lado, como X está hipercombina-
torialmente encajado en Y , entonces TY = TκX . Por lo tanto, Yν ≡X (κX)ν . Es decir Y ≡X σX .

Ahora demostremos la necesidad. Como σX ≡X Y , existe un homeomorfismo H : σX → Y tal
que H�X = IdX . Es claro que H[clσX A] = clY A para todo A ⊆ X . Además la función H manda bases
cerradas de σX , en bases cerradas de Y . Por lo tanto {clY A : A ⊆ X} es una base cerrada para Y , es
decir Y = Yν . Demostremos que X está hipercombinatoriamente encajado en Y .

Sean F,G ⊆ X conjuntos cerrados en X , tal que F ∩G es denso en ninguna parte de X . Sea
U ∈ (clσX F ∩ clσX G)\X . Como X \ (F ∩G) es un abierto denso en X , lo que implica que (X \F)∪
(X \G) = X \ (F ∩G) ∈ U . Por lo tanto, X \F ∈ U ó X \G ∈ U . Supongamos sin pérdida de ge-
neralidad que X \F ∈U . Sea U := X \F , dado que U = OU

κX y U ∈U . Por lo tanto, U ∈ oκXU y
oκXU es un abierto básico en σX tal que oκXU ∩F = oκXU ∩X ∩F =U ∩F = (X \F)∩F = /0, es
decir U /∈ clσX F lo cuál es una contradicción.



67 3.4. LA EXTENSIÓN DE FOMIN σX

Por lo tanto (clσX F ∩ clσX G)\X = /0, lo que implica que clσX F ∩ clσX G⊆ X y

clσX F ∩ clσX G = (clσX F ∩ clσX G)∩X = (clσX F ∩X)∩ (clσX G∩X) = clX F ∩ clX G = F ∩G.

Por lo tanto clσX F ∩ clσX G = F ∩G.

Por otro lado, tenemos H[clσX F ] = clY F y H[clσX G] = clY G. Por lo tanto,

F ∩G = H[F ∩G] = H[clσX F ∩ clσX G] = H[clσX F ]∩H[clσX G] = clY F ∩ clY G.

Es decir, F ∩G = clY F ∩ clY G. Por lo tanto, X está hipercombinatorialmente encajado en Y .

�

Definición 3.4.13. Un espacio X es casi H-cerrado si | κX \X |≤ 1.

Proposición 3.4.14. Un espacio X es casi H-cerrado si y sólo si para cada pareja de abiertos ajenos
U y V se tiene que clXU ó clXV es H-cerrado.

Demostración. Demostremos la necesidad. Sean U,V ⊆ X abiertos ajenos en X . Si κX \X = /0,
es decir X no tiene ultrafiltros abiertos libres, lo que implica que todo ultrafiltro abierto en X converge.
Por lo tanto X es H-cerrado, entonces clXU y clXV son H-cerrados.

Supongamos que κX \X = {F}, entonces U ∈F ó X \ clXU ∈F . Supongamos sin pérdida de
generalidad que U ∈F , entonces X \ clXU /∈F y como V ⊆ X \ clXU , entonces V /∈F , es decir
clκXV = clXV . Como clκXV es un subespacio H-cerrado, clXV es un subespacio H-cerrado.

Ahora demostremos la sificiencia. Supongamos que |κX \ X | ≥ 2. Sean F ,G ∈ κX \ X con
F 6= G . Entonces por la maximalidad de F y G , existen U ∈F \G y V ∈ G \F tales que U∩V = /0.
Por otro lado como U y V son abiertos en κX , entonces clκXU = clXU ∪{F} y clκXV = clXV ∪{G }
son subespacios H-cerrados. Afirmamos que clXU y clXV no son H-cerrados.

Supongamos que clXU es H-cerrado. Como U ∈F , entonces W ∩ clXU 6= /0 para cada W ∈F .
Como clXU es un H-cerrado, en particular un H-conjunto, por la Proposición 2.3.6, aX(F )∩clXU 6=
/0, es decir aX(F ) 6= /0, lo cuál es una contradicción. Por lo tanto, clXU no es H-cerrado. De manera
análoga se demuestra que clXV no es H-cerrado. Por lo cuál es una contradicción a nuestra hipótesis.
Por lo tanto |κX \X | ≤ 1.

�

Proposición 3.4.15. Sea A⊆ X y A es casi H-cerrado. Entonces clX A\A tiene a lo más un punto.

Demostración. Supongamos que |clX A \A| ≥ 2. Sean x̂, ŷ ∈ clX A \A con x̂ 6= ŷ y sean Û ,V̂ ⊆ X
abiertos en X con x̂ ∈ Û y ŷ ∈ V̂ tales que Û ∩ V̂ = /0. Sean U := Û ∩A y V := V̂ ∩A. U y V son
abiertos ajenos en A. Como A es casi H-cerrado, entonces clAU ó clAV son H-cerrados. Supongamos
sin pérdida de generalidad que clAU es un subespacio H-cerrado. Entonces clAU es un conjunto
cerrado en X que contiene a U . Como x̂ es un punto de acumulación de U , x̂ ∈ clAU ⊆ A, lo cuál es
una contradicción ya que x̂ /∈ A.

�
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Proposición 3.4.16. Sea U ⊆ X abierto en X . El conjunto oσXU \U contiene a lo más un punto si
y sólo si clXU es casi H-cerrado.

Demostración. Demostremos la necesidad. Sea U ⊆ X un abierto en X tal que |oσXU \U | ≤ 1.
Como oσXU = oκXU a oσXU lo denotaremos simplemente como oU . Afirmamos que

clκX [clXU ]≡clXU κ(clXU).

Como clκXU = clXU ∪ oU . Entonces clXU ⊆ clκXU , lo que implica que clκX [clXU ] ⊆ clκXU .
Por otro lado, U ⊆ clXU , entonces clκXU ⊆ clκX [clXU ]. Por lo tanto clκX [clXU ] = clκXU , es decir
clκX [clXU ] = clXU ∪oU .

Como U ⊆ X es abierto en X , entonces la función inclusión i : U ↪→ X es una función continua y
abierta. Por lo tanto i es un p-mapeo. Por el Teorema 2.2.14 (1), la función inclusión j : clXU ↪→ X es
un p-mapeo.

Por lo tanto clκX [clXU ] ≡clXU κ(clXU). Como clκX [clXU ] \ clXU = oU \U y |oU \U | ≤ 1. En-
tonces |κ(clXU)\ clXU | ≤ 1. Por lo tanto clXU es un subespacio casi H-cerrado.

Ahora demostremos la suficiencia. Supongamos que clXU es casi H-cerrado. Por la Proposición
3.4.15, |clκX [clXU ]\ clXU | ≤ 1. Como clκX [clXU ]\ clXU = oU \U . Por lo tanto |oσXU \U | ≤ 1.

�

Proposición 3.4.17. Sea X un espacio y sea p ∈ κX \X . Entonces κX \{p} es casi H-cerrado.

Demostración. Sea Y := κX \{p}. Sean U,V ⊆Y abiertos ajenos en Y . Entonces existen abiertos
W0,W ⊆ κX en κX , tales que U =W0∩Y y V =W ∩Y .

Afirmamos que p /∈ clκXW0∩ clκXW . Basta demostrar que p /∈ clκX [W0∩X ]∩ clκX [W ∩X ].

Es claro que W0∩X ⊆W0∩Y =U y W ∩X ⊆W ∩Y =V y como U ∩V = /0, entonces (W0∩X)∩
(W ∩X) = /0. Por la Proposición 3.3.9 (2),

(clκX [W0∩X ]∩ clκX [W ∩X ])\X = /0.

Como p ∈ κX \X , se cumple

p /∈ clκX [W0∩X ]∩ clκX [W ∩X ].

Por lo tanto
p /∈ clκXW0∩ clκXW.

Supongamos que p /∈ clκXW0. Por lo tanto clκXW0 ⊆ Y . Como Y es denso en κX , ya que X ⊆ Y ,
tenemos

clYU = clκX [W0∩Y ]∩Y = clκX [W0∩ clκXY ]∩Y = clκXW0∩Y = clκXW0.

Como clκXW0 es un subespacio H-cerrado, entonces clYU es un subespacio H-cerrado. Por la
Proposición 3.4.14, Y es un espacio casi H-cerrado.

�
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Teorema 3.4.18. Las siguientes proposiciones son equivalentes.

1. κX ≡X σX .

2. κX \X es finito.

3. X es la unión finita de subespacios casi H-cerrados.

Demostración. [1⇒ 2] Supongamos que κX ≡X σX . Sea F ∈ κX \ X y sea U ∈ F . Como
κX ≡X σX , entonces existe una familia de abiertos {Vi : i ∈ I} en X , tal que⋃

{oVi : i ∈ I}=U ∪{F}.

Por lo tanto existe i0 ∈ I tal que F ∈ oVi0 si y sólo si Vi0 ∈ OF = F . Definimos UF := Vi0 . Es
claro que oUF ⊆U ∪{F}. Por lo tanto

oUF = oUF ∩ (U ∪{F}) = (UF ∪{G ∈ κX \X : UF ∈ G })∩ (U ∪{F}) =UF ∪{F}.

Por lo tanto oUF =UF ∪{F}. Afirmamos que clκX [oUF ] = clXUF ∪{F}. En efecto,

clκX [oUF ] = clκX [UF ∪{F}] = clκXUF ∪ clκX{F}= clXUF ∪oUF ∪{F}= clXUF ∪{F}.

Por lo tanto clκX [oUF ] = clXUF ∪{F}.

Sea x ∈ X , como X es abierto en κX y κX ≡X σX , existe Ux ⊆ X abierto en X , con x ∈Ux tal que
oUx ⊆ X . Además como Ux ⊆ oUx ⊆ X , entonces clκXUx = clXUx∪oUx ⊆ X .

La colección {UF ∪{F} : F ∈ κX \X}∪{Ux : x ∈ X} es una cubierta abierta en κX . Como κX
es H-cerrado, existen S⊆ κX \X y F ⊆ X , conjuntos finitos, tales que

κX =
⋃

F∈S

clκX [UF ∪{F}]∪
⋃
x∈F

clκXUx =
⋃

F∈S

(clXUF ∪{F})∪
⋃
x∈F

(clXUx∪oUx).

Entonces κX \X ⊆
⋃

S. Por lo tanto κX \X es finito.

[2⇒ 1] Si κX \X es finito, entonces σX \X es finito. Por lo tanto σX \X es un subespacio cerrado
discreto en σX . Como X está hipercombinatoriamente encajado en σX , entonces κX ≡X σX .

[2⇒ 3] Supongamos que κX \X es finito. Es decir κX \X = {Fi : i∈ {1, ...,n}}. Sea i∈ {1, ...,n}
fijo. Como Fi 6=F j para cada j ∈ {1, ...,n}\{i}, y por la maximalidad de Fi, existe Vi j ∈Fi \F j tal
que Ui :=

⋂n
j=1Vi j ∈Fi. Por lo tanto, tenemos una familia de conjuntos abiertos {Ui : i ∈ {1, ...,n}}

tal que Ui∩U j = /0 con 1 ≤ i < j ≤ n. Sea U0 := X \
⋃n

i=1 clXUi. Es claro que X =
⋃n

i=0 clXUi. Afir-
mamos que para cada i ∈ {0,1, ...,n} el subespacio clXUi es casi H-cerrado.

Para i = 0 tenemos que para cada i ∈ {1, ...,n}, U0 ⊆ X \ clXUi. Como X \ clXUi /∈Fi, entonces
U0 /∈Fi. Por lo tanto oU0 \U0 = /0, lo que implica que clXU0 es casi H-cerrado.

Para i ∈ {1, ...,n}, se tiene que oUi \Ui = {Fi}. Por lo tanto clXUi es casi H-cerado para cada
i ∈ {1, ...,n}.

Por lo tanto X es la unión finita de subespacios casi H-cerrados.
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[3⇒ 2] Sea V := {Vi ⊆ X : i ∈ I} una familia finita de subespacios casi H-cerrados tal que X =⋃
V . Como X es denso en κX ,

κX = clκX X = clκX

[⋃
V
]
=
⋃
i∈I

clκXVi.

Lo que implica que
κX \X =

⋃
i∈I

(clκXVi \X)⊆
⋃
i∈I

(clκXVi \Vi) .

Como Vi es casi H-cerrado, entonces |clκXVi \Vi| ≤ 1. Por lo tanto κX \X es finito.
�

Proposición 3.4.19. Sea {Zα : α ∈ J} una familia finita de espacios casi H-cerrados. Entonces

σ

(⊕
α∈J

(Zα ×{α})

)
≡⊕

α∈J(Zα×{α})
⊕
α∈J

(σZα ×{α}).

Demostración. Sea A :=
⊕

α∈J(Zα ×{α}). Como A es la unión finita de subespacios casi
H-cerrados, entonces por el Teorema 3.4.18 y por la Proposición 3.3.17 tenemos

σA ≡A κA ≡A

⊕
α∈J

(κZα ×{α}).

Por otro lado, como Zα es un subespacio casi H-cerrado para cada α ∈ J, es decir κZα \Zα es
finito. Entonces por el Teorema 3.4.18 κZα ≡Zα

σZα para cada α ∈ J. Por lo tanto

σA ≡A

⊕
α∈J

(κZα ×{α})≡A

⊕
α∈J

(σZα ×{α}).

�

3.5. Las Extensiones H-cerradas por un punto Xν y X µ

Definición 3.5.1. Un espacio X es localmente H-cerrado si todo punto de X tiene una vecindad
H-cerrada. Una extensión Y de un espacio Z es una extensión H-cerrada por un punto de Z si Y es
H-cerrado y Y \Z = {p}.

Es claro que cualquier espacio H-cerrado es localmente H-cerrado. Sin embargo, no todo espacio
localmente H-cerrado es un espacio H-cerrado. Como lo muestra los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.5.2. 1. Sea X un espacio discreto e infinito. Entonces X es un espacio localmente H-
cerrado, que no es H-cerrado. En particular N es localmente H-cerrado.

2. Cualquier espacio localmente compacto que no sea compacto es tambien un espacio localmente
H-cerrado que no es H-cerrado. Ésto ya que si X es localmente compacto, entonces X es Tychonoff.
Por lo tanto si X fuera H-cerrado, entonces X sería compacto, lo cuál sería una contradicción.
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Proposición 3.5.3. Sea X un espacio. Entonces X es un espacio localmente H-cerrado si y sólo si
para toda x ∈ X existe un abierto U ⊆ X tal que x ∈U y clXU es H-cerrado.

Demostración. La suficiencia es trivial.

Demostremos la necesidad. Sea x ∈ X y sea V ⊆ X una vecindad H-cerrada de x. Entonces x ∈
intXV ⊆ V . Como V es H-cerrado, entonces V es cerrado en X y clX [intXV ] ⊆ V . Sea U = intXV ,
entonces U es un abierto en el subespacio V . Por la Proposición 2.1.5, clVU es un subespacio H-
cerrado, pero clVU = clXU ya que clXU ⊆V , es decir clXU es H-cerrado.

�

Proposición 3.5.4. Sea X un espacio y sea A ⊆ X . Si A es localmente H-cerrado, entonces A es
abierto en clX A.

Demostración. Sea x∈A. Entonces existe W ⊆A abierto de A tal que x∈W y clAW es H-cerrado.
Entonces W = A∩W0 donde W0 ⊆ X es abierto en X . Afirmamos que x ∈ clX A∩W0 ⊆ A.

Dado que clAW = clXW ∩A= clX [A∩W0]∩A, entonces clX [A∩W0]∩A es H-cerrado, en particular
clX [A∩W0]∩A es cerrado en X . Por otro lado, A∩W0 ⊆ clX [A∩W0]∩A. Por lo tanto,

clX [A∩W0]⊆ clX [A∩W0]∩A⊆ A,

pero clX [clX A∩W0] = clX [A∩W0], ya que W0 es abierto. Lo que implica que clX A∩W0 ⊆ A. Por lo
tanto, A es abierto en clX A.

�

Proposición 3.5.5. Sea X un espacio. Las siguientes proposiciones son equivalentes

1. X es localmente H-cerrado.

2. X es abierto en σX .

3. Para cada Y ∈ E[X ], X es abierto en Y .

Demostración. [1⇒ 2] Es consecuencia de la Proposición 3.5.4.

[2⇒ 1] Sea x ∈ X , entonces existe V ⊆ X abierto en X tal que x ∈ V y además oV ⊆ X . Por la
Proposición 2.1.5 se sigue que clσXV es H-cerrado, dado que clσXV = (clXV )∪oV ⊆ X . Por lo tanto,
clσXV es una vecindad H-cerrada de x en X . Por lo tanto, X es localmente H-cerrado.

[1⇒ 3] Es consecuencia de la Proposición 3.5.4.

[3⇒ 2] Es trivial.
�

Proposición 3.5.6. Sea X un espacio casi H-cerrado. Entonces X es localmente H-cerrado.

Demostración. Como X es casi H-cerrado, entonces |κX \X | ≤ 1. Por el Teorema 3.4.18, κX ≡X
σX . Como X es abierto en κX , entonces X es abierto en σX . Por la Proposición 3.5.5, X es localmente
H-cerrado.
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�

Proposición 3.5.7. Sea {Zα : α ∈ J} una familia finita de espacios casi H-cerrados. Entonces⊕
α∈J(Zα ×{α}) es localmente H-cerrado.

Demostración. Como
⊕

α∈J(Zα ×{α}) es la unión finita de subespacios casi H-cerrados, Zα ×
{α}, por el Teorema 3.4.18,

κ

(⊕
α∈J

(Zα ×{α})

)
≡⊕

α∈J(Zα×{α}) σ

(⊕
α∈J

(Zα ×{α})

)
.

Es decir
⊕

α∈J(Zα×{α}) es abierto en σ (
⊕

α∈J(Zα ×{α})). Por la Proposición 3.5.5,
⊕

α∈J(Zα×
{α}) es localmente H-cerrado.

�

Definición 3.5.8. Sea X un espacio localmente H-cerrado y que no es H-cerrado. Definimos
X∞ := X ∪{∞} donde ∞ /∈ X .

1. Sea G ∝ la intersección de todos los filtros abiertos libres de X . Sea Xν el espacio topológico
que tiene como conjunto base a X∞ y cuya topología es {U : U es abierto en X}∪{{∞}∪V : V ∈G ∝}.

2. Sea H † la intersección de todos los ultrafiltros abiertos libres en X . Sea X µ el espacio topo-
lógico que tiene como conjunto base a X∞ y cuya topología es {U : U es abierto en X}∪{{∞}∪V :
V ∈H †}.

Proposición 3.5.9. G ∝ es un filtro abierto libre en X y Xν es una extensión H-cerrada por un punto
de X .

Demostración. Como X no es H-cerrado, entonces existe G ∝ y además es claro que G ∝ es un
filtro abierto en X . Supongamos que aX(G ∝) 6= /0. Sea p ∈

⋂
{clXV : V ∈ G ∝}. Como X es localmente

H-cerrado, existe U ⊆ X abierto en X tal que p ∈U y clXU es H-cerrado.

Supongamos que X \ clXU ∈F para cada filtro abierto libre F en X . Entonces X \ clXU ∈ G ∝.
Pero p /∈ clX [X \ clXU ] ya que clX [X \ clXU ] = X \ intX [clXU ] y p ∈ U ⊆ intX [clXU ]. Por lo tanto
aX(G ∝) = /0 lo cuál es una contradicción. Entonces existe un filtro abierto libre F0 en X , tal que
X \ clXU /∈F0. Como F0 es cerrado bajo supraconjuntos abiertos, entonces para cualquier W ∈F0
se tiene W * X \clXU . Es decir W ∩clXU 6= /0 para cualquier W ∈F0. Por otro lado, como clXU es H-
cerrado, esto implica que clXU es un H-conjunto de X . Por la Proposición 2.3.6 aX(F0)∩ clXU 6= /0.
Es decir aX(F0) 6= /0 lo cuál es una contradicción ya que F0 es un filtro libre en X .

Por lo tanto G ∝ es un filtro abierto libre en X .

Sean x,y ∈ Xν con x 6= y, si x,y ∈ X , como X es Hausdorff existen U y V vecindades abiertas
ajenas en X , de x y y respectivamente. Tales conjuntos U y V son abiertos en Xν . Por otro lado, como
G ∝ es un filtro abierto libre en X , existe V ∈ G ∝ tal que x /∈ clXV . Entonces existe U ⊆ X abierto
en X tal que U ∩V = /0 y x ∈U . Por lo tanto V ∪{∞} y U son vecindades abiertas en Xν , de ∞ y x
respectivamente. Es decir Xν es Hausdorff.

Es claro que X es denso en Xν , es decir que Xν es una extensión de X . Veamos que Xν es H-
cerrado.
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Supongamos que Xν no es H-cerrado, es decir existe un filtro abierto libre F en Xν . Por lo tanto,
existe U0 ∈F tal que ∞ /∈ clXνU0, es decir U0 ⊆ clXνU0 ⊆ X , esto implica que X ∈F ya que F es
cerrada bajo supraconjuntos abiertos y además definimos

F0 := {U ∩X : U ∈F} ⊆F .

Es claro que F0 es un filtro abierto en X . Más aún F0 es un filtro abierto libre en X , ya que

aX(F0) =
⋂

U∈F
clX [U ∩X ]⊆

⋂
U∈F

clXν [U ∩X ] =
⋂

U∈F
clXνU = aXν (F ) = /0.

Entonces G ∝ ⊆F0. Sea V ∈F0, entonces U ∩V 6= /0 para cada U ∈ G ∝. Por lo tanto ∞ ∈ clXνV
para cada V ∈F0, es decir

∞ ∈
⋂

V∈F0

clXνV =
⋂

U∈F
clXν [U ∩X ] =

⋂
U∈F

clXνU = aXν (F ).

Es decir aXν (F ) 6= /0, lo cuál es una contradicción ya que F es un filtro libre. Por lo tanto Xν es
H-cerrado.

�

Proposición 3.5.10. H † es un filtro abierto libre en X y X µ es una extensión H-cerrada por un
punto de X .

Demostración. Como X no es H-cerrado, entonces existe un ultrafiltro abierto F en X que no
converge en X y por lo tanto F es libre. Es decir H † existe y es un filtro abierto en X .

Supongamos que aX(H †) 6= /0. Sea p ∈
⋂
{clXV : V ∈H †}. Como X es localmente H-cerrado,

existe U ⊆ X abierto en X tal que p ∈U y clXU es H-cerrado.

Sea F un ultrafiltro abierto libre en X . Entonces U ∈F o X \clXU ∈F . Supongamos que U ∈F .
Entonces como clXU es un H-cerrado, en particular clXU es un H-conjunto de X . Entonces para todo
V ∈ F se tiene que /0 6= V ∩U ⊆ clXU ∩V . Por lo tanto aX(F )∩ clXU 6= /0, es decir aX(F ) 6= /0
lo cuál es una contradicción ya que F es libre. Por lo tanto X \ clXU ∈F y como F fue elegido
arbitrariamente, entonces X \ clXU ∈H †. Por lo tanto aX(H †) = /0, lo cuál es una contradicción.
Por lo tanto H † es un filtro abierto libre en X .

La demostración de que X µ es Hausdorff es análoga a la demostración realizada a Xν . Es claro
que X es denso en X µ .

La prueba de que X µ es H-cerrado es análoga a la prueba de Xν es H-cerrado.
�

Por lo tanto Xν y X µ son extensiones H-cerradas por un punto de X .

Proposición 3.5.11. 1. H † = {U ⊆ X : U es abierto en X y X \ intX [clXU ] es H-cerrado }.

2. H †∩RO(X) es una base de filtro abierto de X .

3. G ∝ es un filtro abierto generado por H †∩RO(X).
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4. G ∝ es un filtro abierto generado por la base del filtro abierto {U ⊆ X : U es abierto y X \
U es H-cerrado }.

Demostración. 1.⊆] Sea U ∈H † y sea F := X \ intX [clXU ] . Afirmamos que F es un H-cerrado.

Sea F un ultrafiltro abierto en F . Sea V := {W ⊆ X : W ∩F ∈F y W es abierto en X}.

Es claro que V es una base de filtro abierta en X . Como

clF [X \ clXU ] = clX [X \ clXU ]∩F = (X \ intX [clXU ])∩F = F,

entonces X \ clXU es un abierto denso en F . Por lo tanto X \ clXU ∈F , es decir X \ clXU ∈ V .

Afirmamos que V no es libre en X . Si suponemos que V es libre en X , entonces existe un ultra-
filtro abierto U tal que V ⊆ U , es decir aX(U ) ⊆ aX(V ) = /0. Por lo tanto, U sería un ultrafiltro
abierto libre en X . Como V ⊆U , entonces X \clXU ∈U , lo cual es imposible ya que U ∈H † ⊆U .
Por lo tanto V no es libre y /0 6= aX(V )⊆ clX [X \ clXU ] = F , es decir aX(V )⊆ F .

Afirmamos que aF(F ) 6= /0. Tenemos que

aF(F ) =
⋂

V∈V
clF [V ∩F ] =

⋂
V∈V

[clX [V ∩F ]∩F ] =

[ ⋂
V∈V

clX [V ∩F ]

]
∩F.

Por otro lado, como X \ clXU ∈ V , entonces V ∩ (X \ clXU) ∈ V para cualquier V ∈ V . Y como
aX(V )⊆ F , entonces

/0 6= aX(V ) = aX(V )∩F =

[ ⋂
V∈V

clXV

]
∩F

⊆

[ ⋂
V∈V

clX [V ∩ (X \ clXU)]

]
∩F

⊆

[ ⋂
V∈V

clX [V ∩F ]

]
∩F = aF(F ).

Por lo tanto aF(F ) 6= /0. Por lo tanto F converge en F , ya que F es un ultrafiltro abierto en F .
Lo que implica que F es H-cerrado.

⊇] Sea U ⊆ X abierto en X y X \ intX [clXU ] es H-cerrado. Como ya vimos, para cualquier ul-
trafiltro abierto F en X se tiene que U ∈ F o X \ clXU ∈ F . Como X \ clXU ⊆ X \ intX [clXU ] y
X \ intX [clXU ] es un H-cerrado, entonces U ∈F . Por lo tanto U ∈H †.

2. Sea V ∈H †, entonces V ⊆ intX [clXV ] ∈H † y además intX [clXV ] ∈RO(X), es decir H †∩
RO(X) 6= /0 y

H †∩RO(X) = {intX [clXU ] : U ∈H †}.

Sean V,W ∈H †∩RO(X), entonces /0 6=V ∩W ∈H † ya que V,W ∈H † y H † es un filtro abier-
to. Por otro lado V ∩W ∈RO(X) como ya vimos en el capítulo 1. Es decir V ∩W ∈H †∩RO(X).
Por lo tanto H † ∩RO(X) es una base de filtro abierto de X . Veamos ahora que H † ∩RO(X) es
libre en X .
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Por la Proposición 1.2.1 (2) tenemos

aX(H
†∩RO(X)) =

⋂
V∈H †

clX [intX [clXV ]] =
⋂

V∈H †

clX [intX [clX [intXV ]]]

=
⋂

V∈H †

clX [intXV ] =
⋂

V∈H †

clXV = aX(H
†) = /0.

Por lo tanto H †∩RO(X) es un filtro abierto libre de X .

3. Primero veamos que H †∩RO(X)⊆ G ∝. Sea U ∈H †, entonces X \ intX [clXU ] es H-cerrado.
Sea F un filtro abierto libre arbitrario en X . Entonces existe W ∈F tal que W ∩(X \ intX [clXU ]) = /0,
es decir W ⊆ intX [clXU ] lo que implica que intX [clXU ] ∈F . Como F es un filtro abierto libre arbi-
trario, entonces intX [clXU ] pertenece a cada filtro abierto libre en X , es decir intX [clXU ] ∈ G ∝. Por lo
tanto H †∩RO(X)⊆ G ∝.

Sea F0 el filtro generado por H †∩RO(X). Es decir F0 es un filtro abierto libre en X , entonces
G ∝ ⊆F0, ya que G ∝ es la intersección de todos los filtro abiertos libres en X . Por otro lado como
H †∩RO(X)⊆ G ∝ y G ∝ es cerrado bajo supraconjuntos abiertos, entonces F0 ⊆ G ∝. Por lo tanto
G ∝ es un filtro abierto generado por H †∩RO(X).

4. Es claro que G ∝ es un filtro abierto generado por la base de filtro abierto H †∩RO(X) y por
(1), H †∩RO(X) = {U ⊆ X : U es abierto y X \U es H-cerrado}.

�

Proposición 3.5.12. Un espacio X es localmente H-cerrado y no es H-cerrado si y sólo si X tiene
una extensión H-cerrada por un punto propia.

Demostración. Demostremos la necesidad. Es consecuencia de la Proposición 3.5.9.

Ahora demostremos la suficiencia. Sea Y una extensión H-cerrada por un punto de X . Entonces
{p∞} = Y \X es cerrado en Y , es decir, X es abierto en Y . Sea x ∈ X , entonces existen vecindades
abiertas U,V ⊆ Y de x y p∞ respectivamente tal que U ∩V = /0. Por lo tanto, U ⊆ Y \V , entonces
clYU ⊆ Y \V , es decir clYU ⊆ X , lo que implica que clXU = clYU . Como clYU es un H-cerrado,
entonces clXU es H-cerrado. Por lo tanto X es localmente H-cerrado.

Por otra parte, si suponemos que X es H-cerrado entonces X es cerrado en Y y dado que X es denso
en Y tenemos que X = Y , contradiciendo el hecho de que Y \X 6= /0. Por lo tanto X es localmente H-
cerrado y no H-cerrado.

�

Como ya hemos mencionado, existe una cierta analogía a la hora de estudiar las extensiones H-
cerradas y las compactaciones, sin embargo, también existen diferencias, y una de ellas es que en
un espacio localmente compacto éste posee una única compactación por un punto, en cambio, en un
espacio localmente H-cerrado podría tener muchas extensiones H-cerradas por un punto no equiva-
lentes, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.5.13. Sea X = {(1
n ,

1
m) : n,m ∈N}∪{(1

n ,0) : n ∈N} con la topología heredada por R2.
Es claro que X es localmente compacto, lo que implica que X es localmente H-cerrado.
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Entonces el espacio W definido en el Ejemplo 2.6.4 es una extensión H-cerrada por un punto de
X . Por otra parte, como X es semiregular, entonces Ws es la compactación por un punto de X . Por lo
tanto, W y Ws son dos extensiones H-cerradas por un punto de X , no equivalentes.

Por el Teorema 3.3.3 (2) κX es un máximo proyectivo en H (X). La existencia de un mínimo
proyectivo en H (X) requiere una estructura adicional de X , la siguiente proposición da prueba de
ello.

Proposición 3.5.14. Sea X un espacio que no es H-cerrado. Las siguientes proposiciones son equi-
valentes

1. X es localmente H-cerrado.

2. H (X) tiene un mínimo proyectivo.

3. E[X ] tiene un mínimo proyectivo.

Demostración. [1⇒ 2,3] Supongamos que X es localmente H-cerrado. Basta demostrar que Xν

es el mínimo proyectivo de E[X ].

Sea Y ∈ E[X ]. Definimos f : Y → Xν como sigue, f�X = IdX y f [Y \X ] = {∞} si Y \X 6= /0. Por la
Proposición 3.5.5, X es abierto en Y , es decir f restringida a X es continua. Supongamos que Y \X 6= /0.
Sea y ∈Y \X , y sea U ⊆ Xν una vecindad abierta de f (y) en Xν . Entonces, por la Proposición 3.5.11
(4), existe V ⊆ X abierto en X tal que X \V es H-cerrado y V ∪{∞} es una vecindad abierta de f (y),
ya que f (y) = ∞. Por lo tanto

f−1[V ∪{∞}] = f−1[V ]∪ f−1[{∞}] = Id−1
X [V ]∪ (Y \X) =V ∪ (Y \X) = Y \ (X \V ),

es una vencindad abierta de y en Y , la cual está contenida en f−1[U ]. Por lo tanto, f es continua. Lo
que implica que Y es proyectivamente más grade que Xν .

[3⇒ 2] Si Y es un mínimo proyetivo en E[X ], entonces Y es imagen continua de κX . Por lo tanto,
Y es H-cerrado.

[2⇒ 1] Supongamos que Y es un mínimo proyectivo en H (X). Como X no es H-cerrado, enton-
ces Y \X 6= /0. Afirmamos que |Y \X |= 1.

Supongamos que |Y \X | ≥ 2. Sean p,q∈Y \X con p 6= q. Definimos una relación de equivalencia
∼ en Y , como sigue: x∼ y si y sólo si x = y o x = p y y = q. Sea Z :=Y/∼ el espacio cuya topología
es la topología cociente. Es claro que Z es una extensión Hausdorff de X . Como Z es la imagen
continua de Y , entonces Z es H-cerrado. Por lo tanto Y es proyectivamente más grande que Z, lo cuál
es una contradicción. Por lo tanto |Y \X |= 1; es decir, Y es una extensión H-cerrada por un punto del
espacio X . Por la Proposición 3.5.12 X es localmente H-cerrado.

�

Por lo tanto, si X es un espacio localmente H-cerrado que no es H-cerrado, entonces cualquier
extensión H-cerrada Z de X , cumple que

Xν � Z � κX .
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Ahora trataremos el problema de cuándo un espacio X tiene una única extensión H-cerrada por un
punto.

Proposición 3.5.15. Sea Y una extensión H-cerrada por un punto del espacio X y sea p ∈ Y \X .
Entonces G ∝ ⊆O p ⊆H †.

Demostración. Es claro que O p es un filtro abierto libre en X . Por lo tanto G ∝ ⊆ O p. Ahora
veamos que O p ⊆H †.

Supongamos que O p*H †, es decir existe U ∈O p tal que U /∈H †. Entonces existe un ultrafiltro
abierto libre U en X tal que U /∈U , es decir X \ clXU ∈U .

Sea F[U ] := {W ⊆ Y : W es abierto en Y y W ∩X ∈ U }. Como ya se vio en el Teorema 3.3.3
(1), F[U ] es un ultrafiltro abierto en Y . Como X es localmente H-cerrado, entonces X es un abierto
denso en Y . Por lo tanto X ∈F[U ], lo que implica U ⊆F[U ], en particular X \clXU ∈F[U ]. Por otro
lado, como Y es H-cerrado y U ⊆F[U ], entonces F[U ] converge a p. En particular {p}∪U ∈F[U ],
ya que {p} ∪U es una vecindad abierta de p. Por lo tanto U = ({p} ∪U)∩ X ∈ F[U ], es decir
{U,X \ clXU} ⊆F[U ], lo cuál es una contradicción.

�

En particular, X µ (respectivamente, Xν ) es el máximo proyectivo (respectivamente, es el mínimo
proyectivo) del conjunto de las extensiones H-cerradas por un punto del espacio X . Es decir, si Y es
una extensión H-cerrada por un punto del espacio X , entonces Xν � Y � X µ .

Proposición 3.5.16. El espacio X tiene una única extensión H-cerrada por un punto si y sólo si
cualquier conjunto cerrado y denso en ninguna parte está contenido en un subespacio H-cerrado de
X .

Demostración. Basta demostrar que G ∝ =H † si y sólo si cualquier conjunto cerrado y denso en
ninguna parte está contenido en un subespacio H-cerrado de X .

Demostremos la necesidad. Supongamos que G ∝ =H †. Sea F un conjunto cerrado denso en nin-
guna parte en X . Entonces X \F es un abierto denso en X , lo que implica que X \F ∈H †, entonces
X \F ∈ G ∝. Entonces por la Proposición 3.5.11 (4) existe U ⊆ X abierto en X tal que U ⊆ X \F . Por
lo tanto F ⊆ X \U y X \U es un subespacio H-cerrado de X .

Ahora demostremos la suficiencia. Es claro que G ∝ ⊆H †. Veamos que H † ⊆ G ∝. Sea U ∈H †,
entonces X \ intX [clXU ] = clX [X \ clXU ] es un subespacio H-cerrado en X . Como U es abierto en X ,
entonces FrXU es un conjunto cerrado y denso en ninguna parte. Por lo tanto existe F ⊆ X subespacio
H-cerrado en X tal que FrXU ⊆ F . Es decir X \F ⊆ X \FrXU =U ∪ (X \ clXU).

Sea F un filtro abierto libre arbitrario en X . Entonces existen V1,V2 ∈ F tales que V1 ∩ (X \
intX [clXU ]) = /0 y V2∩F = /0. Es decir V1 ⊆ intX [clXU ] y V2 ⊆ X \F . Entonces V1∩V2 ∈F y

V1∩V2 ⊆ (intX [clXU ])∩ [U ∪ (X \ clXU)] = [intX [clXU ]∩U ]∪ [intX [clXU ]∩ (X \ clXU)] =U.

Como F es cerrado bajo supraconjuntos abiertos, entonces U ∈F . Como F se eligió arbitraria-
mente, entonces U ∈ G ∝. Es decir H † ⊆ G ∝. Por lo tanto G ∝ = H †.

�
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Ejemplo 3.5.17. Sea X = {(1
n ,0) : n ∈ N}

⋃
{(1

n ,
1
m) : n,m ∈ N} un subconjunto de R2 cuya topo-

logía es la heredada por la topología usual de R2. Es claro que X no es H-cerrado, ya que (0,0) /∈ X .
Pero X si es localmente H-cerrado. También es claro que T := {(1

n ,0) : n ∈ N} es un subconjunto
cerrado y denso en niguna parte. Más aún no existe un subconjunto H-cerrado, F , tal que T ⊆ F . Por
lo tanto X no tiene una única extensión H-cerrada por un punto. Como W es una extensión H-cerrada
por un punto de X , entonces Xν �W � X µ .

Ahora veamos un ejemplo de un espacio que no es H-cerrado, y tal que cualquier subconjun-
to cerrado y denso en niguna parte es H-cerrado. Sea n0 ∈ N y sea Xn0 := {(1

n ,0) : n0 ≥ n y n ∈
N}
⋃
{(1

n ,
1
m) : n,m ∈ N}. Es claro que Xn0 no es H-cerrado, pero X si es localmente H-cerrado y tam-

bién Tn0 := {(1
n ,0) : n0 ≥ n y n ∈ N} es un subconjunto cerrado, denso en niguna parte y compacto.

En particular Tn0 es un subespacio H-cerrado. Y cualquier subconjunto cerrado y denso en niguna
parte está contenido en (el compacto) Tn0 . Es decir, cualquier subconjunto cerrado y denso en niguna
parte, es un subespacio H-cerrado. Por lo tanto Xn0 tiene una única extensión H-cerrada por un punto.

Proposición 3.5.18. Sea f : X → Y una función suprayectiva, abierta y continua. Si X es local-
mente H-cerrado, entonces Y es localmente H-cerrado.

Demostración. Sea y ∈ Y , como f es suprayectiva existe x ∈ X tal que f (x) = y y como X es
localmente H-cerrado, existe un abierto U ⊆X tal que x∈U y clXU es H-cerrada. Como f es continua
y por las Proposiciones 2.4.2.(2) y (6) se tiene que f [clXU ] es un H-cerrado. Además f es abierta,
entonces f [U ] es una vecindad abierta de y en Y . Es decir, f [clXU ] es una vecindad H-cerrada de y.
Por lo tanto Y es localmente H-cerrado.

�

Proposición 3.5.19. Sea {Xα : α ∈ I} una familias de espacios no vacíos. Entonces, ∏α∈I Xα

es localmente H-cerrado si y sólo si cada Xα es localmente H-cerrado y existe J ⊆ I finito tal que
∀α ∈ I \ J, Xα es H-cerrado.

Demostración. Demostremos la necesidad. Como las proyecciones πα son funciones suprayec-
tivas, continuas y abiertas, por la proposición anterior Xα es localmente H-cerrado ∀α ∈ I. Sea
x ∈ ∏α∈I Xα y sea V ⊆ ∏α∈I Xα una vecindad H-cerrada de x en ∏α∈I Xα . Entonces existe J ⊆ I
finito tal que ∀α ∈ J existen abiertos Uα ⊆ Xα en Xα tales que

x ∈
⋂

α∈J

π
−1
α [Uα ]⊆V.

Por lo tanto πα [
⋂

β∈J π
−1
β

[Uβ ]] = Xα ∀α ∈ I \ J. Es decir πα [V ] = Xα ∀α ∈ I \ J y como V es H-
cerrado y por las Proposiciones 2.4.2 (2) y (6), entonces Xα es H-cerrado ∀α ∈ I \ J.

Ahora demostremos la suficiencia. Sea J ⊆ I finito tal que para toda α ∈ I \ J, Xα es H-cerrado.
Sea x = (xα)α∈I ∈∏α∈I Xα . Para cada α ∈ J, sea Vα ⊆ Xα una vecindad H-cerrada de xα en Xα . Sea

V := ∏
α∈J

Vα × ∏
α∈I\J

Xα .

Por lo tanto, por la Proposición 2.1.6, V es una vecindad H-cerrada de x en ∏α∈I Xα .
�
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3.6. La Extensión de Banaschewski µX

Definición 3.6.1. Sea X un espacio. Decimos que X es minimal Hausdorff si no existe en X una
topología estrictamente menos fina con la que X sea un espacio Hausdorff.

Proposición 3.6.2. Sea X un espacio. Las siguientes proposiciones son equivalentes.

1. X es minimal Hausdorff.

2. X es semiregular y H-cerrado.

3. Cualquier filtro abierto con un único punto de acumulación, converge.

Demostración. [1⇒ 2] Supongamos que X es minimal Hausdorff. Por la Proposición 1.2.7, Xs
es Hausdorff y τs ⊆ τ donde τ es la topología de X . Por lo tanto, X = Xs y X es semiregular. Ahora
veamos que X es H-cerrado.

Supongamos que X no es H-cerrado. Entonces existe un filtro abierto libre, F , de X . Sea x0 ∈ X .
Definimos B := {U ⊆ X : U es abierto en X y x0 /∈U}∪F . Afirmamos que B es una base de una
topología Hausdorff, que es menos fina que la topología de X .

Es claro que { /0,X} ⊆B, ya que x0 /∈ /0 y X ∈F . Sean V1,V2 ∈B, si x0 /∈V1 ó x0 /∈V2, entonces
x0 /∈V1∩V2, es decir V1∩V2 ∈B. Por otro lado, si x0 ∈V1∩V2, entonces V1,V2 ∈F lo que implica
V1∩V2 ∈F ⊆B. Por lo tanto B es cerrado bajo intersecciones. Por lo tanto B es una base para una
topología en X .

Veamos ahora que la topología generada por B es Hausdorff. Sean x,y ∈ X \ {x0} con x 6= y.
Como X es Hausdorff, existen vecidades abiertas ajenas U1 y V1 de x y y respectivamente en X . Sean
U := U1∩ (X \ {x0}) y V := V1∩ (X \ {x0}), entonces U y V son vecidades abiertas ajenas de x y y
respectivamente tales que x0 /∈U ∪V . Por lo tanto U,V ∈B.

Por otro lado, existen vecindades abiertas ajenas U0 y V0 de x0 y y respectivamente en X . Como
F es un filtro abierto que no converge, entonces existe W ∈ F tal que y /∈ clXW , lo que implica
que existe una vecidad abierta V1 de y tal que V1∩ clXW = /0. Sea V =V0∩V1, entonces es claro que
clXV ∩U0 = /0. Por lo tanto x0 ∈U0 ⊆ X \ clXV y además clXV ∩W = /0 es decir W ⊆ X \ clXV ∈F .
Por lo tanto B genera una topología que es Hausdorff.

La topología generada por B debe excluir algún elemento abierto que contiene a x0. De lo con-
trario F convergería a x0. Entonces la topología generada por B se queda contenida estrictamente en
τ , lo cual es una contradicción. Por lo tanto, X es H-cerrado.

[2⇒ 1] Supongamos que existe un espacio X ′ tal que su conjunto base coincide con X y su to-
pología es menos fina que el espacio X . Por lo tanto, Id : X → X ′ es continua. Sea U un subconjunto
abierto en X , entonces por la Proposición 2.1.5 clXU es H-cerrado y además Id[clXU ] = clXU es un
subespacio H-cerrado en X ′. Como X es semiregular, entonces {clXU : U es abierto en X} es una base
cerrada para X . Por lo tanto la función Id es una función cerrada, es decir Id−1 es continua. Por lo
tanto la función Id : X → X ′ es un homeomorfismo, es decir X es minimal Hausdorff.
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[1⇒ 3] Sea (X ,τX) un espacio minimal Hausdorff. Sea F un filtro abierto tal que a(F ) = {p}.
Sea τ ′ = {U ⊆ X : U es abierto en X y p /∈U}∪F . Entonces τ ′ es una topología Hausdorff en X tal
que τ ′ ⊆ τX . Como τX es minimal, τ ′ = τX . La definición de τ ′ nos dice que F contiene al conjunto
de vecindades abiertas de p en τX . Por lo tanto F converge a p.

[3 ⇒ 1] Supongamos que existe un espacio X ′ tal que su conjunto base coincide con X y su
topología es menos fina que el espacio X . Sea x ∈ X ′. Sea Fx el filtro de vecindades abiertas de x en
X ′. Sea Gx el filtro abierto generado por Fx en X . Entonces aX(Gx) = {x}. Por lo tanto, Gx converge
a x en X . Esto se cumple para cada x ∈ X . Sea U ⊆ X abierto no vacío en X , y sea z ∈U . Entonces
U ∈ Gz y como Gz está generado por Fz, existe V ∈Fz tal que z ∈ V ⊆U . Por lo tanto U es abierto
en X ′, ya que V es abierto en X ′. Por lo tanto X y X ′ tienen la misma topología. Por lo tanto X es un
minimal Hausdorff.

�

Corolario 3.6.3. 1. Un espacio es compacto si y sólo si es minimal Hausdorff y Urysohn.

2. El producto topológico de espacios no vacíos es minimal Hausdorff si y sólo si cada espacio
coordenada es minimal Hausdorff.

3. Un espacio X es H-cerrado si y sólo si Xs es un minimal Hausdorff.

4. Sea Y ∈H (X). Entonces Ys es una extensión minimal Hausdorff de Xs.

Demostración. 1. Por el Corolario 2.5.2 y por la Proposición 3.6.2, X es compacto si y sólo si X
es H-cerrado, semiregular y Urysohn si y sólo si X es minimal Hausdorff y Urysohn.

2. Es consecuencia de las Proposiciones 1.2.14 y 2.1.6.

3. Por la Proposición 2.4.2 (8), y por la Proposición 1.2.9 (4) el espacio X es H-cerrado, si y sólo
si Xs es H-cerrado y semiregular si y sólo si Xs es minimal Hausdorff.

4. Es consecuencia de (3) y de la Proposición 1.2.13 (2).
�

Proposición 3.6.4. 1. Un espacio puede ser encajado densamente en un espacio minimal Haus-
dorff si y sólo si éste es semiregular.

2. Cualquier espacio puede ser encajado en un subespacio cerrado y denso en niguna parte de un
espacio minimal Hausdorff.

Demostración. 1. Demostremos la necesidad. Es consecuencia de que la semiregularidad se he-
reda a subespacios densos, véase la Proposición 1.2.13.

Ahora demostremos la suficiencia. Si X es semiregular, entonces Xs está encajado densamente en
(κX)s y dado que X = Xs y (κX)s es un espacio minimal Hausdorff, entonces X está encajado en un
espacio minimal Hausdorff.

2. Por las Proposiciones 1.2.16 y 1.2.17, cualquier espacio X puede ser encajado en un subespacio
cerrado y denso en ninguna parte de un espacio semiregular Y , y κY puede ser encajado en un subes-
pacio denso en ninguna parte de un espacio semiregular Z. Por (1), Z está encajado densamente en un
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espacio minimal Hasudorff W . Es claro que intW X = /0. Como X es cerrado y denso en ninguna parte
en Y , entonces por la Proposición 3.3.9 (5) X es cerrado en κY . Por otro lado, κY es un H-cerrado en
W , lo que implica que κY sea un cerrado en W . Por lo tanto X es cerrado en W . Por lo tanto X es un
subespacio cerrado y denso en niguna parte del espacio W .

�

Definición 3.6.5. Sea X un espacio semiregular. Entonces su extensión minimal Hausdorff (κX)s
es denotada por µX y es llamada la extensión Banaschewski-Fomin-Šanin de X . El conjunto de las
extensiones minimal Hausdorff del espacio X es denotado por M(X).

Por el Corolario 3.6.3 (4) y la Proposición 3.6.2, µX ∈H (X), con X semiregular. Ahora veamos
como se relacionan µX , σX y κX .

Proposición 3.6.6. Sea X un espacio semiregular. Entonces µX � σX � κX .

Demostración. Por la Proposición 3.2.4, RO(κX)⊆ {oU : U es abierto en κX}. Es decir µX �
σX . Evidentemente σX � κX .

�

Dado un espacio semiregular X , las extensiones µX , σX y κX son extensiones no necesariamente
equivalentes por pares, como veremos más adelante. Ahora veamos algunas propiedades de µX .

Proposición 3.6.7. Sea X un espacio semiregular. Entonces

1. {oU : U ∈RO(X)} es una base para µX .

2. clµX [oU ] = oU ∪ clXU para U ∈RO(X).

3. clµX [FrXU ] = FrXU si U ∈RO(X).

4. µX \X = σX \X .

5. (µX \X)\oU = o(X \ clXU)\X si U ∈RO(X).

Demostración. 1. Sabemos que RO(κX) es una base de (κX)s = µX y como ya vimos en la
Proposición 3.2.4 RO(κX) = {oU : U ∈RO(X)}.

2. Por las Proposiciones 1.2.9 (1), 3.4.4 (1) y 3.2.4 y dado que U es abierto en κX . Tenemos

clµX [oU ] = cl(κX)s[oU ] = clκX [oU ] = clκX [o(intX clXU)] = clκX [intκX clκXU ] = clκXU = clXU ∪oU.

3. Afirmamos que clµX [oU ]∩clµX [o(X \clXU)] = FrXU . Es claro que oU ∩o(X \clXU) = o(U ∩
(X \ clXU)) = o /0 = /0, lo que implica

clXU∩o(X \clXU) = (clXU∩X)∩o(X \clXU) = clXU∩(X∩o(X \clXU)) = clXU∩(X \clXU) = /0,

y de igual manera tenemos oU ∩ clX(X \ clXU) = /0. Por lo tanto,

clµX [oU ]∩ clµX [o(X \ clXU)] = (oU ∪ clXU)∩ (o(X \ clXU)∪ clX(X \ clXU))

= [(oU ∪ clXU)∩o(X \ clXU)]∪ [(oU ∪ clXU)∩ clX(X \ clXU)]

= [clXU ∩o(X \ clXU)]∪ [clXU ∩ clX(X \ clXU)]

= FrXU.
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Por lo tanto FrXU es cerrado en µX , por ser la intersección de cerrados de µX . Es decir clµX [FrXU ] =
FrXU .

4. Como µX = (κX)s, entonces µX y σX tienen el mismo conjunto base. Por otro lado, {oU \X :
U es abierto en X} es una base para σX \X . De igual manera, el conjunto {oU \X : U ∈ RO(X)}
es una base para µX \X . Por la Proposición 3.4.4 (2) se tiene que {oU \X : U es abierto en X} =
{oU \X : U ∈RO(X)}. Por lo tanto µX \X = σX \X .

5. Es consecuencia de la Proposición 3.4.4 (5) y de (4).
�

Proposición 3.6.8. Sea X un espacio. Entonces existe una función biyectiva F : κX → µ(Xs) tal
que F�X es la función identidad IdX : X → Xs.

Demostración. Sea j := IdX : X → Xs, entonces j es continua. Afirmamos que j es un p-mapeo.
Sea Q una p-cubierta de Xs, entonces existe una subfamilia finita S ⊆Q tal que

⋃
S es denso en Xs.

Es claro que
⋃

S es denso en X , ya que si
⋃

S no fuera denso en X , entonces intX [X \
⋃

S ] 6= /0 y
como intX [X \

⋃
S ] ∈RO(X) implica que

⋃
S no es denso en Xs, lo cuál es una contradicción. Por

lo tanto
⋃

S es denso en X . Entonces j−1[Q] es una p-cubierta en X . Por lo tanto j es un p-mapeo.

Por el Teorema 3.3.13 existe κ j : κX → κ(Xs) la extensión continua de j. Como j[X ] = Xs y
κ j[κX ] es un H-cerrado de κ(Xs) que contiene a Xs. Entonces κ j[κX ] = κ(Xs), es decir, κ j es una
función suprayectiva. Veamos ahora que κ j es una función inyectiva.

Sea U ∈ κX \X y sea

G [U ] := {V ⊆ Xs : V es abierto en Xs y U ⊆V para algún U ∈U }.

Como consecuencia del Teorema 3.3.13, G [U ] es un ultrafiltro abierto en Xs. Por otro lado, como
U es libre y R(X) = R(Xs), entonces G [U ] es libre en Xs. Por lo tanto κ j(U ) = G [U ]. Basta de-
mostrar que κ j es inyectiva en κX \X .

Sean U ,V ∈ κX \ X con U 6= V . Entonces existen U ∈ U y V ∈ V tales que U ∩V = /0.
Entonces intX clXU ∈ G [U ] y intX clXV ∈ G [V ] y además intX clXU ∩ intX clXV = /0. Por lo tanto
κ j(U ) = G [U ] 6= G [V ] = κ j(V ). Por lo tanto κ j es inyectiva.

Por lo tanto κ j es una función continua y biyectiva. Como la función identidad Id : κ(Xs)→ µ(Xs)
es continua, F := Id ◦κ j : κX → µ(Xs) es una función continua y biyectiva tal que F�X es la función
identidad que va de X en Xs.

�

Proposición 3.6.9. Sea X un espacio, y sean Y1,Y2 ∈H (X). Entonces las siguientes proposicio-
nes son equivalentes.

1. Existe un Θ-homeomorfismo F : Y1→ Y2 tal que F�X = IdX .

2. (Y1)s ≡Xs (Y2)s.

Demostración. Demostremos la necesidad. Sea F : Y1→Y2 un Θ-homeomorfismo tal que F�X =
IdX . Sean IdY1 :Y1→ (Y1)s y IdY2 :Y2→ (Y2)s las funciones identidades, las cuales son Θ-homeomorfismo
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por la Proposición 2.4.2 (7). Entonces F = IdY2 ◦F ◦ Id−1
Y1

: (Y1)s→ (Y2)s es un Θ-homeomorfismo,
como consecuencia de las Proposición 2.4.2 (1). Basta demostrar que F : (Y1)s→ (Y2)s es una función
cerrada.

Sea Z := (Y1)s y sea Y := (Y2)s, con el fin de simplificar la notación. Afirmamos que F [clZU ] es
un cerrado en Y para cualquier abierto U en Z.

Sea U abierto en Z. Entonces clZU es un H-cerrado porque Y es H-cerrado, en particular clZU
es un H-conjunto en Z. Como F es Θ-continua, entonces por la Proposición 2.4.3 F [clZU ] es un H-
conjunto en Y . Por la Proposición 2.3.2, F [clZU ] es cerrado en Y .

Como {clZU : U es abierto en Z} es una base cerrada en Z, ya que Z es semiregular, F : Z→Y es
una función cerrada. De manera análoga se demuestra que F−1 : Y → Z es una función cerrada. Por
lo tanto F : Z→ Y es un homeomorfismo tal que F�Xs = IdXs . Por lo tanto (Y1)s ≡Xs (Y2)s.

Ahora demostremos la suficiencia. Sea F : (Y1)s→ (Y2)s un Θ-homeomorfismo tal que F�Xs = IdXs .
Las funciones identidades IdY1 : Y1→ (Y1)s y IdY2 : Y2→ (Y2)s son Θ-homeomorfismos. Por lo tanto
F = Id−1

Y2
◦F ◦ IdY1 : Y1→ Y2 es un Θ-homeomorfismo tal que F�X = IdX .

�

Por las Proposiciones 3.6.9 y 3.4.5, si X es un espacio semiregular, entonces µX ≡X (σX)s.

Corolario 3.6.10. Sea X un espacio semiregular. Entonces µX ≡X σX si y sólo si σX es semire-
gular.

Demostración. Como µX ≡X (σX)s. Entonces µX ≡X σX si y sólo si σX ≡X (σX)s si y sólo si
σX es semiregular.

�

Definición 3.6.11. Sea A un conjunto cerrado de un espacio X . Decimos que A es regularmente
denso en ninguna parte en X si existen abiertos ajenos U y V en X tales que A⊆ clXU ∩ clXV .

Proposición 3.6.12. Sea X un espacio semiregular. Las siguientes proposiciones son equivalentes.

1. µX es compacto.

2. κX es Urysohn.

3. X es Tychonoff y cualquier conjunto regularmente denso en ninguna parte en X es compacto.

Demostración. [1⇔ 2] Es consecuencia de la Proposición 2.5.11.

[1⇒ 3] Como µX es una extensión H-cerrada y Urysohn, entonces, por el Corolario 3.1.4, Xs
es Tychonoff, y como X es semiregular, X = Xs. Por lo tanto X es Tychonoff. Por otro lado, sea
A ⊆ X un conjunto regularmente denso en ninguna parte en X , entonces existen abiertos ajenos U y
V en X tales que A ⊆ clXU ∩ clXV . Por la Proposición 3.3.9 (2) (clκXU ∩ clκXV ) \X = /0. Es decir
clκXU ∩ clκXV ⊆ X . Por lo tanto,

A⊆ clXU ∩ clXV = (clκXU ∩X)∩ (clκXV ∩X) = (clκXU ∩ clκXV )∩X = clκXU ∩ clκXV.
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Por la Proposición 1.2.9 (1), clκXU ∩clκXV = clµXU ∩clµXV . Entonces clµXU ∩clµXV = clXU ∩
clXV es compacto ya que µX es compacto. Como A⊆ clXU ∩clXV ⊆ X y A es cerrado en X , entonces
A es cerrado en el compacto clXU ∩ clXV . Por lo tanto A es compacto.

[3⇒ 2] Sean p,q ∈ κX con p 6= q.

Caso 1. Supongamos que p,q ∈ X . Entonces existen vecindades abiertas ajenas U y V de p y q
respectivamente en X . Supongamos que clXU ∩clXV 6= /0. Sea A := clXU ∩clXV . Entonces A es regu-
larmente denso en ninguna parte en X . Por lo tanto A es compacto. Además, {p,q}∩A = /0. Entonces
existen abiertos ajenos W0 y W1 en X tales que A⊆W0 y {p,q} ⊆W1.

Sean U0 :=U ∩W1 y V0 :=V ∩W1 los cuales son abiertos ajenos tales que p ∈U0 y q ∈V0. Afir-
mamos que clXU0∩ clXV0 = /0.

Tenemos que clXU0∩ clXV0 ⊆ A y clXW1∩W0 = /0. Como A⊆W0. Entonces

clXU0∩ clXV0 = (clXU0∩ clXV0)∩A⊆ clXW1∩W0 = /0.

Por lo tanto clXU0∩ clXV0 = /0. Por la Proposición 3.3.9 (3), clκXU0∩ clκXV0 = /0.

Caso 2. Supongamos que p ∈ X y q ∈ κX \X . Entonces existen U ⊆ X abierto en X tal que p ∈U
y V ∈ q tal que V ∩U = /0. Supongamos que clXU ∩ clXV 6= /0. Sea A := clXU ∩ clXV , entonces A
es regularmente denso en ninguna parte en X . Por lo tanto A es compacto. Por otro lado, como X es
regular y A es compacto, existe W ⊆ X abierto en X tal que p ∈W y clXW ∩A = /0.

Sea U0 :=U ∩W . Afirmamos que clXU0∩ clXV = /0.

Como clXU0∩ clXV ⊆ A, entonces

clXU0∩ clXV = (clXU0∩ clXV )∩A⊆ clXU0∩A⊆ clXW ∩A = /0.

Por lo tanto clXU0∩ clXV = /0. Por la Proposición 3.3.9 (3), clκXU0∩ clκXV = /0. Como clκX [V ∪
{q}] = clκXV ∪{q}, clκXU0∩ clκX [V ∪{q}] = /0.

Caso 3. Supongamos que p,q∈ κX \X . Entonces existen U ∈ p\q y V ∈ q\ p tales que U∩V = /0.
Supongamos que clXU ∩ clXV 6= /0. Sea A := clXU ∩ clXV , entonces A es regularmente denso en
ninguna parte en X . Por lo tanto A es compacto. Como p es un ultrafiltro abierto libre, es decir,
aX(p) =

⋂
W∈p clXW = /0. Entonces X =

⋃
W∈p X \ clXW . Como A es compacto, existe una subfami-

lia finita S ⊆ p tal que A ⊆
⋃

W∈S X \ clXW . Entonces
⋂

W∈S clXW ∩A = /0, lo cual implica que
clX [

⋂
S ]∩A = /0.

Afirmamos que clX [
⋂

S ∩U ]∩ clXV = /0.

Como clX [
⋂

S ∩U ]∩ clXV ⊆ A, entonces

clX
[⋂

S ∩U
]
∩clXV =

(
clX
[⋂

S ∩U
]
∩ clXV

)
∩A⊆ clX

[⋂
S ∩U

]
∩A⊆ clX

[⋂
S
]
∩A = /0.

Por lo tanto clX [
⋂

S ∩U ]∩ clXV = /0. Por la Proposición 3.3.9 (3), clκX [
⋂

S ∩U ]∩ clκXV = /0.
Es claro que

⋂
S ∩U ∈ p; es decir, (

⋂
S ∩U)∪{p} es una vecindad abierta de p. Además

clκX

[(⋂
S ∩U

)
∪{p}

]
= clκX

[⋂
S ∩U

]
∪{p} y clκX [V ∪{q}] = clκXV ∪{q}.
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Por lo tanto clκX [(
⋂

S ∩U)∪{p}]∩ clκX [V ∪{q}] = /0.

Por lo tanto κX es Urysohn.

�

Proposición 3.6.13. µQ y µR no son compactos.

Demostración. Sea Z el conjunto de los números enteros. Afirmamos que Z es regularmente
denso en niguna parte en Q y R.

Sea U :=
⋃

n∈Z(2n,2n+ 1)∩Q y sea V :=
⋃

n∈Z(2n+ 1,2n)∩Q. Entonces U y V son abierto
ajenos en Q tales que clQU ∩clQV = Z. Por lo tanto Z es regularmente denso en ninguna parte en Q,
de manera análoga se denuestra que Z es regularmente denso en ninguna parte en R. Como Z no es
compacto, por la Proposición 3.6.13, µQ y µR no son compactos.

�

Nuevamente recapitulemos el estudio de las extensiones H-cerradas de N. Como primera obser-
vación tenemos que µN existe, ya que N es semiregular. Como segunda observación tenemos que
ℵ0 ≤ |κN \N|. Entonces por el Teorema 3.4.18, σN y κN son extensiones no equivalentes con res-
pecto a N. Naturalmente surge la pregunta de cómo se relacionan las extensiones H-cerradas µN y
σN. De manera más explicita uno se pregunta si µN y σN son extensiones H-cerradas equivalentes
con respecto a N, o no son equivalentes. La siguiente proposición da respuesta a esta pregunta.

Proposición 3.6.14. µN≡N σN.

Demostración. Como N es un espacio discreto, cada abierto U en N pertenece a RO(N). Por la
Proposición 3.2.4, tenemos que

RO(κN) = {oU : U es abierto en κX}.

Por lo tanto µN≡N σN.

�

Proposición 3.6.15. µN es compacto.

Demostración. Por la Proposición 3.3.12, κN es Urysohn, y por la Proposición 3.6.12, µN es
compacto.

�

Proposición 3.6.16. κN\N es un H-conjunto en κN.

Demostración. Como µN es compacto, basta demostrar que µN\N es cerrado en µN. Sea n∈N,
entonces {n} ∈RO(κN) es una vecindad abierta de n en µN. Por lo tanto, el conjunto N es abierto
en µN, lo que implica que µN\N es un conjunto cerrado en µN y por lo tanto µN\N es compacto.
Por la Proposición 2.6.13, κN\N es un H-conjunto en κN.

�
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Más aún, a partir de la Proposición 2.6.13, podemos caracterizar a todos los subespacios compac-
tos de µN a partir de los H-conjuntos de κN.

Sabemos por la Proposición 3.1.14, que todo subconjunto S de E[X ] tiene un máximo proyectivo.
En particular M(X), definido en 3.6.5, tiene un máximo proyectivo. Desafortunadamente, el máximo
proyectivo de M(X) no necesariamente es un elemento del mismo, a pesar de que µX es un buen
candidato para ser el máximo proyectivo de M(X).

Por ejemplo, µN no es el máximo proyectivo de M(N), ya que µN,X ∈M(N) y como µN es
compacto y X no lo és, entonces X � µN. Sin embargo, si el máximo proyectivo de M(X) es un
elemento del mismo, entonces éste es µX , como lo indica la siguiente proposición.

Proposición 3.6.17. Sea X un espacio semiregular. Si el máximo proyectivo de (M(X),�) es un
elemento de M(X), éste es µX .

Demostración. Sea Z el máximo proyectivo de M(X) tal que Z ∈M(X); es decir, Z es una
extensión H-cerrada y semiregular de X . Entonces existe G : Z → µX tal que G�X = IdX . Por otro
lado existe F : κX → Z tal que F�X = IdX , ya que Z es una extensión H-cerrada de X . Por lo tanto
G ◦F : κX → µX es una función continua que extiende a la función identidad de X . Otra función
que extiende de manera continua a la función IdX es la función IdκX : κX → µX . Por la Proposición
3.1.9, G◦F = IdκX , es decir F es inyectiva. Por la Proposición 3.3.7, F es biyectiva.

Afirmamos que F−1 = G : Z→ κX es Θ-continua.

Como G : Z→ µX es continua, en particular G es Θ-continua. Por otro lado, IdκX : κX → µX es
un Θ-homeomorfismo, por la Proposición 2.4.2 (7). Entonces G = Id−1

κX ◦G : Z→ κX , es Θ-continua,
por ser la composición de funciones Θ-continuas.

Por lo tanto F : κX → Z es un Θ-homeomorfismo. Por la Proposición 3.6.11 µX ≡Xs Zs. Como X
y Z son semiregulares, µX ≡X Z.

�

Otra observación importante es la siguiente. Dado un espacio Tychonoff X , el conjunto de las
compactaciones del espacio X , denotado por K (X), es no vacío. Por la Proposición 1.2.11, Z � µX
para cada Z ∈K (X). Si µX es compacto, entonces µX =

∨
K (X). A

∨
K (X) se le conoce como

la compactación de Stone-Čech del espacio X , el cuál es denotado como βX .

Por último demostraremos que existe un espacio X tal que µX 6≡X σX . Consideremos al conjunto
de los números reales, R, con su topología usual τ(R).

Definición 3.6.18. 1. Denotemos al conjunto de todos los ultrafiltros abiertos de R por θR. Si
U ∈ τ(R), definimos

0(U) := {U ∈ θR : U ∈U }.

2. Denotemos al conjunto de todos los ultrafiltros abiertos que convergen en R por ER. Es decir

ER= {U ∈ θR : a(U ) 6= /0}.

Lema 3.6.19. Sean U,V ∈ τ(R). Entonces,
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1. 0(U) = /0 si y sólo si U = /0.

2. 0(U ∩V ) = 0(U)∩0(V ).

3. θR\0(U) = 0(R\ clRU). En particular 0(U) = 0(intR[clRU ]).

4. 0(U) = θR si y sólo si U es denso en R. En particular 0(R) = θR.

5. {0(U) : U ∈ τ(R)} es una base abierta para alguna topología Hausdorff en θR.

Demostración. 1. Es claro que si U = /0, entonces 0(U) = /0. Por otro lado, si U es un abierto no
vacío enR, sea x∈U . Como el conjunto de vecindades abiertas de x enR es una base de filtro abierto,
entonces existe un ultrafiltro abierto U que converge a x. Por lo tanto U ∈U . Es decir, 0(U) 6= /0 si
U es un abierto no vacío.

2. U ∈ 0(U ∩V ) si y sólo si U ∩V ∈ U si y sólo si U ∈ U y V ∈ U si y sólo si U ∈ 0(U) y
U ∈ 0(V ) si y sólo si U ∈ 0(U)∩0(V ).

3. Por (1) y (2) tenemos que 0(U)∩0(R\clRU) = /0. Entonces 0(R\clRU)⊆ θR\0(U). Por otro
lado, si U ∈ θR \ 0(U), entonces U /∈ U . Como U es un ultrafiltro abierto, R \ clRU ∈ U . Por lo
tanto U ∈ 0(R\ clRU). Por lo tanto θR\0(U) = 0(R\ clRU).

4. U es un abierto denso en R si y sólo si clRU = R si y sólo si R \ clRU = /0 si y sólo si
0(R\ clRU) = /0 y por (3) tenemos que θR\0(U) = /0 si y sólo si 0(U) = θR.

5. Por (1), (2) y (4) {0(U) : U ∈ τ(R)} es una base abierta para alguna topología. Veamos que esta
topología es Hausdorff. Sean U ,V ∈ θR con U 6=V . Como U y V son maximales, entonces existen
U ∈ U y V ∈ V tal que U ∩V = /0. Por lo tanto U ∈ 0(U) y V ∈ 0(V ) además 0(U)∩ 0(V ) = /0,
como consecuencia de (1) y (2).

�

Entonces a ER le concedemos la topología heredada por la topología de θR. Es decir, {0(U)∩
ER : U ∈ τ(R)} es una base abierta de ER.

Definición 3.6.20. Decimos que un espacio X es 0-dimensional si el conjunto de subconjuntos
de X que son abiertos y cerrados a la vez forman una base abierta de X . Denotamos al conjunto de
subconjuntos de X que son abiertos y cerrados a la vez como B(X).

Por la Proposición 3.6.19 (3) {0(U) : U ∈ τ(R)} es una base de subconjuntos que son abiertos y
cerrados a la vez en θR. Esto no implica de manera directa que θR sea 0-dimensional. Se tiene que
demostrar que B(θR) es una base abierta en θR. En la siguiente proposición demostraremos, que en
efecto, θR es 0-dimensional, más aún, se demostrará que B(θR) = {0(U) : U ∈ τ(R)}.

Proposición 3.6.21. 1. Si {Ui : i ∈ I} ⊆ τ(R), entonces clθR [
⋃

i∈I 0(Ui)] = 0(
⋃

i∈I Ui).

2. B(θR) = {0(U) : U ∈ τ(R)}.

3. θR es un compacto 0-dimensional.
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4. ER es un subespacio denso y 0-dimensional en θR.

Demostración. 1. Es claro que si U y V son abiertos enR tales que U ⊆V , entonces 0(U)⊆ 0(V ).
Por lo tanto

⋃
i∈I 0(Ui)⊆ 0(

⋃
i∈I Ui). Como 0(

⋃
i∈I Ui) es cerrado en θR, entonces clθR [

⋃
i∈I 0(Ui)]⊆

0(
⋃

i∈I Ui). Por otro lado, sea U ∈ 0(
⋃

i∈I Ui) y sea 0(V ) una vecindad abierta de U en θR, donde
V ∈ τ(R). Entonces 0(

⋃
i∈I Ui)∩ 0(V ) 6= /0 y 0(

⋃
i∈I Ui)∩ 0(V ) = 0((

⋃
i∈I Ui)∩V ). Entonces existe

i0 ∈ I tal que Ui0 ∩V 6= /0, esto implica que 0(Ui0)∩0(V ) 6= /0. Por lo tanto U ∈ clθR [
⋃

i∈I 0(Ui)]. Por
lo tanto clθR [

⋃
i∈I 0(Ui)] = 0(

⋃
i∈I Ui).

2. Basta demostrar que para cada B ∈B(θR) existe U ∈ τ(R) tal que B = 0(U). Sea B ∈B(θR).
Como B es abierto en θR existe una familia {Ui : i ∈ I} ⊆ τ(R) tal que B =

⋃
i∈I 0(Ui). Por (1) tene-

mos que B = clθRB = clθR [
⋃

i∈I 0(Ui)] = 0(
⋃

i∈I Ui). Por lo tanto U =
⋃

i∈I Ui es el abierto buscado
en R que cumple B = 0(U).

3. Por (2), θR es 0-dimensional. Ahora demostremos que θR es compacto. Como {0(U) : U ∈
τ(R)} es una base abierta de θR, basta demostrar que cualquier cubierta abierta formada por ésta
colección, tiene una subcubierta finita que cubre a θR. Sea {Ui ⊆ R : i ∈ I} una familia de conjuntos
abiertos enR tales que θR=

⋃
i∈I 0(Ui). Supongamos que θR\

⋃
i∈F 0(Ui) 6= /0 para cada F ⊆ I finito.

Entonces, para cada F ⊆ I finito,
⋃

i∈F 0(Ui) es cerrado, por ser la unión fintita de cerrados, y por (1),
0(
⋃

i∈F Ui)=
⋃

i∈F 0(Ui), además por la Proposición 3.6.19 (3), θR\0(
⋃

i∈F Ui)= 0(R\clR[
⋃

i∈F Ui]).
Es decir, θR\

⋃
i∈F 0(Ui) = 0(R\clR[

⋃
i∈F Ui]) para cada F ⊆ I finito. Por lo tanto {R\clR[

⋃
i∈F Ui] :

F ⊆ I es finito} es una familia de conjuntos abiertos no vacíos con la p.i.f., entonces existe un ul-
trafiltro abierto U en R que contiene a esta familia. Es claro que Ui /∈ U para cada i ∈ I; es decir
U ∈ θR\

⋃
i∈I 0(Ui) lo cuál es una contradicción. Por lo tanto ER es compacto.

4. Es evidente que la propiedad 0-dimensional es hereditaria, se sigue que ER es 0-dimensional.
Sea U ⊆R un abierto no vacío enR y sea x∈U . Entonces existe un ultrafiltro abierto U que converge
a x, lo que implica que U ∈U . Por lo tanto 0(U)∩ER 6= /0. Por lo tanto ER es un subespacio denso
en θR.

�

Proposición 3.6.22. µ(ER) es compacto.

Demostración. Como θR es una compactación de ER, ER es Tychonoff. Sean A y B abiertos
ajenos no vacíos en ER. Entonces A =

⋃
i∈I 0(Ui)∩ER y B =

⋃
i∈J 0(Vi)∩ER donde Ui y Vi son

abiertos en R para cada i ∈ I∪ J. Entonces,

clERA = clER

[⋃
i∈I

0(Ui)∩ER

]
= clθR

[⋃
i∈I

0(Ui)∩ER

]
∩ER

⊆ clθR

[⋃
i∈I

0(Ui)

]
∩ER= 0

(⋃
i∈I

Ui

)
∩ER= A.

Por lo tanto clERA = A. Análogamente clERB = B. Como A y B son ajenos, clERA∩ clERB = /0.
Por la Proposición 3.6.12, µ(ER) es compacto.

�

Definición 3.6.23. 1. Sea x ∈ R. Denotamos al conjunto de las vecindades abiertas de x en R co-
mo Vx. Es decir, Vx = Nx∩ τ(R), recordemos por la Definición 1.1.16 (2) que Nx es el conjunto de



89 3.6. LA EXTENSIÓN DE BANASCHEWSKI µX

vecindades de x.

2. Para cada U ∈ ER definimos kR(U ) como el único elemento de aR(U ), el cuál existe por
la Proposición 1.1.17. Por lo tanto, kR : ER→ R define una función. Más aún, kR es una función
suprayectiva, ya que para cada x ∈R el conjunto de vecindades abiertas de x, Vx en R forma una base
de filtro abierto. Por lo tanto, existe un ultrafiltro abierto G que converge a x, como G es ultrafiltro
abierto se tiene que cR(U ) = aR(G ). Esto implica que kR sea una función suprayectiva.

3. Sean X , Y espacios. Decimos que una función cerrada y suprayectiva F : X → Y es irreducible
si para cualquier subconjunto cerrado propio A( X , F [A] 6= Y .

Proposición 3.6.24. Sea U ∈ τ(R) y x ∈ R. Entonces se cumple lo siguiente,

1. kR[0(U)∩ER] = clRU .

2. k−1
R [{x}]⊆ 0(U) si y sólo si x ∈ intR[clRU ].

3. k−1
R [{x}] es compacto.

4. kR es una función continua e irreducible.

5. k−1
R [N] es un subespacio cerrado no compacto y denso en ninguna parte de ER.

Demostración. 1. Sea U ∈ 0(U)∩ER, entonces U ∈ U y kR(U ) ∈ aR(U ) ⊆ clRU . Es decir
kR[0(U)∩ER] ⊆ clRU . Por otro lado, si x ∈ clRU . Como Vx ∪{U} tiene la p.i.f., entonces la base
de filtro abierto generada por las intersecciones finitas de Vx ∪{U} está contenida en un ultrafiltro
abierto U . Por lo tanto U ∈ θR y Vx ⊆ U . Esto implica que kR(U ) ∈ aR(U ) = {x}. Es decir
x ∈ kR[0(U)∩ER]. Por lo tanto kR[0(U)∩ER] = clRU .

2. Demostremos la necesidad. Si k−1
R [{x}] ⊆ 0(U). Esto quiere decir que cada ultrafiltro abierto

U que converge a x contiene a U . Supongamos que x /∈ intR[clRU ]. Entonces x ∈ clR[R\ clRU ]. Por
lo tanto existe un ultrafiltro abierto F que converge a x tal que Vx∪{R\ clRU} ⊆F . Lo cuál es una
contradicción ya que {U,R\ clRU} ⊆F . Por lo tanto x ∈ intR[clRU ].

Ahora demostremos la suficiencia. Sea x∈ intR[clRU ] y sea U ∈ k−1
R [{x}]. Entonces intR[clRU ]∈

U , es decir R\ clRU /∈U . Por lo tanto U /∈ 0(R\ clRU) = θR\0(U). Por lo tanto U ∈ 0(U).

3. Basta demostrar que k−1
R [{x}] es cerrado en θR. Sea U ∈ θR\k−1

R [{x}]; es decir, U no convege
a x. Entonces existe U ∈ Vx tal que U /∈U , por (2) k−1

R [{x}]⊆ 0(U). Por otro lado, U ∈ θR\0(U) =

0(R\ clRU). Por lo tanto k−1
R [{x}] es cerrado en θR.

4. Veamos primero que kR es una función continua. Basta demostrar que kR es una función Θ-
continua, ya que R es regular. Sea U ∈ ER y sea U ∈ τ(R) tal que kR(U ) ∈U . Entonces U ∈U , lo
que implica que U ∈ 0(U). Entonces por (1), kR[clER[0(U)∩ER]] = kR[0(U)∩ER]⊆ clRU . Por lo
tanto kR es Θ-continua. Como R es regular, por la Proposición 2.4.2 (3) kR es continua.

Veamos ahora que kR es una función cerrada. Sea A un subconjunto cerrado de ER. Sea x ∈ R \
kR[A]. Como k−1

R [{x}]∩A= /0, para cada U ∈ k−1
R [{x}] existe un abierto U ⊆R enR tal que U ∈ 0(U)

y 0(U)∩A = /0, estos 0(U) forman una cubierta abierta en k−1
R [{x}] y como k−1

R [{x}] es compacto,
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existen abiertos U1,U2, ...,Un en R tales que k−1
R [{x}]⊆ [

⋃n
i=1 0(Ui)]∩ER⊆ ER\A. Por la Proposi-

ción 3.6.21 (1)
⋃n

i=1 0(Ui) = clθR [
⋃n

i=1 0(Ui)] = 0(
⋃n

i=1Ui). Es decir, k−1
R [{x}]⊆ 0(U)∩ER⊆ER\A

donde U =
⋃n

i=1Ui. Por lo tanto A⊆ER\0(U)= 0(R\clRU)∩ER y por (1), kR[A]⊆ clR[R\clRU ] =
R\ intR[clRU ]. Por (2), x∈ intR[clRU ] el cuál es un abierto ajeno a kR[A]. Por lo tanto kR[A] es cerrado
en R.

Por último veamos que kR es irreducible. Sea A un subconjunto cerrado y propio de ER. Entonces
existe un abierto no vacío U en τ(R) tal que A⊆ ER\0(U). Como ER\0(U) = 0(R\ clRU)∩ER,
entonces kR[A]⊆ clR[R\ clRU ]⊆ R\U . Por lo tanto, kR es irreducible.

5. Como N es cerrado en R y kR es continua, entonces k−1
R [N] es un conjunto cerrado el cuál no

es compacto, ya que si lo fuera, como kR es suprayectiva, kR[k−1
R [N]] = N sería compacto, lo cuál es

una contradicción.

Veamos ahora que k−1
R [N] es denso en niguna parte en ER. Basta demostrar que intERk−1

R [N] = /0.
Supongamos que intERk−1

R [N] 6= /0. Afirmamos que intRkR[intERk−1
R [N]] 6= /0. En efecto, sea W =

intERk−1
R [N]. Como kR es irreducible, entonces R \ kR[ER \W ] es un abierto no vacío en R tal que

R\kR[ER\W ]⊆ kRW . Por lo tanto intRkR[intERk−1
R [N]] 6= /0. Por lo tanto /0 6= intRkR[intERk−1

R [N]]⊆
intRkR[k−1

R [N]] = intRN, lo cuál es una contradicción. Por lo tanto intERk−1
R [N] = /0.

Por lo tanto, k−1
R [N] es un subespacio cerrado no compacto y denso en ninguna parte de ER.

�

Teorema 3.6.25. µ(ER) 6≡ER σ(ER) y σ(ER) 6≡ER κ(ER).

Demostración. Como µ(ER) es compacto, basta demostrar que σ(ER) no es compacto. Afirma-
mos que k−1

R [N] es un subespacio cerrado no compacto en σ(ER). Es claro que, k−1
R [N] no es com-

pacto en σ(ER), ya que k−1
R [N] no es compacto en ER. Veamos que k−1

R [N] es cerrado en σ(ER).
Como k−1

R [N] es un subespacio cerrado y denso en ninguna parte en ER, entonces ER \ k−1
R [N] es

un subespacio abierto y denso en ER. Por lo tanto, ER \ k−1
R [N] ∈ U para cada U ∈ σ(ER) \ER.

Entonces oσ(ER)(ER\k−1
R [N]) = (σ(ER)\ER)∪(ER\k−1

R [N]). Es decir, ER\k−1
R [N] es un cerrado

en σ(ER). Por lo tanto σ(ER) no es compacto. Por lo tanto µ(ER) 6≡ER σ(ER)

Veamos ahora que σ(ER) 6≡ER κ(ER). Sea T1 = {2n : n ∈ N}. Como N\T1 es numerable, existe
una biyección h1 : N→ N\T1. Sea T2 = h1[T1]. Nuevamente (N\T1)\T2 es numerable, y existe una
biyección h2 :N→ (N\T1)\T2. Definimos T3 = h2[T1]. Inductivamente definimos Tn = hn−1[T1]. Sea
Gm = {(n,∞) : n ∈ N}∪{

⋃
n∈Tm

(n− 1,n)}. Es claro que Gn es una familia de abiertos en R con la
p.i.f., entonces existe un ultrafiltro abierto libre Un en R tal que Gn ⊆ Un para cada n ∈ N. Es claro
que Un 6= Um con n 6= m y Un ∈ θR\ER para cada n ∈ N. Entonces OUn

θR es un filtro abierto en ER
para cada n ∈ N. Por lo tanto existe un ultrafiltro abierto libre Un en ER tal que OUn

θR ⊆ Un para cada
n ∈ N. Por lo tanto κ(ER)\ER no es finito. Por lo tanto σ(ER) 6≡ER κ(ER).

�



Apéndice A

Teorema de Alexander

La redacción clásica del Teorema de la subbase de Alexander es:

A.1 Teorema Sea S una subbase de un espacio X . Si cada cubierta de X con elementos de S
tienen una subcubierta finita, entonces X es compacto.

Para su demostración se necesitan los siguientes lemas:

A.2 Lema Si U es un ultrafiltro en X , el conjunto de puntos de acumulación de U coincide con
el conjunto de puntos de convergencia de U .

Demostración. La demostración se puede consultar en la Proposición 7.12. (3) implica (4) del
Libro [2].

�

A.3 Lema Un espacio topológico X es compacto si y sólo si todo ultrafiltro en X converge a un
punto de X .

Demostración. La demostración se puede consultar en la Proposición 7.12. (1) si y sólo si (4) del
Libro [2].

�

Recordemos que si U es un ultrafiltro de un espacio X , entonces el conjunto de puntos de acumu-
lación de U es

⋂
U∈U clXU .

Demostración del Teorema de Alexander: Supongamos que toda cubierta de X formada por
elementos de S posee una subcubierta finita, y supongamos que X no es compacto. Entonces, exis-
te un ultrafiltro U en X tal que

⋂
U∈U clXU = /0 (véanse los Lemas A.2 y A.3) Probaremos que

para cada x ∈ X existe Sx ∈ S tal que X \ Sx ∈ U . Si x ∈ X , escojamos U ∈ U tal que x 6∈ clXU
(esto sucede ya que

⋂
U∈U clXU = /0). Como S es una subbase, existen S0, . . . ,Sn ∈ S tales que

x ∈
⋂

i≤n Si ⊆ X \ clXU . Para alguna i ∈ {0, ...,n}, debemos tener X \Si ∈U . En efecto, si para cada
i ∈ {0,1, ...,n}, X \ Si 6∈ U , existirían Ui ∈ U tales que (X \ Si)∩Ui = /0 (recordemos que U es un
ultrafiltro). Tomando U∗ =U ∩U0∩ ...∩Un, tendríamos U∗ ∈U y U∗ ⊆ (

⋂
i≤n Si)∩U = /0, una con-

tradicción. En consecuencia, existe alguna i0 ∈ {0,1, ...,n} tal que X \ Si0 ∈ U . Definimos entonces
Sx = Si0 y Ux = X \ Si0 . Entonces la colección {Sx : x ∈ X} es una cubierta de X formada con ele-
mentos de S . Por hipótesis, existen x0, ...,xk ∈ X tales que Sx0 ∪ Sx1 ∪ ·· · ∪ Sxk = X . Pero entonces
Ux0 ∩·· ·∩Uxk = /0, contradiciendo el hecho de que U es un filtro. Por tanto, X es compacto.
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�

Otro resultado clásico sobre espacios compactos es

A.4 Proposición Un espacio X es compacto si y sólo si cualquier familia de cerrados en X con la
propiedad de intersección finita tiene una intersección no vacía.

Demostración. La demostración se puede consultar en la Proposición 7.4 del Libro [2].
�

Una cubierta C es irreducible si para cada C ∈ C , C \{C} no cubre a X .

A.5 Lema Toda cubierta finita de X contiene una subcubierta irreducible.

Demostración. Sea U una cubierta abierta y finita de un espacio X , es decir U := {Ui : i ∈
{1, ...,n}}. Supongamos que U no tiene subcubiertas irreducibles. Como U es una subcubierta de
si misma, existe i1 ∈ {1, ...,n} tal que V1 = U \ {Ui1} es una subcubierta de U . Como U no tiene
subcubiertas irreducibles, existe i2 ∈ {1, ...,n} \ {i1} tal que V2 = U \ {Ui1,Ui2} es una subcubierta
de U . De manera inductiva existe in−1 ∈ {1, ...,n}\{i1, ..., in−2} tal que Vn−1 = U \{Ui1, ...,Uin−1}
es una subcubierta de U . Como U tiene n elementos, esto implica que Vn−1 al ser subcubierta de U
tiene un solo elemento, es decir Vn−1 = {Uin}. Esto implica que Vn−1 es una subcubierta irreducible
de U , lo cual es una contradicción al suponer que U no tiene subcubiertas irreducibles.

Por lo tanto U contiene una subcubierta irreducible.
�

A.6 Lema Si C es una cadena de subconjuntos abiertos que cubre a X y es irreducible, entonces
C = {X}.

Demostración. Sea C una cadena de subconjuntos abiertos que cubre a X . Supongamos que
C 6= {X}. Esto implica que existe A ∈ C tal que A ( X . Sea B ∈ C \ {A}, el cual existe ya que C
cubre a X . Como C es una cadena, entonces A⊆ B o B⊆ A. Supongamos sin pérdida de generalidad
que A⊆ B y sea V = C \{A}.

Afirmamos que V es una subcubierta de C .

En efecto, ya que ⋃
V =

⋃
V ∪B⊇

⋃
V ∪A =

⋃
C = X .

Es decir
⋃

V = X , lo cual es una contradicción ya que C es irreducible. Por lo tanto C = {X}.
�

Otra versión poco conocida del Teorema de Alexander es la siguiente:

A.7 Teorema Las siguientes condiciones en un espacio X son equivalentes:

1. X es compacto;

2. cada cubierta abierta de X contiene una subcubierta irreducible;
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3. cada cadena de cerrados no vacíos en X tiene una intersección diferente del vacío.

Demostración. Las implicaciones 1⇒ 2 y 1⇒ 3 resultan de la Proposición A.4 y del Lema A.5.

Demostremos 2 ⇒ 3. Supongamos que X contiene una cadena de subconjuntos cerrados no va-
cíos, digamos F . Consideremos la colección de abiertos A = {X \F : F ∈ F}. Como

⋂
F = /0,

entonces C cubre a X . Obsérvese además que C es una cadena de subconjuntos abiertos. Por hipóte-
sis, existe D ⊆ C que es una cubierta irreducible. Pero D es una cadena. Por el Lema A.6, X ∈D ; es
decir, existe un elemento en F que es vacío, lo cual es una contradicción.

[3⇒ 2] Supongamos que X contiene una cubierta abierta C que no contiene subcubiertas irre-
ducibles. Sea C la colección de cadenas maximales en C . Dividimos a C en C0 = {D ∈ C : D tiene
un elemento máximo} y C1 = C \C0. Existe un número cardinal κ0 con el que podemos enumerar
exactamente los elementos de C0. Así tenemos: C0 = {Dξ : ξ < κ0}. Para cada Dξ con ξ < κ0, existe
Dξ que es el elemento máximo de Dξ . Nos fijamos en la colección E = {Dξ : ξ < κ0}. La colección
E no cubre a X pues de lo contrario sería una subcubierta irreducible de C . Por lo tanto C1 es no va-
cío. Existe un número cardinal κ1 tal que podemos enumerar los elementos de C1 de manera exacta:
C1 = {Fξ : ξ < κ1}. Para cada ξ < κ1 enumeramos Fξ de manera exacta: {Cξ

η : η < αξ}. Definimos
ahora los siguientes conjuntos abiertos: A0 = D0, y para cada ξ > 0 y ξ < κ0, sea Aξ =

⋃
η<ξ Dη . Sea

Aκ0 =
⋃

ξ<κ0
Dξ ∪C0

0 , y para cada η < α0 sea Aκ0+η =
⋃

ξ<κ0
Dξ ∪

⋃
ζ<η C0

ζ
. Definimos Aκ0+α0 =⋃

ξ<κ0
Dξ ∪

⋃
ζ<α0

C0
ζ

. De esta manera construimos una cadena de subconjuntos abiertos que cubre
a X y carece de subcubiertas abiertas. Resulta entonces que la colección de complementos de los
elementos de esta cubierta abierta es una cadena de subconjuntos cerrados no vacíos con intersección
vacía.

[2⇒ 1] Supongamos que (2) se cumple pero que X no es compacto. Como X no es compacto,
existe una cubierta abierta C que carece de subcubiertas finitas. Sea D la subcubierta irreducible
de C . Resulta que D carece también de subcubiertas finitas, pues si poseyera una, ésta sería una
subcubierta finita de C . Existe un número cardinal κ tal que podemos enumerar a los elementos de
D de modo preciso: D = {Dξ : ξ < κ}. Obsérvese que κ no es un número cardinal finito ya que D
no es una colección finita.

Por recursión, formamos una nueva cubierta abierta de X como sigue: Sea A0 = D0, y para cada
ξ < κ , sea Aξ =

⋃
η≤ξ Dη si ξ es un ordinal finito, y Aξ =

⋃
η<ξ Dη si ξ < κ es un ordinal infinito.

Resulta que A = {Aξ : ξ < κ} es una cubierta abierta de X . Además si η < ζ < κ , Aη ⊆ Aζ , y
Aζ \Aη 6= /0 ya que D es irreducible. Como κ es un ordinal límite, A es una cubierta abierta de X que
es una cadena estrictamente creciente, y por lo tanto carece de subcubierta irreducible, contradiciendo
que cualquier cubierta de X posee una subcubierta irreducible.

�
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