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Introducion

El diagnéstico erréneo de enfermedades neurolbogicas es muy comin. En efecto, existen
muchos desordenes neurologicos, pero una cantidad limitada de sintomas para determi-
nar el desorden con exactitud. Los diagnosticos erroneos pueden provocar consecuencias
severas en la salud del paciente, afectando su ocupacion e interacciones sociales.

La proporcion de diagnosticos incorrectos es, desafortunadamente, alta. Por ejem-
plo, cerca del 20% de nuevos casos de Esclerosis Multiple son mal diagnosticados
[1]. La mayoria de estos nuevos pacientes en realidad tenian migrana pero recibieron
tratamientos innecesarios para esclerosis multiple que duraron incluso anos. Dichos tra-
tamientos tienen efectos secundarios, como la leucoencefalopatia multifocal progresiva.
Otro ejemplo es el sindrome de Tourette, confundido con la epilepsia, y hay muchos
otros ejemplos méas. Esto no es sorprendente, pues el cerebro es el érgano humano
menos conocido.

Los ejemplos anteriores muestran la importancia de desarrollar métodos que pue-
dan, de forma precisa y eficiente, confirmar un diagndstico. Existe una comunidad muy
grande de investigadores en distintas areas que pretende entender el funcionamiento
del cerebro. Una serie de investigaciones se hace sobre la actividad cerebral medida
con Iméagenes de Resonancia Magnética funcional (fMRI por sus siglas en ingés). En
el articulo [2] analizan la actividad cerebral de pacientes en coma y personas control,
y en la parte de discusion afirman que no hay diferencia evidente a nivel global y to-
polégico entre las conexiones funcionales del cerebro entre los dos grupos de personas.
La falta de entendimiento de la estructura topoldgica del cerebro es la motivacion de
este trabajo. Con ayuda de Topologia, Estadistica y Transporte Optimo proponemos
un algoritmo que puede ayudar a discriminar enfermedades neurologicas para ayudar a
confirmar diagnoésticos, rastrear la progresion de la enfermedad y monitorear los efectos
terapéuticos.

En el primer capitulo definimos los conceptos de topologia algebraica, teoria de
grafos, estadistica y transporte éptimo utilizados en este trabajo. Ahi mismo presen-
tamos los ciclos sin propagacion hacia atras y la longitud espectral, y explicamos su
importancia para cuantificar la diferencia entre conectomas, analizada anteriormente
en [3]. Como veremos en este capitulo, la longitud espectral determina solo una parte
del grafo: el subgrafo de nodos de grado mayor o igual a 2, ignorando el resto. Solucio-
namos este problema agregando al grafo un nodo adicional llamado cono, que hace que
todos los nodos del grafo sean de grado mayor o igual a 2, ayudando asi a determinar
el grafo completo y evitando la pérdida de informacién.

En el siguiente capitulo describimos el conjunto de datos analizados en este traba-

il



Capitulo 0

jo, a saber, conectomas o grafos sin pesos no dirigidos que representan las conexiones
funcionales entre regiones del cerebro. Los conectomas son obtenidos mediante el pre-
procesamiento de imagenes fMRI, siguiendo la metodologia de [4], que describiremos
a detalle en este mismo capitulo. El trabajo estd limitado a las categorias de los con-
juntos de datos que teniamos disponibles: personas en coma, personas control, jovenes
y viejos. Estos datos fueron proporcionadas por la investigadora Sophie Achard del
“Centre national de la recherche scientifique”, autora de los articulos [2] y [4], mencio-
nados anteriormente. Los conjuntos de datos otorgados promueven una investigacion
interesante, ya que resolvemos la falta de diferenciadores globales y topologicos entre
los conectomas de distintas categorias, argumentada en la discusién de [2].

En el tercer capitulo describimos los algoritmos que cuantifican la diferencia to-
polégica entre los conectomas, uniendo los conceptos definidos en el capitulo 1. Aqui
mismo presentamos los resultados de estos algoritmos aplicados sobre los conjuntos de
datos. También analizamos los resultados de agregar el nodo “cono” a los conectomas.
Notamos que, dependiendo de la regla de conexion del cono a los demés nodos, el cono
puede beneficiar el algoritmo y ayudar con la discriminaciéon de conectomas o, al revés,
perjudicarlo y hacer los conectomas menos distinguibles entre si.

Concluimos la tesis con el capitulo 4, donde resumimos los resultados y exponemos
el trabajo futuro.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Topologia algebraica

La topologia algebraica proporciona técnicas para formar estructuras algebraicas a
partir de espacios topologicos. En general, estas estructuras algebraicas suelen ser gru-
pos, pero aparecen estructuras mas elaboradas como anillos, dlgebras, etc. Esta seccion
revisa los conceptos de topologia algebraica necesarios para este trabajo.

Definicién 1. Una trayectoria en un espacio X es una funcién continua f: I — X,
donde I = [0, 1].

Definicién 2. Una homotopia de trayectorias en X es una familia f; : [ — X,
0 <t <1 de trayectorias tal que

1. El punto inicial f;(0) = zo y el punto final f;(1) = x; son independientes de t.
2. La funcién H : I x [ — X definida por H(s,t) = f;(s) es continua.

Cuando dos trayectorias fo y fi estdn conectadas por una homotopia se dice que
son homotopicas y se denota por fy >~ fi.

Ejemplo 3. Cualesquiera dos trayectorias fo y fi en R™ con los mismos extremos
xo y x1 son homotodpicas via la homotopia H(s,t) = (1 — t)fo(s) + tfi(s). En esta
homotopia, cada punto fy(s) se une por una recta a fi(s), pues fo(s)+t(f1(s)—fo(s)) =
(1—1t)fo(s)+tfi(s) = H(s,t). H en efecto es una homotopia, pues para s =00 s = 1,
H(0,t) =xgy H(1,t) = 21 ¥V t € I. La continuidad de la homotopia H como funcién
de I x I — R"™ se sigue de la continuidad de fy y fi, pues las operaciones de suma y
multiplicaciéon por escalar en la formula de H son continuas.

Proposicion 4. En cualquier espacio, la relacion de homotopia entre trayectorias con
extremos fijos es una relacion de equivalencia.

Demostracion. La reflexividad es evidente puesto que f ~ f bajo la homotopia H (s, t) =
f(s). Para revisar la simetria, basta ver que si f ~ g bajo la homotopia H(s,t), enton-
ces g ~ f bajo la homotopia H(s,1 — t). Para demostrar la transitividad, supéngase
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que f ~ g bajo H y g ~ h bajo G, con punto inicial xy y punto final z;. Entonces,
f =~ h bajo la funciéon

1
H(s,2t) 0<t< =
F(s,1) = .2
G(s,2t — 1) §§t§1
F esta bien definida pues para t = 3, H(s,1) = g(s) = G(s,0).
F' es una homotopia, pues H y G son continuas y coinciden en t = %, por lo que F
es continua. Ademas,
1
H(0,2t) = zg 0<t< =
F(0,t) = . 2
G(0,2t — 1) = xg §§t§1
Andalogamente, F(1,t) = ;. O

La clase de equivalencia de un trayectoria f se denota por [f] y se conoce como
clase de homotopia.

Definicién 5. La reparametrizacion de un trayectoria f es la composicion f¢, donde
¢ : I — I es una aplicaciéon continua con ¢(0) =0y ¢(1) = 1.

La reparametrizacion respeta la clase de homotopia. En efecto, f¢p ~ f via fo H,
donde H(s,t) = (1 — t)p(s) + ts. Asi, H(s,0) = ¢(s) y H(s,1) = s. Notese que
H(s,t) € I para toda (s,t) € I x I, por lo que f o H esta bien definida.

Definicién 6. Sean f,g: I — X dos trayectorias, con f(1) = ¢(0). La composicién
o el producto de trayectorias f - g se define como

f(2s) 0
2

IN

s <

—_ DN =

g(2s —1)

IN

S

IN

El producto f-g es una trayectoria que atraviesa primero f y luego g. Esta operacion
respeta las clases de homotopia, pues, si fy ~ fi via la homotopia H y gy ~ ¢, via la
homotopia G,y fo(1) = go(0), entonces fo - go >~ f1 - g1 via la homotopia F - G.

Definicién 7. Las trayectorias f : I — X que tienen el mismo punto inicial y final,
ie. f(0) = f(1) = z9 € X, se llaman ciclos y xy se conoce como punto base. El
conjunto de clases de homotopia [f] de ciclos f : I — X con punto base z( se denota
por (X, xg).

Proposicion 8. 71(X, zg) con la operacion producto [f][g] = [f - g] es un grupo.
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Demostracion. Al restringir el estudio de trayectorias a ciclos con punto base fijo xy €
X, garantizamos que la operacion de producto f-g esté bien definida para cualesquiera
dos ciclos f y g. Ya se ha hecho la observacion que la operaciéon producto respeta las
clases de homotopia, por lo que [f]lg] = [f - g] estd bien definida. Dicho esto, lo que
resta es demostrar los tres axiomas de un grupo, a saber, la asociatividad, la existencia
del elemento neutro y el elemento inverso.

Sean f,g,h ciclos en X con punto base xy. Afirmamos que f - (g - h) es una re-
parametrizacién de (f - g) - h. En efecto, sea ¢ la funcién lineal por pedazos definida
como

1

1/2s O§$§§

1 3

= -1 < e< 2

P(s) S 2_5_4
3

2s nggl

Entonces, f-(g-h)od = f-(g-h),porloque f-(g-h)~(f-g)-h, demostrando
que el producto en 7 (X, zg) es asociativo.

Sea f : I — X un ciclo con punto base g, y sea ¢ : [ — X definida como ¢(s) = xo,
i.e. ¢ es una trayectoria constante. Definamos las funciones ¢, ¢ : I — I como

2s

IN

S

IN
— N~

P1(s) =

= O
IN
o)
AN
= N =

0

Pa(s) =
: 2s — 1 1
2

IN

S

IN

z <s<
5 <s<

Entonces, f-c = fo1 yc- f = fpo. Por lo tanto ¢+ f ~ f ~ f-c. Asi, hemos
encontrado un elemento neutro en (X, xg).

Por tltimo, sea f un ciclo, y definase f el mismo ciclo pero con direccién inversa,
esto es, f = f(1 — s). Entonces f - f ~ ¢ via la homotopia h; = f; - g, donde f; es
iguala fen[0,1—t]ya f(1—1t)en[l—1t1],y g eslainversa de f;. Andlogamente
se demuestra que f - f ~ c¢. Por lo tanto, [f] es la inversa de [f], demostrando que
(X, o) es un grupo. O

Este grupo se conoce como grupo fundamental de X en el punto base xy. Se vera
més adelante que 71 (X, xg) es el primero de la secuencia de grupos , (X, z¢), llamados
grupos de homotopia, que son definidos de forma analoga sobre I™ en vez de I.

Ejemplo 9. Sea X un conjunto convexo de R™ y consideremos un punto base xq € X.
El grupo fundamental 7 (X, z9) = 0, es decir, X tiene grupo fundamental trivial. En
efecto, cualquier ciclo fy es homot6pico a f = xg via la homotopia fi(s) = (1—1t) fo(s)+

tfl (S)

Ya que (X, xy) involucra solo una componente conectada por trayectorias de X,
es claro que es posible encontrar una relacién entre (X, xg) y 71 (X, z1) solo cuando
o ¥ X1 se encuentran en la misma componente conectada por trayectorias.

Sean h : I — X una trayectoria de xo a z1, v h la trayectoria inversa de h, con
h(s) = h(1—s). Si f es un ciclo basado en x1, entonces h- f - h es un ciclo basado en .
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Esto define un cambio de punto base £, : w1 (X, x1) — m(X, 20), con Bp[f] = [h- f - h].
Esto estd bien definido, pues si f; es una homotopia de ciclos basados en x;, entonces
h - f; - h es una homotopia de ciclos basados en .

Proposicién 10. La funcion By, : m (X, x1) — m (X, zo) definida arriba es un isomor-
fismo.

Demostracion. (3, es un homomorfismo, pues By[f-g] = [h-f-g-h] = [h-f-h-h-g-h] =
[~ f-hllh-g-h] = Bulf]Bnlg). 7 _ _

B es un isomorfismo con inversa [3;, pues 5,05 [f]| = Bulh-f-h] = [h-h- f-h-h] = [f].
Anélogamente sucede para [3;, 0. O

La proposicion anterior demuestra que si X es conexo por trayectorias, el grupo
(X, o) es, salvo isomorfismo, independiente de la eleccién del punto base. Por esto,
la notacion (X, zg) se abrevia a m;(X). En este trabajo solo se consideran espacios
conexos, por lo que adoptaremos la notacién abreviada.

Definicién 11. Las trayectorias cerradas sin un punto base distinguido son conocidas
como ciclos libres.

Denotemos por I™ al cubo unitario de dimension n, producto de n copias del inter-
valo [0, 1]. La frontera 0I™ de I"™ es un subespacio que consiste en los puntos donde al
menos una de las coordenadas es 0 o 1.

Definicién 12. Para un espacio X con punto base xg € X, el n-grupo fundamental
(X, xg) es el conjunto de clases de homotopia de las funciones f : (I™,0I") — (X, x),
donde las homotopias f; satisfacen f;(0I") = xy para toda t.

Dados f, g € m,(X, ), la operacion producto se define como

f(231732a s 7Sn)

IN
IN

—_ N~

S1
frg(s1,89,...,8,) =

o= O

< s

IN

9(251 - 17‘92’"'7Sn)

La definicién se extiende a n = 0, tomando I° un punto, 9I° = 0, y mo(X, x¢) — el
conjunto de las componentes por trayectorias de X.

Definicién 13. Una clase conjugada del grupo fundamental de X es el conjunto C'
de clases de homotopia tal que para cualesquiera dos clases [c1], [c2] € C, existe una
tercer clase [g] que satisface la igualdad [¢;] = [g][c2][g], donde g es la inversa de g.

Definicién 14. Un retracto por deformacién de un espacio X al subespacio A es
una familia de funciones f; : X — X, t € I, tal que fy = I, donde I es la funciéon
identidad, f1(X) = Ay f;Ja = I para toda t. Ademéas se cumple que la funcién
F: X x1I— X dada por F(z,t) = fi(x) es continua.

En la Figura 1.1 se pueden observar ejemplos de retracto por deformacion.
Un retracto por deformaciéon es un caso especial de la nociéon méas general de homo-
topia entre funciones, definida mas adelante.
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Figura 1.1: Ejemplos de retractos por deformacion. La figura de la izquierda es un
retracto por deformacion de la banda de Mobius sobre un circulo. Las tres figuras de
la derecha son retractos por deformacién de un disco con dos bolas abiertas removidas
que se puede encoger a tres subespacios distintos. La imagen fue extraida de [5]

Definicién 15. Una homotopia es una familia de funciones f; : X — Y, ¢t € [ tal
que la funcién asociada F' : X x I — Y dada por F(z,t) = fi(x) es continua. Dos
funciones fy y f1 son homotdpicas si existe una homotopia f; conectandolas.

Notese que esta definicion generaliza el concepto de homotopia de trayectorias.

Definicién 16. Un retracto de X sobre A es una funciéonr : X — X talquer(X) = A
y 7”|A =1

Definicién 17. Un espacio X es contractil si la funcién identidad I : X — X es
homotopa a una aplicacién constante.

Definicién 18. La longitud espectral £, conocida también como longitud espec-
tral marcada, es una funcién sobre m(X) que asigna a cada clase de homotopia la
longitud infima de todos los representantes de la clase conjugada. Notese que la longi-
tud de una clase de homotopia considera no solo la langitud de todos los ciclos de la
clase, sino de todas sus clases conjugadas.

1.2 Teoria de grafos

Definicién 19. Sean V un conjunto no vacio de vértices o nodos y E un conjunto de
aristas (pares de vértices). Un grafo G es la estructura compuesta por (V, E).

Ejemplo 20. Sean V = {0,1,...,15} un conjunto de 16 nodos numerados del 0 al 15,
v E ={(0,1),(0,2),...(0,15)} las aristas que unen a los nodos 1,...,15 con el nodo
0. El grafo G = (V, F) se puede visualizar de la siguiente manera:

Definicién 21. Una arista ciclica es una arista que empieza y termina en el mismo
vértice. Las aristas multiples son aristas que se componen por la misma pareja de
nodos, i.e. tienen mismo nodo inicial y mismo nodo final. Un grafo simple es un grafo
que no tiene aristas ciclicas ni multiples.

Cuando dos vértices son unidos por una arista, se dice que son adyacentes y que
son vecinos.

Definicién 22. Una trayectoria es un grafo simple cuyos vértices pueden ser ordena-
dos de tal forma que dos vértices son adyacentes si y solo si son consecutivos en la lista.
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Figura 1.2: Ejemplo de grafo con estructura estrella

Figura 1.3: Ejemplo de grafo simple y conexo

Un ciclo es un grafo con la misma cantidad de nodos y de vértices, tal que los vértices
se pueden acomodar en una lista circular con vértices adyacentes si y solo si aparecen
de manera consecutiva en la lista circular. Un triangulo es un ciclo de 3 nodos.

Definicién 23. Un subgrafo del grafo G = (Vi, Eg) es un grafo H = (Vg, Eg), con
Vg C Vo v Eg C Eg. Decimos que G contiene H y se escribe como H C G.

Un grafo G es conexo si cualesquiera dos vértices en G estan conectados por una
trayectoria. En caso contrario, G es disconexo.

Ejemplo 24. En la Figura 1.3 se muestra un grafo G = (V, E), con V = {0,1,2,3,4} y
E ={(0,1),(0,4),(1,4),(0,3),(3,2)}. Entonces G es un grafo simple conexo, que con-
tiene un ciclo conformado por los vértices {0, 1,4}. Este ciclo es también un triangulo.

Definicién 25. Sea G un grafo con nodos V' = {vy,...,v,} y aristas E = {eq,...,en}.
La matriz de adyacencia de G es una matriz A € M,,«,, donde la entrada a; ; es la
cantidad de aristas con extremos {v;,v;}.

Si el vértice v es un extremo de la arista e, entonces v y e son incidentes. El grado
de un vértice v es el nimero de vértices incidentes.
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Nota 26. La matriz de adyacencia siempre es simétrica. El grado de un nodo v es igual
a la suma de las entradas del renglén (o columna) correspondiente a v de la matriz de
adyacencia.

Ejemplo 27. En la Figura 1.3, el grado del vértice 0 es 3. Su matriz de adyacencia es

01011
1 0001
A=10 0 0 1 0 (1.1)
10100
11000
Definicién 28. Una caminata es una lista vy, eg, vq, ..., ex, Ux+10, tal que para 0 <

J < k, los extremos de la arista e; son v; y vj41. La longitud de una trayectoria, un
ciclo o una caminata es la cantidad de aristas que contiene.

Definicién 29. Un grafo dirigido es un grafo que consta de un conjunto de vértices
y un conjunto de aristas, tal que cada arista e se asocia a un par ordenado de vértices
(v, w), que se escribe como e = (v, w) y se dice que la arista e va de v a w. Estas aristas
se suelen representar como v — w.

Definicién 30. Un grafo no dirigido es un grafo G = (V| E), donde cada arista
e € F se asocia a un par de vértices no ordenado.

Definicién 31. Un grafo con pesos es un grafo G = (V, E), donde cada arista en
tiene asociado un peso, i.e. un nimero, un costo o un valor de cualquier tipo de dato.

Definicién 32. Un grafo sin ciclos es aciclico. Un bosque es un grafo aciclico. Un
arbol es un grafo aciclico conexo. Una hoja es un vértice de grado 1.

Ejemplo 33. Un arbol es un bosque conexo. Cada componente de un bosque es un
arbol. Las trayectorias son arboles. Un arbol es una trayectoria si y solo si el grado
maximo de sus nodos es dos.

La Figura 1.2 es un ejemplo de arbol, pues no tiene ciclos. Este arbol tiene una
estructura particular donde un vértice es adyacente a todos los demas y es llamado
estrella.

1.3 Ciclos sin retrocesos

En este trabajo nos interesa encontrar una forma de comparar grafos desde el punto
de vista topoldgico. Para esto, se busca calcular la longitud espectral de las clases de
homotopia del grafo. La motivacion se basa en el teorema de Constantine y Lafont [6],
donde se demuestra que la longitud espectral determina un subconjunto de la grafica
salvo isomorfismo, en particular la 2-nticleo subgréfica:

Teorema 34. Sea X un espacio métrico. Se define Conv(X) como el subconjunto mi-
nimo al cual X se puede retraer por deformacion. Sean Xy, Xo dos espacios compactos
no contraibles, espacios geodésicos de dimension topologica 1. Si la longitud espectral
marcada de X1, Xs es la misma, entonces Conv(X;) es isométrico a Conv(Xs)
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Figura 1.4: Del lado izquierdo se observa un grafo G de 5 nodos. Del lado derecho se
observa Conv(Q)

Por el teorema anterior, la similaridad de dos grafos se puede determinar compa-
rando sus longitudes espectrales.

Si G es un grafo, Conv(G) corresponde al subgrafo que resulta de remover itera-
tivamente los nodos de grado 1, resultando en el subgrafo con nodos de grado mayor
o igual a dos. Asi, el teorema 34 dice que dos grafos GG, G5 con la misma longitud
espectral tienen subgrafos Conv(G1) y Conv(Gs) isomorfos.

Ejemplo 35. Sea G un grafo de 5 nodos como se muestra en la Figura 1.4. Conv(G)
es el subgrafo de 3 nodos del lado derecho de la Figura 1.4, que resulta de remover los
nodos de grado 1.

Ejemplo 36. Si G es un arbol, entonces Conv(G) es la retraccién de G a un solo nodo.

El teorema 34 muestra una desventaja, y es que la longitud espectral determina
solo la parte del grafo que tiene nodos de grado mayor o igual a 2, omitiendo todas las
posibles variaciones del grafo con arboles anidados, haciéndolas indistinguibles entre si.
Por esto, proponemos agregar un cono al grafo analizado. El cono es un nodo adicional
que se conecta a los demés nodos del grafo siguiendo una regla predefinida, forzando asi
a que todos los nodos del grafo tengan grado mayor o igual a 2. Con esto, a partir del
grafo analizado, construimos un grafo X que cumple que X = Conv(X). El teorema 34
dice que podemos determinar un grafo con cono dada su longitud espectral, evitando
pérdida de informacién en el grafo original. Asi, podemos comparar grafos con cono
mediante la longitud espectral. En este trabajo analizaremos los cambios de la distancia
entre conectomas al agregarles un cono. Usaremos dos reglas de conexion:

1) Cono conectado a todos los nodos de X.

2) Cono conectado a los nodos de X de grado 1.

El pseudocodigo del algoritmo de agregar un cono a un grafo se muestra a conti-
nuacion.
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Algorithm 1.3.1 add_cone(graph,method)

Input: Un grafo y el método de conexién del cono a los demas nodos del grafo
Output: Grafo

1: procedure

2 graph <— un conectoma

3 method < uno de los siguientes dos valores: all 6 degree one
4 if method == all then

5: graph <— graph con un nodo cono adicional

6 graph < graph con nodo cono conectado con todos los nodos del grafo
7 end if

8 if method == degree_one then

9: node list < lista vacia

10: for node in graph do

11: if node.degree == 1 then

12: node_list < [node_list, node]

13: end if

14: end for

15: graph < graph con un nodo cono adicional

16: graph < graph con nodo cono conectado con node_ list
17: end if

18: return graph
19: end procedure

Por definicion de longitud espectral, ésta se basa en el grupo fundamental del grafo.
Todos los grafos que se analizan en este trabajo son grafos simples y conexos, por lo
que se puede omitir el vértice especifico que se usa como punto base para definir el
grupo fundamental, ya que los grupos fundamentales coinciden.

Un concepto importante para el analisis del grupo fundamental de los grafos es el
siguiente:

Definiciéon 37. Sea G un grafo. Un ciclo sin retroceso en GG es un ciclo en cuya
secuencia las aristas no se atraviesan dos veces consecutivas, i.e. una arista no es seguida
por su inversa. También nos referiremos a estos ciclos como ciclos sin propagaciéon
hacia atras.

Ejemplo 38. Observemos de nuevo la Figura 1.3. Denotemos por e; = (0,1),e5 =
(1,4),e3 = (4,0) las aristas del tridngulo del grafo. Las inversas de estas aristas son
er = (1,0),e2 = (4,1),e5 = (0,4). La secuencia ejeses forma un ciclo sin retrocesos,
mientras que ejeze; ezes no lo es. Ahora, si denotamos a e, = (0,3),é5 = (3,0).
Entonces la trayectoria eseséseies es un ciclo, pero no es un ciclo sin retrocesos.

Definicién 39. La matriz sin retrocesos B es la matriz representante de todas las
parejas de aristas que son secuencias sin retroceso de longitud 2 en el grafo G = (V, U).
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Sim = |E| es la cantidad de aristas que tiene GG, entonces la matriz B es una matriz
cuadrada de 2m x 2m. Cada renglén y cada columna representa una arista e € E en
una de sus dos direcciones. Para dos aristas (u,v), (k,l) € E,

Bk—>l,u—>v - 5vk(]- - 5ul)

donde 9;; es la delta de Kronecker y k — [ representa la direcciéon de la arista, en
este caso del nodo k al nodo .

Intuitivamente, la matriz B se puede interpretar como la matriz de transicion de
una caminata aleatoria que no realiza retrocesos.

Ejemplo 40. Sea G un arbol no dirigido de tres nodos y dos aristas como se muestra
en la figura.

1 2 3
O —0 —0

Por ser un grafo de dos aristas, la matriz sin retrocesos es de 4 x 4 y es la siguiente:

(1.2)

S = O

000
000
0 01
0000

donde los renglones y columnas estdn acomodados en el orden 1 — 2,2 — 3,2 —
1,3 — 2. La entrada de valor 1 indica que las aristas forman una caminata de longitud
dos sin retrocesos. Cuando es 0, significa que dicha secuencia de aristas no forma una
caminata en el grafo, o que la caminata hace un retroceso. Vemos que en este ejemplo
hay dos caminatas sin retroceso de longitud 2. Esto se puede observar directamente del
grafo, donde las tinicas caminatas sin retrocesos son: 1 -2 -3y 3 —2 —1

Notese que este ejemplo tiene caminatas sin retrocesos, pero no tiene ciclos sin
retrocesos.

Ahora veamos un ejemplo que si muestra ciclos sin retrocesos.

Ejemplo 41. Sea GG un grafo simple, conexo, de cuatro nodos y cuatro aristas, como
se muestra en la figura de abajo.

10
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Al ser un grafo de 4 aristas, la matriz sin retrocesos sera de 8 x 8 y es la siguiente:

OO OO o oo
SO o+ OO oo
SO OO O+~ O
S OO OO o oo
SO OO+~ EFE OO
_— o O O o o o
[elelell =l
SO DO OO~ O

0 0

donde el orden de aristases0 —+ 3,0 - 1,1 -+ 3,2 - 3,3 - 0,1 - 0,3 - 1,3 — 2.
Contando las entradas de valor 1, vemos que el grafo de este ejemplo tiene 10
caminatas sin retrocesos de longitud dos.

1.3.1 Espectro de la matriz sin retrocesos

Los ciclos sin retrocesos de un grafo son importantes topolégicamente, pues las aristas
con retroceso, o los ciclos de longitud dos, son homotopicamente triviales, es decir,
pueden ser contraidos a un punto. Por lo tanto, un ciclo sin retroceso es el representante
de menor longitud de una clase de homotopia del grafo.

Como hemos visto, la matriz B representa aristas incidentes que no realizan retro-
cesos. Ademads de esto, en [3] se demuestra que la matriz B conlleva otra informacién
util, lo cual presentamos en el siguiente resultado.

Lema 42. B}, .; equivale al nimero de trayectorias sin retroceso de longitud p + 1
que comienzan con la arista i — j y terminan en la arista k — 1. Mds ain, tr(BP) es
proporcional a la cantidad de ciclos sin retrocesos de longitud p en el grafo.

Demostracion. Es evidente que la matriz B contiene la cantidad de caminos sin propa-
gacion hacia atrds de longitud 2. Sea M* la matriz que contiene la cantidad de caminos
sin propagacién hacia atras de longitud k, y M**! contiene a los de longitud k + 1.
Note que

k+1 _ k
Ul —uU2,V1—v2 Z Mu1—>u2,’w1—>’wng1_>’w27U1—>’U27
w1 —w
es decir,
M = M*B.

Por induccién, M**!' = B* 1o que se queria demostrar.

Para la segunda parte, supongamos que a — b — ¢ — a es un camino sin propaga-
ciéon hacia atras, i.e., un tridngulo. En este caso, Bg_m’a_)b es positiva, asi como Bg_ﬂ,’a_}b.
Lo ultimo representa la existencia de un nodo ¢ tal que el caminoa —+b—c—a — b
existe y no tiene propagaciones hacia atras, por lo que a — b — ¢ — a es un ciclo sin
propagaciones hacia atras. B} ebse Y B3 a.c—a también son positivas y también mues-
tran la existencia del ciclo sin propagacién hacia atras a, b, c. Por lo tanto, la suma de
los tres elementos de la diagonal tr(B?) cuenta cada tridngulo exactamente seis veces,
ya que hay tres aristas con dos orientaciones cada una. Por induccién se demuestra que

lo mismo pasa para ciclos de cualquier longitud p. O]

11
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Otro resultado importante de algebra lineal, demostrado en [7], es el siguiente:

Lema 43. Sean A € Mat,,(R) y A1, ..., A, los autovalores de A. Entonces

n

tr(A) =3\ (1.4)

=1

Demostracion. Cada matriz A puede ser escrita de la forma A = S71DS, donde D
es la matriz diagonal cuyas entradas son los valores propios de A, y S es la matriz
formada por los vectores propios asociados. Entonces,

tr(A) = tr(SDS) Ztr(DSS™) = tr(D) = 3"

donde * se sigue del hecho que tr(A;As) = tr(AyA;), donde A;, As son dos matrices
cuadradas. O

Los tultimos dos resultados indican que la comprension de la longitud espectral de
un grafo se puede aproximar analizando los autovalores de su matriz sin retrocesos.
Esto es muy t1til, puesto que para encontrar la longitud espectral exacta se tendrian
que encontrar todos los ciclos de cada clase de homotopia y sus conjuntos conjugados,
los cuales son infinitos en un grafo y encontrarlos tiene complejidad exponencial.

El pseudocédigo del algoritmo para encontrar los eigenvalores de la matriz sin re-
trocesos de un grafo es el siguiente:

Algorithm 1.3.2 nbeigs_calculate(graph,topk,fmt)

Input: Un grafo, un entero que representa el nimero maximo de eigenvalores por

calcular y el formato de los autovalores requerido
Output: Una lista de autovalores en el formato especificado

1: procedure

2: graph <— un conectoma

3: topk < un entero

4: fmt < uno de los siguientes tres valores: 1D, 2D 6 complex

5: core <— graph sin los nodos de grado 1

6: matrix <— matriz sin retrocesos de core

7 eigs < eigenvalores de matrix

8: eigs <— eigenvalores ordenados por el tamafio de la norma, la parte real y la

parte imaginaria
9: eigs < eigs en formato fmt
10: end procedure

12
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1.4 Estadistica

Definicién 44. Sea (2, A, P[-]) un espcio de probabilidad. Una variable aleatoria
es una funcién X : Q — R. La funcién X tiene que cumplir que A, = {w : X(w) < r}
sea un conjunto medible, i.e. A, € A para cualquier r € R.

Ejemplo 45. Considérese el experimento de lanzar una moneda. Sea X la funcion
que vale 1 si la moneda cayé en cara y 0 si no. Entonces, tenemos 2 = {cara, sello},
A = {0, {cara}, {sello}, Q} vy X(w) = 1 si w =cara, y X(w) = 0 si w =sello. Asi, la
funcién X asocia un ntmero real a cada evento que resulta de lanzar una moneda.

Demostremos que A, = {w : X(w) < r} € A para cualquier r € R. En efecto, si
r < 0, entonces {w : X(w) <r}=0€ A Si0<r <1, entonces {w: X(w < r} =
{sello} € A, y sir > 1, entonces {w : X(w) < r} = Q. Por lo tanto, X es una variable
aleatoria.

Definicién 46. La funcion de distribucién de una variable aleatoria X, denotada
por Fx(-), es una funciéon con dominio R y contradominio [0, 1] que satisface: Fx(z) =
P(X <z) = P{w: X(w) < z}] para cualquier = € R.

Una funcién de distribucion se define de manera tinica para cada variable aleatoria.
Si se conoce, se puede usar para encontrar las probabilidades de eventos definidos en
términos de su variable aleatoria correspondiente.

Ejemplo 47. Considere de nuevo el experimento de lanzar una moneda, y sea X la
variable aleatoria que cuenta el nimero de caras. Entonces

0 <0
Fx(x) = ; 0<z<l1
1 1<z
Proposicion 48. La funcion de distribucion cumple las siguientes propiedades:
1. Fx(—o0)=1lim,, o Fx(z) =0 y Fx(00) = lim, o Fx(z) = 1.
2. Fx(:) es mondtona no decreciente, i.e. Fx(a) < Fx(b) para a < b.

3. Fx() es continua por la derecha, i.e.

lim Fy(x 4+ h) = Fx(x).

0<h—0

Demostracion. 1. Sea {x,} una sucesién decreciente de nimeros reales y x,, — —oc.
Entonces, la sucesién de eventos {w : X (w) < x,} es una sucesién decreciente y

N dw: X(w) < x,} = 0.
Por lo tanto

lim F(z,)= lim P{w: X(w)<z,})=P0)=0

n——oo n——0oo

13
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Del mismo modo, si {x,} es una sucesion creciente y z,, — 00, entonces la sucesion
de eventos {w : X (w) < z,} es una sucesién creciente y

UX {w: X(w) <z,} =
Por lo tanto

lim F(z,) = Jim P{w: X(w) <z,})=P(Q)=0.

n—c0
2. Si 1 < w9, entonces
F(zy) = F(21) =P(X <19) —P(X <11)=Plr; < X <129) >0
Por lo tanto F'(x) es una funcién no decreciente.

3. Para probar que F' es continua por la derecha, basta demostrar que si {x,} es
una sucesion decreciente que tiende a a, entonces

lim F(x,) = F(a)

n—oo

Ya que
{X < CL} = Un{X < xn}

y {X < z,} es una sucesién decreciente, entonces
lim F(z,) = lim P(X <z,)=P(X <a)=F(a)
L

Definicién 49. Toda funcién que cumpla las propiedades de la proposiciéon anterior
es una funcion de distribucién.

Se puede demostrar que ambas definiciones de funciéon de distribucién son equiva-
lentes, véase [8].

Definicién 50. Una variable aleatoria X es discreta si su rango es numerable, y es
continua si existe una funcién fx(-) tal que Fx(z) = [*_ fx(u)du para cualquier
numero real x.

Definicién 51. Si X es una variable aleatoria discreta con valores x1,x,...,%,, ...
entonces la funcion

fx<x>:{P[X:%] Se=a, j=12,...

0 en cualquier otro caso

es la funcion de densidad discreta de X. Si X es una variable aleatoria continua,
entonces fx(-) en Fx(z) = [T fx(u)du es la funcién de densidad continua de X.

Teorema 52. Sea X una variable aleatoria (continua o discreta). Entonces, la funcion
de distribucion Fx(-) puede ser obtenida de la funcion de densidad fx(-) y viceversa.

14
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Demostracion. Consideremos primero el caso discreto. Sean xy, xs, ... las masas de X,
ie. z; tal que P[X =x;] #0, para j =1,2,.... Si fx(-) estda dada, entonces

Fx(z) = Z fx(z5).

Jix; <z

Si Fx(-) estd dada, entonces

fx(x;) = Fx(z;) — lim Fx(z; —h),

0<h—0

por lo que fx(x;) puede ser encontrada para cualquier masa x; de X. Definiendo
fx(xz) =0 para x # z;, obtenemos la funcién de densidad discreta fx(z).
Para el caso continuo, si fx(-) estd dada, tenemos por definicién que

Fx() = [ ‘; Fx (u)du.

Por otro lado, si Fx(-) es conocida, entonces fx(z) se puede obtener diferenciando
dFx (z)

la funcién de distribucion, i.e. fx(z) = % en puntos x donde Fx(z) es diferenciable.
’ dx
O
A continuacién, veremos las distribuciones mas conocidas.

Definicién 53. Una variable aleatoria X es una variable aleatoria discreta uni-
forme sisu funcién de densidad es de la forma

1
= r=12..N| 1
flx)={N = N]{l’Q’””N}(x)
0

donde I es la funcién indicadora y N € N.

Definicién 54. Si la funcién de densidad de una variable aleatoria X esta dada por

Fre(a) = fxlwa,b) = 2oy (w),

—00 < a < b < 0o, entonces la variable aleatoria es uniforme continua, distribuida
sobre [a, b].

Definicién 55. Una variable aleatoria X tiene distribucién normal con media g
y varianza o2 si su funcién de densidad est4d dada por

1
fX(x) = fx(z;p,0) = 76_(“‘_“)2/”27
2ro

con —oo < < ooyo > 0.

Conocer la funciéon de densidad de una variable aleatoria es de gran utilidad pues
describe el comportamiento de dicha variable. En general, la funcién de densidad no es
conocida, sin embargo existen técnicas para estimarla.

15
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1.4.1 Estimacion de densidad con ntcleo

La estimacion de densidad con niicleo (KDE, por sus siglas en ingés) es uno de los méto-
dos de estimacion mas conocidos. KDE es un estimador no paramétrico, i.e. no requiere
del supuesto de que la distribucon buscada pertenezca a una familia de distribuciones
conocidas, como la normal o la uniforme, haciendo a KDE una técnica muy flexible y
popular, sobre todo para datos que resultan tener una distribuciéon complicada.

Sean X1,... X, € R?variables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas
provenientes de una distribucién desconocida P con densidad p. Formalmente, KDE es
expresada como

N 1 n .’L‘—Xl
pul) = K (557)

donde K : R — R es una funcién suave llamada nticleo, y h > 0 es el ancho de
ventana que controla la suavidad. Ejemplos comunes de K (z) son los siguientes

_ 2/9
Nicleo Gaussiano: K (z) = exp(=lI[/ ), Vig = /exp(—||x||2/2)dx
V1,d
1 <1
Ntcleo Esférico: K(x) = M, Vo g = /](||x|| < 1)dzx
V2.d
Intuitivamente, KDE tiene el efecto de expandir cada punto X, con j =1,...,n

en una funcién flan suave, cuya forma es determinada por el nicleo K(z). Después,
se suman las funciones flan resultantes, obteniendo el estimador de densidad final.
En regiones con muchas observaciones, al tener muchas funciones flan por sumarse,
KDE arrojara un valor alto. Por otro lado, si una regién tiene pocas observaciones, la
densidad estimada serd baja pues la suma de las funciones flan estard compuesta por
relativamente pocos términos, como se muestra en la Figura 1.5.

Para més sobre KDE, recomiendo el tutorial de Yen-Chi Chen [9].

1.5 Transporte Optimo

La teoria de transporte éptimo es el estudio de la transportacion y distribucién éptima
de recursos. Es un area mateméatica con una amplia variedad de aplicaciones, tales
como segmentaciéon y restauracion de imagenes, analisis de datos, vision computacional
y cualquier area que conlleve distribuciones de densidad.

En esta secciéon daremos una descripcion muy breve de esta teoria, limitandonos solo
a los conceptos y funciones necesarios para este trabajo. Invitamos al lector interesado
a revisar [10] para profundizar la parte tedrica, y consultar [11] para la parte practica
de transporte 6ptimo.

El desarrollo de la teoria se remonta a Gaspard Monge (1746-1818), cuando expone
el problema de mover, con un minimo esfuerzo, una pila de arena de gran tamano
(cuya forma se puede considerar como una distribucion de probabilidad) en la forma
de otra pila de arena de forma prescrita [12]. En otras palabras, se busca encontrar la
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Density function

0.05
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Figura 1.5: Las lineas negras en el eje x son las observaciones cuya densidad se quiere
estimar. Las lines punteadas rojas son las funciones flan que se generan y posteriormente
se suman, obteniendo asi la funciéon de densidad estimada que esta de color azul.

Ho T
\\ /)\/ M,

7,
N

N. Papadakis, Optimal Transport for Image Processing, habilitation  diriger des recherches, Université de Bordeats, Dec. 2015

Figura 1.6: Transformacion 7' que mueve la densidad p en la densidad pq

transformacién éptima T' para mover un conjunto de objetos (distribuciones discretas)
de un lugar a otro. De manera similar para el caso continuo, se busca la transformacion
optima T para mover una funciéon de densidad en otra, como se muestra en la Figura
1.6.

La teoria de transporte Optima esta desarrollada tanto para el caso discreto como
para el continuo. Daremos las definiciones de ambos casos. El caso continuo se separara
mediante cuadros grises.

Definicién 56. El vector de probabilidad o histograma a es un vector de dimen-
sion finita cuyas entradas son no negativas y suman 1:

a:(al,...,an)eRi:Zaizl (1.5)
i=1

Definicién 57. El simplejo de probabilidad Y, es el conjunto de todos los vectores
de probabilidad. Mateméaticamente se escribe asi:

Y, ={a€eR} : > a=1} (1.6)
=1
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Definicién 58. Una medida discreta o con pesos a y ubicaciones zq,...,x, € X
se escribe de la forma:

donde 0, es la funcién de Dirac en z. Si a es un vector de probabilidad, entonces « es
una medida de probabilidad.

Intuitivamente, la medida discreta representa puntos con pesos en el espacio.

Definicién 59. Una medida arbitraria « en el espacio métrico (X, d) se puede
evaluar al integrarla con cualquier funcién continua f:

/X f(z)da() (1.8)

Se consideran solo las medidas de Radon M(X), i.e. medidas cuya integral de
la ecuacion 1.8 es finita.

Definicion 60. El problema mas sencillo de transporte 6ptimo es el problema de
asignacién. Sean a,b € R" dos vectores de probabilidad con distribucién uniforme,
i.e. a=b= (%,...,1). Dada una matriz de costo (C;;), se busca una permutacién o
que minimice el costo de transportacién de a a b, es decir, se busca resolver

1 n

min — Z Oi,o(i)

oc€Perm(n) N =1

Note que la solucién al problema de asignacién no es tnica. Veamos esto en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 61. Considérese el problema de transportar x; — y; para i,j € {1,2}, como
se muestra en la siguiente figura.

T

YT,

El costo de transporte de z; — y; estd dado por la matriz (Cj;)
11
En este caso solo hay dos transformaciones posibles:
Tl(l’l) =, T1(132) = Y2 o T2(£171> = Y2, Tz(l’z) =l
y el costo de transporte de ambas transformaciones es 2. Por ende, la solucién al

problema de asignacion no es tnica.
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El problema de asignacion es el ejemplo mas basico de transporte 6ptimo y se
generaliza a vectores de probabilidad no uniformes, medidas discretas y continuas como
se vera a continuacion.

Definicién 62. Sean a € R”, § € R™ dos medidas discretas

o = Zazéxl ﬁ = széyl

y sea ¢ : {x;}i; — {y;}jL,; una funcién de costo. Al problema de encontrar la
transformacién éptima 17" : {z1,...,2,} — {v1,...,ym} tal que minimice el costo de
transportacion y que cumpla la conservacion de masa

b= >

T (x5)=y;

se le conoce como problema de Monge.
El operador de conservacion de masa se llama operador push forward y se denota
por
T#O./ = ﬁ

Dicho esto, el problema de Monge se escribe como

min {Z c(x;, T(xy)) : Ty (a) = B}

i

Ejemplo 63. Sea a:(%, 1)y b= % Las medidas discretas formadas por estos vectores
son a = 10z, + 20, ¥ B = bo,,. Tomemos como funcién de costo una funcién c :
{z1,29} — yo cualquiera. En este ejemplo solo existe una transformacién posible,
transportando los pesos de ambas posiciones x1, x5 a o, Esta transformacion cumple
con la conservacion de masa, pues aj +as = by, y es la transformacién éptima (y tnica)
para este ejemplo. Véase imagen 1.7 para visualizacion.

Sean a« € M(X),b € M()Y) una medida de Radon. El operador push-forward
para el caso medible se define como T (a) = S si se cumple

vhe ) [ hy)ds) = [ A(T())da()
Y X

0, equivalentemente, para cualquier conjunto medible B € Y
B(B) = o(T~'(B))

El problema de Monge para medidas arbitrarias se define como

min {/ c(z, T(x))do(z) : Ty () = B}

T

donde ¢(z,y) : X x Y — R es la funcién de costo.
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Capitulo 1 Transporte Optimo

En el mundo real no siempre se cumple la conservacion de masa. Por ejemplo, si
queremos transportar productos desde bodegas a sucursales, no siempre se va a cumplir
que una sucursal va a tener espacio suficiente para guardar todos los productos de una
o mas bodegas. Ademas de esto, en general se necesita distribuir productos de una
bodega a varias sucursales distintas, mientras que en el problema de Monge se asume
que se transporta todo de una bodega a un mismo destino. Esta restriccion causa que el
problema de Monge no sea simétrico: en el ejemplo anterior existe una transformacion
optima que transporta la medida « en [, pero no existe una transformaciéon de § a «.

Kantorovich contribuyo a la relajacion de estas restricciones, y redefinio el problema
de Monge para hacerlo simétrico.

1.5.1 Relajaciéon de Kantorovich

La idea clave de Kantorovich es cambiar la naturaleza determinista del transporte al
relajar el hecho de que la masa de un punto fuente x; solo puede asignarse a un punto
tnico y; = T'(z;). Kantorovich propone que la masa de cualquier punto z; se pueda
distribuir en varias ubicaciones. De esta manera Kantorovich se aleja de la idea del
transporte determinista para considerar el transporte probabilistico, permitiendo la
divisién de masa hacia varios destinos [13]. Esta distribucién de masas se codifica con
la matriz de acoplamiento.

Definicién 64. Sean o € R", 3 € R™ dos medidas discretas

OZZZCZZ'(SIZ., B:Zbléz

Una matriz de acoplamiento es una matriz P € R™™, donde la entrada P;;
describe la cantidad de masa que fluye de a; a b;. Una matriz de acoplamiento P es
admisible si la suma de las masas transportadas a cierta ubicacién coincide con la
masa total de dicha ubicacion.

El conjunto de matrices de acoplamiento admisibles se denota por

Ula,b) :={P R : Pl,,=a, P"1,=0},

donde 1,, es un vector de unos de dimensién m.
El problema de transporte 6ptimo de Kantorovich se escribe como:

Leo(a,b) = Pé%i(gb)«?, P)

En vez de buscar una transformacion 6ptima T para la distribuciéon de recursos,
ahora se busca la matriz de acoplamiento 6ptima P € R™ ™. Con la relajacién de
Kantorovich el problema de transportar recursos se vuelve un problema simétrico, en
el sentido de que si P es una matriz de acoplamiento 6ptima admisible para transportar
la medida discreta o en 3, entonces P es una matriz de acoplamiento éptima admisible
para transportar 3 en o. Matematicamente, si P € U(a,b), entonces PT € U(b, a).
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Figura 1.7: La suma de las masas de los puntos azules equivale a la masa del punto
rojo

Figura 1.8: Funcién de acoplamiento 7 entre medidas de Radon av y 3. Imagen extraida
del libro de Transporte Optimo Computacional de Gabriel Peyré y Marco Cuturi [11]

Definicién 65. Las matrices de acoplamiento se generalizan a funciones de aco-
plamiento para el caso continuo como sigue:

U, B) ={mr e ML (X xY): Py, =a, Py, =4}
donde Px(z,y) =z y Py(z,y)=y
Véase el ejemplo visual en Figura 1.8.

Definicion 66. El problema de transporte 6ptimo de Kantorovich para
medidas arbitrarias se escribe como:

Le(o,B) = min [ cla.y)dn(z.y)

Si la matriz de costo C' proviene de una distancia D, entonces el problema de trans-
porte 6ptimo de Kantorovich resulta ser una distancia entre histogramas y medidas de
probabilidad.

Proposicién 67. Si la matriz de costo C = DP = (D} );; € R™", donde D € R}*"
es una distancia, i.e.

1. D e R*" es simétrica
2. D;;=0siysolosii=j
3. V(i,j.k) € [[n]]’, Dix < Dyj + Djp,
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entonces
W,(a, b) := Lp»(a, b)'/?
es una distancia en X, i.e. W, es simétrica, positiva, W,(a,b) =0 <= a=0b, y
satisface la disqualdad del triangulo:
Va,b,c € X,, W,y(a,c) < W,(a,b)+ W,(b,c)

Demostracion. Ya que C' = DP tiene diagonal nula, entonces W,(a,a) = 0, con la
matriz de acoplamiento 6ptima P* = diag(a). Ya que, a excepciéon de la diagonal,
todos los elementos en DP son positivos, entonces W(a,b) > 0 cuando a # b, pues asi
la matriz de acoplamiento admisible necesariamente tendra una entrada positiva fuera
de la diagonal. Como DP es simétrica, W, (a,b) lo es también.

Para probar la desigualdad del tridngulo, sean a, b, c € ¥,, y P, @) soluciones 6ptimas
al problema de transporte entre a y b, y entre b y c, respectivamente. Para evitar la
divisién entre 0, definamos el vector b tal que

l;j:{bj S%bj>0
1 sib;j=0
Con base en esto, definamos la matriz S como sigue:
S := Pdiag(1/b)Q € R™",
Note que S € U(a,c), pues
S1, = Pdiag(1/0)Q1, = P(b/b) = Plgu,r = a

donde 1gyppe) es el vector de dimension n con 1s en la entrada j donde b; > 0, y Os
en las demds entradas. La tltima igualdad se verifica porque Plg,,,# = P1 = a, pues
P;; = 0 para j tales que b; = 0. De la misma manera se muestra que S”1,, = c. Asf,

1/p
Wp(a,c):< min (P,Dp>> < (S, DP)Y/P

PeU(a,c)
1/p 1/p
= (> ka & < | D (Dij + Djk)pﬂ
ik j j ijk bj
(ZD Q]kz) (Z D;;;k z]ij)
ijk ] ik j

La primer desigualdad se cumple por la suboptimalidad de S, la segunda por la
desigualdad del triangulo de D, y la tercer desigualdad se sigue de la desigualdad de
Minkowski.

Asi,

0 1/p p 1/p
W(a.b) < (ZD@;BJE 4 ) . (z ka@jkz;)
kY5 ik i Uj

ij

1/p 1/p
= (Z ijpij) + (Z D?ijk)
ij ik

— W,(a,b) + W, (b,c)
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demostrando la desigualdad del triangulo. O

Definicién 68. La distancia de la proposicién anterior es conocida como distancia
de Wasserstein

Proposicién 69. Si X = Y y para alguna p > 1 se tiene que c(z,y) = d(x,y)P,
donde d es una distancia en X, i.e.

1. d(z,y) = d(y,z) = 0;
2. d(z,y) =0 <= z=y;
3. V(x,y,2) € X3, d(x,2) < d(x,y) + d(y, 2)
entonces la p-distancia de Wasserstein entre medidas arbitrarias:
Wy(a, B) = Lar(, B)!/7 (1.9)

es, en efecto, una distancia, i.e. W, es simétrica, no negativa, Wy(c, f) =0 <=
a = 3, y satisface la desigualdad del triangulo:

V(a, B,7) € M}i-(‘)()ga Wp(OZ/Y) < Wp(avﬁ) + Wp(aaﬁ)

Demostracion. Se demuestra de la misma manera que la proposicién 67: se cons-
truye un acoplamiento entre («, ) usando los acoplamientos 6ptimos de («, 5) y

(8,7)- 0

El problema de transporte 6ptimo es un problema de optimizacién que tiene como
objetivo minimizar la funcién de costo de transporte.

1.5.2 Distancia de Gromov-Wasserstein

Hasta ahora hemos asumido la existencia de una funciéon de costo C' que cuantifica
el costo de transportar histogramas (a,b) o medidas discretas (a, ). La teoria de
transporte 6ptimo no puede ser aplicada si no hay una funcién de costo definida entre
dichos objetos. Esto sucede cuando los histogramas o medidas no estan definidas en el
mismo espacio.. Para abordar dicha restriccion, se hace una suposicion débil: existen
dos matrices D € R"*™ y D' € R™*™ que cuantifican la similaridad entre las entradas
de cada uno de los histogramas y/o medidas. Un caso de interés es cuando D y D’
provienen de matrices de distancia, dando lugar a la distancia de Gromov-Wasserstein,
introducida y estudiada por Facundo Mémoli [14].

Definicién 70. Sean a € R™ y b € R™ dos histogramas. Sea D € R"*" la matriz
de distancia entre las entradas de a y D’ € R™*™ la matriz de distancias entre las
entradas del vector b.

Entonces, la distancia de Gromov-Wasserstein entre a y b es
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Figura 1.9: Imagen extraida del libro de Transporte Optimo Computacional de Gabriel
Peyré y Marco Cuturi [11]

GW ((a, D), (b, D"))* = in Epp(P
((a, D), (b, D))" = min Ep pr(P)
donde
Epp(P)= Y |Diy— Dju|*P,; Py
4,554,
Si o y B son medidas discretas con pesos a y b, respectivamente, y D, D’ son
las matrices de distancia definidas anteriormente, entonces la distancia de Gromov

Wasserstein entre a y 8 se define como GW ((a, D), (8, D")) = GW((a, D), (b, D")).

La distancia de Gromov-Wasserstein busca mapear los puntos a en b con el minimo
ajuste posible, asi como se muestra en la Figura 1.9.

Sean (X, dx,ax)y (Y, dy, ay) dos espacios métricos, donde (dy, dy) son distancias,
y ax, ay son medidas. La distancia de Gromov-Wasserstein

gW((aXa dX), (Oéy, dy))z =
in /szyz ’dX (33', .27,) - dy(y’ yl) ’2(17'((%‘7 y)d’ff(ﬂf/, y/)

ﬂ'eu(a.)( 7C¥y)

es una distancia entre espacios métricos con medida salvo isometrias, donde
(X, dx,ay) es isométrico a (Y, dy, ay) si existe una biyeccion ¢ : X — ), tal que
Ppox = ay y dx(z,2) = dy(d(z), ¢(z')).
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Inferencia de redes de fMRI

Los datos analizados en este trabajo fueron grafos sin pesos no dirigidos que representan
la conectividad funcional entre regiones del cerebro. Estos grafos, también conocidos
como conectomas, son construidos a partir de imagenes fMRI con un método de infe-
rencia desarrollado en [4]. Los conectomas analizados en esta tesis fueron compartidos
por la autora de dicho articulo y colaboradora de este trabajo, la Dra. Sophie Achard.
En las siguientes secciones describiremos las caracteristicas y el método de construccion
de los conectomas a partir de imagenes fMRI.

2.1 Descripcion de los datos

Fueron dos conjuntos de datos analizados.

El primer conjunto de datos consiste en conectomas recolectados de treina volun-
tarios, categorizados en dos grupos dependiendo de su edad: el primer grupo fueron
personas de 18 a 33 anos de edad, mientras que el segundo consistié de personas de 62
a 76 anos. En total fueron 17 jévenes (9 hombres y 8 mujeres) y 13 adultos (6 hombres
y 7 mujeres) [15].

El segundo conjunto de datos son conectomas de 25 pacientes en coma de un rango
de edad de 21-82 anos, y conectomas de 20 personas sanas, en el rango de 25 a 51 afios
de edad [2].

Los conectomas de ambos conjuntos de datos son grafos sin pesos no dirigidos con 90
nodos. En la proxima seccion se describe el proceso de inferencia de dichos conectomas
a partir de imagenes fMRI.

2.2 Inferencia de conectomas de fMRI

Cada participante fue escaneado acostado en reposo con los ojos cerrados durante un
periodo determinado de tiempo (entre 10 y 20 minutos). Se adquirieron las imégenes en
eco del gradiente con lectura ecoplanar (EPT) que representan el contraste dependiente
del nivel de oxigeno en la sangre.

Después de obtener los datos de EPI, se corrigieron los desplazamientos geométricos
causados por el movimiento de la cabeza durante el escaneo, utilizando la plantilla
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de EPI del Instituto Neurologico de Montreal. Después, se hace una parcelacion por
regiones usando la plantilla anatémica de [16]. Esta parcelaciéon divide cada hemisferio
del cerebro en 45 partes anatémicas. Después se promedian las series de tiempo fMRI
sobre todos los voxeles de cada una de las regiones anatémicas, obteniendo 90 series de
tiempo regionales. Cada serie de tiempo regional es corregida de nuevo por los efectos
del movimiento de la cabeza. Para dicha correcciéon se aplicé una regresion sobre las
series de tiempos de la traslacion y rotacién de la cabeza, las que fueron estimadas
durante la primer correcciéon geométrica con realineamiento de imagen. Los residuos
de estas regresiones constituyen el conjunto de series de tiempo promedio usados en el
analisis de correlacion con transformadas wavelet, definidas a continuacién.

Transformada Wavelet

Definicién 71. Una funcién wavelet madre es una funcién compleja ¥ que
satisface

| )Pt < oo

oo |\ 2
Gy = 27?/ de < 00
—oo ||

donde ¥ es la transformada de Fourier de 1.

Definicion 72. Sea s : R — R una funcién. Si ¢/ es una funciéon wavelet madre,
entonces la transformada wavelet de s(t) con respecto a (t) esté definida como

S(a,b) = ;a [ <t;b> s(t)dt

donde a > 0, b € R y ¢/ es la conjugada compleja de .

Las transformadas wavelet efectiian una descomposicién en la escala de tiempo,
partiendo la energia total de una senal sobre el conjunto de funciones wavelet madre,
donde cada funcion es escalada en frecuencia y ubicada en el tiempo de forma tnica.
Estas transformadas son particularmente adecuadas para senales de fMRI de personas
en reposo, por las propiedades que conllevan dichas senales. Para mayor informacion
sobre transformadas wavelet en datos fMRI véase [17], y para conocer la teorfa general
de andlisis wavelet véase [18].

La transformada wavelet es la base que se usa para estimar las correlaciones entre
las 90 series de tiempo regionales de fMRI, obteniendo una matriz de correlacion inter-
regional por wavelet de tamaiio 90 x 90.

A partir de esta matriz de correlacién se construye un grafo no dirigido, cuyos
nodos representan las 90 regiones anatémicas y estan conectados por una arista si la
correlacién wavelet entre la region ¢ y la region j excede un umbral predefinido.

Este método de construccion de redes a partir de imagenes de fMRI ha sido utilizado
en una gran cantidad de estudios de redes neuroldgicas, superando 2,000 citas. En
particular, en [15] utilizaron esta técnica para analizar las redes neuronales de personas
en coma y personas control, sin embargo, en la seccién de discusion dicen que no han
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encontrado evidencia aparente de distincion estructural entre conectomas de estos dos
grupos de personas. Encontrar la solucién de este problema es la motivacion de esta
tesis. Aqui, desarrollamos una distancia que si logre diferenciar entre los conectomas.
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Resultados

La distancia espectral, la distancia de Wasserstein y la distancia de Gromov-Wasserstein
definen los algoritmos para calcular la distancia entre conectomas. A continuacién, des-
cribiremos estos algoritmos con cada una de las distancias mencionadas.

3.1 Distancia espectral truncada

La distancia espectral entre conectomas consiste en primero encontrar el vector de
autovalores de la matriz sin retroceso de cada conectoma. Ya que la cantidad de auto-
valores no repetidos puede variar dependiendo del conectoma analizado, los vectores se
truncan de la manera que ambos queden en el mismo espacio Euclideano. Después se
calcula la distancia Euclideana entre los vectores truncados. Para remediar el hecho de
que, por el teorema 34 de Constantine-Lafont, la longitud espectral ignora los nodos
de grado uno de un grafo, agregamos un nodo cono. Considerando esto, calculamos la
distancia espectral truncada desde tres perspectivas:

m Conectomas en su estado original
s Conectomas con cono conectado a los nodos de grado 1
m Conectomas con cono conectado a todos los nodos

El pseudocddigo de la distancia espectral truncada es el siguiente:
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Algorithm 3.1.1 spectral_distance(graphs,cone,method)

Input: Lista de grafos, una variable booleana y el método de adicién, que puede tomar

los valores ‘all’ y ‘degree_one’
Output: Matriz de distancias

1: procedure

2 graphs < lista de conectomas

3 m < cantidad de conectomas por comparar

4 cone < variable booleana para determinar si se agrega un cono a los grafos
5: method < regla de adicién del cono

6 distancias <— matriz m x m con ceros

7 if cone then
8 for 0 <j<mdo
9

: graphs[j| <— add__cone(graphslj|, method) D> Ver algoritmo 1.3.1
10: end for
11: end if
12: eigs < nbeigs_calculate(graphs) D> Ver algoritmo 1.3.2
13: for 0 S 1 S ] < m do D> Calcular distancia entre cada pareja de grafos
14: n <— minimo de las longitudes de eigs|i] y eigs[j]
15: distancias|i, j] < distancia euclideana entre eigsli|[:n] y eigs[j][:n]
16: end for
17: return distances

18: end procedure

Utilizando este algoritmo, graficamos los mapas de calor de las distancias resul-
tantes. Se obtienen tres mapas de calor por cada conjunto de datos analizados (véase
Figura 3.1).

Se observa que los mapas de calor representando las distancias entre conectomas con
cono tienen una escala mas amplia, distinguiendo de mejor manera a los conectomas
entre si. Cabe notar que la regla de conexién del cono con todos los nodos no hace
mucha mejora, mientras que la conexion del cono con nodos de grado uno hace la
distnicion entre conectomas mas notoria.

La desventaja de utilizar la distancia espectral es el hecho de tener que truncar los
vectores caracteristicos para convertirlos en vectores del mismo espacio, lo que conlleva
pérdida de informacion del conectoma.

3.2 Wasserstein KDE

Una forma de evitar el truncamiento de vectores y la pérdida de informacién es estimar
la funcién de densidad de los autovalores de la matriz sin retrocesos de cada conectoma.
Asi, obtenemos funciones que, por construccion, estan en el mismo espacio. La distancia
de Wasserstein permite comparar dichas funciones.

Ya que los calculos a computadora estan limitados a representaciones finitas de
funciones, es necesario discretizar la funcién de densidad. Hay dos formas de hacerlo:
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Wasserstein KDE

Distancia espectral truncada entre grafos

Distancia espectral truncada entre grafos
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Figura 3.1: Distancia espectral entre pacientes en coma y personas control. La columna
izquierda compara personas jovenes y mayores, v la derecha son pacientes en coma y
personas control.
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de manera muestral o partiendo su dominio en una malla. Describiremos cada una de
estas formas a continuacion.

3.2.1 Wasserstein KDE muestral

Sean GG y H dos conectomas. Denotemos por fg y fg a la estimacién por nicleo de la
funcién de densidad de los autovalores de la matriz sin retroceso del conectoma Gy
el conectoma H, respectivamente. Para calcular la distancia entre fo v fg, se extraen
dos muestras de tamano n con distribucion fg v fg. Después, se calcula la distancia
de Wasserstein entre ambas muestras.

El pseudocddigo es el siguiente:

Algorithm 3.2.1 wasserstein_kde_distance(graphs, cone,ker,bw,sample__size)

Input: Lista de grafos y una variable booleana
Output: Matriz de distancias

1: procedure

2 graphs < lista de conectomas

3 m < cantidad de conectomas por comparar

4 cone < Variable booleana para determinar si se agregan conos a los grafos

5: ker < ntcleo para la estimaciéon de la funciéon de densidad con ntcleo

6 bw < ancho de ventana para la estimacion de la funcién de densidad con niicleo
7 sample size <— tamano de muestra por extraer

8 distancias <— matriz m x m con ceros

9: if cone then

10: for 0 <j<mdo

11: graphs|j| <— add__cone(graphslj)) D> Ver algoritmo 1.3.1
12: end for

13: end if

14: eigs < nbeigs calculate(graphs) D> Ver algoritmo 1.3.2
15: models < lista vacia de tamano m

16: for 0 < ] <m do D> Estimamos los modelos
17: models[j] < estimacién de la funcién de densidad de eigs[j] con niicleo ker

y ancho de ventana bw
18: end for

19: samples < lista vacia de tamano m

20: for S ] < m do D> Sacamos la muestra dada la funcién de densidad estimada
21: samples|[j| <— muestra [T1, ..., Tsample size] de distribucién models[j]

22: end for

23: for 0 <i<j<mdo D> Calcular distancia entre cada pareja de grafos
24: C' <+ matriz de distancia normalizada entre la muestra samples[i] y samples]j]
25: p < histograma uniforme de tamafio sample size

26: q < histograma uniforme de tamafio sample size
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27: distancias[i, j] < distancia de Wasserstein entre entre p y ¢ dada la funcién
de costo C'

28: end for

29: return distances

30: end procedure

Los resultados de aplicar Wasserstein KDE muestral para calcular la distancia entre
conectomas se muestra en la Figura 3.2. Al igual que en la seccién anterior, son tres
mapas de calor por cada conjunto de datos. Vemos que las distancias entre conectomas
son muy parecidas entre si. Para el conjunto de conectomas de personas jovenes y ma-
yores no hace mucha diferencia la adiciéon de un cono, pues vemos que la escala es muy
similar entre ellas. En el caso de las distancias entre conectomas de pacientes en coma
y personas control, la adiciéon de un nodo disminuye la distinciéon entre conectomas.
El mapa de calor de conectomas con cono conectado a todos los nodos del grafo es
el que muestra las distancias mas chicas entre conectomas, implicando que la adicion
de un cono conectado a todos los nodos disminuye las diferencias topolégicas entre los
conectomas.
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Figura 3.2: Distancia de Wasserstein KDE via muestreo. La columna izquierda compara
personas jévenes y mayores, y la de la derecha es de pacientes en coma y personas
control.

3.2.2 Wasserstein KDE en malla

Sean G y H dos conectomas. Denotemos por fg, fg : C — R a las estimaciones de la
funcién de densidad de los autovalores de la matriz sin retroceso de los conectomas G y
H, respectivamente. Para discretizar las funciones de densidad, dividamos el dominio
en una malla regular. Las aproximaciones que tomaremos seran los valores de fo vy fu
en las intersecciones de la malla. Entre mas densa es la malla, la aproximacién a la
funcion de densidad serd més acertada, pero la complejidad del algoritmo aumenta.
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El pseudocddigo para Wasserstein KDE en malla es el siguiente:

Algorithm 3.2.2 wasserstein_kde_distance(graphs,cone,ker,bw,grid__size)

Input: Lista de grafos y una variable booleana
Output: Matriz de distancias

1: procedure

2 graphs < lista de conectomas

3 m < cantidad de conectomas por comparar

4 cone < Variable booleana para determinar si se agregan conos a los grafos

5: ker <— ntcleo para la estimaciéon de la funciéon de densidad con ntcleo

6 bw < ancho de ventana para la estimacion de la funcién de densidad con niicleo
7 grid_ size <— tamano de muestra por extraer

8 distancias <— matriz m X m con ceros

9: if cone then

10: for 0 <j<mdo

11: graphs|j] <— add__cone(graphslj)) D> Ver algoritmo 1.3.1
12: end for

13: end if

14: eigs < nbeigs calculate(graphs) D> Ver algoritmo 1.3.1
15: models < lista vacia de tamaiio m

16: for 0 <j <mdo D> Estimamos los modelos
17: models[j] < estimacion de la funcién de densidad de eigs[j] con niicleo ker

y ancho de ventana bw
18: end for

19: grids <« lista vacia de tamano m

20: for < j <mdo > Construimos la malla para discretizar la funcién de distribucién

21: grid[j] «— malla del dominio de models]j]

22: end for

23: for 0 <i<j<mdo D> Calcular distancia entre cada pareja de grafos

24: vector; < models[i] evaluado en cada uno de los puntos de grid

25: vector; <— models[j| evaluado en cada uno de los puntos de grid

26: C' < matriz de distancia normalizada entre vector; y vector;

27: p < histograma uniforme de tamafo grid_ size

28: q < histograma uniforme de tamano grid_ size

29: distancias[i, j] < distancia de Wasserstein entre entre p y ¢ dada la funcién
de costo C'

30: end for

31: return distances

32: end procedure

Los resultados del algoritmo se muestran en la Figura 3.3.
A diferencia de Wasserstein-KDE muestral, la adicion de un cono al conectoma
ayuda a la discriminacién de conectomas. A saber, la escala de los mapas de calor es
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mas amplia cuando se agregan conos a los grafos.

Obsérvese que para el conjunto de personas jévenes y viejas, la distancia de Was-
serstein KDE aplicada logra discriminar la categoria de un conjunto de conectomas.
En efecto, los valores de la distancia son, en general, muy bajos entre conectomas de la
misma categoria, y mas altos entre conectomas de diferentes categorias. Este fenémeno
no es tan evidente para la base de datos de personas en coma y control, pero la adicion
del cono consistentemente ayuda a la discriminacién entre conectomas.
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Figura 3.3: Distancia de Wasserstein KDE via malla. La columna izquierda compara
personas jévenes y mayores, v la de la derecha es de pacientes en coma y personas
control.
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3.3 Gromov-Wasserstein

Por ultimo, sean G y H dos conectomas entre los cuales queremos calcular la distancia.
Sean a = (ay,...,a,) vy b = (by,...,bn) los vectores de autovalores de las matrices
sin retrocesos de G y H, respectivamente. Denotemos por M, € R™" a la matriz
de distancia entre las entradas de a, y M, € R™*™ la matriz de distancia entre las
entradas de b. La distancia de Gromov-Wasserstein entre los conectomas G y H es
entonces GW ((a, M,), (b, My)), definida en la secciéon 1.5.2

El pseudocodigo de este algoritmo es el siguiente:

Algorithm 3.3.1 distance_gr_wass(graphs,cone)

Input: Lista de grafos y una variable booleana
Output: Matriz de distancias

1: procedure

2 graphs < lista de conectomas

3 m <— cantidad de conectomas por comparar

4 cone < Variable booleana para determinar si se agregan conos a los grafos
5: distancias <— matriz m X m con ceros
6 if cone then
7 for 0 <j <mdo
8

9

graphs[j| <— add__cone(graphslj]) D> Ver algoritmo 1.3.1
: end for
10: end if
11: eigs < nbeigs calculate(graphs) D> Ver algoritmo 1.3.2
12: for 0 S 1 S ] < m do D> Calcular distancia entre cada pareja de grafos
13: C'1 < matriz de distancias entre cada entrada de eigs|i] normalizada
14: (2 < matriz de distancias entre cada entrada de eigs[j] normalizada
15: n < tamano del vector eigsli]
16: p < histograma uniforme de tamaiio n
17: m < tamano del vector eigs|j]
18: q < histograma uniforme de tamafio n
19: distancias|i,j] < distancia de Gromov-Wasserstein entre p con matriz de

similaridad C'1 y ¢ con matriz de similaridad C'2
20: end for
21: return distances
22: end procedure
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Figura 3.4: Distancia de Gromov-Wasserstein entre conectomas. La columna izquierda
es la comparacién de personas jévenes y mayores, y la de la derecha es de pacientes en
coma y personas control

Utilizando este algoritmo, la distancia entre conectomas se aprecia en la Figura 3.4.
Aqui vemos que el algoritmo de Gromov-Wasserstein es el que menos logra discriminar
entre conectomas. Sin embargo, la consecuencia de agregar un cono es mas marcada.
Cuando se agrega un cono conectado a los nodos de grado uno al grafo, la discrimina-
cién entre conectomas aumenta por un orden de magnitud para el conjunto de personas
jovenes y viejas, mientras que si el cono esta conectado a todos los nodos, la discrimi-
nacion disminuye. La tendencia se repite en los mapas de calor entre conectomas de
pacientes en coma y personas control.

37



Capitulo 3 Gromov-Wasserstein

Concluimos que la regla de conexién del cono al grafo es importante, pues cuando
el cono se conecta solo a los nodos de grado 1, se logra discriminar de mejor manera
los conectomas, ya que las escalas de los mapas de calor son mas amplias, mientras
que el cono conectado a todos los nodos hace que el grafo sea menos distinguible de
los demas.
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Conclusiones

Tres algoritmos fueron propuestos para cuantificar la diferencia entre conectomas: la
distancia espectral truncada, la distancia de Wasserstein KDE y la distancia de Gro-
mov Wasserstein. Cada uno de los algoritmos fue analizado desde tres perspectivas:
aplicandolos sobre conectomas originales y sobre conectomas con cono. Se siguieron
dos reglas de conexién del cono, conectandolo a todos los nodos, o solamente a los
nodos de grado uno.

La distancia espectral entre conectomas aumenta cuando se le agrega un cono si-
guiendo la regla minima, y se mantiene igual cuando la regla de conexién es méaxima.

La distancia de Wasserstein KDE muestral fue la menos esclarecedora, pues todas
las distancias eran muy parecidas y mostraban un comportamiento casi uniforme. La
adicion del cono no cambi6 la situacion.

La distancia de Wasserstein-KDE via malla logra diferenciar los conectomas de
personas jovenes y viejas. Este fendmeno no es tan evidente para la base de datos de
personas en coma y control. La adicién del cono remarca la diferencia entre conectomas
para ambos conjuntos, haciendo las distancias més grandes.

Por dltimo, la distancia de Gromov-Wasserstein demuestra la importancia de la
regla de conexién elegida al anadir un cono al grafo. Cuando el cono es conectado a los
nodos de grado 1, la distancia entre conectomas es mas alta. De lo contrario, cuando
la conexion del cono es a todos los nodos del grafo, los grafos son parecidos entre si
desde el punto de vista topoldgico, ya que la distancia entre ellos disminuye.

En la mayoria de los algoritmos, notamos que agregar un cono a los grafos logra
discriminar de mejor manera los conectomas. En efecto, las escalas de los mapas de
calor son mas amplias cuando se agregan los conos. Sin embargo, la regla de adicion
juega un rol importante, pues cuando el cono se conecta a los nodos de grado uno, hace
la diferencia entre conectomas mas marcada, mientras que a todos los nodos los hace
mas parecidos entre si.

Obsérvese que la distancia de Wasserstein KDE aplicada sobre la base de datos de
personas jovenes y mayores logra discriminar la categoria del conectoma. En efecto, los
valores de la distancia son muy bajos entre conectomas de la misma categoria, y mas
altos entre conectomas de diferentes categorias.

Este trabajo abre varias posibilidades de seguir la investigacion, como el anélisis
de bases de datos con mas categorias, cubriendo un mayor espectro de enfermedades
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neurologicas, o aplicar estas técnicas en problemas de redes en otros contextos.

Otra linea interesante de analizar es la eleccion de conexiones que se hacen del
nodo cono a los nodos del grafo. Hemos visto que con diferentes reglas de conexion,
la distancia entre redes puede ser mas marcada, o al revés. Por lo tanto, la regla
de conexién del cono con los demas nodos da diferentes resultados, y esto es una
oportunidad para mejorar la diferenciacién entre categorias de redes.
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