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Resumen

Los sistemas cuasiperiodicos han cambiado la percepcion que se tiene de los ma-
teriales cristalinos, al presentar simetrias rotacionales que se pensaban prohibidas,
por ejemplo la simetria rotacional de orden cinco. Desde su descubrimiento se han
investigado ampliamente sus propiedades, tanto electrénicas como fonénicas, siem-
pre en la busqueda de alguna aplicacién de igual importancia e inusual como su
simetria. Sin embargo hasta ahora su mayor interés ha sido fundamentalmente en
la propiedad de superficie antiadherente. En esta tesis, se hace un repaso de los con-
ceptos basicos de la fisica del estado sélido necesarias para poder explicar y entender
el comportamiento de la funcién de onda electronica en este tipo de sistemas. Se
estudia también el crecimiento de la red de Penrose por medio de deflacién a partir
de varias semillas iniciales y se calcula la funciéon de onda electrénica a manera de
entender el comportamiento electronico en éstos sistemas. Se encuentra la presencia
de dos estado separados por una pseudo brecha energética en el nivel de Fermi que
tienen comportamientos distintos, en donde, en los estados por debajo del nivel de
Fermi se presentan estados criticos en donde los electrones prefieren sitios con un
mayor numero de coordinacion. En el caso de los estados por encima del nivel de
Fermi se encuentran los estados frustrados, en donde ya no se presenta un compor-
tamiento critico. Se muestra la forma de la funcién de onda para distintas semillas y
energias del espectro, se anade ademas una explicacion intuitiva del comportamien-
to caracteristico de los sistemas cuasiperiédicos. Los célculos para llevar a cabo el
estudio de los sistemas cuasiperiddicos se hicieron de manera numérica en el lenguaje
de programaciéon Python3. En el apéndice A se explican algunas secciones del c6digo
escrito para llevar a cabo los célculos y la graficacion de la amplitud de las funciones
de onda electronica, mientras que en el apéndice B se agrega el diagrama de flujo
de los programas construidos para llevar a cabo los calculos.
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Abstract

Quasyperiodic systems changed the view that the crystaline materials have, pre-
senting fold symmetries that were considered forbidden, like five fold symmetry.
Since the discovery of these materials, their properties have been in constant re-
search, like the phononic and electronic ones, always with the goal to find an appli-
cation equal in importance and strangeness as their symmetry. However, until now
the interest on these materials is the non-stick surface property. In this thesis, we
review the basic concepts of solid state physics needed to explain and understand
the behaviour of the electronic wave function of these systems. We also study the
grow of the Penrose lattice with the deflation method applied to various initial seeds
and calculate the electronic wave function with the aim to understand the electronic
behaviour of these systems. The presence of two different behavioural states deta-
ched by an energy pseudo gap at the Fermi level is found, where the states below
the Fermi level have critical behaviour in which the electrons prefer the sites with a
greater coordination number. In the states above the Fermi level, frustrated states
are found, where the critical behaviour is absent. The amplitude of the electronic
wave function is plotted for different seeds and energies, also an intuitive expla-
nation of the characteristic behaviour of the quasyperiodic systems is added. The
calculations to do the study of the quasyperiodic systems were made numerically
in the Python3 programming language. In appendix A some build functions of the
written program are commented, while in appendix B the flowchart of the written
programs is added.
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Capitulo 1

Introduccion

Los cuasicristales, desde su descubrimiento por D. Schechtman et al. [1], causa-
ron un cambio de paradigma en la definicién de lo que es un cristal. Originalmente,
una clasificaciéon de la materia en funcién de su orden sélo consistia en dos fases,
amorfa y cristalina [2, 3, 4, 5]. Con el descubrimiento y aceptacién de la nueva fase
cuasicristalina en la comundad cientifica, la Union Internacional de Cristalografia
(IUCr, International Union of Crystalography) se vio obligada a cambiar sus defi-
niciones [6]. El articulo de Shechtman reporta la existencia de una fase icosaedral
en una aleacion monocristalina de Al y Mn enfriada rapidamente (en la jerga me-
taltirgica denominada como I-Al-Mn). Esta fase es incosistente con traslaciones en
la red a corto alcance [2, 5], pero existente a largo alcance. La nitidez del patrén
de difraccién indica una alta coherencia en la interferencia espacial comparada a la
que uno puede encontrar en los cristales. Una primera explicaciéon sobre la forma de
esta red propone que la simetria de los cristales de varios icosahedros en una celda
unitaria tiene distintas orientaciones y les permite estar distorsionados, dejando al
cristal en general consistente con los grupos puntuales y espaciales de la cristalogra-
fia [1]. Una segunda explicacién propuesta por Linus Pauling [7, 8], menciona que el
resultado del patrén de difraccién se genera al encontrarse 5 planos de redes ctibicas
emparejadas. La explicacion aceptada actualmente propuesta por Paul Steinhardt
consiste en un arreglo que presenta orientaciéon de enlace con simetria icosahedral,
presente a largo alcance pero con simetria traslacional de corto alcance [9]. La tese-
lacion de Penrose es un arreglo en 2 dimensiones que presenta estas caracteristicas.
No todos los sitios dentro de la red presentan simetria icosahedral, de hecho, existen
sitios con distintos niimeros de coordinacion alrededor de los sitios icosahedrales que
pueden romper la simetria orientacional, sin embargo, se ve que estos sitios estan
ordenados de manera que se cumple la orientaciéon de enlace con simetria icosahe-
dral [9]. La cristalograffa elemental muestra que la simetria rotacional de orden 5 es
inconsistente con el orden traslacional [5].

Se ha reportado también que los materiales cuasicristalinos no sélo se pueden en-
contrar en los laboratorios. Luca Bindi y colaboradores reportaron que éstos existen
en la naturaleza [10] en muestras cuya formacion data el tridsico. Se ha encontra-
do que el cuasicristal natural es una aleacién de Al, Cu, y Fe, que se presenta en
granos de escala micrométrica [10]. Se ve también que en la naturaleza, las fases
cuasicristalinas formadas bajo condiciones geoldgicas presentan perfecta estructura,
lo cual tiene severas implicaciones para la geologia y la fisica de materia condensada.
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Recientemente, Steinhardt y colaboradores han reportado en varios articulos sobre
la existencia de cuasicristales de origen natural provenientes del espacio [11, 12, 13,
14, 15].

Aunado a su poca convencionalidad, en los materiales cuasiperiddicos estan las
propiedades de antiadherencia, baja conductividad térmica, alta resistividad eléctri-
ca, fragilidad, y muchas propiedades que pueden ser contrarias a los elementos que
conforman a estos materiales [16, 17, 18].

Mucho se ha hablado acerca de la estructura de los cuasicristales, pero poco
sobre la estructura electrénica [19]. En lo referente a la estructura electrénica, se
ha reportado que existe una pseudo brecha energética en el nivel de Fermi [20], asi
como la coexistencia de 3 tipos de funciones de onda, el extendido, el critico y el
localizado [21], ademds hay un conjunto de estados degenerados separados de los
demés por la pseudo brecha energética [22, 21], estados que, debido a la naturaleza
degenerada de éstos, cualquier combinacion lineal de éstos estados es también un
eigenestado [23].

En esta tésis nos centraremos a los materiales cuasicristalinos metalicos, sin
embargo, Domrachev y colaboradores han encontrado y sintetizado fases cuasicris-
talinas en materiales organometélicos [24]. Estos materiales cuasicristalinos organo-
metalicos pueden no presentar la misma naturaleza que los aqui estudiados, debido
al tipo de enlace presente en éstos compuestos y a la estructura molecular de las
mismas. Aun asi, se puede utilizar como referencia lo contenido en la presente tésis
a manera introductoria en el estudio de la estructura electronica de los materiales
cuasicristalinos organometalicos haciendo las consideraciones pertinentes.

El contenido de esta tesis hara honor al titulo de la misma. Con la palabra “es-
tudio”nos referimos a una colecciéon de técnicas tedricas ttiles para “caracterizar”y
entender la funcion de onda electrénica en los arreglos cuasicristalinos, con la espe-
ranza de comparar y entender los resultados experimentales de distintos materiales
cuasicristalinos metélicos, y comentar las correciones necesarias a nuestros modelos.
Dado lo anterior y la introducciéon a éstos materiales en este capitulo, lo natural
en ésta tesis es continuar en el capitulo dos con los conceptos fundamentales utili-
zados en la fisica del estado sélido para determinar la estructura electronica de los
materiales cristalinos, haciendo especial énfasis en el arreglo espacial de los atomos,
ademas de presentar varios ejemplos en una y dos dimensiones a manera ilustrativa.
En el capitulo tres, nos sambullimos en el mundo de los sistemas cuasiperiédicos,
concentrandonos especialmente en los arreglos de Fibonacci en una dimensién, y la
teselacion de Penrose en dos dimensiones. Este capitulo tiene la finalidad de familia-
rizarnos con el lenguaje utilizado en éstos sistemas, responder el porqué se considera
una fase intermedia entre los sistemas cristalinos y amorfos, y el mecanismo de cre-
cimiento de los arreglos cuasiperiédicos.

En el capitulo 4, se aplican los conceptos vistos en el capitulo 2 en los sistemas
cuasiperiédicos vistos en el capitulo 3, se discute la implementacion de los métodos de
estudio de la estructura electronica, asi como las precuaciones que uno tiene que tener
al hacerlo. Veremos y compararemos resultados numéricos y analiticos reportados en
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la literatura, haciendo comentarios puntuales a varios métodos de solucion presentes
en la literatura, y como entra ésto dentro de la fisica del estado s6lido. Terminamos
con las conclusiones haciendo criticas a nuestro trabajo y mencionando lo que falta
por hacer.
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Capitulo 2

Conceptos basicos de la fisica del
estado sélido

2.1. Geometria de los sdlidos

Algo que puede definir las caracteristicas de un sélido es el acomodo de los ato-
mos que lo constituyen, un ejemplo claro de esto son las formas alotrépicas del
carbono. El carbono, se puede encontrar en forma de grafeno, fulerenos, diamante,
y nanotubos de carbono [25], las propiedades que cambian en estos ejemplos pueden
ser la conductividad eléctrica, el color, la dureza, etc. Por lo anterior, es importante
antes que nada, saber reconocer la geometria presente (o ausente) en los sélidos.

Hay varias maneras de clasificar a los sélidos en funcién del ordenamiento de
los atomos [26, 27|, sin embargo, en ésta tesis nos centraremos en una clasificacién.
Esta clasificacion divide a los sélidos en tres grupos, que son cristalinos, amorfosy
cuasicristalinos. A continuacion se explica cada una de estas categorias.

2.1.1. Sdlidos cristalinos

Por solido entendemos una substancia que muestra cierta resistencia al corte ba-
jo algin esfuerzo. Generalmente tales substancias tienen una estructura cristalina.
La materia solida esta constituida por una gran cantidad de dtomos, los cuales, al
enlazarse regularmente entre ellos forman arreglos o redes. Dado lo anterior, tene-
mos la siguiente definicion:

Definicién 1: Una red es un conjunto infinito de puntos definidos por una suma
entera de un conjunto de vectores primitivos de la red linealmente independientes.
Simbolicamente, los puntos de la red pueden expresarse como:

Ripng) = miay +noaz,  VYny,np € Z, (2.1)
en donde a; y as son los vectores primitivos linealmente independientes. En tres
dimensiones, ésta expresién toma la forma:

R[nl,ng,ng] = nja; + ngagz + nzag, vnla N, N3 € Z7 (22)

y en un espacio N dimensional se tiene la forma general:

4
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N
R[n1,n2,...,n1\z] = Zniah vnz S (23)

De la definicién anterior se puede decir que una red es también un conjunto
infinito de vectores, tal que la suma de cualesquiera dos vectores de éste conjunto,
da como resultado otro vector perteneciente al conjunto. Si nos quedamos con la
definiciéon que concierne a los puntos, podemos decir que una red es un conjunto
de puntos en donde el ambiente de un punto es equivalente al ambiente de cual-
quier otro punto. Asi podemos inferir que cualquier estructura periédica puede ser
representada como una red de motivos repetidos. Sin embargo, uno tiene que ser
cauteloso considerando la definicién anterior, ya que no todos los arreglos de puntos
son peridédicos. Un ejemplo de esto es la red hexagonal. Dado el ejemplo de la red
hexagonal y a arreglos mas complejos de puntos, nos vemos obligados a recitar la
siguiente definicion:

Definicién 2: Una celda unitaria es una region del espacio tal que al repetirse
y acomodarse, llena el espacio y construye una estructura.

De la definicién anterior vemos que la celda unitaria es el motivo repetido que
constituye el bloque elemental de construccion de una estructura peridédica. Hay ve-
ces en que uno quiere trabajar con la celda unitaria mas pequena, y es aqui donde
introducimos la siguiente definicién:

Definiciéon 3: Una celda unitaria primitiva para un cristal periédico es una celda
unitaria que contiene exactamente un punto de la red.

Sin embargo, hay veces en las que es conveniente una celda unitaria no primitiva
con el objetivo de hacer mas facil el trabajo de los célculos, un ejemplo de esto lo
veremos en las distorsiones de Peierls. Otro tipo de celda fundamental que se utiliza
mucho en la fisica del estado sélido es la celda de Wigner-Seitz [2], la cual se define
de la siguiente manera:

Definiciéon 4: Dado un punto de la red, el conjunto de puntos en el espacio que
son mas proximos a ese punto que cualquier otro punto de la red, constituye la celda
de Wigner-Seitz.

Hasta ahora, hemos deconstruido en elementos basicos la estructura cristalina
de nuestro solido, pero podemos reconstruirla utilizando la celda como motivo que
se repite, mas una base, que se define a continuacién:

Definiciéon 5: La descripcion de los objetos en la celda unitaria respecto al punto
de referencia de la red en la celda unitaria se conoce como una base.

Un concepto muy utilizado en la fisica del estado sélido es “el espacio recipro-
co”, que es la representacién del espacio real en un espacio dual [28] que llamamos
reciproco. Recibe éste nombre ya que los vectores de la red estan divididos por sus
vectores duales del espacio real [27]. Los vectores del espacio reciproco de una red
cristalina se pueden calcular mediante las expresiones:

Capitulo 2 5



|U|? en sistemas cuasiperiodicos

Ag X ag ag X ap a; X as

bl =27 b2 =27 b3 =27 (24)

-, < 9 -, 9 -, < .
aj - (a2 X 33) a - (3.2 X 3.3) ag (8.2 X a3)
Por lo tanto, podemos construir una red cristalina en el espacio reciproco mediante

la expresion:

G[h,k,l] = hby + kb + [bg Vh,k , l,e Z, (25)

R y G cumplen con la relacion:

GR =1, (2.6)

De lo dicho anteriormente, concluimos que toda red que vive en el espacio real,
tiene asociada una red reciproca que cumple con la expresion anterior. Como co-
mentario adicional, h, k y [ son los indices de Miller que nos permiten describir e
identificar un sistema de planos cristalograficos en la red real. Es decir, los vectores
de la red en el espacio reciproco nos describen la direccion normal de los planos
atomicos en la red real. El método mas usado en ciencia de materiales para la de-
terminacion de los indices (hkl) consiste en identificar en la red real los sitios de
interseccién de un plano atémico con los ejes coordenados, lo anterior en unidades
de las constantes de red ny, ny y n3. Teniendo estos niimero, uno calcula su reciproco
y luego se obtienen los entero minimos que cumplen con la razén de los reciprocos
(de aqui surge el nombre de red reciproca). Por ejemplo, supongamos que un plano
?t(’)mico ir}tersecta a los ejes en v = 2,y = 2y z = 3, los reciprocos son %, % y
3, respectivamente. Los enteros mas pequenos que tienen estas razones son 3, 2, y
2, respectivamente. Asi los indices de Miller para este caso son (322). Finalmente,
en caso de que algiin plano no intersecte a los ejes, por ejemplo el eje z, uno hace
z = o0, por lo que su reciproco sera % =0.

2.1.1.1. Funcion de densidad

Hay situaciones en las que uno tiene que representar los puntos de la red como
una funciéon continua, la ventaja de las funciones continuas es la facilidad que se
tiene para trabajar con ellas. Debido a lo anterior, definimos la funciéon de densidad
que nos describe la densidad de puntos en una red. Esta funcién tiene la forma:

p(r) = Z 0 (I‘ - R[m,nz,ng]) : (2.7)

ni,n2,n3

En las Figuras 2.1 y 2.2 podemos ver las funciones de densidad de una red hexa-
gonal y una red cuadrada. En la red hexagonal las tonalidades verdosas muestran
la presencia de un atomo o sitio de la red. La iregularidad presente en dicha figura
se debe a errores de precision que surgen en el computo. En la Figura 2.2 los tonos
claros representan la presencia de un atomo o sitio de red.

Si aplicamos una transformada de Fourier a la Ecuacion 2.7, obtenemos:
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Figura 2.1: Funcién de densidad de una red hexagonal.

-7:[{»'(1')] 5 / dl‘f_‘ik'r;}(r) = Z fdr(f"'k"'é‘(-“i) (I‘ A R['nmea,n:?.l) = Z g R

Ty.ng.mng mny,n2.n3

= @f 3 69k - G),

bkt

en donde v es el volumen de la celda unitaria, k es un vector perteneciente al
espacio reciproco. Hay que tomar en cuenta que se utilizé la formula de resumacion
de Poisson al expresar la suma de las exponenciales como suma de funciones delta
de Dirac. Por lo tanto. obtuvimos la funcién de densidad para el espacio reciproco.

2.1.1.2. Traslacion e invarianza

Una red cristalina R se puede construir como la repeticion periédica de una
celda unitaria, que puede consistir en uno o mas atomos. El vector r que lleva de
un punto de la celda unitaria al punto correspondiente de otra celda unitaria es
llamado wvector traslacién de la red, y puede ser representado como una combinacién
lineal de los coeficientes de los vectores base. El conjunto de vectores de traslacion
determina un grupo de traslacion de la red. Todas las redes que tengan el mismo
grupo de traslacion pueden diferir por tener distintas celdas unitarias. Al hacer una
traslacion de un red R con un vector r, obtenemos la misma red, simbdélicamente,

-]
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Figura 2.2: 'uncion de densidad de una red cuadrada en 2 dimensiones.

ésto es:
R+r=R.

En el espacio reciproco se cumple ésta misma caracteristica, con un vector k de
traslacion sobre una red G.

2.1.1.3. Condiciones de Born-von Karman

Las condiciones de frontera periodicas de Born-von Karman no solo son utiliza-
das para simplificar los cdlculos en cadenas atémicas muy grandes, también permiten
ignorar los efectos superficiales que pueda haber en el material a estudiar. Consi-
deremos una cadena de n dtomos en una dimension de longitud L, ésta tendra dos
extremos; ahora unimos los dos extremos formando un anillo. Esto significa que
cunalquier onda plana ¢ tiene que tener el mismo valor para una posicién r asf
como para la posicién r + L. Esto restringe los posibles valores de k a la forma:

Ra= £ : (2.8)
L

En el caso de dos dimensiones, a partir del plano de Atomos, formamos un toroide
que se ilustra en la Figura 2.3, en donde unimos los extremos opuestos del plano
de atomos formando un cilindro y lnego unimos los extremos del cilindro. De tal
manera, k obtendra la forma:

2m

I(?.’-|.Hg) !

en donde ny v ny son enteros y representan la canditad de atomos en las direcciones
x y y respectivamente. Andlogamente, para el caso de tres dimensiones, se forma un
hipertoro, y k tendra la forma:
2n
k= T(H]. Mo, H;_},) ‘
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Figura 2.3: Representacion de las fronteras de Born-von Karman de una red cuadrada
en dos dimensiones.

Uno podria pensar que al formar el hipertoro es algo poco natural considerando un
sistema con condiciones de frontera reales. Sin embargo, éstas condiciones de fron-
tera tienden a simplificar los calculos.

Las condiciones de Born-von Karman nos permite establecer valores para k en
una, dos y tres dimensiones. En parrafos utilizaremos k para resolver los casos ana-
liticos.

2.1.2. Sdlidos amorfos

Los sélidos amorfos se consideran aquellos en los que sus atomos no estan or-
denados en ninguna forma. Puede haber porciones de arreglos atémicos dentro de
ellos, pero a muy corto alcance, de tal manera que a escala macroscopica no se ve un
cambio de propiedades fisicas [26]. Los sélidos amorfos pueden considerarse como
liquidos endurecidos, ya que al calentar los solidos amorfos se obtiene el liquido con
las misma densidad y arreglo atémico que en el sélido s6lo que blando [4, 29]. Debido
a lo anterior, el s6lido amorfo no es una fase especial de la materia. Como ejemplo
de lo anterior, no son distintas fases el vidrio sélido y el liquido.

En el paso de una fase a otra se produce siempre a una temperatura comple-
tamente determinada (a la presion dada), pero en los sélidos amorfos se ve que la
transiciéon de solido a liquido no se produce un salto como en las fases cristalinas,
es decir, la transicion de fase en los s6lidos amorfos (de liquido a sélido y viceversa)
sucede de manera continua. La diferencia cuantitativa principal entre estos dos es-
tados es la magnitud de las viscosidades.
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Como conclusiéon de los solidos amorfos, la distribucién desordenada de los ato-
mos o moléculas que la componen acarrea la isotropia de los cuerpos, que es la
igualdad de propiedades en todos los sentidos. Asi, la principal distinciéon de los
cuerpos amorfos de los cristalinos, es la existencia de isotropia en los primeros y
anisotropia en los segundos [4, 29].

2.1.3. Sdlidos cuasicristalinos

Los sélidos cuasicristalinos son solidos que pueden presentar simetrias rotacio-
nales prohibidas, y carecen de simetria traslacional. El siguiente capitulo describe
la geometria y particularidades de los sistemas cuasiperiédicos.

2.2. Modelo de amarre fuerte

Iniciamos esta seccién con un comentario importante que se tiene que hacer res-
pecto a la estructura electrénica de los cuasicristales, la modelacién con elementos
pertenecientes a los grupos 1y 2 de la tabla periédica, utilizando un hamiltoniano
de amarre fuerte; esto quiere decir, que se consideran orbitales s, mientras que expe-
rimentalmente se ha visto que los elementos que conforman a las muestras en fases
cuasicristalinas, su configuracion electréonica muestra que el enlazamiento sucede con
orbitales p y d. Cabe destacar también que se han sintetizado materiales organome-
talicos con fase cuasicristalina [24]. Sin embargo, a pesar de lo anterior, considerar
orbitales s es una buena aproximacién para explicar la estructura electronica de
materiales metélicos.

El modelo de amarre fuerte tiene un enfoque mas cuantitativo en lo que se refiere
a los orbitales atomicos; como los niicleos son pesados en comparacion a los electro-
nes, se fijan las posiciones de los ntcleos y resolvemos la ecuacion de Schréodinger
para los electrones en funcién de la distancia entre los niicleos. Esto ultimo se conoce
como la aproximacién de Born-Oppenheimer [26].

Empezaremos por resolver el modelo de amarre fuerte para una cadena en una
dimensiéon de N atomos, para el caso de dos dimensiones, la solucién es similar,

solo hay que considerar que puede haber una mayor cantidad de primeros vecinos.
Empezaremos por escribir el hamiltoniano como:

H=K+) Vi, (2.9)
i
con K = % la energia cinética del electron y V; = V(r — R;) es la energia de
interacciéon de Coulomb entre el electrén a posicién r y el nicleo en posicion R;.

Asumimos que hay un tnico orbital en el &tomo n que llamaremos |n). Asumimos
también que todos los orbitales son ortonormales entre si, esto es

(n|m) = dp.m- (2.10)
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Tomemos ahora una funcién de onda general de la forma
U) = duln) (2.11)

donde ¢; son coeficientes complejos, y los kets |n) son los orbitales atémicos. Los
orbitales que hemos usado pueden ser tomados como la solucién del estado base de
la ecuacion de Schrodinger donde s6lo hay un ntcleo presente:

(K+W) ) =ell),
(K +V3)[2) = 2),

(K +VN)[N) = e |N),

donde €y es la energia del estado base de un sélo dtomo, es decir, |1) es el orbital en
el estado base de un electrén enlazado con el nicleo 1, |2) es el orbital en el estado
base de un electron enlazado con el nticleo 2, y asi consecutivamente hasta el &tomo
N. Con las definiciones anteriores, obtenemos la siguiente forma de la ecuacion de
Schrodinger:
Hn) = (K +V,)[n)+> Viln),

de la expresion anterior, reconocemos a K + V,, como el hamiltoniano que obten-
driamos si tenemos solamente el n-ésimo nicleo y ningin otro niicleo en el sistema,
asi, recordando que |n) son los orbitales atémicos, obtenemos entonces:

(K +V,)|n) =¢n)

donde aq es la energia del electrén en el niicleo n en ausencia de cualquier otro
nucleo. Asi podemos escribir:

Hyy = (m| H |n) = €o0mn+ Y _ (m|Vi|n) .
i#En
El 1ltimo término representa la interacciéon que hay entre el nticleo n y el nticleo
m-ésimo, esto es, un electrén puede saltar al nicleo n-ésimo desde el nticleo m-ésimo.
Generalmente lo anterior puede suceder si m y n son muy préximos entre si. Esta
representaciéon nos permite ver coémo esta compuesto el modelo del hamiltoniano
de amarre fuerte, sin embargo, a continuacién pasaremos a una representacion mas

amigable en el sentido que ahora trabajaremos con matrices, por lo que la imple-
mentacién para hacer cdlculos numéricos es mas directa.

Pasamos a resolver la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo para
este sistema. La ecuacion tendra la forma

H|T) = E|0). (2.12)

Si introducimos la expresion de la funcién de onda en la Ecuacién 2.12 obtendremos
H|V) = E|V)

HY ¢uln)=EY ¢uln),
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si proyectamos esta ecuacién sobre algin estado |m) de la base, obtenemos

HY guln) = B ¢un)
(M| HY  énln) = EY_ ¢, (mln)

n

recordando la condicién de ortonormalidad (Ecuacién 2.10), y expresando (m| H |n)
como elementos de la matriz en la coordenada (m, n), lo escribimos de la forma H,,,;
asi obtenemos la siguiente ecuacién:

Asi, la solucién a nuestra ecuacion de Schrodinger toma la forma de un problema de
eigenvalores. H,,, pertenece a una matriz de N x N, en donde N es el nimero de
orbitales atémicos (o sitios de la red). Definimos H,,,, como la autoenergia o energia
de sitio, que fisicamente representa el potencial electrostatico del nucleo del atomo
y representaremos como « (consideramos que todos los dtomos son iguales). H,,,
cuando m = n * 1 es la integral de salto a los vecinos mas préximos, esta cantidad
la reescribiremos como (3. Recordemos que el Hamilitoniano H es un operador her-
mitiano, es decir, H' = H, esto es H,,, = H?, . Podemos expresar las condiciones
escritas anteriormente como:

a sim=n,
Hyn=<5 sim=n=+1,

0 cualquier otro caso.

De lo anterior descrito, hay que agregar una discusion referente a la manera en
la que se enlazan los metales. Y esto surge principalmente por la distincién entre
el niimero de valencia y el nimero de coordinacién. Al cristalizarse los metales,; el
nimero de coordinacion de los atomos metalicos viene determinada por los vecinos
mas préximos a este [30]. Ejemplo de lo anterior lo podemos ver en el hierro (Fe),
que tiene valencias 2 y 3, sin embargo, cuando esta en la estructura cubica centrada
en el cuerpo (conocido como «— Fe o ferrita), el 4&tomo de hierro presenta un niimero
de coordinacién de 8. Otro ejemplo de lo anterior es el carburo de tantalo (TaC),
que tiene una estructura tipo cloruro de sodio (NaCl). El carbono tiene un niimero
maximo de coordinacién 4 y el tantalo de 5, sin embargo, en el TaC, cada dtomo
de Ta tiene 12 4tomos de Ta como vecinos. Adicionalmente, los &tomos de carbono
estan en los sitios insterticiales entre los atomos de Ta, lo cual funciona para enlazar
a los atomos de Ta. Cada atomo de carbono, esta enlazado a 6 atomos de Ta, sin
embargo, sabemos que la valencia del carbono es 4, por lo cual, los enlaces de este
entran en resonancia entre las seis posiciones permitidas alrededor de los atomos de
carbono. Lo anterior, le da un niimero de coordinaciéon al carbono de 6, y al tantalo
también de 6 [30].
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La resonancia se puede ver como un fenémeno en donde la distribucion geomé-
trica de estructura electronica empieza a cambiar a distintas configuraciones con
la finalidad de mantener la estructura de la molécula. Las distintas estructuras no
corresponden a distintas moléculas [30].

Asi, el nimero de veces que aparece el término de la integral de salto § anterior-
mente mencionado, es directamente proporcional al niimero de coordinacién. Por
ejemplo, en o — Fe, el nimero de coordinacién es 8, por lo tanto [ aparecera 8 veces
en el hamiltoniano de amarre fuerte.

El valor que asignaremos a [ no tiene una importancia significativa, ya que
teniendo los resultados y comparandolos con los datos experimentales prosigue hacer
las correciones pertinentes a 3 a manera de que se ajusten a los datos experimentales,
como se verd acontinuacion, $ es un parametro que sale en la relacion de dispersion
y cuyo ajuste a los datos experimentales se hace de manera simple [31].

2.2.1. Relacién de dispersion

Para el caso de una cadena periddica en una dimensién con constante de red
a, podemos obtener una expresién para la energia en funciéon del vector de onda.
Utilizaremos también las condiciones de frontera de Born-von Karman. Centrémonos
en un sitio, por lo tanto, tendremos la siguiente expresion:

Boj1+ ad; + Boj = Ej,

en este caso, tenemos 3 que multiplica a ¢;_; y a ¢;+1, es decir, se tiene a los

términos de interaccion de los sitios vecinos. Introducimos la relacion x = % a la
ecuacion anterior, obteniendo entonces:
$j1 = 2P;+ @i = 0. (2.13)
. s ., . eikja
Proponemos una solucién para la ecuacién anterior, de la forma ¢; = Ty en

donde v N es una constante de normalizacion y N es el nimero de sitios de la
cadena. Si sustituimos lo anterior en la Ecuacién 2.13, obtenemos

eikja
VN

en seguida utilizamos la relacién e~ + ¢™*¢ = 2 cos ka. Reacomodamos la expresién

y reingresamos %, obteniendo finalmente la relacion de dispersién

(efika T4+ eika) — O7

E=a+2Bcoska. (2.14)

La relacion de dispersion es valida para k y —k. En la Figura 2.4 se muestra la
relacion de dispersion para una cadena lineal en una dimension, que es el caso
descrito en la Ecuacién 2.14. Se grafican los eigenvalores E contra el valor de k,
donde k viene dado por la Ecuaciéon 2.8.
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Figura 2.4: Dispersion de la energia. La energia de sitio es cero.

2.2.2. Teorema de Bloch

Podemos representar un estado como |¥), en una dimensién, queremos ver c6mo
evoluciona este estado con la posicion, por lo tanto, tendremos la funciéon de onda
de posicion V(z) = (z|¥).

Incrementamos el punto en donde evaluaremos W(x) una cantidad infinitesimal
d(a) en la direccién Z, por lo cual, podemos escribir:

dv
U(x + da) = ¥(z) + d—(I)éa + ... (2.15)
x
Recordando que el operador de momento es p = —i%, obtenemos:
U(z + d0a) =~ (1 +ipda)¥(x). (2.16)

Decimos que el operador de momento es un generador para la traslacion del
espacio. Para hacer una traslacion una distancia a que es el parametro de red,
podemos trasladar a través de da un gran nimero N de veces, tal que:

U(zr+a)= (14 ipda)N ¥ (x)

lim
N (2.17)
U(r+a) =eP"U(x),

en donde utilizamos la definicién:

lim (1 + ipda)’y = eP*.

N—oo

Félix Bloch, en 1928 propuso una soluciéon a este tipo de sistemas, en donde se
considera un sistema lo suficientemente grande en ntimero de sitios atémicos, de tal
modo que se puede considerar que todos los atomos en la red son equivalentes. Lo
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anterior implica que si hacemos una traslacion R sobre la red, las propiedades serdn
invariantes ante la traslacion. La probabilidad de encontrar un electron alrededor
de r es |¥(r)[?, por lo tanto, la simetria traslacional implica que:

U(r)* =¥ (r+R). (2.18)

Por lo tanto, uno puede calcular la funciéon de onda en la celda unitaria, aplicando
las condiciones de frontera de Born-von Karman, con la certeza de que si uno se
desplaza por medio de r, se encontrara que la funciéon de onda no ha cambiado o,
dicho de manera formal, hay una invarianza en la traslacion.

2.3. Densidad de estados

La densdidad de estados nos describe la cantidad de estados presentes en un
intervalo de energia. La importancia de lo anterior, tiene una justificaciéon en la fi-
sica estadistica, la cual enuncia que el promedio de todos los estados presentes en
un sistema, serd el estado que se aproxime al caso termodinamico [32, 33, 34]. La
densidad de estados puede ser total o local. La densidad de estados total nos dice la
cantidad de estados en el sistema completo. La densidad de estados local nos dice
cOmo participa ese sitio en cada uno de los estados.

La densidad de estados es un concepto que se estudia mucho en el espacio reci-
proco. Nuestro caso de interés es el estudio de la densidad de estados en el espacio
real.

2.3.1. Densidad de estados en el espacio &

Hasta ahora, hemos introducido una variable denotada por k que hemos dicho
que vive en el espacio reciproco. Este espacio también recibe el nombre de espacio
de momentos, y espacio de vectores de onda. k esta reciprocamente relacionado con
el sistema en el espacio real.

2.3.2. Densidad de estados en el espacio real

La densidad de estados en el espacio real es crucial en el estudio de sistemas no
periddicos y periddicos, ya que permite un estudio de los estados disponibles y como
la existencia de éstos evoluciona en funcién de la energia sin la necesidad del espacio
reciproco.

La densidad de estados en sistemas finitos se puede ver como un histograma, en
donde la altura de la barra describe la cantidad de estados que se encuentran en un
intervalo de energia. Para la densidad de estados total, el histograma se puede apro-
ximar a una funcién continua por medio de suma de funciones delta de Dirac. Esto
da la posibilidad de expresar un sistema discreto por medio de una funcién continua.

Consideremos un eigenestado |Wj) que estd expresado en un conjunto base de
estados atomicos ortonormales |i) y con coeficientes de expansion (i|Wy):
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Figura 2.5: Densidad total de una red periédica en una dimension.

W) = Z i) (il W) - (2.19)

Todos los atomos cuyo coeficiente de expansion (i|Wy) # 0 contribuyen a este
eigenestado. Para este eigenestado la probabilidad de encontrar un electrén en un
estado base particular |n) es |(n|¥;)]*. Podemos hablar de [(n|¥})|* como el factor
que modula la densidad de estados total, D(F), del eigenestado |¥}) en el sitio n.
Sea la energia de éste eigenestado FEj. Si hay mas de un eigenestado con energia
E = E}, debemos sumar los factores |(n|¥;)|* de todos ellos para obtener el factor
de contribucién total a energia F para la densidad de estados local para el estado
de la base |n). La expresion para la densidad de estados total es:

D(E)= Y  O0E-E. (2.20)

Espectro Ey

La expresion para la densidad de estados local es:

d(E)= Y [(n|U)[6(E - Ey). (2.21)

Espectro Ey

La densidad de estados local vista de ésta manera nos permite describir de ma-
nera cualitativa el grado de participacion del sitio en cierta energia, es decir, como
contribuye el sitio a la funciéon de onda en cierto estado energético. Para el caso
de una cadena finita unidimensional de atomos podemos ver que su densidad total
representada por la Figura 2.5 muestra que hay una gran cantidad de estados en los
extremos del espectro. Con la densidad local podemos conseguir mas informacion,
empezando por la Figura 2.6 y utilizando la Ecuacion 2.21 podemos decir que el
sitio superficial (que estd en un extremo de la cadena unidimensional) tiene una
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Figura 2.6: Densidad local de un sitio supuperficial de una cadena periddica de
atomos en una dimension.

Figura 2.7: Densidad local de un sitio cerca de la superficie de una cadena peridédica
de atomos en una dimension.
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Figura 2.8: Densidad local de un sitio de una cadena periddica de atomos en una
dimension.

Figura 2.9: Densidad local de un sitio central de una cadena periddica de atomos
en una dimension, vemos que al acercarnos al centro, obtenemos una densidad local
que es parecida a la densidad total.
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Figura 2.10: Densidad de estados y dispersién de la energia.

baja probabilidad de tener electrones en los extremos del espectro. Esto se deriva
del término |(n|¥})]* que nos dice la probabilidad de encontrar un eletrén en el
sitio n correspondiente a un valor E) del espectro, por lo que la contribucién es
casi nula. Lo anterior se debe a los efectos de frontera, ya que los electrones pre-
fieren un entorno uniforme, y no uno en donde pueda presentarse un cambio de
potencial, como lo es la superficie. Lo anterior lo podemos verificar en la densidad
local de un sitio a 4 4tomos de distancia ilustrado en la Figura 2.7. Vemos que hay
una alta densidad de estados en los extremos del espectro, implicando que hay una
gran probabilidad de encontrar electrones en ese sitio en el estado de minima energia.

Al ir acercandonos poco a poco al centro de la cadena, vemos que las densidades
locales se empiezan a parecer, como ejemplo estan las Figuras 2.8 y 2.9. Al igual
que en el parrafo anterior, éstos sitios presentan una gran densidad en los extremos
del espectro, debido a la uniformidad de la cadena y a la simetria que se alcanza
en el sitio central (Figura 2.9). El hecho de que en los sitios centrales haya una dis-
minucion de la densisdad de estado en el centro del espectro se debe a los distintos
modos de oscilacion electronicos. Como son estados excitados, el electron empieza a
ganar energia y tiene la probabilidad de presentarse en la superficie de la cadena.

Como parte final de esta seccién, si comparamos la densidad de estados total y
la dispersion de la energia (como se ilustra en la Figura 2.10), nos permite tener un
mayor conocimiento sobre el comportamiento de nuestro espectro y la de los estados
presentes en nuestro sistema.

2.4. Distorsion de Peierls

Consideremos una cadena en una dimensién en donde tédos los sitios atémicos
son iguales, la distancia interatéomica es a, pero se presentan dos parametros de sal-
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to intercalados (1 y (2, asi como se muestra en la Figura 2.11. Resolveremos este
sistema considerando interacciones con primeros vecinos.

Figura 2.11: Cadena de atomos con integrales de salto intercaladas. Las barras per-
pendiculares indican los limites de la celda m-ésima.

Consideremos también las condiciones de frontera de Born-von Karman, es decir,
estaremos tratando con un anillo. Para resolver este sistema, notamos que al mo-
vernos cada dos dtomos, nos encontramos con la misma configuracién espacial -en
lo que se refiere a los pardametros de salto. Asi podemos definir una celda unitaria.
Lo anterior provoca que el periodo de la cadena se duplique, y la zona de Brillouin
estd en el intervalo [3Z, Z]. Denotemos los estados atémicos por |m,1) y |m,2),
en donde 1 y 2 representan los sitios dentro de la celda m-ésima. Para resolver la
ecuacion de Schrodinger, los eigenestados tendran, utilizando el teorema de Bloch,

la siguiente forma:

W) = > @ (k) fm, 1) + oV (k) [m.2)) (2.22)

m=—00

e"ka“cgn)(k;) y eika“cén)(k:) son los coeficientes de los estados atémicos |m,1) y
|m, 2) respectivamente. Insertando la Ecuacion 2.22 en la ecuacién de Schrodinger
H |Uy) = E) |Vy), se resuelve proyectando ambos lados de la ecuacién sobre (0, 1] y
luego sobre (0, 2|. Empecemos con el primer estado atémico, es decir (0, 1| H [Vy) =
Ex (0, 1|W}), resolviendo el miembro que contiene a la energia, se tiene:

E;, (0,10, = Epc (k)

ik2ma

en donde m = 0, lo cual hace que e = 1. En el miembro izquierdo de la ecuacion

de Schrodinger se tiene:
(0,1 H [ W4) = act” (k) + (81 + Bae™") " (k)

de las ecuaciones anteriores obtenemos:

ac™ (k) + (Br + B26™) 57 (k) = B\ (k) . (2.23)

« es la energia de sitio, 51 es la integral de salto dentro de la celda m = 0, por lo cual
éste término no esta acompanado de la exponencial. El caso de 35 se da al correr
los valores de m, en este caso, m = —+1, por lo cual, va acompanado del término
exponencial. En el caso m = —1, el término es cero, ya que se refiere al salto del
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Figura 2.12: Densidad de estados total y dispersion de la energia con dos parametros
de salto.

estado [0,1) al |—1,1), es decir, representarfa la interacciéon de segundos vecinos,
que en este caso es cero.

Ahora proyectamos H |¥;) = Ej |Uy) sobre el estado atémico |0, 2), el resultado
es muy similar a la Ecuacion 2.23, el cual es:

(Boe™ ™20 4 B,) & (k) + acs™ (k) = ErcS™ (k). (2.24)

De las Ecuaciones 2.23 y 2.24 consideramos « = 0, recordemos la expresion 2.14,
considerando que todos los dtomos de nuestra son iguales, a en este caso actua
como un factor que va a recorrer nuestro espectro, es decir, independiente del valor
que tenga «, la forma del espectro se va a conservar, sélo cambiard la localizacion
energética del espectro. Ahora movemos el término Fj, a la izquierda obteniendo el
siguiente sistema de ecuaciones seculares:

— By (k) + (81 + Boe™) &V (k) = O} (2.25)

(B 4 1) ") (k) — Exes” (k) = 0

Calculando el determinante del sistema anterior, obtenemos:

Ei o (61 + 626ik2a) (526—%2(1 + 61) =0.

Recorremos los términos con las integrales de salto al otro lado del igual y desarro-
llamos el producto:

E} = B} + B3 + 2B1 32 cos(2ka) ,
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introducimos el término 2,35 lo cual nos permite reescribir una parte de la ecuacion

. 2 . . , .
anterior como (3; — B2)” sin alterar el valor de E?. Factorizamos los términos que
contienen 23,35 obteniendo:

E2 = (By — B2)” + 26132 (cos(2ka) + 1) .
Recordemos las identidades cos(20) = cos?(#) — sin?(0) y 1 = cos?() + sin?(0),
haciendo las manipulaciones algebraicas pertinentes, encontramos que la estructura
de la banda, dada por Ej, tiene la forma:

Ek ==+ ((ﬁl — ﬁg)Q + 45152 COSQ<I€G>)% . (226)

En las Figura 2.12 Se ilustra la forma de la dispersion del espectro y la densidad
de estados total de una cadena periddica con dos parametros de salto.

Resolvamos ahora el caso en que nuestra celda contenga tres parametros de salto
b1, B2y B3. 1y P2 son los parametros que representan los saltos del electron dentro
de la celda, y 3 es el pardmetro que permite el salto del electrén fuera de la celda.
La funciéon de onda de Bloch para este caso tendra la forma

W) = D e (V) 1) + 7 () [m,2) + (k) I, 3)) L (2.27)

m=—0oQ

Como en el caso anterior, resolvemos la ecuacién de Schrodinger H |Uy) =
E} |¥y) haciendo el producto escalar con los estados |0,1), [0,2) y |0, 3). Desarro-
llando los productos anteriores con sumo cuidado, considerando la energia de sitio
a = 0 uno llega al cojunto de ecuaciones seculares siguientes:

—Epe{” (k) + Brcs” (k) +Bse ke (k) = 0
B (k) — BreS (k) +Bacy (k) = 0 (2.28)
Bae*acl™ (k) 4 Bacl” (k) — B (k) =0

Calculando el determinante del sistema anterior, obtenemos el siguiente polino-
mio:

Ep — (B + B3 + B3) Ex — 2618205 cos(3ka) = 0. (2.29)

vemos que la ecuacién anterior tiene forma de la ecuacién ctbica reducida [35]:

2 fpr4q=0, (2.30)

endonde E =z, p=— (8 + 85 + B2) y ¢ = —21 8233 cos(3ka). Para encontrar las
raices del polinomio anterior, se utiliza la férmula de Cardano [35]. Dada una raiz
xo de la Ecuacion 2.30, ésta serd dada por la suma de términos:

$0:A+B,

sl q @ sl q ¢
A={l—=+4/= B=t/—-2_ /L 2
\/ 5 V7T T o \/ 2 1T o7
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Queremos conocer las raices reales del polinomio, por lo tanto, hacemos uso del
discriminante, dado por la expresion:

2 3
D=—4p®—27¢* = —108 (L + 2} .
D Tq 08(4+27

El discriminante de la Ecuaciéon 2.29 esta dado por:

(2.31)

3
D = —108 (2@f@§ﬁ§ cos®(3ka) — (B +52§7+ %) ) :

A partir de la ecuacién anterior, podemos obtener 3 casos.

» Si D <0, la Ecuacién 2.29 tiene una raiz real y dos raices imaginarias conju-
gadas.

= Si D = 0, todas las raices de la ecuacion 2.29 son reales, siendo dos de ellas
iguales entre si.

= Si D >0, la Ecuaciéon 2.29 tiene tres raices reales distintas.

En la Figura 2.13 se ilustra la densidad de estados y la dispersién de la energia.
En esta figura se puede ver la existencia de brechas energéticas, que se deben a
la presencia de 3 parametros de salto distintos, (1, B2 y 3. Al is incrementando
el nimero de parametros de salto, la celda unitaria empieza a hacer mas grande y
empiezan a surgir un mayor nimero de brechas energéticas.
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Capitulo 3

Sistemas Cuasiperiodicos

Hasta ahora, hemos visto qué son los sistemas periddicos, el comportamiento de
la funciéon de onda electronica en sistemas periddicos, y la densidad de estados en
el espacio real; en este capitulo, veremos lo que son los sistemas cuasiperiédicos, y
qué comportamiento tienen. Este capitulo tendrd la funcién de unir lo visto en el
capitulo anterior con los resultados. Veremos la diferencia y similitud de los sistemas
cuasiperiddicos los periddicos, y concluiremos con la construccion de dos sistemas
cuasiperiédicos. El principal objetivo de éste capitulo es dar una breve introduccion
a los sistemas cuasiperiodicos en cuestion. Este capitulo no busca ser una referencia
completa a los sistemas cuasiperidodicos; en caso de que se quiera un desarrollo mas
amplio respecto al tema, la lectura de los trabajos de Paul J. Steinhardt [36, 37] es
sumamente recomendada, ya que se hace una descripcién detallada de los sistemas
cuasiperiédicos en una, dos y tres dimensiones, asi como también se demuestra que
las estructuras periddicas son el caso trivial de las estructuras cuasiperiédicas. Al
final del capitulo se discutird cémo estan conectados la cadena de Fibonacci y la
red de Penrose, lo anterior se hara asi debido a que -en mi opinién personal- es
necesario formar cierta intuicion para poder manejar el formalismo para describir
las estructuras cuasiperiodicas.

3.1. Crecimiento de una cadena de Fibonacci

La cadena de Fibonacci surge indirectamente a partir de la secuencia de niime-
ros de Fibonacci. Esta funcion es recursiva y surgié a partir de la descripcion de
crecimiento de una poblacién de conejos por Leonardo de Pisa (también conocido
como Fibonacci) [38].

Supongamos que hay un par de conejos recién nacidos, uno macho y otro hem-
bra, y se les pone en un ambiente controlado de manera que podamos contarlos.
Ahora, supongamos que los conejos son capaces de llegar a la edad reproductiva al
mes de nacidos (lo cual algunas especies pueden) y que tienen un mes de gestaciéon
(lo cual ciertas especies también pueden) [38]. Ahora supongamos que los conejos
son miticos y no mueren. La tltima suposicion es que el conejo hembra produce un
nuevo par cada mes (uno macho y uno hembra estrictamente) desde el segundo mes.
La pregunta que surge es ;Cuantos conejos hembra habra al final de n meses?

Al final del primer mes, habra una hembra, que llegd a su edad reproductiva. Al
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Mes | Hembras

SO W N~ O
O Ul W N — =

13

Cuadro 3.1: Incremento en el niimero de conejos hembra en funcién del mes.

segundo mes, seguird un conejo hembra, (ya que es al inicio del mes 3 que nacera
el nuevo par). Al final del tercer mes, tenemos en total dos conejos hembra, uno
llegando a la edad reproductiva y otro a punto de dar a luz a otro par, al final del
cuarto mes, tenemos dos conejos hembra en gestacion, y otro llegando a la madurez.
Siguiendo ésta logica, obtenemos el Cuadro 3.1.

Notemos que para el mes n > 1, hembras(n) = hembras(n—1)+hembras(n—2).
Lo anterior no es un accidente. Cada hembra que estaba viva en el mes n — 1 seguira
viva en el mes n. Adicionalmente, cada hembra que estaba viva en el mes n — 2
seguird viva en el mes n. Las nuevas hembras pueden anadirse a las ya existentes en
el mes n — 1 para obtener el nimero de hembras en el mes n. El crecimiento de la
poblacién estd descrito naturalmente por la funcién de recurrencia

hembras(0) =1
hembras(1) =1
hembras(2) =2,
hembras(3) = 3

(4) =5

hembras

hembras(n) = hembras(n — 1) + hembras(n — 2) .

Reacomodando el ultimo renglén de la expresion anterior y cambiando de nombre
a la funcion, obtenemos la funciéon de recurrencia de Fibonacci:

Fn)=F(n—1)+F(n—2). (3.1)

La ecuacion anterior nos permite calcular los niimeros de la sucesién de Fibonacci.
Sin embargo, podemos aplicar ésta funciéon no solo a ntimeros, pero también una
cadena de caracteres compuesta por L y S. Podemos definir la funciéon de recurencia
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de la siguiente forma:

F(0) =8,

F(1)=1L,

F2)=L+5=LS,

F(3)=LS+L=LSL,

F(4) = LSL + LS = LSLLS
(5)

F(n) —F(n—1)+F(n—2).

Vemos que el nimero de caracteres en la cadena de Fibonacci esta dado por la
sucesion numérica de Fibonacci. La razén del nimero de caracteres L respecto a S
es un nimero irracional 7 = %5 cuando la cadena tiende a infinito. También se

ve que hay tres combinaciones distintas de caracteres que se presentan dentro de la
cadena, éstos son LL, LS y SL.

3.2. Crecimiento de una red de Penrose

Los conceptos vistos en el capitulo anterior sobre las redes peridédicas seran de
gran utilidad aqui. Definiremos una teselacion como el embaldosado de una super-
ficie plana utilizando una o mas figuras geométricas. Lo anterior nos recuerda que
una red cristalina es la combinacién de una red y una base o motivo, por lo tanto,
podemos decir que una red cristalina es un tipo de teselacion periddica. Si se nos
presenta una teselacién, podemos verificar que es periddica trazando un contorno,
trasladar ese contorno (sin rotar ni reflejar), y ver que la teselacién no ha cambiado.
Un ejemplo popular de esto son los mosaicos de M.C. Escher [39].

El problema de teselar el plano con figuras es dlgo que ha inspirado a la huma-
nidad en la arquitectura, las artes, la naturaleza, etc. A lo largo de nuestra historia
hemos visto que se puede teselar de manera periédica y no peridédica. A partir de lo
anterior, ha surgido la pregunta ;Hay un conjunto minimo de piezas que teselen no
periédicamente? Hubo muchas contribuciones al respecto [28], pero fue hasta el siglo
pasado en 1961 que Hao Wang propuso un conjunto de piezas que pueden teselar
el espacio aperiodicamente, después de ¢l hubo mas propuestas, hasta que Roger
Penrose propuso un conjunto que no solo teselaban el espacio de manera aperiodica,
si no que presentaban una simetria rotacional de orden 5 [28, 39]. La propuesta
original consistia en 6 piezas, reduciéndose finalmente a dos piezas [39]. Estas dos
piezas consisten en rombos, Un rombo ancho con angulos internos %’r y %ﬂ, y otro
rombo delgado con angulos internos T y 4?”. Por si mismos, éstos rombos pueden
teselar periédicamente, por lo que es necesario establecer unas reglas para evitar lo
anterior. Siguiendo las reglas de teselacion establecidas, uno puede llenar el espacio

infinito sin la apariciéon de huecos.

Algo interesante de esta teselaciéon, es que la proporciéon entre los tipos de rom-
bos tiene un valor irracional, dado por 7 = %5, el mismo que en el caso de la

cadena de Fibonacci. La explicacion de la relacion entre los dos arreglos queda fuera
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de los objetivos de esta tesis, sin embargo es recomendable consultar el trabajo de
Steinhardt [36]. Si la teselacién empieza a convertirse en periddica, la proporcion
de rombos deja de cumplirse [36]. Dado un arreglo inicial de la teselacién, hay dos
maneras de teselar. Una llamada Inflacion y otra Deflacion (esta tltima es la uti-
lizada en ésta tesis). Més adelante explicaremos el funcionamiento de la deflacidon,
de momento, daremos algunos datos importatnes sobre la teselacion de Penrose.

La teselacion de Penrose sigue una simetria pentagonal o rotacional de orden 5,
convirtiendo a la teselacion como un candidato ideal que pueda modelar los arreglos
cuasiperiédicos encontrados en las aleaciones cuasicristalinas.

Como datos importantes que se han obtenido de la teselacién de Penrose es el
hecho que de cualquier regién finita en una teselacion de Penrose, estd contenida
dentro de otra teselacién de Penrose. Esto quiere decir que si empezamos con dos
arreglos iniciales de rombos, y empezamos a teselar, encontraremos que hay una
regiéon finita dentro de las dos teselaciones que es igual. A esto se le conoce formal-
mente como el teorema de isomorfismo local [39, 28]. Ahora consideremos una regién
circular de diametro d dentro de la teselacion, hay un teorema, llamado Teorema
de Conway, y dice que la distancia del perimetro de una region circular, al perime-
tro de otra region nunca sobrepasara d%s. Es decir, es como un caso del teorema
de isomorfismo local que se aplica a regiones finitas dentro de la teselacion. Cabe
mencionar que lo anterior se considera como un limite superior, y no un promedio.
A partir de aqui podemos formar un concepto de cuasiperiodicidad, un motivo que
se repite, pero no de manera estrictamente periodica.

Ahora, continuamos con el funcionamiento de la deflacion. Empezaremos por
definir dos tridngulos iséceles (véase las Figuras 3.1 y 3.2), uno que llamaremos agu-
do en donde el angulo /ABC' es de I, y otro que llamaremos obtuso, en donde el

57
angulo en /ZABC' es de %’r

Para formar una red de Penrose hacemos uso de reglas de subdivision de divi-
dirdn nuestros tridngulos siguiendo ciertas reglas. Estas reglas empiezan a generar
tridngulos dentro de nuestro tridngulo con el tamano a nuestra conveniencia, es de-
cir, si empezamos con un triangulo de cierto tamano, la red se ird generando dentro
de ese tridngulo. A la figura sobre la cual aplicaremos las reglas de subdivision la
llamaremos semilla.

La red, por cada subdivision, tendra una distancia de arista mas corta. Sin em-
bargo, para los fines de estudio en esta tesis, la corta distancia de las aristas no
interferird en nuestros calculos, ya que sélo tomaremos en cuenta la interaccion de
un sitio con los otros.

Cada uno de los triangulos tiene reglas de subdivisién bien definidas. Lo con-
veniente para trabajar con las coordenadas y tipos de tridngulos es por medio de
tuplas. Las tuplas consistiran en 4 espacios. El primer espacio tendra un valor bina-
rio, 0 para el triangulo agudo y 1 para el triangulo obtuso; los tres espacios siguientes,
contienen las coordenadas del tridngulo.
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Si empezamos subdividiendo un triangulo agudo AABC, obtenemos dos trian-
gulos, uno agudo AC'BP y otro obtuso APCA como se vé en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Subdivision del triangulo agudo. El triangulo original AABC' se subdi-
vide en dos triangulos, ACPB y APCA.

Simbolicamente, esto se puede representar como:

[(0,A,B,C)] — [(0,C,P,B),(1,P,C, A)].
en donde P esta dada por la ecuacion:

B-A
P=A+ :
-

T siendo la razén dorada, que tiene un valor de 7 = %5 Para el caso del tridngulo
obtuso, éste se subdivide en tres tridngulos, uno agudo y dos obtusos (Figura 3.2).
Simbolicamente ésto se representa mediante:

[(17 A7 B7 C)] H [(17 R7 C’ A>7 (17 Q? R7 B)’ (07 R7 Q’ A)] Y
en donde el punto @) esta dado por:

A-B
Q=B+""2,
T

y R por:
C—-B

T

R=B+

Asi, aplicando repetidamente éstas reglas de subdivisién a una semilla, se genera
una teselacion de Penrose. La velocidad de crecimiento de éstas redes es en funcion
de la semilla. Podemos ver el Cuadro 3.2 y ver el crecimiento de varrias configura-
ciones iniciales y cémo éstas crecen con cada subdivision.

Si juntamos dos tridngulos agudos uniendo sus bases, obtenemos un rombo del-
gado. Si juntamos las bases de dos tridngulos obtusos, obtenemos un rombo ancho.
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Figura 3.2: Subdivisién del tridngulo obtuso, en donde el triangulo original AABC
se subdivide en tres triangulos, AQBR, ARAQ y ARAC.

En las Figura 3.3 se muestra un rombo delgado después de aplicar 9 subdivisio-
nes que tiene 4311 sitios, y en la Figura 3.4 se muestra un rombo ancho al que se le
aplicaron 9 subdivisiones que consiste en 6895 sitios. La diferencia en el niimero de
sitios se debe a la configuracion inicial a la que se le aplic la deflacion.
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Al aplicar las reglas de subdivisién sobre alguna semilla, veremos que aparecen
ciertos arreglos con distintos nimeros de coordinaciéon. Cada uno de éstos sitios ha
sido identificado y nombrado [39]. Los nombres de los sitios se pueden ver en el
Cuadro 3.3.

Los sitios S y S; consisten en 5 rombos gruesos. Debido a esto, éstos sitios son
muy parecidos y a simple vista no hay diferencia, sin embargo, para identificarlos,
hay que fijarse en los rombos delgados que rodean a los gruesos, como se ve en el
Cuadro 3.3. Como ultimo comentario de los sitios S y S5 es que ambos son la sub-
division del otro, es decir, si aplicamos la deflacion a un sitio Ss, obtendremos un
arreglo que contiene en el centro al sitio S, y si empezamos con un arreglo que tiene
un sitio S, al aplicar la subdivisién, se tendra un arreglo con un sitio Ss en el centro.

Los nombres de los sitios S3 y Sy refieren a los rombos gruesos que tienen de
manera que el eje mayor de los rombos apunta al centro del sitio. Estos sitios tienen
numero de coordinacién 7 y 6 respectivamente.

El sitio J es de interés ya que tiene nimero de coordinaciéon 5, al igual que los
sitios S y Sy pero con una distribucién geométrica distinta.

Los sitios D y Q tiene mismo niimero de coordinacién pero se forman de manera
distinta. El sitio D esta conformado por dos rombos gruesos y uno delgado, mientras
que el sitio Q esta formado por dos rombos delgados y uno grueso. Finalmente, te-
nemos el sitio K, que consiste en tres rombos gruesos y uno delgado, y tiene niimero
de coordinacion 4.

En la Figura 3.5 se grafica la funcién de densidad de los vértices pertenecientes
a un arreglo que se inicié con un sitio S al cual se le aplicaron subdivisiones hasta
llegar a 1211 sitios, el sitio central ahora es S;. Se puede apreciar que en la red se
forman contornos redondos o soles que a veces se superponen. Esto significa que en
estas regiones existen sitios K, Q y J superpuestos formando un decidgono regular
en como perimetro.

Finalmente, cabe resaltar que este no es el inico método para construir teselacio-
nes de Penrose, uno de los trabajos de Steinhardt[40] reporta una nueva metodologia
adicional a las ya propuestas por el mismo [36, 37]. Existe la creencia que para cons-
truir teselaciones de Penrose extensas hay que saber la forma de la misma a una
distancia grande, es decir, saber la forma de la red en una gran regién para seguir
agregando piezas, sin embargo, se ha reportado que hay una manera mas facil en
donde sdlo se tiene que tener conocimiento de la configuracién local [40]. La adicion
consiste unicamente en si el conjunto de piezas que se va a generar pertenece al
conjunto de sitios que hemos descrito, es decir, si el conjunto de piezas que se va a
unir formarg a alguno de los sitios S, Ss, S4, S3, K, Q, J o D. Este método se puede
extender para explicar la manera en la que se forman los materiales cuasicristalinos
perfectos con interacciones atémicas de corto alcance.
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Figura 3.5: Funcion de densidad de una red de Penrose de 1211 sitios.

3.3. Relacion entre la cadena de Fibonacci y la
red de Penrose

Para conluir este capitulo, daremos unas definiciones bésicas sobre los cuasicris-
tales y explicaremos de manera breve el Método Dual Generalizado (GDM por sus
siglas en inglés). Lo anterior servird como una explicaciéon de porqué es importante
primero comprender el comportamiento de la cadena de Fibonacci, y como a partir
de ella, podemos llegar a estudiar la red de Penrose.

3.3.1. Definiciones basicas

Un cuasicristal ideal es construido por la repeticion infinita en el espacio de dos
o més unidades estructurales distintas (atémicas o moleculares), llamadas celdas
unitarias. El empaquetado de esta celda unitaria en una red tendra simetria tras-
lacional cuasiperddica de largo alcance y simetria rotacional de largo alcance. Por
celda unitaria cuasicristalina nos referimos a un motivo, pero a diferencia de los cris-
tales, el motivo no se repite periédicamente. Como recomendacion para la lectura
de esta seccién, es conveniente tener la Figura 3.4 como referencia.
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Las propiedades formales de los cuasicristales son las siguientes:

.-

Simetria rotacional: Los angulos de enlace entre dtomos o clusters vecinos
(medidos respecto a algiin conjunto fijo de ejes) tiene correlaciones de largo
alcance y estan orientados, en promedio, a lo largo de un conjunto estrella de
ejes que definen la simetria rotacional. Lo anterior significa que los angulos de
enlace definiran los ejes en los que se orientaran los atomos o clusters. Como
ejemplo de lo anterior, podemos ver la Figura 3.4, si nos paramos sobre el sitio
S central y observamos en las 5 direcciones que apuntan sus aristas centrales,
veremos que todas las aristas que conforman a la red estdn orientados en
alguna de estas cinco direcciones, por lo que podemos concluir que se presenta
una simetria pentagonal, que es prohibida en la cristalografia.

Separacion minima entre sitios atomicos: Existen distancias r y R (ambas
mayores que cero) tal que la separacion entre cualesquiera dos sitios proximos
entre si, esta entre r y R. Lo anterior también lo podemos ver en la red de
Penrose, ya que uno puede identificar dos distancias, la distancia compuesta
por el arista que une dos puntos, y la distancia correspondiente al eje menor
de un rombo agudo. Lo anterior nos permite distinguir a un cuasicristal de un
conjunto de sitios que se obtuvo al superponer dos redes periddicas con una
diferencia de periodo irracional, como ejemplo de lo anterior, esta el trabajo de
Cao y colaboradores [41], en donde encontraron propiedades superconductoras
al superponer dos peliculas de grafeno y girar una respecto a otra un angulo
magico que es un numero irracional.

Simetria traslacional cuasiperiodica: La funcién de densidad de un cuasicristal
es cuasiperidédica. Una funcién es cuasiperiodica si se puede expresar como una
suma de funciones peridédicas, en donde algunos de los periodos es irracional.
Por ejemplo, la funcién:

f(z) = cos(x) + cos(Tx)

es cuasiperiddica. La cuasiperiodicidad es caracterizada por conjuntos espe-
ciales de niimeros irracionales. El conjunto de ntimeros irracionales esta sujeto
por la simetria rotacional siempre y cuando esa simetria no sea cristalografica.

De lo anterior, ya tenemos una manera de clasificar alguna estructura como
cuasicristalina o no. Ahora pasaremos al método dual generalizado. Este método
nos permitird ver mas a fondo la relacién que hay entre la red de Fibonacci y de
Penrose, por lo que tenemos que establecer algunas definiciones antes:

1.-

36

Una reja es un conjunto infinito y contable de curvas que no se intersectan
en dos dimensiones. Una N-reja es un conjunto de N rejas tal que cada curva
de la reja i-ésima intersecta cada curva en la j-ésima reja en exactamente un
punto para cada i # j. Asociado con cada reja hay un vector e;, que indica la
direccién de las curvas de la reja.

Una cuasired es un conjunto de puntos que viven en las intersecciones de una
clase especial de N-rejas que tienen las siguientes tres propiedades: (a) simetria
traslacional cuasiperiédica, (b) simetria rotacional, y (¢) un nimero finito de
celdas de Wigner-Seitz.
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Finalmente, para obtener la posicién de alguna curva de una reja (que puede
conformar una N-reja) serd dado por la formula:

xN:N+a+1{E+BJ, (3.2)
T T

en donde 7 es la razén dorada;  y # son nimero reales arbitrario y donde || repre-
senta la funcién piso. El primer término (N + «) corresponde al espaciado periédico
entre las lineas de una reja con espaciado igual a 1; el segundo término incremente
por 771 cada vez que N incrementa en 7. Como 7 y 1 son relativamente irracio-
nales, la Ecuacion 3.2 describe el espaciado cuasiperiédico de lineas. El espaciado
entre cualesquiera dos lineas consecutivas ry —xy_1 es L o S, donde L/S =1+ %,
y la secuencia de L y S es una cadena de Fibonacci.

Finalmente, hemos llegado a la coneccion entre la cadena de Fibonacci y la red de

Penrose. Podemos concluir que la red de Penrose es la versiéon pentadimensional de
una cadena de Fibonacci, pero las caracteristicas de eso se sabran en otra ocasion.
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Sitio S Sitio S5
Sitio Sj Sitio S4
Sitio J Sitio D
Sitio Q Sitio K

Cuadro 3.3: Sitios de una red de Penrose.
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Resultados y discusion

Las aleaciones reportadas en las compilaciones hechas por Stadnik y Janot [42,
43] muestran composiciones en donde la valencia de los elementos que conforman
la aleaciéon no es mayor a siete, sin embargo, el fenémeno de resonancia hace que
podamos meter tantos terminos de integral de salto § como sean necesarios. Esto
principalmente se utiliza en el caso de la teselacion de Penrose; para el caso de la
cadena de Fibonacci, la resonancia tiene que ser selectiva sin modificar la configu-
racion de las integrales de salto en la cadena de Fibonacci. Como habiamos visto
en el capitulo anterior, la cadena de Fibonacci esta compuesta por 3 combinaciones
de caracteres, LL, LS y SL. En el caso de LL se puede dar el fenémeno de reso-
nancia sin cambiar la configuraciéon de la cadena, pero si la resonancia acttia sobre
LS obtendremos SL, lo cual va a modificar la configuracion de la cadena. Para am-
bos casos se considera un hamiltoniano de amarre fuerte con interacciéon a primeros
vecinos de la forma:

H=Y i)ilai+ ) By i)l - (4.1)
i (ird)

En este caso, consideraremos la energia de sitio @ = 0 para todos los sitios lo cual
hara que el espectro esté centrado en E = 0. Asi, nuestro hamiltoniano es uno de
enlaces, en donde el hamiltoniano solo tendra las interacciones entre sitios atémicos.
Se calculo la funcién de onda a distintas energias y la densidad de estados local de
los sitios del centro de la red asi como la densidad de estados total de cada red.

Se dice que una funciéon de onda es critica cuando ésta presenta un comporta-
miento localizado y extendido. Esto significa que la ampliud de la funcién de onda en
un sitio puede ser muy grande, pero en el sitio vecino, ésta amplitud puede disminuir
a cero, y en el sitio siguiente a este, la amplitud recobra su valor del sitio en el que
se empezd. En un estado extendido, la amplitud de la funcién de onda no varia tan
rapido, mientras que en un estado localizado, la amplitud sigue un comportamiento
como una funcién delta de Dirac. Es decir, la amplitud es cero en todos los sitios,
excepto en el lugar donde estd centrada la funcién de onda.

Finalmente, debido a la no periodicidad de éstos sistemas, no es posible aplicar
las condiciones de frontera de Born-von Karman. Ya que implicaria la existencia de
una celda cuasiperiddica que se repite preiddicamente, por lo que al final se reduciria
al caso visto en las distorsiones de Peierls.
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Figura 4.1: Amplitud de la funcién de onda del estado base de una cadena de Fibo-
nacci en una dimension.

4.1. Funcion de onda y densidad de estados en la
cadena de Fibonacci

En el caso de la cadena de Fibonacci hay que notar que podemos construir una
celda unitaria en donde consideramos distintas generaciones de la cadena de Fibo-
nacci y las repetimos de manera que obtenemos una cadena peridédica. Notamos que
si consideramos una celda unitaria hasta la generacién 3 (que consiste en un arreglo
LSL), obtenemos una cadena perédica correspondiente al primer caso descrito en
la distorsién de Peierls. Sin embargo, en la cuarta generacién (LSLLS), obtenemos
ya una celda unitaria que, si se repite, ya no produce un arreglo periédico. Al hacer
mas grande la celda unitaria, se hace mas presente el comportamiento autosimilar y
cuasiperiédico de la cadena de Fibonacci. La autosimilaridad se puede definir como
la repeticién a distintas escalas de un motivo. A este comportamiento también se le
conoce como comportamiento fractal.

Para hacer los calculos de la funcion de onda, las condiciones de frontera con-
sideradas fueron de un sistema finito sin periodicidad. Esto nos permite estudiar
el comportamiento en una celda unitaria, y de los resultados obtenidos, hay que
inferirlos para un sistema infinito. Debido al la construccién de una cadena de Fi-
bonacci, considerar las condiciones de Born-von Karman no agrega inconsistencias
a la cadena de Fibonacci. Siempre una cadena de Fibonacci empieza con la secuen-
cia LSLLS... y puede terminar con un caracter L o S, recordando la Ecuacién 3.1,
vemos que es permitido hacer esto. Debido a lo anterior, es que surge un comporta-
miento autosimilar que se ilustra en la Figura 4.1. En esa cadena, se consideraron
integrales de salto B, = —1 & g = —2.

Observamos que en las Figuras 4.2 y 4.3 obtenemos los distintos modos de osila-
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Figura 4.2: Funcién de onda del primer excitado de una cadena de Fibonacci en una
dimension.

cién de la onda electréonica. Vemos que se conserva el comportamiento autosimilar y
critico; estos estados son muy parecidos a estados que tienen correlaciéon electrénica,
reportados por Navarro en [44]. De las Figuras 4.2 y 4.3 hay que recordar el pro-
blema de un electrén encerrado en un pozo de pontencial infinito, recordando cémo
oscila el electréon al aumentar el niimero cuantico n, al cambiar n cambia también
el modo normal de oscilacién del electron. También existe otro tipo de funciones
de onda, las que son cercanas a F/ = 0, representadas por las Figuras 4.4 y 4.5; y
el estado perteneciente a E = 0 (reportadas por Belin-Ferré [45]) que se ilustra en
la Figura 4.6. Belin-Ferré calcularon éstas funciones de onda exclusivamente para
E=0.

En lo que respecta a la densidad de estados total podemos explicar su compor-
tamiento a partir de las distorsiones de Peierls. Vimos que al tener dos parametros
de salto distintos, obtenemos una brecha energética en la dispersion de la energia
y que se ilustra como un desdoblamiento en la densidad de estados. Es decir, ob-
tenemos dos densidades de estado pertenecientes a cada una de los parametros de
salto (;, dicho de otra forma, es como si estuvieramos trabajando con dos redes. En
la densidad de estados total de una cadena de Fibonacci, obtenemos una densidad
de estados con distintas brechas en distintos sitios, y siguiendo un comportamiento
autosimilar. Las brechas surgen de la existencia de los parametros de salto 81, y Bs.
Debido al comportamiento de la cadena de Fibonacci, la densidad total es auto-
similar, lo cual implica que si nos acercamos al intervalo energético —0,6 a 0,6 en
la Figura 4.7, vemos que el comportamiento es igual al comportamiento de todo el
espectro.

A partir de que la cadena unitaria se va haciendo mas grande, los estados se
van concentrando en ciertos intervalos de energia mas pequenos. Se puede decir que
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Figura 4.3: Funcién de onda del segundo estado excitado de una cadena de Fibonacci
en una dimension.

Figura 4.4: Funcién de onda del estado excitado 3380 de una cadena de Fibonacci
en una dimension.
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Figura 4.5: Funcién de onda del estado excitado 3381 de una cadena de Fibonacci
en una dimension.

Figura 4.6: Funcién de onda del estado excitado 3382 de una cadena de Fibonacci
en una dimension, es el estado correspondiente a F = 0.
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Figura 4.7: Densidad de estados total de una cadena de Fibonacci.

la densidad de estados de una cadena de Fibonacci se puede ver como densidades
totales de una cadena peridédica con dos parametros de salto, que se va reproducien-
do y concentrando en distintos intervalos de energia, todo bajo un comportamiento
autosimilar.
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Figura 4.9: Densidad de estado Total y dispersion de la energia.

En lo que se refiere a la dispersién de energia en una cadena de Fibonacci que se
ve en la Figura 4.8, se pueden ver una serie de lineas verticales, que si lo comparamos
con la Figura 4.7, corresponen a las brechas de energia existentes en la cadena, lo
anterior se puede ver con mayor precisiéon en la Figura 4.9. Se ha reportado que la
forma de la dispersién de la energia es un conjunto de Cantor [46, 47| el cual se
puede generar removiendo iterativamente un tercio de longitud es decir, l5/3, en el
medio de un segmento inicial dado de longitud [y. Este proceso se repite iterativa-
mente sobre los dos nuevos segmentos obtenidos de longitud /;. Si queremos calcular
la longitud de los segmentos obtenidos, que en nuestro caso se representarian como
la amplitud de las brechas de energia, vemos que en la n—ésima iteracion tenemos
la longitud I, = (2)" [48].

Como conclusién, vemos que la densidad de probabilidad (el cuadrado de la
funcién de onda), tiene un comportamiento autosimilar y critico. La autosimilaridad
permite que se puedan hacer célculos de renormalizacién [46], en donde uno puede
estudiar su modelo a una escala macroscopica. El estado critico presente es de gran
importancia ya que muestra que la funcién de onda en la cadena de Fibonacci esta
en funcion del arreglo atéomico, el cual es ordenado pero no periddico.

4.2. Funcion de onda y densidad de estados en la
red de Penrose

En la Ecuacién (4.1) consideramos que hay interaccion (8;; # 0) si dos sitios
estan conectados por una arista, en este caso, como todas las aristas de la red tienen

la misma longitud entonces 8;; = —1 y consideramos «; = 0, asi, el Hamiltoniano
pasa a ser de la forma:
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H==Y lijl - (4.2)

Se calculan los eigenvalores de la energia y eigenvectores de manera numérica.
Se calcula la densidad de estados local y total de las redes utilizando las ecuaciones
(2.21) y (2.20) respectivamente. A continuacién, se presentan las densidades totales
de cada una de las redes generadas a partir de los sitios presentes en la red de Pen-
rose. También se presenta su densidad total y la densidad local del sitio central. Lo
anterior se hizo con la finalidad de ver si habia un cambio en la funcién de onda en
correlacion con la geometria de la frontera.

Se obtuvieron las densidades totales y locales para los rombos grueso (Figura
4.10 y Figura 4.11) y delgado (Figura 4.14 y Figura 4.15), asi como para las semillas
pertenecientes a los sitios D (Figura 4.18 y Figura 4.19), K (Figura 4.22 y Figura
4.23), Q (Figura 4.26 y Figura 4.27), J (Figura 4.30 y Figura 4.31) y S (Figura 4.34
y Figura 4.35). En lo referente a la densidad total, se ve que no hay un cambio signi-
ficativo, debido a que son muy similares entre si y todas son similares a la densidad
total reportada por Barrio y Wang [49], en donde se ve la presencia de una pseudo
brecha cerca de F = 0. Esta pseudo brecha representa que hay una disminucién en
el nimero de estados cercano al vecindario energético £ = 0, pero junto en donde
la energia es cero, hay un gran ntimero de estados degenerados, cercano al 9% del
niumero total de estados, porcentaje reportado por Naumis [21].

Se consideraron condiciones de frontera abiertas, lo cual permite que el electron
pueda salir a la superficie sin el inconveniente de que este rebote y genere ondas
reflejadas [31]. Se calcul6 la funcién de onda el estado E = 0 y en el estado base
para los rombos grueso (Figura 4.12 y Figura 4.13) y delgado(Figura 4.16 y Figura
4.17), asi como para el sitio D (Figura 4.20 y Figura 4.21), el sitio K(Figura 4.24 y
Figura 4.25), el sitio Q (Figura 4.28 y Figura 4.29), el sitio J (Figura 4.32 y Figura
4.33) y el sitio S (Figura 4.36 y Figura 4.37). El estado base se presenta un compor-
tamiento critico, en donde la amplitud de la funciéon de onda es mayor en sitios con
un mayor nimero de coordinacion. Es decir, los sitios preferidos para encontrar un
electron es en S4 y S3, que presentan niimero de coordinacion 6 y 7 respectivamente.
Se puede decir que el sitio S es el segundo favorito para la estancia del electrén,
sin embargo el sitio S no corre con la misma suerte ya que su amplitud es la menor
en lo que a los sitios de alto nimero de coordinacién se refiere. Lo anterior se puede
ver en la amplitud de la funcién de onda en el rombo delgado (Figura 4.16), como
éstas estan restringidas por las condiciones de frontera, la mayor amplitud serd en
el centro de la red, sin embargo, el centro del rombo delgado es un sitio S, y se ve
que la amplitud de la funcién de onda no es tan grande como de los sitios Sz que
lo rodean. También se vé que la forma de las condiciones de frontera no afecta el
comportamiento de la funcién de onda.

Haciendo un analisis no muy minucioso, es facil ver que se cumple el teorema
de isomorfismo local y el teorema de Conway en la forma de la funciéon de onda de
los estados pertenecientes a F = 0 y al estado base. Para el teorema de Conway,
podemos establecer una region de didmetro d, y encontraremos otra region igual a
no mas de %Sd ~ 2,12d. En el caso del teorema de isomorfismo local, al teselar desde
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distintas semillas, se obtuvo la misma forma de la amplitud de la funciéon de onda
en £ =0y el estado base.

La funcién de onda en el estado E = 0 se ha reportado por Barrio y Wang [49],
en donde se identificaron los sitios con una amplitud de la funcién de onda igual a
cero. En esta tesis, graficamos la amplitud de la funcién de onda en todos los sitios
de nuestras redes. Después de una observacion a la funcion de onda, se ve que esta
se puede dividir en distintas secciones pequenas (andlogamente a la teselacion de
Penrose), que se presentan en las Figuras 4.38, 4.40, 4.39 y 4.41, a estas las llama-
remos piezas y son prototipos.

Se conjetura que con las 4 piezas descritas, se puede formar la funciéon de onda
del estado F = 0 para el caso infinito, siempre y cuando se sigan las reglas des-
critas por Steinhardt [40] para la adicién de rombos de una red de Penrose. Se ve
también que estas piezas tiene cinco orientaciones, las respectivas a una simetria
rotacional de orden cinco. En las fronteras no se encuentran estas piezas, por lo
que también se conjetura que las piezas encontradas sélo se encuentran lejos de la
frontera. En la observacion de la funcién de onda para E = 0 se ve que estas piezas
tienen ciertas partes que se pueden superponer, lo cual es andlogo a lo reportado por
Steinhardt[50]. En el articulo mencionado, se propone un prototipo de pieza que al
superponerse en distintas partes, se puede hacer una teselacién de Penrose.

En las graficas del cuadrado de la funciéon de onda electronica que se presentan
acontinuacién, los tonos azules representan una probabilidad cercana a cero; los
tonos blancos son probailidades intermedias, y los tonos rojos son los lugares que
tienen mayor probabilidad. Como comentario final, en la frontera de las redes se
presentan algunos sitios con tonos de un rojo intenso, lo anterior se debe a efectos
de las condiciones de frontera.
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Figura 4.10: Densidad de estados total de un rombo grueso.

Figura 4.11: Densidad de estados local de un sitio central en un rombo grueso.
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Figura 4.12: Funcién de onda del estado £ = 0 de un rombo grueso.
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Figura 4.13: Funcién de onda del estado base de un rombo grueso.
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Figura 4.14: Densidad de estados total de un rombo delgado.

Figura 4.15: Densidad de estados local de un sitio central en un rombo delgado.
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Figura 4.18: Densidad de estados total de una red con semilla tipo sitio D.

Figura 4.19: Densidad de estados local de un sitio central de una red con semilla D.
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Figura 4.22: Densidad de estados total de una red con semilla K.

Figura 4.23: Densidad de estados local de un sitio central de una red con semilla K.
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Figura 4.24: Funcién de onda del estado £ = 0 de una red con semilla K.
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Figura 4.26: Densidad de estados total de una red con semilla Q.

Figura 4.27: Densidad de estados local de un sitio central de una red con semilla Q.
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Figura 4.30: Densidad de estados total de una red con semilla J.

Figura 4.31: Densidad de estados local de un sitio central de una red con semilla J.
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Figura 4.32: Funciéon de onda del estado £ = 0 de una red con semilla J.
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Figura 4.33: Funcién de onda del estado base de una red con semilla J.
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Figura 4.34: Densidad de estados total de una red con semilla S.

Figura 4.35: Densidad de estados local de un sitio central de una red con semilla S.
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Figura 4.38: Cascanueces.

Figura 4.40: Copo de Nieve.
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Figura 4.39: Rey ratén.

Figura 4.41: Buho.
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Conclusiones

Debido a la sencillez de la funcién de onda electronica de la red de Fibonacci en
una dimensién, encontrarla, resulta de gran importancia para entender el comporta-
miento de cuasicristales mas complicados, como es el caso de sistemas cuasicristalinos
de mayor dimension. Lo que se pudo aprender del caso de Fibonacci, es que nos sirve
como un primer encuentro de los materiales cuasicristalinos, por ejemplo, el cuadra-
do de la funciéon de onda electrénica reveld el comportamiento de autosimilaridad.
Ademas, se observa el comportamiento critico de la funciéon de onda, cosa que no es
muy comun al estudiar materialies cristalinos o desordenados. Sin embargo, a partir
de la cadena de Fibonacci, uno puede inferir que la propiedad de cuasiperiodicidad
provoca efectos provenientes de los materiales amorfos y cristalinos. Como ejemplo,
la localizacion electrénica, que es un fenémeno de los materiales amorfos, esto se
debe a que el electrén no encuentra un entorno uniforme sobre el cual viajar. Otro
fenémeno es la aparicion de brechas energéticas en la densidad de estados; como
hemos visto con la distorsion de Peierls, la aparicion de brechas energéticas se debe
a la presencia de multiples integrales de salto en el caso periddico. En el caso de
Fibonacci, la aparicion de brechas se debe a la presencia de dos integrales de salto,
mas la no periodicidad de la red.

La red de Penrose nos da un poco mas de informacion sobre lo que sucede en la
realidad, ya que se ha visto que es un modelo ideal en dos dimensiones que permite
obtener mas informacion lo que hace el caso de dos dimensiones un modelo perfecto
para tratar de explicar los resultados experimentales. Como primer punto, se ve que
los electrones tienen una preferencia por los sitios S3, es decir, se presenta el feno-
meno de localizacion electronica, propiedad caracteristica de los materiales amorfos.
Los electrones tienen preferencia por estos sitios ya que se pueden considerar como
sitios de menor energia y que mantiene confinados a los electrones, esto se debe a
que las ondas no tienen gran facilidad de viajar en un medio que no sea periédico,
es decir, un medio que va cambiando constantemente. La anterior descripcion tam-
bién es compatible para explicar el comportamiento fononico de los cuasicristales.
Como segundo punto, se ha reportado que las propiedades de transporte electrénico
se parecen mucho a las de un material semiconductor altamente dopado, es decir,
una alta resistividad eléctrica, casi similar a la de un material aislante. Asimismo,
al aumentar la temperatura ésta resistencia disminuye, debido a que los electrones
dejan de estar en estados localizados y pasan a los estados frustrados, es decir, a los
estados que estan en £ = 0. La funciéon de onda electronica de los estados frustra-
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dos presenta varias trayectorias de probabilidad, lo cual puede verse como caminos
que toman los electrones para el fenémeno de transporte. Estos caminos formados
pueden explicar el aumento de conductividad eléctrica que se presenta en los ma-
teriales cuasicristalinos, como hay una densidad de probabilidad uniforme en estas
trayectorias, el electron puede viajar en este medio.

Lamentablemente, a esta altura del trabajo no se puede hacer una comparacion
uno a uno con los datos experimentales, sobre todo porque hay que agregar el factor
temperatura. Al agregar la tltima variable nos permitira estudiar el fenémeno de
conductividad eléctrica de una manera mas precisa. En esta tesis nos centramos més
en el estudio de la funcién de onda, y los tipos de funciones de onda que aparecen
en los dos arreglos cuasiperidodicos. Teniendo esto como base, uno puede empezar
estudiar el transporte electrénico no sélo en el ambito termodindmico, si no que
también habra que definir si el transporte se hace de manera balistica o no. Esto es
interesante por el hecho de que uno puede estudiar el transporte electrénico en este
tipo de sistemas con el objetivo de buscar aplicacién en dispositivos semiconducto-
res. Otra cosa interesante puede ser la presencia de pares de Cooper en sistemas
cuasiperiédicos, que nos permitird buscar la posibilidad de materiales cuasicristali-
nos superconductores.
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Apéndice A
Funciones en Python3

Las funciones aqui mencionadas son las mas importantes del script escrito. Las
funciones descritas aqui sirven para teselar un punto inicial de puntos por medio
de la deflacion; reducir las coordenadas obtenidas a una coleccién de puntos sin
repeticion; contruccion del hamiltoniano de amarre fuerte en funciéon de los sitios
de red dados, y dos funciones para graficar funciones de onda, uno para los estados
criticos, y otro para los estados frustrados.

# Funcidén: subdividir
def subdividir( triangulos ):

Esta funcidén subdivide los tridngulos siguiendo las reglas
para la teselacién de Penrose. Subdivide cada uno de los
tridngulos de manera distinta en funcién de su color. Hay
dos colores presentes, representados por 1 & 0. "triangulos"
es una tupla que tiene las coordenadas de los vértices de
cada uno de los triangulos y el color correspondiente.

# En esta lista guardaremos las coordenadas.
resultado = []

# Iteramos sobre cada uno de los elementos de triangulos.
for color, A, B, C in triangulos:

if color ==
# Subdivide el tridngulo rojo utilizando una coordenada
# auxiliar P.
P=A+ (B-A) / razon
# Agregamos los triadngulos generados en resultados.
resultado += [ ( 0, C, P, B), (1, P, C, A ) ]
else:

# Subdividimos el tridngulo azil utilizando como
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# coordenadas auxiliares Q & R.
Q=B+ (A-B) / razon
R=B+ (C-B) / razon

# Guardamos los tridngulos generados en resultados.
resultado += [ ( 1, R, C, A ), (1, Q, R, B),
(0, R, Q, A) ]

# Regresamos las nuevas coordenadas de la teselacién.
return resultado

# Funcidn: reduccion
def reduccion( coordenadas ):

[

Esta funcidén recibe como argumento una lista de tuplas que
contienen las coordenadas de la teselacidén de Penrose en
forma de numeros complejos. Regresa una lista que tiene las
coordenadas de la teselacidén de Penrose en forma cartesiana,

omitiendo las coordenadas repetidas.
ra

# Inicializamos una lista vacia que contendrd las coordenadas.
coord _red = []

# Iteramos sobre cada una de las tuplas en la lista.
for tup in coordenadas:

# Iteramos sobre las coordenadas de los vertices.
for i in range( 1, 4 ):

r_x = np.around( tupl[ i ].real, decimals
r_y = np.around( tup[ i ].imag, decimals

]
o o
NN

# Verificamos si la coordenada ya estd en coord_red,
# en caso afirmativo lo ignoramos.
if ( r_x, r_y ) in coord_red:

continue

# En caso de que no esté, lo agregamos a la lista.
else:

coord_red.append( ( r_x, r_y ) )

# Terminado el proceso, retornamos la lista.
return coord_red

# Funcion: matriz
def matriz( dimension, coords, autoenergia, interaccion ):
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Esta funcidén tiene como argumentos:

- dimensidén que es un numero entero que serd el tamafio de la
matriz.

- coords que es una lista de tuplas con coordenadas de cada
uno de los puntos de la red.

- autoenergia es la energia que tiene cada uno de los sitios
- interaccion es la interaccdédn dada por el usuario que va a
tener cada uno de los sitios con los otros.

Regresa una matriz cuadrada del tamafio de la dimensién, con
interacciones entre sitio y sitio y la diagonal central con

las autoenergias de cada sitio.
[}

# Establecemos una referencia de distancia
referencia = dist( coords[ O ], coords[ 1 ] )

# Generamos una matriz llena de ceros con tamafio dimension**2
mat = np.zeros( ( dimension, dimension ) )

# Ingresamos cada una de las interacciones en la matriz
for i in range( dimension ):

for j in range( dimension ):

# Debido a la precisién al generar la red, establecemos
# que las distancias sean aproximadas.

# 10e-b5 se consiguid experimentando con el programa.
if abs( referencia - dist( coords[ i ], coords[ j 1 ) )
< 10e-5:

# Insertamos la interaccién en el lugar deseado
mat[ i J[ j ] = interaccion

X, y = np.indices( mat.shape )
# Insertamos las autoenergias en la diagonal principal
mat[ x == y ] = autoenergia

# Regresamos la matriz
return mat

# Funcidén: f_onda

def f_onda( x1, x2, eigvec, triang ):
[ |

Esta funcidén recibe como argumento:
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x1, x2 - Son coordenadas en x, y de la posicidén de los
puntos de la red

eigvec - Son los eigenvectores obtenidos de la matriz de
interacciones

Pregunta al usuario un nimero entero correspondiente a los
eigenvectores y lo grafica.

# Pedimos al usuario el que funcién de onda quiere visualizar
kl =
int( input( 'Ingrese el eigenvector que quiere visualizar: ' ) )

# Inicializamos la figura
figura = pt.figure()

# Pasamos nuestras coordenadas x1 & x2 a tipo array
x1, x2 = np.array( x1 ), np.array( x2 )

# Le damos sentido fisico a nuestra funcidén de onda
z = abs( eigvec[ :, k1 ] ) *x 2

# Hacemos un espacio lineal con los limites de mi red
xi, yi = np.linspace( x1.min(), x1.max(), 50 ),
np.linspace( x2.min(), x2.max(), 50 )

# Hacemos la intepolacidn cibica
zi = griddata( ( x1, x2 ), z, ( xi[ None, : ], yil[ :, None ] ),

method = 'cubic' )

# Hacemos una malla con la coleccidén de puntos dados
xig, yig = np.meshgrid( xi, yi )

# Graficamos la funcidén de onda.

ax = figura.gca( projection = '3d' )
nom = 'pen_' + str( k1 + 1 ) + '.eps'
ax.plot_wireframe( xig, yig, zi,linewidth = 0.1, color = 'k' )

ax.contour( xi, yi, zi, 50, linewidths = 1, color='k' )
# Graficamos la red debajo de la funcidén de onda
for k in range( len( triang ) ):
ax.plot( triang[ k ][ 0 ], triangl[ k 1[ 1 1],
-0.001, 'k' , linewidth = 0.1 )
pt.savefig( nom, dpi = 1200 )
pt.show()

# Funcidén: f _onda_cero

def f_onda_cero( x1, x2, eigenvec, evalrs, triang, nombre ):
[ )

Esta funcidén recibe como argumento:
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Las posiciones de los sitios de la red

Los eigenvalores obtenidos del hamiltoniano

Los eigenvectores obtenidos del hamiloniano

La red de penrose como triang

El nombre para guardar la figura, como un string,

por ejemplo 'ondal.eps'

Esta funcidén tiene como objetivo graficar la funcidén de onda

que estén en el espectro de energias E = 0.

Analiza los valores de los eigenvalores que estén en el
intervalo le-14, -le-14 y localiza las posiciones de los
eigenvectores correspondientes a las energias.

En seguida, esta funcidén suma el cuadrado del valor
absoluto de la funcidén de onda del expectro descrito,

y lo grafica después de un proceso de interpolacidn cibica.
[}

# Inicializamos un contador
n=2~0

# Inicializamos una lista vacia donde pondremos las posiciones
posiciones = []

# Definimos el nimero de iteraciones
iteraciones = len( evalrs )

# Hacemos el primero proceso de aislamiento del espectro
for i in range( iteraciones ):

# +- le-14 son los valores mas cercanos a O que hay
# Este rango se hizo experimentando con el programa.
if evalrs[ i ] < le-14 and evalrs[ i ] > -le-14:
n+=1
posiciones.append( i )
else:
posiciones.append( 0 )

# Imprimimos el porcentaje de valores que caen en el expectro
print( n * 100 / len( evalrs ) )

# Ahora ubicamos la primera posicidn
for pos in posiciones:
if pos != 0:
break
# Creamos un array para el valor de la funcidén de onda
z = np.zeros( len( evalrs ) )

# Sumamos las funciones de onda en z
for i in range( n ):
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z += abs( eigenvec[ : , pos + 1 ] ) *x 2
# Ahora procedemos a graficar las curvas de contorno

# Pasamos nuestras coordenadas x1 & x2 a tipo array
x1, x2 = np.array( x1 ), np.array( x2 )

# Hacemos un espacio lineal con los puntos de la red
xi, yi = np.linspace( x1.min(), x1.max(), 500 ),
np.linspace( x2.min(), x2.max(), 500 )

# Hacemos la intepolacidn cilbica
zi = griddata( ( x1, x2 ), z, ( xi[ Nomne, : ],
yil[ :, None ] ), method = 'cubic' )

# Hacemos una maya con los puntos dados
xig, yig = np.meshgrid( xi, yi )

# Inicializamos la figura
figura = pt.figure()
# Graficamos la funcidén de onda.
ax = figura.gca( projection = '3d' )
ax.plot_trisurf( xig, yig, zi,linewidth = 0.1, color = 'k' )
pt.show()
pt.contour( xi, yi, zi, 75, linewidths = 0.1, color='k' )
for k in range( len( triang ) ):
pt.plot( triang[ k J[ 0 ], triang[ k J[ 1 ], 'k' ,
linewidth = 0.1 )

pt.savefig( nombre, format = 'eps', dpi = 1200 )

# pt.show()
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Apéndice B
Diagramas de flujo

En este segundo apéndice se muestran los diagramas de flujo de los programas
utilizados para calcular y graficar la amplitud de la funcién de onda asi como la
densidad de estado local y total en cada caso. Es importante mencionar que se hizo
primero el programa de la cadena de Fibonacci, y que éste mismo programa funciona
para cadenas periddicas, simplemente hay que darle el mismo valor de interaccién a
Ly a S por lo que garantizamos que se tiene un arreglo periodico.

Lo anterior es importante ya que nos permite confirmar que nuestro progra-
ma estd bien construido y que los resultados obtenidos seran los correctos. Esto es
importante mencionar ya que, haciendo una analogia con los procedimientos expe-
rimentales, lo tltimo nos permite calibrar nuestro programa.

Las Figuras B.1 y B.2 muestran la estructura general de los programas. En com-
pania con las funciones definidas en el apéndice anterior, el lector puede construir un
codigo que pueda mostrarle las funciones de onda; adicionalmente, como el formalis-
mo del modelo de amarre fuerte es muy utilizado, se puede utilizar estos diagramas
como punto de partida para calcular otras propiedades que se puedan derivar del
Hamiltoniano de amarre fuerte.
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