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Prefacio

A finales del 2015, Tamar Friedmann y Carl Hagen de la Universidad de Roschester,
Nueva York, reportan la primera derivacion de la formula de Wallis para el ntimero irracio-
nal de 7 a partir de un problema canénico de mecanica cuéntica - el espectro del atomo de
hidrogeno -. “Lo maravilloso del asunto, es que pone de manifiesto una admirable conexion
entre fisica y las matemdticas”, expresé con entusiasmo Tamar Friedman en una entrevista
con Catherine Meyers de la AIP (American Institute of Physics) [1] - “Es fascinante que
una formula del siglo XVII, caracterice un sistema fisico descrito 300 anos después”. Dicha
formula, presentada originalmente en 1655 por el matematico inglés John Wallis, consiste
en la simple y bella expresion matemética, definida como el producto infinito de la razon
del cuadrado de los ntimeros pares con los nimeros impares. En su articulo, Quantum
Mechanical Derivation of the Wallis formula for m, publicado en el Journal of the Mat-
hematical Physics 56, 112101 (2015); los investigadores de la Universidad de Rochester,
utilizan una técnica de mecanica cuantica conocida como calculo variacional, para aproxi-
marse a los estados de energia cuantizados del &tomo de hidrégeno. Por el hecho de que las
soluciones exactas del a&tomo de hidrogeno son conocidas, los autores pudieron determinar
el error de su aproximacion. Inmediatamente, Hagen se percato de una tendencia irregular,
el error disminuia conforme se consideraban estados de mayor energia. Un comportamiento
inusual, considerando que el método variacional describe de buena forma estados de mini-
ma energia, a diferencia de estados excitados. Fue a partir del limite clasico del problema,
donde se manifestd la formula pre-newtoniana para w. “En ningun momento, esperamos
encontrar la formula de Wallis para 7”. - coment6 Hagen - “simplemente aparecio”.

Del trabajo de Friedman y Hagen surge la interrogante, ;existiran otros sistemas en

mecanica cuéntica que se relacionen con la formula para m de Wallis?, jsera el atomo de

II
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hir6geno un caso tnico de esta fascinate conexion entre el niimero 7 descrito por Wallis y
sistemas descritos por las leyes de la fisica cuantica? En este trabajo de tesis reportamos
que diferentes problemas con aplicaciones diversas en atomos hidrogenoides, en fisica de
particulas de altas energias, como el potencial quark-antiquark y Poschl-Teller, se pueden
relacionar en efecto con la formula de Wallis o tipo Wallis. Adicionalmente se presenta una
derivacion del nimero de Euler a partir de un problema de mecanica cuantica, en el limite

clasico.



Resumen

En 1655 John Wallis encuentra una simple y elegante expresion exacta para m:
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Recientemente (2015) Tamar Friedmann y Carl Hagen demuestran una inesperada corre-
lacion entre la formula matemética de J. Wallis para niimero irracional de 7 y el espectro
cuantico del atomo de hidrégeno. En esta tesis demostramos que tal conexion de la for-

mula de J. Wallis con un problema fisico no es tnica en la naturaleza. Otros potenciales

2

radiales de la forma genérica V(r) = > _ ,

a,r* con a, coeficientes constantes, y que mo-
delan potenciales ampliamente usados en Fisica de altas energias y teoria de campos, como
el intercambio de gluén, confinamiento quark-antiquark y potenciales tipo Poschl-Teller;

presentan la misma relacién intrinseca con el ntimero irracional 7.
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Abstract

In 1655 John Wallis found a simple and elegant exact expression for 7
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Recently (2015) Tamar Friedman and Carl Hagen demostrate an unexpected correla-
tion between the mathematical formula of J. Wallis for the irrational number of 7 and
the quantum spectrum of the hydrogen atom. In this thesis we show that such a con-
nection of the J. Wallis formula with a physical problem is not unique in nature. Other

radial potentials of the generic form V(r) = 3

ji=—o aurt with a,, constant coefficients, that

model potentials widely used in high-energy physics and field theory, such as gluon ex-
change, quark-antiquark confinement and Poschl-Teller potentials; show the same intrinsic

relationship with the irrational number 7.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. El nimero 7

7 es una constante matematica definida como el cociente entre la circunferencia de un
circulo y su didmetro. Es un nimero irracional, ya que no puede ser representado por
una razén finita entre ntimeros enteros. En consecuencia, su representacion decimal es
infinita y el orden de aparicién de sus decimales no describe ningtn tipo de patrén o de
aleatoriedad [2]; como referencia los primeros seis digitos de 7 son 3.14159. Los registros del
uso y estudios referentes a 7 datan de aproximadamente 4000 anos de antigiiedad. Existen
evidencias donde los Babilonios fueron los primeros en utilizar un valor aproximado de 7
~ 3.125. En el antiguo Egipto (1650 a.C.), el documento conocido como el Rhind Papyrus
es una obra que evidencia el estudio de las matematicas desde entonces y donde se provee
una estimacion del area de un circulo y se utiliza una féormula que conduce a m = 256/81
y que aproxima el valor de m a 3.1605, con una cifra decimal correcta [3]. Desde entonces,
matematicos de todas las épocas han hecho un sin ntmero de esfuerzos por encontrar la
mayor cantidad de cifras decimales correctas para el namero 7.

Fue Arquimedes quién demostro en su trabajo “Sobre la Medida del Circulo” [4], la
existencia unica de una constante (7) que relaciona el area A de un circulo con su circun-
ferencia C, expresado matematicamente como:

02

T dr

A (1.1)
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a) b) )

N,/

Figura 1.1: Método de exhuacion aplicado a un circulo utilizando a) un cuadrado, b) un
pentagono y ¢) un heptégono.

donde C' = 27 R, siendo R el radio del circulo. Durante su estudio referente a la constante
matematica, Arquimedes desarrollo el método de exhuasion. El método consiste en deter-
minar el area o perimetro de una figura geométrica a partir de inscribir y circunscribir
poligonos (con areas y perimetros conocidos), en torno a la misma (Figura 1.1). El método
de exhuacién junto con la relaciéon matematica 1.1 le permitié a Arquimides establecer un

limite inferior y superior para el valor exacto de 7, expresado por la desigualdad:

10 1
H : 1.2
3+71<7r<3+7 (1.2)

Para este problema Arquimedes consideré poligonos de tipo N = 6 x 2" donde N es el
nimero de lados del poligono, para los valores n = 0,1,2,3 y 4; esto es, poligonos con
N =6,12,24,48 y 96 lados [5]. El trabajo desarrollado por Arquimedes tuvo un impacto
sin precedentes en el estudio de las matematicas. El método de exhuaciéon evolucioné a tal
punto de convertirse en lo que hoy se conoce como calculo integral. A partir de la apor-
tacion de Arquimedes y hasta el siglo XVII, los matematicos se dedicaron a mejorar la
aproximacion de 7, donde se trabajé con poligonos con mayor ntimero de lados. La proble-
mética paso a ser cuestion de qué matemético realizaba mayor cantidad de célculos. Fue
en el siglo XVII cuando el matematico inglés John Wallis aporté importantes herramientas
para las matemaéticas, tales como el desarrollo de métodos analiticos y de interpolacion,
estudios sobres series infinitas, ademas de una nueva terminologia y notaciéon matema-
tica que permitieron un avance considerable de la misma. Entre sus contribuciones mas

notables se encuentran expresiones exactas para el nimero 7.
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1.2. John Wallis

Como se ha venido comentando, Arquimedes sent6 las bases para obtener una expresion
numérica aproximada para 7, sin embargo la problemética estribaba en obtener una expre-
sion exacta a partir de un calculo infinitesimal, ya que no se contaban con las herramientas
adecuadas. Por otro lado, el infinito como tal es un concepto matematico abstracto; sin
embargo, coincidentemente el matematico inglés John Wallis fue asimismo uno de los pri-
meros estudiar y trabajar con infinitos obteniendo resultados concretos [6]. John Wallis fue
de los fundadores de la Royal Society en 1660, en su haber de contribuciones destacan co-
rrecciones a conceptos sobre mecanica que persistian desde los griegos, estudio el concepto
y las propiedades de las secciones conicas y fue quien introdujo el simbolo “c0” para repre-
sentar el infinito en su obra magna Arithmetica Infinitorium donde también hace estudios
del concepto de 7 |7]. En este documento, Wallis calculé el area de un cuarto de circulo
de radio unitario con la intenciéon de obtener una expresion para 7, para ello Wallis evaluo
lo que en notaciéon moderna se representa mediante la integral fol 2P(1 — x)%dx donde p y
g son enteros 6 ¢ = 0 y p es racional. Sorprendentemente, en sus hallazgos Wallis logré
encontrar una bella y simple expresion exacta para 7 (concretamente para 7) escrita en
términos de una razon infinita entre los cuadrados de ntimeros pares y nimeros impares [8|.

Hoy en dia tal expresion se conoce como la férmula o producto de Wallis y se representa

de la siguiente forma:
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Desde la primera aparicion de la formula de J. Wallis en 1655 1.3 se han reportado
diferentes pruebas alternativas de dicha expresion en diversos campos de las matematicas,
como probabilidad, combinatoria, probabilidad, geometria, trigonometria y en calculo de
integrales trigonométricas. Sin embargo, no es hasta el ano 2015 (exactamente 360 anos
después) que se dio la primera derivacion de la formula a través de la solucion de un
problema fisico, especificamente en un problema de mecanica cuantica de gran importancia
-el atomo de hidrogeno -. Los autores de esta derivacion, Tamar Friedmann y Carl Hagen,
realizaron un calculo variacional para determinar el espectro de energias del &tomo de

hidrogeno [9]. Al revisar el error en su estimacion con respecto a la solucion exacta del
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atomo de hidrogeno descubren que en el limite clasico (I — oo, con [ el namero cuantico
orbital) emerge del célculo un producto infinito, producto que corresponde exactamente a

la férmula de J. Wallis para el namero .

1.3. El Atomo de hidrégeno y la férmula de Wallis

El trabajo original de T. Friedmann y C. Hagen al que nos referimos lleva como titu-
lo, Quantum mechanical derivation of the Wallis formula for w, publicado en el Journal
of Mathemathical Physics (2015) [9]. En el mismo, utilizaron el método variacional de
Rayleigh-Ritz de teoria cuantica para obtener una aproximacion del espectro de energias
del 4&tomo de hidrégeno, inclusive, considerando el problema en dimensiones arbitrarias.
Cabe mencionar que el atomo de hidrégeno es uno de los pocos problemas de Mecénica
Cuantica que tiene una soluciéon exacta conocida. Para determinar el error de su apro-
ximacion (exactitud de la solucion variacional), Friedmann y Hagen, definieron la razon
(cociente) entre la solucion de su aproximacion y la solucion exacta del problema, de modo
que la tendencia a la unidad de este cociente da una medida de la exactitud de la solucién
variacional. Como detallaremos mas adelante, la comparaciéon entre estas expresiones se
escribe como,
(H) i _ (0

min

+ E)Q
Ef, I+

+M)

Z(H T (1.4)

I(
r

2
N
2

Donde (H)!,;, representa el valor de expectacion del problema, EJ la energia del estado
basal de atomo de hidrogeno, I' la funcién especial gamma, [ el nimero cuantico angular
orbital y NV un parametro “dimensional” que reduce el problema al &tomo de hidroégeno a las
tres coordenadas espaciales fisicas cuando N = 3. La discrepancia entre ambas soluciones,
disminuye conforme se consideran estados de mayor energia, i.e., la ecuacion 1.4 tiende a
uno para valores grandes de [.

Es entonces que a partir del limite clasico en 1.4, que los autores reconocen de sus

expresiones la apariciéon de la férmula de Wallis, representada en la notaciéon moderna a

través de un productorio infinito,
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T e)E)
zlil?ojzl (2 - 1)(2j+1) 2 (1-5)

De esta sorprendente conexién entre una féormula para el nimero 7 y un problema
candnico de Mecanica Cuéntica, a través de la concisa y bella expresion de John Wallis,
descubierta recientemente por Friedmann y Hagen en el 4tomo de hidrégeno, surge la
interrogante natural de si existiran otros sistemas cuanticos que se relacionen similarmente
con la formula de Wallis o a algo anélogo. Dar respuesta a esta interrogante es precisamente

el objetivo general de la presente tesis.
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Hipodtesis de la tesis y objetivos

Motivados por los hallazgos de Friedmann y Hagen donde reportan una derivacion de la
formula de Wallis a partir de un problema de fisica cuantica utilizando céalculo de variacio-
nes, en la presente tesis se propone realizar un estudio sistemaético de distintos problemas
de campo central con soluciones exactas y aproximadas. Los problemas a considerar en par-
ticular, tienen aplicacion en fisica de particulas y altas energias, aunque podrian asismismo
aplicarse en problemas de estado so6lido, tales como atomos hidrogenoides y el problema

del espectro de excitones en semiconductores.

2.1. Hipotesis

La conexion entre el nimero 7 a través de la formula de Wallis subyascente en el espectro
energético del &tomo de Hidrégeno no tiene porqué ser tnica en la naturaleza y podra pre-

sentarse en otros potenciales de campo central de la forma genérica V(r) = 22

nw
2 QT

que modelan los potenciales de Fisica de altas energias, el de intercambio de gluén, con-
finamiento quark-antiquark y potenciales tipo Posch-Teller. Por otro lado, el espectro de
energias de los potenciales mencionados obtenidos por la técnica variacional Rayleigh-Ritz,
presentaran similitud con las soluciones obtenidas por el método de Nikiforov Uvarov, por
lo que tales soluciones en el limite clasico del problema (I — o0), deberan conducira

asismismo expresiones tipo Wallis para 7.
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2.2. Objetivos

2.2.1. Objetivo general

Determinar el espectro de energia del estado basal para distintos problemas de campo
central dentro del esquema de calculo de variaciones e indagar sobre su posible correlacion
con expresiones compactas para el niimero de 7 tipo Wallis. Para tal estudio se consideran
potenciales de intercambio de gluén, confinamiento quark-antiquark y potenciales tipo

Posch-Teller.

2.2.2. Objetivos especificos

Calcular el espectro de energias del estado base, a partir del método variacional para

sistemas conformado por un par quark-antiquark.

= Reducir el problema al caso de atomo hidrogenoide y oscilador armonico, en caso
de ser posible. Comparar la solucién con la energia exacta y para el caso genérico

utilizar los valores reportados por el método de Nikiforov Uvarov.

= Determinar el error de la aproximacion obtenida, buscando la misma tendencia irre-

gular que Friedmann y Hagen encontraron para el atomo de hidrégeno.
= Calcular el espectro de energias del estado base para el potencial Poschl-Teller.

= Indagar sobre diferentes propiedades de la funciéon Gamma para obtener derivaciones
alternativas de la formula de Wallis, o diferentes expresiones matematicas para su

representacion.

En el siguiente capitulo se establece el marco tedrico, donde se profundiza en cada
uno de los conceptos necesarios para entender, qué son los problemas de campo central,
los métodos mecanico cuanticos de aproximacion empleados, i.e., el método variacional y
método de Nikiforv-Uvarov, los estudios relacionados con la derivacion de Friedmann y
Hagen, asi como los potenciales utilizados para la obtencion de resultados en el presente

trabajo.
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Marco Teoérico

El marco teoérico en que se encuentra sustentada esta tesis es el de la Teoria Cuantica. En
esta teoria, para sistemas fisicos no relativistas, es necesario resolver la ecuacion de Schro-
dinger dependiente o independiente del tiempo para describir el sistema [10]. La ecuacion
independiente del tiempo es utilizada para describir sistemas estacionarios, matemética-

mente se expresa como una ecuacion de valores propios:

HU = BV (3.1)

donde H = —%VQ + V', es un operador conocido como el hamiltoniano del sistema que,
contiene la informacion de la energia cinética y potencial; & es la constante de Dirac, m la
masa del electron, W es la funciéon de onda que describe el comportamiento del electron y
E la energia del sistema [11]|. El problema principal en sistemas estacionarios consiste en
resolver la ecuacion 3.1.

Cuando se considera un sistema bajo la presencia de un campo eléctrico, cuya magnitud
depende tnicamente de la distancia respecto a un punto en el espacio r, i.e. V. = V (r),

surge un problema conocido como problema de campo central [12].
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3.1. Problemas de Campo central

Las leyes fisicas y sus resultados son independientes del sistema de referencia utilizado,
por ello, al abordar un problema se utilizan marcos de referencia convenientes. Los proble-
mas de campo central son aquellos donde se considera un campo eléctrico cuya magnitud
depende tinicamente de la distancia respecto a un punto en el espacio. Son sistemas in-
variantes rotacionalmente y en consecuencia poseen una simetria esférica espacial. Son de
especial interés por su apliacion en la descripcion de semiconductores [13], estados hidro-
genoides en semiconductores, como impurezas aceptoras y donodoras, asi como excitones
[12], particulas elementales y altas energias|14|, entre otros.

Para estos casos resulta conveniente establecer un sistema de coordenadas esféricas,
y luego se procede a utilizar el método de separacion de variables. Asi, se supone que la
funcion de onda ¥ de la ecuacion 3.1 es igual al producto de dos funciones R(r) y Y (6, ¢),
una funcion radial y una funcion angular, respectivamente. En problemas de campo central,

la ecuacion de Schrodinger es

HR(r)Y (0, ¢) = ( — ﬁ—2v2 + V(r)) R(r)Y (0, ¢) = ER(r)Y (0, ¢) (3.2)

2m

donde V2 depende de r,0 v ¢. De la ecuacion 3.2 se obtiene una ecuacién dependiente de

la funcion angular Y (6, ¢) dada por,

o 1 0 1 02

@Y(e’ )+ tan(0) %Y(ﬁ, @)+ sin2(6) 8¢?

Y(0,0) = —1(I+1)Y (0, ¢) (3.3)

donde I(l + 1) es una constante de igualdad que surge de utilizar la condicion de indepen-
decia de variables y [ s6lo puede tomar los valores 0, 1,2, 3, ... La constante [ corresponde
al valor del niimero cuantico orbital angular asociado al potencial radial.

A su vez de la misma expresion, ecuacion 3.2, se obtiene una ecuacion radial dependiente
de la funcion R(r) descrita por:

7’2 (;—;R(r) + %%R(r) +V(r)R(r) — ER(r)) =1(+1) (3.4)

R(r)



CAPITULO 3. MARCO TEORICO 10

La ecuacion 3.3 describe el comportamiento angular de cualquier problema de campo
central, independientemente de la forma explicita del potencial, cuya solucion se expresa en
términos de los esféricos armonicos Y, (6, ¢). La ecuacion 3.4 describe el comportamiento
radial del sistema, cuya solucion depende de la forma explicita del potencial V'(r) [15].
Bajo la consideracion de un potencial Coulombiano, V(r) o< 1/r, la ecuacion 3.4 se utiliza
para modelar un sistema conformado por dos particulas, el 4tomo de hidrégeno |[Apéndice

A]. En este caso la solucion del problema tiene la forma:

v- ¢ (2) Bl (Yo, (2) <—1>m¢ A M b cos)e
nag/ 2n[(n + 0)']? \nay " nag 4 (I +m)! ’
(3.5)

Donde Lilflil representa los polinomios asociados de Laguerre y P, los polinomios
asociados de Legendre. En la misma expresion a, es el radio de Bohr, n es el ntimero
cuantico principal que define la energia de los niveles principales y que puede tomar solo
valores enteros positivos; [ es el niimero cuantico angular que da informacion de la energia
de los subniveles del sistema ademas de definir su geometria espacial, puede tomar valores
desde 0 hasta m — 1; m es el nimero cuantico magnético que define los orbitales y la
orientacion de los subniveles en presencia de un campo magnético.

Es importante mencionar que la mayoria de los problemas de campo central no tie-
nen soluciéon exacta, son poco frecuentes los sistemas que cuentan con soluciéon analitica
cerrada, el problema Coulombiano del atomo de Hidrégeno es uno de ellos. Para aque-
llos problemas sin solucién conocida, se utilizan herramientas, que permiten obtener una
aproximacioén a la solucion de sus eigenvalores eigenfunciones. Al conjunto de estas herra-

mientas y suposiciones ad hoc se les denomina métodos de aproximacion.

3.2. Meétodos de aproximacion

Los métodos de aproximaciéon se han desarrollado para aquellos problemas sin solucién
exacta, permitiendo aproximarse al comportamiento real del sistema. Histéricamente se

han desarrollado con la finalidad de resolver problemas fisicos especificos o para resolver



CAPITULO 3. MARCO TEORICO 11

problemas matematicos. En todo caso diversos métodos de aproximacion tienen aplicacio-

nes en problemas de mecanica cuantica [16].

3.2.1. Método Variacional

El método variacional o de Rayleigh-Ritz, es un método de aproximacion que establece un
limite superior para las energias de un sistema, el cual es utilizado en problemas donde se
conoce el hamiltoniano del sistema pero se desconocen las funciones de onda y las energias.
La principal aplicacién del método de Rayleigh-Ritz es determinar la energia del estado
base; ya que para estados excitados el dlgebra involucrada aumenta considerablemente de
dificultad [17].

En forma resumida, el método variacional parte del esquema variacional,

SE(U) =0 (3.6)

Donde E(¥) es el valor de expectacion de la energia en el estado |¥) dado por

(L H,)
B = "

(3.7)
donde H es el Hamiltoniano del sistema cuantico, ¥, y en consecuencia E(¥), dependen
de un parametro a, i.e. ¥ — U,y F — E(V,). Bajo el esquema variacional de la ecuacion
3.6, se varia el parametro « para encontrar el valor minimo de energia y asi establecer una

cota superior para su valor real. Este limite superior es consecuencia de la interpretacion

probabilistica del valor de expectacion de la energia, donde se cumple la desigualdad:

(Vo H[Va)
AT (3.8)

donde la igualdad se cumple si y s6lo si la funciéon de onda ¥, es proporcional a la funciéon
de onda del estado basal V.

El método consiste en proponer una funciéon de onda ¥, que cumpla de forma gene-
ral con las caracteristicas y propiedades fisicas del sistema (nimero de nodos, simetria,

comportamiento en el infinito, etc.), para todos aquellos detalles que no se conozcan con
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precision se introducen pardmetros aq, s, . ... Posteriormente, a partir de la ecuacion 3.7
se calcula el valor de expectacion utilizando al funciéon prueba. Como resultado se obtiene

una expresion para la energia en términos de los parametros aq, as ... de la forma:

(Volag,ay .. )| H|Vo(ar,as...))
<\110(CY1,042 Ce )’\I/()(Oél,&g e ))

Posteriormente, se determinan los parametros «; que dan el minimo de energia a partir

Ey(ar,aq...) = (3.9)

la expresion:

an(Oél, Q9. .. )
(‘30@-

=0 (3.10)

Finalmente, se sustituyen los valores de «; en la ecuacion 3.9 para obtener la energia y

la forma funcional de su eigenestado correspondiente Wo(aq, @z ... ).

3.2.2. Meétodo de Nikiforov-Uvarov

El método de Nikiforov-Uvarov [18| consiste en resolver una ecuacion diferencial de segundo

orden de la forma

w=0 (3.11)

donde o(s) y &(s) son polinomios de maximo segundo orden, 7(s) un polinomio de ma-
ximo primer orden, v (s) una funciéon de tipo hipergeométrica, 1/'(s) la primera derivada
y ¥"(s) la segunda derivada de 1(s), respectivamente. El método consiste en reescribir la
funcién ¢ como el producto de dos funciones: ¢(s) y y(s). Este cambio de variables per-
mite obtener una ecuacion diferencial similar a 3.11 pero en términos de la funcion y(s).
Los coeficientes variables de la ecuacion resultante son diferentes a los de la ecuacion 3.11
pero las caracteristicas de estos (el orden de los polinomios) son las mismas. Durante el
proceso algebraico de esta transformacion, se establecen una serie de condiciones que en
combinacion con el orden de los polinomios o(s), 6(s) y 7(s) permite solucionar la misma.

La ecuacion radial de Schrodinger para problemas de campo central, puede escribirse

en términos de la ecuacion 3.11 para ciertos potenciales [18]. Si una ecuacién cumple con
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las condiciones de la ecuacion de Nikiforov Uvarov, es posible conocer de forma explicita
la funcién hipergeométrica 1. Un caso puntual es el a&tomo de hidrégeno, cuya ecuacion
radial cumple con las condiciones de la ecuacion 3.11 y al aplicar el método de Nikiforov-
Uvarov, se obtiene la expresion exacta para la energia y la funcion de onda de este problema
[Apéndice BJ.

Tanto el método de Rayleigh-Ritz como el de Nikiforov-Uvarov conducen a las so-
luciones exactas del problema del atomo de hidrogeno. Sin embargo, bajo el esquema
variacional solo se obtiene la energia exacta del estado basal, mientras que en el método
Nikiforov-Uvarov arroja el resultado general del problema; es decir, el estado base y todas
las energias de los estados excitados y sus correspondientes eigenfunciones. Cabe mencio-
nar que en términos practicos, la prioridad es conocer la energia basal y en algunos casos
los primeros estados excitados del sistema. La elecciéon de un método u otro dependera
principalmente del problema. En este trabajo de tesis nos concentramos en el célculo del
espectro de energias de diferentes problemas de campo central, utilizando el método varia-
cional de Rayleigh-Ritz con diferentes funciones prueba. Ademas utilizamos el método de
Nikiforov-Uvarov como punto de comparacioén para el espectro de energias obtenido por
un método de aproximacion diferente. Por completes y para construir la base inspiracional
del desarrollo de esta tesis, en los siguientes capitulos se describe a detalle el trabajo de
Friedmann y Hagen, derivaciones alternativas de la formula de Wallis, la fisica involucrada

en los potenciales a utilizar y su soluciéon mediante el método de Nikiforov-Uvarov.



Capitulo 4

Derivacion de Friedmann y Hagen de la

formula de Wallis para «

4.1. Metodologia de Friedmann y Hagen

La estrategia medular de la presente tesis esta inspirada en el trabajo de Friedmann y
Hagen[9]. Por lo tanto es de crucial importancia describir los detalles de su razonamiento y
metodologia. Su punto de partida es utilizar la técnica variacional para resolver el problema
de campo central con un potencial Coulombiano - el del atomo de Hidrogeno - donde la

parte radial de la ecuaciéon de Schroddinger se escribe como

h2<d_2 2 d l<l+1)>_62
dr?  rdr 72

Hap(r)Ro(r) = {Z 7] Ry (r) = ERy(r), (4.1)

MeMyp

= representando la masa reducida del sistema electrostatico electron-proton,
e P

con ji =
siendo m. y m,, las masas del electron y proton en reposo, respectivamente. Haciendo
U(r) = rR(r), la ecuacion 4.1 se reescribe de la forma,

n* d?U(r) (ﬁ2 I(1+1) ¢

o g g 7) U(r) = EU(r) (4.2)

La ecuacion 4.2 se conoce como ecuacion radial reducida y a partir de su comporta-

miento asintotico para valores pequenos de r, se reescribe como,

14
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_dQU(r) N I(1+1)
dr 72

U(r)=0 (4.3)

cuya funcion U(r) se aproxima a

U(r) ~r't! (4.4)

En el caso asintotico para valores grandes de 7, la ecuacion radial reducida se comporta

como

d*U(r) 2uFE
dr? h?

U(r)=0, (4.5)

donde la funcion U(r) se aproxima a

Ulry~e n 7, (4.6)
con I < 0 para estados ligados. Bajo estas consideraciones, Friedmann y Hagen utilizan
la funcién prueba dada por,

2

Ry(r) =rleor (4.7)

siendo « el parametro variacional. El calculo variacional implica obtener el valor esperado
E(W) = %, descrito en la ecuaciéon 3.7, donde ¥ esta dado por el producto de la
ecuacion 4.7 y los esféricos armonicos Y, (6, @), i.e. Yaim = ?“le_‘”QY}m(ng), para ello

resulta conveniente utilizar la definicion de la funcion especial I'(z), dada por

[(z) = /0 el gy (4.8)

De la relaciéon anterior y el valor de expectacion dado por la ecuaciéon 3.7, Friedmann

y Hagen reportan! la siguiente expresion para la energia basal en términos de a,

Con el uso de la formula [~ rte=20m* qgp = ( 1)t+1 ['(1), y de las definiciones I'(m+3) = w\/ﬁ
2(2a) 2

m=1,23..yT(n+1)=nl(n)=nl conn=0,1,23 ..
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<HFH>a,l = <¢alm’HFH(T)‘walm> _ ﬁ_ (l + §) (QQ) _ 62\/%F(§ _‘:: ? (4.9)

<77Z)o¢lm|walm> B 2:““ 2 F( 2)

La minimizaciéon de esta energia fija el valor del parametro « al valor,

oue>  T(+1) 77
=2 4.10
“ {(21 +3)R2 (Il +3/2) (4.10)
que al sustituirla en 4.9 conduce al resultado variacional,
4 2
pet 1 r'i+1)
Hpg)l . = - 4.11

que representa el limite superior para la energia mas baja para un [ dado.

Por otro lado, la energia exacta del atomo de hidrogeno para su estado basal es (ver

Apéndice A):

4
e 1
Eyy=—"—F—— 4.12
O on (14 1) (4.12)
Friedmann y Hagen calculan el cociente de su expresion variacional 4.11 con la de la
energia exacta del atomo de hidrégeno en su estado basal 4.12, lo que por ende define el

nivel de precisiéon o exactitud de su soluciéon variacional. Tal razén esta dada por

(Hrp) i (14 1)? [F(H 1)}2
By (143 [T+

(4.13)
cociente que, contrario a lo esperado, se aproxima a la unidad a medida que aumenta el
valor de [. Como ilustracion, en el grafico 4.1, se grafica la razoén de la ecuaciéon 4.13 en
funcién del nimero cuantico [. Para los primeros 100 valores de [, se muestra una clara
tendencia hacia la unidad conforme [ aumenta. Por la importancia del cociente en 4.13 en el
presente trabajo de tesis, se utiliza el stmbolo W para referirse al mismo en lo susbsecuente

en forma abreviada i.e.,
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[+ 12 [T(+1)1*  (Hpg)t .
(I+3) [ T(+3) FEo,
Razoén de exactitud
11 1 T T T
—— Valores de [
1 | _|
;§ =
=S
0.9 -
08 l | il |
0 20 40 60 80 100
l

Figura 4.1: Cociente entre el valor de expectacion obtenido mediante el método variacional

y la solucién analitica cerrada del dtomo de hidrégeno. El cociente tiende a la unidad
conforme ! (ntimero cuéntico angular) aumenta de valor.

Matematicamente, para el caso cuando [ — oo, el cociente W, tiende a la unidad
[Apéndice C], esto es,

Heg)t I+1)2 [D(+1)]°
lim W, = lim e _ g, (HDT DA DTS
I—00 Imoo  Fy, 100 (14 5) I'(l+ 5)

Por otro lado, se puede manipular algebraicamente limite lim; .., W, utilizando las

propiedades de la funcion Gamma, I'(x + 1) = z! y I'(z + 1) = 2I'(2) de la siguiente forma

(4.15)

2 2
@m:m“m[mﬂq_1
—00

M) [rar ) (4.16)
L+ 1)) ’
@hi3%ﬁ%ﬂ%¥§ﬁﬁlzl (4.17)
2 .,

lim - { (20 +2)(20)(21 — 2)..6 - 42 r_l

(4.18)
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.1 20 +2)(20) (20 —2)..6-4-2 1% 7
ST {(2l+1)-(2[—1)~(2l—3)...3-1 T2 (4.19)
I+1 . .
, (2/)2) o«
fim L2j-1)(2j+1) 2 (420)

que conduce a la famosa féormula de John Wallis en su notacion moderna en forma de

productoria. Esto constituye el resultado principal reportado por Friedmann y Hagen.

Atomo de Hidroégeno en dimensiones arbitrarias

En el mismo trabajo, los autores reportan un calculo variacional para el problema hipo-
tético del &tomo de hidrogeno en dimensiones arbitrarias. En este problema, se reescribe
la ecuacion de Schrodinger utilizando una generalizacion del sistema de coordenadas po-
lares, la teoria del operador de momento angular en “/N-dimensiones” y el potencial que
cumple con la Ley de Gauss en este sistema coordenado generalizado, descritos en [19],

[20] v [21] respectivamente®. Bajo estas consideraciones podemos introducir una “ecuacion

2los vectores en este espacio N-dimensional cuentan con un nimero N de componentes definidos de la
forma,

r1 =7rcosfisinbs...sinfp_1

To =7s8inf;sinb, . ..sinfp_1
x; =rcosfj_ysinb;...sinOy_1, 3<j<N-1 (4.21)

TN_1 =7cosOn_osinfy_;
N =rcosln_q
N
22 2

Estos componentes tienen la propiedad ijl 5 = r°, mientras que el laplaciano N-dimensional se

define acordemente como

N 82

Vi = (4.22)

5
x4

j=1 9 J

Note que el diferencial del volumen de un elemento en esta configuracién espacial N-dimensional estara

dado por

N N-1
H dr; = rN"tdrdQ, con dQ = H (sinb;);j—1db;. (4.23)

Jj=1 Jj=1
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de Schrodinger N-dimensional de la forma,

dr? r dr 72

_h2<d2 N-1d l(l+N—2)> ¢

Hy(r)Ru(r) = { 2 - — = E}Ral(r) =0 (4.24)

donde hemos definido como Hy al hamiltoniano del problema hipotético del atomo de
hidrégeno N-dimensional. Note que bajo esta terminologia, en los casos cuando N =2 y
N = 3, la parte de energia cinética de 4.24 se reducen a la parte radial del laplaciano en
coordenadas polares y esféricas, respectivamente.® Siguiendo un procedimiento similar que
para el caso N = 3 no es dificil llegar a la expresion para el caso mas general N-dimensional

de la minimizacién de la energia conduciendo a
N-1,]2
L+ 5=)

= 1
ri+%)

N
1+

4
€
(Hy) . = —E=

o 4.25

que evidentemente se reduce a 4.11 cuando N = 3. Por otro lado la energia exacta basal

del atomo de hidrégeno para este problema hipotético N-dimensional es

4
e 1
E, = ————F——. 4.26
0.4 2h (1 + %)2 ( )

por lo que el cociente entre (Hy)!,;, v Ep) conduce a,

2
() _ [T+ 250 (14 5527 o
EY, T+ 1+ '
Esta expresion tiende a la unidad cuando [ — oo, de forma que:
2
i N Dmin _ L+ 5 |+ 7)° =1 (4.28)
isoo B i—oo | D(1+ ) I+ ' '

Caso Impar: Friedmann y Hagen utilizan el término "dimension impar" para el caso
donde N = 2k + 1 siendo k£ un entero positivo. ara este caso, sustityendo N = 2k + 1 en

4.28 tenemos,

3Sin embargo es importante mencionar que desde el punto de vista Fisico, el caso para N = 2 el
potencial de Coulomb de la ecuaciéon 4.24 no satisface la Ley de Gauss. El potencial correcto que si
satisface Gauss en este caso (N = 2) tiene forma logaritmica [22].
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T(l + k)

l 2
im <H2k:+1>m7jn — lim (l + k) -
F(l + k 4+ 5)

= =1 4.29
00 EéVJ =00 (I 4+ k + %) ( )

La expresion anterior es equivalente a lim;_,., W, bajo la transformacion [ +k — I’ +1,

. . .. , Hopo 1) , .
por lo cual, para N impares se tiene el limite lim;_, . % = lim;_, o W, a partir del

cual obtiene se tiene de nuevo el producto de Wallis (ver 4.15 - 4.19).

Caso Par: Similar al caso anterior, los autores utilizan el término "dimensién par" para
el caso donde N = 2k siendo k£ un ntmero entero. Donde de la expresion 4.28 se tiene

ahora,

Uk - 1)
Ik

L(l+k-1)

. (Ha)h )
1 min — 1
v T+ k)

l—o00 Eg]? l—00

=1 (4.30)

Haciendo la sustitucion de la forma [ + k& = [* + 1 en la ecuacion 4.30, conduce a la

expresion?
2
 (Hu) | T +3) | (04 3)
lfm A2k/min _ —1 431
I 00 ES’; I*H};o L +1) *+1 (4.31)
20*—1 21*-3 2I*-5 3 1 2 2
. . I 2% 4+ 1
_ h’m 2 2 2 2 2 ﬁ ( l + ) (432)
oo |15 (1P —1)- (1" —2).3-2-1| 4" +1)
2
* 1) (20 —3)- (20 —5)..3-1- 4 1)?2
o [@E D@3 (@ —5)..3- 1 Va2 4 1) (433)
oo 20 - (20 —2) - (21" —4)..6-4-2 2020 + 2)
2
o ler-v-@r-3) @ -5.3-1| @ +1?2x
z*fo‘o[ 20 (20" —2)- (2" —4).6-4-2 | 20°+2 2 (4:34)

+1 . .
) 2/ -DEj+1) 2
Pl ey T r (4.35)

4Esto es equivalente a hacer el cambio I — [ + &k — 1.
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Donde el resultado es el reciproco de la formula de Wallis. Es importante observar que

el limite anterior, lim«_, <H2’§Zm", es equivalente a lim«_, Wl_l:
0,l*
2
-~ (Hop)hin o | T +3) | (P +3)°
MmN Tery) e (430
Sustituyendo [* =1+ 1 en 4.32,
2
tin H2hmin _ gy | DO )|+ ) (4.37)
N oo [T(142) | 1+1 '
2
T+ 1+3 1+3
~ lm (I+3) 2 2 (4.38)
oo [T(I4+1) | (I4+1)21+1
o 11+3
RS e 439
1 2

En el siguiente capitulo se estudia derivaciones alternativas de la formula de Wallis.



Capitulo 5

Derivaciones alternativas de la férmula

de Wallis

En el presente capitulo, se dan a conocer dos trabajos relacionados al articulo de
Friedmann y Hagen. El trabajo de Chaschina y Silagadze|23|, quienes varian la funcion
prueba en la metodologia de Friedmann y Hagen, obteniendo asi una segunda derivacion
para la formula de Wallis a partir del &tomo de hidrégeno. El segundo trabajo corresponde
a Cortese y Garcia|24], ellos parten del problema hipotético del atomo de hidrégeno en
dimensiones arbitrarias y utilizan su conexién con otros problemas de campo central para

dar con una tercera derivacion de la féormula para 7.

5.1. Atomo de Hidrégeno: funcién prueba lorentziana

Chaschina y Silagadze aplican la metodologia de Friedmann y Hagen para el dtomo de
hodrogeno pero utilizando una funcion prueba tipo lorentziana en su calculo variacional|23].
A continuaciéon se describe brevemente los resultados de su trabajo. Empiezan con una

funcién de onda prueba del tipo

l

’ I+1 Yim(e,gb), (51)

\I/al(r, 0, gb) = m

donde [ es el ntmero cuantico angular, « el parametro a variar y Y,"(6, ¢) los esféricos

22
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armoénicos. Como resultado de su calculo variacional al problema del atomo de hidrégeno,

los autores reportan un valor esperado de la forma,

ri+1]
I(l+3)

(Vo (r,0,0) Hagr|Wai(r, 0, 6)) ﬁ_"’(H_l) (H %)i 21

<\Ijal(r7 07 ¢)’\Ijal(ra 97 ¢)> B 2:“ o? B E (l -+ %) (52)

Donde H 4y es el hamiltoniano del &tomo de hidrégeno. El minimo de energia respecto

al pardmetro a que reportan estd dado por

T(l+1)
r(+1)

4
ue 1
(Hos)min = —573
22 (1+1)(1 + 1)

(5.3)

4
,ue4l—|—%

DTy

T(l+1)
I(l+32)

donde hemos hecho (H )t . — (Hgs)! . para denotar el uso de la funcién prueba loren-

min min

tziana en el problema del &tomo de hidrégeno. Chaschina y Silagadze, similarmente como

lo hacen Freidmann y Hagen, describen una razén entre su solucion (Hgg)! . (ecuacion
5.3) y la energia exacta del estado basal del atomo de hidrégeno Ey; = —’;—iﬁ Este
cociente tiende a la unidad cuando [ — oo, de forma que:
{Hoshyy 1+ [r042)]
fim " Eo fim, I+ 18 |T(+3) (54)

Finalmente reportan que la expresion anterior y el resultado de Friedmann y Hagen
son equivalentes ya que la ecuacién 5.4 es proporcional al cociente W, y la término de

proporcionalidad también tiende a la unidad a medida que [oo, veamos



CAPITULO 5. DERIVACIONES ALTERNATIVAS DE LA FORMULA DE WALLIS24

- (Hos) i o Lt3
fm Eoy fm (1+1)3

B (I+3)(1+2)

= e

N

(5.5)

0+ DA+,
_lllglo (1+1)3 Wi

Donde W, = <HFE}3 ?}’”’” = ((llf%); [E((llié))r’ el cociente entre el espectro de energia de-
terminado por Friedmann y Hangen, y la solucién exacta del estado basal del atomo de
hidrégeno. Es importante mencionar que en el limite cuando | — o0, el cociente W, con-
duce a la formula de Wallis (ver 4.15 - 4.19). Por ello, una diferente funcién prueba de la
forma Ry, (r) = W, en un calculo variacional para determinar el espectro de energias
del atomo de hidrégeno también conduce a una derivacion de la formula de Wallis. En el
procedimiento reaparece el cociente W, y en el limite clasico [ — oo de este cociente, se
deriva la formula pre-newtoniana para .

Adicionalmente, Chaschina y Silagadze reportan otro calculo variacional para el pro-
blema del oscilador armoénico, utilizando las funciones de onda Guassiana y Lorentziana,
Rur) = e y Rua(r) =

l . .2
(asz, respectivamente. Para el caso de la funcion Gaus-

siana, los valores exactos del oscilador armoénico son reproducidos E,; = fw (l + g) . Para

(I+1)(+3)(1+2)
—r =

el caso de la funcién Lorentziana se obtiene la expresion E; = hw cuyo
cociente con la energia exacta del oscilador armonico tiende a uno, sin embargo, no se
encuentra algtn resultado equivalente al cociente W, y no existe alguna derivacion para la
formula de Wallis a partir de esta expresion.

El trabajo de Chaschina y Silagadze demuestra que funciones prueba distintas en un
calculo variacional, para el atomo de hidrégeno, conducen a una derivacion de la formula

de Wallis. En ambos casos, el cociente entre el resultado variacional y la energia exacta
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del atomo de hidrégeno aparece el cociente W, a partir del cual se deriva la féormula para
m de Wallis.

En el siguiente apartado, se comenta el trabajo de Ignasio Cortese y Antonio Garcia,
que involucra el problema hipotético del &tomo de hidrégeno en dimensiones arbitrarias.
En este caso aplican calculo de variaciones tanto el problema de campo central, como la

funcién prueba.

5.2. Dualidad de la ecuacién de Schrodinger

Ignacio Cortese y Antonio Garcia utilizan la ecuaciéon de Schrédinger en coordenadas
esféricas generalizadas, donde surge el parametro N denominado "dimensionalidad" del
problema. La idea del trabajo consiste en utilizar una transformacién para obtener una
segunda ecuaciéon de Schrédinger dependiente de una primera ecuacion de Schrédinger.
Para ello introducen una serie de variables que representan magnitudes fisicas. Los valores
que pueden adquirir estas variables dependen de las magnitudes fisicas de la primera
ecuacion de Schrodinger. En consecuencia, si se conoce la solucion a la primera ecuacion
de Schrodinger, es posible determinar la soluciéon de la segunda ecuaciéon de Schrédinger.
Esta relacion entre las magnitudes fisicas de dos ecuaciones de Schrodinger, se denomina

dualidad de la ecuacion de Schrodinger [25]. Parten de la ecuacion tipo Schrodinger,

Hypn(r)Ra(r) = {—ﬁ—Q (;—;—f— (Nr_ 1)%—& +i¥ — 2)> +V(T)—E}R(T’) =0 (5.6)

donde Hpy es el hamiltoniano del problema hipotético del atomo de hidrogeno y N
el pardmetro de dimensionalidad del problema i.e., cuando N = 2 6 N = 3 se obtiene
el laplaciano en coordenadas polares o esféricas, respectivamente. Para esta ecuacion, el
potencial tiene la forma V(r) = Kr?, donde K y 3 son constantes del problema. Bajo el

cambio de variable:

r = pp2 (5.7)
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donde ( es un nimero entero diferente de —2. Reescribiendo la ecuaciéon tipo Schro-

dinger Hpn(r) y la funcion radial R, en términos de p,

. R d  B+2N—-1)d II+N-2)/ 2 \2
HAHN(p)R<p)_{_ﬂ<d_p2+ (B+2) dp p? <5—|—2)>

onde R(p) = R(r(p)) y Haun(p) es el hamiltoniano en términos de p. Posteriormente,
se introducen nuevas magnitudes fisicas efectivas e, V.D,L, que se relacionan con las

magnitudes fisicas originales F, K, N, de Hagn(p), de la forma:

Dimensionalidad Energia Momento Angular Potencial
— 2(84N) _ 2 _ 2 o 2 -25
b=%%a" e=-Ga'Kk  L=g3l V=Bl e

Por ello, la ecuacion 5.8 se reescribe de la siguiente manera

Hamp(p)Rau(p) =

NG f%}D—l)d_ML+D—Q)
2p \ dp? p dp p?

>+V@»f}éw>=0<am

Consecuencia del mapeo Hapn(r)Ra(r) (ecuacion 5.6) a Happ(p)Ra(p) (ecuacion
5.9), a partir de la energia del problema inicial es posible conocer la energia renormaliza-
da del segundo (¢). A continuacion se utiliza esta dualidad para relacionar el d&tomo de

hidrégeno 3D con el oscilador arménico 4-dimensional.

Dualidad entre el Atomo de hidréogeno en R? y el oscilador armoénico en R*

Un caso llamativo que se presenta entre la transformacion Hapgn (r) Rai(r) = Hagp(p) Rai(p)
es considerando el caso del potencial Coulombiano en coordenadas esféricas i.e., el &tomo
de hidroégeno en la primera ecuacion de Schrodinger, Hapn (7)Ra (7). Como se detalla a

continuacion, partiendo de este problema se obtiene el caso del oscilador armoénico donde
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el pardmetro D = 4 en 5.9, problema denominado: oscilador armoénico en 4 dimensiones.
Cornish [26] ha descrito el significado fisico de este problema, dos osciladores armonicos
bidimensionales cuyos momentos angulares siempre son iguales pero con sentidos opuestos.

Para el caso del atomo de hidréogeno en coordenadas esféricas, se tiene que los valores
en Hagn(r)Ra(r) (ecuacion 5.6) son N =3, K = —e?, = —1y V(r) = —¢*/r. Bajo la

consideracion del cambio de variables descrito, se tiene:

r=p% D=4, L=2; V=-4Ep* e=—4K (5.10)

Cortese y Garcia utilizan la misma funciéon prueba de Friedmann y Hagen, Ry (r) =

_ 2 . . . ., .
rle=@"" . Por el cambio de variables anterior, la funcién prueba se rescribe como

R(p) = e pt (5.11)

Por los valores de N, K, 'y V(r) la ecuacion tipo Schrodinger Happ(p)Rai(p) (ecua-

cion 5.9) se reescribe como:

Hoaa(p)Rai(p) = { K (i ;34 M) +Kp* - s}R(p) =0 (512

donde Hp a4 es el hamiltoniano del oscilador armoénico cuando D =4 en Haxp.

Sea Ey; = —é—fﬁ la energia basal del dtomo de hidrégeno (ecuacion 4.12), se
establece la relacion K = %Eoyl(]\f + 1+ 1). A partir de esta relacion para K y la

expresion para la energia (¢) de la ecuacion 5.10, se toma en cuenta que oscilador arménico
. . —8F . . . .
tiene una frecuencia de w = 4/ T‘” para este caso. A partir de un calculo variacional con
., s —ard e
la funcion prueba R(p) = e " p* en Hoas(p)Rai(p), Cortese y Garcia reportan el valor

de expectacion

[(&2) 2ai*(L + 3) + Ky
V2aul'(£ +1)

(Hoas)h = (5.13)
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De donde se deduce que el valor minimo respecto al parametro a esta dado por,

L&) [L+3
Hoa)k. = 2hw 2 5.14
< OA4>mzn F(% + 1) 2 ( )

Para este caso, Hpa4, la energia exacta del estado basal del oscilador arménico esta dado

por la expresion [26]

Eopa=hw(L+2) (5.15)

Se define un cociente entre el valor de expectacion (Hop A4>£m y la energfa exacta Ej 1,4

en 5.15 , que permite conocer la similitud entre ambas expresiones, de forma que:

L+3

(Hana)pin L% ] (5.16)

Eo .4 - TL+2 {F(% +1)
Bajo el cambio de variable L = 2l y a partir del limite [ — oo la razén anterior se

reescribe como,

ool VI 24
lin SH0A ) min _ 2[ (+2)]:1 (5.17)

|—00 E07l74 l—oo [ + 1 F(l + 1)
La ecuacion 5.17 es el resultado principal de Cortese y Garcia, mismo que conduce al
reciproco de la raiz cuadrada de la formula de Wallis, si se utilizan las propiedades de la

funcién Gamma o notando su relacién con W,

1 (Hoat)in _ 1. \/@[F(H %)} 1 (5.18)

T _ i _
e VW, e Eou4 oo +1 |[T(l+1)

Adicionalmente los autores reportan el mismo mapeo y célculo variacional para el casi
hipotético del atomo de hidrégeno N-dimensional al oscilador armoénico D-dimensional.

Para este caso encuentran,

H kil JIFE+FL D+ k+1
limn S0A ) min _ 2[ (+ +2)}:1 (5.19)

oo Foua  ioe Itk T(l+ k)

Donde [ y k estan relacionadas con el momento angular L y la dimensionalidad D del
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oscilador armoénico. Bajo el cambio de variable [ + % = [' 4+ 1, la expresién anterior conduce

al limite

lim ——"% — ]{m

1
(Hoas)min _ 1, \/m {F(l +k+ %)}

l—00 EO,ZA l—o00 l + k F(l + k)
(5.20)
IS+ 1
= lim ; 7 = lim
/500 [ +1 F(l + 1) l—o0 Wl

Ya que el limite de W, conduce a la formula de Wallis, la expresion anterior, ecuacion

5.20, conduce al inverso de la raiz cuadrada de la formula de Wallis:

L+ 5T+ 2
I — 1 —1 21
Foso W, e 141 [F(l+1)] (5:21)
2 241 21 23 3 1
TERY kil e i ity e Al B (5.22)
SV T2 i) — 1.3 21

T 2 +1)-(21—1)- (20 —3)..3-1
\/;}HEOJHP’{ 20+ 2)(20) (20 —2)..6-4-2 }:1 (5:23)

+1 . :
2~ 1)V +1 |2
i TP = DV2IHT \/j (5.24)
l—00 - 2] T

J=1

Utilizando una condicién que relaciona dos problemas hipotéticos: El 4tomo de hidro-
geno y el oscilador armoénico dados por Hagy v Hoas. Cortese y Garcia demostraron la
relacion entre otro problema de campo central y la féormula pre-newtoniana para w de la
forma +/2/m.

En el siguiente capitulo se discuten diferentes problemas de campo central no reportados

en la literatura que podrian conducir a una férmula tipo Wallis.



Capitulo 6

Potenciales de Campo Central

El presente capitulo se enfoca en torno a la fisica, el analisis y la soluciéon de distintos

problemas de campo central utilizando el método de aproximacién de Nikiforov-Uvarov.

6.0.1. Quark-Antiquark

De acuerdo al Modelo Estandar, existen particulas subatémicas denominadas hadro-
nes. Estos, a su vez, se encuentran conformados por particulas elementales denominadas
quarks. Estas particulas, los quarks, fueron propuestas a mitad de 1960 con la finalidad
de sistematizar la gran diversidad de particulas con interaccion fuerte que se iban des-
cubriendo. De acuerdo a este modelo, a partir de estas particulas elementales, es posible
explicar las propiedades de los hadrones (carga eléctrica, masa, momento magnético, etc).
Los quarks tienen diferentes propiedades sin analogo clasico i.e. sabor, carga de color, ade-
més de contar con antiparticulas, denominadas antiquarks. El enlace de interacciéon entre
quarks (o antiquarks), para conformar hadrones, se conoce como interaccion fuerte. Esta
interaccion fundamental, en nuestro entendimiento actual, involucra el intercambio de una
particula: el gluon (Figura 6.1). Este fenémeno es analogo al intercambio de fotones entre
particulas cargadas electricamente [27].

Kuchin y Maksimenko publicaron un trabajo donde utilizan el método de Nikiforov Uvarov
para resolver un sistema que modela la interaccién entre dos particulas elementales del

modelo estandar: el quark y antiquark [28]. En el desarrollo de su trabajo consideran dos

30
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a) b)

ISval

=
PN VaNEy

Figura 6.1: Representacion pictagorica del a) intercambio de un gluon (similar al inter-
cambio de un foton entre electrones) y b) fenémeno de confinamiento entre un par quark-
antiquark. ¢: quark, ¢: antiquark, ¢g: gluén, e: electron, ~: foton

tipos de interacciones, la primera contribucion U(r) = —b/r, predominante en distancias
cortas, es el potencial inducido por un gluén que viaja de un quark a su antiquark. El gluén
transmite la informacién de campo de la atraccion nuclear fuerte. El segundo fenémeno
predomina a distancias mayores U(r) = ar y se denomina confinamiento quark-antiquark
(Figura 6.2). El potencial global de interaccion que experimenta el quark y su antiquark
esta dado por,

b

Ul(r) =ar—-. (6.1)

Donde a y b son reales positivos y sus valores dependen de las caracteristicas y propiedades
del quark involucrado. La ecuaciéon de Schrodinger que modela el sistema de Kuchin y
Maksimenko esta dada por,

d? b, l(l+1
HyiXa(r) = ﬁxal(r) + |2u(E —ar + ;) - ( )

Jxa(m =0 (62

r2
donde H,; es el Hamiltoniano del sistema. A partir de la ecuacion 6.2 los autores
reescriben la ecuacion de forma que cumpla con las condiciones de la ecuaciéon diferencial
de Nikiforov Uvarov (ecuacion 3.11). Para ello introducen el cambio de variable z = 1/r,
donde se obtiene,
d? 2r d 2 a (1+1)
4

TXel(®) 5 Xa(@) + 5 [E =~ b Tﬁ] Xea(2) =0 (6.3)
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Confinamiento
' b Quark - Antiquark
Ur)=ar — —

q q Intercambio
gluon
.............. g r -0
q q

Figura 6.2: Representacion pictagorica del potencial U(r) = ar — g El intercambio de
gluon predomina para r — 0, el confinamiento quark-antiquark predomina para r — oo.
Las constantes a y b son reales positivos y sus valores dependen de las caracteristicas y
propiedades del quark involucrado.

Los autores proponen el siguiente argumento de aproximacion respecto al término 2:
Se asume que existe un radio caracteristico ry para el meson (particula conformada por el
quark y antiquark), alrededor del cual se establece una aproximacion en serie de potencias
y se consideran los términos hasta segundo orden. Para ello, introducen las variables § = %

y y = x — §. Bajo estas consideraciones se tiene,

2
a a _a y yy_ @ 2 2
Se sustituye 6.4 en la ecuaciéon 6.3 y se obtiene:
d? 2r d 20 a [(1+1)
L @)+ 2 @)+ P B L35 30+ a?) b — 2] (@) =0 (6.5
@)+ oy o)+ 2 [ = (303000 b — =5 (@) = 0 (69

La expresion anterior, cumple con las condiciones de la ecuacion diferencial de Nikiforov-

Uvarov, a partir del cual se obtiene la expresion para la energia:
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By = 2 — b+ ) (6.6)
0 f2n+1)+ \/1+4l(l+1)+8§‘—3“}2

La funcién de onda correspondiente, obtenida por el mismo método es:

__B _ d —op4 2B
Ro(r) = Nyr~ V23 e QAT(—T2d—)n(7‘ ez VR (6.7)
T
Donde n =0,1,2,... y N,; es una constante de normalizacion.

El potencial U(r) = ar — % (ecuacién 6.1), a pesar de modelar un sistema distinto al
atomo de hidrogeno, claramente se reduce al mismo para el caso donde a = 0 y la solucién
6.6 reproduce las energias exactas del problema del &tomo de hidrogeno. A pesar de que
este problema no tiene solucién exacta, i.e., no esta definida asintoticamente; la solucion
obtenida mediante un método de aproximacion, se reduce al caso conocido del dtomo de
hidrégeno cuando a = 0.

Por otra parte, Al-Jamel y Hatem Widyan [29] reportan la solucién de un problema
de campo central, que de igual forma considera el potencial inducido por un gluén y
el confiniamiento quark-antiquark. La diferencia entre el potencial descrito por Kuchin
y Maksimenko respecto a este nuevo potencial consiste en un confinamiento parabélico
(Figura 6.3),

Ur) = —g + cr? (6.8)
Donde b y ¢ son reales positivos y sus valores dependen de las caracteristicas y propiedades
del quark involucrado. Para este potencial, el espectro de energia obtenido a partir del
método de Nikiforov Uvarov, utilizando la misma aproximacién en torno a un radio critico

= 1L e,
To

60 2u(c+ 2
Enomy = = — et ) 5 (6.9)

52
{2n+1i\/1+4l(l+1)+ i

El potencial de Al-Jamel y Hatem Widyan, se reduce al problema del atomo de hidrégeno
o al oscilador armonico, para los casos ¢ = 0 6 b = 0 en 6.8 respectivamente. Para el
primer caso (¢ = 0), de 6.9 se obtiene la energia exacta del atomo de hidrogeno; para

el segundo caso (b = 0) se obtiene una expresion en términos de 0, parametro obtenido
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4 Confinamiento

b Quark - Antiquark
U(r)=—— +cr? g
r rr — 0

Q|
<

Intercambio
: gluon
S g r—0
a q
Figura 6.3: Representacion pictagorica del potencial U(r) = —f—f + cr?. El intercambio de

gluon predomina para r — 0, el confinamiento quark-antiquark predomina para r — co.
Las constantes b y ¢ son reales positivos y sus valores dependen de las caracteristicas y
propiedades del quark involucrado.

experimentalmente.

Existen diferentes expresiones analiticas para el espectro energético de los potenciales
U(r) = ar — 2 y U(r) = =2 4+ r®. De este conjunto de expresiones, las soluciones anali-
ticas obtenidas por el método de Nikiforov-Uvarov son las que presentan mayor similitud
con los datos experimentales. Las tablas 6.1 y 6.2 contienen el espectro de masas de dos
mesones, el charmonium y el bottomonium respectivamente. Estos mesones son modela-
dos por el potencial U(r) = ar — g y los valores de las tablas fueron determinados por
diferentes métodos de aproximaciéon y por datos experimentales. La segunda columna NU
(Nikiforov-Uvarov), contiene el espectro de masas para diferentes estados energéticos de
los mesones obtenido mediante el método de Nikiforov-Uvarov. Notese su similitud con los

datos experimentales .

'El espectro de masas se determina a partir de la relacion M = mg +mg + E donde m, es la masa del
quark, mg es la masa del antiquark y E es el espectro energético del sistema.
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Tabla 6.1: Espectro de masa del charmonium (GeV) (m. = 1.209GeV,a = 0.2GeV,b =
1.244,6 = 0.231GeV)

Estado | NU [28] | FGTV [30] | KC [31] | AW |[29] | Experimento [32]

1S 3.096 3.068 3.078 3.096 3.096

1P 3.255 3.526 3.415 3.433

25 3.686 3.697 3.581 3.686 3.686

1D 3.504 3.829 3.749 3.767

2P 3.779 3.993 3.917 3.910 3.773

35 4.040 4.144 4.085 3.984 4.040

4S 4.269 4.589 4.150 4.263

55 4.425 4.421 £ 0.004

Tabla 6.2: Espectro de masa del botttomonium (en unidades de GeV) (my, = 4.823GeV,a =
0.2GeV,b = 1.569, = 0.378GeV)

Estado | NU [28] | FGTV [30] | KC [31] | AW [29] | Experimento [32]
1S 9.460 9.447 9.510 9.460 9.460
1P 9.619 9.900 9.862 9.840
25 10.023 10.012 10.038 10.023 10.023
1D 9.864 10.155 10.214 | 10.140
2P 10.114 10.260 10.390 10.160
3S 10.355 10.353 10.566 10.280 10.355
4S 10.567 10.629 11.094 | 10.420 10.580

6.0.2.

Potencial Poschl-Teller

El potencial de Poschl-Teller se utiliza con frecuencia para describir oscilaciones anarmo-
nicas en moléculas vibracionales, semiconductores a nanoescala, puntos cuanticos, etc. La
representacion matemaética del potencial es,

1 [a(a—1)

Vir) = 5‘/0 sinh?(Br)

AA—1)
cosh?(Br) ]’

(6.10)

conV, , a, 5,y A constantes. Agboola [33] report6é como resolver la ecuacion N-dimensional

radial de Schrodinger con un potencial tipo Poschl-Teller de la forma 6.4,

Vo

T i an

(6.11)

a través del método de Nikiforov-Uvarov. Agboola parte de la ecuacion:
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N
Vv

s V(r) P

Punto
Cuantico

Figura 6.4: Representacion pictagorica del potencial Poschl-Teller tipo — COSZQ G Potencial

utilizado para describir puntos cuénticos, oscilaciones anarmoénicas, etc. Las constantes V,
y [ son la amplitud y frecuencia de la funcioén cosh(r) respectivamente.

Ry (r) +

2_M<E Vo )_(k:—l)(k—?))

R, (1) =0 6.12
h? cosh?(ar) 42 (1) (6.12)

donde k = N + 2[, N es la dimensionalidad del problema y R, ;(r) representa la segunda
derivada de la funcion de onda radial R, ;. Para valores pequenos de «, se aproxima el

término potencial centrifugo como,

1 o?
- — 6.13
r2  sinh*(ar) (6.13)
Bajo esta aproximacion, se reescribe la ecuacion 6.12 y toma la forma,
24 Vo (k —1)(k — 3)a®
R ,(r +[—<E—|— )— Ry, (r)=0 6.14
a(r) h? cosh?(ar) 4 sinh®(ar) () ( )

Ahora es conveniente hacer un cambio de variable de la forma s = tanh?(ar) en la

ecuacion anterior resultando la ecuacion diferencial,
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1-3 1
Ry (s) + "R, 2[—532+ (7+5—82)8—7}Rw(s) =0 (6.15)

25(1 —s) et(8) + 45%(1 — s)
donde hemos definido las constantes,

2 . .

La ecuacion 6.15 cumple con las condiciones de la ecuacion diferencial del método de
Nikiforov Uvarov, a partir de la cual se obtiene una expresion analitica para el espectro

de energia del potencial Poschl-Teller,

E,.= —22n, +1+ =) +4/1+

h2a” N 8uVy1?
- ; W} (6.17)

En las secciones anteriores se coment6 diferentes trabajos relacionados al articulo de
Friedmann y Hagen, asi como la fisica, el analisis y soluciéon de diferentes problemas de
campo central. Con esta informacién, en el siguiente capitulo, se determinaré el espectro

de energias de distintos problemas de campo central utilizando el método variacional.



Capitulo 7

Resultados y Analisis

7.1. Potencial quark-antiquark

Como se mencioné anteriormente el potencial de Kuchin y Maksimenko U(r) = ar — %

(ecuacion 6.1) describe dos interacciones, el potencial inducido por el intercambio de un
gluén y el confinamiento de un par quark-antiquark. A continuacion se reporta el procedi-
miento de un célculo variacional aplicado al sistema descrito por Kuchin y Maksimenko,
donde la ecuaciéon de Schrodinger que utilizan estd dada por H,; (ecuacion 6.3). Se utiliza
la aproximacion en torno a un radio critico rg para el término ar del potencial, de forma
que se reescribe la ecuacion como,

o2 [ d? 2 .d

- 2,U EXOJ(I') + E%Xoal(x)} + |:C$2 — Bz + A:| onl(x) = EXal(x) (71)

donde A=3¢ B=(b+%)yC= (W + 55 ). Para el método variacional se utiliz6 la

funcion prueba Gaussiana de Friedmann y Hagen. Considerando los cambios del variable

l,—ar

del problema i.e., Xa(r) = rRai(r); Rat(r) = r'e™" y x = 1, la funcion prueba toma la

forma,

Xai(T) = p- Dz (7.2)

A partir de esta funcion prueba 7.2, un célculo variacional para determinar el espectro de

energia del problema H,; produce el valor de expectacion,

38
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(Xat(?) | HyglXar(2)) _ 1* Li+d) 12 LU+9)] .,
Na@hva@) 20TV T 2T R T Y
(7.3)
(20)2T(1 +2)
+ BF(Z—Jrg) —A

En este caso el diferencial de volumen es dV = r?drdf¢. El minimo de energfa esta

dado por el parametro o dado por,

B T'(1+2)
5
Va = V2Tlts) (7.4)
7
donde se ha definido la constante ),
h? r(i+32) 1 I+ 32)
Q=—\l(l+1) O 271, (7.5)
M r(+32) 2 I(l+2)
En conjunto, el valor de expectacion de la energia basal esta dado por,
[ F(l+2)}2
. T(1+2)
Hp)omin = ——— 2 4 A, .
< T>ab 29[ + (7 6)

A continuacién se analizara el caso cuando el potencial se reduce al atomo de hidrégeno,
donde se espera que la solucion 7.6 se aproxime al valor de la energia exacta del estado

base del mismo.

7.1.1. Potencial Quark-Antiquark en el limite a — 0

El sistema conformado por el quark y antiquark no cuenta con una solucién exacta, sin
b

embargo, para el caso donde el potencial U(r) = ar — ? se reduce al potencial del &tomo de
hidrégeno (a = 0), el valor de expectacion de la ecuacion 7.6 debe aproximarse al resultado
exacto del problema. Para ello se establece a = 0, b = e? y se considera Qq,—g = (I + %) /
donde e y p representan la carga del electron y la masa reducida respectivamente. El valor

esperado (Hr)o ™ (ecuacion 7.6) se reduce a,
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o opet[TI+2)]7 1
i =~ K ) T 7

Se establece una razon entre el resultado 7.7 y la energia basal del &tomo de hidrogeno
Ey, = _%ﬁ (ecuacion 4.12) a partir de la cual se obtiene,
(Hr)gzem _ (14+1)?

Eor (H%){

L+2), 79

La razon anterior se puede reescribir en términos del cociente W, lo que arroja la expresion

Hy)omin [+ 1)
< T>a70 — ( T ) 3 W[ (79)
Eo,; (I+35)0+3)
ya que el limite de W, cuando [ — oo tiende a uno, el limite del cociente %, también

tiende a uno, veamos:

(Hpy (1)

lim = lim 14Y
isoo  Fo oo (14 51+ 3)
2
& lfm W), (7.10)

T e [+ D)1+ 2) i

= lim Wl =1
=00

A partir del limite del coeficiente W, cuando | — oo, se deriva la férmula de Wallis
(ver 4.15 - 4.19). Por ello, se obtiene un resultado proporcional a la solucion del atomo

de hidrogeno reportada por Friedmann y Hagen a partir de un calculo variacional. A

continuacion se analiza el caso cuando a # 0y b= 0 en el potencial U(r) = ar — 2.

7.1.2. Potencial Quark-Antiquark en el limite b — 0

Bajo la consideracion de un potencial que modela tinicamente el fenémeno de confinamiento

b

quark-antiquark, el potencial U(r) = ar — 2 se reduce a U(r) = ar. Para este caso el valor

esperado (Hr)q ™ (ecuacion 7.6) se reduce a:
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(§2)2[Fa+?}2 5
) 62 r(+2) a

H Amin — 277 _ 7 11
< T> b=0 Zszo + 5 ( )

donde 3¢ es explicitamente,

1 r(+32) 1 I+ %)
Doy = —— | =11 +1)=——2 + 1+ = +2uC——22|. 7.12

T(l+3)

La energia obtenida por el método de Nikiforov-Uvarov se utiliza como referencia para

el caso particular donde b = 0. De forma que la soluciéon obtenida por el método de

b

Nikiforov-Uvarov para el potencial U(r) = ar — > cuando b = 0 est& dada por,

20(32)2 3
By’ =~ ulst) + = (7.13)

2
[1i\/1+4l(z+1)+?7“ 0

De nuevo establecemos un cociente entre la soluciones (Hr)pmi" (ecuacion 6.11) y EZ7°

(ecuacion 7.13), donde se obtiene,

e sen]

5
(Hr)gr  —my—+ % 714
Eb0 B 2u(33)? '

3
;B

1 /1ra(1)+ 82

Si ahora reacomodamos los términos de la ecuacion anterior de forma que, del lado

derecho queden todos los términos dependientes de la variable [, llegamos a,

2
% [1i\/1+4l(l+1)+?_3a] I+ 1)2[T+1)7?
B (7.15)
B Al g ) (+)) reo)
52

Es importante hacer notar que el cociente anterior es adimensional. La expresion an-

terior puede reescribirse en términos del cociente W, de forma que,

2
(), 15" =55 [1 + \/1 + 4114+ 1) + %g—}

(53)2

2 = - W, (7.16)
Eg(éz;% 41+ 1+ 2”5—3—z+§/z [(1+3)
52
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El cociente W, reaparece en este problema donde consideramos un caso diferente al

atomo de hidrogeno i.e., U(r) = ar — % cuando b = 0. Si en el cociente anterior, todos los
términos diferentes de W, tienden a uno, entonces seré posible derivar la formula de Wallis
para 7 en el caso del confinamiento quark-antiquark. Considerando el limite [ — oo, en el

coclente anterior:

2

<HT>(Z§;’;%“ {1 + \/1 AU+ 1) 4 Bua

lfim —22' _ — im lim W, = 1 (7.17)

|—00 ESZO_% |—00 4{l + % —+ 2#%@}“ —+ %) l—o00 !
(332

{1 /14+41(14+1)+ 24232

A+ 3+2u S s (+3)

linomio de mayor grado es 4/?> tanto en numerador como denominador. En el limite

El limite anterior tiende a la unidad ya que el cociente el po-

{1 /1441(141)+ 242 )2 . . 5
. — + tanto numerador como denominador tienen a 4/° y se can-
i+ 3420 iz 1+3)

celan. Finalmente el limite de W, cuando [ — oo es el cociente a partir del cual derivamos

11/rnl—>o<>

la formula de Wallis.
El cociente entre el valor esperado y la energia exacta para los casos asintéticos donde
a, b — 0 para el potencial U(r) = ar — g es proporcional al cociente W,. Ya que W,

apareci6 en los casos asintoticos de este problema, se analizar el caso genérico.

7.1.3. Potencial Quark-Antiquark en el caso general (a,b# 0 )

A coninuacién se analiza el caso genérico, donde se considera la contribucién del po-
tencial inducido por el gluéon y el confinamiento quark-antiquark. Reescribiendo el valor

esperado de la energia obtenida a partir de un calculo variacional, (ecuacion 7.6):

2
b+ 305

; (+32) 3a
H\min — 2 - 1
(Hr): ot (7.18)

donde €); para este caso tiene ahora la forma excplicita,

1 U (+1) , a\T(+D)
Ql_ﬁ l(l+1>r‘<l——i—g)_l_§_2u( 2M +§> F(l——l-%):| (719)
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Se establece un cociente entre (Hr)™™ y la energia obtenida por el método de Nikiforov

Uvarov (ecuacion 6.6 ) obteniendo:

' [(b—I— )11:(([1:2)) 2 .
<HT>Znn _ 2Q + 5 (7 20)
Eno, 3a 2u(b+5)° .

B {(2n+1)i\/1+4l(l+1)+%}2

Rescribiendo el cociente anterior donde los términos dependientes de [ se encuentren

del lado derecho:

<H>Z‘;noin_36a
CrE7 {1+ \/1+4l [+1) + %) (z+1)2{r(z+1)}2 (721)
BP-%E Al s+ 3) (+3) T+ 3) |
W 2 53 l+3/2 2 2
La razoén anterior se reescribe en términos del cociente W;:
Qmi 8pa2
- - } )
Eo, I+ 5+ 2+ 3)
Determinando el limite cuando ! — oo en el cociente anterior:
) amin {11+ a0 +1)+ %)
tim TS " Ty fm W (7.23)
=0 Ey l—00 4{[ +5+ 2“6_3l+3 }( 5) =00

{1 /1+41(141)+ 242}
5 +2u % 731 (143)

de mayor grado es 41? tanto en numerador como denominador. Similar al caso anterior, en

El limite anterior tiende a la unidad ya que el cociente , el polinomio

I limite 1i LD inomio d do es 41% tant d
el 11mite 111M;_,~¢ 4{l+ +2//«63 l+3/2}(l+ ) ,e pO 1Inomio de mayor gra O es anto numeraador

como denominador tienen a 4/? y se cancelan. Finalmente el limite de W, cuando [ — oo
es el cociente a partir del cual derivamos la formula de Wallis.
De esta forma se demuestra otro problema de campo central, que conduce a la formula
de Wallis. Utilizando una funcién prueba de tipo Gaussiana y la derivaciéon se mantiene
b

incluso en los casos donde a 6 b # 0 en el potencial U(r) = ar — 7.

A continuacién se muestran los resultados y anélisis de determinar el espectro de ener-
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gias de un sistema conformado por un par quark-antiquark cuyo fenémeno de confinamiento

tiene una dependencia cuadratica.

7.2. Potencial quark-antiquark: Confinamiento cuadra-
tico

En la presente seccion, se reporta el resultado de un calculo variacional aplicado al potencial
de Al-Jamel y Hatem Widyan donde U(r) = —g + cr?. Como se observa del potencial, la
dependencia cuadratica del confinamiento quark-antiquark indica una fuerza de atracciéon
mayor entre par quark-antiquark conforme aumenta la distancia de separaciéon. Similar al
potencial U(r) = —g + ar, existe una distancia de equilibrio entre el par quark-antiquark,
sin embargo, en el potencial U(r) = —2—1—07“2 esta distancia de equilibrio es menor. Al-Jamel
y Hatem Widyan parten de la ecuacion radial de Schrodinger:
d? 2/ b I(1+1)

WX(JZ(T‘) + ﬁ(E +o - ar?) — S Xai(1) =0 (7.24)

donde Xa(r) = rRu (r) v Rn.(r) es la funciéon prueba. Se introduce un cambio de

variables de la forma x = 1/r, a partir del cual la ecuacion anterior se reescribe como:

d? 2r d 20 a l(l1+1)
& e Etbr— 2 2Ty, (2)=0 7.25
)+ B o) 4 e = - D (7.5

A continuacion se realiza una aproximacion respecto al término 5. Se considera un
radio caracteristico (o distancia de equilibrio del par quark-antiquark) ro, para el meson
modelado por el potencial quark-antiquark con confinamiento cuadrético. Alrededor de
este radio critico, se establece una aproximacion en serie de potencias y se consideran los
términos hasta segundo orden. Para ello introducen las variables § = % yy=x—9. A

partir de esta aproximacion tenemos,

b b b Y Yy 2 b 2 2
7= TP 5( 5+3<5) > 54(6 80z + 3 (7.26)
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Se sustituye la aproximacion del término % en la ecuacion 6.25 y sea A = (%), B = (b+3%)

y C = <l(l;“1) + g—i), a partir del cuél obtenemos,

d? 2d 21 9
@X@l(fp) + ;%Xal(x) + ~ i [Cz® — Bx + Alxai(z) = Exa() (7.27)

Utilizando la funcién prueba xo(z) = 2~ +De™22 donde xai(r) = rRuy(r), Rui(r) =
e~ donde R,,(r) es la funcién gaussiana utilizada por Friedmann y Hagen. Determi-
nando el valor esperado y el valor minimo para la energia a partir de un calculo variacional,

considerando la funcién prueba xq;(z), para la ecuacion 7.27,

I'(1+2)
[BF(H-%)

:|2
o A (7.28)

(Hpa)'™ =

donde €2; dado por la ecuacion 7.19. En la siguiente seccion, se analiza el comportamiento
del cociente entre el valor esperado (Hre)™" y la solucién obtenida por el método de

Nikiforov-Uvarov para el potencial U(r) = —2 + er?.

7.2.1. Potencial Quark-Antiquark con confinamiento cuadratico

en el caso general (b,c # 0)

. . .. ., _ _ o
A partir de un calculo variacional con la funcién prueba xq(z) = 2~¢*+Ye™2? se obtuvo
una expresion para el espectro energético de un sistema conformado por un quark y un
antiquark, (Hpy)™™. A contnuacién definimos un cociente entre (Hpo)™" y la energia
Y (0% «

Enagn (ecuacion 5.33), obtenida por el método de Nikiforov Uvarov. El cociente es:

e N i1 + 2] 2
G [ \/ +4I(l+1) + = J (I+1)2 [F(l + 1)}
_ 6a 3 3
aims A bt 2udgg) () ) LT
53

(7.29)

notar que todos los términos dependientes de [ se encuentran en el lado derecho en el
cociente anterior (similar a la ecuacion 7.21), adicionalmente este cociente es proporcional

a W,. Considerando el limite cuando [ — oo del cociente anterior nos produce,
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<H>O‘m7,n—6—a‘
(,)Jr—sig)‘ﬂ {lzi:\/1+4ll—|—1)+24“a}2
lim ——5— = lim lim W, =1 (7.30)
l—o0 (bfl,rlslgé)z l—o0 4{l —|— + 2M 7 l+3/2}(l + ) l—00
5

Sabemos que W, tiende a uno en el limite [ — oo y que a partir de este Cociente, es

{14 /14+41(1+1)+ 2342}

posible derivar la formula de Wallis. Por otro lado en el cociente ; S S —— (l+ 7 tanto

nimerados como denominador tienen a 4/?> como polinomio de mayor grado. El limite de

este cociente tiende a la unidad.

Recapitulando, en el caso donde a = 0, el cociente 7.30 sigue conduciendo a la férmula
de Wallis. Lo mismo sucede cuando analizamos el caso b = 0 en 7.30. En ambos casos ob-
tenemos el limite lim;_,., W, que conduce a la formula de Wallis. A partir de la suposicion
de un radio critico ry y utilizando una funcién prueba tipo gaussiana x(z) = x_(l“)e*%,
se obtuvo la formula de Wallis para un potencial quark-antiquark con confinameinto cua-

dratico.

7.3. Interpretacion fisica del producto de Wallis

En el anélisis del atomo de hidrogeno, Friedmann y Hagen obtienen una aproximaciéon
del espectro energético del problema. Se utiliza el cociente VW, para determinar la precisién
de esta aproximacion con el valor exacto de la energia mas baja del sistema. Este cociente,
dependiente del ntimero ctuantico angular [, se aproxima a la unidad en el limite [ —
oo !. Esta tendencia a la unidad es consecuencia que en el limite [ — oo, la solucién
prueba de Friedmann y Hagen y el resultado exacto del atomo de hidrogeno, corresponden
estrictamente a orbitales circulares. La “redondez” o circularidad de las orbitas soluciones
de la funcién prueba es consecuencia de la incertidumbre en 72 (medida en unidades del

radio medio al cuadrado, (r?),,, dada por la expresion:

o Vet = (%) (l + g>_5 =0 (7.31)

l—00 <7'2>al l—=00

Que se aproxima a cero a medida que [ aumenta de valor. Es decir, las soluciones para

Li.e., paral=0,1,2,10,100 el cociente W; toma los valores 0.899, 0.906, 0.932, 0.971, 0.998 respecti-
vamente (Ver Figura 4.1).
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las orbitas exactas y las que resultan de las funciones prueba son idénticas a aquellas que
corresponden al modelo de Bohr en el limite [ — oo como se esperaria por el principio de

correspondencia de Bohr [9].

7.4. Analisis matematico de la formula de Wallis

Desde el punto de vista puramente matematico, lo que se desprende de nuestros célculos
y andlisis es que la derivacion de la formula de Wallis en problemas de campo central,
no depende de una forma tnica de la funciéon prueba, si no que mas bien es resultado de
la forma particular de ecuacion diferencial involucrada que satisface criterios especificos,
como es el caso de la ecuacion diferencial de Nikiforov-Uvarov.

Como se mencioné en la Capitulo 3 de este trabajo de tesis, el método de Nikiforov-
Uvarov es un método matematico para resolver ecuaciones diferenciales lineales de segundo

orden. La ecuacion a resolver en el método de Nikiforov-Uvarov tiene la forma,

STEAC) I (7.32)

a2(s)

donde o(s) y 6(s) son polinomios de maximo segundo orden, 7(s) un polinomio de méximo
primer orden y la forma de la funcion ¢ (s) solucion general a tal ecuacion es funcion de tipo
hipergeométrica. A continuacion, se analiza el comportamiento asintotico de la ecuacion de
Nikiforov-Uvarov, con el proposito de determinar si tiene alguna relacion con la derivacion

de la formula de Wallis para 7.

7.4.1. Formula de Wallis en el método de Nikiforov-Uvarov

Empezamos por reescribir la ecuacion de Nikiforov-Uvarov de la forma general,

Zr+Y U2 +Tx+ S

W(x) =0 (7.33)

donde suponemos que el cambio de variable s — x es valido para la ecuacién de Nikiforov-

Uvarov, donde = = % y los pardmetros Z,Y, X, W, V, U, T, S toman valores constantes.
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Si analizamos el caso donde r — oo (i.e. + — 0), el comportamiento asintotico de la

ecuacion 7.33 es tal que se satisface

Ux?+Txz+ S
[Xzz—i-Ww%—V}Q

P(z) =0 (7.34)
Por lo que podemos escribir

Anvy(z) =0 (7.35)

Donde Aypy = Uz?+Tz+S. Note que el valor esperado normalizado (Ayy)/(1|1)) también
es igual a cero. Ahora utilizamos la funcién prueba 1(z) = yu(z) = 2= e 22 lo que

nos conduce a

(Avv) _ (Xat(@)|U2? + Tx + S|xai(x))

O ST @) 70

Li+2), U
=95 — \/_ NS T+ (H%)(za) 0 (7.37)

El valor de o que da el “minimo” en (Any)/(¥|¢) es
Vom T Ll +2)(1+3) (7.38)

20 T(+3)

Ahora se sustituye el valor de a de 7.38 en 7.37 que al reacomodar términos nos produce

la ecuacién a partir del cual se obtiene el resultado

} _ iwl (7.39)

SU  (1+1)7 [F(Hl)

T A(+3) [T(+3)

Como se ha mencionado anteriormente, el limite cuando [ — oo en W, lado derecho de la
expresion anterior, permite derivar la formula de Wallis. Si los términos S, U y T del lado
izquierdo en la expresion 7.39 no dependen del ntimero cuantico angular [, basta evaluar
el limite cuando [ — oo para obtener una férmula tipo Wallis.

Como ejemplo, en la siguiente seccién, se utiliza este comportamiento asintotico de la

ecuacion de Nikiforov Uvarov para el problema del &tomo de hidrogeno y para el potencial
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tipo Posch-Teller utilizando 7.39 para derivar, en caso de ser posible, una férmula de Wallis.

7.5. La férmula de Wallis en el a&tomo de hidrégeno:
comportamiento asintético de la ecuacion NU

Escribimos la ecuacion del &tomo de hidrogeno en términos de la ecuacién de Nikiforov-
Uvarov (ver Apéndice B.1) donde suponemos que el cambio de variable s — x es valido.
d? 1
Ta¥() + ——7/1( )+ 5l aa? + B —ylp(z) =0 (7.40)

xdx
donde & = —2Eu/h?, B = 2ue?/h? y v = I(I + 1). Se limita el problema a la energfa
de los estados ligados, de forma que el parametro & es positivo.
Utilizamos la funcién prueba de la forma ¢(z) = xq(z) = 2~ *De™ =2 para realizar un
calculo variacional. Considerando el comportamiento asintético de la ecuacion 7.51 cuando

x — 0 obtenemos,

1.
(=02 + Bz =3l (x) = 0 (7.41)
Se determina el valor de expectacion %' w>> ecuacion 7.36

(Avo) _ ()] = &2 + B + —y|xa(®)) _ (7.42)

(V1) (Xt ()Xot (7))

o LU42), & o
— Y- \/_( ) (l+%)(2)—0 (7.43)

El valor de o que da el “minimo” en (Any)/(¥|¢) es

BLl+2)(1+3)

V2a=—— 7.44
“T T TU+ D) (7.44)
Sustituyendo v/2a en 7.43, a partir del resultado se obtiene
yao o1
-W, (7.45)

B2 4
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Reescribimos el cociente anterior en términos de los valores explicitos de &, v y f;

despejamos la energia F

EE:'M—64 Wi
202 1(1+ 1)

Eamay (7.46)

Comparando la expresion anterior con la energia basal exacta del atomo de hidrégeno

Eaga; (1+1)?
L 14Y 7.47
Eo, (+1) " (7.47)

Tomando el limite cuando | — oo

E [+1)?
t Zanas _ g, (1)

=1 7.48
l—o00 EO,l l—o0 l(l -+ 1) Wl ( )

obteniendo una derivacion de la formula de Wallis a partir del comportamiento asintotico

de la ecuacion de Nikiforov Uvarov que describe al atomo de hidrégeno.

7.6. La féormula de Wallis en el potencial de Poschl-
Teller

Para el caso del potencial Posch-Teller en términos de la ecuacion de Nikiforov-Uvarov,

reescribimos la ecuaciéon 6.15 a continuacion,

" 1-3s _, 1 e 9 B
Ry (s) + 21— 3) na(8) + 1201 —5)? [ 05>+ (y+6 —¢€)s 7} R, (s) =0 (7.49)
donde,
QUE 2uVy 1
S _ hh, = ~(k—1)(k — 3); — N+l .
et J e Y 4(k )(k —3); k + 21 (7.50)

Suponemos que el cambio de variable de la forma s — x es valido, entonces la ecuacion

anterior se reescribe como,

1-3
T R () +

/!
Rnrl(‘r) + 21,(1 _ l’) Nyl

M[— Y (’74—(5 — 52)1’ —’y] le(fﬁ) =0 (751)
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i 4 —(41) ,— =
Ahora podemos emplear la funcién prueba de la forma R, ;(z) = xa(z) = 2~ Ve 22
para realizar un célculo variacional. Considerando el comportamiento asintotico de la ecua-

ciéon 7.51 cuando x — 0 obtenemos,

1

Zﬁﬁi}F[_&ﬁ+(7+5—5%$—7P%J®)=0 (7.52)

Para determinar el valor de expectacion de la ecuacion anterior, basta con calcular el

valor esperado tnicamente del namerador,

(Avo)  (Xar(@)| = 027 + (v + 6 — %) — y|xar())

<¢|¢> <Xo¢l(x)’Xal(x)>
(7.53)
I +2) 9
= -7 —Via y+0—¢")— (2a) =0
i3 )T
El valor de o que da el “minimo” en (Ayy) es,
(v+6—e)D(+2)(1+2)
V2a = 7.54
“ —25 r(l+3) (7:54)
A partir del cual se obtiene el resultado
oz I+ 12T +1)72
22:4z§[rz§] (7.55)
(7-%-5—5) I+ L0+ 3)

Expresamos el cociente anterior en términos de los valores explicitos de ¢, 0, vy k =

N + 2l considerando el caso N = 3 y despejando para la energia obtenemos:

(7.56)

2 2
Epry = o 2uVy ) 2uVol(l + 1)]

1 _9, 20t T )
21 {l(hL )+ h2a? h2a?W),

A continuacion calculamos el cociente entre Epy; y el resultado éxactodel potencial Posch-

Teller (ecuacion 6.17) obtenida por el método de Nikiforov Uvarov,
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[P [l(l +1)+ 2% 2 M}

202
EEPOTI’Z i el (7.57)
B = BRIV
Tomando el limite
lim EPO i’l =1 (7.58)

sin embargo, no conduce a una férmula tipo Wallis. No obstante, para el caso en el limite
de aproximacion parabolica para el potencial Poschl-Teller obtenemos la raiz cuadrada del

reciproco de la formula de Wallis.

7.6.1. Foérmula tipo Wallis del potencial Poschl-Teller: aproxima-

cion cuadratica.

El potencial tipo Poschl-Teller V(1) = —wsh‘éﬁ definido en 6.11, puede mapearse al osci-
lador armonico para valores pequenos de 3. Tomando en cuenta las identidades hiperbolica
cosh?(Br) = 1+sinh?(Br) y sinh(fr) ~ fr, el potencial tipo Poschl-Teller se reescribe como

el oscilador armoénico,

W W
cosh?(ar) 1+ (Br)

V(r)= s~ Vo [1—(Br)?]. (7.59)

Por tanto, la ecuacion de Schrodinger N-dimensional para el potencial tipo Poschl-Teller

se lee,

)—%+%@W—E}mm=o

m(d N-1d I(l+N-2)
HosRy(r) =< — — | — - _
oalta(r) { 21 (dr2 * rodr r?
(7.60)
Ahora, si definimos una variable para la energia de la forma
Ey=FE+V, (7.61)

La ecuacion 7.60 se puede reescribir en términos Fy como,



CAPITULO 7. RESULTADOS Y ANALISIS 53

w(d N-1d II+N-2
HOARaz(r):{—ﬂ<W+ . 5—( ;> )>+vo(ﬁr)2—EH}Ral(r)=o(7.62)

Note que si definimos V32 = w el problema Hp 4 corresponde al oscilador arménico en
dimensiones arbitratrias. A continuacion, reescribimos esta ecuacién cuando N = 3 en la

forma genérica de la ecuacién de Nikiforov Uvarov.

Ra(z) =0 (7.63)

dz? ' 2z dr 42

[d2 1d (-2 +&x—10+1)

2 _ 2E
donde & = £=.
Consideramos el comportamiento asintético de la ecuacion 7.63 cuando x — 0, obte-

nemos:

(-2 + & —1(1+1))

= Ru(z) = 0 (7.64)

Nuevamente utilizamos la funciéon prueba de la forma Rg(x) = Yoi(z) = 2~ HDe 22,
e identificamos en 7.64 los parametros S, Ty U de la funciéon Ayy en la ecuacion 7.35 y

utilizando 7.39 tenemos

(+1) _ (+1) <F(l+ 1)>2
¢ 4l+3) T+ 3) (7.65)
l

donde & es % Despejando la energia E de 7.65

(1+1)
Wi

EOA,Z =F= hw (766)

De nuevo definimos el cociente entre Ep4; y la energia basal exacta del oscilador

arménico en 3 dimensiones Ey; = (I 4 3)hw:
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E 1 l(l+1
o4l - ( : ) (7.67)
Eoy VW 1+
Considerando el limite cuando | — oo en la expresion anterior:
. Foai ., r
llggo Eoy zlg?o VW, L (7.68)
Obteniendo la raiz cuadrada del reciproco de la férmula de Wallis.
(2 - 1)VZiF 1 2
lim , =4/— (7.69)
l—o00 ey 2] T

Es importante mencionar que Chaschina y Silagadze realizaron un calculo variacional
para determinar el espectro energético del oscilador armoénico en 3 dimensiones utilizando la

funcion prueba Ry (r) = r'e "

2, reproduciendo los valores exactos del oscilador armoénico
E, = hw|l+ % [23]. No obstante, no obtienen una derivacion de la fomrula de Wallis.
Por otro lado, considerando el comportamiento asintético de la ecuacion de Nikiforov
Uvarov que modela el oscilador armoénico en 3 dimensiones, utilizando la funciéon prueba
Xa(z) = 2~ HDe737 se obtiene una derivacion de la raiz cuadrada del reciproco de la
formula de Wallis.

Finalmente, en el Apéndice D, se demuestran dos derivaciones diferentes de féormulas
tipo Wallis a partir de los resultados obtenidos por el método variacional y la funciéon

l

= m aplicado al problema del hipotético del atomo de hidrégeno en

prueba Ry, (r)
dimensiones arbitrarias. En la seccion D.0.3 de este apéndice se comenta la relaciéon entre
la formula de Wallis para 7 y la defincién del nimero de Euler. De forma sorprendente, la

conexion entre las dos contantes matemaéticas se da a partir del cociente W,.



Tabla 7.1: Espectro energético de diferentes problemas de campo central obtenido mediante el método de Rayleigh-Ritz

Potencial

Funcién Prueba

Energia Basal (Exacta)

Energia Basal (Variacional)

Foérmulas tipo Wallis

A idré . l,—ar? 1 _pet 1 r+1) s
Atomo de Hidrogeno Ry(r) =r'e (HEH)yin = ETa (l+%) [I‘(Hr%) 5
2 4
— — pe 1
Um =-5% Bou = '35 arnz 4 2
t L _pet 3 [ rasn T om
Rai(r) = Capizyst (HoS)min = = 557 TF1 ra+d) 2774
r(+2) ;2
((b+3%) ]
- . 2(b+32)2 52 r(1+3 s
Quark-Antiquark Lineal Xal(z) = =D ™ 22 En(n,1) = % — nibt 5 (HT>m”1 = # + %1 5
((2n+1>i\/1+4l(l+1>+8§—3‘1}2 L
— b
U(r) = —7 tar
(4 55 [(8g)LU+2) 2
— 2p(et23) ! T(+2) b s
Quark-Antiquark cuadratico Xal(z) = 2= (D)™ 52 Eno(n.) = 6—5 — (Hpo)l . = — 27 ¢ L —
° = [2n+1i\/1+4z(z+1)+‘2§4&]2 e o * 2
U(r) = —g +c2r
. _ _a 2 2 SLV, 24V 2uVol(I+1 s
Pésch-Teller Xat(2) =a=(TDe 22 B, , = *%[*2(2m+l+%)+\/1+ 7 3] Epry = -2 i+ 1) + 2478 72,/’;2‘;72(1;;) 2
— _ Vo
Vi(r) = coshé(om“)
- - —(+) T 5 3 10+D) 2
Oscilador armoénico Xal(z) = e = E,; =hw(l+ 5 Eoa = Tlﬂw p
U(r) = wr?
N-1
" L . ) I PR L _ 4 T+ Yo 1 s
Atomo de Hidrégeno N-dimensional Ryi(r) =r'e™ " (HN)mmin = _L2ﬁ [W] H»% D)
4
EN _ _upe &
0,1 5 T 71)2 ,
2 4 (1+3) T
— _e“ — T L pe 2 =
U(r) = —< Rai(r) (a2 r 21 (HAHN2)min = — 572 (IR SIFENS SYRE TN ey CRE
r+ Nolyray 52N 2 2 4
X ra+ I 71)r<z+27 ) m) T2
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Capitulo 8

Conclusiones

Se determiné el espectro energético para distintos problemas de campo central dentro
del esquema de célculo de variaciones, especificamente para dtomo de hidrogeno, quark-
antiquark con confinamiento lineal, quark-antiquark con confinamiento cuadratico y po-
tenciales Poschl-Teller. Demostramos que para potenciales radiales de la forma genérica
Vi(r) = Zi:—Q a,r* con a, coeficientes constantes usados en fisica de altas energias y
teoria de campos, se puede definir un cociente de exactitud entre el espectro energético

obtenido mediante el calculo variacional con el valor exacto. Este cociente resulta ser fun-

(1+1)2 [F(H—l)
(+3) |[T+3)

2
cion del parametro W, = } donde [ es el nimero cuantico angular y que en

el limite cuando | — oo conduce a expresiones tipo Wallis para =, 2, 4 v /2.
2’ w0 ow ™
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Apéndice A
Solucién del Atomo de Hidrégeno

El d4tomo de hidrogeno es un sistema conformado por dos particulas, un protén y un
electron, cuyo hamiltoniano es:

H:(—%Q%v}7%v3+vm> (A1)

h es la constante de Planck reducida, m la masa y V? el laplaciano del sistema, donde
los subindices p y e corresponden al protén y electron respectivamente. V' (r) es el potencial

de interaccion entre ambas particulas de la forma:

Vir)= e A2
)=~ (A2)
donde |7, — 7,| = 7 es la distancia de separacién entre el electrén y el proton. Ya

que el potencial depende de las coordenadas relativas 7 = T+ y7 + 2k es apropiado
utilizar dicho sistema de referencia asi como las coordenadas de centro de masa K —

X7+ Y7 + 7 ¥ . Se consideran las relaciones:

> MTe +myr,
el e —>
R:—pp, T

— 7.7 (A.3)
Me + My,

P

-
La transformacion de coordenadas 7, y 7, al sistema R y 7 se indica por la relacion:

1

1 1
— V24 —Vi=
me © i m, ? M

1
Vit Vi (A4)

60
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MeMyp

P Al sustituir la ecuacion A.4 en el Hamiltoniano
e P

donde M = m,+m, y p =

A.1, la ecuaciéon de Schrodinger independiente del tiempo es:

( ZQ(MV2+ V>+V(T>>‘1’<ﬁa?)=EW(§,?) (A5)

>
Ya que Ry 7 son vectores independientes, la funciéon ¥ en la expresion anterior es el

producto de dos funciones:

V= O(R)y(7) (A.6)

donde ®(R ) y ¥(7) dependen de los sistemas coordenados de centro de masa y relativo
respectivamente. Al sustituir el producto ¥ = @(ﬁ)w(?) en la ecuacion A.5, se obtienen
2 ecuaciones independientes de la forma:
ﬁ2

—517 VEO(R) = Erd(R) (A7)

h? N
——V2¢( )+ V(P)W(T) = E(T) (A.8)
La primera ecuacion, dependiente de I_%), corresponde al comportamiento de una parti-
cula libre. La segunda expresion, dependienten de 7°, involucra un potencial de interaccion
y es la ecuacion que, coloquialmente, se denomina la ecuacion del atomo de hidrogeno.
Esta segunda ecuacion es un problema de campo central que por conveniencia se reescribe

en coordenadas esféricas:

[ 2,u (TQ@T( 8T)+T281n0%(81n980>+m@>+?]1/1<T):ET¢ (AQ)

Como se menciona en el texto principal mediante el método de separacion de variables
un problema de campo central se reescribe en términos de una ecuacion angular y una

ecuacion radial:
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0? 10 1 o2
g 0:0) + 5 mgY (0.0) + oo 55Y (60.9) = —UI+ DY (6,9) (A.10)
gzmm+§§ﬁ&%HKMMM—ERH:JUZQR@) (A.11)

donde la soluciéon para la parte angular se expresa en términos de los esféricos armonicos

Y7 (0,):

donde P™(cos ) son los polinomios asociados de Legendre. Por otra parte, a partir del
comportamiento asintotico de la ecuacion radial reducida, la funcion U(r) es:

\/2u(—E)r
e R

U(r) =" f(r) (A.13)

donde U(r) =rR(r)y f(r) = fozo bir*, la funcién radial resultante es un polinomio

. , . . . . N _
definido en términos de los polinomios asociados de Laguerre Ly (r) = Lxe - (rfe™"):

ro= () B () e () aa

Ya que la funcion de onda v es el producto de una funcion radial R(r) y una ecuacion

angular Y;"(6, ¢), su expresion genérica es:

_ 2\ (n—l=1)! 2\ gy 20 @L D —m)! .
V= \/(nao) 2n[(n + )3 (na0> ¢ Ln_l_l(na(])( 1) \/ Ar(l +m)! Py (cos )e™?
(A.15)

A partir de estas funciones de onda, se determina la expresion analitica de la energia

del atomo de hidrégeno

pet 1

[N A S Al
el 2% (ny +1+1)? (A.16)



Apéndice B
Método de Nikiforov-Uvarov

El método de Nikiforov Uvarov consiste en resolver la ecuacion diferencial lineal de segundo

orden:

U(s) =0 (B.1)

donde o(s) y &(s) son polinomios de maximo segundo orden, 7(s) un polinomio de
méaximo primer orden y 1 (s) es una funcion de tipo hipergeométrica.

Para ciertos potenciales, la ecuacion de Schrodinger para problemas de campo central
puede reescribirse en térimnos de la ecuacion B.1 a través de una transformacion r — s.
A continuacién se describeel método para determinar la soluciéon analitica del método de
Nikiforov-Uvarov:

Sea 1(s) el producto de dos funciones ¢(s)y(s), a partir de las cuales la ecuacion B.1

se reduce a la forma:

R O O\ W O LAV
y“”(%@+a<s>>y”+<¢<s>+¢<s>a<s>+a2<s>>y” ooB

De la ecuacion anterior, sea el coeficiente de y/(s) la razon entre dos polinémios 7(s) /o (s):

LO() | () 7(s) B3)
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donde 7(s) es un polinomio de maximo primer orden. Se reescribe el primer término

de la derecha:

§(s)  n(s)
o(s) ~ o(s) (B4)

donde 7(s) es un polinémio de maximo primer orden:

7(s) = =[1(s) — 7(9)] — T(s) = 7(s) + 27(s) (B.5)

A partir de la ecuacién B.4 obtenemos la identidad:

o) _ (¢, (¢ _ (=), (=)
o) <¢<s>> * (¢<s>> - <a<s>) * <a<s>) B0

donde ¢"(s)/¢(s) es un coeficiente de y(s).

De forma similar, sea el coeficiente de y(s) una razon entre dos polinomios 7(s)/0?(s)

de la forma:

S S o) a0
o(s)  o(s) o(s)  o%(s)  o%(s) (B.7)

donde:

o(s) = (s) +7(s) +7(s)[7(s) — o'(s)] + 7' (s)a(s) (B-8)

Sustituyendo las ecuaciones B.6 y B.7 se reescribe la ecuacion B.2 de forma simplificada:

V'(5) % T )+ g sul) =0 (B.9)

Se propone que el polinomio o(s) es un divisor de &(s), de modo que cumple con la

expresion:

a(s) = Ao(s) (B.10)
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donde X es una constante, por lo tanto la ecuacién B.9 se reescribe como:

a(s)y"(s) +7(s)y'(s) + Ay(s) =0 (B.11)

Adicionalmente, al utilizar la proposicion 7(s) = Ao(s) en la ecuacion B.8 se obtiene

un polinomio de segundo grado en términos del polinomio 7 (s):

72(s) + w(s)[F(s) — o'(s)] + 7(s) — ka(s) =0 (B.12)

donde:

k=X—1(s) (B.13)

Las raices de este polinomio estan dadas por la expresion:

m(s) = ols) =7ls) <M> —5(s) + ko(s) (B.14)

Se defini6 que 7(s) es un polinomio de méaximo primer orden y para conocer su valor
explicito es necesario determinar el valor de k. Para ello se reescribe el discriminante
como un polinomio de segundo orden respecto a la variable k. De la expresion anterior,
el discriminante se igual a cero y en consecuencia se obtienen dos valores explicitos de k.
Estos valores se sustituyen en la ecuacion B.14 y se determinan 4 valores del polinomio
7(s). En este punto se determina que valor de 7(s) tiene un significado fisico aceptable: con
el resultado anterior, se determina 7(s) y A de las ecuaciones B.5 y B.13 respectivamente.

Para determinar el valor de y(s) se procede de la siguiente manera. Se deriva la ecuacion

B.9 y se utiliza la notacion: v1(s) = v/(s)

a(s)vi(s) + m(s)vi(s) + pvr(s) = 0 (B.15)

donde 7i(s) = 7(s) + d'(s) y p1 = A+ 7'(s). De ambas expresiones se observa que
71($) es un polinomio maximo de primer orden y p; es una constante independiente de la

variabel s.
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La segunda derivada de la ecuacion B.9, con la notacion va(s) = y”(s), es:

o (8)vy (8) + To(8)vy(8) + pava(s) =0 (B.16)
donde 73(s) = 11(s) + 0'(s) = 7(s) +20'(s) y po = 1 + 71(s) = A+ 27'(s) + 0" (s). De
forma similar, la n-ésima derivada de la ecuacion 6.26 donde v, (s) = y(s) es:
a(s)v(8) + Tn(s)VL(8) + tnvn(s) =0 (B.17)
donde las reglas de recurrencia para 7,,(s) y g, son:

Ta(8) = 7(s) + na'(s) (B.18)

n(n — 1) "

pn = A+ nt'(s) + 5O (s) (B.19)

en el caso donde p,, = 0, la ecuaciéon anterior se reescribe como:

nn=1) gy (n=0,1,2,...) (B.20)

y en consecuencia la solucion y(s) es un polinomio de orden n, dado por la férmula de

Rodrigues:

B, d’

Yn(s) = @@[U”(S)P(S)] (B.21)

donde B,, es una constante de normalizacion y la funciéon p debe satisfacer la condicion:

(0(s)p(s))" = 7(s)p(s) (B.22)

Con este conjunto de suposiciones y procedimientos, el método de Nikiforov-Uvarov

logra reproducir las energias exactas de distintos problemas de campo central.

B.1. Atomo de hidrégeno por el método de NU

La ecuacién del atomo de hidrégeno es:
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K2/ d? 2d U(l+1) e?
-t} - — =F B.2
< 241 <d7"2 + rdr r2 ) r Ra(r) Rau(r) (B.23)

Se reescribe en términos de la ecuacion B.1 donde R(r) = ¢(s) y donde la transforma-

cion r — s es valida:

d? 2d 1
e (s) + ggw(s) + ?[—0482 + s —|(s) =0 (B.24)

donde o = —2Eu/h?, B = 2ue?/h? y v = I(I + 1). Se limita el problema a la energfa
de los estados ligados, de forma que el parametro « es positivo. De acuerdo a la ecuacion

anterior:

F=2 o(s)=s,  G(s)=—as’+fs— 7 (B.25)

Se sustituyen los polinomios 7, o(s) y &(s) en la ecuacion de Nikiforov-Uvarov. A partir

del procedimiento descrito en el Apéndice B, se llega a la expresion para el polinomio 7(s)

7(s) = —% + %\/40482 +(k—0)s+1+4y (B.26)

Se reescribe el discriminante anterior de la forma A = b — 4ac y se iguala a cero para

conocer el valor de k.

A=16(k — B)* — 16a(1 +47) =0
=k*—2kB+ % —a(l+4y) =0 (B.27)

—ky =0+ Va(l+4y)

Se sustituye el valor de k en B.26:

(s) = (1 1] @vas+ I+ dy), para by =+ /ol +47) (B.28)
27 2| (2as— I+ H) para ko =B — \/a(l +4y) '

De las cuatro expresiones del polinomio 7(s) se selecciona una para determinar 7(s) y

A de forma que cumplan con la ecuacion B.19 donde pu,, = 0 para cierto n. Esta condicién
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se cumple si 7/ < 0, en consecuencia se opta por el valor de 7(s):

m(s) = —% — %(2\/53 —1+4y) (B.29)

donde 7(s) y su derivada son respectivamente:

s) =1+ /144y — 2y/as (B.30)
7(s) = —2v/a (B.31)

De estas expresiones, se determinan los valores de las constantes A y A,, obteniendo:

—Va(l+4y) - Va (B.32)

An = 204/ (B.33)

Cuando se comparan estas expresiones, se obtiene el espectro de energias del &tomo de

hidrégeno:

1+4y) — Va =2n/a (B.34)

52
_ B.35
(14 2n+ /1 +4v)? ( )
2UE 2t )2
e Ge) (B.36)
h? (1+2n+ /1 +4v)?
4
E=-—_ 1 (B.37)

22 (n + 1+ 1)2
La expresion resultante corresponde a las energias exactas de estados ligados del atomo

de hidrogeno, donde se observa la condicion de cuantizacion de la energia.



Apéndice C

Formula de Stirling para e y limite de

la razén de exactitud W,

La férmula asintoética de Stirling esta dada por la expresion:

lim '(n+1) = 2mntae "
n—oo

De la expresion anterior se deducen las siguientes expresiones:

I T(1+1) = Var(l)tae™
—00

1 1
lim I'(l + g) = Vor(l+ _)l+1€—(l+§)

l—o00 2

1 1 )
lim T(1 + =) = V2r(l — 2)le (72
l—00 2 2

69

(C.1)

(C.2)

(C.3)
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De las ecuaciones C.2 y C.3, se obtiene la razon:

, DI+1)  lmy,T(+1)
lim = 3

Vor(l)tze
V(1 + §)ite () (C.5)

\/ﬂ(l)”ée_l
Vor(l - S)e(-2) (C.6)

(l)”'%e_l

(I— %)ze—(l—%)

Como [ es un ntiimero mucho mayor a cero tenemos que lj:% ~ [y l+1 = [, en consecuencia

tenemos que la razén anterior se aproxima a la unidad:

lle—l
oo =1
l'e (C.7)

Al sustituir las expresiones anteriores en el cociente W, =

2 2
((ll—:-l%)) [g((ll_j:é))} y evaluando el
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limite cuando [ — oo:

 (H )i e (1?2 T +1),
lfm - min _ |
oo By £2u+gﬂra+§]
2 2
:an+?  lim W%+D]l
oo (L4 5)2 e DI+ 5)I(+ ) (C.8)
2
1
e DT T DD

T (14 2)2 e T(I+ 3) s [(1+ 1)

Demostrando que el limite lim;_.., W, tiende a la unidad.



Apéndice D

Formulas tipo Wallis y el niimero de

Euler

En el presente apéndice, se demuestran dos derivaciones diferentes de férmulas tipo Wa-
llis a partir de los resultados obtenidos por el método variacional y la funciéon prueba
R (r) = W aplicado al problema del hipotético del atomo de hidrégeno en dimen-
siones arbitrarias. Ademas, se comenta la relacion entre la formula de Wallis para 7 y la
defincion del niimero de Euler a partir del cociente W,.

Se parte del problema hipotético del atomo de hidrogeno N-dimensional, cuyo hamilto-

niano esta descrito por Hayy (ecuacion 5.6), se realiza un calculo variacional con la funcion

prueba U, (r,0,¢) = R, ,(r)Y,"(6,¢) donde R, (1) =

l

m. El valor de expectacion

bajo estas consideraciones esta dado por la expresion:

(Uar(r,0,0) [ Haun|Var(r,0,0)) B> 1 (I+5)(1+2—-5)(1+1)

Voi(r,0,0)[Vai(r,0,0))  2pa? (1+3)
e P+ DT+ 55
a(l+¥-rg+f-npri+2-5%)

Para el caso cuando NV = 3 en la expresion anterior, se recupera el calculo del &tomo

72
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de hidrégeno en 3 dimensiones con solucién dado por la ecuacion 5.2:

ri+1]’
I+ 3)

<\Ijal<r79’ ¢)|HAH|\IIQZ(TN9: ¢)> h? (l 4 1> (l I ;) 1 e? 1

<\1jal(r7 0, ¢>|qjal(ra 0, ¢)> 2/JJ a? E (l + %) (D2>

Donde H sy es el hamiltoniano del &tomo de hidrégeno en 3 coordenadas espaciales.

El minimo de energia en D.1 respecto al parametro « esta dada por:

Hagna)l . = (L+3)
ANZImin = o2 1+ Dy 1+ 2 - D)1+ D+ X —1)?
(D.3)
2
" IN{/ + X > )F(l 2 )
ri+%-nri+2-1%)
Se establece un cociente entre Hapno v la expresion exacta Ey; = —’gﬁ a +1 ——. obte-
niendo:
2
<HAHN2>£m;n _ (l+ )(l+ ) F(l+ 2 )F(l 2 )
Eo, U+§W+2——W )U+%—U2FU+%—)HZ 2 -4
(D.4)

como se detallard mas adelante, el cociente tiende a la unidad cuando se considera el

limite [ — oo, por lo que:

. (Haun2)hin i I+ 3+ 551)
BT Ry ERGE D2 D i o1y

A continuacién, de la razén anterior, se analizan los casos de dimensiones pares e
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impares 7.e., cuando N = 2k +1 y N = 2k donde k es un nimero entero positivo. Esto
con la intencién de obtener, similar a Friedman y Hagen, una derivaciéon para la formula
de Wallis en el problema hipotético del atomo de hidrégeno en N-dimensiones arbitrarias

utilizando la funcion de onda R, ,;(r) = : - Se demostrara que tanto para N impar

o
(412
como par en el limite anterior, el cociente anterior tiende a la unidad y es proporcional a

la razén W,.

D.0.1. Dimensiones pares

Para el caso de dimensiones pares donde N = 2k en D.1, problema hipotético del atomo

de hidrogeno, H4n. El cociente D.4 se escribe como:

(Hamon) i {TU+kE—T0+3—k)PI+3)(+k—1)? D6
Eo, IRk + D)+ E—-DHT(U+ k- DT -k +2))2 (D-6)

Se introducen las variables [ +k =1'+1y [ — k = 1", la ecuaciéon anterior se reescribe

en términos de cocientes de funciones I':

N

SO +8) T+ D0 +8) (U+1) @ +220+1) (+3)

(Hao) DO+

Eo, T+ DI +1) T +0O0@"+1) +1) (1" +1)2(1"+2) (l(+ 1))
D.7

Cuando se considera el limite [ — oo, la razén anterior puede escribirse en términos

del cociente W;:



APENDICE D. FORMULAS TIPO WALLIS Y EL NUMERO DE EULER 75

i Hanzdme o DO+ VW +5) T+ )0 + 5)

e By e DU+ VD +1) T+ DD +1)

) ) ()

oo (I'+1) (I"+1)2(1"4+2) (I+1)

1 +12 1 (I"+1)?
= 11m —— s 1M —— 5=
I'—o00 Wl’ (l/ + %)2 " —o0 Wl” (l// —|— %)2

Im '(l’ +3) _ (1" + 32" +3) . (+3 ]
So0 (I'+1) (" 4+12(1"+2) (14+1)

(D.8)

El limite anterior, involucra un cociente entre el valor de expectacion (H 4p9), obtenido
por un célculo variacional utilizando la funcién prueba R, ;(r) = W y la energia
exacta del problema hipotético del &tomo de hidrogeno en dimensiones pares. Este cociente
puede escribirse en términos de la razéon entre funciones I', ;. Observando el limite del
cociente anterior y considerando que el limite cuando [ — oo en W, tiende a la unidad, el
limite D.8 conduce a la unidad.

A continuacién se analizé en caso cuando N es un nimero impar en D.5.

D.0.2. Dimensiones impares

Para el caso de dimensiones impares donde N = 2k + 1 en D.1, problema hipotético del

atomo de hidrégeno, H,n. El cociente D.4 se escribe como:

(Hamoes ) in {LU+ R +2- k)P + 3+ k)
Eo, (kRN E+ DU+ E =0T+ k- DT -k + g)(}2 |
D.9

Bajo un cambio de variables de la forma [ +k = 1"+ 1y [ — k = ", se reescribe la

expresion anterior en término de funciones T,
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(Hamops1)in DU +DTE+1) T+ 10" +1)

Eoq T+ )0 +35) T+ )00 +3)
(D.10)
(v +1)? (ES (S

+HU+3) "+HI"+3) (+1)

Cuando se considera el limite [ — oo, la razén anterior tiende a la unidad ya que:

. (Hagori1)b , T+ 1r’'+1) TW"+Hr"+1)
lim - /11II1 / 1 / 3y " 1 " 3
=00 Eo, V—oo I'(I' 4+ §)F(l + 5) INVES Q)F(l + 5)

(' +1) "+1?*  (+3)

1i .
b DT+ DT+ U+

(D.11)

I 3\2 1" 3\2
= lim Wl’( +3) Q
=00 (l’ —+ 1)2 1" —o00 (l// +1

) (I' +1)2 (I" +1)? (1+32)
lim - / 3 / 1\ (i 3 " 1y =1
oo (M4+5)U+35) ("+5)0"+3) (+1)

El limite anterior, involucra un cociente entre el valor de expectacion (Hagagi1), obte-
nido por un calculo variacional utilizando la funciéon prueba R, ;(r) = W y la energia
exacta del problema hipotético del &tomo de hidrégeno en dimensiones impares. El limite

de este cociente depende de dos razones W,. En la siguiente secciéon se demuestra como

(Ham2i)in y (Hamor+1) yin
Eo, Eo, ’

utilizando las diferentes propiedades de la funcién I, los limites
es posible derivar el inverso del cuadrado de la formula de Wallis y el cuadrado de la

formula de Wallis, respectivamente.
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D.0.3. Wallis y Euler

Para el problema hipotético del &tomo de hidrégeno en dimensiones impares, el limite del

. . H L
cociente entre el valor esperado y la energia exacta del problema %, es:

lim M — 1§ ra’+nrd+1) rd"+ynra”+1)

oo Boy TR T DT+ 3) T+ DU+ 2)
PR Gl Vi ("+1°  (+3)
oo (U3 +3) "+ +3) (+1)
(D.12)
R o Ve (" +3)?
R ey AL Ty
o 1) r+1?  0+3
S (M+5) (P +3) T+ +3) (+1)
Simplificando el cociente anterior:
o (Hamoks1)hin 1, r+32?2 (" +3)
e, ey ey O
El limite anterior es equivalente a:
r’+nrd+1) r"+nru’+1
(l+)(l+)'(l+)(l+):1 (D.14)

oo T+ DI+ 3) T+ DI+ 3)
Del cociente D.14, se puede obtener la formula de Wallis y el cuadrado de la misma.
Para obtener la formula de Wallis a partir del limite anterior, en la razéon de funciones
Gamma dependientes de [’ se utiliza la formula asintotica de Stirling para la funciéon
gamma (Ifm,_,o D(n 4 1) = V270"t 2e™) y para la razon dependiente de I” se utilizan

las propiedades de la funcion Gamma: 2I'(z) =T'(z+ 1) y (I + 1) = {!
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Vor(l) tze Vor(l) tze . TW"+1Dr(1"+1)
lim — —— - lim T 3
oo \/2m(I' + %)l/-i-le—(l 2 \2r(l - %)l’e—(l —2) U= (1" + )T + 35)

T +)0"+1) .2 (1" —1)..3-2-1

- l/ - " " 2 - ]‘
vsee T(I7 + DT+ 2) 175500 207 + e 1. @=3 3.1, ﬁ] (D.15)
" . .
25)(2
IRV | el .
" =00 i (2] — 1)(2] —I— 1) 2

La expresion anterior, fue el resultado que reporté Chaschina y Silagadze a partir

de un calculo variacional utilizando la funciéon prueba R, ;(r) = 7 en el atomo

Y
(a+r2)

de hidrogeno en 3 dimensiones. Utilizando la misma funcién prueba para el problema
hipotético del atomo de hidrégeno en dimensiones impares, el limite anterior sigue siendo

valido para cualquier valor impar de N y conduce a la formula de Wallis.

Por otro lado, para obtener el cuadrado de la formula de Wallis, a partir del cociente

!
(HAH2K+1) min .
Ey, ’

4 / " "
lim 0+ 1)F(l - ? (I +}>F<l - ? =1 (D.16)
moo T(I"+5)0("+35) D"+ 3)T(1" +35)

se utilizan las propiedades 2I'(z) =I'(z + 1) y I'(l + 1) = {! en la expresion anterior.

2 nHi-1)..3-2-1 2 ma—-1)..3-2-1
,h’m 2l 1[21/(—1)( 21'—3) 33 1 ]2 S s 20" 1[2l’<’—1)( 2l”—3) 33 1 ]2

2 2 22
(D.17)
v e 1% e 5
| lim ZD@) g 1~ @E) T
l’%ooj:1 (2] — 1)(2] + 1) l”%ooj:1 (2] — 1)(2] + 1) 4

Obteniendo el cuadrado de la férmula de Wallis.

A partir de un célculo variacional con la funcion prueba R, ;(r) = W al problema
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hipotético del atomo de hidrogeno en dimensiones impares, podemos definir un cociente

H L . . .
%, donde obtenemos un cociente de funciones I' proporcional a W,

de la forma
que de acuerdo al uso de sus propiedades, nos permite derivar la formula o el cuadrado de

la formula de Wallis. Este resultado es valido para cualquier valor par de N.

Por otro lado, para dimensiones pares cuando se simplifica el limite WA%;O’“ZVW" (ecuacion
D.8) tenemos:
H)! . r+Hrwe+3 r"+Hra' + 32

iboo Eoy b D+ DD +1) T+ DI +1)

Para obtener la formula de Wallis a partir de la expresion anterior, se utiliza la formula
asintotica de Stirling en el cociente de funciones I" dependientes de [’. Se utilizan las
propiedadeS zI'(z) =I'(z 4+ 1) y I'(l + 1) = ! en el cociente de funciones I' dependientes
de I":

1 . .
i T F -V HD 2 (D.19)
oot (2)(27) m

De forma similar, al utilizar inicamente las propiedades de la funcion Gamma en D.18,

se obtiene el cuadrado del inverso de la formula de Wallis:

T - DRI+ ﬁ (2 -D2j+1) _ 4 D.20)

- - 11m - -
vooo i (2)(27) et (25)(2)) m

l/

Para concluir el presente apéndice, se comenta la relacion entre e y 7 reportada por Ali
Sanayei [34] donde derivan el ntimero e a partir de la formula de Wallis. Es posible llegar
a la defincion matemética del nimero de Euler, a partir del cociente W,. A continuaciéon

se demuestra esta relacion:



APENDICE D. FORMULAS TIPO WALLIS Y EL NUMERO DE EULER 80

po 2 [ 0+)Ii-1).3-2-1 Q_an+DQPU+D2
oo 20+ 3 | ZHL L A=L 2A28 S L r ] hee (14 8) [T(1+ 2)

. (I+1)2 T+ +1)
= lim 3 lim 3 T
l—o0 (l + 5)2 l—o0 F(l + E)F(l + 5)

1 e 2
= lim T [ N _l+1} =1
=00 [ + 5 (I — 5)16 3

1
¢Hm0+7y=e

l—00

Se observa que dicha relaciéon entre 7 y e existe debido al cociente W,. A partir del
cociente de funciones I' en W, se puede derivar la formula de Wallis para 7 o, la definicién
formal del nimero de Euler, dependiendo de como se utilicen las propiedades de la funcién
especial.

De forma anéloga, para los casos donde tenemos el cociente Wl_l, obtenemos el reci-

proco del nimero de Euler:
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2 2
o | @ =12 —3) - (2 —5).3- 11 (2" + D - L+ (1 +1)?
oo | 20% - (20 —2) - (20 — 4)..6-4-2 2 +2 2 oo |[D(IF+1)| IF+1
L T HHT+ D)
= lim lim
, (I* +1)?
= ]_ —_—
500 Wi (I" + )2
) L1 (I — %)le—l*-l-% )
= Jim (" + ) R — =1
) 1o, 1
=T =g
(D.22)

De los dos limites anteriores D.21 y D.22, se demuestra como el limite del cociente
W, permite llegar a una derivacion para la formula de Wallis para 7, ademas de dar una
derivacion para el niimero de Euler y corroborar una conexiéon entre estas dos constantes.
Ya que la razon W, estd presente en cada uno de los cocientes entre el valor esperado
de un problema y su solucién exacta, es posible derivar el nimero de Euler en diferentes
problemas de campo central 7.e., &tomo de hidrégeno, potencial quark-antiquark e incluso
es posible derivar esta expresion matematica a partir del comportamiento asintotico de la
ecuacion de Nikiforov-Uvarov. Cuando el cociente entre estas dos soluciones involucra dos
razones W, es posible derivar la formula de Wallis, el cuadrado de la misma, el ntimero de
Euler, el cuadrado del niumero de Euler y los reciprocos de cada una de estas férmulas.

o1e ., l , . .
Cuando utilizamos la funcién prueba R, ;(r) = yFT para un calculo variacional

o

(a2+r2

para alguno de los potenciales quark-antiquark o Poschl-Teller, en el valor de expectacion
resultante dependiente del pardmetro « se obtiene un cociente tipo W,. De este valor es-

perado, no es posible determinar el parametro o que da la menor energia del problema.
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Pero considerando el comportamiento asintotico de la ecuacion de Nikiforov-Uvarov, y

utilizando la funciéon prueba R, ;(r) 7 para un céalculo variacional en los poten-

_ TZ

T (a?4r2)

1| DO+3-5)r+3+%) ?
4| r+1-5Hra+1+%)
Dependdiendo si N es par o impar, se obtiene una derivacion de la formula de Wallis o el

ciales quark-antiquark o Poschl-Teller, se obtiene el cociente ;—g =

inverso de la misma (asi como sus respectivos cuadrados).
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