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DE MÉXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

Flujo de Curvatura de Gauss

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TÍTULO DE:
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Flujo de Curvatura de Gauss

1 Introducción
Este trabajo de tesis trata de describir el comportamiento de las deformaciones de un
tipo de variedades bajo una ecuación diferencial parcial. En este contexto hablare-
mos de la deformación de una hipersuperficie de Rn estrictamente convexa cuya
deformación es en dirección de la normal interior y proporcional a la curvatura de
Gauss-Kronecker en cada punto. Se demostrará la existencia, unicidad y regularidad
de las soluciones ası́ como el comportamiento asintótico el cual dice que la hiper-
superficie se deformará en un punto. Consideremos f : M −→ M̂ una inmersión
diferenciable de una M variedad de dimensión n a una variedad Riemanniana M̂ de
dimensón k = n+m. De manera natural la métrica Riemanniana de M̂ induce una
métrica Riemanniana en M, a saber, para todo v1,v2 ∈ TpM definimos

〈v1,v2〉= 〈d fp(v1),d fp(v1)〉

y con esto, f se convierte una inmersión isométrica. En este caso al número m
se le llama la codimensión de M en M̂. De aquı́ en adelante se considerará M =
Sn y M̂ = Rn+1 es decir consideramos el caso en donde la codimensión es 1 y
tenemos que f : Sn −→ Rn+1; ası́ f (Sn) ⊂ Rn+1 define una hipersuperficie. Sean
p ∈ M, η ∈ (TpM)⊥ y Sη : TpM −→ TpM el operador auto adjunto asociado a la
segunda forma fundamental (llamado operador de forma), como Sη : TpM −→ TpM
es simétrico, existe una base ortogonal de vectores propios {e1, . . . ,en} de TpM con
valores propios reales λ1, . . . ,λn, es decir,

Sη(ei) = λiei con i ∈ {1, . . . ,n}.

En general si M y M̂ son ambas orientables y orientadas, entonces el vector η ∈
(TpM)⊥ está únicamente determinado eligiendo {e1, . . . ,en} base de orientación de
M y {e1, . . . ,en,η} base de orientación de M̂. Con todo lo anterior decimos que
cada ei es una dirección principal y que cada λi es una curvatura principal de f . Ası́
también, se le llama curvatura de Gauss-Kronecker de f a

K = det(Sη) = λ1 · · ·λn

y se le llama curvatura media de f a

H =
1
n

tr(Sη) =
1
n
(λ1 +λ2 + · · ·+λn).

El objetivo principal de este trabajo es desarrollar los artı́culos:
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• ”Gauss Curvature Flow: The Fate Of The Rolling Stones” de Ben Andrews

• ”Deforming a Hypersurface by its Gauss-Kronecker Curvature” de Kaising
Tso

con citas [3] y [15] respectivamente. Dado esto podemos enunciar el teorema prin-
cipal:

Teorema 1.1 Sea X0 := X(·,0) : Sn −→ Rn+1 una hipersuperficie suave, cerrada y
estrictamente convexa. Entonces el problema de evolución

∂X
∂ t

(x, t) =−K(x, t)N(x, t)

X(x,0) = X0(x)
(1)

tiene una única solución suave

X : Sn× [0,T ∗)−→ Rn+1

tal que, para todo t ∈ [0,T ∗), X(·, t) : Sn −→ Rn+1 es una hipersuperficie convexa
y en donde K(x, t) es la curvatura de Gauss-Kronecker y N(x, t) es el vector normal
unitario de la hipersuperficie X(·, t) en x. Además T ∗= V

σn
en donde V es el volumen

encerrado por la hipersuperficie X0 y σn es el area de Sn. Más aún, X(·, t ′) está
estrictamente encerrada por X(·, t) para t ′ > t, mas precisamente, si X(·, t) es el
cuerpo convexo acotado por X(·, t) para cualquiet t, entonces X(·, t) ⊆ X(·, t ′),
véase Apéndice A. Además, cuando t tiende a T ∗, la hipersuperficie tiende a un
punto q ∈ Rn+1. Además en el caso de R3, rescalando alrededor de q, tenemos

x̂(·, t) = X(·, t)−q

3(T ∗− t)
1
3
−→ x̂(·,T ∗)

en C ∞, cuando t −→ T ∗ y en donde x̂(·,T ∗) : S2 −→ R3 es un encage suave de
imagen la esfera S2, es decir x̂(S2,T ∗) = S2.

La prueba está basada en la observación de que el sistema de ecuaciones diferen-
ciales parciales (1) puede ser reducida a una sola ecuación diferencial parcial de
condiciones iniciales para la función soporte de las hipersuperficies X(·, t).

Este trabajo tiene las siguientes etapas:
En el capı́tulo 1 se desarrollan propiedades de la función soporte de una hipersu-
perficie de Rn+1, con ayuda de esto, obtenemos una ecuación diferencial parcial
parabólica completamente no lineal de tipo Monge-Ampère equivalente al sistema
de ecuaciones (1).
En el segundo capı́tulo se desarrolla la existencia, el comportamiento y la regularidad
de soluciones del flujo de curvatura de Gauss. En el capı́tulo 3 se estudia el tiempo
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de vida y la regularidad para las soluciones del flujo.
Del capı́tulo 4 en adelante se desarrolla el comportamiento de las soluciones del
flujo en el caso de R3; se dan las ecuaciones de evolución, estimaciones para las
soluciones, el re-escalamiento del problema y se demuestra la convergencia al en-
caje suave de las soluciones a S2.

2 Desarrollo del problema

2.1 Función soporte
De aquı́ en adelante para cualquier t ∈ [0,T ∗), X(·, t) : Sn −→ Rn+1 es una hiper-
superficie suave de Rn+1. Definimos Σt := X(Sn, t) para cualquier t ∈ [0,T ∗) dado.
Se dice que una función f : Rn −→ R es homogenea de grado k si para cualquier
k ∈ Z y λ ∈ R, f (λx) = λ k f (x) para x ∈ Rn+1; si λ ∈ R+ se dice que f es positiva
homogénea. Consideramos la función

H : Sn −→ R
x 7−→ sup

p∈Σt

〈x, p〉

en donde 〈·, ·〉 : Rn+1×Rn+1 −→ R es el producto punto usual. Consideramos

Ĥ : Rn+1 \{0} −→ R

x 7−→ ||x||H
(

x
||x||

)
que podemos extender en 0 por Ĥ(0) = 0. Claramente Ĥ|Sn = H, por lo que es ex-
tensión de H en Rn+1 denotandola de la misma manera con H. Si Σt ∈ C 2 entonces
H ∈ C 2(Rn+1 \{0}). Notemos que para cualquier λ > 0 tenemos que

H(λx) = λH(x)

por la homogeneidad del producto punto. Además para λ ≥ 0 y µ ≥ 0 y por lineal-
idad del producto punto y propiedades del supremo tenemos que

H(λx+µy)≤ λH(x)+µH(y)

ası́ H es una función positiva homogénea de grado 1. Por los apéndices A y B
podemos concluir que cuando Σt es estrictamente convexa, para cualquier punto
x ∈ Sn existe un único punto p(x) ∈ Σt tal que

sup
p∈Σt

〈x, p〉= 〈x, p(x)〉;

además, tal punto es de la forma

p(x) =
(
∂x1H(x),∂x2H(x),∂x3H(x), . . . ,∂xn+1H(x)

)
.
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Observación 2.1 Notemos que los eigenvalores del Hessiano de H, es decir,(
∂ 2H

∂xi∂x j

)
i, j∈{1,...,n+1}

,

consisten de 0 y los radios principales de curvatura los cuales son los radios de
curvatura asociados a las curvas integrales soluciones de las direcciones princi-
pales.

Para ver esto describimos el radio principal de curvatura de la hipersuperfi-
cie Σt por medio de su función soporte. Consideramos p ∈ Σt y ξ ∈ (TpΣt)

⊥; de
acuerdo con la fórmula de Rodriguez (véase [13]), y tomando algún 1

R para R > 0
como radio de curvatura principal tenemos que

d p−Rdξ = 0;

tomando en cuenta que todo p ∈ Σt es de la forma p = DH(ξ ) (véase apéndice B)
se sigue que para cualquier i ∈ {1, . . . ,n+1}

∂
2
ξiξ j

Hdξ j−Rdξi = 0

de esta manera tenemos que el radio principal de curvatura cumple la ecuación

det
(

∂
2
ξiξ j

H−Rδi j

)
= 0; (2)

como H es homogénea y
det
(

∂
2
ξiξ j

H
)
= 0

entonces una raı́z de (2) es R = 0. Suponiendo soluciones no triviales, tenemos que
los otros valores de R son raı́ces de polinomios de la forma

Rn +A1Rn−1 + · · ·+An = 0

en donde Ai es el i-ésimo menor del Hessiano de H. Con lo que se tiene la obser-
vación anterior. Para mas detalles véase [13] y [4].

2.2 Equivalencia de problemas
Una hipersuperficie de Rn+1 está completamente determinada por su función so-
porte. Más precisamente: consideramos H : Sn −→ R la función soporte de la
hipersuperficie convexa Σt ⊂ Rn+1 y N : Σt −→ Sn la transformación de Gauss;
ası́, fijando z ∈ Sn tal que z es normal a Σt en N−1(z) = x entonces H(z) representa
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la distancia con signo del origen al hiperplano soporte que pasa por x ∈ Σt con nor-
mal z ∈ Sn. Con esto, buscamos describir el punto x ∈ Σt en términos de la función
soporte H. El hiperplano soporte que pasa por x con normal z, tiene como ecuación

Hz = {p ∈ Rn+1 : 〈p,z〉= H(z)}.

Observemos que Σt parametrizada por X(·, t) : Sn −→ Rn+1 es la superficie envol-
vente por la familia de hiperplanos {Hu}u∈Sn , ası́ tenemos las dos relaciones{

〈x,z〉 = H(z)
〈x,v〉 = dHz(v) ∀v ∈ TzSn;

en donde la segunda igualdad se sigue por el Apéndice B, además notemos que
x = proyz(x)+ proyz⊥(x) las proyecciones ortogonales sobre la recta generada por
z y sobre él hiperplano z⊥ respectivamente. Entonces

proyz(x) = 〈x,z〉z = H(z)z;

por otra parte

〈proyz⊥(x),v〉= 〈x,v〉
= dHz(v)
= 〈∇H(z),v〉,

por lo tanto proyz⊥(x) = ∇H(z) en donde ∇H ∈ TSn es el gradiente de H como
función definida sobre Sn. De esta manera

x = H(z)z+∇H(z),

a consecuencia obtenemos la reparametrización de Σt

χH : Sn −→ Σt (3)
z 7−→ H(z)z+∇H(z).

En particular la regularidad de Σt se hereda de la regularidad de H. Y además esta
es la inversa de la tranformación de Gauss. Por lo tanto la curvatura viene dada por

K(z) = det(dNx)

= det(dNN−1(z))

=
1

det(d(χH)z)
, (4)

pero para cualquier v ∈ TzSn
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d(χH)z(v) = dHz(v)z+H(z)v+d(∇H)z(v).

Notese que la parte tangente a Sn del último término de la expresión anterior es el
(1,1)-tensor Hessiano asociado a H, es decir que para toda w,v ∈ TzSn

〈d(∇H)z(v),w〉= HessHz(v,w).

Luego

〈d(χH)z(v),w〉= 〈dHz(v)z,w〉+ 〈H(z)z,w〉+HessHz(v,w)
= H(z)〈z,w〉+HessHz(v,w) (5)

en donde 〈dHz(v)z,w〉= 0 ya que z ∈ Sn y w ∈ TzSn. Por lo tanto, sustituyendo (5)
en (4) y tomando una marco ortonormal para Sn tenemos

det(Hαβ +Hδαβ ) =
1

K(z)
(6)

en donde Hαβ con α,β ∈ {1, . . . ,n} es el Hessiano de H . Como H es homogénea
de grado 1, está únicamente determinada por su restricción al hiperplano xn+1 = 1
ó xn+1 =−1, en este caso consideraremos xn+1 =−1. Ası́ definimos

u(x) = H(x1,x2, . . . ,xn,−1)

para x ∈ Rn. De esta manera, para cualquier y = 1

(1+|x|2)
1
2
(x,−1), es decir para y

dada por la proyección estereográfica, la ecuación (6) se ve de la forma

K(y) = (1+ |x|2)(
n
2+1)

(
det
(

∂ 2u
∂xαxβ

)
α,β∈{1,...,n}

)−1

(7)

para más detalles de esta cuenta véase el artı́culo [6, pag.498]. Con esto tenemos que
la regularidad y convexidad de la función u es la misma que la de la hipersuperficie
Σt .

2.3 Descripción de la ecuación principal por medio de la función
soporte

Ahora consideraremos una función H ∈ C 2(Rn+1 \ {0}) homogénea de grado 1
cuyas restricciones a los hiperplanos xn+1 = 1 o xn+1 =−1 sean estrictamente con-
vexas. Por la sección pasada tenemos que tal función determina una hipersuperficie
estrictamente convexa cuya función soporte es H. Tenemos el siguiente hecho: Dos
funciones soporte difieren por una transformación lineal si y solo si sus superficies
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asociadas son idénticas salvo traslaciones. Finalmente si consideramos los puntos
en la hipersuperficie Σt en donde sus normales exteriores quedan en el hemisferio
sur i.e., xn+1 < 0, tenemos por el apéndice D fórmula (8)

pi = ∂xiu(x)para i ∈ {1, . . . ,n}

pn+1 = u∗(x) =
n

∑
i=1

xi∂xiu(x)−u(x),
(8)

en donde a u∗ se le llama transformada de Legendre de u y el vector normal a p está
dado por

(1+ |x|2)−
1
2 (x1, . . . ,xn,−1) (9)

para más detalles véase apéndice D.
Ahora se deduce el problema equivalente a (1) para la función soporte dada por la
hipersuperficie Σt . Supongamos que Σt es una hipersuperficie estrictamente convexa
para alguna t ∈ R+ y X(s, ·) ∈ C ∞(R+) para cualquier s ∈ Sn (lo cual siempre pasa
y se demostrará más adelante). Ahora reparametrizamos Σt por la aplicación de
Gauss N: consideramos

M : Sn −→ Σt

z 7−→ (N−1(z), t).

Consideramos s ∈ Σt y sea xt = N(s) el vector normal a Σt en el punto s = X(xt , t),
el cual existe y está bien definido ya que la hipersuperficie es solución del flujo por
lo que es estrictamente convexa y compacta, lo que implica que la transformación
de Gauss es difeomorfismo, véase [1] Capı́tulo 7. Entonces notemos que, para cada
t en donde la solución esté definida,

∂tM(xt) = ∂tN−1(xt)

= ∂ts
= ∂tX(xt , t)
=−K(s)N(s)

=−K(N−1(xt))xt .

Ası́, tomando producto punto con xt ∈ Sn, tenemos que

〈∂tM(xt),xt〉= 〈−K(N−1(xt))xt ,xt〉=−K(N−1(xt)). (10)

Por otra parte notemos que como xt ∈ Sn por la parametrización (3) y ya que
∇Ht(xt) ∈ TxtSn se sigue que

〈∂tM(xt),xt〉= 〈∂t(H(xt)xt +∇H(xt)),xt〉
= 〈∂tH(xt)xt ,xt〉+ 〈∇Ht(xt),xt〉
= ∂tH(xt)
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entonces por la ecuación (6) tenemos

−Ht(x, t)det(Hαβ +Hδαβ ) = 1

H(x,0) = h(x), para x ∈ Sn (11)

en donde h es la función soporte para Σ0. Ası́ la función soporte para una solución
suave de la ecuación principal satisface (11). Por otro lado, tomando {M(·, t)}t∈R+

una familia de hipersuperficies de soluciones para (11), la cual podemos suponer por
la primera parte de esta sección, entonces existe una parametrización x = φ(s, t) ∈
Sn en donde s ∈ Sn tal que X(s, t) = M(φ(s, t), t) satisface (1). Para más detalle
véase el articulo [6, pag.499]. Por lo que las ecuaciones (11) y (1) son equivalentes.

3 Ecuaciones a estudiar
Más generalmente se estudiará una ecuación del tipo

−Ht det(Hαβ +Hδαβ ) = f (x), f > 0

H(x,0) = h(x), x ∈ Sn,
(12)

en donde h es la función soporte de una hipersuperficie estrictamente convexa y en
donde Hαβ con α,β ∈ {1, . . . ,n} es el Hessiano de H con respecto a un campo de
marcos ortonormales de Sn. De aquı́ sı́ extendemos H y f a Rn+1 \0 como función
homogénea de grado 1 y 0, respectivamente, y ponemos u(x, t) := H(x,−1, t),x ∈
Rn, entonces por lo anterior y la fórmula (7) tenemos la ecuación:

−ut det
(

∂ 2u
∂xα∂xβ

)
= (1+ |x|2)−

1
2 (n+1) f (x,−1),

u(x,0) = h(x,−1)
(13)

para cualquier x ∈ Rn. De la Sección 2.3 se obtiene que cualquier solución suave
es necesariamente la función soporte de una hipersuperficie estrictamente convexa.
Además, la linearización de (13) en u es una ecuación parabólica. A la ecuación (13)
se le llama una ecuación parabólica de Monge-Ampère. El resultado principal para
la ecuación con condiciones iniciales (11) está contenido en el teorema principal y
la prueba está basada en estimaciones a priori de soluciones de (13).

4 Existencia y unicidad del flujo de curvatura de Gauss

4.1 Preliminares: espacios de Hölder
Para lo que resta del trabajo se usarán propiedades de los espacios de Hölder. Se
definen los espacios de Banach Ck,α(Sn), con k ∈ N y α ∈ [0,1), y para Q = Sn× I
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con I = [a,b], se define C̃k,α(Q) como un espacio de funciones k-diferenciables (en
x) y

[ k
2

]
-diferenciables (en t) en donde

||u||Ck,α (Sn) : = sup
|γ|≤k
x∈Sn

|Dγu(x)|+ sup
|γ|=k

x,y∈Sn

|Dγu(x)−Dγu(y)|
|x− y|α

< ∞

y

||u||C̃k,α (Q) : = sup
|γ|+2s≤k
(x,t)∈Q

|Dγ
∂

s
t u(x, t)|+ sup

|γ|+2s=k
(x,t),(y,l)∈Q

|Dγ∂ s
t u(x, t)−Dγ∂ s

l u(y, l)|
(|x− y|2 + |t− l|)α

2
< ∞,

son normas para Ck,α(Sn) y C̃k,α(Q) respectivamente y en donde γ es un multi-
ı́ndice. Cuando α = 0 definimos

||u||C̃k,0(Q) = sup
|γ|+2s≤k
(x,t)∈Q

|Dγ
∂

s
t u(x, t)|.

Observación 4.1 De aquı́ en adelante se supondrá que tanto f y h en (13) pertenecen
a C2,α(Sn) para algún α ∈ (0,1). f es positiva y h es la función soporte de una
hipersuperficie estrictamente convexa X0 : Sn −→Rn+1. Estas son extendidas como
funciones homogéneas de grado 0 y 1 sobre Rn+1 \{0} respectivamente.

Teorema 4.1 Bajo estas suposiciones tenemos que una C̃2,0-solución de (12) en
Q= Sn× [0,T ], es estrictamente decreciente en t y que sus restricciones a las hiper-
superficies xi = 1 o xi =−1 con i ∈ {1, . . . ,n+1} son estrictamente convexas.

Demostración: Para cualquier solución H ∈ C̃2,0(Q) de (12) se tiene que

−Ht(x, t) = f (x)(K(x, t))−1

en donde K(x, t) > 0 por la convexidad uniforme y como f (x) > 0 tenemos que
−Ht > 0, es decir Ht < 0 con lo que concluimos que las soluciones son estrictamente
decrecientes. Además como H está únicamente determinada por sus restricciones
a los hiperplanos xi = 1 o xi = −1 con i ∈ {1, . . . ,n+ 1}, tomando la restricción
u(x, t) = H(x,−1, t) entonces para cualquier x ∈ Rn tenemos

−ut det
(

∂ 2u
∂xα∂xβ

)
= (1+ |x|2)−

1
2 (n+1) f (x,−1)

tenemos entonces por el mismo argumento que −ut > 0 y que

det
(

∂ 2u
∂xα∂xβ

)
> 0

esto dice que las soluciones son decrecientes y estrictamente convexas para cada
restricción. �
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4.2 Linearización de la ecuación de Monge-Ampère
Suponiendo que H ∈ C̃4,0 y diferenciando la ecuación (13) con respecto a t ∈ R
tenemos que

Lut = 0, (14)

en donde

L :=
(

1
ut

)(
∂

∂ t

)
+uαβ

(
∂ 2

∂xα∂xβ

)
, (15)

en donde uαβ es la (αβ )-ésima entrada de la inversa del Hessiano de u. La fórmula
anterior se deduce tomando logaritmo de la ecuación (13) y derivando, con esto
tenemos que

log
(
−ut det∂

2
xα xβ

u
)
= log

(
(1+ |x|2)−

1
2 (n+1) f (x,−1)

)
entonces

log(−ut)+ logdetHessu =−1
2
(n+1) log(1+ |x|)+ log f (x,−1).

Diferenciando respecto a t, tenemos

1
ut

∂tut +∂t (logdetHessu) = 0. (16)

Recordando la fórmula de la diferencial de logdet en una matriz H invertible, véase
[5],

∂t logdetH = Tr(H−1
∂tH) (17)

obtenemos
1
ut

∂tut +Tr
(
(Hessu)−1

∂t(Hessu)
)
= 0,

lo que da
1
ut

∂tut +uαβ
∂t∂

2
αβ

u = 0,

es decir
1
ut

∂tut +uαβ (∂ 2
αβ

ut) = 0. (18)

Además por una cuenta idéntica a la de arriba tenemos que para ξ ∈ Rn

Luξ =

(
log
(
1+ |x|2

)−(n+1
2 )

f (x,−1)
)

ξ

. (19)

Tenemos el siguiente corolario:

14



Corolario 4.1 ut y uξ satisfacen las ecuaciones parabólicas (14) y (19).

Además, diferenciando una vez más la ecuación (19) en dirección de ξ ∈ Rn y
definiendo

F(x,−1) :=
(
1+ |x|2

)−(n+1)
2 f (x,−1)

tenemos que

∂ξ

(
1
ut

)
∂ξ ut +

1
ut

∂
2
ξ ξ

ut +∂ξ uαβ
∂

2
αβ

uξ +uαβ
∂

3
ξ αβ

uξ = (logF)
ξ ξ

entonces

∂ξ

(
1
ut

)
uξ t +

1
ut

∂tuξ ξ +∂ξ uαβ
∂

2
αβ

uξ +uαβ
∂

2
αβ

uξ ξ = (logF)
ξ ξ

,

y por la Definición 15

Luξ ξ =
1
ut

∂tuξ ξ +uαβ
∂

2
αβ

uξ ξ

ası́ tenemos que

Luξ ξ −
(

uξ t

ut

)2

+∂ξ uαβ
∂

2
αβ

uξ = (logF)
ξ ξ

. (20)

Obtenemos facilmente de (17) que si A es invertible y simétrica,

∂

∂aαβ

(logdet)(A) = aαβ

en donde aαβ es el coeficiente de indices α,β de A−1, y por lo tanto

uαβ =
∂

∂aαβ

(logdet)(D2u).

Derivando esta última expresión con respecto a ξ , obtenemos

∂ξ uαβ
∂

2
αβ

uξ = ∑
α ′β ′,αβ

∂ 2

∂aα ′β ′∂aαβ

(logdet)(D2u)∂ξ uα ′β ′∂ξ uαβ ≤ 0.

Esta cantidad es efectivamente negativa por la concavidad de la función logdet sobre
las matrices definidas positivas. Se sigue de la ecuación (20) que

Luξ ξ ≥ (logF)
ξ ξ

; (21)

con esto podemos observar que uξ ξ es un tipo de subsolución para el mismo oper-
ador parabólico L.

15



4.3 Existencia y unicidad de soluciones
4.3.1 Existencia de soluciones

Tenemos la existencia de soluciones para tiempos cortos por el articulo [7]: en este
se demuestra la existencia a tiempo corto del flujo de la n-ésima raı́z de la curvatura
de Gauss, que es un caso más general de este flujo. Usaremos este resultado de la
forma siguiente:

Teorema 4.2 Sea h : Sn −→ R la función soporte de una hipersuperficie estric-
tamente convexa tal que h ∈ C2,α , entonces el problema (12) tiene una solución
H : Sn× [0,ε)−→ R. Además el tiempo de existencia ε solamente depende de una
cota C2,α de h.

La prueba de este teorema se basa en el teorema de la función inversa y la teorı́a de
las ecuaciones parabólicas lineales en los espacios de Hölder.

4.3.2 Unicidad del flujo

Para esta parte y en adelante usaremos el principio del máximo y el principio de
comparación para operadores no lineales parabólicos. Para esto tomamos Ω = D×
(0,T )⊂ Rn+1 con T > 0, definimos

BΩ = D×{0}
SΩ = ∂D× (0,T )
CΩ = ∂D×{0}

que se llaman el fondo, el lado y la esquina del dominio Ω respectivamente además
a PΩ = BΩ∪SΩ∪CΩ se le llama la frontera parabólica de Ω.
Ahora consideremos un operador no lineal

P : Ω×R×Rn×Symn(R)×R → R
(X ,z, p,r,τ) 7→ P(X ,z, p,r,τ).

Se dice que P es parabólico en el punto (X ,z, p,r,τ) si la matriz Pr/Pτ en este punto
es definida positiva. Aqui Pr denota la matriz

(
∂P
∂ ri j

)
i, j

y Pτ la función ∂P
∂τ
. Si u es

una función suficientemente diferenciable definimos la aplicación

x 7→ Pu(x) := P(x,u(x),Du(x),D2u(x),−ut(x)).

Decimos que P es parabólico con respecto a u si P es parabólico en todo punto de
la forma (x,u(x),Du(x),D2u(x),−ut(x)). Tenemos los siguientes resultados:
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Teorema 3.2 Supongamos que existe k ≥ 0 tal que para todo (X , p,r,τ) ∈ Ω×
Rn×Symn(R)×R y cualquier z1 ≥ z2

P(X ,z1, p,r,τ− kz1)≤ P(X ,z2, p,r,τ− kz2)

en donde P es parabólico en (X ,zi, p,r,τ−kzi) para i= 1 o 2. Si u,v∈C2,1(Ω\PΩ)∩
C(Ω) con P parabólico con respecto a u o v, y si Pu ≥ Pv en Ω\PΩ con u ≤ v en
PΩ entonces

u≤ v en Ω.

Corolario 4.2 Supongamos u,v ∈ C 2,1(Ω\PΩ)∩C (Ω). Si P es parabólica con
respecto a u o v y Pu > Pv en Ω\PΩ con u < v en PΩ, entonces u < v en Ω.

Para detalles consultar [12] capitulo 14 sección 1.
Usando el principio del máximo y el principio de comparación enunciados ar-

riba, podemos demostrar las siguientes propiedades:

Proposición 4.1 Sea H1 y H2 dos soluciones C̃2,0 positivas de (12) en Q = Sn×
[0,T ]. Supongamos que H1(x,0) ≤ H2(x,0). Entonces, para t > 0, H1(x, t) ≤
H2(x, t), de hecho H1(x, t)< H2(x, t) a menos que H1 = H2 en Q.

Demostración: Sea ε > 0. Consideramos Hε(x, t) = (1+ ε)H2(x,δ t) en donde
δ = 1

(1+ε)n+1 . Entonces H ≡Hε es solución del problema (12) con condición inicial
h = (1+ ε)h2 en donde h > h1 ya que, como ε > 0 tenemos:

h = H(x,0) = (1+ ε)H2(x,0)> H1(x,0) = h1.

Consideremos el conjunto

E = {(x, t) : H(x, t) = H1(x, t)}

y suponemos E 6= /0 , entonces existe t1 = min{t : (x, t) ∈ E} y sin perdida de gener-
alidad, suponemos que H y H1 son iguales en ((0,−1), t1) ∈ Sn× [0,T ]. Consider-
amos la restricción al hiperplano xn+1 =−1, recordando que H(x,−1, t) : = u(x, t),
se tiene entonces que

u(0, t1) = u1(0, t1)

y por hipótesis

u(x, t)≥ u1(x, t) con (x, t) ∈ ∂B1× (0, t1)∪B1×{0}.

Y con esto, como las soluciones son decrecientes, tenemos que

Pu1(x, t)≥ Pu(x, t) con (x, t) ∈ B1× (0, t1)
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con P el operador parabólico no lineal dado por (13) y por Teorema 4.3.2 tenemos
que

u≥ u1 en B1× [0, t1)

pero u(0, t1) = u1(0, t1) y por lo tanto

u(x, t) = u1(x, t) en B1× [0, t1)

lo cual es una contradicción ya que t < t1 y t1 era el tiempo mı́nimo en cumplir esta
propiedad. Por lo tanto E = /0. Y ası́ H(x, t)> H1(x, t) para cualquier (x, t) ∈ Q. Y
como

lim
ε→0

Hε(x, t) = H2(x, t)

se tiene que H2(x, t) ≥ H1(x, t) para cualquier (x, t) ∈ Q. Por último, suponiendo
que H1 = H2 en ((0,−1), t1) ∈ Sn× [0,T ), por un argumento análogo al anterior se
sigue que H1 = H2 en Q. �

Por la Sección 4.3.1 existen soluciones a la ecuación (12) y por lo tanto a la ecuación
(1).

Observación 4.2 Nótese que la proposición anterior nos dice que las soluciones
de (1) son únicas y decrecientes con el tiempo.

Corolario 4.1 Existe una única solución C̃2,0 de (1) en Q= Sn× [0,T ∗) con T ∗> 0
maximal.

Demostración: Por la Sección 4.3.1 sabemos que la ecuación (1) tiene una solución
para un tiempo corto, es decir, existe ε > 0 tal que la solución existe en [0,ε).
Tomamos T ∗ tiempo maximal en el cual la solución está definida. Supongamos
que está definida en [0,T ∗]; por la existencia de soluciones para tiempo corto las
soluciones existen en [0,T ∗+ ε ′) lo cual es una contradicción ya que T ∗ era el
tiempo maximal de existencia. Por lo tanto existe una solución C̃2,0 de (1) en
Q = Sn× [0,T ∗) con T ∗ > 0 maximal. Además si las soluciones son C̃2,0 entonces
son únicas y decrecientes con el tiempo por la Observación 4.2. �

4.4 Estimaciones
En esta sección se darán estimaciones sobre las soluciones del problema (12), se
supondrá a priori cierta regularidad para describir el comportamiento de las solu-
ciones. Estas estimaciones jugarán un papel fundamental para estudiar las solu-
ciones sobre un tiempo largo.

Proposición 4.2 Sea K0 la curvatura de Gauss-Kronecker de X0 : Sn −→ Rn+1 y
sea δ = minK0 > 0. Entonces, para una solución C̃4,0, H, de 12 en Q, se tiene que

−Ht ≥ δ en Sn× [0,T ].
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Demostración: Sea δ ′ ∈ (0,δ ). Suponemos que −Ht(y, t)− δ ′ = 0 para algún
(y, t) ∈ Q. Sea t1 el primer tiempo que tiene tal propiedad. Podemos suponer que
(y, t1) es el punto ((0, . . . ,0,−1), t1). Y como en la demostración anterior, consid-
eramos la restricción u de H al hiperplano xn+1 = −1, ası́ u está únicamente de-
terminada, y la convexidad uniforme de las soluciones en la restricción asegura la
parabolicidad de la ecuación. Entonces la función

w = (1+ |x|2)
1
2 (ut +δ

′)

satisface w≤ 0 en ∂B1× [0, t1) ∪ B1×{0} y

Lw = δ
′uαβ

(
δαβ (1+ |x|2)− xαxβ

(1+ |x|2) 3
2

)
≥ 0

en B1× [0, t1) ya que |x| ≤ 1. Expliquemos como obtener la expresión de Lw :
tenemos por definición

Lw =
1
ut

∂tw+uαβ (∂ 2
xα xβ

w)

=
1
ut
(1+ |x|2)

1
2 utt +uαβ (∂ 2

xα xβ
w)

con

∂
2
xβ xα

w =∂xβ

(
(1+ |x|2)−

1
2 xα(ut +δ

′)+(1+ |x|2)
1
2 utα

)
=
(
−(1+ |x|2)−

3
2 xαxβ +(1+ |x|2)−

1
2 δαβ

)
(ut +δ

′)+

(1+ |x|2)−
1
2 xβ uαt +(1+ |x|2)

1
2 uαβ t ,

además como supusimos que −Ht(y, t)−δ ′ = 0 entonces utt = 0. Lo que implica

Lw =((1+ |x|2)−
1
2 (ut +δ

′)δαβ − (1+ |x|2)−
3
2 xαxβ (ut +δ

′)+

(1+ |x|2)−
1
2 xβ uαt +(1+ |x|2)−

1
2 uαβ t)u

αβ

=uαβ

(
(1+ |x|2)−

1
2 δ
′
δαβ − (1+ |x|2)−

3
2 xαxβ δ

′
)

=δ
′uαβ

(
δαβ (1+ |x|2)− xαxβ

(1+ |x|2) 3
2

)
.

Como L es un operador parabólico, por principio de comparación w ≤ 0 en B1×
[0, t1]. Más aun, por principio fuerte del máximo y como w(0, t1) = 0 concluimos
que

w = 0 en B1× [0, t1]

lo cual es una contradicción ya que t1 era el primer tiempo tal que w = 0. Por lo
tanto −Ht ≥ δ en Sn× [0,T ] como se querı́a. �
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El siguiente teorema dice que si la solución H ∈ C̃2,0(Q) es acotada por abajo en-
tonces está uniformemente acotada en C̃2,0(Q).

Teorema 4.3 Supongamos que H ∈ C̃2,0(Q) es solución de (12). Si H ≥ r para
algún r > 0 y es suave para t > 0, entonces existe un C > 0 tal que

||H||C̃2,0(Q) ≤C.

En donde C solamente depende de supK0, infK0, ||h||C2,0(Sn), || f ||C2,0(Sn) y r.

Demostración: El objetivo de esta prueba es acotar

||H||C̃2,0(Q) = sup
(x,t)∈Q

{|H(x, t)|, |D1H(x, t)|, |D2H(x, t)|, |∂tH(x, t)|}.

Y la demostración se basa en acotar sobre Q cada término en el siguiente orden:

1. H;

2. D1H = ∇H ;

3. ∂tH = Ht ;

4. D2H = ∇2H.

4.4.1 Estimación para H

Primero que nada, tenemos el siguiente resultado del artı́culo [6]:

Proposición 4.3 Sea M hipersuperficie compacta, convexa y de clase C 2 de Rn+1.
Sea K la curvatura de Gauss definida para una función en Sn. Entonces

diam(M)≤C(n)
(∫

Sn

1
K

) n
n−1
[

inf
u∈Sn

∫
Sn

〈u,w〉
K(w)

]−1

.

Con la proposición anterior, como las soluciones del flujo son hipersuperficies
de Rn+1 compactas convexas y por hipótesis de clase C 2, sabemos que las cotas
de K0 controlan el diámetro de M0, además las soluciones H son decrecientes en el
tiempo y de esta forma podemos encontrar un R > 0 tal que H ≤ R en Q.
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4.4.2 Estimación para ∇H

Por el apéndice de funciones convexas Proposición C.4 sabemos que si una función
f : Ω−→ R es convexa para Ω⊂ Rn abierto , se cumple que

||∇ f ||L∞(K) ≤
2|| f ||L∞(Ω′)

dist(K,∂Ω′)

para cualquier K ⊂⊂Ω′⊂Ω. Ası́, suponemos que f =H es solución de (12), luego
tomando la restricción al hiperplano xn+1 = −1 sabemos que u = H|(x1,x2,...,xn,−1,t)
es solución de (13) y ademas es convexa, por lo que para cualquier Ω⊂Rn abierto,

||∇u||L∞(K) ≤
2||u||L∞(Ω′)

dist(K,∂Ω′)

para cualquier compacto K ⊂⊂ Ω′ ⊂ Ω. Suponemos un compacto K tal que 1
2R ≤

dist(K,Ω′) entonces, como H ≤ R en Q,

|∇u| ≤ ||∇u||L∞(K) ≤
2||u||L∞(Ω′)

dist(K,∂Ω′)
≤ 4R

y como podemos hacerlo para cualquier restricción tenemos que

|∇H| ≤ 4R.

4.4.3 Estimación para Ht

Ahora estimamos −Ht . Sea K la curvatura de Gauss. Por la Proposición 4.2 ten-
emos que

−Ht ≥ δ = minK0 > 0 en Sn× [0,T ]

es decir, se tiene una cota uniforme por abajo dada por la curvatura de la superficie
inicial, entonces solamente basta acotar −Ht por arriba. Para esto consideramos

ϕ(x, t) =
−Ht(x, t)

H(x, t)− r′

en donde r′ < r es dada. Primero supongamos que ϕ alcanza su máximo sobre
Q en el punto (0,0, . . . ,0,−1, t1) para t1 > 0, de otra manera solamente hacemos
una rotación para que lo alcance en ese punto y como es una transformación lineal
continua entonces se mantienen las cotas. Mediante un cambio de coordenadas
podemos asumir que (uαβ ) es diagonal en este punto y notemos que al restringirnos
al hiperplano (x1,x2, . . . ,−1, t) y tomando en cuenta que H(x1,x2, . . . ,xn,−1, t) =
u(x, t)

ϕ(x, t) =
−ut(x, t)

u(x, t)− r′
.
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Como ϕ alcanza su máximo en este punto tenemos que

∂xα
ϕ(0, t1) = 0, (22)

por lo mismo observemos que

∂tϕ(0, t1)≥ 0 (23)

y también, en sentido de matrices, tenemos que

0≥ ∂
2
xα xβ

ϕ(0, t1)

con α,β ∈ {1, . . . ,n}. Equivalentemente tenemos que

0 =−utα +utuα(u− r′)−1

0≤−utt +utut(u− r′)−1 (24)

y además, en sentido de matrices,

0≥−utαβ +(u− r′)(utαuβ +utβ +utβ uα)

+(u− r′)−1utuαβ +2(u− r′)−2(−ut)uαuβ (25)

+(ut− (u− r′)−1utu)δαβ

en el punto (0,0, . . . ,0,−1, t1). Multiplicando la ecuación anterior por 1
uαα

y sumando
sobre todas las α tenemos que

0≥ (n+1)ut

u− r′
+

(
n

∑
α=1

1
uαα

)
(−ut)

(
u

u− r′
−1
)

equivalentemente tenemos que
n

∑
α=1

1
uαα

≤ −(n+1)
u− r′

ut

(
1
−ut

)
u− r′

r′

=
n+1

r′

ası́ tenemos que

−ut ≤
1

(u11 · · ·unn)
(26)

≤

(
1
n

n

∑
α=1

1
uαα

)n

(27)

≤ (n+1)n

nnr′n

≤C1
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ya que r′ < r y r está dado. Por lo tanto

−ut ≤C1

en el punto (0,0, . . . ,0,−1, t1). Ahora tenemos que ϕ(x, t) ≤ ϕ(0, t1) porque su-
pusimos que alcanzaba el máximo allı́; con esto

ϕ(x, t) =
−Ht(x, t)

H(x, t)− r′

≤ −ut(0, t1)
u(0, t1)− r′

≤ C1

u(0, t1)− r′

por lo que

−Ht(x, t)≤
C1(H(x, t)− r

′
)

u(0, t1)− r′

≤ C1(R− r
′
)

u(0, t1)− r′
,

es decir, tomando C = C1(R−r
′
)

u(0,t1)−r′
,

−Ht ≤C en Q. (28)

4.4.4 Estimación para ∇2H

Por lo explicado al final de la subsección 2.1 estimar ∇2H es equivalente a estimar
el máximo radio de curvatura de la hipersuperficie determinada por la solución al
flujo H(x, t). Asumimos que su máximo R se alcanza en el polo sur, es decir en el
punto (0,−1, t1) ∈ Rn×R× [0,T ] con tiempo t1 > 0 en dirección de γ . Asumimos
que {x1,x2, . . . ,xn} son las direcciones principales en este punto y γ = (1,0, . . . ,0).
En otras palabras Hαβ es diagonal en (0,0, . . . ,0,−1, t1) y H11 = R. Consideramos
la esfera determinada por

H̃(x) = R|x|2

para cualquier x ∈ Rn+1. Como H̃i j = R o 0 entonces

H̃i j−Hi j ≥ 0
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y considerando u = H|(x1,x2,...,xn,−1,t) y ũ = H̃|(x1,x2,...,xn,−1,t), las restricciones al
hiperplano xn+1 = −1, tenemos que ∂ 2

11ũ ≥ ∂ 2
11u en Rn. Sea (x, t) ∈ {(x, t) ∈

Q : xn+1 =−1} definimos

ϕ(x, t) = ∂
2
11u(x, t)

(1+ |x|2) 3
2

1+ |x|2− x2
1

tenemos entonces que 0≥ ϕ−R y ϕ alcanza su máximo R en (0, t1). Tenemos que
para ϕ en (0, t1)

ϕα = 0;
ϕαβ ≤ 0;

ϕt ≥ 0.

con esto observamos que

0 = ϕα = (u11)α

0≥ (u11)11 +3R
0≥ (u11)ββ +R, β > 1

0≤ ϕt = u11t .

En general para soluciones a (13) tenemos por la ecuación (21) de la Sección 4.2
que

Lu11 ≥ (log f )11.

Esto implica que

1
ut

ut11 +uαβ
∂

2
xα xβ

u11 =
(u11)t

ut
+uαα(u11)αα ≥ (log f )11.

Por lo tanto
(u11)t

ut
+

n

∑
α=1

(u11)αα

uαα

≥ (log f )11−
1
2
(n+1).

Por la fórmula anterior aplicada al punto (0, t1) y como 0≤ ϕt = u11t y (log f )11 > 0
tenemos que

1
2
(n+1)≥ (log f )11−

n

∑
α=1

(u11)αα

uαα

− (u11)t

ut
≥−

n

∑
α=1

(u11)αα

uαα

pero

−
n

∑
α=1

(u11)αα

uαα

=−

(
(u11)11

u11
+

n

∑
α=2

(u11)αα

uαα

)
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por lo tanto

−

(
(u11)11

u11
+

n

∑
α=2

(u11)αα

uαα

)
≥ 3R

u11
−

n

∑
α=2

(u11)αα

uαα

≥ 3R
u11

+
n

∑
α=2

R
uαα

≥ R
n

∑
α=2

1
uαα

en (0, t1). Ahora mostramos que en (0, t1)

R
n

∑
α=2

1
uαα

≥ (n−1)R
n

n−1

(
1

u11 · · ·unn

) 1
n−1

.

Esto porque por la desigualdad aritmética-geométrica tenemos que(
1

n−1

n

∑
α=2

1
uαα

)n−1

≥ 1
u22 · · ·unn

con además u11 = R (ya que ϕ = R en (0, t1)). Por lo tanto tenemos

R
n

∑
α=2

1
uαα

≥ (n−1)R
n

n−1

(
1

u11 · · ·unn

) 1
n−1

≥ (n−1)R
n

n−1 δ
1

n−1

en donde esto último lo tenemos ya que, por (4.2), −ut tiene una cota uniforme por
abajo y la cota es δ . Ası́

1
2
(n+1)≥ (n−1)R

n
n−1 δ

1
n−1 ,

lo que implica

R
n

n−1 ≤ 1
2

n+1
n−1

δ
1

1−n

y por lo tanto
R≤Cδ

− 1
n
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en el punto (0, t1) en la dirección γ . Este resultado lo tenemos, por la misma cuenta,
para la restricción a cualquier hiperplano xi =−1 para i ∈ {0, . . .n+1} y cualquier
dirección γi. Además tomamos

R̃ = max
t=0

p,ξ∈Sn

R(p,ξ )

es decir, el máximo radio principal de curvatura para cualquier punto y dirección
en la hipersuperficie inicial X0, como las soluciones son decrecientes en el tiempo
cualquier radio principal está acotado por R̃, a consecuencia

R≤Cδ
− 1

n + R̃. (29)

Con esto tenemos que
||H||C̃2,0(Q) ≤C

en donde C solamente depende de supK0, infK0, ||h||C2,0(Sn) y || f ||C2,0(Sn) como se
querı́a. �

Observación 4.3 Obtuvimos de la Sección 4.4.4 la existencia de una constante
C > 0 tal que

uαβ ≤C (30)

en sentido de matrices. Por otro lado, por (28) y por Proposición 4.2 existen C1,δ >
0 tales que

δ ≤−ut ≤C1.

De la ecuación parabólica (13) sobre u deducimos que det(D2u) es acotada por
abajo por una constante positiva; pero esta cota y (30) implican facilmente que
uαβ es también acotado por abajo por una constante positiva , es decir existe c > 0
tal que

uαβ ≥ c (31)

también en sentido de matrices. Ası́ para σ ∈ Rn tal que |σ |= 1 tenemos que

δC−1 ≤−utuαβ
σασβ ≤C1c−1,

y por lo tanto existe µ > 0 tal que

µ
−1 ≤−utuαβ

σασβ ≤ µ,

es decir la Ecuación (13) es uniformemente parabólica.

Observación 4.4 La desigualdad (29) no depende de r−1. Esto nos dice que la cur-
vatura de Gauss para cualquier hipersuperficie solución de (1) tiene cota positiva
uniforme por abajo.
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Obtuvimos estimaciones C2 de las soluciones en el Teorema 4.3. A consecuencia
de estas estimaciones podemos obtener estimaciones C2,β de las soluciones: es
consecuencia de las estimaciones de Evans y Krylov; para estas estimaciones en
general se puede consultar [12]. Tenemos

Teorema 4.4 Supongamos H(x, t) ∈ C̃4,0(Q) solución de (2) y H ≥ r > 0. En-
tonces, para todo t > 0, ∃C > 0 y β > 0 tal que para Qt = Sn× [t,T ],

||Ht ||C0,β (Qt)
+ ||∇2H||C0,β (Qt)

≤C.

En donde β y C solamente dependen de µ, || f ||C2,α (Sn) y t.

5 Tiempo de vida de la deformación
Queremos aproximar el tiempo de vida de la solución. Para esto definimos, para
cualquier u : Rn× (0,s)−→ R función de clase C 2,

φu : Rn× (0,s)−→ Rn+1

(x, t) 7−→ (u1, . . . ,un,xiui−u)

en donde ui = ∂xiu. Desarrollando la matriz, es fácil observar que

det(Dφu) =−ut det
({

uαβ

}
α,β∈{1,...,n}

)
.

Supongamos que u es solución de (13) la cual determina una hipersuperficie estric-
tamente convexa para todo t ∈ [0,T ]. Sea E ⊂ Sn∩{xn+1 < 0} y

E ′ =

{
(x1, . . . ,xn) ∈ Rn :

(x1, . . . ,xn,−1)

(1+ |x|2) 1
2
∈ E

}
.

Por (8) tenemos que φu(E ′×{0})⊂ Σt ya que todas sus imágenes están dadas por
la transformada de Legendre la cual puede ser vista como la función soporte de
cada hipersuperficie Σt , véase Apéndice D. Ası́ el volumen entre φu(E ′×{0}) y
φu(E ′×{t}) está dado por

∫ t

0

∫
φu(E ′)

dµ(Σt) =
∫ t

0

∫
E ′

(
(−ut det

({
uαβ

}
α,β∈{1,...,n}

))
dx1 · · ·dxndt

=
∫ t

0

∫
E ′
(1+ |x|2)

1
2 (n+1) f (x,−1)dx1 · · ·dxndt

= t
∫

E
f dσ
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ya que u es solución del problema (13) y en donde dσ el elemento de superficie en
Sn. Ası́ el volumen de la deformación decrece linealmente. Además, nótese que la
ecuación anterior es la forma integral de (12). Ahora, si tomamos E = Sn entonces

vol(t) =V0− t
∫
Sn

f (32)

en donde vol(t) es el volumen de la hipersuperficie en t y V0 es el volumen inicial.
En el caso f = 1 entonces

vol(t) =V0−σnt;

por esto, observamos que si t −→ V
σn

entonces vol(t)−→ 0 para soluciones de (1).
Esto tiene consecuencias importantes como se verá en la siguiente demostración.

5.1 Conclusión
Teorema 5.1 Supongamos f y h como la Observación 4.1 y tales que cumplen la
ecuación diferencial parcial (12), es decir

−Ht det(Hαβ +Hδαβ ) = f (x) con f > 0

H(x,0) = h(x) con x ∈ Sn.

Estas son extendidas como funciones homogéneas de grado 0 y 1 sobre Rn+1 \
{0} respectivamente. Se tiene que este problema tiene una única solución H ∈
C̃2,β (Sn× [0,T ∗)) con T ∗ = vol(Σ0)∫

Sn f . Para cada t ≥ 0 tenemos que H(·, t) : Sn −→
Rn+1 determina una hipersuperficie estrictamente convexa X : Sn × [0,T ∗) −→
Rn+1 en donde la hipersuperficie X(·, t) : Sn −→Rn+1 está contenida en el interior
de X(·, t ′) : Sn −→ Rn+1 para t ′ > t. Más aún, cuando t −→ T ∗, la hipersuperficie
X(·, t) : Sn −→ Rn+1 dada por la solución del flujo se contrae a un punto.

Demostración: Por el Corolario 4.1 tenemos la existencia de una única solución
maximal H : Sn× [0,T ∗)→ (0,+∞) al problema

−Ht det(Hαβ +Hδαβ ) = f (x), f > 0

H(x,0) = h(x), x ∈ Sn;

además, por lo visto en la Sección 5, tenemos T ∗ ≤ vol(Σ0)∫
Sn f . Mostremos por con-

tradicción que la solución maximal está definida hasta el tiempo vol(Σ0)∫
Sn f , i.e. supong-

amos T ∗ < vol(Σ0)∫
Sn f . Por la fórmula (32), tenemos, para todo t ∈ [0,T ∗) se cumple

que vol(Σt)≥ vol(Σ0)∫
Sn f −T ∗ > 0. Además, podemos encontrar una esfera Sr de radio

r > 0 independiente de t tal que Sr está contenida en la región encerrada por Σt para
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cualquier t < T ∗. Podemos suponer además la esfera centrada en cero ya que una
traslación del origen en Rn+1 sólo cambia la función soporte H(·, t) por la adición
de un término lineal, y nuestras estimaciones C2,β del Teorema 4.4 siguen siendo
válidas: existe por lo tanto una cota de la norma de H en C̃2,β (Sn× [T ∗

2 ,T ∗)). El
punto crucial es que la cota no depende de t ∈ [T ∗

2 ,T ∗). Ahora, en el teorema de
existencia local de una solución, a saber Teorema 4.2, el tiempo de existencia de-
pende solamente de la cota C̃2,β de la condición inicial. Por lo tanto existe ε > 0 tal
que la solución está definida en [0,T ∗+ ε), pero esto es una contradicción ya que
supusimos T ∗ maximal. Hemos probado por lo tanto que T ∗ = vol(Σ0)∫

Sn f .

Falta demostrar que la singularidad del flujo de curvatura de Gauss solamente
es un punto, es decir que la hipersuperficie X : Sn× [0,T ∗) −→ Rn+1 tiende a un
punto cuando t −→ T ∗. Sea X(t) el cuerpo convexo acotado por X(·, t) : Sn −→
Rn+1, como las soluciones son decrecientes tenemos que X(t ′) ⊆ X(t) para t ′ ≥ t.
Suponemos que

⋂
t≥0 X(t) no es un punto y sea

diam
⋂
t≥0

X(t) = d(z1,z2) = l,

para z1,z2 ∈
⋂

t≥0 X(t); como el volumen de X(t) tiende a cero si t tiende a T ∗, la
intersección de X(t) con algún plano que contiene el segmento z1z2 tiene un área
que tiende a cero si t tiende a T ∗. Entonces, a lo largo de la frontera de la inter-
sección, el cual es un conjunto convexo en Rn+1, debe haber puntos con curvatura
arbitrariamente pequeña, lo cual es una contradicción a la Proposición 4.2 en donde
se demuestra que la curvatura, en cualquier dirección y tiempo positivo, tiene una
cota positiva y uniforme por debajo. Por lo tanto X : Sn× [0,T ∗)−→Rn+1 tiende a
un punto cuando t −→ T ∗. �

5.2 Más regularidad para las soluciones
El siguiente resultado puede ser encontrado en [12] y [10]:

Teorema 5.2 Sea H ∈ C̃2,ε(Sn× [0,T ]) una solución de (2) para ε > 0. Supong-
amos que f ∈ Ck,α(Sn) (ó analı́tica). Entonces para t > 0, H ∈ C̃k+2,α(Sn× [t,T ])
(ó H(x, t) es suave y H(·, t) es analı́tica para t > 0).

Observación 5.1 El Teorema 5.1 nos dice que tenemos una solución H ∈ C̃2,β (Sn×
[0,T ∗)); con la suposición que f ∈ Ck,α(Sn) tenemos por el Teorema 5.2 que H ∈
C̃k+2,α(Sn× (0,T ∗)). Por otra parte, si suponemos que f es analı́tica, tenemos que
H(x, t) es suave y H(·, t) es analı́tica para t > 0.

Con lo que queda demostrado el Teorema 1 en el caso de Rn.
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6 Resultado para el caso en R3

6.1 Resultado
Ahora hacemos una restricción para el flujo. Nos restringimos al espacio R3. Ob-
servaremos que la solución del flujo, a partir de cierto tiempo, es esencialmente una
esfera. Formalmente tenemos el resultado siguiente:

Teorema 6.1 Sea X0 : S2 −→ R3 una hipersuperficie, suave, cerrada y estricta-
mente convexa. Supongamos que se cumple la ecuación

∂X
∂ t

(x, t) =−K(x, t)N(x, t)

X(x,0) = X0(x)
(33)

como en el Teorema 1. Entonces rescalando alrededor de q, tenemos

x̂(x, t) =
X(x, t)−q

3(T ∗− t)
1
3
−→ x̂(x,T ∗)

en C ∞, cuando t −→ T ∗ y en donde x̂(·,T ∗) es un encage suave S2 −→ R3 de
imagen la esfera S2.

Observación 6.1 De aquı́ en adelante se denotará λi las curvaturas principales
asociadas a las hipersuperficies solución del flujo de curvatura. Se denotará h j

i =
g jkhki la transformación de Weingarten en donde g y h son la métrica y la segunda
forma fundamental respectivamente, definidas por

gi j =
〈
∂iX ,∂ jX

〉
y

hi j =
〈
∂

2
i jX ,N

〉
respecto a coordenadas locales y N el normal unitario que apunta hacia afuera.
Además denotamos K̇i j = ∂hi jK = K(h−1)i j y K̈klmn = ∂ 2

hklhmn
K.

6.2 Ecuaciones de evolución
Usando la notación dada por la Observación 6.1 tenemos

Proposición 6.1 Se cumplen las siguientes ecuaciones de evolución para la ecuación
del flujo de curvatura de Gauss:

1. ∂

∂ t gi j =−2Khi j;
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2. ∂

∂ t K = K̇kl∇k∇lK +K2H .

3. ∂

∂ t H = K̇kl∇k∇lH +gi jK̈klmn∇ihkl∇ jhmn +KH 2−K|A|2

en donde |A|2 = λ 2
1 +λ 2

2 .

Demostración: Supongamos f solución de la ecuación (1). Ası́ primero observa-
mos que:

∂tgi j = ∂t〈∇i f ,∇ j f 〉
= 〈∂t∇i f ,∇ j f 〉+ 〈∇i f ,∂t∇ j f 〉
= 〈∇i∂t f ,∇ j f 〉+ 〈∇i f ,∇ j∂t f 〉

pero tenemos que f es solución al sistema de ecuaciones (1), es decir, ∂t f =−NK
con lo que tenemos

∂tgi j = 〈∇i(−KN),∇ j f 〉+ 〈∇i f ,∇ j(−KN)〉
=−(〈∂iK N,∇ j f 〉+ 〈K∇iN,∇ j f 〉+ 〈∇i f ,N∂ jK〉+ 〈∇i f ,K∇ jN〉)

pero 〈N∂ jK,∇ j f 〉= ∂ jK〈N,∇ j f 〉= 0 ya que ∇i f ∈ TpΣt para cualquier p ∈ Σt , por
lo que

∂tgi j =−K(〈∇iN,∇ j f 〉+ 〈∇ jN,∇i f 〉
=−

[
K〈∇i∇ j f ,N〉+K〈N,∇ j∇i f 〉

]
=−2Khi j

y la última igualdad es ya que

hi j =−〈N,∇i∇ j f 〉
= 〈∇iN,∇ j f 〉+∂xi〈N,∇ jF〉
= 〈∇iN,∇ j f 〉.

De esta forma queda demostrado el inciso (1). Para el (2), primero observamos que

∂t(hi j) = ∇i∇ jK−Khimhm
j (34)
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y esto ya que

∂thi j = ∂t〈∇i∇ j f ,N〉
= 〈∇i∇ j∂t f ,N〉+ 〈∇i∇ j f ,∂tN〉
= 〈∇i∇ j(KN),N〉+ 〈hi jN,∂tN〉
= 〈∇i

[
∇ jK ·N +K∇ jN

]
,N〉+ 〈hi jN,∂tN〉

= 〈∇i∇ j(K)N,N〉+∇ jK〈∇iN,N)+∇iK〈∇ jN,N〉
+K〈∇i∇ jN,N〉+ 〈hi jN,∂tN〉

= ∇i∇ jK +K〈∇i∇ jN,N〉
= ∇i∇ jK−K〈∇ jN,∇iN〉
= ∇i∇ jK−Khimhm

j .

Ahora tenemos que
K = dethi j detgkl

lo que implica que
logK = logdethi j + logdetgkl

por lo tanto tenemos, aplicando la Fórmula (17),

∂tK = K∂t

[
logdethi j + logdetgkl

]
= K

(
bi j

∂thi j +gkl∂tgkl
)

(35)

en donde bi j = (h−1)i j es decir bi jh jk = δ i
k. Antes de seguir observamos que

∂t(gkl) = 2Khkl (36)

ya que

0 = ∂t(δ
j

i ) = ∂t(gklgli)

= (∂tgkl)gli +gkl(∂tgli)

por lo tanto
(∂tgkl)gli =−gkl(∂tgli).

Ası́ por la primera identidad

∂t(gkl) =−gklgli(∂tgni)

=−gklgli(−2Khli)

= 2Kgklglihli

= 2Kgklglihli

= 2Kδ
k
i hli = 2Khkl.
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Entonces por (35) se tiene que

∂tK = K(bi j
∂thi j +gkl∂tgkl)

= K(bi j(∇i∇ jK−Khimhm
j )+gkl∂tgkl)

distribuyendo, usando la formula (36) y como bi jh jk = δ i
k se sigue que

∂tK = Kbi j
∇i∇ jK−K2bi jhimhm

j +2K2hklgkl

= Kbi j
∇i∇ jK +2K2H −K2

δ
j

mhm
j

= Kbi j
∇i∇ jK +2K2H −K2H

= Kbi j
∇i∇ jK +K2H

con lo que queda demostrado el inciso (2). Para la demostración del inciso (3)
véase [11] . �

Observación 6.2 Nótemos que

H 2−|A|2 = (λ1−λ2)
2−λ

2
1 −λ

2
2 = 2λ1λ2 = 2K

por lo que

∂tH = K̇kl
∇k∇lH +gi jK̈klmn

∇ihkl∇ jhmn +K(H 2−|A|2)
= K̇kl

∇k∇lH +gi jK̈klmn
∇ihkl∇ jhmn +2K2

= K̇kl
∇k∇lH +gi jK̈(∇ih,∇ jh)+2K2. (37)

6.3 Estimaciones para las curvaturas principales
Recordemos que Σt := X(S2, t) para cualquier t ∈ [0,T ∗) dado.

Teorema 6.2 Sea X : S2× [0,T ∗) −→ R3 una solución suave, estrictamente con-
vexa del flujo de curvatura de Gauss. Entonces

sup
Σt

|λ1(p, t)−λ2(p, t)| ≤ sup
Σ0

|λ1(p,0)−λ2(p,0)|.

Demostración: Consideramos Q = H 2− 4K = (λ1− λ2)
2. Notese que por las

formulas

∂tQ = 2H ∂tH −4∂tK

= 2H
(

K̇kl
∇k∇lK +gi jK̈(∇ih,∇ jh)+2K2

)
−4
(

K̇kl
∇k∇lK + k2H

)
= 2H K̇kl

∇k∇lK−4K̇kl
∇k∇lK +2H gi jK̈(∇ih,∇ jh). (38)
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Observemos que

∇k∇lQ = ∇k∇l(H
2−4K)

= ∇k(2H ∇lH −4∇lK)

= 2∇kH ∇lH +2H∇k∇lH −4∇k∇lH

entonces

K̇kl
∇k∇lQ = 2K̇kl

∇kH ∇lH +2K̇klH ∇k∇lH −4K̇kl
∇k∇lH

por lo tanto

K̇kl
∇k∇lQ−2K̇kl

∇kH ∇lH = 2H K̇kl
∇k∇lH −4K̇kl

∇k∇lH .

y de la formula (38) se deduce que

∂tQ = K̇kl
∇k∇lQ−2K̇kl

∇kH ∇lH +2H gi jK̈(∇ih,∇ jh). (39)

Ahora consideremos
Qε = Q− εt,

fijemos T ∈ (0,T ∗) y supongamos por contradicción que Qε : S2× [0,T ]→ R al-
canza su máximo en (p0, t), en un tiempo t ∈ (0,T ]. Elegimos coordenadas para Σt

cerca de p = X(p0, t) tales que gi j(p, t) = δ
j

i y h(p, t) es diagonal. Observemos que

K̇kl
∇k∇lQ≤ 0

ya que K̇kl = K(h−1)kl > 0 porque gi j(p, t) = δ
j

i y ∇2Q ≤ 0 ya que Qε alcanza su
máximo en (p, t). Ahora, como ∇Q = 0 en p, entonces

0 = ∇1Q = 2H ∇1H −4∇1K
= 2(λ1 +λ2)(∇1h11 +∇1h22)−4λ2∇1h11−4λ1∇1h22

= 2λ1∇1h11 +2λ1∇1h22 +2λ2∇1h11 +2λ2∇1h22−4λ2∇1h11−4λ1∇1h22

= 2λ1∇1h11 +2λ2∇1h22−2λ2∇1h11−2λ1∇1h22

= 2(λ1−λ2)(∇1h11−∇1h22).

Aquı́ tenemos dos casos. Primero, si λ1 = λ2 entonces Q = 0 por lo que Qε < 0, lo
que es imposible ya que supusimos Qε máximo en p (en t = 0 Qε = Q≥ 0). Por lo
que ∇1h11 = ∇1h22 en el punto p. Por la misma cuenta tenemos que

0 = ∇2Q = 2(λ1−λ2)(∇2h11−∇2h22)

34



y por un argumento como el anterior ∇2h11 = ∇2h22 en el punto p. Ası́

K̈(∇1h,∇1h) = 2∇1h11∇1h22−2(∇1h12)
2

= 2(∇1h11)
2−2(∇2h11)

2

= 2(∇1h11)
2− (∇2h22)

2.

en donde la igualdad de en medio es por Codazzi, a saber ∇1h12 = ∇2h11, y la
ultima igualdad es ya que ∇1h11 = ∇1h22 en el punto p. Con el mismo argumento
se sigue que

K̈(∇2h,∇2h) = 2(∇2h22)
2−2(∇1h11)

2.

Ası́ en el punto p, tenemos

2Hgi jK̈(∇ih,∇ jh) = 2H(K̈(∇1h,∇1h)+ K̈(∇2h,∇2h)) = 0

por lo tanto de la ecuación (39) tenemos que

∂tQε + ε = K̇kl
∇k∇lQ−2K̇kl

∇kH ∇lH .

Además, como ∂tQε ≥ 0 en (p, t) y

K̇kl
∇k∇lQ, −2K̇kl

∇kH ∇lH ≤ 0

obtenemos una contradicción. Por lo tanto, para todo ε > 0, p ∈ S2 y t ≥ 0,
supΣ0

Qε ≥ Qε(p, t) es decir

sup
Σ0

Q≥ Q(p, t)− εt.

Tomando finalmente el lı́mite cuando ε tiende a 0, se deduce que

sup
Σ0

Q≥ sup
Σt

Q,

es decir lo que se querı́a demostrar.
�

6.4 Convergencia a encaje suave
En esta sección se concluirá el encaje a la esfera de radio 1 para la ecuación del
flujo rescalada.

Teorema 6.3 Sea X : S2× [0,T ∗) −→ R3 una solución del flujo de curvatura de
Gauss, entonces existe q ∈ R3 tal que para cualquier dirección p ∈ S2 se cumple∣∣∣∣〈X(p, t)−q,N(p, t)〉− 1

8π

∫
X(·,t)

H dµ

∣∣∣∣≤ C
4π

A(Σt),

en donde A(Σt) es el área de la superficie Σt , N(p, t) es el vector normal unitario a
p en Σt y C = supΣ0

|λ1(p,0)−λ2(p,0)|.
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Para demostrar este consideramos H : S2 7−→ R la función soporte de M hipersu-
perficie de Rn+1, definida como

H(z′) = sup
y∈Σt

〈y,z′〉. (40)

Nótese que por la fórmula (2.14) de [2] se tiene que para cualquier z ∈ S2

h−1(ez,ez) = ∂
2
θθ H +H. (41)

en donde ez(p) = d
dt N−1γ(t)

∣∣∣
t=0

en donde γ : I ⊂R−→ S2 es una geodésica tal que

γ(0) = z = N(p, t) y N : Σt −→ S2 es la aplicación de Gauss. Además tenemos

〈y,N(y)〉= H(N(y)) (42)

es decir, el supremo en (40) se alcanza en el punto y ∈ Σt tal que N(y) = z′. Ahora
para cada z′ ∈ S2 definimos

w(z′) = H(z′)+H(−z′) (43)

la función anchura de M. Dado esto tenemos el siguiente lema:

Lema 6.1 Sea M una superficie compacta, suave y estrictamente convexa, y defin-
imos G = 1

4π

∫
M Kxdµ . Sea x ∈M, y z = N(x). Entonces

〈x−G,z〉= 1
2

w(z)+
1

4π

∫
M

K̇(ez,ez)〈N,z〉dµ

en donde ez es como antes.

Demostración: Veremos qué pasa para S2, eligiendo coordenadas angulares θ ∈
[0,π] y φ ∈ [0,2π) tales que z tiene coordenadas θ = 0. En estos términos definimos

q :=
3

4π

∫
S2

H(z′)z′dµ(z′). (44)

y calculando la siguiente integral en coordenadas θ y φ tenemos que

〈q,z〉= 3
4π

∫
S2

H(z′)〈z,z′〉dµ(z′)

=
3

4π

∫ 2π

0

∫
π

0
H(θ ,φ)cosθ sinθdθdφ

=
3

8π

∫ 2π

0

∫
π

0
H(θ ,φ)sin2θdθdφ ,
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esto último por la identidad sin2θ = 2cosθ sinθ . Ahora nótese que

∂
2
θθ sin2θ + sin2θ =−3sin2θ

y de aquı́ tenemos que

〈q,z〉=− 1
8π

∫ 2π

0

∫
π

0
H(θ ,φ)(∂ 2

θθ sin2θ + sin2θ)dθdφ :

ahora nótese que∫
π

0
H(θ ,φ)∂ 2

θθ sin2θdθ =−
∫

π

0
∂θ H(θ ,φ)∂θ sin2θdθ +H(θ ,φ)∂θ sin2θ |π0

pero ∂θ sin2θ = 2cos2θ , entonces

H(θ ,φ)∂θ sin2θ |π0 = 2s(π,φ)cos2π−2s(0,φ)cos0
= 2H(π,φ)−2H(0,φ)
= 2(H(−z)−H(z)).

Por lo tanto∫
π

0
H(θ ,φ)∂ 2

θθ sin2θdθ =−
∫

π

0
∂θ H(θ ,φ)∂θ sin2θdθ +2(H(−z)−H(z))

=
∫

π

0
∂

2
θθ H(θ ,φ)sin2θdθ +2(H(−z)−H(z))

+∂θ H(θ ,φ)sin2θ |2π
0

=
∫

π

0
∂

2
θθ H(θ ,φ)sin2θdθ +2(H(−z)−H(z)).

Esto último ya que sin0 = sin2π = 0. Asi tenemos que

〈q,z〉=− 1
8π

∫ 2π

0

∫
π

0
H(θ ,φ)(∂ 2

θθ sin2θ + sin2θ)dθdφ

=− 1
8π

∫ 2π

0

∫
π

0

(
∂

2
θθ H(θ ,φ)+H(θ ,φ)

)
sin2θdθdφ

− 2
8π

∫ 2π

0
(H(−z)−H(z))dφ

=− 1
8π

∫ 2π

0

∫
π

0

(
∂

2
θθ H(θ ,φ)+H(θ ,φ)

)
sin2θdθdφ − 4π

8π
(H(−z)−H(z))

=− 1
8π

∫ 2π

0

∫
π

0

(
∂

2
θθ H(θ ,φ)+H(θ ,φ)

)
sin2θdθdφ − 1

2
H(−z)+

1
2

H(z)

=− 1
4π

∫
S2

h−1(ez,ez)〈z,z′〉dµ(z′)+
1
2

H(z)− 1
2

H(−z).
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Esto último por (41). Ahora por la formula (42) se sigue que 〈x,z〉 = 〈x,ν(x)〉 =
H(ν(x)) = H(z) y por la ecuación (43) se sigue que

〈x−q,z〉= 1
4π

∫
S2

h−1(ez,ez)〈z,z′〉dµ(z′)+
1
2

H(z)+
1
2

H(−z)

=
1

4π

∫
M

Kh−1(ez,ez)〈z,N〉dµ +
1
2

w(z)

=
1

4π

∫
M

K̇(ez,ez)〈z,N〉dµ +
1
2

w(z).

En donde la segunda igualdad fue haciendo haciendo el cambio de variable z′ =
N(y) para y ∈ Σt y tomando en cuenta la Fórmula (10), luego, la última igualdad es
por la definición de K̇ dada en la Observación 6.1, es decir K̇i j = ∂hi jK = K(h−1)i j.
Con esto concluimos el lema. �

Ahora demostraremos el Teorema 6.3.

Demostración: Este teorema usa la siguiente identidad para la anchura

w(z, t) =
1

2π

∫
Σt

K̇(ez(p),ez(p))dµ(p), (45)

para ez como antes. Esto es verdad ya que para el Lema 6.1 tomando x ∈ Σt y
z =−N(x) entonces tenemos

0 =
1
2

w(−z)− 1
4π

∫
Σt

K̇(ez,ez)dµ

con lo que

w(−z) =
1

2π

∫
Σt

K̇(ez,ez)dµ

pero w(−z) = w(z) con lo cual tenemos (45). Por otra parte si escribimos e⊥z para
el vector ortogonal unitario en cada punto, entonces

H = K̇(ez,ez)+ K̇
(

e⊥z ,e
⊥
z

)
(46)

y por el Teorema 6.2, tenemos que

|K̇(ez,ez)− K̇
(

e⊥z ,e
⊥
z

)
| ≤C,

como K̇(e,e) yace entre λ1 y λ2 para cualquier vector unitario e. Esto da

|K̇(ez,ez)− K̇
(

e⊥z ,e
⊥
z

)
|=
∣∣∣2K̇(ez,ez)−

(
K̇
(

e⊥z ,e
⊥
z

)
+ K̇(ez,ez)

)∣∣∣
= |2K̇(ez,ez)−H |
≤C.
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Por lo tanto tenemos que∣∣∣∣ 1
2π

∫
Σt

K̇(ez,ez)dµ− 1
4π

∫
Σt

H dµ

∣∣∣∣= ∣∣∣∣ 1
4π

∫
Σt

(2K̇(ez,ez)−H )dµ

∣∣∣∣
≤ C

4π

(∫
Σt

dµ

)
≤ C

4π
A(Σt).

Combinando los últimos resultados y sumando 0 = 1
2w(z)− 1

2w(z) tenemos que

∣∣∣∣〈x−q,z〉− 1
8π

∫
Σt

H dµ

∣∣∣∣≤ 1
2

∣∣∣∣w(z)− 1
4π

∫
Σt

H dµ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣〈x−q,z〉+ 1
2

w(z)
∣∣∣∣

=
1

4π

∣∣∣∣∫
Σt

(
2K̇(ez,ez)−H

)
dµ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣〈x−q,z〉+ 1
2

w(z)
∣∣∣∣

≤ C
4π

A(Σt)+
1

4π

∫
Σt

∣∣K̇(ez,ez)〈v,z〉
∣∣ dµ

=
C
4π

A(Σt)+
1

8π

∫
Σt

∣∣2(K̇(ez,ez)−H)
∣∣dµ +

∫
Σt

|H| dµ

≤ C
4π

A(Σt)+
1
2

C
4π

A(Σt)+
∫

Σt

|H | dµ

=
3
2

C
4π

A(Σt)+
∫

Σt

|K̇(ez,ez)− K̇
(

e⊥z ,e
⊥
z

)
|dµ

≤ C
4π

A(Σt)

(
3
2
+4π

)
≤ Ĉ

4π
A(Σt)

en donde la segunda igualdad es por (45), la ultima igualdad es por (46) y en la
penúltima desigualdad usamos la cota |K̇(ez,ez)− K̇

(
e⊥z ,e

⊥
z
)
|<C y que |〈z,N〉| ≤

1. Por lo tanto ∣∣∣∣〈x−q,z〉− 1
8π

∫
Σt

H dµ

∣∣∣∣≤ Ĉ
4π

A(Σt) (47)

como se querı́a. �

Observación 6.3 Si tomamos supremo sobre las z′ = (x, t) en la desigualdad (47),
tenemos que ∣∣∣∣w(x, t)− 1

8π

∫
Σt

H dµ

∣∣∣∣≤ C
4π

A(Σt)

lo cual nos da una cota para la función anchura, es decir nos dice cómo varia la
anchura comparándola con la variación de la curvatura media total.

39



Corolario 6.1 Para (T ∗−t)≤ 1
3(8C)3 , X(·, t) está contenida entre dos esferas concéntricas

centradas en q(t) con radio r− ≤ r+ que satisfacen

r+
r−
≤ 1+8C(3(T ∗− t))

1
3 .

Demostración: Definimos

r− =
1

8π

∫
Σt

H dµ− C
4π

A(Σt)

y

r+ =
1

8π

∫
Σt

H dµ +
C
4π

A(Σt).

Como la solución es convexa y además por la Observación 6.3

w(x, t)≤ C
4π

A(Σt)+
1

8π

∫
Σt

H dµ

la hipersuperficie solución Σt está contenida en la región encerrada por la esfera de
radio r+. Nótese que se tiene también que

w(x, t)≥ C
4π

A(Σt)−
1

8π

∫
Σt

H dµ

por lo que podemos concluir que la esfera de radio r− está contenida en la región
encerrada por la hipersuperficie solución Σt . Por lo anterior el área de Σt es menor
o igual que el área de S2

r+ , es decir, tenemos que

A(Σt)≤ 4πr2
+. (48)

Ahora notemos que por definición

r−− r+ =−2A(Σt)
C
4π

y como además
2C
4π

A(Σt)≤ 2Cr2
+

se sigue que

0≤ 2Cr2
+−

2C
4π

A(Σt)

= 2Cr2
+− r++ r−.
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Ahora notemos que 2Cr2
+− r++ r− = 0 si r+ = 1±(1−8Cr−)

1
2

4C en donde está bien
definido solamente si 1−8Cr− ≥ 0 equivalentemente si

1
8C
≥ r−. (49)

Con lo que tenemos que

r+ ≤
1−
√

1−8Cr−
4C

por lo tanto

r+ ≤
2r−

1+
√

1−8Cr−
y ya que por (49) tenemos que 8Cr− ∈ [0,1] entonces

r+ ≤ r−(1+8Cr−)

por lo tanto
r+
r−
≤ 1+8Cr− ≤ 1+8C(3(T ∗− t))

1
3

ya que

r− ≤
(

3V
4π

) 1
3

= (3(T ∗− t))
1
3 (50)

por lo que se tiene el resultado. �

Observación 6.4 Tomando en cuenta que r− ≤ r+ (por definición), el corolario
anterior dice que si (T ∗− t)≤ 1

3(8C)3 tenemos que

1≤ r+
r−
≤ 1+8C(3(T ∗− t))

1
3 ,

y por lo tanto que
r+
r−
−→t−→T ∗ 1.

A consecuencia podemos tomar un rayo L que pasa por q e intersecta a Br−(q),
Σt y Br+(q) en q1, q2 y q3 respectivamente, ver figura (1); entonces como r− ≤
d(q,Σt)≤ r+ con r− ∼T ∗ r+ (por lo anterior), se tiene que

d(q,q2)∼t−→T ∗ r−, r+.

Como el rayo fue arbitrario esto sucede para cualquier punto q2 de Σt , lo que da
la idea intuitiva que Σt se redondea cuando t −→ T ∗: se dice que Σt converge a
”un punto redondo”. Daremos a continuación una descripción más precisa de este
fenómeno, usando un rescalamiento adecuado del flujo.
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Figure 1: Convergencia

Consideramos el rescalamiento para que el centro de las esferas sea q=
∫

Σt
xK(x, t)dx

y con un factor de tiempo (3(T ∗− t))
1
3 es decir

X̃(p, t) =
X(p, t)−q

(3(T ∗− t))
1
3

; (51)

la regularidad del encaje X̃ la hereda de la del encaje X . Queremos demostrar que

X̃(·, t)−→ X̃T ∗

en C ∞ a un encaje suave X̃T ∗ : S2 −→ R3 y que X̃T ∗(S2) = S2. Además definimos
el nuevo parámetro para el tiempo

τ(t) =−1
3

log
(

1− t
T ∗

)
y con esto tenemos que τ −→∞ si t −→T ∗. Además por la Sección 5.2 si suponemos
que f ∈ Ck,α(Sn) (ó analı́tica) entonces X ∈ C̃k+2,α(Sn× [t,T ∗]) (ó X(·, t) es suave
y X(·, t) es analı́tica para t > 0). Con lo anterior podemos obtener el resultado sigu-
iente que nos explica que la imagen de la solución lı́mite es la esfera unitaria. Para
la demostración de este teorema véase [2].

Teorema 6.4 Para T ∗− t ≤min{C0C−3, T ∗
2 } existen constantes positivas C1 y C2∣∣∣K(p, t)− (3(T ∗− t))−
2
3

∣∣∣≤C1C
1
2 (T ∗− t)−

1
2
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y para cualquier vector unitario e ∈ T X(·, t)∣∣∣h(e,e)− (3(T ∗− t))
1
3

∣∣∣≤C2C
1
2 (T ∗− t)−

1
6

en donde C0,C1 y C2 son constantes.

Como conclusión de este teorema y ya que

K̃(p, t) = K(p, t) (3(T ∗− t))
2
3

en donde K̃ es la curvatura de Gauss del reescalamiento, podemos decir que∣∣K̃(p, t)−1
∣∣= ∣∣∣K(p, t)(3(T ∗− t))

2
3 −1

∣∣∣≤C1C
1
2 (T ∗− t)

1
6 .

de aquı́ vemos que si t −→ T ∗ tenemos que K̃(p, ·)−→ 1 por lo tanto, en el lı́mite,
tenemos que la curvatura es constante e igual a 1. Además, como la hipersuper-
ficies solución son estrictamente convexas y compactas, el encaje converge a una
esfera de radio 1. Luego los argumentos son como en el articulo [2, p.168] esto
es: notemos que solo han sido controladas las propiedades geométricas (y no las
parametrizaciones). Por lo que solo tenemos que la función soporte asociadas a las
hipersuperficies solución rescaladas H̃τ tiende a una función soporte H∞ en C ∞. En
donde H∞ es la función soporte de una hipersuperficie compacta y estrictamente
convexa. Luego, como K̃(p, ·)−→ 1 tenemos que H∞ es la función soporte de una
esfera de radio 1 (tiende a una hipersuperficie compacta con curvatura constante 1)
y ademas que H∞ = 1. Ası́ se tienen las siguientes conclusiones:

• H̃τ −→ H∞ si τ −→ ∞ exponencialmente en C ∞. Es decir, existe δ > 0 y
constantes Ck para cada k ∈ N tal que

|∇̃(k)(H̃−H∞)|2 ≤Cke−δτ .

• La parametrización de la hipersuperficie solución X̃τ converge exponencial-
mente con exponente δ en C ∞ a una inmersión X̃ con imagen igual a la esfera
unitaria.

• Se prueba que para la primera forma fundamental asociada a las soluciones
del flujo rescalado g̃ se cumple∣∣∣∣ ∂

∂τ
log g̃(u,u)

∣∣∣∣≤Ce−δτ

para u vector en el tangente diferente de cero. Con lo que las longitudes de
los vectores bajo la métrica del rescalamiento estan controladas y con esto
también muestra que X̃ es no degenerado cuando τ −→ ∞.

Por lo que tenemos lo que querı́amos demostrar.
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A Superficies convexas
En la siguiente sección hablaremos siempre de subconjuntos de Rn. El punto de
este apéndice es dar de manera general los conceptos para la teorı́a de superficies
convexas, por lo que se dará una lista de las definiciones y conceptos importantes.
Para profundizar, ver [4], [14] y [8]. Dicho esto tenemos:

Definición A.1 Un hiperlano está dado por la ecuación

〈x,u〉= h

para alguna h constante y u ∈ Rn \{0}.

Definición A.2 Un conjunto se llama convexo si cualesquiera par de puntos en él,
pueden unirse por una linea completamente contenida en el conjunto.

Definición A.3 Un conjunto convexo cerrado y acotado se llama cuerpo convexo.

Le diremos hipersuperficie convexa al conjunto de puntos frontera (en sentido topológico)
de un cuerpo convexo.

Definición A.4 Un conjunto convexo cerrado que no es todo el espacio es llamado
un cono convexo con vértice S si contiene al menos un punto además de S, y si para
cualquier punto p del conjunto, la linea que une a S con p está dentro del cuerpo
convexo.

Además tenemos las siguientes propiedades que se darán sin demostración, estas
pueden ser consultadas en [4], [14] y [8].

Proposición A.1 Cualquier cuerpo convexo n-dimensional es homeomorfo a la n-
bola, en donde la hipersuperficie convexa dada por el cuerpo es homeomeorfa a la
n-esfera.

Proposición A.2 La intersección arbitraria de conjuntos convexos es de nuevo
un convexo. La imagen de la proyección de cualquier conjunto convexo hacia
cualquier plano de dimensión menor es un conjunto convexo.

De manera análoga hablaremos sobre planos soporte y planos cota para cuerpos
convexos; estas definiciones pueden ser dadas para un conjunto cerrado en general.

Definición A.5 Un hiperplano es llamado hiperplano cota de un cuerpo convexo
si éste está completamente contenido en el interior de uno de los semiespacios
definidos por el hiperplano.
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Definición A.6 Un hiperplano es llamado plano soporte de un cuerpo convexo si
es un hiperplano cota y su intersección con el cuerpo convexo es no vacı́a.

Observación A.1 Una propiedad importante es que un cono tiene al menos un
hiperplano soporte en el vértice.

Y por último, tenemos la siguientes proposiciones importantes:

Proposición A.3 Cualquier punto de una hipersuperficie convexa tiene intersección
no vacı́a con algún plano soporte.

de igual manera se cumple un tipo de reciproco, a saber

Proposición A.4 Si un conjunto cerrado convexo con puntos interiores tiene la
propiedad de que para cualquier punto en su frontera pasa un plano soporte, en-
tonces el conjunto es un cuerpo convexo.

para ver la prueba consultar [4] página 36.

B Representación de los puntos frontera de un cuerpo
convexo por su función soporte

Sea K ⊂Rn un cuerpo convexo y w = (w1, . . . ,wn) ∈Rn \{0} entonces hay exacta-
mente un hiperplano soporte orientado E de K en dirección de w tal que el semies-
pacio positivo de E (en donde w indica la dirección positiva) y K son disjuntos. La
ecuación de este plano esta dada por la ecuación

n

∑
k=1

xiwi = H(w)

para x ∈ K; y en este caso H es llamada función soporte de K.
Sea u0 ∈ Sn una dirección fija y H la función soporte asociada al cuerpo convexo

K, ası́ tenemos al plano soporte de K en uo dado por la ecuación

〈x,u0〉= H(u0). (52)

La intersección de K con el plano soporte (52) es un cuerpo convexo K̃ de dimensión
a lo más n− 1; el objetivo es describir la función soporte de la intersección K̃.
Nótese que cualquier x ∈ K satisface que para cualquier dirección u ∈ Sn

〈x,u〉 ≤ H(u). (53)
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Para demostrar esto consideramos v ∈ Sn como una dirección arbitraria, h > 0 y
definimos a u = u0 +hv. Por las ecuaciones (52) y (53) tenemos que

〈x,v〉 ≤ H(u0 +hv)−H(u0)

h
;

tomando el lı́mite cuando h−→ 0 tenemos que

〈x,v〉 ≤ ∂H
∂v

(u0). (54)

Esto significa que el cuerpo K esta contenido en la intersección de los subespacios
definidos por la ecuación (54) para cualquier v ∈ Sn. Por otro lado, tenemos que
cualquier punto de esta intersección cumple la desigualdad

∂H
∂v

(u0)≤ H(v). (55)

vease [4] página 23. Ası́, de las Ecuaciones (54) y (55) se sigue (53) haciendo
u = v como se querı́a demostrar. Esto nos dice que cada punto que satisface (54)
pertenece también a K.

Además, se puede ver que cualquier punto que satisface (54) pertenece también
al plano soporte (52). Por lo que concluimos que los puntos en K̃ son exactamente
los puntos que cumplen (54). Y ademas para cualquier u∈ K̃ se cumple que H(u) =
∇Hu0(u), véase [4] capı́tulo 17. En resumen tenemos el resultado siguiente:

Proposición B.1 Si H es la función soporte de un cuerpo convexo K. Entonces,
para cada dirección u0 ∈ Sn definimos como función soporte

H̃ : K̃ −→ R
u 7−→ ∇Hu0(u)

en donde K̃ es intersección de K con sus planos soporte.

Si el plano soporte correspondiente a la dirección u0 tiene solamente un punto en
común con K entonces H̃ = dH

du (u)|u0 , como función soporte de un punto, debe ser
una función lineal. Ası́ H es diferenciable en cualquier dirección en u ∈ K. Más
aun, para cualquier u ∈ K y para cualquier x ∈ K̃, es decir, en la intersección de K
con el plano soporte, se cumple que

〈x,u〉= ∇Hu0u = 〈∇H(u0),u〉.

Por lo tanto para cada u ∈ K y cada x en la intersección de K y el plano soporte es
de la forma

x = ∇H(u). (56)

Tenemos la siguiente definición
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Definición B.1 Un hiperplano soporte es llamado regular si tiene solamente un
punto en común con el cuerpo convexo. De otra forma es llamado singular.

Con esto tenemos

Teorema B.1 Sea K un cuerpo convexo con hiperplanos soportes regulares en-
tonces sus funciones soportes son continuamente diferenciables y x = ∇H(u) para
x en la frontera del cuerpo convexo.

C Funciones convexas
Ahora definiremos y daremos resultados de funciones convexas, con el fin de en-
tender más la función soporte.

Definición C.1 Sea Ω ⊂ Rn abierto convexo. Una función u : Ω ⊂ Rn −→ R es
convexa en Ω si para cualesquiera x,y ∈Ω y para cualquier t ∈ [0,1]

u(tx+(1− t)y)≤ tu(x)+(1− t)u(y). (1)

Notemos que esta definición solamente tiene sentido si Ω es convexo. Ahora dare-
mos una definición más general.

Definición C.2 Dado Ω ⊂ Rn abierto y u : Ω −→ R decimos que u es convexa si
puede ser extendida a una función convexa en todo Rn.

Observación C.1 • La función u : Rn −→R∪{−∞,∞} puede tomar valor in-
finito.

• Una función convexa es continua en su dominio de definición.

Con esto damos un concepto importante para este tipo de funciones y algunas de
sus propiedades.

Definición C.3 Dado Ω⊂Rn abierto y u : Ω−→R convexa. Se define la subdifer-
encial de u en x ∈Ω como

∂u(x) = {p ∈ Rn : u(z)≥ u(x)+ 〈p,z− x〉 ∀z ∈Ω}.

Nótese que ∂u(x) es convexo y cerrado. Geométricamente podemos interpretar a
p ∈ ∂u(x) como un punto tal que su función afı́n definida como

lx,p(z) := u(x)+ 〈p,z− x〉
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toca a u debajo de x, es decir que

lx,p ≤ u en Ω

y
lx,p(x) = u(x).

A lx,p(Ω) se le conoce como plano soporte de u en x. Luego, si denotamos |A| como
la cardinalidad del conjunto A tenemos

Definición C.4 Una función es estrictamente convexa en Ω si para cualquier x,z ∈
Ω con x 6= z y p ∈ ∂u(x) se cumple que

u(z)> u(x)+ 〈p,z− x〉.

Geométricamente esta desigualdad nos dice que |lx,p(Ω)∩u(Ω)|= 1.

Con estas definiciones podemos dar propiedades importantes de las funciones con-
vexas y sus subdiferenciales.

Proposición C.1 Sea Ω⊂ Rn abierto y u : Ω−→ R convexa. Si u es diferenciable
en x ∈Ω entonces ∂u(x) = {∇u(x)}, en particular para cualquier z ∈Ω se cumple
que

u(z)≥ u(x)+ 〈∇u(x),z− x〉.

Tenemos también el recı́proco del resultado anterior:

Proposición C.2 Sea Ω ⊂ Rn abierto y u : Ω −→ R convexa. Si se cumple que
|∂u(x)|= 1 entonces u es diferenciable en x.

Para los detalles véase [8]. Luego, una propiedad importante es

Proposición C.3 Sea Ω⊂Rn abierto y u : Ω−→R convexa. Si K⊂Ω es compacto
entonces ∂u(K) es compacto.

Y con esto tenemos una proposición importante

Proposición C.4 Sea Ω⊂ Rn abierto y u : Ω−→ R convexa. Entonces u es local-
mente Lipchitz en Ω y

||∇u||L∞(K) ≤
2||∇u||L∞(Ω′)

dist(K,∂Ω′)

para cualquier K ⊂⊂Ω′ ⊂Ω.
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Demostración: Primero demostraremos que es localmente Lipchitz. Sea Br(x)⊂
Ω y consideramos el conjunto ∂u

(
B 1

2
(x)
)

. Luego por Lema C.3 sabemos que

∂u
(

B 1
2
(x)
)

es acotado; por lo tanto existe R > 0 tal que

∂u
(

B 1
2
(x)
)
⊂ BR(0).

Ahora sean y,z ∈ B 1
2
(x) y consideramos p ∈ ∂u(y)⊂ BR(0). Entonces

u(z)≥ u(y)+ 〈p,z− y〉
≥ u(y)−R|z− y|

esto es
u(y)−u(z)≤ R|z− y|.

Con el mismo argumento considerando q ∈ ∂u(x)⊂ BR(0) tenemos que

u(z)−u(y)≤ R|z− y|

por lo tanto
|u(z)−u(y)| ≤ R|z− y|

por lo que u es Lipchitz con constante de Lipchitz R en B r
2
(x). Es deciru es lo-

calmente Lipchitz y esto implica que u es diferenciable en Ω casi donde sea (aquı́
formalmente se dice que ||∇u||L∞(Ω) < ∞ en sentido débil o u ∈W 1,∞

loc (Ω)). Ahora
consideramos K ⊂⊂ Ω′ ⊂ Ω, consideramos δ = 1

2dist(K,∂Ω) > 0, fijando x ∈ K
tomamos z = x+δv para alguna |v|= 1. Definimos

Kδ := {z ∈Ω : dist(z,K)≤ δ} ⊂⊂Ω

nótese que como u es continua en Ω entonces es acotada en Kδ . Por lo tanto, como
x,z ∈ Kδ , entonces para cualquier p ∈ ∂u(x)

δ 〈p,v〉 ≤ u(z)−u(x)
≤ 2||u||L∞(Kδ )

por lo tanto

|p|= sup
|v|=1
〈p,v〉 ≤

2||u||L∞(Kδ )

δ
≤

2||u||L∞(Kδ )

dist(K,∂Ω)

para cualquier p ∈ ∂u(x) y x ∈ K. Nótese que probamos que ∂u(K) es acotado,
para ver que es cerrado se hace un argumento estándar de sucesiones y usando las
desigualdades anteriores con lo que tendrı́amos la proposición C.3. Ahora, como
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habı́amos probado que u es diferenciable en Ω casi donde sea, por la proposición
C.1 sabemos que p=∇u en los puntos donde u es diferenciable. Ası́, en esos puntos
se cumple que

|∇u| ≤
2||u||L∞(K)

dist(K,∂Ω)

para casi todo x ∈ K lo que prueba lo que se querı́a.
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D Transformada de Legendre
Consideramos Ω hipersuperficie de Rn

G = {(x, f (x)) ∈ Rn×R : x ∈Ω}

que es la gráfica de una función f ∈C s(Ω) con s≥ 2, tal que D f 6= 0. Sabemos que

T(x, f (x))G = {(v,w) ∈ Rn×R : w− f (x) = D f (x) · (v− x)}

equivalentemente los puntos (v,w) ∈ T(x, f (x))G cumplen que

w−D f (x) · v = f (x)−D f (x) · x. (2)

Ahora definimos la función

ξ := D f (x) = φ(x),

claramente φ ∈ C s−1(Ω ; (Rn)∗). De aquı́ en adelante se supondrá que la función

φ : Ω−→Ω
∗ := φ(Ω)

es globalmente invertible, por lo que es es un C s−1 difeomorfismo y denotaremos
φ−1 = ψ . Con esto definimos una función dual f ∗ : Ω∗ −→ R como

f ∗(ξ ) := ξ · x− f (x) (3)

en donde x = ψ(ξ ). A la formula (3) se llama transformada de Legendre de f . Ası́
los puntos (v,w) ∈ T(x, f (x))G cumplen que

w−ξ · v = f (x)−ξ · x
=− f ∗(ξ ). (4)

Definiendo

n :=

(
ξ√

1+ |ξ |2
,
−1√

1+ |ξ |2

)
y

d(n) =
f ∗(ξ )√
1+ |ξ |2

tenemos que d(n) = n · (v,w) en donde d(n) es la distancia orientada del origen
a T(x, f (x))G . Ahora, para identificar Ω con Ω∗, definimos d : Rn+1 −→ R tal que

d(0) = 0 y d(y) = |y|d
(

y
|y|

)
para y 6= 0 ası́, d es positiva homogénea y claramente
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es extensión de la función anterior. Con esto podemos escribir para (ξ ,−1) ∈ Sn,
es decir, para (ξ ,−1) tales que

√
1+ |ξ |2 = 1

f ∗(ξ ) = d((ξ ,−1)). (5)

Ahora, si f es convexa o cóncava entonces la función d es la función soporte H
de la hipersuperficie G , véase [9], y por (5) podemos escribir f ∗(ξ )=H((ξ ,−1))=
u(ξ ) en donde esta notación es la definida al final de la Sección 4.2 . Por lo que
podemos interpretar a la transformada de Legendre de la función f como la función
soporte de la hipersuperficie G ⊂ Rn+1 dada por la ecuación z = f (x).
Por otro lado, dada f ∗ tenemos

f ∗(ξ ) = ξ · x− f (x)

= ξixi− f (ψ(ξ ))

por lo que

d f ∗(ξ ) = dξiψ
i(ξ )+ξidψ

i(ξ )−∂xi f (ψ(ξ ))dψ
i(ξ ) (6)

como ξ = D f (x) entonces ∂xiξ = ∂xi f (x) = ∂xi f (ψ(x)) por lo que

ξidψ
i(ξ )−∂xi f (ψ(ξ ))dψ

i(ξ ) = ∂xi f (x)dψ
i(ξ )−∂xi f (ψ(ξ ))dψ

i(ξ ) = 0

por lo tanto, de la ecuación (6)

d f ∗(ξ ) = ∂ξi f ∗(ξ )dξ
i = ψi(ξ )dξ

i

y como φ es difeomorfismo podemos concluir que

∂ξi f ∗(ξ ) = ψi(ξ ). (7)

ahora, como x = ψ(ξ ) por la fórmula (3) y (7)

x = D f ∗(ξ )
z = f (x) = ξ · x− f ∗(ξ ). (8)

Observación D.1 El cálculo anterior nos dice que x y f pueden ser obtenidas de
ξ y f ∗ de la misma manera que ξ y f ∗ fue obtenida de x y f , en otras palabras la
transformación (x, f ) 7→ (ξ , f ∗) es una involución.

Con respecto a la hipersuperficie G ⊂ Rn+1 una interpretación geométrica de
(8) dice que G puede ser visto como la envolvente de sus planos tangentes TqG para
q ∈ G descritos por (4). Para más detalles véase la interpretación geométrica de la
transformada de Legendre para hipersuperficies de Rn+1; [9, Pag.11].
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