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Flujo de Curvatura de Gauss

1 Introduccion

Este trabajo de tesis trata de describir el comportamiento de las deformaciones de un
tipo de variedades bajo una ecuacion diferencial parcial. En este contexto hablare-
mos de la deformacién de una hipersuperficie de R" estrictamente convexa cuya
deformacioén es en direccion de la normal interior y proporcional a la curvatura de
Gauss-Kronecker en cada punto. Se demostrara la existencia, unicidad y regularidad
de las soluciones asi como el comportamiento asintético el cual dice que la hiper-
superficie se deformard en un punto. Consideremos f: M — M una inmersién
diferenciable de una M variedad de dimensién n a una variedad Riemanniana M de
dimensén k = n+m. De manera natural la métrica Riemanniana de M induce una
métrica Riemanniana en M, a saber, para todo vy, v, € T,M definimos

(vi,v2) = (dfp(v1),dfp(v1))

y con esto, f se convierte una inmersion isométrica. En este caso al nimero m
se le llama la codimensién de M en M. De aqui en adelante se considerard M =
S" y M = R"! es decir consideramos el caso en donde la codimensién es 1y
tenemos que f: S" — R™*1; asi £(S") € R™"! define una hipersuperficie. Sean
peM,n e (T,M)* y Sy: T,M — T,M el operador auto adjunto asociado a la
segunda forma fundamental (llamado operador de forma), como Sy, : T,M — T,M
es simétrico, existe una base ortogonal de vectores propios {ej,...,e,} de T,M con
valores propios reales A, ..., 4,, es decir,

Sp(ei;) =Aie; conie{l,...,n}.

En general si M y M son ambas orientables y orientadas, entonces el vector 1 €
(T,M)* esté Gnicamente determinado eligiendo {ey,...,e,} base de orientacién de
My {ei,...,e,,n} base de orientacién de M. Con todo lo anterior decimos que
cada e; es una direccion principal y que cada A; es una curvatura principal de f. Asi
también, se le llama curvatura de Gauss-Kronecker de f a

K =det(Sy) =A1--- A,
y se le llama curvatura media de f a
1 1

El objetivo principal de este trabajo es desarrollar los articulos:



e “Gauss Curvature Flow: The Fate Of The Rolling Stones” de Ben Andrews

e “Deforming a Hypersurface by its Gauss-Kronecker Curvature” de Kaising
Tso

con citas [3] y [15] respectivamente. Dado esto podemos enunciar el teorema prin-
cipal:

Teorema 1.1 Sea Xj := X (-,0) : S* — R"*! una hipersuperficie suave, cerrada y
estrictamente convexa. Entonces el problema de evolucion

0X
ot
X(x,0) = Xo(x)

tiene una unica solucion suave

(x,1) = =K (x,1)N (x,1) (1)

X: S"x[0,T*) — R

tal que, para todo t € [0,T*), X(-,t): S" — R**! es una hipersuperficie convexa
y en donde K (x,t) es la curvatura de Gauss-Kronecker y N(x,t) es el vector normal
unitario de la hipersuperficie X (-,t) en x. Ademds T* = Gln endondeV es el volumen
encerrado por la hipersuperficie Xy y 0, es el area de S". Mds aiin, X (-,t') estd
estrictamente encerrada por X (-,t) para t' > t, mas precisamente, si X (-,t) es el
cuerpo convexo acotado por X (-,t) para cualquiet t, entonces X (-,t) C X(-,t),
véase Apéndice A. Ademds, cuando t tiende a T*, la hipersuperficie tiende a un

punto g € R Ademds en el caso de R?, rescalando alrededor de g, tenemos

X('vt) —q

Hen) = 3(T* —1)3

— 2(-,T%)

en €, cuando t — T* y en donde %(-,T*) : S> — R3 es un encage suave de
imagen la esfera S?, es decir £(S*,T*) = S?.

La prueba estd basada en la observacion de que el sistema de ecuaciones diferen-
ciales parciales (1) puede ser reducida a una sola ecuacion diferencial parcial de
condiciones iniciales para la funcién soporte de las hipersuperficies X (-, 7).

Este trabajo tiene las siguientes etapas:
En el capitulo 1 se desarrollan propiedades de la funcion soporte de una hipersu-
perficie de R"*!, con ayuda de esto, obtenemos una ecuacién diferencial parcial
parabdlica completamente no lineal de tipo Monge-Ampere equivalente al sistema
de ecuaciones (1).
En el segundo capitulo se desarrolla la existencia, el comportamiento y la regularidad
de soluciones del flujo de curvatura de Gauss. En el capitulo 3 se estudia el tiempo



de vida y la regularidad para las soluciones del flujo.

Del capitulo 4 en adelante se desarrolla el comportamiento de las soluciones del
flujo en el caso de R3: se dan las ecuaciones de evolucién, estimaciones para las
soluciones, el re-escalamiento del problema y se demuestra la convergencia al en-
caje suave de las soluciones a S?.

2 Desarrollo del problema

2.1 Funcion soporte

De aqui en adelante para cualquier ¢ € [0,T*), X(-,¢) : S" — R"*! es una hiper-
superficie suave de R"*!. Definimos ¥, := X(S",¢) para cualquier ¢ € [0,T*) dado.
Se dice que una funcién f: R" — R es homogenea de grado k si para cualquier
keZyAcR, f(Ax) = Ak f(x) parax € R""1; si A € R* se dice que f es positiva
homogénea. Consideramos la funcién

H: S"—R

x —> sup (x, p)
PEL;

en donde (-,-): R**!1 x R"*!1 — R es el producto punto usual. Consideramos

AH: RN\ {0} —R

||2x]]

que podemos extender en O por H(0) = 0. Claramente H|s» = H, por lo que es ex-
tensién de H en R"! denotandola de la misma manera con H. Si X, € €2 entonces
H € €?>(R"1\ {0}). Notemos que para cualquier A > 0 tenemos que

H(Ax) = AH(x)
por la homogeneidad del producto punto. Ademas para A >0y p > 0y por lineal-
idad del producto punto y propiedades del supremo tenemos que
H(Ax+py) < AH(x) + pH(y)

asi H es una funcién positiva homogénea de grado 1. Por los apéndices A y B
podemos concluir que cuando X; es estrictamente convexa, para cualquier punto
x € S" existe un tnico punto p(x) € X, tal que

sup (x, p) = (x, p(x));
PEL

ademds, tal punto es de la forma

p(x) = (0x,H(x),0x,H (x),0,H(x),..., 0, H(x)).

< O



Observacion 2.1 Notemos que los eigenvalores del Hessiano de H, es decir,

()
8)6,'8)6]' i,je{l,..n+1} 7

consisten de 0y los radios principales de curvatura los cuales son los radios de
curvatura asociados a las curvas integrales soluciones de las direcciones princi-
pales.

Para ver esto describimos el radio principal de curvatura de la hipersuperfi-
cie X; por medio de su funcion soporte. Consideramos p € X,y & € (TpZt)L; de
acuerdo con la formula de Rodriguez (véase [13]), y tomando algiin I]_e para R >0
como radio de curvatura principal tenemos que

dp—RdE =0,

tomando en cuenta que todo p € ¥, es de la forma p = DH (&) (véase apéndice B)
se sigue que para cualquieri € {1,...,n+1}

2
de esta manera tenemos que el radio principal de curvatura cumple la ecuacion
2 .
como H es homogénea y
det (92, H) =0

entonces una raiz de (2) es R = 0. Suponiendo soluciones no triviales, tenemos que
los otros valores de R son raices de polinomios de la forma

R'+A R '4+...44,=0

en donde A; es el i-ésimo menor del Hessiano de H. Con lo que se tiene la obser-
vacion anterior. Para mas detalles véase [13] y [4].

2.2 Equivalencia de problemas

Una hipersuperficie de R"*! est4 completamente determinada por su funcién so-
porte. Mas precisamente: consideramos H: S” — R la funcién soporte de la
hipersuperficie convexa ¥, C R*! y N: ¥, — S" la transformacién de Gauss;
asf, fijando z € S" tal que z es normal a ¥, en N~ !(z) = x entonces H(z) representa



la distancia con signo del origen al hiperplano soporte que pasa por x € ¥, con nor-
mal z € S". Con esto, buscamos describir el punto x € ¥, en términos de la funcion
soporte H. El hiperplano soporte que pasa por x con normal z, tiene como ecuacion

M, ={peR"!: (pz) =H(z)}.

Observemos que ¥; parametrizada por X (-,¢): " — R"*! es la superficie envol-
vente por la familia de hiperplanos { 7%, } ,csn, asi tenemos las dos relaciones

(x,z) =H(z)
(x,v) =dH,(v) VYveTS"

en donde la segunda igualdad se sigue por el Apéndice B, ademds notemos que
x = proy;(x) + proy_i (x) las proyecciones ortogonales sobre la recta generada por
z 'y sobre él hiperplano z - respectivamente. Entonces

proy,(x) = (x,z)z=H(2)z;

por otra parte

por lo tanto proy,.(x) = VH(z) en donde VH € TS" es el gradiente de H como
funcién definida sobre S". De esta manera

x=H(z)z+ VH(2),
a consecuencia obtenemos la reparametrizacion de X,

xa: S"'—%, 3)
72— H(2)z+ VH(z).

En particular la regularidad de X; se hereda de la regularidad de H. Y ademds esta
es la inversa de la tranformacién de Gauss. Por lo tanto la curvatura viene dada por

K(2) = det (dNy)
=det (dNNfl (z))
1

= det(d(xn)y)’ @

pero para cualquier v € T.S"



d(2r)-(v) = dH (V)2 + H(2)v +d(VH) ().

Notese que la parte tangente a S” del dltimo término de la expresion anterior es el
(1,1)-tensor Hessiano asociado a H, es decir que para toda w,v € T.S"

(d(VH),(v),w) = Hess H;(v,w).
Luego

(d(xn).(v),w) = (dH;(v)z,w) + (H(z)z,w) + Hess H,(v,w)
= H(z)(z,w) + Hess H;(v,w) ®)

en donde (dH,(v)z,w) =0yaquez € S"yw € T.S". Por lo tanto, sustituyendo (5)
en (4) y tomando una marco ortonormal para S" tenemos

1
det(Hyg +HOyp) = —— 6
( OCB (Xﬁ) K(Z) ( )
en donde Hyg con o, 8 € {1,...,n} es el Hessiano de H . Como H es homogénea
de grado 1, estd unicamente determinada por su restriccion al hiperplano x,;; =1
0 x,4+1 = —1, en este caso consideraremos x,; = —1. Asi definimos

u(x) =H(xy,x2,...,x,,—1)

—L 1 (x,—1), es decir para y
(1+[x[2)2

dada por la proyeccion estereografica, la ecuacion (6) se ve de la forma

-1
n 8214
K(y) = (1+x2)+) (det( ) ) )
dxoXg a,Bell,...n}

para mas detalles de esta cuenta véase el articulo [6, pag.498]. Con esto tenemos que
la regularidad y convexidad de la funcion u es la misma que la de la hipersuperficie
Y.

para x € R”. De esta manera, para cualquier y =

2.3 Descripcion de la ecuacion principal por medio de la funcion
soporte

Ahora consideraremos una funcién H € ¢?(R"*!\ {0}) homogénea de grado 1
cuyas restricciones a los hiperplanos x,; = 1 0 x,,..1 = —1 sean estrictamente con-
vexas. Por la seccion pasada tenemos que tal funcion determina una hipersuperficie
estrictamente convexa cuya funcion soporte es H. Tenemos el siguiente hecho: Dos
funciones soporte difieren por una transformacion lineal si y solo si sus superficies

10



asociadas son idénticas salvo traslaciones. Finalmente si consideramos los puntos
en la hipersuperficie ¥; en donde sus normales exteriores quedan en el hemisferio
sur 1.e., xX,+1 < 0, tenemos por el apéndice D férmula (8)

p'=du(x)paraic {1,...,n}

pn-l-l =u* (x) = ixl-axiu(X) - ”(x)v ®
i=1

en donde a u* se le llama transformada de Legendre de u y el vector normal a p esta
dado por

1

(4 )72 (e, X, — 1) ©)
para mds detalles véase apéndice D.
Ahora se deduce el problema equivalente a (1) para la funcién soporte dada por la
hipersuperficie X;. Supongamos que X, es una hipersuperficie estrictamente convexa
para algunat € R™ y X(s,-) € (R™) para cualquier s € S" (lo cual siempre pasa
y se demostrard mds adelante). Ahora reparametrizamos X; por la aplicacion de
Gauss N: consideramos
M: S'—Y%,
27— (N7'(2),0).
Consideramos s € ¥; y sea x; = N(s) el vector normal a ¥, en el punto s = X (x,7),
el cual existe y estd bien definido ya que la hipersuperficie es solucién del flujo por
lo que es estrictamente convexa y compacta, lo que implica que la transformacion
de Gauss es difeomorfismo, véase [1] Capitulo 7. Entonces notemos que, para cada
t en donde la solucidn esté definida,
atM(.Xt) = atN_] (x;)
= ats
= 0, X (x;,1)
= —K(s)N(s)
= —K(N"1(x))x.
Asi, tomando producto punto con x; € S”, tenemos que
<81M(x,),xl> = <—K(N_l (xl))x,,xt> = —K(N_l (xl)). (10)

Por otra parte notemos que como x; € S" por la parametrizacién (3) y ya que
VH;(x;) € T,,S" se sigue que
(O:M (x¢), %) = (O (H (x¢)x; + VH (x1)), x¢)
= (OH (x¢)xe,x:) + (VHi (1), %)
= a,H(x,)

11



entonces por la ecuacion (6) tenemos
—H; (x, t) det(Ha[; +H606[3) =1

(11D
H(x,0) =h(x), paraxe§"

en donde 4 es la funcion soporte para Xy. Asi la funcidn soporte para una solucién
suave de la ecuacion principal satisface (11). Por otro lado, tomando {M(-,) };cr+
una familia de hipersuperficies de soluciones para (11), la cual podemos suponer por
la primera parte de esta seccidn, entonces existe una parametrizacion x = @ (s,t) €
S" en donde s € S" tal que X(s,t) = M(@(s,),t) satisface (1). Para mds detalle
véase el articulo [6, pag.499]. Por lo que las ecuaciones (11) y (1) son equivalentes.

3 Ecuaciones a estudiar
Mas generalmente se estudiara una ecuacion del tipo

—H,det(Hypg +HOgg) = f(x), f>0

H(x,0) =h(x), xeS",

en donde 4 es la funcion soporte de una hipersuperficie estrictamente convexa y en
donde Hyg con @, € {1,...,n} es el Hessiano de H con respecto a un campo de

marcos ortonormales de S*. De aqui si extendemos H y f a R"*1\ 0 como funcién
homogénea de grado 1 y 0, respectivamente, y ponemos u(x,t) := H(x,—1,t),x €
R, entonces por lo anterior y la férmula (7) tenemos la ecuacion:

(12)

1

—uy det P _ (1+[x)~ 20D £(x, —1)
! dxq0xp ’ ’
u(x,0) = h(x,—1)

(13)

para cualquier x € R". De la Seccién 2.3 se obtiene que cualquier solucién suave
es necesariamente la funcién soporte de una hipersuperficie estrictamente convexa.
Ademads, la linearizacion de (13) en u es una ecuacidn parabdlica. A la ecuacidn (13)
se le llama una ecuacion parabodlica de Monge-Ampere. El resultado principal para
la ecuacioén con condiciones iniciales (11) esta contenido en el teorema principal y
la prueba estéd basada en estimaciones a priori de soluciones de (13).

4 Existenciay unicidad del flujo de curvatura de Gauss

4.1 Preliminares: espacios de Holder

Para lo que resta del trabajo se usaran propiedades de los espacios de Holder. Se
definen los espacios de Banach CX*(S"), conk € Ny o € [0,1), y para Q = S" x I

12



con I = [a,b], se define CX*(Q) como un espacio de funciones k-diferenciables (en
X)y [%} -diferenciables (en ¢) en donde

[D?u(x) — DTu(y)|

|[u] | ckargmy s = sup |DYu(x)|+ sup < o
T 7=k Jx—y|*
xes" x,yeS"
y
DYd%u(x,t) — DY u(y,l
Wlloaigy: = sup ID%uCen)|+ sup o) DIl
|Y|+2s<k mras=k  (x—y[r+[t=1])2
(X’I)EQ (X,l‘),(y,l)EQ

son normas para CK*(S") y C*%(Q) respectivamente y en donde ¥ es un multi-
indice. Cuando o = 0 definimos
lullerogy = sup [D¥0 u(x,1)].

|7[+2s<k

(x1)eQ
Observacion 4.1 De aqui en adelante se supondrd que tanto [y h en (13) pertenecen
a C>%(S") para algiin o € (0,1). f es positiva y h es la funcion soporte de una
hipersuperficie estrictamente convexa Xo : S" — R, Estas son extendidas como
funciones homogéneas de grado 0y 1 sobre R"1\ {0} respectivamente.

Teorema 4.1 Bajo estas suposiciones tenemos que una C*°-solucion de (12) en
0 =S"x[0,T], es estrictamente decreciente ent y que sus restricciones a las hiper-
superficies x' =1 0x' = —1 coni € {1,...,n+ 1} son estrictamente convexas.

Demostracién: Para cualquier solucién H € C>°(Q) de (12) se tiene que
—H(x,1) = f(x)(K(x,1)) "

en donde K(x,7) > 0 por la convexidad uniforme y como f(x) > 0 tenemos que
—H,; >0, es decir H; < 0 con lo que concluimos que las soluciones son estrictamente
decrecientes. Ademds como H estd Unicamente determinada por sus restricciones
a los hiperplanos x' =1 0 x' = —1 con i € {1,...,n+ 1}, tomando la restriccién
u(x,t) = H(x,—1,t) entonces para cualquier x € R" tenemos

—uy det _Ju = (1+ x[3) 20D £ (x, —1)
! dxq0xp ’

tenemos entonces por el mismo argumento que —u; > 0y que

9%u
det( =——=—) >0
dxqdxg
esto dice que las soluciones son decrecientes y estrictamente convexas para cada
restriccion. |

13



4.2 Linearizacion de la ecuacion de Monge-Ampere

Suponiendo que H € C*° y diferenciando la ecuacién (13) con respecto a t € R
tenemos que
Lu; =0, (14)

1 0 92
— off
L= (ut> (8t> T (8xa8xﬁ) ’ (15

en donde u®P es la (o3 )-ésima entrada de la inversa del Hessiano de u. La férmula
anterior se deduce tomando logaritmo de la ecuacién (13) y derivando, con esto
tenemos que

en donde

log (—u, det&faxﬁu> =log ((1 + |x|2)—%(n+l)f(x, —1))

entonces
log (—u,) +logdetHessu = —%(n + 1)log (14 |x|) +1log f(x,—1).
Diferenciando respecto a t, tenemos
ul[&tut + 0; (logdetHessu) = 0. (16)

Recordando la férmula de la diferencial de logdet en una matriz H invertible, véase

[51,

dylogdetH = Tr(H '9,H) 17)
obtenemos :
u—&,u, +Tr ((Hessu)_IQ,(Hessu)) =0,
1
lo que da
1
Oty u®f 0,95 5u =0,
es decir
1 af ()2
—81‘141“"1/! (aaﬁut) =0. (18)
Uy

Ademads por una cuenta idéntica a la de arriba tenemos que para & € R"

—(n+1
Luéz(log(1+|x|2) 2 )f(x7—1)) : (19)
3

Tenemos el siguiente corolario:

14



Corolario 4.1 u; y ug satisfacen las ecuaciones parabdlicas (14) y ( 19).

Ademds, diferenciando una vez més la ecuacién (19) en direccién de & € R" y
definiendo

tenemos que
1 I, B 2 B 33 _
% (u_,) Ogir + - -Oggth + Ogu Dopug +u™ g g pu = (10gF )z

entonces

! !
% (_> g, + Otz +0uP gpue +u dgguce = (10ogF)eg

Uz M_
y por la Definicién 15
1
Luéé = —8tu55 +u°‘ﬁ8§ﬁu55
Uz
asi tenemos que

2
L”éé — (ﬁ) +8§u°‘ﬁaéﬁu§ = (lOgF)éé . (20)

Uz

Obtenemos facilmente de (17) que si A es invertible y simétrica,

(logdet) (A) = a*P

8aaﬁ
en donde a®P es el coeficiente de indices a, B de A~!, y por lo tanto

l/laB

_ 2
= Jaap (logdet) (D"u).

Derivando esta tltima expresion con respecto a &, obtenemos
2

0euP oL pus = (logdet) (D*u)dz tgrpr g g < O.

T aaa/ﬁ@aa[;

Esta cantidad es efectivamente negativa por la concavidad de la funcién log det sobre
las matrices definidas positivas. Se sigue de la ecuacién (20) que

Lugg > (logF)ee ; 2D

con esto podemos observar que ugg es un tipo de subsolucion para el mismo oper-
ador parabolico L.
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4.3 Existencia y unicidad de soluciones
4.3.1 Existencia de soluciones

Tenemos la existencia de soluciones para tiempos cortos por el articulo [7]: en este
se demuestra la existencia a tiempo corto del flujo de la n-ésima raiz de la curvatura
de Gauss, que es un caso mas general de este flujo. Usaremos este resultado de la
forma siguiente:

Teorema 4.2 Sea h: S" — R la funcion soporte de una hipersuperficie estric-
tamente convexa tal que h € C>%, entonces el problema (12) tiene una solucion
H:S"x[0,e) — R. Ademds el tiempo de existencia € solamente depende de una
cota C>% de h.

La prueba de este teorema se basa en el teorema de la funcion inversa y la teoria de
las ecuaciones parabdlicas lineales en los espacios de Holder.

4.3.2 Unicidad del flujo

Para esta parte y en adelante usaremos el principio del méximo y el principio de
comparacion para operadores no lineales parabdlicos. Para esto tomamos Q = D x
(0,7) Cc R con T > 0, definimos

BQ =D x {0}
SQ = 9D x (0,T)
CQ =9D x {0}

que se llaman el fondo, el lado y la esquina del dominio Q respectivamente ademas
a ZQ =BQUSQUCQ se le llama la frontera parabdlica de Q.
Ahora consideremos un operador no lineal

P: QxRxR"xSym"(R)xR — R
(X7Z7p7r7 T) H P(X’Z7p7r7 T)'

Se dice que P es parabdlico en el punto (X,z, p,r, T) si la matriz P, /P; en este punto

es definida positiva. Aqui P, denota la matriz <§TP) y P; la funcion %. Siues

/i
una funcién suficientemente diferenciable definimos la aplicacién
x — Pu(x) := P(x,u(x), Du(x), D*u(x), —u,(x)).

Decimos que P es parabdlico con respecto a u si P es parabdlico en todo punto de
la forma (x, u(x), Du(x), D*u(x), —u;(x)). Tenemos los siguientes resultados:
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Teorema 3.2 Supongamos que existe k > 0 tal que para todo (X,p,r,T) € Q x
R" x Sym"(R) x Ry cualquier z; > z

P<X,Zl,p,r,f—kZ1) < P(X7Z27p7rar_kZ2)

en donde P es parabélico en (X, z;, p, 7, T—kz;) parai=102.Siu,v € C>(Q\2Q)N
C(€) con P parabdlico con respecto a u 0 v, y si Pu > Pven Q\ZQ conu <ven
ZQ entonces

u<venQ.

Corolario 4.2 Supongamos u,v € €21(Q\ 2Q)NE(Q). Si P es parabélica con
respecto auovy Pu> Pven Q\ PQ conu<ven P, entonces u < v en L.

Para detalles consultar [12] capitulo 14 seccion 1.
Usando el principio del maximo y el principio de comparacién enunciados ar-
riba, podemos demostrar las siguientes propiedades:

Proposicién 4.1 Sea Hy y H, dos soluciones C*° positivas de (12) en Q = S" x
[0,T]. Supongamos que Hj(x,0) < H(x,0). Entonces, para t > 0, Hy(x,t) <
H>(x,t), de hecho Hy(x,t) < H(x,t) a menos que Hy = H; en Q.

Demostracion: Sea € > 0. Consideramos Hg(x,?) = (1 4 €)H,(x,0t) en donde

0= (HQW Entonces H = H; es solucion del problema (12) con condicion inicial

h = (1+€)hy en donde h > h; ya que, como € > 0 tenemos:
h=H(x,0) = (1+¢&)H(x,0) > H|(x,0) = hy.
Consideremos el conjunto
E={(x,t): H(x,t) = H (x,1)}

y suponemos E # (), entonces existe 1; = min{z: (x,7) € E} y sin perdida de gener-
alidad, suponemos que H y Hj son iguales en ((0,—1),7;) € S" x [0,T]. Consider-
amos la restriccion al hiperplano x,, 1} = —1, recordando que H (x, —1,¢): = u(x,1),
se tiene entonces que

M(O,l‘l) = Ui (0,t1)

y por hipdtesis
u(x,t) >uy(x,t) con (x,¢) € dBy x (0,¢;) UBy x {0}.
Y con esto, como las soluciones son decrecientes, tenemos que

Puj(x,t) > Pu(x,t) con (x,t) € By x (0,t;)
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con P el operador parabdlico no lineal dado por (13) y por Teorema 4.3.2 tenemos
que
u>u, enB;x|[0,t)

pero u(0,7;) = u;(0,7;) y por lo tanto
u(x,t) = ui(x,t) enBy x[0,1)

lo cual es una contradiccion ya que t < t; y ¢; era el tiempo minimo en cumplir esta
propiedad. Por lo tanto E = 0. Y asi H(x,t) > H;(x,t) para cualquier (x,7) € Q. Y
como

lim He (x,1) = Hy(x,t)
e—=0

se tiene que H(x,t) > H(x,t) para cualquier (x,7) € Q. Por tdltimo, suponiendo
que Hy = Hy en ((0,—1),#;) € S" x [0,T), por un argumento andlogo al anterior se
sigue que H; = H> en Q. [

Por la Seccion 4.3.1 existen soluciones a la ecuacién (12) y por lo tanto a la ecuacion
(D).

Observacion 4.2 Ndétese que la proposicion anterior nos dice que las soluciones
de (1) son tinicas y decrecientes con el tiempo.

Corolario 4.1 Existe una tinica solucion C*° de (1) en Q =S" x [0,T*) con T* >0
maximal.

Demostracion: Porla Seccidn 4.3.1 sabemos que la ecuacion (1) tiene una solucién
para un tiempo corto, es decir, existe € > 0 tal que la solucién existe en [0, €).
Tomamos 7" tiempo maximal en el cual la solucién estd definida. Supongamos
que estd definida en [0,7*]; por la existencia de soluciones para tiempo corto las
soluciones existen en [0,7* + €’) lo cual es una contradiccion ya que T* era el
tiempo maximal de existencia. Por lo tanto existe una solucién C>° de (1) en
Q=8"x[0,T*) con T* > 0 maximal. Ademis si las soluciones son C> entonces
son unicas y decrecientes con el tiempo por la Observacion 4.2. |

4.4 Estimaciones

En esta seccion se dardn estimaciones sobre las soluciones del problema (12), se
supondrd a priori cierta regularidad para describir el comportamiento de las solu-
ciones. Estas estimaciones jugardn un papel fundamental para estudiar las solu-
ciones sobre un tiempo largo.

Proposicion 4.2 Sea Ko la curvatura de Gauss-Kronecker de Xy : S* —s R" 1y
sea 0 = minKy > 0. Entonces, para una solucion C*0 H,de 12 en Q, se tiene que

—H,>6 en S"x[0,T].

18



Demostraciéon: Sea &’ € (0,8). Suponemos que —H;(y,t) — 6’ = 0 para algin
(y,t) € Q. Sea t; el primer tiempo que tiene tal propiedad. Podemos suponer que
(y,t1) es el punto ((0,...,0,—1),#;). Y como en la demostracién anterior, consid-
eramos la restriccion u de H al hiperplano x,,11 = —1, asi u estd inicamente de-
terminada, y la convexidad uniforme de las soluciones en la restriccién asegura la
parabolicidad de la ecuacion. Entonces la funcion

w= (14 x?)2 (u; + &)
satisface w <0en dB; x [0,7;) U By x {0} y
Lw = &'u®P Saﬁ(l il |X|2) —3an[3 >0
(14 )3

en By x [0,71) ya que |x| < 1. Expliquemos como obtener la expresion de Lw :
tenemos por definicion

xaxﬁ

Lw= la,w—f— u®B (92 w)
Uy

= ) b+ B (32 )

ut xaxﬁ
con
02 =0y (1 1) A8+ (14 o)
= (= ) e+ (1+ %) 2 85 ) (1 + 8')+
1 1
(1 x*) " 2xpuc + (1+[x]*) 2ugp,,
ademds como supusimos que —H;(y,7) — 6’ = 0 entonces u;; = 0. Lo que implica
Lw =((1+[x[2) 72 (uy + 8") g — (1 -+ [x[2) ~2xgp (s + 8')+
1 _1
(1+xf) g + (14 o) "2 ugp u?
=P ((1 + |x|2)_%5’3a/3 —(1+ ]x]z)_%xaxlg 6')
gty [ Bap 1+ ) g
(14 1x2)}

Como L es un operador parabdlico, por principio de comparacién w < 0 en By X
[0,71]. Mds aun, por principio fuerte del maximo y como w(0,7;) = 0 concluimos
que

w=0en B; X [O,tl]

lo cual es una contradiccion ya que t; era el primer tiempo tal que w = 0. Por lo
tanto —H; > § en S" x [0, T]| como se queria. |
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El siguiente teorema dice que si la soluciéon H € C*°(Q) es acotada por abajo en-
tonces estd uniformemente acotada en C>°(Q).

Teorema 4.3 Supongamos que H € C*°(Q) es solucion de (12). Si H > r para
algiin r > 0y es suave parat > 0, entonces existe un C > 0 tal que

HHHCQ,O@) <C.
En donde C solamente depende de sup Ko, inf Ko, ||| c20(sny, || fllc20(sny ¥ 7.
Demostracion: El objetivo de esta prueba es acotar

1Hle20(9) = ( Sl)po{!H (x,0)|,|D'H (x,1)|,|D*H (x,1)|,|0,H (x,1)|}.
xX,t)e

Y la demostracion se basa en acotar sobre Q cada término en el siguiente orden:

1. H;

2. D'H=VH;
3. ;H=H,;

4. D’°H =V°H.

4.4.1 Estimacion para H

Primero que nada, tenemos el siguiente resultado del articulo [6]:

Proposicion 4.3 Sea M hipersuperficie compacta, convexa y de clase €* de R" 1.
Sea K la curvatura de Gauss definida para una funcion en S". Entonces

s <co ([ )" [ [ 5]

Con la proposicion anterior, como las soluciones del flujo son hipersuperficies
de R™*! compactas convexas y por hipétesis de clase €2, sabemos que las cotas
de K controlan el diametro de M\, ademas las soluciones H son decrecientes en el
tiempo y de esta forma podemos encontrar un R > 0 tal que H < Ren Q.

20



4.4.2 Estimacion para VH

Por el apéndice de funciones convexas Proposicion C.4 sabemos que si una funcién
f: Q — R es convexa para Q C R" abierto , se cumple que

2/ fll= (@)

oo <
VIl w) = Gia (k. 202)

para cualquier K CC Q' C Q. Asi, suponemos que f = H es solucién de (12), luego
tomando la restriccién al hiperplano x,.; = —1 sabemos que u = H |(x1,xz,.-..,xn,—1,t)
es solucion de (13) y ademas es convexa, por lo que para cualquier  C R" abierto,

2|[uf|p=
V[ jory < L)
IVulle=(x) = dist(K,0Q)

para cualquier compacto K CC Q' C Q. Suponemos un compacto K tal que ﬁ <
dist(K,Q') entonces, como H < R en Q,

2|[uf|z=(qn
Vul < 19ullm < =@y o
[Vu| <[|Vul|=x) < dist(K,0Q') —

y como podemos hacerlo para cualquier restriccion tenemos que

IVH| < 4R.

4.4.3 Estimacion para H,

Ahora estimamos —H;. Sea K la curvatura de Gauss. Por la Proposicién 4.2 ten-
emos que
—H; >0 =minKy >0 en S"x]0,7T]

es decir, se tiene una cota uniforme por abajo dada por la curvatura de la superficie
inicial, entonces solamente basta acotar —H; por arriba. Para esto consideramos

—H,(x,t)

P e -

en donde ¥ < r es dada. Primero supongamos que @ alcanza su maximo sobre
O en el punto (0,0,...,0,—1,#;) para #; > 0, de otra manera solamente hacemos
una rotacion para que lo alcance en ese punto y como es una transformacion lineal
continua entonces se mantienen las cotas. Mediante un cambio de coordenadas
podemos asumir que (u4g) es diagonal en este punto y notemos que al restringirnos

al hiperplano (x;,x2,...,—1,¢) y tomando en cuenta que H(x,x2,...,X,,—1,1) =
u(x,t)
_ut(x>t>
)= ——.
) u(x,t)—r
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Como ¢ alcanza su maximo en este punto tenemos que
I, 0(0,11) =0, (22)
por lo mismo observemos que
a9 (0,11) >0 (23)
y también, en sentido de matrices, tenemos que

con o, f3 € {1,...,n}. Equivalentemente tenemos que

0= —ttre + uytig(u—r') ™!
0 < —uy +uptty(u—r') ! (24)
y ademads, en sentido de matrices,
0> —uqp~+ (u—r)(uqug +up +ugug)
+(u—r')_lu,uaﬁ +2(u—r')_2(—u,)uauﬁ (25)
+ (uy — (u— r')_lutu)&xﬁ

en el punto (0,0,...,0,—1,7;). Multiplicando la ecuacion anterior por ﬁ y sumando
sobre todas las o tenemos que

equivalentemente tenemos que

n 1 S_(n+/1)ut( 1 >I/l_/r/
a—1 Uga u—r — Uz r

asi tenemos que

(26)

1 1)
S(;O‘Z_‘H@) 27)
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ya que ¥ < ry r estd dado. Por lo tanto
—uy < C

en el punto (0,0,...,0,—1,7). Ahora tenemos que @(x,t) < @(0,#;) porque su-
pusimos que alcanzaba el maximo alli; con esto

_Ht(x7t)
1) = —"—
@(x,1) H(x,t)—r
< _ut(07t1)/
~u(0,11) —r
G
- u(O,tl) —7
por lo que
H . /
—H,(x,t) < C1(H(x.1) ,r)
M(O,l‘l) —r
C (R—r,)
- u(O,tl) -7
es decir, tomando C = M,
u(0,)—r
—H,<CenQ. (28)

4.4.4 Estimacién para V2 H

Por lo explicado al final de la subseccién 2.1 estimar V2H es equivalente a estimar
el méximo radio de curvatura de la hipersuperficie determinada por la solucién al
flujo H(x,¢). Asumimos que su maximo R se alcanza en el polo sur, es decir en el
punto (0,—1,¢) € R" x R x [0,T] con tiempo #; > 0 en direccién de y. Asumimos
que {x1,x2,...,x,} son las direcciones principales en este puntoy ¥ = (1,0,...,0).
En otras palabras Hyg es diagonal en (0,0,...,0,—1,7;) y H;; = R. Consideramos
la esfera determinada por
H(x) = R|x|?

para cualquier x € R"*!. Como H; j = R 00 entonces

Hij—H;;>0
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y considerando u = H|(y, v, ., —14) Y = H|x v, . x 1) las restricciones al
hiperplano x,.; = —1, tenemos que d7ii > d4u en R™. Sea (x,1) € {(x,t) €
Q: x,4+1 = —1} definimos

1+ [x)?
(1) = ) D

2
+ x> =

tenemos entonces que 0 > @ — R y ¢ alcanza su maximo R en (0,7;). Tenemos que
para ¢ en (0,¢1)

Qo =0
(Pocﬁ <0
¢ = 0.

con esto observamos que

0= g = (u11)a

0> (ur1)11+3R

0> (u11)gg+R, B>1
0 <@ =u.

En general para soluciones a (13) tenemos por la ecuacién (21) de la Seccién 4.2
que
Luyy > (log f)11

Esto implica que

1 2 (e11)s
— 1 +uP 9xaxﬁ Ui =
Uy

+u®**(u11)ae > (log )11

Uy

Por lo tanto

“ > (log /)i — 5 (n-+ 1)

L

Por la férmula anterior aplicada al punto (0,7;) y como 0 < @, =ujy, y (logf)11 >0
tenemos que

1 n n
5(1’1-}-1) logf Z ull ull Z ull

a=1 o=

—_

pero

_ zn: (ull)aa _

a=1
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por lo tanto

Uil 4= Uoo

B ((un)n N z”: (Mll)aa> > 3R Z": (u11) o

3R " R
> 4

Ul g Uoa

LA
>RY —
a=2 Haa

en (0,¢1). Ahora mostramos que en (0,7;)

Esto porque por la desigualdad aritmética-geométrica tenemos que

e\ 1
I
l’l—la:2 Uaa Uzp -+ Upn

con ademds uj; = R (yaque ¢ = Ren (0,7)). Por lo tanto tenemos

> (n— )R 1§

en donde esto ultimo lo tenemos ya que, por (4.2), —u; tiene una cota uniforme por
abajo y la cota es 0. Asi

1 n
§m+nzm—nmm6%n
lo que implica

n

R <1n+l

1
61—:1
~2n—1

y por lo tanto
R<CS™
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en el punto (0,#;) en la direccion 7. Este resultado lo tenemos, por la misma cuenta,
para la restriccion a cualquier hiperplano x; = —1 para i € {0,...n+ 1} y cualquier
direccion 7. Ademas tomamos

es decir, el mdximo radio principal de curvatura para cualquier punto y direccion
en la hipersuperficie inicial Xy, como las soluciones son decrecientes en el tiempo
cualquier radio principal esta acotado por R, a consecuencia

R<CS 7 +R. (29)
Con esto tenemos que

|Hleaog) < €
en donde C solamente depende de sup Ko, infKo, |[A]|c20(sm) ¥ [|f]]c20(sn) como se

queria. [

Observacion 4.3 Obtuvimos de la Seccion 4.4.4 la existencia de una constante
C >0 tal que
top <C (30)

en sentido de matrices. Por otro lado, por (28) y por Proposicion 4.2 existen C1,0 >
0 tales que

De la ecuacion parabdlica (13) sobre u deducimos que det(D*u) es acotada por
abajo por una constante positiva; pero esta cota y (30) implican facilmente que
ugp es también acotado por abajo por una constante positiva, es decir existe ¢ >0
tal que

Ugp = € 3D

también en sentido de matrices. Asi para 6 € R" tal que |G| = 1 tenemos que
sCc < —utuaﬁcacrﬁ <Cc !
y por lo tanto existe | > 0 tal que
p < —uufoqop <,
es decir la Ecuacion (13) es uniformemente parabdlica.

Observacién 4.4 La desigualdad (29) no depende de r~'. Esto nos dice que la cur-
vatura de Gauss para cualquier hipersuperficie solucion de (1) tiene cota positiva
uniforme por abajo.
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Obtuvimos estimaciones C? de las soluciones en el Teorema 4.3. A consecuencia
de estas estimaciones podemos obtener estimaciones C%B de las soluciones: es
consecuencia de las estimaciones de Evans y Krylov; para estas estimaciones en
general se puede consultar [12]. Tenemos

Teorema 4.4 Supongamos H(x,t) € C**(Q) solucion de (2) y H > r > 0. En-
tonces, para todo t >0,3C >0y B > 0 tal que para Q; =S" x [t,T],

HHtHCOJE(@) + HV2H| |Co,ﬁ(@) <C.

En donde 3 y C solamente dependen de L, ||f||c2.a(sn) ¥ 1.

5 Tiempo de vida de la deformacion

Queremos aproximar el tiempo de vida de la solucion. Para esto definimos, para
cualquier u: R" x (0,s) — R funcién de clase €2,

d.: R"x(0,s) — R

(x,0) — (w1, ...\, X'1t; — 1)

en donde u; = dy,u. Desarrollando la matriz, es facil observar que

det (D¢y) = —u; det <{”aﬁ}a,ﬁe{1,...,n}>'

Supongamos que u es solucidn de (13) la cual determina una hipersuperficie estric-
tamente convexa para todoz € [0,7]. Sea E C S"N{x,41 <0}y

E' = {(xl,...,xn)E]R”: Loty X, —1) EE}.

(14 [x?)
Por (8) tenemos que ¢,(E’ x {0}) C X, ya que todas sus imdgenes estdn dadas por
la transformada de Legendre la cual puede ser vista como la funcién soporte de
cada hipersuperficie ¥,, véase Apéndice D. Asi el volumen entre ¢,(E’ x {0}) y
¢u(E' x {t}) estd dado por

t
/O/u(E') // —u det {“aﬁ}aﬁe{l }))dxl"'dxndt

:/ (14 220D (1) doxy - dadr
0 JE'

:t/EfdG

NI—
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ya que u es solucién del problema (13) y en donde do el elemento de superficie en
S". Asi el volumen de la deformacién decrece linealmente. Ademads, nétese que la
ecuacion anterior es la forma integral de (12). Ahora, si tomamos E = S" entonces

vol (t) = Vo—t/Snf (32)

en donde vol(t) es el volumen de la hipersuperficie en 7 y Vj es el volumen inicial.
En el caso f = 1 entonces
vol(t) = Vo — opt;

por esto, observamos que si # —+ + entonces vol(t) — 0 para soluciones de (1).
n
Esto tiene consecuencias importantes como se verd en la siguiente demostracion.

5.1 Conclusion

Teorema 5.1 Supongamos f y h como la Observacion 4.1 y tales que cumplen la
ecuacion diferencial parcial (12), es decir

—H,det(Hypg + HOup) = f(x) con f >0
H(x,0) = h(x) con x € S".

Estas son extendidas como funciones homogéneas de grado 0y 1 sobre R"*!\
{0} respectivamente. Se tiene que este problema tiene una tnica solucion H €

C2B(S" x [0,T%)) con T* = V(ngEJ?)' Para cada t > 0 tenemos que H(-,t): S" —
R determina una hipersuperficie estrictamente convexa X : S" x [0,T*) —
R en donde la hipersuperficie X (-,t): S" — R"™*! estd contenida en el interior
de X(-,t"): " — R parat' > t. Mds aiin, cuando t — T*, la hipersuperficie

X(-,t): S" — R"™! dada por la solucién del flujo se contrae a un punto.

Demostracion: Por el Corolario 4.1 tenemos la existencia de una dnica solucién
maximal H : §" X [0,7*) — (0, 4c0) al problema

—H, det(Hyp +H84p) = f(x), £>0

H(x,0) = h(x), xes"
ademds, por lo visto en la Seccién 5, tenemos T* < M. Mostremos por con-

Jsn f
tradiccion que la solucién maximal esta definida hasta el tiempo V(‘}ISE[Z]‘O) ,1.e. supong-

amos T* < V(}lsiz})). Por la férmula (32), tenemos, para todo 7 € [0,7*) se cumple

que vol(%;) > % —T* > 0. Ademads, podemos encontrar una esfera S, de radio

r > 0 independiente de ¢ tal que S, estd contenida en la regién encerrada por X, para
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cualquier t < T*. Podemos suponer ademads la esfera centrada en cero ya que una
traslacién del origen en R"*! sélo cambia la funcién soporte H(-,t) por la adicién
de un término lineal, y nuestras estimaciones C%P del Teorema 4.4 siguen siendo
vilidas: existe por lo tanto una cota de la norma de H en C28(S" x [TT*, T")). El

punto crucial es que la cota no depende de ¢ € [TT*, T*). Ahora, en el teorema de
existencia local de una solucidn, a saber Teorema 4.2, el tiempo de existencia de-
pende solamente de la cota €2 de la condicién inicial. Por lo tanto existe € > 0 tal

que la solucién esta definida en [0, 7 + €), pero esto es una contradiccion ya que
vol(Xp)

supusimos 7* maximal. Hemos probado por lo tanto que 7* = Tt

Falta demostrar que la singularidad del flujo de curvatura de Gauss solamente
es un punto, es decir que la hipersuperficie X : §" x [0,T*) — R"*! tiende a un
punto cuando t — T*. Sea X(¢) el cuerpo convexo acotado por X (-,¢) : " —
R"*1, como las soluciones son decrecientes tenemos que X (t') C X (¢) para ¢’ > t.
Suponemos que ;o X () no es un punto y sea

diam ﬂ)_((t) =d(21,22) =1,

t>0

para 71,22 € (),>0X (¢); como el volumen de X(¢) tiende a cero si ¢ tiende a T*, la
interseccion de _)_((t) con algtn plano que contiene el segmento z;7z; tiene un drea
que tiende a cero si ¢ tiende a T*. Entonces, a lo largo de la frontera de la inter-
seccion, el cual es un conjunto convexo en R"*!, debe haber puntos con curvatura
arbitrariamente pequefia, lo cual es una contradiccion a la Proposicion 4.2 en donde
se demuestra que la curvatura, en cualquier direccion y tiempo positivo, tiene una
cota positiva y uniforme por debajo. Por lo tanto X : S x [0,T*) — R"*! tiende a
un punto cuando t — T*. |

5.2 Mas regularidad para las soluciones

El siguiente resultado puede ser encontrado en [12] y [10]:

Teorema 5.2 Sea H € C*¢(S" x [0,T)]) una solucion de (2) para € > 0. Supong-
amos que f € CH%(S") (6 analitica). Entonces parat >0, H € CK2%(S" x [t,T])
(6 H(x,t) es suave y H(-,t) es analitica parat > 0).

Observacion 5.1 El Teorema 5.1 nos dice que tenemos una solucion H € C*P (S x
[0,T)); con la suposicion que f € CH*(S") tenemos por el Teorema 5.2 que H €
CH2.%(S" % (0,T*)). Por otra parte, si suponemos que f es analitica, tenemos que
H(x,t) es suave y H(-,t) es analitica para t > 0.

Con lo que queda demostrado el Teorema 1 en el caso de R”".
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6 Resultado para el caso en R’

6.1 Resultado

Ahora hacemos una restriccién para el flujo. Nos restringimos al espacio R>. Ob-
servaremos que la solucién del flujo, a partir de cierto tiempo, es esencialmente una
esfera. Formalmente tenemos el resultado siguiente:

Teorema 6.1 Sea Xy : S> — R> una hipersuperficie, suave, cerrada y estricta-
mente convexa. Supongamos que se cumple la ecuacion

12).4
E(x,t) = —K(x,t)N(x,t)

X (x,0) = Xp(x)

(33)

como en el Teorema 1. Entonces rescalando alrededor de g, tenemos

X(x,t)—q

- — X(x, T™)
3(T*—1)3

R(x,1) =

en €=, cuando t — T* y en donde %(-,T*) es un encage suave S* — R> de
imagen la esfera S*.

Observacion 6.1 De aqui en adelante se denotard A; las curvaturas principales
asociadas a las hipersuperficies solucion del flujo de curvatura. Se denotard h{ =
g/*hy; la transformacion de Weingarten en donde g y h son la métrica y la segunda
forma fundamental respectivamente, definidas por

gij = <85X,(9jX>

2
hij = (9;X,N)
respecto a coordenadas locales y N el normal unitario que apunta hacia afuera.

Ademds denotamos K" = O, K=K (h= 1)l y Kkimn — a}%k,hmnK .

6.2 Ecuaciones de evolucion

Usando la notacion dada por la Observacion 6.1 tenemos

Proposicion 6.1 Se cumplen las siguientes ecuaciones de evolucion para la ecuacion
del flujo de curvatura de Gauss:

1. %gij = —2[(]1,']','
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2. 2K =KMVVIK+ KA.
3. 95 = KMV ViH + gTRH™N bV iy + K2 — K|A?
en donde |A|* = A? + A3.

Demostracion: Supongamos f solucién de la ecuacién (1). Asi primero observa-
mos que:

digij = o(Vif,V;f)
= <atvif7 ij) + <Vif> atvjf>
= (Vi f,V;f)+(Vif,V;o.f)

pero tenemos que f es solucidn al sistema de ecuaciones (1), es decir, d;f = —NK
con lo que tenemos

digij = (Vi(=KN),V;f)+(Vif,V;(—KN))
= —((diKN,V;f)+(KViN,V;f) +(Vif,NO;K) +(Vif,KV;N))

pero (NJ;K,Vf) =d,K(N,V,f) =0yaque V,f € T,X; para cualquier p € ¥;, por
lo que

aigij = —K((ViN,V;f) +(V,;N,Vif)
= — [K(ViV;f,N) +K(N,V;V,f)]
— —2Kh;;

y la daltima igualdad es ya que

hl‘j = —<N7Vivjf>
= (ViN,V,f) + (N, V,F)

De esta forma queda demostrado el inciso (1). Para el (2), primero observamos que

9 (hij) = ViV ;K — Khiph'" (34)

31



y esto ya que
dhij = 9(ViVf,N)
= (ViV;0.f.N) + (ViV;f,0N)
= (ViV;(KN),N) + (hijN,0N)
= (Vi[V;K-N+KV;N|,N)+ (hijN,0N)
= (V,Vj(K)N,N)+V K(V;N,N)+V,K(V;N,N)
+K<ViVjN,N> + <hijN, o;N)
=V,;V,K+K(V;V;N,N)
=V,V,K—-K(V;N,V,N)
= V,V;K — Khinh'}"
Ahora tenemos que
K = deth;;detg"

lo que implica que
logK = logdeth;; +log det g

por lo tanto tenemos, aplicando la Férmula (17),
oK =Ko, [log deth;; +log detgkl]
= K (670 + gudrg”) (35)
en donde b/ = (h~1)" es decir b"/hj; = &;. Antes de seguir observamos que

(g =2k (36)
ya que
0=0,(8/) = a(g"su)
= (98" g1+ 8" (drgu)
por lo tanto

(26" g1i = —&" (drani).

Asi por la primera identidad
o (g") = —¢"¢"(Agm)
g"’gl’( 2Khy;)
=2Kg"g"y;
— 2K g g, hlt
= 2K8FR' = 2K RN,
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Entonces por (35) se tiene que
8[K = K(bijc?th,-j + gklatgkl)
= K(blj(ViVjK — Khlml’l’Jn> +gk18tgkl)
distribuyendo, usando la formula (36) y como bh j; = &/ se sigue que
9K = Kb,V ;K — K*b"/ h '} + 2K 1 gy

= Kb'V;V ;K +2K*H — K>S} 1"

= Kb'V,V;K +2K*H# — K>

= KbV, VK +K>*H#

con lo que queda demostrado el inciso (2). Para la demostracion del inciso (3)
véase [11] . [ |

Observacion 6.2 Notemos que
AP — AP = (M —0)? = A2 —AF =241, =2K
por lo que

I H = KNV + 8RN gV by + K (% — |A)
_ Kklvkvl%+gijkklmnvihklvjhmn —|—2K2
— KMV V. + gUR (Vih,V k) +2K>. 37

6.3 Estimaciones para las curvaturas principales

Recordemos que X, := X(S?,1) para cualquier ¢ € [0,7*) dado.

Teorema 6.2 Sea X : S? x [0,T*) — R3 una solucion suave, estrictamente con-
vexa del flujo de curvatura de Gauss. Entonces

sup [A(p,t) = A2(p,t)| < Sup [21(p,0) = A2(p,0)].
Demostracién: Consideramos Q = 7% —4K = (A; — A;)?. Notese que por las
formulas
0,Q =20, —49,K
o (K’d ViViK + g (Vih, V ih) + 2K2> 4 (KlekV,K + k2%>
= 2K"V VK — 4KV VK + 2508 K (Vih,V jh). (38)
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Observemos que

ViVi0 = Vi V(A% — 4K)
— V2V, — 4V K)
=2V N1 +2HV N 7 — AV N

entonces
KNV V0 = 2KNN 0V 0+ 2KM 0V N — ARNN YV
por lo tanto
K"V V10 = 2KKN 0V H = 2 0KFN N 0 — ARNN V2.
y de la formula (38) se deduce que
0,0 = KNV, V,0 - 2KNV AV 1 5 +- 28K (Vih,V h). (39)

Ahora consideremos

Q£ = Q - 8t7
fijemos T € (0,T*) y supongamos por contradiccién que Qg : S? x [0,7] — R al-
canza su mdximo en (po,?), en un tiempo ¢ € (0, T]. Elegimos coordenadas para ¥,
cercade p =X (po, 1) tales que g;;(p,t) = & y h(p,t) es diagonal. Observemos que

K"V, v,0<0

ya que K¥ = K(h=")¥ > 0 porque g;;(p,t) = 5ij y V20 < 0 ya que Q¢ alcanza su
maximo en (p,t). Ahora, como VQ = 0 en p, entonces

0=V10=25¢V 7 —4V K
=2(A +A2) (Vi1 + Vihpn) —42,Vihi — 44 Vihpn
=204 Vih1 + 20 Viho + 24,V ik + 24,V hyy — 44V 1k — 44V ik
=2MVihi1 +2V1hyn =24V 1k =24 Vihy
=2(A —A2)(Vihi1 —Vih).
Aqui tenemos dos casos. Primero, si A} = A, entonces Q = 0 por lo que Q¢ < 0, lo
que es imposible ya que supusimos O maximo en p (ent =0 Q¢ = Q > 0). Por lo

que Vihy; = Vihy; en el punto p. Por la misma cuenta tenemos que

0=V20=2(A — LX) (Vahi1 — V2h2)
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y por un argumento como el anterior Voh | = Vahy; en el punto p. Asi

K(Vih,V1h) =2V 11 Vihyg —2(V1h12)?
=2(Vihi1)? —2(Vahy)?
=2(Vih11)? = (Vahn)?.
en donde la igualdad de en medio es por Codazzi, a saber Vihjp = Vohyq, y la

ultima igualdad es ya que Vihy; = Vhy; en el punto p. Con el mismo argumento
se sigue que

K (Vah,Vah) = 2(Voha)? —2(Vih)2
Asi en el punto p, tenemos
2HGK(Vih,V ih) = 2H(K(V1h,V1h) + K(Vah,Vah)) = 0
por lo tanto de la ecuacion (39) tenemos que
0, 0¢ +€ =KNV,V,0—2KNV .50V,
Ademds, como d,Q¢ > 0en (p,1)y
K"V,.v,0, —2KMV, oV, <0

obtenemos una contradiccién. Por lo tanto, para todo € >0, p € S> y t > 0,
supy, Qs > Q¢(p,t) es decir

SupQ > Q(pvt) — &t
o

Tomando finalmente el limite cuando € tiende a 0, se deduce que

supQ > supQ,
ZO Z[

es decir lo que se queria demostrar.

6.4 Convergencia a encaje suave

En esta seccién se concluird el encaje a la esfera de radio 1 para la ecuacién del
flujo rescalada.

Teorema 6.3 Sea X : S* x [0,T*) — R> una solucién del flujo de curvatura de
Gauss, entonces existe q € R> tal que para cualquier direccion p € S* se cumple

1 C
_ _ <
(X(p,t) —q,N(p,1)) pym /X(.,,)‘%ﬂd“‘ < 4nA(Et),

en donde A(%,) es el drea de la superficie ¥, N(p,t) es el vector normal unitario a
penX, y C=supy [A1(p,0) —A2(p,0)|.
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Para demostrar este consideramos H : S?> — R la funcién soporte de M hipersu-
perficie de R"t! definida como

H(Z) = sup(y,7). (40)
YEL,

Nétese que por la férmula (2.14) de [2] se tiene que para cualquier z € S?

h (e, e;) = d3gH + H. 41)

en donde e,(p) = %N “Iy(r) o €0 donde y: I C R — S? es una geodésica tal que
t

¥(0) =z=N(p,t) y N : X, — S? es la aplicacién de Gauss. Ademds tenemos

(»,N(y)) =H(N(y)) (42)

es decir, el supremo en (40) se alcanza en el punto y € ¥, tal que N(y) = 7. Ahora
para cada 7 € S? definimos

w(Z) = H()+ H(-) (43)
la funcién anchura de M. Dado esto tenemos el siguiente lema:
Lema 6.1 Sea M una superficie compacta, suave y estrictamente convexa, y defin-

imos G = 7~ [,,Kxdp. Seax € M, y z = N(x). Entonces

(x—G,z) = %W(Z)—l-%r/MK(emezﬂN,@d,u

en donde e, es como antes.

Demostracién: Veremos qué pasa para S?, eligiendo coordenadas angulares 6 €
[0,7] y ¢ € [0,27) tales que z tiene coordenadas 8 = 0. En estos términos definimos

3

q::E

|LHE) (). (44)

y calculando la siguiente integral en coordenadas 0 y ¢ tenemos que

0.2 = = [ HE) &)

dr
3 21 T

:—/ / H(0,¢)cos0sin0d0d¢
4 Jo Jo

3 2n rm
:—/ / H(0,9)sin20d0d9,
&t .Jo Jo
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esto ultimo por la identidad sin260 = 2cos 0 sin 0. Ahora nétese que
0395in26 4 sin20 = —3sin26

y de aqui tenemos que

21
/ / H(0,0)(d3g5in26 +5sin20)d0d¢ :

ahora nétese que
T
/ H(6,0)925in20d6 — — /89H 1 0) 5in20d6 + H(0,$)dq sin 26|~
0

pero dg sin26 = 2cos26, entonces

H(6,9)dgsin20|f = 2s(m,¢)cos2mw —2s(0,¢)cosO
=2H(7,9) —2H(0,9)
=2(H(—z)—H(2)).

Por lo tanto
/Oﬂ (0,6)92, 5in 2040 — — /agH $)96 5in20d6 + 2(H(—z2) — H(z))

:/0 899H(9,¢)sin26d9+2(H(—z)—H(Z))
+dpH (6, 9)sin26/

_ /O” D2oH(6,9)sin20d6 +2(H(—z) — H(2)).

Esto ultimo ya que sin0 = sin27w = 0. Asi tenemos que

/ ” / 0)(93,5in20 + sin20)d0d¢
2
:_ﬁ/o 0 " (33,H(8.0) + H(8,$)) sin20d6d¢
2 2
iz | () = H@)do
1 2=, 4r
:_%/0 [ (90H(0.0) +H(0.0)) sin20d0d¢ — o (H(~2) ~H(2))
:_é/oz” On (ageH(e,q;)+H(9,¢))sin29d9d¢—%H(—z)+%H(z)
1 N () ) !
=1z Lt e dn ) + 5HE) ~ H(=2).
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Esto ultimo por (41). Ahora por la formula (42) se sigue que (x,z) = (x,Vv(x)) =
H(v(x)) = H(z) y por la ecuacién (43) se sigue que

(=4.2) = 1 [ e e )du () + 3 H )+ 5 H(-2)

:E/MKh_ (ez,ez)<Z,N>d.u+%W<Z)

1 . 1
= x| Klewed N+ 20(2).
En donde la segunda igualdad fue haciendo haciendo el cambio de variable 7/ =
N(y) paray € ¥, y tomando en cuenta la Férmula (10), luego, la ultima igualdad es
por la definicion de K dada en la Observacion 6.1, es decir K"/ = dj,, K = K (b=,
Con esto concluimos el lema. [

Ahora demostraremos el Teorema 6.3.

Demostracion: Este teorema usa la siguiente identidad para la anchura

wiet) = 5= [ Kledp)iedp)) du(p), @)

para e, como antes. Esto es verdad ya que para el Lema 6.1 tomando x € ¥£; y
z = —N(x) entonces tenemos

1 1 )
=—w(—z)—— | K
0 2W( Z) 4TC 5, (eZan>du
con lo que
1
W(_Z)_E S

pero w(—z) = w(z) con lo cual tenemos (45). Por otra parte si escribimos e; para
el vector ortogonal unitario en cada punto, entonces

K<eZan)du

H =K (e e) +K (et el (46)

Z’Z

y por el Teorema 6.2, tenemos que
K(ewe)—K (ef,er) | <C,
como K (e, e) yace entre A; y A, para cualquier vector unitario e. Esto da

Klezed) =K (et et ) | = [2K (ezre) = (K (e ) +K(ewer) )|
_‘ZK( €€ z)_%|
<C.
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Por lo tanto tenemos que

1 . 1 1 .
_/ K(emez)d.u_ﬁ/zjfd.u‘:‘ﬁ/ (ZK(ezaez)_'%a)d.u‘

21 Jy,
C
< — d

O
N —

Combinando los dltimos resultados y sumando 0 = sw(z) — %w(z) tenemos que

1 1 1 1
_ _ < Z _ il
w-a2) - g [ an] < 3w - o [ e+ |- g+ o
1 . 1
T / (2K(ez,ez)—jf)du’—l— (x—q,z>+§w(z)
C
4—A(Z, +—/ ‘K (ez,e7)(v,z ’d,u
C
:4—A(Zt +—/ 12(K(ez, ez) |d,u+/ |H|du
C 1C
4_A<Zt)+§4_ Zz)‘i‘/zl‘yﬂ du

ic, . .
= 340+ [ Kleser) <K (et o) du

4£A(Zt) (% +47r)

C

< —A(X
< A
en donde la segunda igualdad es por (45), la ultima igualdad es por (46) y en la
pentltima desigualdad usamos la cota [K(e;,e;) — K (e, e ) | < Cy que |(z,N)| <

1. Por lo tanto

Z’Z

1 ¢
_ - <
(x—q,2) o /E | ,%”du‘ < 4ﬂA(z,) 47)

como se queria. [ |
Observacion 6.3 Si tomamos supremo sobre las 7 = (x,t) en la desigualdad (47),

tenemos que

W) - /jzﬂdu CﬂA(Z,)

lo cual nos da una cota para la funcion anchura, es decir nos dice como varia la
anchura compardndola con la variacion de la curvatura media total.
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Corolario 6.1 Para (T*—1) < 3 (81C)3 , X (1) estd contenida entre dos esferas concéntricas

centradas en q(t) con radio r— < ry que satisfacen

™ <1 48C(3(T" —1))5.

r—

Demostracion: Definimos

1 C
= du——A(X
: 8 z,%“ 4r (%)

1 C
= — d —A(X).
r4 8775/2,% .U~+47r (Xr)

Como la solucion es convexa y ademas por la Observacion 6.3

C 1
< —A%)+ o d
wion) < pAG) +gp | Hdu

la hipersuperficie solucidn ¥; esta contenida en la region encerrada por la esfera de
radio r1. Notese que se tiene también que

C 1
> —AX) — 5=

por lo que podemos concluir que la esfera de radio r_ esta contenida en la region
encerrada por la hipersuperficie solucion ;. Por lo anterior el drea de X; es menor
o igual que el area de Sﬁ, es decir, tenemos que

A(L,) < 4mrk. (48)

Ahora notemos que por definicién

C
r— —rq4 = —2A(Zt)E

y como ademas
2C

2
AE) <207

se sigue que

2C
2
0 S 2CT+ - EA(Z[)

= 2C}12F —ry4r_.
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—_

Ahora notemos que 2Cr3L —ry+r-=0siry = W en donde estd bien
definido solamente si 1 —8Cr_ > 0 equivalentemente si
1
3C >r_. (49)

Con lo que tenemos que

1—+/1—-8Cr_
ro <
= 4C

por lo tanto
2r

g 3
e Y, o

y ya que por (49) tenemos que 8Cr_ € [0, 1] entonces

ry <r_(14+8Cr-)

por lo tanto

W=

™ < 148Cr_ <14+8C3(T* 1))

P

o< (i—Z) — (3(T* 1))

por lo que se tiene el resultado. [

ya que

W=
W=

(50)

Observacion 6.4 Tomando en cuenta que r— < ry (por definicion), el corolario

. . . * 1
anterior dice que si (T* —t) < 3(sc) lenemos que

1< < 148C(3(T* — )3,
r—

y por lo tanto que
P — 1+ L.

A consecuencia podemos tomar un rayo L que pasa por q e intersecta a B,_(q),
Yy B, (q) en q1, q2 y q3 respectivamente, ver figura (1); entonces como r— <
d(q,%;) < ry conr_ ~p«ry (por lo anterior), se tiene que

d(QuQZ) ~Np——T*F—, Tt

Como el rayo fue arbitrario esto sucede para cualquier punto q> de ¥;, lo que da
la idea intuitiva que ¥; se redondea cuando t — T*: se dice que X, converge a
“un punto redondo”. Daremos a continuacion una descripcion mds precisa de este
fenomeno, usando un rescalamiento adecuado del flujo.
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Figure 1: Convergencia

Consideramos el rescalamiento para que el centro de las esferas sea g = f):t xK (x,1)dx

y con un factor de tiempo (3(7* — t))% es decir

X(p,t) —q

X(poi) = 1
P )]

; D

la regularidad del encaje X la hereda de la del encaje X. Queremos demostrar que
X (', t ) — XT*

en € a un encaje suave X7+: S2 — R3 y que X7+(S?) = S?. Ademds definimos
el nuevo pardmetro para el tiempo

(1) = —%log (1 — L)

y con esto tenemos que T — oo sit — T*. Ademads por la Seccidén 5.2 si suponemos
que f € CH%(S") (6 analitica) entonces X € CK+2:%(S" x [t,T*]) (6 X(-,t) es suave
y X (+,1) es analitica para ¢ > 0). Con lo anterior podemos obtener el resultado sigu-
iente que nos explica que la imagen de la solucién limite es la esfera unitaria. Para
la demostracion de este teorema véase [2].

Teorema 6.4 Para T* —t < min{CyC _3, TT*} existen constantes positivas C1 y C;

K(p.t)=(3(T" =) 3| <CCH(T" =) 2
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y para cualquier vector unitario e € TX (+,t)

h(e,e) — (3(T* —1))3| < CxC2(T* —1) 76

en donde Cy, Cy y Cy son constantes.

Como conclusion de este teorema y ya que

2
3

K(p,t) =K(p,t) 3(T* —1))

en donde K es la curvatura de Gauss del reescalamiento, podemos decir que

R(p.)—1] = |[K(p.)B(T* =1)F —1| < CLCH(T* —0)t.

de aqui vemos que si t — T* tenemos que K(p,-) — 1 por lo tanto, en el limite,
tenemos que la curvatura es constante e igual a 1. Ademads, como la hipersuper-
ficies solucidn son estrictamente convexas y compactas, el encaje converge a una
esfera de radio 1. Luego los argumentos son como en el articulo [2, p.168] esto
es: notemos que solo han sido controladas las propiedades geométricas (y no las
parametrizaciones). Por lo que solo tenemos que la funcion soporte asociadas a las
hipersuperficies solucién rescaladas H; tiende a una funcién soporte H.. en . En
donde H.. es la funcién soporte de una hipersuperficie compacta y estrictamente
convexa. Luego, como K(p,-) — 1 tenemos que H.. es la funcién soporte de una
esfera de radio 1 (tiende a una hipersuperficie compacta con curvatura constante 1)
y ademas que H., = 1. Asi se tienen las siguientes conclusiones:

H; — Hop i T —> o exponencialmente en €. Es decir, existe 6 > 0y
constantes Cy para cada k € N tal que

VO (A — H.))? < Cre™®".
La parametrizacion de la hipersuperficie solucién X; converge exponencial-

mente con exponente 6 en 4 a una inmersion X con imagen igual a la esfera
unitaria.

Se prueba que para la primera forma fundamental asociada a las soluciones
del flujo rescalado g se cumple

0
%logg(u,u) < Ce %"

para u vector en el tangente diferente de cero. Con lo que las longitudes de
los vectores bajo la métrica del rescalamiento estan controladas y con esto
también muestra que X es no degenerado cuando T — oo.

Por lo que tenemos lo que queriamos demostrar.
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A Superficies convexas

En la siguiente seccién hablaremos siempre de subconjuntos de R”. El punto de
este apéndice es dar de manera general los conceptos para la teoria de superficies
convexas, por lo que se dard una lista de las definiciones y conceptos importantes.
Para profundizar, ver [4], [14] y [8]. Dicho esto tenemos:

Definicion A.1 Un hiperlano estd dado por la ecuacion
(x,u)y =nh
para alguna h constante y u € R"\ {0}.

Definicion A.2 Un conjunto se llama convexo si cualesquiera par de puntos en él,
pueden unirse por una linea completamente contenida en el conjunto.

Definicion A.3 Un conjunto convexo cerrado y acotado se llama cuerpo convexo.

Le diremos hipersuperficie convexa al conjunto de puntos frontera (en sentido topologico)
de un cuerpo convexo.

Definicion A.4 Un conjunto convexo cerrado que no es todo el espacio es llamado
un cono convexo con vértice S si contiene al menos un punto ademds de S, y si para
cualquier punto p del conjunto, la linea que une a S con p estd dentro del cuerpo
convexo.

Ademas tenemos las siguientes propiedades que se dardn sin demostracion, estas
pueden ser consultadas en [4], [14] y [8].

Proposicion A.1 Cualquier cuerpo convexo n-dimensional es homeomorfo a la n-
bola, en donde la hipersuperficie convexa dada por el cuerpo es homeomeorfa a la
n-esfera.

Proposicion A.2 La interseccion arbitraria de conjuntos convexos es de nuevo
un convexo. La imagen de la proyeccion de cualquier conjunto convexo hacia
cualquier plano de dimension menor es un conjunto convexo.

De manera andloga hablaremos sobre planos soporte y planos cota para cuerpos
convexos; estas definiciones pueden ser dadas para un conjunto cerrado en general.

Definicion A.5 Un hiperplano es llamado hiperplano cota de un cuerpo convexo
si éste estd completamente contenido en el interior de uno de los semiespacios
definidos por el hiperplano.
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Definicion A.6 Un hiperplano es llamado plano soporte de un cuerpo convexo si
es un hiperplano cota y su interseccion con el cuerpo convexo es no vacia.

Observacion A.1 Una propiedad importante es que un cono tiene al menos un
hiperplano soporte en el vértice.

Y por tltimo, tenemos la siguientes proposiciones importantes:

Proposicion A.3 Cualquier punto de una hipersuperficie convexa tiene interseccion
no vacia con algiin plano soporte.

de igual manera se cumple un tipo de reciproco, a saber

Proposicion A.4 Si un conjunto cerrado convexo con puntos interiores tiene la
propiedad de que para cualquier punto en su frontera pasa un plano soporte, en-
tonces el conjunto es un cuerpo convexo.

para ver la prueba consultar [4] pagina 36.

B Representacion de los puntos frontera de un cuerpo
convexo por su funcion soporte

Sea K C R" un cuerpo convexo y w = (wy,...,w,) € R"\ {0} entonces hay exacta-
mente un hiperplano soporte orientado E de K en direccion de w tal que el semies-
pacio positivo de E (en donde w indica la direccion positiva) y K son disjuntos. La
ecuacion de este plano esta dada por la ecuacion

n
Z xiw; = H(w)
k=1

para x € K; y en este caso H es llamada funcién soporte de K.
Sea uy € S" una direccion fija y H la funcién soporte asociada al cuerpo convexo
K, asi tenemos al plano soporte de K en u, dado por la ecuacién

(x, uo) = H(u()). (52)

La interseccién de K con el plano soporte (52) es un cuerpo convexo K de dimensién
a lo mas n — 1; el objetivo es describir la funcién soporte de la interseccion K.
Noétese que cualquier x € K satisface que para cualquier direccion u € S"

(x,u) < H(u). (53)
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Para demostrar esto consideramos v € S” como una direccion arbitraria, 7 > 0 y
definimos a u = ug + hv. Por las ecuaciones (52) y (53) tenemos que

H(up+hv) — H(up)
A ;

tomando el limite cuando 7 — 0 tenemos que

(x,v) <

JH
< — . 54

<X, V) = oy (MO) (54
Esto significa que el cuerpo K esta contenido en la interseccién de los subespacios
definidos por la ecuacién (54) para cualquier v € S". Por otro lado, tenemos que
cualquier punto de esta interseccion cumple la desigualdad

JH

- <H(v). 55

(o) S H() (55)
vease [4] pagina 23. Asi, de las Ecuaciones (54) y (55) se sigue (53) haciendo
u = v como se queria demostrar. Esto nos dice que cada punto que satisface (54)
pertenece también a K.

Ademas, se puede ver que cualquier punto que satisface (54) pertenece también
al plano soporte (52). Por lo que concluimos que los puntos en K son exactamente
los puntos que cumplen (54). Y ademas para cualquier u € K se cumple que H(u) =
VH,,(u), véase [4] capitulo 17. En resumen tenemos el resultado siguiente:

Proposicion B.1 Si H es la funcion soporte de un cuerpo convexo K. Entonces,
para cada direccion uy € S" definimos como funcion soporte
H:K—R
ur— VH, (u)

en donde K es interseccion de K con sus planos soporte.

Si el plano soporte correspondiente a la direccion ug tiene solamente un punto en
comtin con K entonces H = ‘%(u) |uy> como funcion soporte de un punto, debe ser
una funcién lineal. Asi H es diferenciable en cualquier direccién en u € K. Més
aun, para cualquier u € K y para cualquier x € K, es decir, en la interseccién de K
con el plano soporte, se cumple que

(x,u) = VH,u = (VH (up), u).

Por lo tanto para cada u € K y cada x en la intersecciéon de K y el plano soporte es
de la forma
x=VH(u). (56)

Tenemos la siguiente definicion
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Definicion B.1 Un hiperplano soporte es llamado regular si tiene solamente un
punto en comiin con el cuerpo convexo. De otra forma es llamado singular.

Con esto tenemos

Teorema B.1 Sea K un cuerpo convexo con hiperplanos soportes regulares en-
tonces sus funciones soportes son continuamente diferenciables y x = VH (u) para
x en la frontera del cuerpo convexo.

C Funciones convexas

Ahora definiremos y daremos resultados de funciones convexas, con el fin de en-
tender mas la funcién soporte.

Definicion C.1 Sea Q C R" abierto convexo. Una funcion u: Q C R* — R es
convexa en Q si para cualesquiera x,y € Q 'y para cualquiert € [0, 1]

u(tx+ (1—1)y) < tu(x)+ (1 —1)u(y). (1)

Notemos que esta definicion solamente tiene sentido si  es convexo. Ahora dare-
mos una definicién mas general.

Definicion C.2 Dado Q C R" abierto y u: Q — R decimos que u es convexa si
puede ser extendida a una funcion convexa en todo R".

Observacion C.1 e La funcion u: R" — RU{—oo 0} puede tomar valor in-
finito.

e Una funcion convexa es continua en su dominio de definicion.

Con esto damos un concepto importante para este tipo de funciones y algunas de
sus propiedades.

Definicion C.3 Dado Q C R" abierto y u: Q — R convexa. Se define la subdifer-
encial de u en x € Q como

du(x) ={p eR": u(z) > ulx)+(p,z—x) VzeQ}.

Notese que du(x) es convexo y cerrado. Geométricamente podemos interpretar a
p € du(x) como un punto tal que su funcién afin definida como

L p(2) = u(x) +(p, 2= x)
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toca a u debajo de x, es decir que

Lp<u enQ

Lep(x) = u(x).
AL, ,(Q) se le conoce como plano soporte de u en x. Luego, si denotamos |A| como
la cardinalidad del conjunto A tenemos

Definicion C.4 Una funcion es estrictamente convexa en Q si para cualquier x,z €
Q conx#zy p € du(x) se cumple que

u(z) > u(x) + (p,z—x).
Geométricamente esta desigualdad nos dice que |l ,(Q) Nu(Q)| = 1.

Con estas definiciones podemos dar propiedades importantes de las funciones con-
vexas y sus subdiferenciales.

Proposicion C.1 Sea Q C R" abierto y u: Q — R convexa. Si u es diferenciable
en x € Q entonces du(x) = {Vu(x)}, en particular para cualquier z € Q se cumple
que

u(z) > u(x) + (Vu(x),z—x).

Tenemos también el reciproco del resultado anterior:

Proposicion C.2 Sea Q C R" abierto y u: Q — R convexa. Si se cumple que
|du(x)| = 1 entonces u es diferenciable en x.

Para los detalles véase [8]. Luego, una propiedad importante es

Proposicion C.3 Sea Q C R" abiertoyu: Q — R convexa. Si K C Q es compacto
entonces du(K) es compacto.

Y con esto tenemos una proposicion importante

Proposicion C.4 Sea Q C R" abiertoy u: Q — R convexa. Entonces u es local-
mente Lipchitz en Q 'y

2[|Vul|p=(on
V[ < - ILZ(E)
IVulle=(x) = dist(K,0Q)

para cualquier K CC Q' C Q.
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Demostracion: Primero demostraremos que es localmente Lipchitz. Sea B,(x) C

Q y consideramos el conjunto du (B (x)> Luego por Lema C.3 sabemos que

1
2
du (B ! (x)> es acotado; por lo tanto existe R > 0 tal que

du (B—(x))  Bg(0).

1
2

Ahora sean y,z € B ! (x) y consideramos p € du(y) C Bg(0). Entonces

u(z) > u(y) +(p,z—y)

u(y) —Rlz—y|

(AVARAVS

esto es
u(y) —u(z) < Rz =yl

Con el mismo argumento considerando ¢ € du(x) C Bg(0) tenemos que

u(z) —u(y) < Rlz—y|
por lo tanto
u(z) —u(y)| < Rlz—|

por lo que u es Lipchitz con constante de Lipchitz R en B; (x). Es deciru es lo-
calmente Lipchitz y esto implica que u es diferenciable en € casi donde sea (aqui
formalmente se dice que ||Vu|[;=(q) < o en sentido débil o u € Wl}):’ (Q)). Ahora

consideramos K CC Q' C Q, consideramos § = 3dist(K,9Q) > 0, fijando x € K
tomamos z = x+ Ov para alguna |v| = 1. Definimos

Ks:={z€Q: dist(z,K) <6} CC Q

nétese que como u es continua en £ entonces es acotada en K. Por lo tanto, como
x,z € Kg, entonces para cualquier p € du(x)

6(p,v) <u(z) —u(x)
< 2fuel| = (k5)

por lo tanto

2HMHLN(K5) 2HMHL°°(K5)
|p| = sup (p,v) < S ~ dist(K,0Q)

v[=1

para cualquier p € du(x) y x € K. Nétese que probamos que du(K) es acotado,
para ver que es cerrado se hace un argumento estindar de sucesiones y usando las
desigualdades anteriores con lo que tendriamos la proposicion C.3. Ahora, como
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habifamos probado que u es diferenciable en Q casi donde sea, por la proposicion
C.1 sabemos que p = Vu en los puntos donde u es diferenciable. Asi, en esos puntos
se cumple que

2||ul ‘L‘X’(K)
dist(K,0Q)

para casi todo x € K lo que prueba lo que se queria.

|Vu| <
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D Transformada de Legendre
Consideramos Q hipersuperficie de R”

G ={(x,f(x)) eR"xR: x € Q}
que es la grafica de una funcion f € €*(Q) con s > 2, tal que Df # 0. Sabemos que

Tsoy® = {(nw) €R' X R: w— f(x) = Df(x) - (v—x)}

equivalentemente los puntos (v,w) € T{, s(x))¥ cumplen que

w—Df(x)-v=f(x)=Df(x)-x. 2
Ahora definimos la funcion

§:=Df(x) =9¢(x),
claramente ¢ € €°~!(Q; (R")*). De aqui en adelante se supondré que la funcién
0: Q— Q" :=9(Q)

es globalmente invertible, por lo que es es un €°~! difeomorfismo y denotaremos
¢! = y. Con esto definimos una funcién dual f*: Q* — R como

[(&):=8x—f(x) 3)

en donde x = y(&). A la formula (3) se llama rransformada de Legendre de f. Asi
los puntos (v,w) € I, f(x))g cumplen que

w—Ev = f(x) — &
=—f"(&). 4

Definiendo

n.:< £ 1 )
S \VITER VIFER

(&)
VI+IE]?

tenemos que d(n) = n- (v,w) en donde d(n) es la distancia orientada del origen
a Ty f()¥. Ahora, para identificar Q con QF, definimos d: R 5 R tal que

d(n) =
d0)=0yd(y) =|yld <ﬁ) para y # 0 asi, d es positiva homogénea y claramente
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es extension de la funcién anterior. Con esto podemos escribir para (§,—1) € ",

es decir, para (§,—1) tales que /1 +|&]2 =1
[H(&) =d((g,—1)). (5)

Ahora, si f es convexa o concava entonces la funcion d es la funcion soporte H
de 1a hipersuperficie ¢, véase [9], y por (5) podemos escribir f*(§)=H((E,—1)) =
u(&) en donde esta notacién es la definida al final de la Seccién 4.2 . Por lo que
podemos interpretar a la transformada de Legendre de la funcién f como la funcién
soporte de la hipersuperficie ¥ C R"*! dada por la ecuacién z = f(x).

Por otro lado, dada f* tenemos

[18)=¢-x—fx)
= &' — f(y(£))

por lo que
df* (&) = d&y'(§) + &idy' (&) — duf(W(§))dy'(§) (6)
como & = Df(x) entonces dy, & = dy, f(x) = dy, f(w(x)) por lo que
Eidy'(§) — A f (W(&))dW' (§) = Auf (X)W (&) — duf (W(E))dy'(§) =0
por lo tanto, de la ecuacién (6)
df (&) = 9 f(§)dE" = yi(§)dE'

y como @ es difeomorfismo podemos concluir que

Ie. 17 (S) = wi(8). (7
ahora, como x = y(&) por la férmula (3) y (7)
x=Df*(&)
z=f(x)=8&-x—f7(S). (8)

Observacion D.1 EI cdlculo anterior nos dice que x y f pueden ser obtenidas de
E vy f* de la misma manera que & y f* fue obtenida de x y f, en otras palabras la
transformacion (x, f) — (&, f*) es una involucion.

Con respecto a la hipersuperficie 4 C R"*! una interpretacién geométrica de
(8) dice que ¢ puede ser visto como la envolvente de sus planos tangentes 7,% para
q € ¢ descritos por (4). Para mds detalles véase la interpretacion geométrica de la
transformada de Legendre para hipersuperficies de R"*!; [9, Pag.11].
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