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Capitulo 1

Introduccion

El nimero heterocromatico, anti-Ramsey o arcoiris de una grafica ha sido estu-
diado desde que fue introducido en 1973 por Erdds, Simonovits y S6s en [ESS75].
Se considera que los resultados relacionados con el nimero heterocromético son
mas apegados a los problemas tipo Turdn que a los teoremas tipo Ramsey. Los
resultados tipo Turan buscan encontrar el maximo nimero de objetos que puede
tener cierta estructura que no contenga a una subestructura dada. Los teoremas
tipo Ramsey buscan encontrar el minimo niimero n; de elementos en una estructura
que asegura la existencia de una subestructura dada en alguna de las partes de
cualquier k-particién de dicha estructura. Un ejemplo de un resultado tipo Ramsey
bien conocido es que 6 es el minimo entero 7 tal que en toda coloracién con dos
colores (2-particion) de las aristas de una grafica completa con n vértices, exista una
subgréfica completa monocromatica con 3 vértices. Los resultados arcoiris buscan
encontrar el minimo nimero de colores, en cualquier coloracién de los elementos de
una estructura dada, que asegura la existencia de una subestructura en particular con
todos sus elementos de colores distintos. Este nimero de colores esta relacionado
con el nimero buscado en los problemas tipo Turan. Un ejemplo de este tipo de
resultados es que si queremos que cualquier coloracién con ¢ colores de las aristas
de una grafica completa con 6 vértices contengan un ciclo de longitud 3 hetero-
cromdtico, el minimo nimero de colores que se necesitan es ¢ = 6. Este resultado
para graficas completas de orden n se encuentra en [ESS75] y fue generalizado para
gréificas completas de orden n y ciclos de longitud p en [MNLOS].

Al igual que en teoria de Ramsey, se han trabajado los nimeros heterocromati-
cos de graficas completas buscando como subestructura heterocromética a ciclos,
trayectorias, graficas bipartitas completas, apareamientos, entre otros. También ha
habido diversas generalizaciones a este tipo de problemas, por ejemplo, hacien-
do que la estructura huesped no sea la grafica completa, o poniendo condiciones
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al nimero de elementos de cada color. Una recopilacién de resultados se puede
encontrar en [SCK14].

Una forma de ver los problemas de nimero heterocromatico, anti-Ramsey o
arcoiris es considerar a los elementos de la estructura huesped como vértices de una
hipergréfica, y las hiperaristas de la misma serdn definidas por los subconjuntos de
elementos de la estructura (vértices de la hipergréfica) que inducen a una subestruc-
tura dada. Asi, lo que se busca es el minimo entero k, tal que en cualquier coloracién
con k colores de los vértices de una hipergréfica dada siempre exista una hiperarista
heterocromadtica. En este trabajo ésta serd la manera en que consideraremos el
problema.

Para una gréfica completa, las bases de la matroide gréfica asociada son los
conjuntos de aristas de los arboles generadores. A través de matroides, podemos
abordar el problema de buscar el minimo nimero de colores necesario para colorear
las aristas de una grafica G y que G contenga un arbol generador heterocromatico. En
una grafica completa geométrica los conjuntos de aristas de los drboles generadores
planos no son bases de una matroide ya que la propiedad de intercambio de bases
no se preserva. En este trabajo ademds de estudiar el nlimero heterocromético de las
bases y circuitos de una matroide, también estudiaremos el niimero heterocromaético
de los drboles generadores planos de una gréfica geométrica.

En el segundo capitulo se dard una introduccion a la teoria de matroides, en el
tercer capitulo se verdn varias propiedades de algunas estructuras combinatorias que
serdn de interés para el cuarto y quinto capitulo en los que se hablard del nimero he-
terocromadtico de gréificas geométricas y matroides respectivamente. Los resultados
de los capitulos cuatro y cinco se pueden encontrar en [MR13]y [MM18].



Capitulo 2

Preliminares

Una matroide es una estructura combinatoria que generaliza la nocién de inde-
pendencia en espacios vectoriales. Dicha estructura consta de diversas familias de
algin conjunto. En este capitulo definiremos a una matroide M sobre un conjunto
subyacente S a partir de sus bases. De esta forma definiremos cuales son los conjun-
tos independientes, conjuntos dependientes, circuitos, hiperplanos y funcién rango
de la matroide M. Para cada familia distinta se buscard dar una serie de propiedades
que la caractericen. Asi veremos como es equivalente definir a una matroide a partir
de cualquier familia previa y partiendo de sus propiedades, construir el resto de
las familias anteriores. Ademads se buscard dar ejemplos de matroides definidas a
partir de las familias ya mencionadas. Al final del capitulo se definira la matroide
dual M* de una matroide M y veremos algunas de las propiedades que cumplen,
en especial, la relacion entre sus funciones rango. Los resultados de este capitulo
pueden encontrarse en los libros [Well0] y [OxI11].

2.1. Bases y Conjuntos Independientes

Una matroide M consiste de un conjunto finito S al que llamaremos subyacente
y una coleccién no vacia de subconjuntos de S, llamados bases, tal que cumplen las
propiedades que veremos a continuacién. Cuando definamos a una matroide a partir
de su conjunto de bases utilizaremos la notacion M = (S, ).

Definicion 2.1 (Bases). Dado un conjunto subyacente Sy & C Z?(S) diremos que
2B es un conjunto de bases si cumple los siguientes axiomas:

(B1) & + 0.

(B2) % es una anticadena en S (para todo By, B, € B, B ¢ B,y B, ¢ B)).

3



4 CAPITULO 2. PRELIMINARES
(B3) Para todo X,Y C S con X C Y, si existen By,B, € % tales que X C B y
B, C Y, entonces existe B3 € ZAtalque X C B3 CY.
La siguiente equivalencia de la condicién (B3) serd usada constantemente.

Proposicion 2.2.
Si # cumple (B1) y (B2) entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

(B3) Para todo X,Y C S con X CY, siexisten B;,By € A talesque X C B y
By C Y, entonces existe B; € Ztalque X CB3; CY.

(B3’) ParatodaB,B; € #y b € B existe b, € By tal que (B \{b})U{b} € B.

Demostracion.
Supongamos que ocurre (B3) y sea x € By, claramente podemos suponer x € By \ B.
Veamos el caso cuando dados B;,B; € 4 ocurre |B; \ B,| = 1. Sean

X€Bi\B,yA=B;NB;.
Ya que B; \ {x} C B, tenemos A = B; \ {x}. Sea
yEB\A=By\B; #0.
Definamos los siguientes conjuntos
X=AU{y} y Y=BiU{y} 2B

donde X = (B1NBy)U{y} CB,U{y} C By. Asi, X C B,y B; CY porlo que
podemos usar (B3) para encontrar Bz € 4 tal que

(Bi\{x})U{y}=AU{y} =X C B3 CY =BU{y}

Si By U{y} = B3, entonces B; C Bs, lo cual no puede ser pues % es una anticadena.
Asi B3 = (B \ {x})U{y}. Dado que A = B; \ {x} y x € B} \ By, se sigue que

By= B\ {x})U{y} =AU{y} = (Bi1\(Bi\B2))U{y} =BU{y} =B,

y porlotanto | B, \ Bi| = |((B1 \ {x})U{y})\Bi| =1, ademds B,\B; =Y y B, = Bs.
Entonces, dado x € B} \ B, existe y € By \ B; tal que (B; \ {x})U{y} € £.
Sean By, B; € 4 distintos y x € B \ By, consideremos los siguientes conjuntos

X =B\ {x} @2.1)

Y:BzL_JX:BzLJ(B]\{X}) (2.2)
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Como X C By y B, CY, entonces por (B3) existe B3 € A tal que
Bl\{x}:XnggY:Bqu (2.3)

En vista de la ecuacion 2.3 By \ B3 C By \ (B; \ {x}) = {x}, porlo que |B; \ B3| = 1.
Por la primera parte de la prueba se sigue que |B3 \ B;| = 1.
Sea y= B3 \Bl

Afirmacion 2.3. X = B3N B;.

Como X C By y X C Bj basta probar que BsNB; C X = By \ {x}. Supongamos
que

x€B3NB; C (B,UX)NBy = (BNB1)U(XNBy) CByU (B \ {x}).

Como x ¢ By \ {x}, entonces x € By, pero por construccién x € B; \ By. Por ello
x ¢ B3N By, de tal manera que B NB3 C B; \ {x} = X. Como X = B; N B3, entonces
B3 =XU(B3\B1) =XU{y} = (B2\{x})U{y}. Resta probar que y € B,. Notemos
quey € B3\ B; C (BoUX)\B1 = (B2U(By \ {x}))\Bi C By, por lo tanto y € B».
Asi, dado x € By \ By existe y € B, tal que (B \ {x}) U{y} € £.

Ahora supongamos (B3’) y sean X C Y y By,By € A tales que B # By y
X C By, B, CY. Tomemos B3 € % tal que X C B3 y que maximice la cardinalidad
de BN Bs. Si B3 CY, ya acabamos. Supongamos entonces que no es asi, sea
x € B3 \'Y C B3\ By. Por hipétesis existe y € B, \ Bz tal que (B3 \ {x})U{y} €
2. Puesto que x ¢ Y D X, se sigue que X C (B3 \ {x}) U{y}. Probaremos que
ByNB3 C ((B3\ {x})U{y}) NB,. Seaa € B,N B3, entonces a ¢ B3 \ By. Puesto
que x € B3 \ By, se sigue que x # a. En consecuencia a € (B3 \ {x} U{y})NB,
y ademds y € (B3 \ {x} U{y}) N B pero y ¢ B, N Bz. Concluimos que B, N B3 C
((B3\ {x}) U{y}) N By, lo que contradice la maximalidad de B;. Por lo tanto
XCB3CY. O

Corolario 2.4.
Si By, B, € A, entonces |Bi| = |Ba].

Demostracion.

Supongamos que |B;| < |B,|. Notemos que |B; \ By| > 0 pues By € By. Si b €
By \ B, entonces por (B3’) existe b, € B, \ By tal que (B \ {b1}) U {b,} € A.
Consideremos B} = (B; \ {b1}) U{b2}. Notemos que |B;| = |B]| por lo tanto |B] \
B| > 0. Podemos seguir haciendo lo anterior hasta que BE") C B,, contradiciendo
(B2). O

Diremos que la matroide M = (S, %) tiene rango n si todas las bases tienen
cardinalidad n.
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El siguiente es un ejemplo basico de una matroide M = (S, %) y puede encon-
trarse en [BGWO3].

Ejemplo 2.5.
Veamos que si S = [4] = {1,2,3,4}, entonces (M) = {123,124,134}, donde abc
denota el conjunto {a,b,c}, es el conjunto de bases de una matroide. 4 claramente
cumple (B1) y (B2).

Resta ver que # cumple la propiedad (B3), la checaremos para By = {123} y
B, = {124}, el resto de las combinaciones de las bases son andlogas.

Si by € B N B, la propiedad se sigue directamente. Sea b; € B; \ By, es decir
by = 3. Proponemos by = 4. Notemos que (B; \ {b1})U{b2} = B, € # por lo que
2 cumple la propiedad (B3).

Para el siguiente ejemplo necesitaremos recordar las siguientes proposiciones
bésicas de teoria de gréficas. Las demostraciones se pueden encontrar en[BM76] .

Proposicion 2.6.
Si G es una grafica, entonces G tiene un bosque generador.

Proposicion 2.7.

Si T es un arbol generador de G una grafica conexa con n vértices, entonces
|E(T)| =n—1. Ademads si G tiene componentes conexas Gi,...,G; y T es un
bosque generador, entonces |E(G)| =n(Gy)+...+n(Gy) —k = |V(G)| — k donde
n(Gi) = |V(Gi)l.

La siguiente matroide es la mas comun definida por una gréfica, sin embargo,
no es la tinica matroide que se puede definir a partir de una gréfica.

Ejemplo 2.8 (Matroide Grafica).
Dada G = (V,E) una gréfica, proponemos

B = {A C E | G|A] es un bosque generador de G}.

Supongamos que G es conexa, de lo contrario nos fijamos en cada componente
conexa. Se sigue de la Proposicioén 2.6 que B £ 0 y asi (B1) se cumple. Por la
Proposicién 2.7 B es una anticadena, pues todos los bosques generadores tienen el
mismo tamafio por lo tanto (B2) se cumple.

Probaremos (B3) para el caso cuando G es una grafica conexa (el caso en el que
no es conexa se sigue directamente). Sean 77,7, dos drboles generadores de G y
seaa € E(Ty) \ E(T>). Como T; es conexa minimal, entonces 7 \ {a} es aciclica.
Ademas por ser una arista de un drbol @(7; \ {a}) =2 donde w(H) es el nimero
de componentes conexas de la grafica H. Como 7, es conexa y generadora, existe
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una arista que conecte a ambas componentes conexas de 71 \ {a}. Seab € L\ T
tal arista, entonces (77 \ {a}) U {b} es conexa, como T} \ {a} es aciclica, entonces
si 71\ {a} U{b} tiene un ciclo, este ciclo debe contener a b lo cual no puede ocurrir
por nuestra eleccion de b. Por lo tanto 77 \ {a} U {b} es un drbol generador. La
matroide anterior también es conocida como la matroide de bosques. Para el caso
en el que no es conexa nos fijamos en la componente conexa donde tomamos a a.

A los subconjuntos de las bases de una matroide M = (S, %) se les conoce como
conjuntos independientes.

Definicion 2.9 (Conjuntos Independientes).
Definiremos la familia de conjuntos independientes .# como

I =low# ={X CS:3Bc Atal que X C B}.

De acuerdo con la definicién los conjuntos independientes de la Matroide
Gréfica vista en el Ejemplo 2.8 son los subdrboles de G. Las siguientes propiedades
caracterizan a los conjuntos independientes, si pensamos en los subarboles de una
gréfica G es fécil ver que éstas propiedades se cumplen.

Teorema 2.10.
& es la familia de conjuntos independientes de una matroide M en S si y solo si
cumple las siguientes propiedades:

(I1) .7 £0.
(I2) SiACBec Z,entonces A € . (£ es decreciente).
(I3) Paratodo I}, € .7 si|I1| < |L|, entonces existe x € [\ I} tal que [} U{x} € .Z.

Demostracion.
Veamos que low Z cumple con (I1)-(I3). Como para toda B € # B # (), entonces
0¢ 7.

Sean A C B € low 4. Por como definimos low% existe B’ € % tal que BC B'.
En particular A C B’, y asi podemos concluir A € low 2.

Sean I}, 1, € low % con |I;| < |I|, entonces existen By, B, € A tales que I; C B;
con i = 1,2. Considerando Y = B, UI;, obtenemos las siguientes contenciones

LCB ,B,CYylL CBUL =Y.
Por (B3) existe B3 € % tal que I} C B3 CY = B, UI; de manera que

B3\I, C B, 2.4)
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Dado que |B3| = |Baz|, |Ii| < ||, [y £ B3y I, C By se sigue que |[B3\ 1| > |B2 \ Lx|.
Esto nos lleva a que existe x € Bz \ I tal que x ¢ B, \ I,. Por la Ecuaci6n 2.4
concluimos x € . Asi encontramos x € [, N (B3 \ 1) tal que I; U{x} C B3. Por lo
tanto I; U {x} € low A.

Ahora sea .# que cumple (I1), (I12) e (I3), definimos

A ={B € .7 :Besmaximal en .# }

y veamos que %’ cumple con (B1)-(B3). Como .# # 0, entonces (B1) se cumple.
Si By C B, con By, B, € %' entonces por maximalidad B; = B,, de manera que %’
es una anticadena.

Observemos lo siguiente, si By,B, € %' con |Bj| < |Bz|, como en particular
B1,B, € .Z, entonces existe x € B, \ By tal que B; U{x} € .# lo cual no es posible
por maximalidad. Por lo tanto |B;| = |B3]|.

Para continuar con la prueba necesitaremos de la siguiente proposicién.

Proposicion 2.11.
Si I, € . son tales que |I;| < |I»| entonces existe X C L\ [; tal que [} UX € .
y | UX| = |6

Demostracion. Supongamos que no es cierto. Sean I}, € .# tales que |1} | < |b|
peronoexiste X Ch\Ij talque [ UX € £y [[LUX| = |L|. Sea Xy C L\ tal
que I; UX € . y X maximiza |I; UX|. Notemos que |X| > 0 pues por (I3), existe
un conjunto de un elemento con esa propiedad. Por hipétesis |} UX| < |L|, y
entonces podemos usar (I3) nuevamente para encontrar x € I, \ (I; UX) tal que
(ILUX)U{x} € .#. Esto contradice la maximalidad de X pues X U{x} C L\ I;.

Ahorasean X CB; € #',B, CY, B, € %' tales que X C Y. Por como definimos
la familia &', X € .#. Por la Proposicién 2.11 si suponemos que |X | < |B,|, entonces
existe ZC By \ X tal que |I| = |By| si [ =X UZ € .#. Como |I| = |B;|, entonces
I € #'. De lo contrario existe B € %' tal que I C B. En tal caso |By| = |I| < |B],
lo cual no es posible por la observacién anterior. De manera que X UZ € %’ con
XCXUZCYpuesZC B, CY.

Veamos el caso en el que |X| = |B2|. Como ya vimos que todos los elementos
de ' tienen la misma cardinalidad sabemos que |X| = |Bz2| = |By|. Se sigue de que
X C By que X = By € #', el conjunto buscado.

Por lo tanto %8’ cumple con (B1)-(B3). Asi conlcuimos que (I1)-(I3) caracterizan
a.z. O]

La familia de matroides mas sencilla es conocida como la matroide uniforme, en
la cual todos los subconjuntos de cardinalidad menor o igual a k son independientes.
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Ejemplo 2.12 (Matroide Uniforme).
Dado S un conjunto subyacente de cardinalidad n > 0 y r < n, definimos a la
matroide U, por sus conjuntos independientes .# como sigue:

S ={ACS||A <r}.

A esta matroide la denotaremos por U, ,. Las propiedades (I1), (12) e (I3) son
inmediatas de la definicién.

En la caracterizacion dada para .# podemos reemplazar la propiedad (I3). El
Corolario 2.4 nos asegura que todas las bases tienen la misma cardinalidad, la
propiedad (I3”) nos demuestra que los subconjuntos independientes maximales de
cualquier subconjunto de S, tienen la misma cardinalidad.

Proposicion 2.13.
Una coleccién .# de subconjuntos de S que satisface (I1) e (I2), satisface (I3) siy
solo si satisface:

(I3%) Si A C S, entonces todos los conjuntos independientes maximales contenidos
en A tienen la misma cardinalidad.

Demostracion.
Primero supongamos que existen A C Sy Y},Y> C A conjuntos independientes
maximales tales que |Y;| < |Y2|. Por la Proposicién 2.11 existe X C ¥ \ ¥; C A tal
que Y1 UX € .Z y esta contenido en A, lo que contradice la maximalidad de Y;.
Ahora sean X,Y € .# tales que |X| < |Y|. Sin pérdida de generalidad |Y| =
|X|+1. SeanA=XUY y X’ C Atal que X C X' y X’ es independiente maximal en
A. Por (I3’) |X'| > |Y| = |X| + 1 por lo que existe x € X\ X tal que |[{x}UX| = |Y|,
de lo contrario X seria maximal y de cardinalidad menor a |Y| lo que contradice
13). O

El siguiente ejemplo es de una matroide definida sobre una gréfica distinta
de la matroide dada en el Ejemplo 2.8. La definimos a través de sus conjuntos
independientes.

Ejemplo 2.14.
Sea G una grifica. SiS=V(G) e

# ={J C S| Existe un apareamiento M’ de G que cubre todos los vértices de J},

entonces . son los conjuntos independientes de una matroide M.
Para ver esto solo resta checar que .# cumple con (I1), (I2) e (I3). El conjunto
vacio es cubierto por el apareamiento vacio por lo que @ € .# y por lo tanto .# # 0.
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Supongamos que I} C I, con I, € .#. Como existe M' apareamiento que cubre a I,
en particular cubre a todos los vértices de /;. Entonces I} € ..

Sean I}, € .# tales que || < |I,| y sean M,M’ apareamientos tales que M
cubre a los vértices de I} y M’ cubre a los vértices de . Si M cubre algin elemento
en I, \ I1, entonces podemos extender a I; con ese elemento. Recordemos que G[M A
M'] es la unién de ciclos pares cuyas aristas alternan entre M y M’ o trayectorias
alternantes, pues el grado de un vértice en G[M A M'] es 0 si es cubierto por
ambos apareamientos en la misma arista incidente, 1 si es cubierto por tnicamente
un apareamiento, o 2 si es cubierto por ambos apareamientos en aristas distintas.
Notemos que |2\ [1| > |I; \ Io| pues |I1| < |I2|. Asi, existe una trayectoria alternante
Pen G[M AM'] con un extremo u en I, \ 11, y el otro extremo v tal que v ¢ I; \ I, de
lo contrario habria al menos tantos vértices en I, \ I} como en I; \ I,. Supongamos
que v € I} N, entonces el grado de v es 0 o 2. Por ser el vértice final de una
trayectoria alternante su grado en G[M A M’] es 1, una contradiccién. Asf tenemos
quev € L\ I; y por lo tanto llegamos a que v € I,. Sea M el apareamiento que se
obtiene al cambiar en M las aristas M N E(P) por las aristas M’ N E(P). Notemos
que M, cubre a todos los vértices que cubre M y adicionalmente M, cubre a v, por
lo que [; U{v} € .. Asi . son los conjuntos independientes de M.

Observacion 2.15.
Si G es una grificay S = E(G), entonces el conjunto

& ={J C S| J es un apareamiento de G}

no necesariamente cumple con (I3). Por ejemplo consideremos G = P4 como se ve
en la Figura 2.1, vivo,v3v4 y v2v3 son dos apareamientos maximales con distinta
cardinalidad, ésto no puede ocurrir por el Corolario 2.4.

Vi Vo V3 V4
o—eo—o——0

Figura 2.1: P4

Como fue mencionado, las matroides generalizan la nocién de independencia
en espacios vectoriales. El siguiente ejemplo muestra como los conjuntos indepen-
dientes de un espacio vectorial se relacionan con los conjuntos independientes de
una matroide definida a partir de una matriz.

Ejemplo 2.16 (Espacios Vectoriales).
Dada una matriz A € M, [F] sobre un campo F, podemos definir una matroide M
donde S es el conjunto de vectores columna de A y V C S es independiente si V es
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independiente en el espacio generado por todos los vectores columna de S. Como el
conjunto formado por un vector columna es independiente, entonces .# # (. Los
conjuntos de vectores independientes son decrecientes por lo que (I12) también se
cumple. Sean I,,l, € .# tales que |I}| < ||, por lo que I; tiene menor rango que I,
por lo que podemos extender a I; con un elemento de /,.

2.2. Conjuntos Dependientes y Circuitos

Al igual que en un espacio vectorial, aquellos conjuntos de una matroide M =
(S, %) que no son independientes formaran la familia de conjuntos dependientes.

Definicion 2.17 (Conjuntos dependientes).
Denotaremos por & a la familia de conjuntos dependientes de una matroide M en
un conjunto S, definida por:

2:={DCS|D¢ .7}

Teorema 2.18.
Los conjuntos dependientes de una matroide M con un conjunto subyacente S estan
caracterizados por las siguientes propiedades:

(D1) 0¢ 2.
(D2) SiD; € 2y D, C D, entonces Dy € Z (2 es creciente).
(D3) Paratodo Dy,D; € Ztalesque DiNDy ¢ Zyx €S, (D1UDy)\ {x} € 2.

Demostracion.

Supongamos que .# cumple con (I1),(I12),(I3) y veamos que el conjunto ¥ =
{DCS|D¢ .#} cumple con (D1),(D2),(D3). Las propiedades (D1) y (D2) son
consecuencia de las propiedades (I1) y (I2). Veamos que (D3) se cumple.

Sean Dy,D; € 9 tales que D1 N D, ¢ 9. Se sigue directo de la definicién de
2 que DiND, € Z. Si Dy C Dy, entonces D = DN D, € .7 lo cual es una
contradiccidon. Andlogamente D, C Dy, por lo que son incomparables.

Sea x € S, supongamos que x ¢ DN Dy, y sin pérdida de generalidad que x ¢ D>,
entonces D, C (D1 UD;) \ {x}. Como Z es creciente y D, € &, (D1 UD») \ {x} €
2. Entonces supongamos que existe x € D; N D; tal que (D UD,) \ {x} ¢ 2,
por lo que (D} UD;)\ {x} € .. Observemos que (D; ND;) C D; UD,, ademés
como son incomparables, existen dos elementos tales que dj € D1\ D, y ds €
Dy \ Dy. Como D; = (D;\ Dj)U(D;ND;j), entonces D;ND; € .#. Por lo tanto
|D1 N Dy| < |(D1UD;y) \ {x}|. Usando (I3) como en la Proposicién 2.11 existe
I' C((D1UDy) \{x})\ (D1NDy) tal que |(D;ND,)UT'| = [(D1UD;) \ {x}|. De
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esta forma I = (D;ND,)UI' € & cumple con D;ND, CIC (DyUDy) y || =
|[(DyUDy) \ {x}|. Puesto que I C (D;UDy) y |I| =|(D1UD;)|—1 se sigue que
D) C 1o D, C1yaque el elemento que falta no puede estar en ambos. Pero esto no
es posible pues .# es decreciente y D; ¢ .#. Por lo tanto (D; UD;) \ {x} € 2.

Ahora supongamos que 2 cumple (D1)-(D3) y probaremos que . = {I C S:
I ¢ 2} cumple (I1)-(13). (I1) se sigue de (D1). Supongamos que /; C I, donde
L e .Z.Sil| € 2, entonces como ¥ es creciente I, € & lo cual no es posible por
lo que I; € .# y por lo tanto es decreciente.

Sean I,,; € .# tales que |I1| < |I»|. La prueba de que se cumple (I3) lo hacemos
por induccién sobre |I; \ |. Si |I; \ I,| = 0, sabemos que I; C I, por lo que para
cualquier x € I, \ I} tenemos que I; U{x} C I, € .#. Supongamos que si A,B € .
son tales que |A \ B| < n, entonces existe x € B\ A tal que AU {x} € .#. Sean
I, € ¥ tales que |I; \b| =n+1. Tomemos y € I} \ I y consideremos los
siguientes conjuntos A = I; \ {y}, B=1L. Dado que A C I}, entonces A € .¥.
Ademads |A| < |I;| < |B|] y |A\ B] = n por nuestra eleccién de y. Por hipétesis
de induccién existe x € B tal que AU {x} € .#. Podemos repetir el paso anterior
hasta encontrar B’ tal que A C B' C BUA y |B'| = |B|. Asi podemos suponer que
AU{x} =By |B'| = |B|. Observamos que |B'| = |[A|+ 1= (|l;|+1)+1= || +2
por lo que existen a,b € B'\I; cona#b. Si[U{a} € ¥ oIU{b} € .9 ya
acabamos. Supongamos que (I; U{a}), (I; U{b}) € 2. Notemos que (I; U{a})N
(Lu{b}) =1 ¢ 2, entonces por (D3) tomando a y € S como antes tenemos
que (HU{aH)Uuu{bH)\{} =L U{atu{bHh\{y} € 2. Yaque a,be B
concluimos (I} U{a} U{b})\ {y} C B’ € .# lo cual no puede ocurrir pues .¥ es
decreciente. Por lo tanto I} U{a} € & o [ U{b} € .¥.

O

Si los arboles son conjuntos independientes en el ejemplo de una matroide
grafica, entonces los conjuntos dependientes son las subgraficas con ciclos, por
lo que los conjuntos dependientes minimales son los ciclos. Se puede generalizar
esta nocion para matroides, los conjuntos dependientes minimales son llamados
circuitos.

Definicion 2.19.
Definimos el conjunto de circuitos de una matroide M en S como
¢ :=min{D} ={C € Z | C es minimal en 7}

Al igual que con las definiciones previas, podemos caracterizar a los circuitos
de una matroide M

Teorema 2.20 (Circuitos).
% es el conjunto de circuitos de una matroide M si y s6lo si cumplen las siguientes
propiedades:
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(C1) 0¢%.
(C2) ¥ es una anticadena.

(C3) Paratodo Cy,C, € € tales que C; = Cr y x € S, existe C3 € € tal que C3 C
(CIUC)\ {x}.

Demostracion.
Primero veamos que si Z cumple con las propiedades (D1),(D2) y (D3), entonces
¢ = min{C € Z | C is minimal in Z} cumple con (C1), (C2) y (C3).

Claramente @ ¢ € pues 0 ¢ Z. Si C; C C; donde Cy,C; € € se sigue que C;
no es minimal, lo cual no es posible. Asi se cumple (C2). Sean C;,C; € € con
C) # C,. Podemos ver que C,C, € 2 por como lo definimos. Ademés C;NC; ¢ 2,
de lo contrario C; y C; no serian minimales. Sea x € S. Por (D3) concluimos que
(CLUC) \{x} € . Sea C3 € Z el minimo conjunto dependiente contenido en
(CLUC) \ {x}. Poreleccién Cs € €y es el circuito buscado. Por lo tanto 4 cumple
(CD,(C2)y (C3).

Ahora supongamos que ¢ satisface (C1), (C2) y (C3) y veamos que

P =upp(€¢)={D C S|3C € ¥ tal que C C D}

satisface (D1), (D2) y (D3).

Como 0 ¢ €, entonces no existe C € ¢ tal que C C 0 por lo que 0 ¢ . (D2)
se sigue de la definicién.

Sean Dy,D; € P talesque D1 ND;, ¢ 9y x € S. Por definicién existen Cy,C, €
% tales que C; C D; parai=1,2. Si C; = C; entonces C; C Dy, D5, que resulta en
que C; C D1 N D, ¢ 9, una contradiccién. Por lo tanto Cy # C,. Ahora podemos
usar (C3) y considerar dos casos. Six ¢ C; NC,, entonces existe i = 1,2 tal que C; C
(D1UDy) \ {x}, porlo tanto (D; UD») \ {x} € Z. El otro caso es cuando x € C; NCs,
entonces podemos usar (C3) para encontrar C3 € € tal que C3 C (C;UCy) \ {x}. Por
lo tanto C3 C (D UD») \ {x}, con lo cual podemos concluir que (D; UD,) \ {x} € 2.
Por lo tanto 2 = upp(%’) cumple con (D1), (D2) y (D3). d

Proposicion 2.21.
Si C es una familia de subconjuntos de S que cumple con (C1) y (C2), entonces las
siguientes propiedades son equivalentes:

(C3) Para todo C,C, € C tales que C; # C y x € S, existe C3 € C tal que C3 C
(Cl UCZ) \ {x}

(C3’) Para todo C,C; € € tales que C; #C, yx € C1NCy, y € Cp \ G existe
GieCtalqueye G5 C (C] UCQ) \ {X}
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A la segunda propiedad la llamaremos eliminacién fuerte.

Demostracion.

Supongamos que C cumple con (C3’). Si x € C; NC; llegamos al resultado tomando
y € C1 \ C; arbitraria. Sea x ¢ C; NC,, sin pérdida de generalidad x ¢ C, entonces
C; C (CiUG) \ {x} y el resultado se sigue.

Ahora supongamos que C cumple con (C3). Probaremos (C3’) por inducciéon
sobre |C; UC,|. Para el caso base supongamos que |C; UC,| < 3, sean x € C; NC,
yy € C;\ Ca. Por (C3) existe C3 C (C;UC) \ {x} y como |C; UC;| < 3, entonces
|C3| < 2. Veremos que y € C3. Supongamos que y ¢ Cs por lo tanto |C3| = 1. Sea
z al dnico elemento en C3 y z € C; para alguna i = 1,2. Esto es una contradiccion
pues ¢ es una anticadena. Asiy € C3

o [ ]
yECl\Cz xeCinG <

Figura 2.2: Los elementos de C; UG,

Sean C|,C, € € y supongamos cierto el enunciado para todo C,,C), € C tales
que ‘CaUCb‘ < ‘Cl UCZ’.

Sean x € C;1 NGy, y € C1 \ Cy. Por (C3) existe C3 € C tal que C3 C C1 UG, \ {x}.
Supongamos que y ¢ C3, entonces |C, UCs3| < |Cy UGy | puesy & C3UC, y C, UCs C
CyUC,. Como C3 C G, UCY, si CG3N(Cy\ Cp) =0, entonces C3 C Cy pero C es
una anticadena por lo que existe z € C3N (C2 \ Cy). Por hipétesis de induccién
paraz € CNCs y x € G\ Cs existe Cq € C tal que x € C4 C CG3UC \ {z} de
donde x € C4NC; y como y ¢ C3,Cy, entonces y € C; \ C4. Podemos ver que
|CrUC] < |C1UC | pues C; CC1UCLy C4 CC3UC, C (C1UC,)UC,. Ademas
como z € C3N(C, \ Cy) en particular z ¢ C, y por construccion z ¢ Cy, pero z € Ca,
por lo que la desigualdad es estricta. Notemos que x € C; UCy4 y como y ¢ Cp 2D Cy,
entonces y € C; \ C4. Asi, podemos usar por dltima vez la hipétesis de induccién
para encontrar Cs € C tal que y € Cs C (C1 UCy) \ {x} C (C1 UC2) \ {x}.

O

Es fdcil ver que al agregarle una arista a a un drbol 7' de una grifica G, T U {a}
a lo mds contiene un ciclo. Ademds si T es un drbol generador 7' U {a} contiene un
Unico circuito que debe contener a a. El siguiente lema generaliza este resultado
que resulta ser muy ttil en algunas de las pruebas que se verdn mas adelante.

Lemma 2.22.
Si A es un conjunto independiente de una matroide M y x € S, entonces A U {x}
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Figura 2.3: Cy, (3, C3, C4 y Cs

contiene a lo mds un circuito. Si B es una base de M y x € S\ B, entonces existe un
unico circuito C tal que
x€CCBU{x}.

Demostracion.

Sean A € .# (M) y x € S, supongamos que existen dos circuitos Cj,C; tales que
C; CAU{x} parai=1,2. Como A no contiene ningun circuito entonces x € C; NC;.
Por C3 existe C; un circuito tal que

C; C (ClUCZ)\{x} CA

Lo cual es una contradiccion pues A es independiente y por lo tanto no contiene
circuitos.

Sea B una base de M y x € S\ B. Como B es independiente maximal BU {x}
es dependiente por lo que contiene un circuito que por la parte anterior debe ser
dnico. 0

2.3. Funcion de Rango, Matroide Dual e Hiperplanos

Dada una matroide M = (S, %), la funcién rango de M es una funcién que
le asigna a los subconjuntos de S la cardinalidad de un conjunto independiente
maximal contenido en €l, los cuales por la Proposicién 2.13, siempre tienen la
misma cardinalidad.

Definicion 2.23 (Funcién de Rango).

La funcion de rango de una matroide M = (S, %) es una funcién p : Z(S) — Z que
a cada subconjunto de S le asigna la cardinalidad de un subconjunto independiente
maximal contenido en €l, es decir si A € Z(S), entonces

pA =mix{|X| | X CA,X € 7).
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Teorema 2.24. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) p es la funcion de rango de M una matroide en S.
(ii) p satisface:

(R1) p0 = 0.

(R2) ParaX C Syye€ Socurre pX < p(XU{y}) <pX+1.

(R3) SiparaX C S, x,y € S\X p(XU{y}) = p(XU{x}) = pX entonces
pXU{ytU{x}) = pX.

(iii) p satisface:

(R1’) 0 < pA <A
(R2%) SiA C B C S entonces pA < pB.
(R3’) p es submodular, es decir, p(AUB) +p(ANB) < pA+ pB.

Demostracion.

Primero veremos que si p es la funcién de rango de M, entonces satisface (R1)-(R3).
(R1) es claro pues cualquier subconjunto del conjunto vacio no tiene elementos.
Sean X C § cualquier subconjunto y y € S. Todo subconjunto independiente de
X es un subconjunto independiente de X U {y}, entonces pX < p(X U{y}). Sea
A C (XU{y}) un subconjunto independiente maximal en X U{y}. Siy ¢ A, entonces
A C X es maximal en X y por lo tanto pX = p(X U{y}). Ahora supongamos que
y € A. Notemos que A \ {y} C X es independiente, por lo que [A| — 1 = |A\ {y}| <
pX. Por lo tanto p(X U{y}) = |A| < pX + 1. Asi queda probado (R2).

Para probar (R3) consideremos A = X U {x} U{y} y supongamos que (R3) no
se cumple, es decir, p(X U {y}) = p(XU{x}) =pX y que p(XU{x}U{y}) > pX.
Sea Y un conjunto independiente maximal en X. Podemos extender Y a un conjunto
independiente maximal de A. Como pX < pA, Y U{x} 6 Y U{y} es independiente
pues son las dos posibles extensiones. Por lo tanto pX < p(X U {x}) 6 pX <
p(XU{y}), lo que contradice la hipétesis.

Ahora veamos que si p satisface (R1)-(R3), entonces p es la funcién de rango
de una matroide M. Definimos los conjuntos independientes .# (p) como X € .Z(p)
siy s6lo si pX = |X|. Verifiquemos que .# (p) cumple con (I1)-(I3).

Como p0 = 0= |0|, entonces @ € .7 (p). Sea BC A con A € .Z(p). Suponga-
mos que pB < |B| y consideremos A \ B = {cy,...,ck}, entonces por (R2)

p(BU{c1}) <pB+1<|B|+1.
Podemos continuar usando (R2) hasta obtener

pA=pBU{c1}U...U{c}) < |B|+k=|A]
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lo cual no es posible pues por hipétesis pA = |A|. Por lo tanto pB = |B]|.
Consideremos X,Y C .#(p) tales que |X| < |Y|. Sin pérdida de generalidad
|X| = |Y|— 1. Asi podemos escribira X y ¥ como

X = {'x17"‘7-le7yq+17"‘7yk}7 Y= {'x17’"7-xqazq+]7"‘7zk+l}

donde z; # yjparai € {g+1,....k+1}yje{q+1,... k}.
Vamos a intentar extender a X con alguna z; fija. Supongamos X U{z;} ¢ .7 (p)
paratodai€ {g+1,...,k+ 1}, entonces

p(XU{z;}) =pX =p(XU{z})

paratodai,j€ {g+1,...,k+1}. Por (R3) p(XU{z}U{z;}) = pX = |X| pues
X € Z(p). Usamos (R3) hasta obtener

pY < p(XU{zgpi}U... Uiz }) = [X| <Y

donde
pY <p(XU{zgt1}U...U{zks1})

es consecuencia de que Y C X U{z441}U...U{z41}. Porlotanto Y ¢ .#(p), una
contradiccion. Asi p(P) cumple (I1)-(I3) por lo que (i) e (ii) son equivalentes.

Ahora supongamos que p es la funcién de rango de una matroide M con un
conjunto subyacente S. Si A C S, entonces el subconjunto independiente mas grande
de A tiene cardinalidad a lo mas A, por lo que (R1’) se cumple. SeaA CBC Sy
sea I un subconjunto independiente maximal de A. Se sigue de (I2) que / también
es subconjunto independiente de B, por lo que pA = |I| < pB.

Falta ver que p es submodular. Sean A, B C Sy supongamos que p(AUB) = p
y p(ANB) = q. Tomemos X un subconjunto independiente de AN B tal que |X| = ¢,
es decir, que es maximal. Podemos extender X a un subconjunto independiente
maximal ¥ de AUB, es decir, Y estalque X C Y, [Y|=pyY € .#. Ademds existen
V,W CYtalesque Y =XUVUW donde VNX =0=XNW,V CA\ByW CB\A.
De esta forma por (I2°) X UV es independiente en A y X UW es independiente en B.
La siguiente desigualdad se sigue de lo anterior.

PA+pPB= [XUV|+|XUW|
=2|X|+|V|+ W]
= [Y[+[X]
=p(AUB)+p(ANB).

Resta ver el regreso. Ahora sea p : Z(S) — N una funcién que satisface (R17)-(R3’).
Veamos que entonces satisface (R1), (R2) y (R3). Como |0| = 0, entonces p@ = 0.
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Sean X C Sy yé€ S, por (R2’) dado que X C X U{y}, entonces pX < p(XU{y}),
ademds por (R3”) p(XU{y}) +p(XN{y}) < pX+p({y}). Siy € X ocurre p(X U

{H+p({y}) <pX+p({y}) yporlotanto p(XU{y}) <pX <pX+1Lysiy¢X
vemos que p(X U{y}) < pX +p({y}) < pX + 1y por lo tanto se cumple (R2).

Finalmente sean A C Sy x,y € S\ A, y supongamos que pA = p(AU{x}) =
p(AU{y}). Como consecuencia de la submodalidad p(AU {x} U {y}) + pA <
p(AU{x})+p(AU{y}) =2pA, ademds por (R2’) pA < p(AU{x} U{y}) . Porlo
tanto p(AU{x} U {y}) = pA.

O

Un ejemplo sencillo de una funcién de rango, es la de la matroide gréfica, para
este ejemplo nuevamente es necesaria la Proposicion 2.7.

Ejemplo 2.25.

Sea G una gréfica y consideremos la matroide asociada como se muestra en el
Ejemplo 2.8, su funcion rango p : #(E(G)) — Z tiene la siguiente regla de corres-
pondencia para A C E(G):

p(A) = [V(GIA])| - o(G[A])

donde @(GJA]) denota en nimero de componentes conexas de la subgrafica inducida
por A. La correspondencia se debe a la Proposicién 2.7 la cual demuestra que todo
bosque generador de G[A], los cuales son los conjuntos independientes maximos
contenidos en A, tienen cardinalidad |V (G[A])| — o(GIA]).

Ejemplo 2.26.

En el Ejemplo 2.14 la funcidén de rango p esta definida a partir de los apareamientos
maximos contenidos en las subgréficas H de G. Si denotamos por o'(H) a la
cardinalidad de un apareamiento maximo, entonces

p(H) =2d/(H).

Respecto al rango de un circuito C de una matroide M podemos hacer dos obser-
vaciones. Como C es independiente minimal, entonces el conjunto independiente
mas grande contenido en C es C\ {a} para toda a € C por lo que p(C) = |C| — 1.
De esta observacion se sigue que [C| —1 = p(C) < p(S) por lo que |C| < p(S) + 1.

El siguiente lema se usara para definir la matroide dual a M = (S, %). Una vez
conociendo a la matroide dual, veremos algunos resultados que seran usados mas
adelante.

Lemma 2.27.
SiB1,B, € By x € B\ By, entonces existe y € By \ By tal que ((By \ {y})U{x}) €
B
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Demostracion.

Por el Lema 2.22 existe un circuito C tal que x € C C By U{x}. Al igual que en la
Proposicion 2.11 podemos extender el conjunto independiente {x} a un conjunto
independiente maximal A contenido en B} U {x}. Notemos que A # B pues x ¢ Bj.
Por (I3”) todos los subconjuntos independientes méaximos de B; U {x} tienen la
misma cardinalidad y, dado que B; es independiente maximo en By U {x}, entonces
|A| = |By]. Por lo tanto existe un tnico y € B \ A. Afirmamos que y es el elemento
buscado. Por construccion y € B \ By, basta checar que ((B; \ {y}) U{x}) € Z.
Veamos que y € C. Siy ¢ C, entonces CN (B; \A) = 0 por lo que C C A, pero A
es independiente y por lo tanto no es posible que contenga a un conjunto depen-
diente. Asiy € Cy de esta forma considerando que B; U {x} contiene un tinico
circuito C 'y y € C, entonces ((B; \ {y}) U{x}) no contiene circuitos, se sigue que
es independiente, ademds tiene la misma cardinalidad que una base por lo que

((Bi\{y})U{x}) € Z. O

Proposicion 2.28.
Sea M = (S, %) una matroide, podemos definir una nueva matroide en S, M* con

conjunto de bases
B ={S\B|Be #}.

Demostracion.
Como A # 0, entonces existe B € % por lo que S\ B € B* y se sigue que B* # 0.
Ademds si By C B, con Bj,B; € %*, entonces S\ B, C S\ B; donde S\ B,S\Bs €
2 por lo que S\ B; = S\ By, es decir B; = B;. Por lo tanto Z* es una anticadena.
Sean B} = S\ B; y B5 = S\ B, dos elementos de la base y x € B} \ B3, por lo
que x € B, \ B;. Por el Lema 2.27 existe y € By \ B, tal que (B; \ {y}) U{x} € #.
Regresando a #* tenemos que y € B3 \ B} y S\ (B1 \ {y}) U{x} = ((S\B1) \ {x})U
{y} =B\ {xH)U{y} O

A la matroide M* la llamaremos la matroide dual de M. Notemos que por como
definimos M*, ocurre que (M*)* = M.

A partir de la relacion entre las bases de M y M* se puede deducir el siguiente
lema que corresponde a la relacion entre los conjuntos independientes de M* y las
bases de M.

Lemma 2.29.
Dados M una matroide en Sy A C S, A es independiente en M* si y solo si S\ A
contiene una base de M.

Demostracion.
A es independiente en M* si y solo si existe una base B* de M* tal que A C B*, siy
s6lo si existe B € A tal que A C S\ B siy solo si S\ A contiene una base de M. [
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Si p es la funcién de rango de M, denotaremos por p* la funcién de rango
asociada a M*. Las siguientes proposiciones exploran la relacién entre p y p*.
Como (M*)* = M, se sigue que (p*)* =p

Proposicion 2.30.
Dados una matroide M en Sy A C S, las funciones p y p* cumplen:

P (S\A) =S| —p(S) — |A| +p(A)

Demostracion.
Definimos A : & (S) — Z para A C S como

A(A) = |A[+p(S\A) —p(S).

Veamos que A cumple con (R1°),(R2’) y (R3’). Dado que S\ A C § por (R2’)
obtenemos p(S\A) < p(S) porlo que A(A) = |A|+p(S\A) —pS < |A|. Ahora
sea B C S tal que A C B. Entonces usando la submodularidad de p

A(A) =1A[+p(S\A) —p(S)
= [Al+ (p((S\B)U(B\A))+0) —p(S)
= Al +(p((S\B)U(B\A)) +p(0)) —p(S)
= |A[+(p((S\B)U(B\A)) +p((S\B)N(B\A))) —p(S)
< |Al+(p(S\B) +p(B\A)) —p(S)

= |A[+p(S\B) +|B\A|—p(S
= |Al+p(S\B) +|B| - |A| —p
= |B|+p(S\B) —p(S).

Nos resta probar la submodularidad de A. Para esto usaremos la submodularidad

de p,

Al +[B] = Al +p(S\A) —p(S) + (IB[+p(S\B) = p(S))
> |ANB[+|AUB|+p(S\(ANB))+p(S\(AUB)) —2p(S)
=A(AUB)+A(ANB).

)
()

Por lo tanto A4 es la funcién de rango de una matroide M (A ). Observemos que
A€ Z(M(L))siysolosi|A|=A(A) siysolosil|A| = |A|+p(S\A)—p(S)siy
solosi p(S\A) = p(S) siy solosiS\A contiene una base de M. Por el Lema 2.29
esto ocurre si y solo si existe B € % tal que A C S\ B siysolosiA € .#. Porlo
tanto A = p*, y podemos concluir que

P (S\A) =A(S\A) = [S\A[+p(A) —p(S) =S| —p(S) — [A] + p(A).
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Usando el resultado anterior probaremos el siguiente teorema.

Teorema 2.31.

Sea M una matroide en S. Sean A € .# y A* € .#* dos conjuntos independientes de
M y M* respectivamente. Si ANA* = (), entonces existen bases B € Ay B* € #*
talesque A C B,A* CB*y BNB* =0.

Demostracion.
Por la Proposicién 2.30 (p*)* = p. Por ser A* independiente en M*, p*(A*) = |A*
entonces

[l

P(S\A") =S| —p*(S) — |A*|+p"(A7)
= IS]=p*(S) — A" +|A7|
= [S]=p*(S)
=p(S).

Para el altimo paso basta notar que el orden de una base de M es el orden en S
menos el orden de una base de M*.

Como ANA* =0, entonces A C S\ A* por lo que podemos agrandar a A hasta
llegar a un conjunto independiente maximal de S\ A*, es decir, existe B indepen-
diente tal que A CBC S\A*y pB=p(S\A*) = p(S), por lo tanto B es una base
de M que contiene a A, resta notar que B* = S\ B es una base de M* que contiene a
A* pues BC S\ A*. By B* son las bases buscadas. O

Asi, una vez que ya definimos M* podemos ver el siguiente lema el cual es
usado varias veces en las pruebas de la seccion 2 y 4.

Lemma 2.32.
Si C es un circuito y C* es un cocircuito, es decir, un circuito de M*, entonces
|CNC*| # 1.

Demostracion.

Sean C un circuito y C* un cocircuito. Supongamos que |[CNC*| =1, es
decir existe a € S tal que CNC* = {a}. Por el Lema 2.29 existe B € # tal que
B C S\ C*\ {a}, pues C*\ {a} € .#*. Se sigue que C*\ {a} C S\ B. Por lo tanto
CN(S\B) =0, yaque Cy C* eran ajenos con excepcion de en a. Concluimos que
C C B, lo cual no es posible pues C es dependiente y por lo tanto no esta contenido
en una base. 0

En un espacio vectorial, un plano es un subconjunto del espacio cuya dimensién
es menor a la del espacio vectorial. En una matroide de rango r, un /-plano es un
subconjunto maximal de S de rango 7.
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Definicion 2.33.
Diremos que X C S es un r'-plano si pX =¥ y para todo a ¢ X tenemos que

p(XU{a})=p(X)+1.

Diremos que X es un hiperplano de una matroide M = (S, %), si es un r — 1-
plano, donde r es el rango de M. Podemos caracterizar a los hiperplanos de M a
partir de los circuitos de M*.

Proposicion 2.34.
H es un hiperplano de una matroide M si y sélo si S\ H es un circuito de M*.

Demostracion.
Supogamos que H es un hiperplano de M. Por la Proposicion 2.30

P (S\H) =S| —p(S)—|H|+p(H)
=S| —|H[-1
— S\ H| - 1.

Para ver que S\ H es un circuito de M*, basta ver que para todo x € S\ H, (S
H)\ {x} es independiente en M*, es decir, su rango es igual a su cardinalidad. Sea
x € S\ H, entonces

P ((S\H)\{x}) =p(S\ (HU{x}))
=S| =p(S) = [HU{x}[+p(HU{x})
=[S|=p(S)—[H|-1+p(H)+1
—S\H|-1-1+1
=[S\ H|-1.

Por lo tanto S\ H es un circuito de M*.

Ahora sea S\ H un circuito de M*. Veremos que H es un hiperplano de M.
Como S\ H es un circuito de M*, entonces p*(S\ H) = |S\ H| — 1 y para toda
x € S\ H tenemos que p*((S\ H) \ {x}) = |S\ H| — 1 y entonces

p(H)=p(S\ (S\H))
= |S|=p*(S)—IS\H|+p"(S\H)
=|S|=p(5)—1
=p($)—1.
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Ademads six ¢ H,

p(HU{x}) =p(S\ (S\HU{x}))
=S| =p () =[S\ (HU{x})| +p*(S\ (H U{x}))
=S| =p () =[S\ (HU{x})[+p"((S\H) \ {x})
=S| =p () = (IS\H| = 1) +|S\H| -1

=p(S).
Por lo que H es un hiperplano de M. O

Teorema 2.35.
Una coleccién .77 de subconjuntos de un conjunto subyacente S, es el conjunto de
hiperplanos de una matroide M si y sélo si cumple las siguientes tres propiedades:

(H1) S¢ 2.
(H2) SiH;,H, € J distintos, entonces H; ¢ H>.

(H3) SiH|,H, € 7y x ¢ H UH,, entonces existe Hz € # tal que {x}U (H; N

Hz) C Hs.
Demostracion.
Por la proposicién anterior podemos ver que los circuitos y los hiperplanos son
duales, dicho esto, la prueba es andloga a la prueba del Teorema 2.20. 0

De forma similar a como definimos hiperplano en la Definicion 2.33, vamos a
definir una colinea.

Definicion 2.36.

Dada una matroide M de rango r, un conjunto A es un plano o conjunto cerrado si
es maximal con respecto a su rango, es decir para todo a ¢ A p(AU{a}) > p(A).
Ademds a un (r — 2)-plano lo llamaremos una colinea.

Definicion 2.37.
Una matroide de rango r es pavimentada si no hay circuitos de cardinalidad menor
ar.
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Capitulo 3

Ejemplos de matroides e
hipergraficas

En este capitulo se presentaran algunas estructuras combinatorias que seran
de interés en este trabajo. Las geometrias proyectivas y los disefios son clases
especiales de matroides definidas por sus hiperplanos. Las matroides binarias
engloban varios ejemplos de matroides muy estudiados como la matroide definida
en el Ejemplo 2.16. Las hipergraficas son de nuestro interés puesto que a partir de
ellas se define el niimero hetrocromético de las bases o circuitos de una matroide.

3.1. Geometrias Proyectivas

Las geometrias proyectivas definen una clase de matroides que serdn estudiadas
a lo largo de este trabajo. A continuacién algunas de las propiedades basicas de
las geometrias proyectivas son estudiadas. Los resultado de esta seccién se pueden
encontrar en [Kar76].

El plano es un conjunto de puntos X = {Py,...} y sus lineas son subconjuntos
de X.

Definicion 3.1.
Un plano proyectivo finito de orden g es un plano que satisface las siguientes
condiciones:

(A1) SiP,Q € X con P # Q, entonces existe una tinica linea / tal que P,Q €/, ala
cual denotaremos por PQ

(A2) Sig C Xyl CZXsonlineas distintas, entonces existe un Unico P € X tal que
Pegnl

25
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(A3) Existen cuatro puntos que determinan dos a dos, 6 lineas distintas.
(A4) Existe una linea que consiste de ¢+ 1 puntos con g > 1.

Observacion 3.2.
Bajo (Al)y (A2) las siguientes condiciones son equivalentes

(A3) Existen cuatro puntos que determinan dos a dos, 6 lineas distintas.
(A3’) Existen cuatro puntos tales que no hay tres puntos colineales.

Esta observacion es consecuencia de (A1) y (A2) ya que dados cuatro puntos el
maximo numero de lineas distintas es (3) =6

Proposicion 3.3.
En un plano que cumple las condiciones (A1), (A2) y (A3) siempre existe una linea
que consiste de 3 puntos.

Demostracion.

Consideremos un plano que cumple las condiciones (A1), (A2) y (A3). Sea S =
{Py, P>, Ps,P;} un conjunto formado por los cuatro puntos dados en (A3”). Por (Al)
podemos definir las siguientes lineas:

Ly =PP,Ly=PP,L3=PP, Ly =PP;, Ls = BbP,y L¢ = P3F4.

Notemos que L1 NLg ¢ Sy por (A2) L; NLg # 0. Por lo que existe otro punto en
L1 N Le que no esta en S. Por lo tanto L; y Lg contienen al menos 3 puntos. Lo
mismo se puede probar para L,,Ls y L3,Ly. O

Si el plano contiene Gnicamente las lineas descritas anteriormente obtenemos el
plano de Fano que se vera a continuacion.

Ejemplo 3.4 (El plano de Fano).

Un ejemplo muy comtn de una geometria proyectiva finita es la representada en la
Figura 3.1 llamada el Plano de Fano, donde ademaés de las rectas que se ven en la
imagen, el circulo también es una linea. En total hay 7 puntos y 7 lineas.

Veamos que Fano es un plano proyectivo finito, donde ¢ = 2. Las propie-
dades (A1) y (A2) se pueden comprobar facilmente. Para (A3) nos tomaremos
{v1,v3,vs,v7}, se puede checar que hay 5 rectas del dibujo determinados por los
puntos y el circulo. Para el dltimo punto solo resta notar que cualquier linea consta
de 3 =2+ 1 puntos.

Las siguientes propiedades basicas serdn necesarias en el siguiente capitulo.
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V4

%/ Ve

V1 V2
V3

Figura 3.1: Plano de Fano

Proposicion 3.5.
Algunas propiedades de los planos proyectivos finitos de orden g son las siguientes:

1.
2.

7.

Si I, g son lineas distintas, entonces |/ Ng| = 1.

Existen cuatro lineas tales que tres no tienen un punto en comun.

. Toda linea contiene al menos tres puntos y cada punto esta contenido en al

menos tres lineas.

Toda linea consiste de ¢ + 1 puntos.

. Hay g+ 1 lineas que pasan por cada punto

El plano contiene ¢ 4 ¢+ 1 puntos.

El plano contiene ¢> + g + 1 lineas.

Demostracion.

1.

2.

Supongamos que P, Q son dos puntos en las lineas / y g. Por (A1) [ = g.

Sean {Py,...,P;} los cuatro puntos que satisfacen (A3). Las lineas buscadas
son P P,, P, 3Py y P,P;. Supongamos que PP, ,P; y P3P4 tienen un
punto en comun, x. Los puntos en {Py,..., P4} determinan 6 lineas, entonces
cada dos puntos distintos determinan una linea distinta. Las lineas PP, y
PP tienen a los puntos P y x en comiin. Entonces para que PP, # P,P;
se tiene que x = P, pues de lo contrario por (A1) las lineas serian iguales
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y los puntos en {Py,...,P,} a lo més podrian determinar 5 lineas. Ahora

consideraremos a P»P; y P3Py, nuevamente tienen en comun a los puntos Pz y
x = P, por lo tanto P,P; = P3P4, una contradiccion.

. Sea [ una linea y consideremos el cuadrildtero C = {Py,..., P4} dado en (A3).

Por ser cuadrilatero |[INC| < 2.

Ahora supongamos que |/ NC| = 2, sin pérdida de generalidad P;,Ps € .
Como las lineas determinadas por P3P, y P, P, tienen interseccién no vacia
por (A1), entonces PP, N P3P, € [ y ademds es en un punto distinto de Ps, P;.
Por lo que / contiene al menos tres puntos.

Supongamos que |[[NC| =1y sea P, € I, entonces PP, y P,P; cada una
determina un punto distinto en /.

Finalmente supongamos que |[NC| = 0. PP, P,P,, PyP; intersectan a [ en
un punto cada una. Supongamos P4P; NI = PyP, N 1. Dado que P,P| # P4P;,
las lineas se intersectan en P4 € C, lo cual no es posible pues supusimos que
|INC| = 0. Por lo tanto / contiene al menos tres puntos.

. Sea !’ cualquier lineay [ = {Py,...,P,+1} lalinea dada en (A4), con [ # I'.

A causade (A2) INI' = P; y debido a (3) existe otro punto en /, digamos P,
que no esta en [’ o si no por (Al) [ =I'. Tomemos un nuevo punto P, € [ con
Py # P; (el cual existe por (3)). Podemos observar que la linea que conecta
a P, y P, contiene otro punto distinto P .. Consideremos /; las lineas que
conectan P, con Py . Cada linea insersecta a I’ en un punto, resta probar que
se intersectan con !’ en puntos distintos. Supongamos lo contrario, es decir
linl'=1;N1l" = P para i # j, entonces P, P, € l;,1;, lo cual implica por (A1)
que [; = [;, y como resultado P; = P; lo cual no puede ocurrir pues / tenia
exactamente g + 1 puntos. Por lo tanto ; NI’ % [;N1" y podemos concluir que
I’ contiene al menos g + 1 puntos. Para mayor claridad ver Figura 3.2.

. Es el dual del 4.

. Sea P un punto del plano. Cada punto del plano distinto de P es un punto

de una linea que pasa por F;. Basta contar el niimero de puntos distintos que
estan sobre todas las lineas que concurren en P. Por 5 hay ¢ + 1 lineas que
pasan por P, y por 4 cada linea contiene g + 1 puntos de los cuales g puntos
son distintos de P,. Por lo que en total hay (¢4 1)g+ 1 = ¢*> + ¢+ 1 puntos.

7. Es el dual del 5.
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Figura 3.2: La construccién descrita en 4.

3.2. Disenos

Definicion 3.6.

Un diserio de bloque incompleto balanceado (Balanced incomplete block design o
BIBD) denotado por D(b,v,r,k,A) en un conjunto subyacente S con |S| = v es una
familia de b subconjuntos de S llamados bloques que cumple:

1. Cada bloque tiene orden k.
2. Six € S, entonces x estd en r bloques.

3. Six,y € S son tales que x # y entonces {x,y} esta contenido en exactamente
A bloques

Notemos que el pardmetro r queda determinado por los pardmetros v,A y k.
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Lemma 3.7.
Si D(b,v,r,k,A) es un disefio de bloque incompleto balanceado, entonces

v—1
k—1°

r=»>A

Demostracion.
Vamos a contar cuantas formas hay de escoger dos elementos y un bloque donde
estén dichos elementos. Hay (;) de fijar dos elementos de S, los cuales estdn en A

bloques distintos. Asi hay A (;) = QLV(VZ;I) formas de escoger dos elementos y un
bloque que los contenga.

También podemos fijar un elemento de S, el cual esta en r bloques distintos.
Cada bloque contiene (k — 1) elementos distintos del elemento que ya fijamos. En

total nos quedan W(kzi_]) formas de escoger los elementos y bloque deseados. Por lo
tanto
;Lv(v— 1) _ vr(k—1)
2 2
y asi

Av—1)=rk—1).

Podemos generalizar la tercera propiedad.

Definicion 3.8.

Para t > 1, un t-disefio (t-design) en un conjunto S con |S| = v, denotado por
t — (v,k,A), es una familia de b subconjuntos de S llamados bloques que cumplen
la propiedades (1) y (2) descritas anteriormente. Ademads ¢ — (v,k, A) cumple que
todo subconjunto de S de orden ¢ estd contenido en exactamente A bloques.

Nosotros nos vamos a enfocar en una clase de t-disefios en particular llamados
sistemas de Stenier.

Definicion 3.9.

Un sistema de Steiner denotado por S(d, k,n) esund — (n,k, 1) disefio. Esto significa
que en total hay n elementos, y cada uno de los subconjuntos de cardinalidad d esta
contenido en un Unico bloque el cual contiene k elementos.

Para lo siguiente, recordemos que una matroide es pavimentada si no tiene
circuitos de orden menor a su rango.

A través de un sistema de Steiner S(d, k,n) podemos definir una nueva matroide
M con conjunto subyacente S, donde los hiperplanos de la matroide son los bloques
del sistema de Steiner. Veremos que la matroide M es pavimentada. Esta idea se
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puede generalizar a disefios de bloque balanceados incompletos. La matroide resul-
tante es llamada disefio de matroide (matroid design), la propiedad de pavimentada
se puede perder en disefios de bloque balanceados incompletos.

Teorema 3.10.
Si S(d,k,n) es un sistema de Steiner en un conjunto subyacente S con k < n , los
bloques del sistema son los hiperplanos de una matroide M pavimentada.

Demostracion.
Tenemos que ver que el conjunto de bloques del sistema S(d,k,n) cumplen las
propiedades (H1), (H2) y (H3). Denotaremos por .5# al conjunto de bloques.
Como no hay bloque de tamafo n, entonces S ¢ . Supongamos que existen
H,,H, € 7 son tales que H; C Hj, al tener la misma cardinalidad podemos concluir
que H; = H,. Sean Hy,H, € 5 y x ¢ Hy N H,. Nuevamente como H;,H, son
distintos |H; N Ha| < d, entonces |(H; NHy) U {x}| < d. Si es necesario rellenamos
al conjunto (H; NH,) U{x} hasta que tenga exactametne d elementos. Por lo que
existe un bloque H3 que lo contiene. Por lo tanto J# es el conjunto de bloques de
una matroide M. Para calcular el rango de dicha matroide, tomemos un hiperplano
Ayx¢A. AU{x} contiene una base B. Ademas todo subconjunto X de AU {x} con
cardinalidad menor a d + 1 puede ser extendido con elementos de A, a un conjunto
de cardinalidad d. Por lo que X esta contenido en un bloque o hiperplano y como
consecuencia no es una base. Por lo tanto |B| = d + 1, asi el rango de M es d + 1.
Resta ver que M es pavimentada. Supongamos que existe un circuito C tal que
|C| < d. Entonces esta contenido en un hiperplano H. Si es necesario podemos
agregar elementos hasta obtener X tal que C C X y |X| =d. Asi X genera un
hiperplano H tal que si x ¢ H vemos que p(X U{x}) =d+ 1= |XU{x}|, lo cual
no es posible pues contiene a un circuito. Por lo tanto M es pavimentada. O

El Plano de Fano es un ejemplo de un Sistema de Steiner S(2,3,7). Los hiper-
planos de Fano son las lineas donde cada linea tiene 3 puntos. En total hay 7 puntos
y cada 2 puntos definen una linea.

3.3. Matroides Binarias

Una matroide M en § es representable sobre un campo F si existe un F-espacio
vectorial V y un mapeo ¢ : S — V que preserva la funcién rango. A la funcién ¢ se
le llama una representacion de M.

Definicion 3.11.
Una matroide M es binaria si puede ser representada en GF (2)
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La siguiente proposicion serd usada para dar una caracterizacion de matroides
binarias. Para demostrar dicha proposicion, requeriremos los siguientes lemas.

Lemma 3.12.
Sea M una matroide en S e I un conjunto independiente de M. Si x € I entonces
existe un circuito C* de M* tal que C* NI = {x}

Demostracion.

Como I € .Z, se puede extender a una base B de M tal que x € B. S\ B = B*
es una base de M* que no contiene a x, por el Lema 2.22 existe un circuito de
M* C* C B*U{x} C (S\ B) U{x} que contiene a x, por lo que C* es el circuito
buscado. O

Lemma 3.13.

Dados M una matroide, C un circuito de M y a,b dos elementos distintos de C,
existe un circuito C* de M* tal que los tnicos elementos de C contenidos en C* son
ayb.

Demostracion. Como C es un conjunto dependiente minimal, C \ {a} es indepen-
diente, entonces existe una base B de M que contiene a C \ {a}. B* = S\ B es una
base de M* que contiene a a pero no contiene a b. Por el Lema 2.22, dado que
b € C\ {a} C B existe un tnico circuito C* de M* contenido en B* U {b} tal que
b € C*. Notemos que CNC* C {a,b} yaque C\{a} CBy C* C (S\B)U{b}.
Por el Lema 2.32 vemos que [CNC*| # 1, y entonces CNC* # {b}. Por lo tanto
CNC* ={a,b}. O

Proposicion 3.14. Dada M una matroide, las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

(a) SiC es un circuito y C* un cocircuito de M, |CNC*| es par.

(b) La diferencia simétrica de cualquier coleccién de circuitos de M es la unién
de circuitos disjuntos.

(¢) SiCy,C; son circuitos distintos, entonces C; AC, contiene un circuito C.

Demostracion.
Supongamos que M cumple con (a) y sean Cy,...,C; una coleccién de circuitos de
M. Denotaremos por A a la diferencia simétrica de Cy,...,C;. Si A = 0, entonces A

es la unién vacia de circuitos. Adicionalmente podemos suponer que A no contiene
circuitos de cardinalidad uno, de lo contrario, si x; es un circuito de cardinalidad 1
en A definimos A} = AA{x; }. Consideremos x € A. Probaremos que A contiene un
circuito. Supongamos que A es independiente. Sea C* el circuito de M™ dado por el
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Lema 3.12 con x € A. Por (a) paratoda i € {1,...,k}, |C;NC*| es par. Veamos que
|ANC*| es par. Primero notemos que

IANCY| = |(C1A... AC)NC|
= (CINCHA...ACNCH|.

Asi, para demostrar que |ANC*| es par, basta probar que |[XAY | es par si X,Y son
dos conjuntos pares. Por definicién

XAY[=[(X\Y)U (Y \X)|
= [XAY[+[Y\X].

Si X NY es par, entonces X \ Y y Y \ X son pares. Si X NY es impar, entonces X \ ¥
y Y \ X son impares. Por lo tanto |[X AY | es par. El resultado se puede extender por
induccién para probar que |[A NC*| es par, lo que contradice que C*NA = {x}. Por
lo tanto A contiene un circuito C.

Si A = C hemos acabado. Supongamos que A # C y consideremos A; =
CACA...AC;. Podemos repetir el argumento anterior en A; y encontrar un
circuito C(!) contenido en A;. Notemos que A es finito y A; = A \ C por lo que
eventualmente va a existir A, = C? y por lo tanto se cumple (b).

La implicacién de (b) a (c) es trivial. Supongamos que (c) se cumple pero
(a) no. Tomemos el menor contracjemplo, es decir, C y C* circuitos de M y
M* respectivamente, tales que |C N C*| es el menor natural que es impar. Por el
Lema 2.32 |CNC*| # 1 por lo que [CNC*| > 3 y existen a,b,c € CNC* elementos
distintos. Por el Lema 3.13 para M* existe C; un circuito de M* tal que C*NC| =
{a,c}. Dado que a € CNC; y b € C\Cy, por (C3°) existe C; un circuito de M tal
que

be G C(CUCH)\{a}.

Tomaremos C; tal que CUC, sea minimal. Nuevamente como b € CNCr ya € C\C,
usaremos (C3’) para encontrar Cs tal que

a€C; C(CUG)\{b},

de donde a € CNC3y b € C\ C3 y por (C3”) existe Cy tal que
beCyC(CUGC)\{a}.

Por lo tanto

CUC4 CCUG CCUG

beCi CCUCCCUG C (CUC])\{CZ}.
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Por la minimalidad de CUGC,, CUC, C CUCy. Asi,
CUG =CUCy =CUCGCs,

de donde se sigue que C3 \C =, \ C.

Ahora supongamos que existe ¢ € CAC3 = (C3\ C2) U(C2\ C3) tal que ¢ ¢ C.
Entonces ¢ € C3\ C; o ¢ € C; \ C3. Sin pérdida de generalidad ¢ € C3\ Cy, con lo que
llegamos a una contradiccién con que ¢ € C3\ C = C; \ C. Por lo tanto C;AC; C C.

Por (c) existe un circuito D tal que

D CCGAC; CC.
Como consecuencia de (C2)
C=CNAC =D,
por lo que C\ C; = C3NC. Considerando que C3 \ C = C; \ C obtenemos que
CAC, = (C\G)U(C:\C) = (G:NC)U(C3\ C) = G
Recordemos que C; NC* = {a,c} C CNC*, entonces se sigue que

[GNCT < ((CUCi) \{a})NCT|
=|((cuc)NC)\{a}|
=l((encru(cinC))\{a}]

=|(€nC)\{a}|
<|cncr.

Andlogamente se prueba
|CsNCr| < |CNCH,

ademds C3 y C4 son no vacios pues b € C;NC* y a € C3NC*. Asi dado que [CNC*|
era minimo impar, |C3 NC*| y |C2 NC*| son pares. Como C3 = CAC,, entonces
C es la unién ajena de CNC3 y CNC,. De esta forma CNC* es la unidn ajena
de (CNG3)NC*y (CNC)NC* = (C2NC*)\ (C3NCaNCY) (esto se ilustra en la
Figura 3.3.)

Si [(CNC3)NC*| es par, como [C3NC*| = [(CNGC3)NCH + |CGsNC,NCH,
entonces |C3 NCoNC*| es par y como [CoNC*| = [(CNC2) NCH |+ |[C3NC2NCH| es
par, entonces |(C N Cy) NC*| es par. Por lo tanto [CNC*| = [(CNC3)NC*|+|(CN
C,)NC*| es par. Si [(CNC3) NC*| es impar, entonces |C3 NC, NC*| es impar por lo
que | (CNC,)NC*| esimpar y por lo tanto |[CNC*| = |(CNC3) NC*|+[(CNCy) NCF|
es par. Por lo tanto |C N C*| es par, una contradiccion. O
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C*
Figura 3.3: Diagrama de los conjuntos C, C* y C;

El siguiente teorema usa la proposicion anterior para caracterizar a las matroides
binarias. Su prueba no seré presentada aqui pero se puede encontrar en [Well0].

Teorema 3.15.
Dada M una matroide, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) SiC es un circuito y C* un cocircuito de M, [CNC*| es par.

(b) La diferencia simétrica de cualquier coleccion de circuitos de M es la unién
de circuitos disjuntos.

(¢) SiCy,C; son circuitos distintos, entonces C; AC, contiene un circuito C.

(d) M es binaria.

3.4. Hipergraficas

Las hipergraficas son una generalizacién de graficas donde se permite tener
aristas que contengan a mas de 2 vértices. Las definiciones de esta seccidn se
encuentran en [Ber79].

Definicion 3.16.
Dado V un conjunto finito y E = {E;|i € I} una familia de subconjuntos de V
diremos que la pareja H = (V, E) es una hipergrdfica si

1. Paratoda i € I tenemos que E; # 0.
2. UiEIEi == V

Diremos que V es el conjunto de vértices de H y E su conjunto de aristas.
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A continuacién daremos las definiciones andlogas para hipergraficas de concep-
tos bésicos de graficas.

Definicion 3.17.
Una hipergrifica simple H = (V, E) es una hipergrafica donde para toda i € I sucede
que |E;| > 1 y para todas i, j € I donde i # j tenemos que E; # E;.

Definicion 3.18.
Una hipergréfica k-uniforme es una hipergréfica tal que toda arista E; con i € [ tiene
cardinalidad k.

Ejemplo 3.19.
La pareja H = (V,E) donde V = (1,2,3,4) y E = {{1,2,3},{1,3,4},{1,2,3,4}}
es una hipergrafica. Una representacion de H se puede ver en la figura 3.4

Figura 3.4: H

Notemos que H no es uniforme pues [{1,2,3}| # [{1,2,3,4}|

Definicion 3.20.
El grado de un vértice v € V se define como dy (v) = [{i | v € E;}|

Definicion 3.21.
Una hipergréfica es d-regular si para todo v € V sucede que dy(v) =d

El teorema de Euler se generaliza a hipergraficas k-uniformes, su prueba es
analoga a la prueba correspondiente a graficas.

Proposicion 3.22.
Si H = (V,E) es una hipergrafica k-uniforme y simple, entonces

veV
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Demostracion.

Por cada v € V contamos las aristas adyacentes a v, que en total son dy (v). Por ser
regular cada arista esta en k vértices, por lo que son contadas k veces. Asi se sigue
que ¥yev d(v) = k|E|. -

Con el fin de ver coloraciones heterocromaticas mas adelante, es necesario dar
las siguientes definiciones que serdn de gran importancia en los capitulos 3 y 4.

Definicién 3.23.
Una t-coloracion de una hipergrifica H = (V,E) es una funcion ¢ : V(H) — [t]
suprayectiva.

Dada una estructura, las coloraciones heterocromaticas buscan subestructuras
donde todos los elementos tienen colores distintos. Es por esto que a veces son
conocidas como coloraciones arcoiris.

Definicion 3.24.
Una t-coloraciéon ¢ de H = (V,E) es heterocromdtica si existe e € E tal que
|@[V]e]]| = |V]e]|, esto es, todos los vértices de e tienen distinto color. Diremos que

la hiperarista e es heterocromética.

Una forma de ver los problemas tipo Ramsey es como problemas de coloracién
de vértices de una hipergréfica H, donde buscamos el maximo nimero de colores
en que siempre exista alguna hiperarista monocromatica, es decir, con todos sus
vértices del mismo color. Si queremos pensarlo con particiones buscamos el méximo
nimero de partes de una particién del conjunto de vértices tal que siempre exista
una hiperarista contenida en una de las partes.

Los problemas de nimero heterocromatico son problemas de coloracion de
vértices de una hipergréifica H, y se busca el minimo ndmero de colores tal que
siempre exista alguna hiperarista heterocromatica, es decir, con todos los vértices
de diferentes colores. Andlogamente, buscamos el minimo nimero de partes en
que se puede particionar al conjunto de vértices de tal forma que siempre exista un
hiperarista con todos sus vértices en distintas partes.

En general, en ambos casos la hipergrafica H la definimos en términos de una
estructura diferente, como pueden ser una gréafica u otra hipergrafica distinta.

Los vértices de la hipergrafica H los definimos dependiendo de los elementos
que se esta coloreando en la estructura original, ya sean aristas, hiperaristas, vértices
u otros elementos. A las hiperaristas de H las definimos a partir de esas subestructu-
ras de la estructura original que se busca que sea monocromatica o heterocromatica
(arcoiris), algunos ejemplos de dichas subestructuras son subgraficas completas,
ciclos, arboles, entre otros.
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Definicion 3.25.

El ndmero anti-Ramsey o heterocromdtico de una hipergrafica H es el minimo
natural 7 tal que toda ¢-coloracién de H es heterocromatica y lo denotaremos por
he(H). El concepto de nimero heterocromatico se introdujo en [ABNL92].

Observacion 3.26.

Toda |V (H)|-coloracién de H es heterocromitica por lo que he(H) < |V(H)|.
Ademds si H' es una subhipergrifica generadora de H, entonces hc(H) < he(H')
pues cualquier coloraciéon heterocromética de H induce una coloracién hetero-
cromatica de H'.

Para el siguiente ejemplo hay que definir el nimero anti-ramsey ar(n,G). Dados
una grafica G y n > |V(G)|, definimos ar(n,G) como el mayor entero tal que existe
una coloracién de las aristas de la grafica completa K,, con ar(n,G) colores y que
no contenga una copia de G heterocromatica.

Ejemplo 3.27.

Sea K, una grafica completa y G una grafica con m < n vértices. Consideremos H =
(V(Ky),E') donde E' = {E(G') | G’ < K, y G’ = G}. Podemos ver que hc(H) =
ar(n,G) + 1 pues si existe una arista heterocromatica en H, entonces existe una
subgrafica de K, heterocromadtica e isomorfa a G y andlogamente al revés.

Definicion 3.28.
Dada una hipergrafica H = (V,E), una t-transversal de su conjunto de aristas es un
subconjunto X de V tal que paratodae € E [XNe| >1.

Denotaremos por 7 la cardinalidad minima de una 2-transversal del conjunto
de aristas de una hipergrafica. Dado que una 2-transversal atraviesa 2 veces a cada
hiperarista, se puede dar una coloracioén sin aristas heterocromaticas con n — 7+ 1
colores, mas adelante se definird dicha coloracién.

Un ejemplo de una 2-transversal es el siguiente. Sea G = (V(G),E(G)) una
grafica conexa, no completa. Podemos definir H la hipergrafica del conjunto de
arboles generadores asociada a G como la hipergrafica cuyos vértices son las aristas
de Gy e C E(G) es una hiperarista de H si e es el conjunto de las aristas de un
arbol generador. Sean u,v dos vértices no adyacentes. El conjunto de las aristas
incidentes a u 0 a v es una 2-transversal, no necesariamente minima, de H.



Capitulo 4

Graficas Geométricas y su
namero heterocromatico

En este capitulo estudiaremos coloraciones del conjunto de aristas de graficas
geométricas. Se presentard un resultado tipo Ramsey que serd usado para encontrar
el nimero anti-Ramsey de la hipergrafica de arboles generadores planos de graficas
completas geométricas con a lo més un vértice dentro de la envolvente convexa.

4.1. Orugas

Las siguientes definiciones son necesarias para hablar de graficas geométricas.

Definicion 4.1.
Un punto p es una combinacion convexa de un conjunto P = {py, ..., p, } de puntos
en el plano si existen reales 0 < p, ..., o0, talesque Y. g0 =1y p=Y1( tipi.

Definicion 4.2.
La envolvente convexa o cerradura convexa de un conjunto de puntos P en el plano,
es el conjunto de puntos p tales que p es una combinacién convexa de P.

Definicion 4.3.

Una coleccién de puntos P en el plano se dice que estin en posicion general si
no hay tres puntos de P colineales. Ademads se dice que los puntos en posicién
general estdn en posicion convexa si no hay punto que pueda ser expresado como
combinacién convexa de los demas.

Definicion 4.4.

Dado P un conjunto de puntos en posicion general en el plano, una grafica geométri-
ca con vértices en P es una grifica G dibujada en el plano tal que todas sus aristas
son segmentos de linea recta.

39
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Las siguientes subgraficas de una gréfica geométrica, serdn de interés en el
futuro.

Definicion 4.5.
Un drbol plano de una grafica geométrica G, es un arbol de G que no se autointer-
secta. Un ejemplo de un 4rbol plano se puede encontrar en la Figura 4.1

Figura 4.1: Gréfica geométrica G con arbol plano

Definicion 4.6.

Una oruga R, es un arbol que consta de una trayectoria llamada cuerpo y sus
patas son hojas que salen del cuerpo. Un ejemplo de una oruga se puede ver en la
Figura 4.2.

Dados P un conjunto de puntos en posicion general, una oruga geométrica R es una
oruga cuyo cuerpo esta compuesto por aristas de la frontera de la envolvente convexa
de Py tal que para cualquier pata e de R la recta que contiene a e no intersecta a R
en ningln punto que no este en e. Un ejemplo de una oruga geométrica se puede
ver en la Figura 4.3.

/ /N
[ ] [ ] o o
Figura 4.2: Oruga

Dado un conjunto de puntos P denotaremos por CH(P) la frontera de la envol-
vente convexa de P, al que nos referiremos como casquete convexo. En la Figura 4.5
se encuentra un ejemplo de un casquete convexo en azul.
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Figura 4.3: Oruga Geométrica

TT——oe

Figura 4.4: Oruga No Geométrica

4.2. Un teorema de Ramsey

El siguiente teorema se encuentra en [KPTV98]. Es el tnico teorema tipo
Ramsey que veremos.

Teorema 4.7 (Kérolyi et al).
Si las aristas de una grafica geométrica completa finita son coloreadas de dos
colores, entonces existe un arbol generador plano monocromaético.

Demostracion.

Sea P el conjunto de vértices de una gréifica geométrica completa finita G cuyas aris-
tas estan coloreadas de color rojo y azul por la funcién ¢ : E(G) — {a,r}. Podemos
suponer que no hay ningtn vértice con misma coordenada x por lo que podemos
numerar a P dependiendo de su coordenada x de menor a mayor. Supongamos que
{p1,...,pn} es tal numeracion. La prueba serd por induccion sobre n. El caso base
cuando n = 1,2 es trivial. Supongamos cierto para cuando tenemos menos de n
vértices.
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Figura 4.5: Ejemplo de un casquete convexo en azul.

Primero nos vamos a enfocar en las aristas de CH(P). Si hay dos aristas con
colores distintos, podemos suponer que el vértice con una arista en CH(P) roja
y una arista en CH(P) azul es p,. Si consideramos a la subgréfica inducida por
{p1,-..,Pn—1} podemos usar la hipdtesis de induccién para encontrar un édrbol
plano generador monocromatico y restaria agregar la arista en CH(P) del color
correspondiente. El arbol restante seguird siendo plano pues la arista agregada
estaba en la frontera de la envolvente convexa, ademds de que fue extendido a ser
un drbol generador de G. Supongamos, entonces, que todas las aristas de CH(P)
son de color rojo.

Para cadai € {2,...,n— 1} definimos las subgréficas K! y K como

K! =G[{p1,....pi}] y Kl = G[{pi,-..,pu}]

Por hipdétesis de induccién para cada i € {2,...,n— 1} podemos encontrar Tl-l y
T/, arboles generadores geométricos monocromaticos de Kl-l y K respectivamente.
Notemos que si existe i € {2,...,n— 1} tal que ¢(T!) = ¢(T), entonces al unirlos
podemos extender los dos drboles a drboles generadores pues Uinicamente se in-
tersectan en p; por lo que Til UT;" continua siendo arbol. Resta ver que sea plano.
Como T} y T} estdn contenidos en las envolventes convexas de K! y K7, las cuales
dnicamente se intersectan en p;. Veamos entonces que 7;' U7} no se autointersectan.
Esta construccion se puede ver en la Figura 4.6

Nos podemos preguntar por el color de 7, y Tnl_l. Supongamos que 7, es de
color rojo, notemos que p; tiene una arista en el casquete convexo que conecta a pj
con algin vértice en {py, ..., p,}, por lo que al unir esta arista podemos expandir a
Ty aun érbol generador rojo. Por lo tanto 7 es azul y Tzl es rojo. Analogamente
se demuestra que Tnl_1 esazuly T, | esrojo. En la Figura 4.7 se pueden ver estas
construcciones.

Si nos fijamos en la secuencias de 4rboles izquierdos {Tzl yeens Tnl_l} y derechos
{T,...,T"_,} se concluye que existe i € {2,...,n— 1} tal que T es rojo y T es
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P1 °

P2 Pn
] Di+1

Figura4.6: T, | y Tll+1 rojos
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Figura4.7: T, y Tnt1

azul pero TllJrl es azul y T}, | es rojo, es decir, hay un paso donde se cambia de
colores. Notemos que K y K; , tienen envolventes convexas ajenas por lo que T!y
T/, | no se intersectan en ninguna arista. Ademas si nos fijamos en la recta que separa
a K! y K7, existe una arista a de la envolvente convexa que no esta en ninguno
de los dos drboles y que intersecta a dicha recta. Proponemos 7' = Tl-l UT/,U{a}.
Es monocromatico pues Til y T}, eran rojas por eleccion y a es roja por estar en
la envolvente convexa. T es un drbol pues Til y T/, | son ajenos. Como a esta en
la envolvente convexa de P, a no intersecta a las aristas de 7} y T}, las cuales
tampoco se intersectan mutuamente pues sus envolventes convexas eran ajenas por

lo tanto es un arbol plano. Esta construccion se puede ver en la Figura 4.8

O]
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Figura 4.8: T/ y T}, |

4.3. Arboles generadores planos heterocromaticos

El siguiente teorema se encuentra en [UG11] y establece una condicién necesaria
y suficiente para que el complemento de un 4rbol generador plano en una gréfica
geométrica contenga otro arbol generador plano. De aqui en adelante las orugas
geométricas y las estrellas serdn estructuras indeseables.

Teorema 4.8.

Sea R un arbol generador plano de una gréfica geométrica completa G. El comple-
mento de la grafica R° contiene un arbol generador plano si y sélo si R no es una
estrella o una oruga geométrica.

En el siguiente ejemplo hay una oruga geométrica en verde, pero el complemento
no contiene un arbol generador plano. Si el complemento contuviera un arbol
generador plano 7, entonces 7 contendria a la arista vev, 0 a la arista vgv4. En
ambos casos, no habria una arista incidente en v o v4 correspondientemente.

El siguiente lema fue probado por Garcia et al. en [GHH™02]. Si consideramos
la hipergréfica definida por el conjunto de aristas de los drboles generadores planos,
el siguiente lema nos da una 2-transversal de dicha hipergrafica.

Lemma 4.9.
Sea P un conjunto con |P| > 3 y cuyos puntos estdn en posicién convexa en el
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Vi
°

V6 V2

Figura 4.9: Oruga geométrica cuyo complemento no contiene un arbol generador
plano.

plano. Si R es un arbol generador plano de la grafica geométrica completa con
conjunto de vértices P, entonces al menos dos aristas de R estan en CH (P)

Los siguientes resultados se encuentran en el articulo [MR13].
Denotaremos por i(P) el nimero de puntos de P que no se encuentran en la
frontera de la cerradura convexa de P.

Lemma 4.10.

Sean P un conjunto de n puntos en posicién general en el plano tales que i(P) = 1
y w el tnico punto de P en el interior de la cerradura convexa. Sean u y v puntos en
el casquete convexo tales que satisfacen que el dngulo sustendido por los segmentos
de recta uw y wv contienen el mayor niimero de puntos en el lado en que dicho
dngulo es menor a 2. Si Q es el conjunto formado por las aristas de CH(P) junto
con uw 'y wy, entonces cualquier arbol generador plano R de la grafica geométrica
completa con vértices P, contiene al menos dos aristas en Q.

Demostracion.
Sea G una grifica geométrica completa con conjunto de vértices P tales que i(P) = 1.
La prueba serd por induccidn sobre la cardinalidad de P. Si P tiene 4 puntos,
entonces tres de ellos estdn en posicién convexa y el cuarto punto esta dentro de la
cerradura convexa (como se ve en la Figura 4.10.) Sabemos que todo arbol generador
de G debe tener 3 aristas pues |G| = 4, ademds G tiene en total 6 aristas de las cuales
5 estan en Q por lo que la proposicion se cumple.

Supongamos cierto para todo P’ C Py i(P') = 1;y sea T un drbol generador de
G. Por ser generador sabemos que hay una arista de T que toca a v y otra que toca a
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/

Figura 4.10: Caso base cuando |P| = 4

u, si ambas aristas esta en Q hemos acabado. Por lo que sin pérdida de generalidad
existe una arista e = ux € T diagonal a CH (P) que no esta en Q. Podemos observar
que e no puede atravesar a wv o wu en algin punto distinto de # o v. Supongamos
que ux y wv se cruzan (ver Figura 4.11). Notemos que el lado en que el dngulo
sustendido por los segmentos de recta uw y wx es menor a 5 contiene a todos los
puntos contenidos en el drea delimitada por uw y wv del lado del dngulo menor a J
y ademads contiene al punto v, una contradiccién a la elecciéon de v y w. Por lo tanto
e no intersecta a los segmentos de recta wv y wu con la excepcidn de en los puntos
uov.

[ N

<@

=0

Figura 4.11: La diagonal e cruzando a la arista wv.

Consideremos (P*, P~) un biparticién de P donde P es el conjunto de puntos
de P a la derecha de e junto con los puntos de e y P~ los puntos a la izquierda
de e. Notemos que P, P~ # 0 pues e es una diagonal de P y por lo tanto no estd
contenida en el casquete convexo. Por la observacion anterior e no contiene a w 'y
ademds sabemos por hipdtesis que w es un punto interior de P. Se sigue asi que w
es un punto interior de P o un punto interior de P~. Sin pérdida de generalidad w
esta en el interior de P*.

Como Pt C Py P~ # 0, entonces |P"| < |P|. Ademés notemos que se hereda
la propiedad de que los segmentos de recta uw y wv que contienen el mayor nimero
de puntos de P* en el lado en que dicho dngulo es menor a 5. Si O es el conjunto
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formado por las aristas de CH(P*) junto con uw y wv, por induccién, el subarbol
RN P" de R contiene dos aristas de Q. Notemos que de éstas dos aristas al menos
una debe de estar en Q pues hay una tnica aristaen Q7 \ Q = e.

Para P~ denotaremos Q~ al conjunto de las aristas de la frontera de CH(P™).
Por el Lema 4.9 existen dos aristas del subarbol RN P~ en Q. Nuevamente
observamos que O~ \ Q = e por lo que de las dos aristas anteriores al menos una es
una arista de Q. Concluimos asi que al menos dos aristas de Q estdn en R. O

Los siguientes dos teoremas nos ayudaran a encontrar el minimo niimero de
colores necesario para que toda coloracion de una grafica geométrica completa con
conjunto de vértices P en posicién general y con i(G) < 1 tenga un drbol generador
plano heterocromatico.

Teorema 4.11.
Si ¢ es una ((g) —n+2)-coloracion de las aristas de G, una grafica geométrica
completa con n > 3 vértices, entonces G tiene un arbol generador plano hetero-

cromatico.

Demostracion.

Sea X un conjunto heterocromadtico de aristas con exactamente un representante
de cada color. Sea Y el complemento de X. Como (X,Y) es una particién de
las aristas, el Teorema 4.7 nos asegura la existencia de un arbol generador plano
de G contenido propiamente en X o en Y. Como |X| = (3) —n+ 2, entonces
Y| = (5) — ((5) —n+2) =n—2 porlo que ¥ no contiene un drbol generador de
G pues todo arbol generador tiene n — 1 aristas. Por lo tanto X contiene un 4rbol

generador plano el cual debe ser heterocromético por nuestra eleccion de X. O

Teorema 4.12.

Sea G una gréfica geométrica completa con conjunto de vértices P donde |P| >3 e
i(P)=1.Sicesuna ( (g) —n+ 1)-coloracién de las aristas de G, entonces G tiene
un arbol generador plano heterocromatico.

Demostracion.

Nuevamente tomamos a X como un conjunto de aristas heterocromdtico de tamafo
(g) —n+ 1y consideramos Y el complemento de X. Volveremos a contar las aristas
de Y pero en este caso |Y| = (5) — ((5) —n+1) =n— 1 que es el nimero de aristas
que tiene todo arbol generador de G, por lo que Y es un arbol generador de G o
todo arbol generador de G tiene una aristas en X. En el segundo caso podemos
volver a usar el Teorema 4.7 para asegurar la existencia de un drbol generador plano
heterocromatico contenido en X. Supongamos pues que Y es un arbol generador
plano de G. Por el Teorema 4.8, Y = X contiene un arbol generador plano si Y no

es una oruga geométrica o una estrella.
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Supongamos que Y es una oruga geométrica, y sea y = uv una arista en el
cuerpo de la oruga, es decir u# y v tienen al menos otro vecino distinto de v y u
respectivamente. Esta arista existe si suponemos que Y no es una estrella. Como X
contiene todos los colores, existe una arista x € X con el mismo color que la arista y.
Intentaremos evitar orugas geométricas al intercambiar y con x, pues por nuestra
eleccion de y que se encuentra entre dos aristas distintas en Y, al agregar una nueva
arista no hay forma de obtener una estrella.

Supongamos que S = (Y \ {y}) U{x} es una oruga geométrica. Como al quitar
y separamos el cuerpo de la oruga Y en dos partes, x debe estar en el cuerpo de la
nueva oruga. La unica forma que esto ocurra es si Y y S son trayectorias sobre la
frontera del casquete convexo cuya unién es toda la frontera como se ilustra en la
Figura 4.12. Ademds si suponemos que la oruga Y tienen una pata, como la recta
definida por ésta arista no debe intersectar a la oruga Y, entonces intersecta a x por lo
que S no seria una oruga, por lo tanto Y no contiene patas. Se sigue que S tampoco
contiene patas. Como consecuencia ¥ no es un arbol generador pues i(P) = 1y asi
el vértice dentro del casquete convexo no es cubierto por ninguna arista de Y, una
contradiccion. Por lo tanto Y contiene un drbol generador.

7/
/ /\
° . ° '
/ //
o [
/ 7/
/ /
[} / [ ] [ J / [ J
/ /
7/ 7/
/ /
/ /
/ /
[ ] / [ ] [ J / [ J
/ 7/
/ /
/ /
/ /
o )/ ) [ °
Toc~——

Figura 4.12: Las orugas Y y §

Ahora supongamos que Y es una estrella. Tenemos dos casos dependiendo de
la posicion del vértice central; en la frontera del casquete convexo o dentro del
casquete convexo. Para el primer caso escojamos y € Y la arista que cubre al vértice
en el interior del casquete convexo de P. Nuevamente sabemos que existe x € X
con el mismo color que y. Consideremos S = (Y \ {y}) U{x}. Si el resultado no es
una oruga o una estrella habremos acabado, por lo tanto supongamos lo contrario.
Claramente S no puede ser una estrella, pues Y era una estrella generadora y no hay
forma de obtener una nueva estrella generadora al cambiar una arista. Supongamos
que S es una oruga geométrica generadora. Si |P| = 4, existe una arista ¢ entre dos
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vértices en el casquete convexo que no esta contenida en CH (P) al intercambiar y
con x, la recta que contiene a la arista x intersecta a ¢ como se ve en la Figura 4.13.

Figura 4.13: Las dos posibles rectas que contienen a x.

Supongamos ahora que |P| > 4, y consideremos la triangulacién T definida
por las aristas de CH(P) junto con las aristas de S las cuales son las diagonales
que van del vértice central a cada uno de los vértices en CH (P), (la Figura 4.14
muestra dicha triangulacién). Para que x no intersecte a la estrella, un extremo de
x, v, debe ser uno de los vértices del tridngulo de T que contiene al vértice interior.
En este caso la recta que contiene a x intersecta a la arista opuesta v por lo que
S= (Y \{y})U{x} no es una oruga geométrica.

VAN

\’/.

Figura 4.14: Triangulacién T

Resta el caso en el que Y es una estrella cuyo vértice central es el punto en
el interior del casquete convexo de P. Sean y € Y una arista cualquiera 'y S =
(Y \ {y}) U{x}. Es claro que S no es una estrella. Recordemos que hay al menos 3
puntos sobre la frontera del casquete convexo. Como Y es una estrella generadora
al remover y quedan al menos 2 aristas adyacentes al vértice central por lo que S
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tampoco puede ser una oruga geométrica.
Por lo tanto Y¢ = X contiene un 4rbol generador que por la eleccién de X, debe
ser heterocromatico. O

Ahora vamos a definir la hipergrafica H(G) de los drboles generadores de una
grafica geométrica G. Los vértices de H(G) son las aristas de G y las hiperaristas
de H(G) son los arboles generadores geométricos de G. Nos interesara calcular
el nimero heterocromdtico de H(G), hc(H(G)). Como fue definido en la Defini-
cién 3.25, he(H(G)) es el menor natural ¢ tal que toda z-coloracion de los vértices
de H(G) contiene una hiperarista heterocromdtica, es decir, el menor natural ¢
tal que toda ¢-coloracidn de las aristas de G contiene un arbol generador plano
heterocromatico.

El siguiente teorema retdne las cotas obtenidas anteriormente para hc(H(G))
para G una gréfica completa geométrica con conjunto de vértices P en posicion
general tales que i(P) € {0,1}.

Teorema 4.13.

Sean P un conjunto con n > 4 vértices en posicién general y G una grafica geométri-
ca completa cuyos vértices son los puntos de P. Consideremos H = H(G) la
hipergrafica de los arboles generadores planos de G. Si i(P) € {0, 1}, entonces

he(H(G)) =n(H(G)) — 1(H(G)) +2,

donde n(H(G)) = |[E(G)| y t(H(G)) es la menor cardinalidad de una 2-transversal
de las aristas de H(G).

Demostracion.
Sea S una 2-transversal minima de los drboles generadores planos de G, es decir una
doble transversal de las hiperaristas de H. Consideremos la coloracién ¢ de H que
le asigna color 1 a todos los vértices de Sy un color distinto a cada uno del resto
de los vértices. La coloracion ¢ usa n(H) — t7(H) + 1 colores y como S es doble
transversal, no hay aristas heterocromdticas. Por lo tanto hc(H) > n(H) — t(H) 4 2.

Ahora veamos el caso cuando i(P) = 0. Por el Teorema 4.11 he(H) < (5) —n+2
pues toda (g) —n+2-coloracion de la grafica completa asociada contiene un arbol
generador plano heterocromdtico. En el Lema 4.9 se demuestra que cuando i(P) =0
todo drbol generador plano contiene dos aristas en CH(P). Se sigue que para toda
hiperarista de H, siempre existen dos vértices provenientes de aristas de CH(P).
Por lo tanto n = |CH(P)| > ©(H). Concluimos que h¢(H) > n(H) —t(H)+2 >
(5) —n+2.

Ahora, supongamos i(P) = 1. Entonces por el Teorema 4.12 he(H) < (5) —n+1.
Nuevamente obtenemos una doble transversal de las aristas de H en el Lema 4.10 con
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(n—1)4+2=n+1 vértices, por lo tanto T(H) <n+1 hc(H) >n(H)—t(H)+2 >
(g) —(n+1)+2= (g) —n+1. Porlo tanto hc(H) > n(H) — t(H) + 2. ]

En el futuro seria interesante estudiar el ndmero heterocromético de arboles
generadores planos de una grafica con vértices en posicién general con més de un
vértice en el interior de la envolvente convexa. Parte de la dificultad en estudiar este
problema es encontrar una doble transversal. El caso cuando hay un punto en el
interior de la envolvente convexa resulta ser mds dificil que cuando los puntos estin
en posicion convexa, pues las aristas de la envolvente convexa no son suficientes para
formar una doble transversal de la segunda configuracién de puntos. Una pregunta
abierta que queda es si al tener una doble transversal de una gréfica geométrica G, el
nimero heterocromadtico serd hc(H(G)) =n(H(G)) — t(H(G)) 4 2. En esta ocasién
el valor exacto de una doble transversal coincide con n(H(G)) — t(H(G)) +2 que
en general es una cota superior del niimero heterocromdtico. Es natural preguntarse
si siempre ocurre esto.
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Capitulo 5

Numeros heterocromaticos de
matroides

Los resultados de este capitulo vienen de [MM18]. En este capitulo presentare-
mos el ndmero heterocromdtico para diversas estructuras de una matroide. Algunos
resultados inicamente se conoce para tipos especificos de matroides, en especial
para las matroides proyectivas y los disefios. Es importante tener presentes algunas
de las definiciones dadas en la seccidn de hipergraficas.

5.1. Bases

La primera hipergrafica que estudiaremos es la que viene de las bases de una
matroide. Una coloracién heterocromadtica de ésta hipergrafica serd una coloracién
heterocromadtica de las bases de una matroide. Para la matroide grafica, esto serd
una coloracién con un arbol generador heterocromaético.

Definicion 5.1.
Vamos a definir la hipergrdfica de bases asociada a una matroide M = (S, %), como
B(M) = (S, %), es decir, los vértices son los elementos de M y las hiperaristas son
las bases de M.

Ejemplo 5.2.
Recordando el Ejemplo 2.5 S = [4] y # = {123, 124,134}. La hipergrafica asociada
se encuentra en la Figura 5.1

El siguiente teorema se encuentra en [MR13]. Este resultado no da una 2-
transversal en concreto, més adelante se encontrard una 2-transveral que se usard
para mejorar el resultado.

53
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Figura 5.1: La hipergréfica de bases asociada a M = (S, )

Teorema 5.3.

Sea M una matroide con rango r > 2 con conjunto subyacente S donde |S| = m.
Supongamos que 7 es el minimo tamafio de una 2-transversal del conjunto de bases
de M, entonces hc(B(M)) =m—t+2

Demostracion.

Supongamos que existe una coloracién con m — T + 2 colores y sin bases hetero-
cromaticas. Tomemos X un subconjunto de S con exactamente m — T + 2 colores
distintos y sea Y su complemento. Nuevamente calcularemos la cardinalidad de Y,
Y| =|S\X|=m—(m—1+2)=1—2. Como 7 es el tamafio de una 2-transveral
minima y |Y| < 7, entonces existe B € #(M) tal que |Y NB| < 1. Por hipétesis B
no es heterocromatica por lo que su interseccién con Y es de cardinalidad 1, de lo
contrario B estaria contenida en un conjunto heterocromadtico. B esta contenido en
X con la excepcion de un elemento y = Y M B para el cual existe x € X N B con el
mismo color que y.

Sea Z =Y U{x}, entonces |Z| = |Y|+ 1 = 7— 1. Nuevamente Z no puede ser
una doble transversal de las bases. Sea B’ una base tal que |ZNB'| < 1. Notese que
si fueran ajenas entonces B’ C E \ (Y U{x}) C X por lo que B’ serfa heterocromética.
Como B’y B son bases, entonces tienen la misma cardinalidad, por lo tanto

IB\Z|=[B'| - 1>|B| 2= |B\{x,y}],

ademds B'\ Z'y B\ {x,y} son conjuntos independientes por ser subconjunto de bases.
Por (13) existe z € B'\ Z C X tal que (B\ {x,y})U{z} es un conjunto independiente.
Puesto que BU{z} no es independiente, la segunda parte del Lema 2.22 nos asegura
que existe un nico circuito contenido en BU{z} que por lo anterior debe contener
a x 0 ay, supongamos que contiene a x. Notemos que (BU{z}) \ {x} no contiene
ningun circuito y |(BU{z}) \ {x}| = |B|, entonces (BU{z}) \ {x} es una base
heterocromatica de M.
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Para la otra desigualdad basta observar que si coloreamos una 2-transversal de
color 1y los elementos que quedan de distintos colores, no hay bases heterocrométi-
cas. O

Lemma 5.4.
Sea M una matroide de rango r y B(M) la hipergrafica de bases asociada, entonces
el complemento de una colinea es una 2-transversal.

Demostracion.

Supongamos que existe L una colinea tal que L no es una 2-transversal de 4, es
decir existe A € Z tal que |[ANL°| < 1. Como consecuencia existe a; € A tal que
paratodaa € A\ {a;} ocurre que a ¢ L°. Se sigue que A\ {a;} C (L°)¢, de forma
que A C LU{a;}. Como L es un r —2 plano, entonces p(A) < p(LU{a1})=r—1
lo cual no es posible pues A € Z y por lo tanto p(A) =r. O

El siguiente resultado es una generalizacion del Teorema 5.3 con la diferencia
de que ya se conoce una 2-transversal del conjunto de bases.

Teorema 5.5.
Si M es una matroide de rango r con n elementos entonces hc(B(M)) =1, + 2,
donde #, es el tamafio de la colinea mdas grande.

Demostracion.

Si L es una colinea de tamafo ,, podemos colorear a S\ L de color 1 y a L de
colores {2,...,t» + 1}, por la observacién anterior S\ L es una 2-transversal de
B(M), por lo que para toda B € 4, B tiene dos elementos de S\ L los cuales tienen
el mismo color y por lo tanto la hiperarista asociada con B no es heterocromatica,
como consecuencia hc(B(M)) > t, + 2.

Ahora consideremos una (#, 4 2)-coloracién, queremos encontrar una hiperarista
de B(M) heterocromdtica. Sea L una colinea maxima, por la equivalencia (R1”)
del Teorema 2.24 t, = |L| > p(L) = r — 2, entonces t, +2 > r. Sea A un conjunto
de M con exactamente un elemento de cada color. Observemos que p(A) < |A| =
t» +2 < r, asimismo dado que L es una colinea maximay |A| =t + 1 > t,, se puede
concluir que r—2 < p(A) <r.

Si p(A) = r, entonces A contiene una base heterocromdtica por construccion.
Supongamos p(A) = r — 1. Entonces existe un hiperplano H que contiene a A.
Podemos tomar a ¢ H. Como H es un hiperplano p(H U{a}) = r, con esta idea
en mente queremos construir una base heterocromatica apartir de A y a. Para esto
definimos B el conjunto de elementos de A tales que los colores de B no son el
mismo que a, es decir tomamos @’ en A tal que a y @ tienen el mismo color y
B=A\{d'}. Dado que los colores en A no se repetian, los colores en B tampoco.
Ademds BU {a} tiene todos los colores. Basta checar que p(BU {a}) = r. Como
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B C H, entonces p(B) < r—1, ademds |B| =t,+1 > 1, por lo que p(B) > r—2.
Por lo tanto p(B) = r — 1. Podemos concluir que p(BU{a}) = r, pues a ¢ H. Por
lo tanto existe una arista heterocromdtica y hc(B(M)) < t, + 2. O

A continuacién veremos dos ejemplos donde se usa este resultado para colorear
una gréafica completa y una rueda.

Ejemplo 5.6.

Sabemos que los drboles generadores de K, contienen n — 1 aristas, por lo que
p(K,) =n—1. Buscamos las colineas mas grandes, que serian planos de rango
n — 3 con el mayor ndmero de aristas posibles. Esto se encuentra en K,,_» < Kj,,
pues sus arboles generadores tienen n —2 — 1 = n — 3 aristas y son maximales
con respecto al ndmero de aristas. Para calcular el niimero heterocromético basta
substituir

he(B(K)) =12 +2 = ("‘2> 2

2
B (n—2)(n—3) 4
N 2 *2
_ n?—5n+10
N 2

= <;> —2n+5.

Haremos el ejemplo cuando n = 5, entonces he(B(Ks) ) = @ —10+5=5. Una
coloracién de Ks con he(B(Ks)) colores se puede ver en la Figura 5.2, asimismo en
la Figura 5.3 se ve una 4-coloracion de K sin drboles generadores heterocromaticos,
pues cualquier arbol generador cubre a a v, y a v3, pero todas las aristas adyacentes
a estos vértices son azules, por lo que todo arbol generador tiene al menos dos
aristas azules. El conjunto de vértices de las hipergraficas asociadas a las colo-
raciones anteriores junto con una hiperarista también se muestran en las figuras
correspondientes.

Ejemplo 5.7.

Para las ruedas W, si buscamos una subgrafica méxima de W, que tenga 4rboles
generadores de tamafio n — 3 se puede ver que t; = 2n — 5. Ahora podemos encontrar
el nimero heterocromético.

he(W,) = (2n—5)+2=2n—3

Sin =5, entonces hc(Ws) = 7. En la Figura 5.4 se da una 7-coloracion de Ws.
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Figura 5.2: K5 y una arista de B(Ks) coloreadas con 5 colores
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Figura 5.3: Ks y una arista de B(Ks) coloreadas con 4 colores sin bases hetero-
cromadticas

Coloreando con una coloracién adecuada podemos ver que con 6 colores no hay
arboles heterocrométicos. En la Figura 5.5 se da una coloracién de Ws sin drboles
generadores heterocromaticos. Cualquier arbol generador de Ws tiene que tener una
arista en v; y una arista en vs pero todas las aristas incidentes a éstos vértices son
del mismo color.

5.2. Circuitos

Al igual de como defininimos una hipergréfica para las bases de una matroide,
ahora vamos a definir una hipergréfica para los circuitos de M.

Definicion 5.8.
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Figura 5.5: W5 y una arista de B(Ws) coloreadas con 6 colores sin bases hetero-
cromdticas

Si S es el conjunto subyacente de una matroide M con conjunto de circuitos &,
definimos la hipergrdfica de circuitos C(M) con conjunto de vértices S y donde
E C S es una hiperarista de C(M) si y solosi E € ¢

El siguiente lema se usa para acotar el niimero heterocromético de los circuitos
junto con el Lema 2.32, el Lema 2.29 y la Proposicién 2.30 los cuales se pueden
consultar en el capitulo 1.

Lemma 5.9.
Si M = (S, %) es una matroide de rango r, C* es un cocircuito y %' = {B\ C* |
B € A} entonces

M = (S\C",B):=M\C"

es una matroide de rango r — 1.
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Demostracion.
Para encontrar el rango de M’ primero veamos que p(M\ C*) > r— 1. Sea x € C*,
entonces C*\ {x} € .#* y por el Lema 2.29 existe B € A tal que B C (S\ C*)U{x},
es decir B\ {x} C S\ C*. Por lo tanto B\ {x} es independiente en M\ C* y p(B'\
{x}) = r—1, por lo que podemos concluir que p(M\ C*) > r— 1.
Demostraremos que no hay conjuntos independientes de tamafio r, para esto
veremos que toda base B de M cumple con [BNC*| > 1. Sea B una base de
M. Supongamos que BNC* = 0, es decir B C S\ C*, por el Lema 2.29 C* es
independiente en M*, una clara contradiccion. Por lo tanto las bases a lo mds tienen
orden r — 1. O

Teorema 5.10.
Si M es una matroide sin lazos de rango r con |S| =n 'y M # U,,, entonces
he(C(M)) =r+1.

Demostracion.
Para demostrar hc(C(M)) < r+ 1 queremos ver que toda r+ 1 coloracién de C(M)
contiene un circuito heterocromatico. Consideremos una r + 1-coloracién de C(M),
podemos colorear con r 4 1 colores pues si n < r+ 1, entonces n = r y por lo
tanto M = U, ,. Nuevamente vamos a tomar un conjunto heterocromatico con
exactamente r + 1 colores, A. Como tiene r + 1 elementos, entonces A no es
independiente, es decir, contiene un circuito el cual debe ser heterocromético.
Ahora vamos a demostrar hc(C(M)) > r por induccién sobre r. Si r = 1 notemos
que el circuito mas pequefio tiene exactamente dos elementos pues M no tiene lazos.
Basta colorear a S del color 1 para evitar circuitos heterocrométicos. Supongamos
que si M’ es una matroide de rango r’ < r, entonces hc(C(M')) > r/, es decir que
existe una r’-coloracion sin circuitos heterocromaticos. Sean M una matroide de
rango r y C* un cocircuito minimo. Por el Lemma 2.32 si coloreamos a C* de color
todo circuito que intersecte a C* tendra dos elementos de color r. Solo resta colorear
los circuitos que no intersectan a C*. Consideremos M’ = M\ C*, por el Lema 5.9 M’
es una matroide de rango r — 1 < r. Por la hipdtesis de induccién podemos colorear
a M’ con los colores {1,...,r— 1} sin que contenga circuitos heterocromdticos. De
esta forma podemos colorear a M sin circuitos heterocrométicos con r colores. [

De la Proposicion 2.30 se sigue que dado M una matroide, el rango de la
matroide dual M* es p*(S) = |S| — p(S). Sabiendo el rango de M*, es natural
preguntarse por el nimero heterocromatico de los cocircuitos de M.

Corolario 5.11.
Si M es una matroide de rango r con n elementos sin colazos y que no es U ,,
entonces he(C*(M))=r*+1=n—r+1.
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5.3. 3-Circuitos

Definicion 5.12.

Dada una matroide M, definimos la hipergrdfica de 3-circuitos C3(M) como la
subhipergrafica de C(M) donde tinicamente consideramos las hiperaristas de orden
3, es decir, las hiperaristas que vienen de circuitos de orden 3.

El siguiente ejemplo muestra una grafica H en la Figura 5.6 y su respectiva
hipergrafica de circuitos e hipergrafica de 3-circuitos en la Figura 5.7, los cuales son
ciclos y 3-ciclos correspondientemente. Podemos ver que no siempre son iguales.

Ejemplo 5.13.

V2 V1
L] L]
L] L ]

V3 V4

€12 €12

Figura 5.7: Hipergréfica de circuitos de H y de 3-circuitos

El nimero heterocromatico de 3-circuitos para matroides proyectivas se puede
calcular con base en su orden. La prueba general es por induccién, el primer
resultado es la base de dicha induccién.
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Figura 5.8:

Teorema 5.14.
Considerando el plano proyectivo de orden ¢, PG(2,q), se tiene que

he(C3(PG(2,9))) = 4.

Demostracion.

Notemos que la r+ 1-coloracién dada en el Teorema 5.10 en particular no tie-
ne 3-circuitos heterocromaticos, ademas p(PG(2,q)) =2+ 1 = 3. Por lo tanto
he(C3(PG(2,q9))) > r+1=4.

Resta ver que toda 4-coloracién tiene un 3-circuito heterocromatico. Sabien-
do que he(C(PG(2,q))) = 4, podemos asegurar que existe algin circuito hete-
rocromatico. Tenemos dos casos respecto al rango de C ya que p(C) > 1. Si
p(C) = 2, entonces por la minimalidad de C respecto a su dependencia, |C| = 3 en
cuyo caso acabamos. Supongamos que p(C) = 3, es decir C es un 4-circuito con
C ={a,b,c,d}. Por la Definicion 3.1 (A1) de geometria proyectiva hay dos rectas
distintas /; y I, tales que a,b € [ y c¢,d € ;. De nuevo por la Definicion 3.1 (A2)
sabemos que /; y [, se intersectan en un tnico punto e. Como {a,b,c,d} forman
un circuito de rango 3, no hay 3 puntos de C colineales, de lo contrario los tres
puntos colineales formarian un conjunto dependiente contenido en C (el caso en
el que e = ¢ se puede ver en la Figura 5.8). Por lo tanto e ¢ C. Ademas {a,b,e} y
{c,d, e} son 3- circuitos pues son colineales por como definimos a e. Resta notar
que existe un conjunto {a,b,e} o {c,d,e} heterocromatico dado que {a,b,c,d} era
heterocromadtico y e tiene tinicamente el mismo color que algtn elemento de C. Por

lo tanto hay un 3-circuito heterocromatico.
O

Denotaremos por PG(r-1,q) a una geometria proyectiva de rango r y orden q.
El teorema general para los 3-circuitos de una matroide proyectiva utiliza la cota
previamente probada para circuitos en general, la cual se encuentra en la seccién
anterior. Esto prueba que si M es una matroide proyectiva, con hc(C(M)) colores
siempre existe un 3-circuito heterocromatico.
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Teorema 5.15.
La geometria proyectiva de rango r, PG(r — 1,q), tiene niimero heterocromético de
3-circuitos he(C3(PG(r—1,q))) =r+ 1.

Demostracion.

Nuevamente podemos usar el Teorema 5.10 para obtener he(C3(PG(r—1,q))) >
r+ 1. La prueba para obtener la otra cota serd por induccion sobre el rango de M,
donde el caso base es el Teorema 5.14.

Empecemos por tomar A un conjunto heterocromatico donde los »+ 1 colores
de nuestra coloracién son representados una tinica vez. Como hay exactamente r + 1
elementos en A, entonces A no puede ser independiente, pues tiene mds elementos
que cualquier base. Sea C un circuito contenido en A, existe pues A es dependiente.
Notemos que como C C A, entonces C debe ser heterocromatico y |C| < r+ 1.
Supongamos que C no es un 3-circuito y ademds supongamos que C tiene menos
de r+ 1 elementos. Sea F el plano minimo que contiene a C. Nos gustaria poder
usar la hipétesis de induccion en la restricciéon de M a F. Como F es un plano de
una geometria proyectiva, F' es isomorfo a una geometria proyectiva en un espacio
vectorial de dimension |C| — 1 y por lo tanto la matroide asociada tiene rango |C| — 1
donde |C| < r. Ademas la restriccion a F esta coloreada con al menos |C| colores.
Por induccién existe un 3-circuito heterocromatico.

Supongamos entonces que |C| tiene exactamente r + 1 elementos, es decir
C ={ei1,...,er41}. Como estamos en una geometria proyectiva por (Al) en la
Definicion 3.1 existe una Unica linea L que pasa por ey, e>. Por otro lado también
consideramos el minimo plano H que contiene a e3, ..., e,41. Como es generado por
r— 1 elementos que son independientes, H es un hiperplano. Si |[HNL| > 2, entonces
por la unicidad de L, L C H. Esto es una contradiccién pues p(ey,...,e,41) =1y
como consecuencia {ej,ex} ¢ H. Por lo tanto [H N L| = 1, llamaremos al punto
en esta interseccién a. Veremos que a ¢ {ej,e2}. Supongamos que a = e; para
i € {1,2}, entonces {¢;} U{es,...,e,+1} es un conjunto independiente de rango r
contenido en un hiperplano H, lo cual no es posible. Si a € {es, ..., e, }, entonces
e1,e2,a son colineales por lo que {e},e2,a} es un conjunto dependiente de menor
cardinalidad que C, lo que contradice la minimalidad de C. Por lo tanto a ¢ C.

Comoa ¢ C,R={e;,ez,at yS=1{a,es,...,e,+1} son conjuntos dependientes.
Ya que C era heterocromatico se sigue que a a lo mas puede tener el mismo color
queune;con j € {l,...,e1} porloque R o S son conjuntos heterocromdticos. Si
R es heterocromadtico entonces R es el 3-circuito buscado. Por el caso anterior, si S
es heterocromatico, entonces S contiene un 3-circuito heterocromatico. Por lo tanto
he(G3(PG(r—1,q))) <r+1. O
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5.4. Circuitos Hamiltonianos

La siguiente definicién generaliza los ciclos hamiltonianos en gréficas, los
cuales son ciclos que recorren todos los vértices, es decir, son ciclos que tienen
tamafio n que es el rango de la matroide grafica més uno.

Definicion 5.16.

Dada una matroide de rango r, llamaremos a un circuito C de orden r+ 1 hamil-
toniano, ademds las matroides que contengan algun circuito hamiltoniano serdn
referidas como matroides hamiltonianas.

Al igual de como definimos una hipergrafica que solo contenga informacién de
los 3-circuitos, vamos a definir una hipergrafica que tenga por aristas los circuitos
hamiltonianos de una matroide.

Definicion 5.17.

Dada una matroide M, definimos la hipergrdfica de circuitos hamiltonianos denotada
por HC(M) como la subhipergrafica de C(M) cuyas hiperaristas son las asociadas a
circuitos hamiltonianos.

Observacion 5.18.
Todas las graficas con un ciclo hamiltoniano son matroides hamiltonianas.

En los siguientes dos ejemplo de matroides veremos un ejemplo que no con-
tiene circuitos hamiltonianos y otro ejemplo de una matroide distinta de las ya
mencionadas con un circuito hamiltoniano.

Ejemplo 5.19.
No todas las matroides son hamiltonianas. Por ejemplo si consideramos la matroide
gréfica definida por un moio G el cual se ilustra en la Figura 5.9. Los circuitos de
G son ciclos de tamaiio 3, a saber ' (M(G)) = {235,145}, mientras que la gréfica
es de orden 5 por lo que r = 4.

La gréfica de circuitos correspondiente estd en la Figura 5.10.

Ejemplo 5.20. Un ejemplo de una matroide con un circuito hamiltoniano es la
matroide binaria generada por la siguiente matriz M.

1 2 =2
M= (0 0 0 >
donde {(1,0),(2,0)} es un subconjunto dependiente minimal de las columnas de

M de orden 2, mientras que la dimensién del espacio generado por las columnas de
M es 1. Por lo tanto M contiene un circuito hamiltoniano.
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.\ /V.1
N

Figura 5.9: Gréfica de un mofio G

Figura 5.10: La hipergréfica de circuitos de G, un mofio.

A continuacion encontraremos el nimero heterocromdtico de CH (M), en el
caso de matroides que vienen de disefios o nuevamente del plano proyectivo. Para
esto requeriremos varios lemas previos.

Diremos que una matroide M es simple, si no tiene circuitos de orden 1 o 2.

Lemma 5.21.

Sea M una matroide en un conjunto $ binaria, simple, de rango r, distinta de U,_1 ,
y con al menos un circuito Hamiltoniano. En cualquier r 4+ 1-coloracién de S, si M
contiene un circuito Hamiltoniano heterocromatico, entonces contiene un circuito
heterocromatico de orden menor a r+ 1.

Demostracion.

Sean C el circuito hamiltoniano que M contiene,a € S\Cy b € C. (C\ {b})U{a}
no es independiente pues |(C\ {b})U{a}| = r+ 1 por lo que contiene un circuito
C" que necesariamente contiene a a, de lo contrario C” C C. Supongamos [C”| = |C|
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Por el Teorema 3.15, como M es binaria CAC” es la unién disjunta de circuitos.
Dado que a € CAC”, entonces existe C' C CAC” tal que a € C'. Supongamos que
CNC" = {x}. Puesto que C" C (C\ {b})U{a}, C" C {x,a}, lo cual no es posible
pues M no es simple. Por lo tanto [CNC”| > 1. Resta notar que |C'| < |[CAC"| =
Icul’|—ICNC"| < (r+2)—2=r<|C|.

Supongamos que C’ no es heterocromético, entonces como C si es heterocrométi-
coy C' C CAC" CCuU{a}, existe a’ € C'NC distinto de a pero con el mismo color.
Ahora consideraremos CAC’ 1a cual nuevamente es la unién disjunta de circuitos.
Como a' € CNC', entonces d’ ¢ CAC' pero a € CAC” ya que a ¢ C. Por lo tanto
existe un nuevo circuito D C CAC' tal que a € D y D es heterocromdtico pues el
color de a es el tinico que se repetia. Ademads por un argumento andlogo al anterior
|CNC’| > 1y entonces concluimos que

ID| < [lcul|—|cnC=|cul|—|cnC|=r+2-2=r<]|C|.
Por lo tanto D es el circuito buscado. O

Lemma 5.22.
Sea M una matroide de rango r con al menos un circuito hamiltoniano. Si k es el
orden del hiperplano de mayor cardinalidad en M, entonces hc(HC(M)) > x + 1.

Demostracion.
Sea H un hiperplano de cardinalidad x. Veamos que H¢ es una 2-transversal del
conjunto de los circuitos hamiltonianos. De esta forma al colorear a la 2-transversal
de un unico color y el complemento, H, de colores distintos, obtendriamos una
K 4 1-coloracion sin circuitos hamiltonianos.

Sea C un circuito hamiltoniano. Para toda a € C sabemos que C'\ @ es una base de
M, porlo que [CNH| < r—1 pues de lo contrario H contendria una base de M. Como
(H°NC)U(HNC) =C,entonces [H*NC|=|C|—|HNC|=Zr+1—(r—1)=2.
Por lo tanto H¢ es una doble transversal. 0

Teorema 5.23.
El nimero heterocromatico de circuitos hamiltonianos de PG(2,¢q), una geometria
proyectiva de orden g > 1, es hc(HC(PG(2,q))) = ¢+ 3.

Demostracion.

Buscamos un circuito heterocromético de orden 4, para ésto partiremos de un 3-
circuito heterocromético, es decir, una linea L con {a,b,c} C L donde {a,b,c}
es un conjunto heterocromdtico. El Teorema 5.14 nos asegura su existencia pues
g+3 > 143 =4. Por la Proposicion 3.5 inciso 4, hay exactamente g + 1 puntos
en L por lo que en L hay a lo més g+ 1 colores representados. Como nos faltan 2
colores, existen dos puntos d,e ¢ L con los colores restantes. Por (A1) podemos
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considerar la linea L’ generada por d y e, ademds ya que son lineas distintas, por
(A2), L'y L' se intersectan en exactamente un punto x. Tomemos dos elementos de
u,v € {a,b,c} tales que u,v # x como se ve en la Figura 5.11, entonces el conjunto
{u,v,d,e} es el buscado. Es heterocromdtico por construccién y es un circuito
porque consta de 4 > r =2+ 1 = 3 puntos no colineales.

Figura 5.11: Las lineas Ly L'

5.5. Sistemas de Steiner

Antes de empezar los resultados correspondientes a sistemas de Steiner, hay
que recordar algunas de las cosas vistas en el capitulo 2. En un sistema S(d, k,n)
los subconjuntos de cardinalidad d definen un tnico bloque que son los hiperplanos
de nuestra matroide. Cada bloque contiene k elementos y en total hay n elementos
en M.

Teorema 5.24.
Dado un sistema de Steiner S(¢,k,n) donde 2 <t < k<n,sin> (t+1)(k+1—1),
entonces la matroide asociada tiene un circuito Hamiltoniano.

Demostracion.
Primero notemos que el rango de la matroide asocida es ¢ + 1 pues los subconjuntos
de ¢ elementos definen un tnico hiperplano. Sea T = {ay,...,a;} un subconjunto

de t elementos y sea B el tinico bloque que lo contiene. Podemos extender 7" a
un conjunto independiente al tomar b ¢ By como T define al plano, tenemos que
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p(TU{b}) = p(T). Ademas por ser hiperplano p(T U {b}) =+ 1. Por lo tanto
T U{b} es una base. Buscamos seguir extendiendo 7' U {b} para obtener un circuito
hamiltoniano. De esta forma buscamos ¢ ¢ T U {b} tal que al agregar c, el Gnico
circuito en T'U {b,c}, que existe por el Lema 2.22, sea de tamafio ¢ + 2, es decir,
Hamiltoniano.

Para cadai € {1,...,t} definimos el bloque B; como el tnico bloque que con-
tiene a el subconjunto (7' \ {x;}) U{b} de cardinalidad z. Hay ¢ distintos bloques de-
finidos de esta manera, cada uno de cardinalidad k. Ademas dos a dos se intersectan
en al menos ¢ — 1 elementos de T. Por lo tanto [BUJ'_ | Bi| < (t+1)(k—(t—1)) =
(t41)(k+1—1). Por hipétesis n > |BUJ:_, Bi| por lo que existe z ¢ BUJ\_, B;.
Como z no estd en ninguno de los hiperplanos que contienen a los puntos de
T U{b} cualquier subconjunto propio que contenga a z serd independiente, por lo
que T U{b,z} es un circuito Hamiltoniano. O

Teorema 5.25.
Si M es una matroide pavimentada de rango r que viene de un sistema de Steiner
S(r—1,g,n), donde r es impar, entonces hc(HC(M)) = g+ 2.

Antes de dar la prueba veremos un pequeiio ejemplo en el plano de Fano, que
es un sistema de Steiner S(3 —1,3,7).

Ejemplo 5.26.
Como r = 3 es impar podemos usar el teorema anterior para calcular el nimero
antiramsey de los circuitos hamiltonianos hc(HC(M)) = ¢g+2 =3+2 = 5. Veremos
que la 4-coloracién dada en la Figura 5.12 no contiene circuitos hamiltonianos
heterocromdticos. Un circuito hamiltoniano del plano de Fano es un conjunto de 4
puntos donde 3 no son colineales. Supongamos que en nuestra coloracién hay un
circuito heterocromético C. Como py, p», p3 tienen el mismo color C tnicamente
contiene a alguno de éstos. Si C contiene a p; debe contener a p; pues tiene que
tener uno de cada color, y como no queremos 3 puntos colineales, entonces C no
contiene a ps. Como ps y pe son los tnicos puntos que quedan de su color C
contiene a ambos, pero esto no es posible pues py, ps y pe son colineales. El caso
donde p3 € C es andlogo. Supongamos que p, € C, como p4 y p7 son los inicos
puntos de su color, entonces ambos estdn en C, pero esto no es posible pues p2, pa y
p7 son colineales. Por lo tanto no hay circuitos hamiltonianos heterocromaéticos.
En la Figura 5.13, hay una 5 coloracién del plano de Fano donde el circuito
hamiltoniano es {p1, p3, p4, p7}.

Demostracion del teorema 5.25.
Todos lo hiperplanos vienen de bloques de tamafio ¢, entonces por el Lemma 5.22
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p7
D

P1 P2 pP3

Figura 5.12: Plano de Fano sin circuitos hamiltonianos heterocromaticos

hc(HC(M)) > g+ 1, es decirhc(HC(M)) > g+ 1 + 1. Si definimos 4 = hc(HC(M)) —
1, el minimo entero tal que M no tiene un circuito hamiltoniano heterocromético,
se sigue de la observacion que & > g+ 1. Tomemos una coloracién con /£ colores,
tal que no tenga circuitos hamiltonianos heterocrométicos. Al igual que en otras
pruebas nos tomaremos A un subconjunto heterocromatico con 4 elementos.

Nos interesard analizar los subconjuntos de A con r + 2 elementos. Si tomamos
un subconjunto de orden r + 1, entonces es dependiente y contienen un circuito.
Ademads por hipdtesis no hay circuitos hamiltonianos por lo que el orden de éste
circuito a lo mas es r. Se sigue de que es pavimentada que el orden del circuito
es exactamente r por lo que podemos encontrar un hiperplano que contiene al
circuito. Para trabajar mejor con los subconjuntos de orden r+ 2 de A, por cada
subconjunto {xi,...,x,+2} vamos a definir una digrafica donde los vértices serdn
los r+ 2 elementos y por cada elemento x; € {x1,...,X,42}, nos fijaremos en los
r+ 1 vértices restantes. Por la discusion previa sabemos que existe un hiperplano
H que contiene al circuito de orden r previmente encontrado, por lo que sabemos
que al menos r elementos de los r 4 1 restantes estan en H. Si los r 4 1 elementos
restantes estdn en H colocaremos una flecha de x; a cualquier vértice distinto.
Si existe x; # x; tal que x; ¢ H, entonces en la digrafica habra una flecha de
x; sefialando a x;, (para ilustrar mejor la digréfica checar Figura 5.14). De esta
forma aseguramos que todos los vértices tengan exgrado 1 y como r+ 2 es impar,
podemos asegurar la existencia de una trayectoria dirigida de longitud 2. Sin pérdida
de generalidad supongamos que x,+1x,+2 V X-2X, son flechas de ésta digrafica. Por
como definimos la digrafica concluimos que {xj,...,x,} estdn en un hiperplano
Hyy {x1,...,xr_1,X11} estdn en otro hiperplano H,. Pero {xi,...,x,_1} C HINH;
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p7

ps 143

D1 P2 p3

Figura 5.13: Plano de Fano con un circuito hamiltoniano heterocromético

donde {xj,...,x,_1} es independiente pues tiene orden r — 1 y M es pavimentada,
por lo que H; = H, pues como estamos en un Sistema de Steiner S(r—1,¢,n), r—1
puntos definen un Unico bloque que es un hiperplano de M. Por lo tanto por cada
subconjunto de r 4 2 elementos de A siempre hay r+ 1 puntos en un hiperplano.

Considerando la propiedad anterior de A, tenemos dos casos. Cada subconjunto
de r + 2 puntos estdn en un hiperplano o existe un subconjunto de r + 2 puntos
donde r+ 1 puntos estan en un hiperplano pero el dltimo punto no lo esta. Para
el primer caso veremos que todos los puntos estan en un Unico hiperplano. Sean
S ={x1,...,X4+2} un conjunto de r+ 2, que estdn en un hiperplano Hj, y sea w un
punto distinto de los anteriores. Si consideramos el conjunto R = {xj,...,X.1,Ww}
de r+ 2 puntos nuevamente hay un hiperplano H, que los contienen. Ademds SNR
tienen r — 1 puntos en comun por lo que existe un tinico bloque que los contiene ya
que estamos en el sistema S(r — 1,¢,n) y por lo tanto R y S estan contenidos en el
mismo hiperplano. Por lo tanto H; = H, y hay |A| puntos heterocromadticos en un
hiperplano por lo que si ¢ es el tamaiio de todos los hiperplanos & = |A| < g.

Supongamos que ocurre el segundo caso. Sean S = {x1,...,X4+1} y x4 tales
que los puntos de S estan sobre un hiperplano H; pero x,» ¢ H;. Volvemos a tomar
un puntow € Ay sea B={x,...,X;,X+2,w}. Por la primera observacion existen
r—+ 1 puntos de B en un hiperplano H,. De estos r+ 1 puntos, r — 1 deben ser puntos
de S pues |B\ S| = 2. Por lo tanto, como H; y H, comparten r — 1 puntos, entonces
H, =H,. Asiw € H, 0 x,42 € H, pero x,., ¢ H, = H,. Concluimos que w € H,
y por lo tanto todos los puntos de A con excepcidn de x,;, estan en un hiperplano,
porloque h—1=]A|—1<gq.
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Plano H

Figura 5.14: Digrafica asociada a un conjunto de r + 2 elementos



Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se buscé presentar el nimero heterocromético para bases y
circuitos de matroides y graficas geométricas. A lo largo del trabajo se demostro el
ndmero para bases y circuitos de una matroide. Ademds se dio el nimero arcofris de
3-circuitos para matroides proyectivas y de circuitos hamiltonianos para matroides
proyectivas y Sistemas de Steiner. Asi mismo se acoté el nimero heterocromético
de graficas completas geométricas y se dio explicitamente para graficas completas
geométricas con vértices en posicion convexa o con a lo mas un punto interior.

Algunos de los problemas abiertos que quedan son los siguientes:

1. Encontrar el nimero heterocromadtico de arboles generadores planos en grafi-
cas geométricas completas con vértices en posicién general.

2. Encontrar el nimero heterocromético de drboles generadores planos para otras
familias de gréficas geométricas como son las gréficas bipartitas geométricas.

3. Acotar el nimero heterocromatico de circuitos hamiltonianos de matroides
hamiltonianas

4. Analizar el nimero heterocromético de las hipergrafica definidas por los
hiperplanos de una matroide.

71
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