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Capı́tulo 1

Introducción

El número heterocromático, anti-Ramsey o arcoı́ris de una gráfica ha sido estu-
diado desde que fue introducido en 1973 por Erdős, Simonovits y Sós en [ESS75].
Se considera que los resultados relacionados con el número heterocromático son
mas apegados a los problemas tipo Turán que a los teoremas tipo Ramsey. Los
resultados tipo Turán buscan encontrar el máximo número de objetos que puede
tener cierta estructura que no contenga a una subestructura dada. Los teoremas
tipo Ramsey buscan encontrar el mı́nimo número nk de elementos en una estructura
que asegura la existencia de una subestructura dada en alguna de las partes de
cualquier k-partición de dicha estructura. Un ejemplo de un resultado tipo Ramsey
bien conocido es que 6 es el mı́nimo entero n tal que en toda coloración con dos
colores (2-partición) de las aristas de una gráfica completa con n vértices, exista una
subgráfica completa monocromática con 3 vértices. Los resultados arcoı́ris buscan
encontrar el mı́nimo número de colores, en cualquier coloración de los elementos de
una estructura dada, que asegura la existencia de una subestructura en particular con
todos sus elementos de colores distintos. Este número de colores está relacionado
con el número buscado en los problemas tipo Turán. Un ejemplo de este tipo de
resultados es que si queremos que cualquier coloración con c colores de las aristas
de una gráfica completa con 6 vértices contengan un ciclo de longitud 3 hetero-
cromático, el mı́nimo número de colores que se necesitan es c = 6. Este resultado
para gráficas completas de orden n se encuentra en [ESS75] y fue generalizado para
gráficas completas de orden n y ciclos de longitud p en [MNL05].

Al igual que en teorı́a de Ramsey, se han trabajado los números heterocromáti-
cos de gráficas completas buscando como subestructura heterocromática a ciclos,
trayectorias, gráficas bipartitas completas, apareamientos, entre otros. También ha
habido diversas generalizaciones a este tipo de problemas, por ejemplo, hacien-
do que la estructura huesped no sea la gráfica completa, o poniendo condiciones
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

al número de elementos de cada color. Una recopilación de resultados se puede
encontrar en [SCK14].

Una forma de ver los problemas de número heterocromático, anti-Ramsey o
arcoı́ris es considerar a los elementos de la estructura huesped como vértices de una
hipergráfica, y las hiperaristas de la misma serán definidas por los subconjuntos de
elementos de la estructura (vértices de la hipergráfica) que inducen a una subestruc-
tura dada. Ası́, lo que se busca es el mı́nimo entero k, tal que en cualquier coloración
con k colores de los vértices de una hipergráfica dada siempre exista una hiperarista
heterocromática. En este trabajo ésta será la manera en que consideraremos el
problema.

Para una gráfica completa, las bases de la matroide gráfica asociada son los
conjuntos de aristas de los árboles generadores. A través de matroides, podemos
abordar el problema de buscar el mı́nimo número de colores necesario para colorear
las aristas de una gráfica G y que G contenga un árbol generador heterocromático. En
una gráfica completa geométrica los conjuntos de aristas de los árboles generadores
planos no son bases de una matroide ya que la propiedad de intercambio de bases
no se preserva. En este trabajo además de estudiar el número heterocromático de las
bases y circuitos de una matroide, también estudiaremos el número heterocromático
de los árboles generadores planos de una gráfica geométrica.

En el segundo capı́tulo se dará una introducción a la teorı́a de matroides, en el
tercer capı́tulo se verán varias propiedades de algunas estructuras combinatorias que
serán de interés para el cuarto y quinto capı́tulo en los que se hablará del número he-
terocromático de gráficas geométricas y matroides respectivamente. Los resultados
de los capı́tulos cuatro y cinco se pueden encontrar en [MR13] y [MM18].



Capı́tulo 2

Preliminares

Una matroide es una estructura combinatoria que generaliza la noción de inde-
pendencia en espacios vectoriales. Dicha estructura consta de diversas familias de
algún conjunto. En este capı́tulo definiremos a una matroide M sobre un conjunto
subyacente S a partir de sus bases. De esta forma definiremos cuales son los conjun-
tos independientes, conjuntos dependientes, circuitos, hiperplanos y función rango
de la matroide M. Para cada familia distinta se buscará dar una serie de propiedades
que la caractericen. Ası́ veremos como es equivalente definir a una matroide a partir
de cualquier familia previa y partiendo de sus propiedades, construir el resto de
las familias anteriores. Además se buscará dar ejemplos de matroides definidas a
partir de las familias ya mencionadas. Al final del capı́tulo se definirá la matroide
dual M∗ de una matroide M y veremos algunas de las propiedades que cumplen,
en especial, la relación entre sus funciones rango. Los resultados de este capı́tulo
pueden encontrarse en los libros [Wel10] y [Oxl11].

2.1. Bases y Conjuntos Independientes

Una matroide M consiste de un conjunto finito S al que llamaremos subyacente
y una colección no vacı́a de subconjuntos de S, llamados bases, tal que cumplen las
propiedades que veremos a continuación. Cuando definamos a una matroide a partir
de su conjunto de bases utilizaremos la notación M = (S,B).

Definición 2.1 (Bases). Dado un conjunto subyacente S y B ⊆P(S) diremos que
B es un conjunto de bases si cumple los siguientes axiomas:

(B1) B 6= /0.

(B2) B es una anticadena en S (para todo B1,B2 ∈B, B1 * B2 y B2 * B1).

3



4 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

(B3) Para todo X ,Y ⊆ S con X ⊆ Y , si existen B1,B2 ∈ B tales que X ⊆ B1 y
B2 ⊆ Y , entonces existe B3 ∈B tal que X ⊆ B3 ⊆ Y .

La siguiente equivalencia de la condición (B3) será usada constantemente.

Proposición 2.2.
Si B cumple (B1) y (B2) entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

(B3) Para todo X ,Y ⊆ S con X ⊆ Y , si existen B1,B2 ∈ B tales que X ⊆ B1 y
B2 ⊆ Y , entonces existe B3 ∈B tal que X ⊆ B3 ⊆ Y .

(B3’) Para toda B1,B2 ∈B y b1 ∈ B1 existe b2 ∈ B2 tal que (B1 \{b1})∪{b2} ∈B.

Demostración.
Supongamos que ocurre (B3) y sea x ∈ B1, claramente podemos suponer x ∈ B1 \B2.
Veamos el caso cuando dados B1,B2 ∈B ocurre |B1 \B2|= 1. Sean

x ∈ B1 \B2 y A = B1∩B2.

Ya que B1 \{x} ⊆ B2 tenemos A = B1 \{x}. Sea

y ∈ B2 \A = B2 \B1 6= /0.

Definamos los siguientes conjuntos

X = A∪{y} y Y = B1∪{y} ⊇ B1

donde X = (B1 ∩B2)∪{y} ⊆ B2 ∪{y} ⊆ B2. Ası́, X ⊆ B2 y B1 ⊆ Y por lo que
podemos usar (B3) para encontrar B3 ∈B tal que

(B1 \{x})∪{y}= A∪{y}= X ⊆ B3 ⊆ Y = B1∪{y}

Si B1∪{y}= B3, entonces B1 ( B3, lo cual no puede ser pues B es una anticadena.
Ası́ B3 = (B1 \{x})∪{y}. Dado que A = B1 \{x} y x ∈ B1 \B2, se sigue que

B3 = (B1 \{x})∪{y}= A∪{y}= (B1 \ (B1 \B2))∪{y}= B2∪{y}= B2

y por lo tanto |B2\B1|= |((B1\{x})∪{y})\B1|= 1, además B2\B1 =Y y B2 =B3.
Entonces, dado x ∈ B1 \B2 existe y ∈ B2 \B1 tal que (B1 \{x})∪{y} ∈B.

Sean B1,B2 ∈B distintos y x ∈ B1 \B2, consideremos los siguientes conjuntos

X = B1 \{x} (2.1)

y
Y = B2∪X = B2∪ (B1 \{x}) (2.2)
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Como X ⊆ B1 y B2 ⊆ Y , entonces por (B3) existe B3 ∈B tal que

B1 \{x}= X ⊆ B3 ⊆ Y = B2∪X (2.3)

En vista de la ecuación 2.3 B1 \B3 ⊆ B1 \ (B1 \{x}) = {x}, por lo que |B1 \B3|= 1.
Por la primera parte de la prueba se sigue que |B3 \B1|= 1.

Sea y = B3 \B1

Afirmación 2.3. X = B3∩B1.

Como X ⊆ B1 y X ⊆ B3 basta probar que B3∩B1 ⊆ X = B1 \{x}. Supongamos
que

x ∈ B3∩B1 ⊆ (B2∪X)∩B1 = (B2∩B1)∪ (X ∩B1)⊆ B2∪ (B1 \{x}).

Como x /∈ B1 \ {x}, entonces x ∈ B2, pero por construcción x ∈ B1 \B2. Por ello
x /∈ B3∩B1, de tal manera que B1∩B3 ⊆ B1 \{x}= X . Como X = B1∩B3, entonces
B3 = X ∪(B3 \B1) = X ∪{y}= (B2 \{x})∪{y}. Resta probar que y∈ B2. Notemos
que y ∈ B3 \B1 ⊆ (B2∪X)\B1 = (B2∪ (B1 \{x}))\B1 ⊆ B2, por lo tanto y ∈ B2.
Ası́, dado x ∈ B1 \B2 existe y ∈ B2 tal que (B1 \{x})∪{y} ∈B.

Ahora supongamos (B3’) y sean X ⊆ Y y B1,B2 ∈ B tales que B1 6= B2 y
X ⊆ B1, B2 ⊆ Y . Tomemos B3 ∈B tal que X ⊆ B3 y que maximice la cardinalidad
de B2 ∩B3. Si B3 ⊆ Y , ya acabamos. Supongamos entonces que no es ası́, sea
x ∈ B3 \Y ⊆ B3 \B2. Por hipótesis existe y ∈ B2 \B3 tal que (B3 \ {x})∪{y} ∈
B. Puesto que x /∈ Y ⊇ X , se sigue que X ⊆ (B3 \ {x})∪{y}. Probaremos que
B2∩B3 ( ((B3 \ {x})∪{y})∩B2. Sea a ∈ B2∩B3, entonces a /∈ B3 \B2. Puesto
que x ∈ B3 \B2, se sigue que x 6= a. En consecuencia a ∈ (B3 \ {x}∪ {y})∩B2
y además y ∈ (B3 \ {x}∪{y})∩B2 pero y /∈ B2∩B3. Concluimos que B2∩B3 (
((B3 \ {x})∪ {y})∩ B2, lo que contradice la maximalidad de B3. Por lo tanto
X ⊆ B3 ⊆ Y .

Corolario 2.4.
Si B1,B2 ∈B, entonces |B1|= |B2|.

Demostración.
Supongamos que |B1| < |B2|. Notemos que |B1 \B2| > 0 pues B1 * B2. Si b1 ∈
B1 \ B2 entonces por (B3’) existe b2 ∈ B2 \ B1 tal que (B1 \ {b1})∪ {b2} ∈ B.
Consideremos B′1 = (B1 \{b1})∪{b2}. Notemos que |B1|= |B′1| por lo tanto |B′1 \
B2|> 0. Podemos seguir haciendo lo anterior hasta que B(n)

1 ⊆ B2, contradiciendo
(B2).

Diremos que la matroide M = (S,B) tiene rango n si todas las bases tienen
cardinalidad n.
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El siguiente es un ejemplo básico de una matroide M = (S,B) y puede encon-
trarse en [BGW03].

Ejemplo 2.5.
Veamos que si S = [4] = {1,2,3,4}, entonces B(M) = {123,124,134}, donde abc
denota el conjunto {a,b,c}, es el conjunto de bases de una matroide. B claramente
cumple (B1) y (B2).

Resta ver que B cumple la propiedad (B3), la checaremos para B1 = {123} y
B2 = {124}, el resto de las combinaciones de las bases son análogas.

Si b1 ∈ B1∩B2 la propiedad se sigue directamente. Sea b1 ∈ B1 \B2, es decir
b1 = 3. Proponemos b2 = 4. Notemos que (B1 \{b1})∪{b2}= B2 ∈B por lo que
B cumple la propiedad (B3).

Para el siguiente ejemplo necesitaremos recordar las siguientes proposiciones
básicas de teorı́a de gráficas. Las demostraciones se pueden encontrar en[BM76] .

Proposición 2.6.
Si G es una gráfica, entonces G tiene un bosque generador.

Proposición 2.7.
Si T es un árbol generador de G una gráfica conexa con n vértices, entonces
|E(T )| = n− 1. Además si G tiene componentes conexas G1, . . . ,Gk y T es un
bosque generador, entonces |E(G)|= n(G1)+ . . .+n(Gk)− k = |V (G)|− k donde
n(Gi) = |V (Gi)|.

La siguiente matroide es la mas común definida por una gráfica, sin embargo,
no es la única matroide que se puede definir a partir de una gráfica.

Ejemplo 2.8 (Matroide Gráfica).
Dada G = (V,E) una gráfica, proponemos

B = {A⊆ E | G[A] es un bosque generador de G}.

Supongamos que G es conexa, de lo contrario nos fijamos en cada componente
conexa. Se sigue de la Proposición 2.6 que B 6= /0 y ası́ (B1) se cumple. Por la
Proposición 2.7 B es una anticadena, pues todos los bosques generadores tienen el
mismo tamaño por lo tanto (B2) se cumple.

Probaremos (B3) para el caso cuando G es una gráfica conexa (el caso en el que
no es conexa se sigue directamente). Sean T1,T2 dos árboles generadores de G y
sea a ∈ E(T1)\E(T2). Como T1 es conexa minimal, entonces T1 \{a} es acı́clica.
Además por ser una arista de un árbol ω(T1 \{a}) = 2 donde ω(H) es el número
de componentes conexas de la gráfica H. Como T2 es conexa y generadora, existe
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una arista que conecte a ambas componentes conexas de T1 \{a}. Sea b ∈ T2 \T1
tal arista, entonces (T1 \{a})∪{b} es conexa, como T1 \{a} es acı́clica, entonces
si T1 \{a}∪{b} tiene un ciclo, este ciclo debe contener a b lo cual no puede ocurrir
por nuestra elección de b. Por lo tanto T1 \ {a}∪{b} es un árbol generador. La
matroide anterior también es conocida como la matroide de bosques. Para el caso
en el que no es conexa nos fijamos en la componente conexa donde tomamos a a.

A los subconjuntos de las bases de una matroide M = (S,B) se les conoce como
conjuntos independientes.

Definición 2.9 (Conjuntos Independientes).
Definiremos la familia de conjuntos independientes I como

I := lowB = {X ⊆ S : ∃B ∈B tal que X ⊆ B}.

De acuerdo con la definición los conjuntos independientes de la Matroide
Gráfica vista en el Ejemplo 2.8 son los subárboles de G. Las siguientes propiedades
caracterizan a los conjuntos independientes, si pensamos en los subárboles de una
gráfica G es fácil ver que éstas propiedades se cumplen.

Teorema 2.10.
I es la familia de conjuntos independientes de una matroide M en S si y solo si

cumple las siguientes propiedades:

(I1) I 6= /0.

(I2) Si A⊆ B ∈I , entonces A ∈I (I es decreciente).

(I3) Para todo I1, I2 ∈I si |I1|< |I2|, entonces existe x∈ I2\I1 tal que I1∪{x} ∈I .

Demostración.
Veamos que lowB cumple con (I1)-(I3). Como para toda B ∈B B 6= /0, entonces
/0 /∈I .

Sean A⊆ B ∈ lowB. Por como definimos lowB existe B′ ∈B tal que B⊆ B′.
En particular A⊆ B′, y ası́ podemos concluir A ∈ lowB.

Sean I1, I2 ∈ lowB con |I1|< |I2|, entonces existen B1,B2 ∈B tales que Ii ⊆ Bi

con i = 1,2. Considerando Y = B2∪ I1, obtenemos las siguientes contenciones

I1 ⊆ B1 , B2 ⊆ Y y I1 ⊆ B2∪ I1 = Y.

Por (B3) existe B3 ∈B tal que I1 ⊆ B3 ⊆ Y = B2∪ I1 de manera que

B3 \ I1 ⊆ B2 (2.4)
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Dado que |B3|= |B2|, |I1|< |I2|, I1 ⊆ B3 y I2 ⊆ B2 se sigue que |B3 \ I1|> |B2 \ I2|.
Esto nos lleva a que existe x ∈ B3 \ I1 tal que x /∈ B2 \ I2. Por la Ecuación 2.4
concluimos x ∈ I2. Ası́ encontramos x ∈ I2∩ (B3 \ I1) tal que I1∪{x} ⊆ B3. Por lo
tanto I1∪{x} ∈ lowB.

Ahora sea I que cumple (I1), (I2) e (I3), definimos

B′ = {B ∈I : B es maximal en I }

y veamos que B′ cumple con (B1)-(B3). Como I 6= /0, entonces (B1) se cumple.
Si B1 ⊆ B2 con B1,B2 ∈B′ entonces por maximalidad B1 = B2, de manera que B′

es una anticadena.
Observemos lo siguiente, si B1,B2 ∈B′ con |B1| < |B2|, como en particular

B1,B2 ∈I , entonces existe x ∈ B2 \B1 tal que B1∪{x} ∈I lo cual no es posible
por maximalidad. Por lo tanto |B1|= |B2|.

Para continuar con la prueba necesitaremos de la siguiente proposición.

Proposición 2.11.
Si I1, I2 ∈I son tales que |I1|< |I2| entonces existe X ⊆ I2 \ I1 tal que I1∪X ∈I
y |I1∪X |= |I2|.

Demostración. Supongamos que no es cierto. Sean I1, I2 ∈I tales que |I1|< |I2|
pero no existe X ⊆ I2 \ I1 tal que I1∪X ∈I y |I1∪X | = |I2|. Sea X0 ⊆ I2 \ I1 tal
que I1∪X ∈I y X maximiza |I1∪X |. Notemos que |X |> 0 pues por (I3), existe
un conjunto de un elemento con esa propiedad. Por hipótesis |I1 ∪X | < |I2|, y
entonces podemos usar (I3) nuevamente para encontrar x ∈ I2 \ (I1 ∪X) tal que
(I1∪X)∪{x} ∈I . Esto contradice la maximalidad de X pues X ∪{x} ⊆ I2 \ I1.

�

Ahora sean X ⊆B1 ∈B′, B2⊆Y , B2 ∈B′ tales que X ⊆Y . Por como definimos
la familia B′, X ∈I . Por la Proposición 2.11 si suponemos que |X |< |B2|, entonces
existe Z ⊆ B2 \X tal que |I| = |B2| si I = X ∪Z ∈I . Como |I| = |B2|, entonces
I ∈B′. De lo contrario existe B ∈B′ tal que I ( B. En tal caso |B2| = |I| < |B|,
lo cual no es posible por la observación anterior. De manera que X ∪Z ∈B′ con
X ⊆ X ∪Z ⊆ Y pues Z ⊆ B2 ⊆ Y .

Veamos el caso en el que |X |= |B2|. Como ya vimos que todos los elementos
de B′ tienen la misma cardinalidad sabemos que |X |= |B2|= |B1|. Se sigue de que
X ⊆ B1 que X = B1 ∈B′, el conjunto buscado.

Por lo tanto B′ cumple con (B1)-(B3). Ası́ conlcuimos que (I1)-(I3) caracterizan
a I .

La familia de matroides mas sencilla es conocida como la matroide uniforme, en
la cual todos los subconjuntos de cardinalidad menor o igual a k son independientes.
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Ejemplo 2.12 (Matroide Uniforme).
Dado S un conjunto subyacente de cardinalidad n > 0 y r < n, definimos a la
matroide Ur por sus conjuntos independientes I como sigue:

I = {A⊆ S | |A|6 r}.

A esta matroide la denotaremos por Un,r. Las propiedades (I1), (I2) e (I3) son
inmediatas de la definición.

En la caracterización dada para I podemos reemplazar la propiedad (I3). El
Corolario 2.4 nos asegura que todas las bases tienen la misma cardinalidad, la
propiedad (I3’) nos demuestra que los subconjuntos independientes maximales de
cualquier subconjunto de S, tienen la misma cardinalidad.

Proposición 2.13.
Una colección I de subconjuntos de S que satisface (I1) e (I2), satisface (I3) si y
solo si satisface:

(I3’) Si A⊆ S, entonces todos los conjuntos independientes maximales contenidos
en A tienen la misma cardinalidad.

Demostración.
Primero supongamos que existen A ⊆ S y Y1,Y2 ⊆ A conjuntos independientes
maximales tales que |Y1|< |Y2|. Por la Proposición 2.11 existe X ⊆ Y2 \Y1 ⊆ A tal
que Y1∪X ∈I y esta contenido en A, lo que contradice la maximalidad de Y1.

Ahora sean X ,Y ∈ I tales que |X | < |Y |. Sin pérdida de generalidad |Y | =
|X |+1. Sean A = X ∪Y y X ′ ⊆ A tal que X ⊆ X ′ y X ′ es independiente maximal en
A. Por (I3’) |X ′|> |Y |= |X |+1 por lo que existe x ∈ X ′ \X tal que |{x}∪X |= |Y |,
de lo contrario X serı́a maximal y de cardinalidad menor a |Y | lo que contradice
(I3’).

El siguiente ejemplo es de una matroide definida sobre una gráfica distinta
de la matroide dada en el Ejemplo 2.8. La definimos a través de sus conjuntos
independientes.

Ejemplo 2.14.
Sea G una gráfica. Si S =V (G) e

I = {J ⊆ S | Existe un apareamiento M′ de G que cubre todos los vértices de J},

entonces I son los conjuntos independientes de una matroide M.
Para ver esto solo resta checar que I cumple con (I1), (I2) e (I3). El conjunto

vacı́o es cubierto por el apareamiento vacı́o por lo que /0 ∈I y por lo tanto I 6= /0.
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Supongamos que I1 ⊆ I2 con I2 ∈I . Como existe M′ apareamiento que cubre a I2,
en particular cubre a todos los vértices de I1. Entonces I1 ∈I .

Sean I1, I2 ∈ I tales que |I1| < |I2| y sean M,M′ apareamientos tales que M
cubre a los vértices de I1 y M′ cubre a los vértices de I2. Si M cubre algún elemento
en I2\I1, entonces podemos extender a I1 con ese elemento. Recordemos que G[M4
M′] es la unión de ciclos pares cuyas aristas alternan entre M y M′ o trayectorias
alternantes, pues el grado de un vértice en G[M4M′] es 0 si es cubierto por
ambos apareamientos en la misma arista incidente, 1 si es cubierto por únicamente
un apareamiento, o 2 si es cubierto por ambos apareamientos en aristas distintas.
Notemos que |I2 \ I1|> |I1 \ I2| pues |I1|< |I2|. Ası́, existe una trayectoria alternante
P en G[M4M′] con un extremo u en I2 \ I1, y el otro extremo v tal que v /∈ I1 \ I2, de
lo contrario habrı́a al menos tantos vértices en I2 \ I1 como en I1 \ I2. Supongamos
que v ∈ I1 ∩ I2, entonces el grado de v es 0 o 2. Por ser el vértice final de una
trayectoria alternante su grado en G[M4M′] es 1, una contradicción. Ası́ tenemos
que v ∈ I2 \ I1 y por lo tanto llegamos a que v ∈ I2. Sea M1 el apareamiento que se
obtiene al cambiar en M las aristas M∩E(P) por las aristas M′∩E(P). Notemos
que M1 cubre a todos los vértices que cubre M y adicionalmente M1 cubre a v, por
lo que I1∪{v} ∈I . Ası́ I son los conjuntos independientes de M.

Observación 2.15.
Si G es una gráfica y S = E(G), entonces el conjunto

I = {J ⊆ S | J es un apareamiento de G}

no necesariamente cumple con (I3). Por ejemplo consideremos G = P4 como se ve
en la Figura 2.1, v1v2,v3v4 y v2v3 son dos apareamientos maximales con distinta
cardinalidad, ésto no puede ocurrir por el Corolario 2.4.

v1 v2 v3 v4

Figura 2.1: P4

Como fue mencionado, las matroides generalizan la noción de independencia
en espacios vectoriales. El siguiente ejemplo muestra como los conjuntos indepen-
dientes de un espacio vectorial se relacionan con los conjuntos independientes de
una matroide definida a partir de una matrı́z.

Ejemplo 2.16 (Espacios Vectoriales).
Dada una matriz A ∈Mn×m[F ] sobre un campo F , podemos definir una matroide M
donde S es el conjunto de vectores columna de A y V ⊆ S es independiente si V es
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independiente en el espacio generado por todos los vectores columna de S. Como el
conjunto formado por un vector columna es independiente, entonces I 6= /0. Los
conjuntos de vectores independientes son decrecientes por lo que (I2) también se
cumple. Sean I1, I2 ∈I tales que |I1|< |I2|, por lo que I1 tiene menor rango que I2
por lo que podemos extender a I1 con un elemento de I2.

2.2. Conjuntos Dependientes y Circuitos

Al igual que en un espacio vectorial, aquellos conjuntos de una matroide M =
(S,B) que no son independientes formarán la familia de conjuntos dependientes.

Definición 2.17 (Conjuntos dependientes).
Denotaremos por D a la familia de conjuntos dependientes de una matroide M en
un conjunto S, definida por:

D := {D⊆ S | D /∈I }

Teorema 2.18.
Los conjuntos dependientes de una matroide M con un conjunto subyacente S están
caracterizados por las siguientes propiedades:

(D1) /0 /∈D .

(D2) Si D1 ∈D y D1 ⊆ D2, entonces D2 ∈D (D es creciente).

(D3) Para todo D1,D2 ∈D tales que D1∩D2 /∈D y x ∈ S, (D1∪D2)\{x} ∈D .

Demostración.
Supongamos que I cumple con (I1),(I2),(I3) y veamos que el conjunto D =
{D ⊆ S | D /∈I } cumple con (D1),(D2),(D3). Las propiedades (D1) y (D2) son
consecuencia de las propiedades (I1) y (I2). Veamos que (D3) se cumple.

Sean D1,D2 ∈ D tales que D1∩D2 /∈ D . Se sigue directo de la definición de
D que D1 ∩D2 ∈ I . Si D1 ⊆ D2, entonces D1 = D1 ∩D2 ∈ I lo cual es una
contradicción. Análogamente D2 ( D1, por lo que son incomparables.

Sea x∈ S, supongamos que x /∈D1∩D2, y sin pérdida de generalidad que x /∈D2,
entonces D2 ⊆ (D1∪D2)\{x}. Como D es creciente y D2 ∈D , (D1∪D2)\{x} ∈
D . Entonces supongamos que existe x ∈ D1 ∩D2 tal que (D1 ∪D2) \ {x} /∈ D ,
por lo que (D1∪D2) \ {x} ∈ I . Observemos que (D1∩D2) ⊆ D1∪D2, además
como son incomparables, existen dos elementos tales que d1 ∈ D1 \D2 y d2 ∈
D2 \D1. Como Di = (Di \D j)∪ (Di ∩D j), entonces Di ∩D j ∈ I . Por lo tanto
|D1 ∩D2| < |(D1 ∪D2) \ {x}|. Usando (I3) como en la Proposición 2.11 existe
I′ ⊆ ((D1∪D2)\{x})\ (D1∩D2) tal que |(D1∩D2)∪ I′|= |(D1∪D2)\{x}|. De
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esta forma I = (D1 ∩D2)∪ I′ ∈ I cumple con D1 ∩D2 ⊆ I ⊆ (D1 ∪D2) y |I| =
|(D1 ∪D2) \ {x}|. Puesto que I ⊆ (D1 ∪D2) y |I| = |(D1 ∪D2)|− 1 se sigue que
D1 ⊆ I o D2 ⊆ I ya que el elemento que falta no puede estar en ambos. Pero esto no
es posible pues I es decreciente y Di /∈I . Por lo tanto (D1∪D2)\{x} ∈D .

Ahora supongamos que D cumple (D1)-(D3) y probaremos que I = {I ⊆ S :
I /∈ D} cumple (I1)-(I3). (I1) se sigue de (D1). Supongamos que I1 ⊆ I2 donde
I2 ∈I . Si I1 ∈D , entonces como D es creciente I2 ∈D lo cual no es posible por
lo que I1 ∈I y por lo tanto es decreciente.

Sean I1, I2 ∈I tales que |I1|< |I2|. La prueba de que se cumple (I3) lo hacemos
por inducción sobre |I1 \ I2|. Si |I1 \ I2| = 0, sabemos que I1 ⊆ I2 por lo que para
cualquier x ∈ I2 \ I1 tenemos que I1∪{x} ⊆ I2 ∈I . Supongamos que si A,B ∈I
son tales que |A \B| 6 n, entonces existe x ∈ B \A tal que A∪{x} ∈ I . Sean
I1, I2 ∈ I tales que |I1 \ I2| = n + 1. Tomemos y ∈ I1 \ I2 y consideremos los
siguientes conjuntos A = I1 \ {y}, B = I2. Dado que A ⊆ I1, entonces A ∈ I .
Además |A| < |I1| < |B| y |A \B| = n por nuestra elección de y. Por hipótesis
de inducción existe x ∈ B tal que A∪{x} ∈I . Podemos repetir el paso anterior
hasta encontrar B′ tal que A ⊆ B′ ⊆ B∪A y |B′|= |B|. Ası́ podemos suponer que
A∪{x}= B′ y |B′|= |B|. Observamos que |B′|= |A|+1 = (|I1|+1)+1 = |I1|+2
por lo que existen a,b ∈ B′ \ I1 con a 6= b. Si I1 ∪ {a} ∈ I o I ∪ {b} ∈ I ya
acabamos. Supongamos que (I1∪{a}),(I1∪{b}) ∈D . Notemos que (I1∪{a})∩
(I1 ∪ {b}) = I1 /∈ D , entonces por (D3) tomando a y ∈ S como antes tenemos
que (I1 ∪{a})∪ (I1 ∪{b}) \ {y} = (I1 ∪{a}∪ {b}) \ {y} ∈ D . Ya que a,b ∈ B′

concluimos (I1 ∪{a}∪{b}) \ {y} ⊆ B′ ∈ I lo cual no puede ocurrir pues I es
decreciente. Por lo tanto I1∪{a} ∈I o I1∪{b} ∈I .

Si los árboles son conjuntos independientes en el ejemplo de una matroide
gráfica, entonces los conjuntos dependientes son las subgráficas con ciclos, por
lo que los conjuntos dependientes minimales son los ciclos. Se puede generalizar
esta noción para matroides, los conjuntos dependientes minimales son llamados
circuitos.

Definición 2.19.
Definimos el conjunto de circuitos de una matroide M en S como

C := mı́n{D}= {C ∈D |C es minimal en D}

Al igual que con las definiciones previas, podemos caracterizar a los circuitos
de una matroide M

Teorema 2.20 (Circuitos).
C es el conjunto de circuitos de una matroide M si y sólo si cumplen las siguientes
propiedades:
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(C1) /0 /∈ C .

(C2) C es una anticadena.

(C3) Para todo C1,C2 ∈ C tales que C1 6=C2 y x ∈ S, existe C3 ∈ C tal que C3 ⊆
(C1∪C2)\{x}.

Demostración.
Primero veamos que si D cumple con las propiedades (D1),(D2) y (D3), entonces
C = mı́n{C ∈D |C is minimal in D} cumple con (C1), (C2) y (C3).

Claramente /0 /∈ C pues /0 /∈ D . Si C1 (C2 donde C1,C2 ∈ C se sigue que C2
no es minimal, lo cual no es posible. Ası́ se cumple (C2). Sean C1,C2 ∈ C con
C1 6=C2. Podemos ver que C1,C2 ∈D por como lo definimos. Además C1∩C2 /∈D ,
de lo contrario C1 y C2 no serı́an minimales. Sea x ∈ S. Por (D3) concluimos que
(C1 ∪C2) \ {x} ∈ D . Sea C3 ∈ D el mı́nimo conjunto dependiente contenido en
(C1∪C2)\{x}. Por elección C3 ∈C y es el circuito buscado. Por lo tanto C cumple
(C1),(C2) y (C3).

Ahora supongamos que C satisface (C1), (C2) y (C3) y veamos que

D = upp(C ) = {D⊆ S | ∃C ∈ C tal que C ⊆ D}

satisface (D1), (D2) y (D3).
Como /0 /∈ C , entonces no existe C ∈ C tal que C ⊆ /0 por lo que /0 /∈D . (D2)

se sigue de la definición.
Sean D1,D2 ∈D tales que D1∩D2 /∈D y x ∈ S. Por definición existen C1,C2 ∈

C tales que Ci ⊆ Di para i = 1,2. Si C1 =C2 entonces C1 ⊆ D1,D2, que resulta en
que C1 ⊆ D1∩D2 /∈D , una contradicción. Por lo tanto C1 6=C2. Ahora podemos
usar (C3) y considerar dos casos. Si x /∈C1∩C2, entonces existe i = 1,2 tal que Ci ⊆
(D1∪D2)\{x}, por lo tanto (D1∪D2)\{x} ∈D . El otro caso es cuando x∈C1∩C2,
entonces podemos usar (C3) para encontrar C3 ∈C tal que C3 ⊆ (C1∪C2)\{x}. Por
lo tanto C3⊆ (D1∪D2)\{x}, con lo cual podemos concluir que (D1∪D2)\{x} ∈D .
Por lo tanto D = upp(C ) cumple con (D1), (D2) y (D3).

Proposición 2.21.
Si C es una familia de subconjuntos de S que cumple con (C1) y (C2), entonces las
siguientes propiedades son equivalentes:

(C3) Para todo C1,C2 ∈C tales que C1 6= C2 y x ∈ S, existe C3 ∈C tal que C3 ⊆
(C1∪C2)\{x}.

(C3’) Para todo C1,C2 ∈ C tales que C1 6= C2 y x ∈ C1 ∩C2, y ∈ C1 \C2 existe
C3 ∈C tal que y ∈C3 ⊆ (C1∪C2)\{x}.
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A la segunda propiedad la llamaremos eliminación fuerte.

Demostración.
Supongamos que C cumple con (C3’). Si x ∈C1∩C2 llegamos al resultado tomando
y ∈C1 \C2 arbitraria. Sea x /∈C1∩C2, sin pérdida de generalidad x /∈C1, entonces
C1 ⊆ (C1∪C2)\{x} y el resultado se sigue.

Ahora supongamos que C cumple con (C3). Probaremos (C3’) por inducción
sobre |C1∪C2|. Para el caso base supongamos que |C1∪C2|6 3, sean x ∈C1∩C2
y y ∈C1 \C2. Por (C3) existe C3 ⊆ (C1∪C2)\{x} y como |C1∪C2|6 3, entonces
|C3|6 2. Veremos que y ∈C3. Supongamos que y /∈C3 por lo tanto |C3|= 1. Sea
z al único elemento en C3 y z ∈Ci para alguna i = 1,2. Esto es una contradicción
pues C es una anticadena. Ası́ y ∈C3

x ∈C1∩C2y ∈C1 \C2
z

Figura 2.2: Los elementos de C1∪C2

Sean C1,C2 ∈ C y supongamos cierto el enunciado para todo Ca,Cb ∈C tales
que |Ca∪Cb|< |C1∪C2|.

Sean x ∈C1∩C2, y ∈C1 \C2. Por (C3) existe C3 ∈C tal que C3 ⊆C1∪C2 \{x}.
Supongamos que y /∈C3, entonces |C2∪C3|< |C1∪C2| pues y /∈C3∪C2 y C2∪C3 ⊆
C1 ∪C2. Como C3 ⊆ C2 ∪C1, si C3 ∩ (C2 \C1) = /0, entonces C3 ⊆ C1 pero C es
una anticadena por lo que existe z ∈ C3 ∩ (C2 \C1). Por hipótesis de inducción
para z ∈ C2 ∩C3 y x ∈ C2 \C3 existe C4 ∈ C tal que x ∈ C4 ⊆ C3 ∪C2 \ {z} de
donde x ∈ C4 ∩C1 y como y /∈ C3,C2, entonces y ∈ C1 \C4. Podemos ver que
|C1∪C4|< |C1∪C2| pues C1 ⊆C1∪C4 y C4 ⊆C3∪C2 ⊆ (C1∪C2)∪C2. Además
como z ∈C3∩ (C2 \C1) en particular z /∈C1, y por construcción z /∈C4, pero z ∈C2,
por lo que la desigualdad es estricta. Notemos que x ∈C1∪C4 y como y /∈C2 ⊇C4,
entonces y ∈C1 \C4. Ası́, podemos usar por última vez la hipótesis de inducción
para encontrar C5 ∈C tal que y ∈C5 ⊆ (C1∪C4)\{x} ⊆ (C1∪C2)\{x}.

Es fácil ver que al agregarle una arista a a un árbol T de una gráfica G, T ∪{a}
a lo más contiene un ciclo. Además si T es un árbol generador T ∪{a} contiene un
único circuito que debe contener a a. El siguiente lema generaliza este resultado
que resulta ser muy útil en algunas de las pruebas que se verán mas adelante.

Lemma 2.22.
Si A es un conjunto independiente de una matroide M y x ∈ S, entonces A∪{x}
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Figura 2.3: C1, C2, C3, C4 y C5

contiene a lo más un circuito. Si B es una base de M y x ∈ S\B, entonces existe un
único circuito C tal que

x ∈C ⊆ B∪{x}.

Demostración.
Sean A ∈ I (M) y x ∈ S, supongamos que existen dos circuitos C1,C2 tales que
Ci ⊆ A∪{x} para i = 1,2. Como A no contiene ningun circuito entonces x∈C1∩C2.
Por C3 existe C3 un circuito tal que

C3 ⊆ (C1∪C2)\{x} ⊆ A

Lo cual es una contradicción pues A es independiente y por lo tanto no contiene
circuitos.

Sea B una base de M y x ∈ S \B. Como B es independiente maximal B∪{x}
es dependiente por lo que contiene un circuito que por la parte anterior debe ser
único.

2.3. Función de Rango, Matroide Dual e Hiperplanos

Dada una matroide M = (S,B), la función rango de M es una función que
le asigna a los subconjuntos de S la cardinalidad de un conjunto independiente
maximal contenido en él, los cuales por la Proposición 2.13, siempre tienen la
misma cardinalidad.

Definición 2.23 (Función de Rango).
La función de rango de una matroide M = (S,B) es una función ρ : P(S)→ Z que
a cada subconjunto de S le asigna la cardinalidad de un subconjunto independiente
maximal contenido en él, es decir si A ∈P(S), entonces

ρA = máx{|X | | X ⊆ A,X ∈I }.
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Teorema 2.24. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) ρ es la función de rango de M una matroide en S.

(ii) ρ satisface:

(R1) ρ /0 = 0.

(R2) Para X ⊆ S y y ∈ S ocurre ρX 6 ρ(X ∪{y})6 ρX +1.

(R3) Si para X ⊆ S, x,y ∈ S \X ρ(X ∪{y}) = ρ(X ∪{x}) = ρX entonces
ρ(X ∪{y}∪{x}) = ρX .

(iii) ρ satisface:

(R1’) 06 ρA6 |A|.
(R2’) Si A⊆ B⊆ S entonces ρA6 ρB.

(R3’) ρ es submodular, es decir, ρ(A∪B)+ρ(A∩B)6 ρA+ρB.

Demostración.
Primero veremos que si ρ es la función de rango de M, entonces satisface (R1)-(R3).
(R1) es claro pues cualquier subconjunto del conjunto vacı́o no tiene elementos.
Sean X ⊆ S cualquier subconjunto y y ∈ S. Todo subconjunto independiente de
X es un subconjunto independiente de X ∪{y}, entonces ρX 6 ρ(X ∪{y}). Sea
A⊆ (X∪{y}) un subconjunto independiente maximal en X∪{y}. Si y /∈A, entonces
A⊂ X es maximal en X y por lo tanto ρX = ρ(X ∪{y}). Ahora supongamos que
y ∈ A. Notemos que A\{y} ⊆ X es independiente, por lo que |A|−1 = |A\{y}|6
ρX . Por lo tanto ρ(X ∪{y}) = |A|6 ρX +1. Ası́ queda probado (R2).

Para probar (R3) consideremos A = X ∪{x}∪{y} y supongamos que (R3) no
se cumple, es decir, ρ(X ∪{y}) = ρ(X ∪{x}) = ρX y que ρ(X ∪{x}∪{y})> ρX .
Sea Y un conjunto independiente maximal en X . Podemos extender Y a un conjunto
independiente maximal de A. Como ρX < ρA, Y ∪{x} ó Y ∪{y} es independiente
pues son las dos posibles extensiones. Por lo tanto ρX < ρ(X ∪ {x}) ó ρX <
ρ(X ∪{y}), lo que contradice la hipótesis.

Ahora veamos que si ρ satisface (R1)-(R3), entonces ρ es la función de rango
de una matroide M. Definimos los conjuntos independientes I (ρ) como X ∈I (ρ)
sı́ y sólo sı́ ρX = |X |. Verifiquemos que I (ρ) cumple con (I1)-(I3).

Como ρ /0 = 0 = | /0|, entonces /0 ∈I (ρ). Sea B⊆ A con A ∈I (ρ). Suponga-
mos que ρB < |B| y consideremos A\B = {c1, . . . ,ck}, entonces por (R2)

ρ(B∪{c1})6 ρB+1 < |B|+1.

Podemos continuar usando (R2) hasta obtener

ρA = ρ(B∪{c1}∪ ...∪{ck})< |B|+ k = |A|
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lo cual no es posible pues por hipótesis ρA = |A|. Por lo tanto ρB = |B|.
Consideremos X ,Y ⊆ I (ρ) tales que |X | < |Y |. Sin pérdida de generalidad

|X |= |Y |−1. Ası́ podemos escribir a X y Y como

X = {x1, . . . ,xq,yq+1, . . . ,yk}, Y = {x1, . . . ,xq,zq+1, . . . ,zk+1}

donde zi 6= y j para i ∈ {q+1, . . . ,k+1} y j ∈ {q+1, . . . ,k}.
Vamos a intentar extender a X con alguna zi fija. Supongamos X ∪{zi} /∈I (ρ)

para toda i ∈ {q+1, . . . ,k+1}, entonces

ρ(X ∪{z j}) = ρX = ρ(X ∪{zi})

para toda i, j ∈ {q+ 1, . . . ,k+ 1}. Por (R3) ρ(X ∪{zi}∪{z j}) = ρX = |X | pues
X ∈I (ρ). Usamos (R3) hasta obtener

ρY 6 ρ(X ∪{zq+1}∪ . . .∪{zk+1}) = |X |< |Y |

donde
ρY 6 ρ(X ∪{zq+1}∪ . . .∪{zk+1})

es consecuencia de que Y ⊆ X ∪{zq+1}∪ . . .∪{zk+1}. Por lo tanto Y /∈I (ρ), una
contradicción. Ası́ ρ(P) cumple (I1)-(I3) por lo que (i) e (ii) son equivalentes.

Ahora supongamos que ρ es la función de rango de una matroide M con un
conjunto subyacente S. Si A⊆ S, entonces el subconjunto independiente mas grande
de A tiene cardinalidad a lo mas A, por lo que (R1’) se cumple. Sea A⊆ B⊆ S y
sea I un subconjunto independiente maximal de A. Se sigue de (I2) que I también
es subconjunto independiente de B, por lo que ρA = |I|6 ρB.

Falta ver que ρ es submodular. Sean A,B⊆ S y supongamos que ρ(A∪B) = p
y ρ(A∩B) = q. Tomemos X un subconjunto independiente de A∩B tal que |X |= q,
es decir, que es maximal. Podemos extender X a un subconjunto independiente
maximal Y de A∪B, es decir, Y es tal que X ⊆Y , |Y |= p y Y ∈I . Además existen
V,W ⊆Y tales que Y = X∪V ∪W donde V ∩X = /0= X∩W , V ⊆ A\B y W ⊆ B\A.
De esta forma por (I2’) X ∪V es independiente en A y X ∪W es independiente en B.
La siguiente desigualdad se sigue de lo anterior.

ρA+ρB> |X ∪V |+ |X ∪W |
= 2|X |+ |V |+ |W |
= |Y |+ |X |
= ρ(A∪B)+ρ(A∩B).

Resta ver el regreso. Ahora sea ρ : P(S)→N una función que satisface (R1’)-(R3’).
Veamos que entonces satisface (R1), (R2) y (R3). Como | /0|= 0, entonces ρ /0 = 0.
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Sean X ⊆ S y y ∈ S, por (R2’) dado que X ⊆ X ∪{y}, entonces ρX 6 ρ(X ∪{y}),
además por (R3’) ρ(X ∪{y})+ρ(X ∩{y})6 ρX +ρ({y}). Si y ∈ X ocurre ρ(X ∪
{y})+ρ({y})6 ρX +ρ({y}) y por lo tanto ρ(X ∪{y})6 ρX 6 ρX +1, y si y /∈ X
vemos que ρ(X ∪{y})6 ρX +ρ({y})6 ρX +1 y por lo tanto se cumple (R2).

Finalmente sean A ⊆ S y x,y ∈ S \A, y supongamos que ρA = ρ(A∪{x}) =
ρ(A∪ {y}). Como consecuencia de la submodalidad ρ(A∪ {x} ∪ {y}) + ρA 6
ρ(A∪{x})+ρ(A∪{y}) = 2ρA, además por (R2’) ρA6 ρ(A∪{x}∪{y}) . Por lo
tanto ρ(A∪{x}∪{y}) = ρA.

Un ejemplo sencillo de una función de rango, es la de la matroide gráfica, para
este ejemplo nuevamente es necesaria la Proposición 2.7.

Ejemplo 2.25.
Sea G una gráfica y consideremos la matroide asociada como se muestra en el
Ejemplo 2.8, su función rango ρ : P(E(G))→ Z tiene la siguiente regla de corres-
pondencia para A⊆ E(G):

ρ(A) = |V (G[A])|−ω(G[A])

donde ω(G[A]) denota en número de componentes conexas de la subgráfica inducida
por A. La correspondencia se debe a la Proposición 2.7 la cual demuestra que todo
bosque generador de G[A], los cuales son los conjuntos independientes máximos
contenidos en A, tienen cardinalidad |V (G[A])|−ω(G[A]).

Ejemplo 2.26.
En el Ejemplo 2.14 la función de rango ρ esta definida a partir de los apareamientos
máximos contenidos en las subgráficas H de G. Si denotamos por α ′(H) a la
cardinalidad de un apareamiento máximo, entonces

ρ(H) = 2α
′(H).

Respecto al rango de un circuito C de una matroide M podemos hacer dos obser-
vaciones. Como C es independiente minimal, entonces el conjunto independiente
mas grande contenido en C es C \{a} para toda a ∈C por lo que ρ(C) = |C|−1.
De esta observación se sigue que |C|−1 = ρ(C)6 ρ(S) por lo que |C|6 ρ(S)+1.

El siguiente lema se usará para definir la matroide dual a M = (S,B). Una vez
conociendo a la matroide dual, veremos algunos resultados que serán usados mas
adelante.

Lemma 2.27.
Si B1,B2 ∈B y x ∈ B2 \B1, entonces existe y∈ B1 \B2 tal que ((B1 \{y})∪{x})∈
B
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Demostración.
Por el Lema 2.22 existe un circuito C tal que x ∈C ⊆ B1∪{x}. Al igual que en la
Proposición 2.11 podemos extender el conjunto independiente {x} a un conjunto
independiente maximal A contenido en B1∪{x}. Notemos que A 6= B1 pues x /∈ B1.
Por (I3’) todos los subconjuntos independientes máximos de B1 ∪{x} tienen la
misma cardinalidad y, dado que B1 es independiente máximo en B1∪{x}, entonces
|A|= |B1|. Por lo tanto existe un único y ∈ B1 \A. Afirmamos que y es el elemento
buscado. Por construcción y ∈ B1 \B2, basta checar que ((B1 \ {y})∪{x}) ∈B.
Veamos que y ∈C. Si y /∈C, entonces C∩ (B1 \A) = /0 por lo que C ⊆ A, pero A
es independiente y por lo tanto no es posible que contenga a un conjunto depen-
diente. Ası́ y ∈ C y de esta forma considerando que B1 ∪{x} contiene un único
circuito C y y ∈C, entonces ((B1 \{y})∪{x}) no contiene circuitos, se sigue que
es independiente, además tiene la misma cardinalidad que una base por lo que
((B1 \{y})∪{x}) ∈B.

Proposición 2.28.
Sea M = (S,B) una matroide, podemos definir una nueva matroide en S, M∗ con
conjunto de bases

B∗ = {S\B | B ∈B}.

Demostración.
Como B 6= /0, entonces existe B ∈B por lo que S\B ∈B∗ y se sigue que B∗ 6= /0.
Además si B1 ⊂ B2 con B1,B2 ∈B∗, entonces S\B2 ⊆ S\B1 donde S\B1,S\B2 ∈
B por lo que S\B1 = S\B2, es decir B1 = B2. Por lo tanto B∗ es una anticadena.

Sean B∗1 = S \B1 y B∗2 = S \B2 dos elementos de la base y x ∈ B∗1 \B∗2, por lo
que x ∈ B2 \B1. Por el Lema 2.27 existe y ∈ B1 \B2 tal que (B1 \{y})∪{x} ∈B.
Regresando a B∗ tenemos que y∈ B∗2 \B∗1 y S\(B1 \{y})∪{x}= ((S\B1)\{x})∪
{y}= (B∗1 \{x})∪{y}

A la matroide M∗ la llamaremos la matroide dual de M. Notemos que por como
definimos M∗, ocurre que (M∗)∗ = M.

A partir de la relación entre las bases de M y M∗ se puede deducir el siguiente
lema que corresponde a la relación entre los conjuntos independientes de M∗ y las
bases de M.

Lemma 2.29.
Dados M una matroide en S y A⊆ S, A es independiente en M∗ si y solo si S \A

contiene una base de M.

Demostración.
A es independiente en M∗ si y solo si existe una base B∗ de M∗ tal que A⊆ B∗, si y
sólo si existe B ∈B tal que A⊆ S\B si y solo si S\A contiene una base de M.
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Si ρ es la función de rango de M, denotaremos por ρ∗ la función de rango
asociada a M∗. Las siguientes proposiciones exploran la relación entre ρ y ρ∗.
Como (M∗)∗ = M, se sigue que (ρ∗)∗ = ρ

Proposición 2.30.
Dados una matroide M en S y A⊆ S, las funciones ρ y ρ∗ cumplen:

ρ
∗(S\A) = |S|−ρ(S)−|A|+ρ(A)

Demostración.
Definimos λ : P(S)→ Z para A⊆ S como

λ (A) = |A|+ρ(S\A)−ρ(S).

Veamos que λ cumple con (R1’),(R2’) y (R3’). Dado que S \A ⊆ S por (R2’)
obtenemos ρ(S \A) 6 ρ(S) por lo que λ (A) = |A|+ρ(S \A)−ρS 6 |A|. Ahora
sea B⊆ S tal que A⊆ B. Entonces usando la submodularidad de ρ

λ (A) = |A|+ρ(S\A)−ρ(S)

= |A|+(ρ((S\B)∪ (B\A))+0)−ρ(S)

= |A|+(ρ((S\B)∪ (B\A))+ρ( /0))−ρ(S)

= |A|+(ρ((S\B)∪ (B\A))+ρ((S\B)∩ (B\A)))−ρ(S)

6 |A|+(ρ(S\B)+ρ(B\A))−ρ(S)

= |A|+ρ(S\B)+ |B\A|−ρ(S)

= |A|+ρ(S\B)+ |B|− |A|−ρ(S)

= |B|+ρ(S\B)−ρ(S).

Nos resta probar la submodularidad de λ . Para esto usaremos la submodularidad
de ρ ,

|A|+ |B|= |A|+ρ(S\A)−ρ(S)+(|B|+ρ(S\B)−ρ(S))

> |A∩B|+ |A∪B|+ρ(S\ (A∩B))+ρ(S\ (A∪B))−2ρ(S)

= λ (A∪B)+λ (A∩B).

Por lo tanto λ es la función de rango de una matroide M(λ ). Observemos que
A ∈I (M(λ )) si y solo si |A| = λ (A) si y solo si |A| = |A|+ρ(S \A)−ρ(S) si y
solo si ρ(S\A) = ρ(S) si y solo si S\A contiene una base de M. Por el Lema 2.29
esto ocurre si y solo si existe B ∈B tal que A ⊆ S \B si y solo si A ∈I . Por lo
tanto λ = ρ∗, y podemos concluir que

ρ
∗(S\A) = λ (S\A) = |S\A|+ρ(A)−ρ(S) = |S|−ρ(S)−|A|+ρ(A).
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Usando el resultado anterior probaremos el siguiente teorema.

Teorema 2.31.
Sea M una matroide en S. Sean A ∈I y A∗ ∈I ∗ dos conjuntos independientes de
M y M∗ respectivamente. Si A∩A∗ = /0, entonces existen bases B ∈B y B∗ ∈B∗

tales que A⊆ B, A∗ ⊆ B∗ y B∩B∗ = /0.

Demostración.
Por la Proposición 2.30 (ρ∗)∗ = ρ . Por ser A∗ independiente en M∗, ρ∗(A∗) = |A∗|,
entonces

ρ(S\A∗) = |S|−ρ
∗(S)−|A∗|+ρ

∗(A∗)

= |S|−ρ
∗(S)−|A∗|+ |A∗|

= |S|−ρ
∗(S)

= ρ(S).

Para el último paso basta notar que el orden de una base de M es el orden en S
menos el orden de una base de M∗.

Como A∩A∗ = /0, entonces A⊆ S\A∗ por lo que podemos agrandar a A hasta
llegar a un conjunto independiente maximal de S \A∗, es decir, existe B indepen-
diente tal que A⊆ B⊆ S\A∗ y ρB = ρ(S\A∗) = ρ(S), por lo tanto B es una base
de M que contiene a A, resta notar que B∗ = S\B es una base de M∗ que contiene a
A∗ pues B⊆ S\A∗. B y B∗ son las bases buscadas.

Ası́, una vez que ya definimos M∗ podemos ver el siguiente lema el cual es
usado varias veces en las pruebas de la sección 2 y 4.

Lemma 2.32.
Si C es un circuito y C∗ es un cocircuito, es decir, un circuito de M∗, entonces
|C∩C∗| 6= 1.

Demostración.

Sean C un circuito y C∗ un cocircuito. Supongamos que |C ∩C∗| = 1, es
decir existe a ∈ S tal que C∩C∗ = {a}. Por el Lema 2.29 existe B ∈B tal que
B⊆ S \C∗ \{a}, pues C∗ \{a} ∈I ∗. Se sigue que C∗ \{a} ⊆ S \B. Por lo tanto
C∩ (S\B) = /0, ya que C y C∗ eran ajenos con excepción de en a. Concluimos que
C ⊆ B, lo cual no es posible pues C es dependiente y por lo tanto no esta contenido
en una base.

En un espacio vectorial, un plano es un subconjunto del espacio cuya dimensión
es menor a la del espacio vectorial. En una matroide de rango r, un r′-plano es un
subconjunto maximal de S de rango r′.
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Definición 2.33.
Diremos que X ⊆ S es un r′-plano si ρX = r′ y para todo a /∈ X tenemos que

ρ(X ∪{a}) = ρ(X)+1.

Diremos que X es un hiperplano de una matroide M = (S,B), si es un r−1-
plano, donde r es el rango de M. Podemos caracterizar a los hiperplanos de M a
partir de los circuitos de M∗.

Proposición 2.34.
H es un hiperplano de una matroide M si y sólo si S\H es un circuito de M∗.

Demostración.
Supogamos que H es un hiperplano de M. Por la Proposición 2.30

ρ
∗(S\H) = |S|−ρ(S)−|H|+ρ(H)

= |S|− |H|−1

= |S\H|−1.

Para ver que S \H es un circuito de M∗, basta ver que para todo x ∈ S \H, (S \
H)\{x} es independiente en M∗, es decir, su rango es igual a su cardinalidad. Sea
x ∈ S\H, entonces

ρ
∗((S\H)\{x}) = ρ(S\ (H ∪{x}))

= |S|−ρ(S)−|H ∪{x}|+ρ(H ∪{x})
= |S|−ρ(S)−|H|−1+ρ(H)+1

= |S\H|−1−1+1

= |S\H|−1.

Por lo tanto S\H es un circuito de M∗.
Ahora sea S \H un circuito de M∗. Veremos que H es un hiperplano de M.

Como S \H es un circuito de M∗, entonces ρ∗(S \H) = |S \H| − 1 y para toda
x ∈ S\H tenemos que ρ∗((S\H)\{x}) = |S\H|−1 y entonces

ρ(H) = ρ(S\ (S\H))

= |S|−ρ
∗(S)−|S\H|+ρ

∗(S\H)

= |S|−ρ
∗(S)−1

= ρ(S)−1.
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Además si x /∈ H,

ρ(H ∪{x}) = ρ(S\ (S\H ∪{x}))
= |S|−ρ

∗(S)−|S\ (H ∪{x})|+ρ
∗(S\ (H ∪{x}))

= |S|−ρ
∗(S)−|S\ (H ∪{x})|+ρ

∗((S\H)\{x})
= |S|−ρ

∗(S)− (|S\H|−1)+ |S\H|−1

= ρ(S).

Por lo que H es un hiperplano de M.

Teorema 2.35.
Una colección H de subconjuntos de un conjunto subyacente S, es el conjunto de
hiperplanos de una matroide M sı́ y sólo sı́ cumple las siguientes tres propiedades:

(H1) S /∈H .

(H2) Si H1,H2 ∈H distintos, entonces H1 * H2.

(H3) Si H1,H2 ∈H y x /∈ H1∪H2, entonces existe H3 ∈H tal que {x}∪ (H1∩
H2)⊆ H3.

Demostración.
Por la proposición anterior podemos ver que los circuitos y los hiperplanos son
duales, dicho esto, la prueba es análoga a la prueba del Teorema 2.20.

De forma similar a como definimos hiperplano en la Definición 2.33, vamos a
definir una colı́nea.

Definición 2.36.
Dada una matroide M de rango r, un conjunto A es un plano o conjunto cerrado si
es maximal con respecto a su rango, es decir para todo a /∈ A ρ(A∪{a})> ρ(A).
Además a un (r−2)-plano lo llamaremos una colı́nea.

Definición 2.37.
Una matroide de rango r es pavimentada si no hay circuitos de cardinalidad menor
a r.



24 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES



Capı́tulo 3

Ejemplos de matroides e
hipergráficas

En este capı́tulo se presentarán algunas estructuras combinatorias que serán
de interés en este trabajo. Las geometrı́as proyectivas y los diseños son clases
especiales de matroides definidas por sus hiperplanos. Las matroides binarias
engloban varios ejemplos de matroides muy estudiados como la matroide definida
en el Ejemplo 2.16. Las hipergraficas son de nuestro interés puesto que a partir de
ellas se define el número hetrocromático de las bases o circuitos de una matroide.

3.1. Geometrı́as Proyectivas

Las geometrı́as proyectivas definen una clase de matroides que serán estudiadas
a lo largo de este trabajo. A continuación algunas de las propiedades básicas de
las geometrı́as proyectivas son estudiadas. Los resultado de esta sección se pueden
encontrar en [Kár76].

El plano es un conjunto de puntos Σ = {P1, . . .} y sus lı́neas son subconjuntos
de Σ.

Definición 3.1.
Un plano proyectivo finito de orden q es un plano que satisface las siguientes

condiciones:

(A1) Si P,Q ∈ Σ con P 6= Q, entonces existe una única lı́nea l tal que P,Q ∈ l, a la
cual denotaremos por PQ

(A2) Si g⊆ Σ y l ⊆ Σ son lı́neas distintas, entonces existe un único P ∈ Σ tal que
P ∈ g∩ l.

25
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(A3) Existen cuatro puntos que determinan dos a dos, 6 lı́neas distintas.

(A4) Existe una lı́nea que consiste de q+1 puntos con q > 1 .

Observación 3.2.
Bajo (A1)y (A2) las siguientes condiciones son equivalentes

(A3) Existen cuatro puntos que determinan dos a dos, 6 lı́neas distintas.

(A3’) Existen cuatro puntos tales que no hay tres puntos colineales.

Esta observación es consecuencia de (A1) y (A2) ya que dados cuatro puntos el
máximo número de lı́neas distintas es

(4
2

)
= 6

Proposición 3.3.
En un plano que cumple las condiciones (A1), (A2) y (A3) siempre existe una lı́nea
que consiste de 3 puntos.

Demostración.
Consideremos un plano que cumple las condiciones (A1), (A2) y (A3). Sea S =
{P1,P2,P3,P4} un conjunto formado por los cuatro puntos dados en (A3’). Por (A1)
podemos definir las siguientes lı́neas:

L1 = P1P2, L2 = P1P3, L3 = P1P4, L4 = P2P3, L5 = P2P4 y L6 = P3P4.

Notemos que L1∩L6 /∈ S y por (A2) L1∩L6 6= /0. Por lo que existe otro punto en
L1 ∩L6 que no esta en S. Por lo tanto L1 y L6 contienen al menos 3 puntos. Lo
mismo se puede probar para L2,L5 y L3,L4.

Si el plano contiene únicamente las lı́neas descritas anteriormente obtenemos el
plano de Fano que se verá a continuación.

Ejemplo 3.4 (El plano de Fano).
Un ejemplo muy común de una geometrı́a proyectiva finita es la representada en la
Figura 3.1 llamada el Plano de Fano, donde además de las rectas que se ven en la
imagen, el cı́rculo también es una lı́nea. En total hay 7 puntos y 7 lı́neas.

Veamos que Fano es un plano proyectivo finito, donde q = 2. Las propie-
dades (A1) y (A2) se pueden comprobar fácilmente. Para (A3) nos tomaremos
{v1,v3,v5,v7}, se puede checar que hay 5 rectas del dibujo determinados por los
puntos y el cı́rculo. Para el último punto solo resta notar que cualquier lı́nea consta
de 3 = 2+1 puntos.

Las siguientes propiedades básicas serán necesarias en el siguiente capı́tulo.
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v1 v2v3

v4

v5

v6v7

Figura 3.1: Plano de Fano

Proposición 3.5.
Algunas propiedades de los planos proyectivos finitos de orden q son las siguientes:

1. Si l,g son lı́neas distintas, entonces |l∩g|= 1.

2. Existen cuatro lı́neas tales que tres no tienen un punto en común.

3. Toda lı́nea contiene al menos tres puntos y cada punto esta contenido en al
menos tres lı́neas.

4. Toda lı́nea consiste de q+1 puntos.

5. Hay q+1 lı́neas que pasan por cada punto

6. El plano contiene q2 +q+1 puntos.

7. El plano contiene q2 +q+1 lı́neas.

Demostración.

1. Supongamos que P,Q son dos puntos en las lı́neas l y g. Por (A1) l = g.

2. Sean {P1, . . . ,P4} los cuatro puntos que satisfacen (A3). Las lı́neas buscadas
son P1P2, P2P3, P3P4 y P4P1. Supongamos que P1P2, P2P3 y P3P4 tienen un
punto en común, x. Los puntos en {P1, . . . ,P4} determinan 6 lı́neas, entonces
cada dos puntos distintos determinan una lı́nea distinta. Las lı́neas P1P2 y
P2P3 tienen a los puntos P2 y x en común. Entonces para que P1P2 6= P2P3
se tiene que x = P2, pues de lo contrario por (A1) las lı́neas serı́an iguales
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y los puntos en {P1, . . . ,P4} a lo más podrı́an determinar 5 lı́neas. Ahora
consideraremos a P2P3 y P3P4, nuevamente tienen en común a los puntos P3 y
x = P2 por lo tanto P2P3 = P3P4, una contradicción.

3. Sea l una lı́nea y consideremos el cuadrilátero C = {P1, . . . ,P4} dado en (A3).
Por ser cuadrilátero |l∩C|6 2.
Ahora supongamos que |l ∩C| = 2, sin pérdida de generalidad P3,P4 ∈ l.
Como las lı́neas determinadas por P3P4 y P1P2 tienen intersección no vacı́a
por (A1), entonces P1P2∩P3P4 ∈ l y además es en un punto distinto de P3,P4.
Por lo que l contiene al menos tres puntos.
Supongamos que |l ∩C| = 1 y sea P4 ∈ l, entonces P1P2 y P2P3 cada una
determina un punto distinto en l.

Finalmente supongamos que |l ∩C| = 0. P4P1,P4P2,P4P3 intersectan a l en
un punto cada una. Supongamos P4P1∩ l = P4P2∩ l. Dado que P4P1 6= P4P2,
las lı́neas se intersectan en P4 ∈C, lo cual no es posible pues supusimos que
|l∩C|= 0. Por lo tanto l contiene al menos tres puntos.

4. Sea l′ cualquier lı́nea y l = {P1, . . . ,Pq+1} la lı́nea dada en (A4), con l 6= l′.
A causa de (A2) l∩ l′ = Pj y debido a (3) existe otro punto en l, digamos Pr,
que no esta en l′ o si no por (A1) l = l′. Tomemos un nuevo punto Pk ∈ l con
Pk 6= Pj (el cual existe por (3)). Podemos observar que la lı́nea que conecta
a Pk y Pr contiene otro punto distinto Pk,r. Consideremos li las lı́neas que
conectan Pi con Pk,r. Cada lı́nea insersecta a l′ en un punto, resta probar que
se intersectan con l′ en puntos distintos. Supongamos lo contrario, es decir
li∩ l′ = l j ∩ l′ = P para i 6= j, entonces P,Pk,r ∈ li, l j, lo cual implica por (A1)
que li = l j, y como resultado Pi = Pj lo cual no puede ocurrir pues l tenı́a
exactamente q+1 puntos. Por lo tanto li∩ l′ 6= l j∩ l′ y podemos concluir que
l′ contiene al menos q+1 puntos. Para mayor claridad ver Figura 3.2.

5. Es el dual del 4.

6. Sea Ps un punto del plano. Cada punto del plano distinto de Ps es un punto
de una lı́nea que pasa por Ps. Basta contar el número de puntos distintos que
estan sobre todas las lı́neas que concurren en Ps. Por 5 hay q+1 lı́neas que
pasan por Ps, y por 4 cada lı́nea contiene q+1 puntos de los cuales q puntos
son distintos de Ps. Por lo que en total hay (q+1)q+1 = q2 +q+1 puntos.

7. Es el dual del 5.
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P1

Pj

Pk

P2

Pq+1

Pr

Pk,r

Figura 3.2: La construcción descrita en 4.

3.2. Diseños

Definición 3.6.
Un diseño de bloque incompleto balanceado (Balanced incomplete block design o
BIBD) denotado por D(b,v,r,k,λ ) en un conjunto subyacente S con |S|= v es una
familia de b subconjuntos de S llamados bloques que cumple:

1. Cada bloque tiene orden k.

2. Si x ∈ S, entonces x está en r bloques.

3. Si x,y ∈ S son tales que x 6= y entonces {x,y} esta contenido en exactamente
λ bloques

Notemos que el parámetro r queda determinado por los parámetros v,λ y k.
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Lemma 3.7.
Si D(b,v,r,k,λ ) es un diseño de bloque incompleto balanceado, entonces

r = λ
v−1
k−1

.

Demostración.
Vamos a contar cuantas formas hay de escoger dos elementos y un bloque donde
estén dichos elementos. Hay

(v
2

)
de fijar dos elementos de S, los cuales están en λ

bloques distintos. Ası́ hay λ
(v

2

)
= λ

v(v−1)
2 formas de escoger dos elementos y un

bloque que los contenga.
También podemos fijar un elemento de S, el cual esta en r bloques distintos.

Cada bloque contiene (k−1) elementos distintos del elemento que ya fijamos. En
total nos quedan vr(k−1)

2 formas de escoger los elementos y bloque deseados. Por lo
tanto

λ
v(v−1)

2
=

vr(k−1)
2

y ası́
λ (v−1) = r(k−1).

Podemos generalizar la tercera propiedad.

Definición 3.8.
Para t > 1, un t-diseño (t-design) en un conjunto S con |S| = v, denotado por
t− (v,k,λ ), es una familia de b subconjuntos de S llamados bloques que cumplen
la propiedades (1) y (2) descritas anteriormente. Además t− (v,k,λ ) cumple que
todo subconjunto de S de orden t está contenido en exactamente λ bloques.

Nosotros nos vamos a enfocar en una clase de t-diseños en particular llamados
sistemas de Stenier.

Definición 3.9.
Un sistema de Steiner denotado por S(d,k,n) es un d−(n,k,1) diseño. Esto significa
que en total hay n elementos, y cada uno de los subconjuntos de cardinalidad d esta
contenido en un único bloque el cual contiene k elementos.

Para lo siguiente, recordemos que una matroide es pavimentada si no tiene
circuitos de orden menor a su rango.

A través de un sistema de Steiner S(d,k,n) podemos definir una nueva matroide
M con conjunto subyacente S, donde los hiperplanos de la matroide son los bloques
del sistema de Steiner. Veremos que la matroide M es pavimentada. Esta idea se
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puede generalizar a diseños de bloque balanceados incompletos. La matroide resul-
tante es llamada diseño de matroide (matroid design), la propiedad de pavimentada
se puede perder en diseños de bloque balanceados incompletos.

Teorema 3.10.
Si S(d,k,n) es un sistema de Steiner en un conjunto subyacente S con k < n , los
bloques del sistema son los hiperplanos de una matroide M pavimentada.

Demostración.
Tenemos que ver que el conjunto de bloques del sistema S(d,k,n) cumplen las
propiedades (H1), (H2) y (H3). Denotaremos por H al conjunto de bloques.
Como no hay bloque de tamaño n, entonces S /∈H . Supongamos que existen
H1,H2 ∈H son tales que H1⊆H2, al tener la misma cardinalidad podemos concluir
que H1 = H2. Sean H1,H2 ∈H y x /∈ H1 ∩H2. Nuevamente como H1,H2 son
distintos |H1∩H2|< d, entonces |(H1∩H2)∪{x}|6 d. Si es necesario rellenamos
al conjunto (H1∩H2)∪{x} hasta que tenga exactametne d elementos. Por lo que
existe un bloque H3 que lo contiene. Por lo tanto H es el conjunto de bloques de
una matroide M. Para calcular el rango de dicha matroide, tomemos un hiperplano
A y x /∈ A. A∪{x} contiene una base B. Además todo subconjunto X de A∪{x} con
cardinalidad menor a d +1 puede ser extendido con elementos de A, a un conjunto
de cardinalidad d. Por lo que X esta contenido en un bloque o hiperplano y como
consecuencia no es una base. Por lo tanto |B|= d +1, ası́ el rango de M es d +1.

Resta ver que M es pavimentada. Supongamos que existe un circuito C tal que
|C| 6 d. Entonces está contenido en un hiperplano H. Si es necesario podemos
agregar elementos hasta obtener X tal que C ⊆ X y |X | = d. Ası́ X genera un
hiperplano H tal que si x /∈ H vemos que ρ(X ∪{x}) = d +1 = |X ∪{x}|, lo cual
no es posible pues contiene a un circuito. Por lo tanto M es pavimentada.

El Plano de Fano es un ejemplo de un Sistema de Steiner S(2,3,7). Los hiper-
planos de Fano son las lı́neas donde cada lı́nea tiene 3 puntos. En total hay 7 puntos
y cada 2 puntos definen una lı́nea.

3.3. Matroides Binarias

Una matroide M en S es representable sobre un campo F si existe un F-espacio
vectorial V y un mapeo φ : S→V que preserva la función rango. A la función φ se
le llama una representación de M.

Definición 3.11.
Una matroide M es binaria si puede ser representada en GF(2)
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La siguiente proposición será usada para dar una caracterización de matroides
binarias. Para demostrar dicha proposición, requeriremos los siguientes lemas.

Lemma 3.12.
Sea M una matroide en S e I un conjunto independiente de M. Si x ∈ I entonces

existe un circuito C∗ de M∗ tal que C∗∩ I = {x}

Demostración.
Como I ∈ I , se puede extender a una base B de M tal que x ∈ B. S \B = B∗

es una base de M∗ que no contiene a x, por el Lema 2.22 existe un circuito de
M∗ C∗ ⊆ B∗ ∪{x} ⊆ (S \B)∪{x} que contiene a x, por lo que C∗ es el circuito
buscado.

Lemma 3.13.
Dados M una matroide, C un circuito de M y a,b dos elementos distintos de C,

existe un circuito C∗ de M∗ tal que los únicos elementos de C contenidos en C∗ son
a y b.

Demostración. Como C es un conjunto dependiente minimal, C \{a} es indepen-
diente, entonces existe una base B de M que contiene a C \{a}. B∗ = S\B es una
base de M∗ que contiene a a pero no contiene a b. Por el Lema 2.22, dado que
b ∈C \ {a} ⊆ B existe un único circuito C∗ de M∗ contenido en B∗∪{b} tal que
b ∈ C∗. Notemos que C∩C∗ ⊆ {a,b} ya que C \ {a} ⊆ B y C∗ ⊆ (S \B)∪{b}.
Por el Lema 2.32 vemos que |C∩C∗| 6= 1, y entonces C∩C∗ 6= {b}. Por lo tanto
C∩C∗ = {a,b}.

Proposición 3.14. Dada M una matroide, las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

(a) Si C es un circuito y C∗ un cocircuito de M, |C∩C∗| es par.

(b) La diferencia simétrica de cualquier colección de circuitos de M es la unión
de circuitos disjuntos.

(c) Si C1,C2 son circuitos distintos, entonces C14C2 contiene un circuito C.

Demostración.
Supongamos que M cumple con (a) y sean C1, . . . ,Ck una colección de circuitos de
M. Denotaremos por A a la diferencia simétrica de C1, . . . ,Ck. Si A = /0, entonces A
es la unión vacı́a de circuitos. Adicionalmente podemos suponer que A no contiene
circuitos de cardinalidad uno, de lo contrario, si x1 es un circuito de cardinalidad 1
en A definimos A1 = A4{x1}. Consideremos x ∈ A. Probaremos que A contiene un
circuito. Supongamos que A es independiente. Sea C∗ el circuito de M∗ dado por el
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Lema 3.12 con x ∈ A. Por (a) para toda i ∈ {1, . . . ,k}, |Ci∩C∗| es par. Veamos que
|A∩C∗| es par. Primero notemos que

|A∩C∗|= |(C14 . . .4Ck)∩C∗|
= |(C1∩C∗)4 . . .4(Ck∩C∗)|.

Ası́, para demostrar que |A∩C∗| es par, basta probar que |X4Y | es par si X ,Y son
dos conjuntos pares. Por definición

|X4Y |= |(X \Y )∪ (Y \X)|
= |X \Y |+ |Y \X |.

Si X ∩Y es par, entonces X \Y y Y \X son pares. Si X ∩Y es impar, entonces X \Y
y Y \X son impares. Por lo tanto |X4Y | es par. El resultado se puede extender por
inducción para probar que |A∩C∗| es par, lo que contradice que C∗∩A = {x}. Por
lo tanto A contiene un circuito C.

Si A = C hemos acabado. Supongamos que A 6= C y consideremos A1 =
C4C14 . . .4Ck. Podemos repetir el argumento anterior en A1 y encontrar un
circuito C(1) contenido en A1. Notemos que A es finito y A1 = A \C por lo que
eventualmente va a existir An =C(n) y por lo tanto se cumple (b).

La implicación de (b) a (c) es trivial. Supongamos que (c) se cumple pero
(a) no. Tomemos el menor contraejemplo, es decir, C y C∗ circuitos de M y
M∗ respectivamente, tales que |C∩C∗| es el menor natural que es impar. Por el
Lema 2.32 |C∩C∗| 6= 1 por lo que |C∩C∗|> 3 y existen a,b,c ∈C∩C∗ elementos
distintos. Por el Lema 3.13 para M∗ existe C1 un circuito de M∗ tal que C∗∩C1 =
{a,c}. Dado que a ∈C∩C1 y b ∈C \C1, por (C3’) existe C2 un circuito de M tal
que

b ∈C2 ⊆ (C∪C1)\{a}.

Tomaremos C2 tal que C∪C2 sea minimal. Nuevamente como b∈C∩C2 y a∈C\C2
usaremos (C3’) para encontrar C3 tal que

a ∈C3 ⊆ (C∪C2)\{b},

de donde a ∈C∩C3 y b ∈C \C3 y por (C3’) existe C4 tal que

b ∈C4 ⊆ (C∪C3)\{a}.

Por lo tanto
C∪C4 ⊆C∪C3 ⊆C∪C2

y
b ∈C4 ⊆C∪C3 ⊆C∪C2 ⊆ (C∪C1)\{a}.
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Por la minimalidad de C∪C2, C∪C2 ⊆C∪C4. Ası́,

C∪C2 =C∪C4 =C∪C3,

de donde se sigue que C3 \C =C2 \C.
Ahora supongamos que existe c ∈C24C3 = (C3 \C2)∪ (C2 \C3) tal que c /∈C.

Entonces c∈C3\C2 o c∈C2\C3. Sin pérdida de generalidad c∈C3\C2, con lo que
llegamos a una contradicción con que c ∈C3 \C =C2 \C. Por lo tanto C24C3 ⊆C.

Por (c) existe un circuito D tal que

D⊆C24C3 ⊆C.

Como consecuencia de (C2)

C =C24C3 = D,

por lo que C \C2 =C3∩C. Considerando que C3 \C =C2 \C obtenemos que

C4C2 = (C \C2)∪ (C2 \C) = (C3∩C)∪ (C3 \C) =C3

Recordemos que C1∩C∗ = {a,c} ⊆C∩C∗, entonces se sigue que

|C2∩C∗|6 |((C∪C1)\{a})∩C∗|
= |((C∪C1)∩C∗)\{a}|
= |((C∩C∗)∪ (C1∩C∗))\{a}|
= |(C∩C∗)\{a}|
< |C∩C∗|.

Análogamente se prueba
|C3∩C∗|< |C∩C∗|,

además C3 y C4 son no vacı́os pues b∈C2∩C∗ y a∈C3∩C∗. Ası́ dado que |C∩C∗|
era mı́nimo impar, |C3 ∩C∗| y |C2 ∩C∗| son pares. Como C3 = C4C2, entonces
C es la unión ajena de C∩C3 y C∩C2. De esta forma C∩C∗ es la unión ajena
de (C∩C3)∩C∗ y (C∩C2)∩C∗ = (C2∩C∗)\ (C3∩C2∩C∗) (esto se ilustra en la
Figura 3.3.)

Si |(C ∩C3)∩C∗| es par, como |C3 ∩C∗| = |(C ∩C3)∩C∗|+ |C3 ∩C2 ∩C∗|,
entonces |C3∩C2∩C∗| es par y como |C2∩C∗|= |(C∩C2)∩C∗|+ |C3∩C2∩C∗| es
par, entonces |(C∩C2)∩C∗| es par. Por lo tanto |C∩C∗|= |(C∩C3)∩C∗|+ |(C∩
C2)∩C∗| es par. Si |(C∩C3)∩C∗| es impar, entonces |C3∩C2∩C∗| es impar por lo
que |(C∩C2)∩C∗| es impar y por lo tanto |C∩C∗|= |(C∩C3)∩C∗|+ |(C∩C2)∩C∗|
es par. Por lo tanto |C∩C∗| es par, una contradicción.
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Figura 3.3: Diagrama de los conjuntos C, C∗ y C2

El siguiente teorema usa la proposición anterior para caracterizar a las matroides
binarias. Su prueba no será presentada aquı́ pero se puede encontrar en [Wel10].

Teorema 3.15.
Dada M una matroide, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Si C es un circuito y C∗ un cocircuito de M, |C∩C∗| es par.

(b) La diferencia simétrica de cualquier colección de circuitos de M es la unión
de circuitos disjuntos.

(c) Si C1,C2 son circuitos distintos, entonces C14C2 contiene un circuito C.

(d) M es binaria.

3.4. Hipergráficas

Las hipergráficas son una generalización de gráficas donde se permite tener
aristas que contengan a más de 2 vértices. Las definiciones de esta sección se
encuentran en [Ber79].

Definición 3.16.
Dado V un conjunto finito y E = {Ei|i ∈ I} una familia de subconjuntos de V
diremos que la pareja H = (V,E) es una hipergráfica si

1. Para toda i ∈ I tenemos que Ei 6= /0.

2.
⋃

i∈I Ei =V .

Diremos que V es el conjunto de vértices de H y E su conjunto de aristas.
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A continuación daremos las definiciones análogas para hipergráficas de concep-
tos básicos de gráficas.

Definición 3.17.
Una hipergráfica simple H = (V,E) es una hipergráfica donde para toda i ∈ I sucede
que |Ei|> 1 y para todas i, j ∈ I donde i 6= j tenemos que Ei 6= E j.

Definición 3.18.
Una hipergráfica k-uniforme es una hipergráfica tal que toda arista Ei con i ∈ I tiene
cardinalidad k.

Ejemplo 3.19.
La pareja H = (V,E) donde V = (1,2,3,4) y E = {{1,2,3},{1,3,4},{1,2,3,4}}
es una hipergráfica. Una representación de H se puede ver en la figura 3.4

12

3
4

Figura 3.4: H

Notemos que H no es uniforme pues |{1,2,3}| 6= |{1,2,3,4}|

Definición 3.20.
El grado de un vértice v ∈V se define como dH(v) = |{i | v ∈ Ei}|

Definición 3.21.
Una hipergráfica es d-regular si para todo v ∈V sucede que dH(v) = d

El teorema de Euler se generaliza a hipergráficas k-uniformes, su prueba es
análoga a la prueba correspondiente a gráficas.

Proposición 3.22.
Si H = (V,E) es una hipergráfica k-uniforme y simple, entonces

∑
v∈V

dH(v) = k|E|.
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Demostración.
Por cada v ∈V contamos las aristas adyacentes a v, que en total son dH(v). Por ser
regular cada arista esta en k vértices, por lo que son contadas k veces. Ası́ se sigue
que ∑v∈V dH(v) = k|E|.

Con el fin de ver coloraciones heterocromáticas mas adelante, es necesario dar
las siguientes definiciones que serán de gran importancia en los capı́tulos 3 y 4.

Definición 3.23.
Una t-coloración de una hipergráfica H = (V,E) es una función φ : V (H)→ [t]
suprayectiva.

Dada una estructura, las coloraciones heterocromáticas buscan subestructuras
donde todos los elementos tienen colores distintos. Es por esto que a veces son
conocidas como coloraciones arcoı́ris.

Definición 3.24.
Una t-coloración φ de H = (V,E) es heterocromática si existe e ∈ E tal que
|φ [V [e]]|= |V [e]|, esto es, todos los vértices de e tienen distinto color. Diremos que
la hiperarista e es heterocromática.

Una forma de ver los problemas tipo Ramsey es como problemas de coloración
de vértices de una hipergráfica H, donde buscamos el máximo número de colores
en que siempre exista alguna hiperarista monocromática, es decir, con todos sus
vértices del mismo color. Si queremos pensarlo con particiones buscamos el máximo
número de partes de una partición del conjunto de vértices tal que siempre exista
una hiperarista contenida en una de las partes.

Los problemas de número heterocromático son problemas de coloración de
vértices de una hipergráfica H, y se busca el mı́nimo número de colores tal que
siempre exista alguna hiperarista heterocromática, es decir, con todos los vértices
de diferentes colores. Análogamente, buscamos el mı́nimo número de partes en
que se puede particionar al conjunto de vértices de tal forma que siempre exista un
hiperarista con todos sus vértices en distintas partes.

En general, en ambos casos la hipergráfica H la definimos en términos de una
estructura diferente, como pueden ser una gráfica u otra hipergráfica distinta.

Los vértices de la hipergráfica H los definimos dependiendo de los elementos
que se está coloreando en la estructura original, ya sean aristas, hiperaristas, vértices
u otros elementos. A las hiperaristas de H las definimos a partir de esas subestructu-
ras de la estructura original que se busca que sea monocromática o heterocromática
(arcoı́ris), algunos ejemplos de dichas subestructuras son subgráficas completas,
ciclos, árboles, entre otros.



38 CAPÍTULO 3. EJEMPLOS DE MATROIDES E HIPERGRÁFICAS

Definición 3.25.
El número anti-Ramsey o heterocromático de una hipergráfica H es el mı́nimo

natural t tal que toda t-coloración de H es heterocromática y lo denotaremos por
hc(H). El concepto de número heterocromático se introdujo en [ABNL92].

Observación 3.26.
Toda |V (H)|-coloración de H es heterocromática por lo que hc(H) 6 |V (H)|.
Además si H ′ es una subhipergráfica generadora de H, entonces hc(H)6 hc(H ′)
pues cualquier coloración heterocromática de H induce una coloración hetero-
cromática de H ′.

Para el siguiente ejemplo hay que definir el número anti-ramsey ar(n,G). Dados
una gráfica G y n> |V (G)|, definimos ar(n,G) como el mayor entero tal que existe
una coloración de las aristas de la gráfica completa Kn con ar(n,G) colores y que
no contenga una copia de G heterocromática.

Ejemplo 3.27.
Sea Kn una gráfica completa y G una gráfica con m6 n vértices. Consideremos H =
(V (Kn),E ′) donde E ′ = {E(G′) | G′ 6 Kn y G′ ∼= G}. Podemos ver que hc(H) =
ar(n,G)+ 1 pues si existe una arista heterocromática en H, entonces existe una
subgráfica de Kn heterocromática e isomorfa a G y análogamente al revés.

Definición 3.28.
Dada una hipergráfica H = (V,E), una t-transversal de su conjunto de aristas es un
subconjunto X de V tal que para toda e ∈ E |X ∩ e|> t.

Denotaremos por τ la cardinalidad mı́nima de una 2-transversal del conjunto
de aristas de una hipergráfica. Dado que una 2-transversal atraviesa 2 veces a cada
hiperarista, se puede dar una coloración sin aristas heterocromáticas con n− τ +1
colores, mas adelante se definirá dicha coloración.

Un ejemplo de una 2-transversal es el siguiente. Sea G = (V (G),E(G)) una
gráfica conexa, no completa. Podemos definir H la hipergráfica del conjunto de
árboles generadores asociada a G como la hipergráfica cuyos vértices son las aristas
de G y e ⊆ E(G) es una hiperarista de H si e es el conjunto de las aristas de un
árbol generador. Sean u,v dos vértices no adyacentes. El conjunto de las aristas
incidentes a u o a v es una 2-transversal, no necesariamente mı́nima, de H.



Capı́tulo 4

Gráficas Geométricas y su
número heterocromático

En este capı́tulo estudiaremos coloraciones del conjunto de aristas de gráficas
geométricas. Se presentará un resultado tipo Ramsey que será usado para encontrar
el número anti-Ramsey de la hipergráfica de árboles generadores planos de gráficas
completas geométricas con a lo más un vértice dentro de la envolvente convexa.

4.1. Orugas

Las siguientes definiciones son necesarias para hablar de gráficas geométricas.

Definición 4.1.
Un punto p es una combinación convexa de un conjunto P = {p0, . . . , pn} de puntos
en el plano si existen reales 06 α0, . . . ,αn tales que ∑

n
i=0 αi = 1 y p = ∑

n
i=0 αi pi.

Definición 4.2.
La envolvente convexa o cerradura convexa de un conjunto de puntos P en el plano,
es el conjunto de puntos p tales que p es una combinación convexa de P.

Definición 4.3.
Una colección de puntos P en el plano se dice que están en posición general si
no hay tres puntos de P colineales. Además se dice que los puntos en posición
general están en posición convexa si no hay punto que pueda ser expresado como
combinación convexa de los demás.

Definición 4.4.
Dado P un conjunto de puntos en posición general en el plano, una gráfica geométri-
ca con vértices en P es una gráfica G dibujada en el plano tal que todas sus aristas
son segmentos de lı́nea recta.

39
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Las siguientes subgráficas de una gráfica geométrica, serán de interés en el
futuro.

Definición 4.5.
Un árbol plano de una gráfica geométrica G, es un árbol de G que no se autointer-
secta. Un ejemplo de un árbol plano se puede encontrar en la Figura 4.1

Figura 4.1: Gráfica geométrica G con árbol plano

Definición 4.6.
Una oruga R, es un árbol que consta de una trayectoria llamada cuerpo y sus
patas son hojas que salen del cuerpo. Un ejemplo de una oruga se puede ver en la
Figura 4.2.
Dados P un conjunto de puntos en posición general, una oruga geométrica R es una
oruga cuyo cuerpo esta compuesto por aristas de la frontera de la envolvente convexa
de P y tal que para cualquier pata e de R la recta que contiene a e no intersecta a R
en ningún punto que no este en e. Un ejemplo de una oruga geométrica se puede
ver en la Figura 4.3.

Figura 4.2: Oruga

Dado un conjunto de puntos P denotaremos por CH(P) la frontera de la envol-
vente convexa de P, al que nos referiremos como casquete convexo. En la Figura 4.5
se encuentra un ejemplo de un casquete convexo en azul.
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Figura 4.3: Oruga Geométrica

Figura 4.4: Oruga No Geométrica

4.2. Un teorema de Ramsey

El siguiente teorema se encuentra en [KPTV98]. Es el único teorema tipo
Ramsey que veremos.

Teorema 4.7 (Károlyi et al).
Si las aristas de una gráfica geométrica completa finita son coloreadas de dos

colores, entonces existe un árbol generador plano monocromático.

Demostración.
Sea P el conjunto de vértices de una gráfica geométrica completa finita G cuyas aris-
tas están coloreadas de color rojo y azul por la función c : E(G)→{a,r}. Podemos
suponer que no hay ningún vértice con misma coordenada x por lo que podemos
numerar a P dependiendo de su coordenada x de menor a mayor. Supongamos que
{p1, . . . , pn} es tal numeración. La prueba será por inducción sobre n. El caso base
cuando n = 1,2 es trivial. Supongamos cierto para cuando tenemos menos de n
vértices.
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Figura 4.5: Ejemplo de un casquete convexo en azul.

Primero nos vamos a enfocar en las aristas de CH(P). Si hay dos aristas con
colores distintos, podemos suponer que el vértice con una arista en CH(P) roja
y una arista en CH(P) azul es pn. Si consideramos a la subgráfica inducida por
{p1, . . . , pn−1} podemos usar la hipótesis de inducción para encontrar un árbol
plano generador monocromático y restarı́a agregar la arista en CH(P) del color
correspondiente. El árbol restante seguirá siendo plano pues la arista agregada
estaba en la frontera de la envolvente convexa, además de que fue extendido a ser
un árbol generador de G. Supongamos, entonces, que todas las aristas de CH(P)
son de color rojo.

Para cada i ∈ {2, . . . ,n−1} definimos las subgráficas Kl
i y Kr

i como

Kl
i = G[{p1, . . . , pi}] y Kr

i = G[{pi, . . . , pn}]

Por hipótesis de inducción para cada i ∈ {2, . . . ,n−1} podemos encontrar T l
i y

T r
i , árboles generadores geométricos monocromáticos de Kl

i y Kr
i respectivamente.

Notemos que si existe i ∈ {2, . . . ,n−1} tal que c(T l
i ) = c(T r

i ), entonces al unirlos
podemos extender los dos árboles a árboles generadores pues únicamente se in-
tersectan en pi por lo que T l

i ∪T r
i continua siendo árbol. Resta ver que sea plano.

Como T l
i y T r

i están contenidos en las envolventes convexas de Kl
i y Kr

i , las cuales
únicamente se intersectan en pi. Veamos entonces que T l

i ∪T r
i no se autointersectan.

Esta construcción se puede ver en la Figura 4.6
Nos podemos preguntar por el color de T r

2 y T l
n−1. Supongamos que T r

2 es de
color rojo, notemos que p1 tiene una arista en el casquete convexo que conecta a p1
con algún vértice en {p2, . . . , pn}, por lo que al unir esta arista podemos expandir a
T r

2 a un árbol generador rojo. Por lo tanto T r
2 es azul y T l

2 es rojo. Análogamente
se demuestra que T l

n−1 es azul y T r
n−1 es rojo. En la Figura 4.7 se pueden ver estas

construcciones.
Si nos fijamos en la secuencias de árboles izquierdos {T l

2 , . . . ,T
l

n−1} y derechos
{T r

2 , . . . ,T
r

n−1} se concluye que existe i ∈ {2, . . . ,n−1} tal que T l
i es rojo y T r

i es
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pi

pn

pn−1

pi+1

p2

p1

Figura 4.6: T r
i+1 y T l

i+1 rojos

pi

pn

pn−1

pi+1

p2

p1

pi

pn

pn−1

pi+1

p2

p1

n

Figura 4.7: T r
2 y T l

n−1

azul pero T l
i+1 es azul y T r

i+1 es rojo, es decir, hay un paso donde se cambia de
colores. Notemos que Kl

i y Kr
i+1 tienen envolventes convexas ajenas por lo que T l

i y
T r

i+1 no se intersectan en ninguna arista. Además si nos fijamos en la recta que separa
a Kl

i y Kr
i+1 existe una arista a de la envolvente convexa que no esta en ninguno

de los dos árboles y que intersecta a dicha recta. Proponemos T = T l
i ∪T r

i+1∪{a}.
Es monocromático pues T l

i y T r
i+1 eran rojas por elección y a es roja por estar en

la envolvente convexa. T es un árbol pues T l
i y T r

i+1 son ajenos. Como a esta en
la envolvente convexa de P, a no intersecta a las aristas de T l

i y T r
i+1 las cuales

tampoco se intersectan mutuamente pues sus envolventes convexas eran ajenas por
lo tanto es un árbol plano. Esta construcción se puede ver en la Figura 4.8
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pi+1

pn−1

pn

pi

p2

p1

n

Figura 4.8: T l
i y T r

i+1

4.3. Árboles generadores planos heterocromáticos

El siguiente teorema se encuentra en [UG11] y establece una condición necesaria
y suficiente para que el complemento de un árbol generador plano en una gráfica
geométrica contenga otro árbol generador plano. De aquı́ en adelante las orugas
geométricas y las estrellas serán estructuras indeseables.

Teorema 4.8.
Sea R un árbol generador plano de una gráfica geométrica completa G. El comple-
mento de la gráfica Rc contiene un árbol generador plano sı́ y sólo sı́ R no es una
estrella o una oruga geométrica.

En el siguiente ejemplo hay una oruga geométrica en verde, pero el complemento
no contiene un árbol generador plano. Si el complemento contuviera un árbol
generador plano T , entonces T contendrı́a a la arista v6v2 o a la arista v6v4. En
ambos casos, no habrı́a una arista incidente en v1 o v4 correspondientemente.

El siguiente lema fue probado por Garcı́a et al. en [GHH+02]. Si consideramos
la hipergráfica definida por el conjunto de aristas de los árboles generadores planos,
el siguiente lema nos da una 2-transversal de dicha hipergráfica.

Lemma 4.9.
Sea P un conjunto con |P| > 3 y cuyos puntos están en posición convexa en el
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v1

v3

v4

v5

v6 v2

Figura 4.9: Oruga geométrica cuyo complemento no contiene un árbol generador
plano.

plano. Si R es un árbol generador plano de la gráfica geométrica completa con
conjunto de vértices P, entonces al menos dos aristas de R estan en CH(P)

Los siguientes resultados se encuentran en el artı́culo [MR13].
Denotaremos por i(P) el número de puntos de P que no se encuentran en la

frontera de la cerradura convexa de P.

Lemma 4.10.
Sean P un conjunto de n puntos en posición general en el plano tales que i(P) = 1

y w el único punto de P en el interior de la cerradura convexa. Sean u y v puntos en
el casquete convexo tales que satisfacen que el ángulo sustendido por los segmentos
de recta uw y wv contienen el mayor número de puntos en el lado en que dicho
ángulo es menor a π

2 . Si Q es el conjunto formado por las aristas de CH(P) junto
con uw y wv, entonces cualquier árbol generador plano R de la gráfica geométrica
completa con vértices P, contiene al menos dos aristas en Q.

Demostración.
Sea G una gráfica geométrica completa con conjunto de vértices P tales que i(P) = 1.
La prueba será por inducción sobre la cardinalidad de P. Si P tiene 4 puntos,
entonces tres de ellos están en posición convexa y el cuarto punto esta dentro de la
cerradura convexa (como se ve en la Figura 4.10.) Sabemos que todo árbol generador
de G debe tener 3 aristas pues |G|= 4, además G tiene en total 6 aristas de las cuales
5 están en Q por lo que la proposición se cumple.

Supongamos cierto para todo P′ ( P y i(P′) = 1; y sea T un árbol generador de
G. Por ser generador sabemos que hay una arista de T que toca a v y otra que toca a
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Figura 4.10: Caso base cuando |P|= 4

u, si ambas aristas esta en Q hemos acabado. Por lo que sin pérdida de generalidad
existe una arista e = ux ∈ T diagonal a CH(P) que no esta en Q. Podemos observar
que e no puede atravesar a wv o wu en algún punto distinto de u o v. Supongamos
que ux y wv se cruzan (ver Figura 4.11). Notemos que el lado en que el ángulo
sustendido por los segmentos de recta uw y wx es menor a π

2 contiene a todos los
puntos contenidos en el área delimitada por uw y wv del lado del ángulo menor a π

2
y además contiene al punto v, una contradicción a la elección de v y w. Por lo tanto
e no intersecta a los segmentos de recta wv y wu con la excepción de en los puntos
u o v.

u

w

x

v

Figura 4.11: La diagonal e cruzando a la arista wv.

Consideremos (P+,P−) un bipartición de P donde P+ es el conjunto de puntos
de P a la derecha de e junto con los puntos de e y P− los puntos a la izquierda
de e. Notemos que P+,P− 6= /0 pues e es una diagonal de P y por lo tanto no está
contenida en el casquete convexo. Por la observación anterior e no contiene a w y
además sabemos por hipótesis que w es un punto interior de P. Se sigue ası́ que w
es un punto interior de P+ o un punto interior de P−. Sin pérdida de generalidad w
esta en el interior de P+.

Como P+ ⊆ P y P− 6= /0, entonces |P+|< |P|. Además notemos que se hereda
la propiedad de que los segmentos de recta uw y wv que contienen el mayor número
de puntos de P+ en el lado en que dicho ángulo es menor a π

2 . Si Q+ es el conjunto
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formado por las aristas de CH(P+) junto con uw y wv, por inducción, el subárbol
R∩P+ de R contiene dos aristas de Q+. Notemos que de éstas dos aristas al menos
una debe de estar en Q pues hay una única arista en Q+ \Q = e.

Para P− denotaremos Q− al conjunto de las aristas de la frontera de CH(P−).
Por el Lema 4.9 existen dos aristas del subárbol R∩ P− en Q−. Nuevamente
observamos que Q− \Q = e por lo que de las dos aristas anteriores al menos una es
una arista de Q. Concluimos ası́ que al menos dos aristas de Q están en R.

Los siguientes dos teoremas nos ayudarán a encontrar el mı́nimo número de
colores necesario para que toda coloración de una gráfica geométrica completa con
conjunto de vértices P en posición general y con i(G)6 1 tenga un árbol generador
plano heterocromático.

Teorema 4.11.
Si c es una (

(n
2

)
− n+ 2)-coloración de las aristas de G, una gráfica geométrica

completa con n > 3 vértices, entonces G tiene un árbol generador plano hetero-
cromático.

Demostración.
Sea X un conjunto heterocromático de aristas con exactamente un representante
de cada color. Sea Y el complemento de X. Como (X,Y) es una partición de
las aristas, el Teorema 4.7 nos asegura la existencia de un árbol generador plano
de G contenido propiamente en X o en Y . Como |X | =

(n
2

)
− n+ 2, entonces

|Y |=
(n

2

)
− (
(n

2

)
−n+2) = n−2 por lo que Y no contiene un árbol generador de

G pues todo árbol generador tiene n−1 aristas. Por lo tanto X contiene un árbol
generador plano el cual debe ser heterocromático por nuestra elección de X .

Teorema 4.12.
Sea G una gráfica geométrica completa con conjunto de vértices P donde |P|> 3 e
i(P) = 1. Si c es una (

(n
2

)
−n+1)-coloración de las aristas de G, entonces G tiene

un árbol generador plano heterocromático.

Demostración.
Nuevamente tomamos a X como un conjunto de aristas heterocromático de tamaño(n

2

)
−n+1 y consideramos Y el complemento de X . Volveremos a contar las aristas

de Y pero en este caso |Y |=
(n

2

)
− (
(n

2

)
−n+1) = n−1 que es el número de aristas

que tiene todo árbol generador de G, por lo que Y es un árbol generador de G o
todo árbol generador de G tiene una aristas en X . En el segundo caso podemos
volver a usar el Teorema 4.7 para asegurar la existencia de un árbol generador plano
heterocromático contenido en X . Supongamos pues que Y es un árbol generador
plano de G. Por el Teorema 4.8, Y c = X contiene un árbol generador plano si Y no
es una oruga geométrica o una estrella.
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Supongamos que Y es una oruga geométrica, y sea y = uv una arista en el
cuerpo de la oruga, es decir u y v tienen al menos otro vecino distinto de v y u
respectivamente. Esta arista existe si suponemos que Y no es una estrella. Como X
contiene todos los colores, existe una arista x ∈ X con el mismo color que la arista y.
Intentaremos evitar orugas geométricas al intercambiar y con x, pues por nuestra
elección de y que se encuentra entre dos aristas distintas en Y, al agregar una nueva
arista no hay forma de obtener una estrella.

Supongamos que S = (Y \{y})∪{x} es una oruga geométrica. Como al quitar
y separamos el cuerpo de la oruga Y en dos partes, x debe estar en el cuerpo de la
nueva oruga. La única forma que esto ocurra es si Y y S son trayectorias sobre la
frontera del casquete convexo cuya unión es toda la frontera como se ilustra en la
Figura 4.12. Además si suponemos que la oruga Y tienen una pata, como la recta
definida por ésta arista no debe intersectar a la oruga Y , entonces intersecta a x por lo
que S no serı́a una oruga, por lo tanto Y no contiene patas. Se sigue que S tampoco
contiene patas. Como consecuencia Y no es un árbol generador pues i(P) = 1 y ası́
el vértice dentro del casquete convexo no es cubierto por ninguna arista de Y , una
contradicción. Por lo tanto Y c contiene un árbol generador.

Figura 4.12: Las orugas Y y S

Ahora supongamos que Y es una estrella. Tenemos dos casos dependiendo de
la posición del vértice central; en la frontera del casquete convexo o dentro del
casquete convexo. Para el primer caso escojamos y ∈Y la arista que cubre al vértice
en el interior del casquete convexo de P. Nuevamente sabemos que existe x ∈ X
con el mismo color que y. Consideremos S = (Y \{y})∪{x}. Si el resultado no es
una oruga o una estrella habremos acabado, por lo tanto supongamos lo contrario.
Claramente S no puede ser una estrella, pues Y era una estrella generadora y no hay
forma de obtener una nueva estrella generadora al cambiar una arista. Supongamos
que S es una oruga geométrica generadora. Si |P|= 4, existe una arista c entre dos
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vértices en el casquete convexo que no esta contenida en CH(P) al intercambiar y
con x, la recta que contiene a la arista x intersecta a c como se ve en la Figura 4.13.

Figura 4.13: Las dos posibles rectas que contienen a x.

Supongamos ahora que |P| > 4, y consideremos la triangulación T definida
por las aristas de CH(P) junto con las aristas de S las cuales son las diagonales
que van del vértice central a cada uno de los vértices en CH(P), (la Figura 4.14
muestra dicha triangulación). Para que x no intersecte a la estrella, un extremo de
x, v, debe ser uno de los vértices del triángulo de T que contiene al vértice interior.
En este caso la recta que contiene a x intersecta a la arista opuesta v por lo que
S = (Y \{y})∪{x} no es una oruga geométrica.

x x

Figura 4.14: Triangulación T .

Resta el caso en el que Y es una estrella cuyo vértice central es el punto en
el interior del casquete convexo de P. Sean y ∈ Y una arista cualquiera y S =
(Y \{y})∪{x}. Es claro que S no es una estrella. Recordemos que hay al menos 3
puntos sobre la frontera del casquete convexo. Como Y es una estrella generadora
al remover y quedan al menos 2 aristas adyacentes al vértice central por lo que S
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tampoco puede ser una oruga geométrica.
Por lo tanto Y c = X contiene un árbol generador que por la elección de X , debe

ser heterocromático.

Ahora vamos a definir la hipergráfica H(G) de los árboles generadores de una
gráfica geométrica G. Los vértices de H(G) son las aristas de G y las hiperaristas
de H(G) son los árboles generadores geométricos de G. Nos interesará calcular
el número heterocromático de H(G), hc(H(G)). Como fue definido en la Defini-
ción 3.25, hc(H(G)) es el menor natural t tal que toda t-coloración de los vértices
de H(G) contiene una hiperarista heterocromática, es decir, el menor natural t
tal que toda t-coloración de las aristas de G contiene un árbol generador plano
heterocromático.

El siguiente teorema reúne las cotas obtenidas anteriormente para hc(H(G))
para G una gráfica completa geométrica con conjunto de vértices P en posición
general tales que i(P) ∈ {0,1}.

Teorema 4.13.
Sean P un conjunto con n> 4 vértices en posición general y G una gráfica geométri-
ca completa cuyos vértices son los puntos de P. Consideremos H = H(G) la
hipergráfica de los árboles generadores planos de G. Si i(P) ∈ {0,1}, entonces

hc(H(G)) = n(H(G))− τ(H(G))+2,

donde n(H(G)) = |E(G)| y τ(H(G)) es la menor cardinalidad de una 2-transversal
de las aristas de H(G).

Demostración.
Sea S una 2-transversal mı́nima de los árboles generadores planos de G, es decir una
doble transversal de las hiperaristas de H. Consideremos la coloración c de H que
le asigna color 1 a todos los vértices de S y un color distinto a cada uno del resto
de los vértices. La coloración c usa n(H)− τ(H)+ 1 colores y como S es doble
transversal, no hay aristas heterocromáticas. Por lo tanto hc(H)> n(H)−τ(H)+2.

Ahora veamos el caso cuando i(P)= 0. Por el Teorema 4.11 hc(H)6
(n

2

)
−n+2

pues toda
(n

2

)
−n+2-coloración de la gráfica completa asociada contiene un árbol

generador plano heterocromático. En el Lema 4.9 se demuestra que cuando i(P) = 0
todo árbol generador plano contiene dos aristas en CH(P). Se sigue que para toda
hiperarista de H, siempre existen dos vértices provenientes de aristas de CH(P).
Por lo tanto n = |CH(P)| > τ(H). Concluimos que hc(H) > n(H)− τ(H)+ 2 >(n

2

)
−n+2.
Ahora, supongamos i(P)= 1. Entonces por el Teorema 4.12 hc(H)6

(n
2

)
−n+1.

Nuevamente obtenemos una doble transversal de las aristas de H en el Lema 4.10 con
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(n−1)+2 = n+1 vértices, por lo tanto τ(H)6 n+1 hc(H)> n(H)−τ(H)+2>(n
2

)
− (n+1)+2 =

(n
2

)
−n+1. Por lo tanto hc(H)> n(H)− τ(H)+2.

En el futuro serı́a interesante estudiar el número heterocromático de árboles
generadores planos de una gráfica con vértices en posición general con más de un
vértice en el interior de la envolvente convexa. Parte de la dificultad en estudiar este
problema es encontrar una doble transversal. El caso cuando hay un punto en el
interior de la envolvente convexa resulta ser más difı́cil que cuando los puntos están
en posición convexa, pues las aristas de la envolvente convexa no son suficientes para
formar una doble transversal de la segunda configuración de puntos. Una pregunta
abierta que queda es si al tener una doble transversal de una gráfica geométrica G, el
número heterocromático será hc(H(G)) = n(H(G))−τ(H(G))+2. En esta ocasión
el valor exacto de una doble transversal coincide con n(H(G))− τ(H(G))+2 que
en general es una cota superior del número heterocromático. Es natural preguntarse
si siempre ocurre esto.
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Capı́tulo 5

Números heterocromáticos de
matroides

Los resultados de este capı́tulo vienen de [MM18]. En este capı́tulo presentare-
mos el número heterocromático para diversas estructuras de una matroide. Algunos
resultados únicamente se conoce para tipos especı́ficos de matroides, en especial
para las matroides proyectivas y los diseños. Es importante tener presentes algunas
de las definiciones dadas en la sección de hipergráficas.

5.1. Bases

La primera hipergráfica que estudiaremos es la que viene de las bases de una
matroide. Una coloración heterocromática de ésta hipergráfica será una coloración
heterocromática de las bases de una matroide. Para la matroide gráfica, esto será
una coloración con un árbol generador heterocromático.

Definición 5.1.
Vamos a definir la hipergráfica de bases asociada a una matroide M = (S,B), como
B(M) = (S,B), es decir, los vértices son los elementos de M y las hiperaristas son
las bases de M.

Ejemplo 5.2.
Recordando el Ejemplo 2.5 S = [4] y B = {123,124,134}. La hipergráfica asociada
se encuentra en la Figura 5.1

El siguiente teorema se encuentra en [MR13]. Este resultado no da una 2-
transversal en concreto, más adelante se encontrará una 2-transveral que se usará
para mejorar el resultado.

53
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12

3
4

Figura 5.1: La hipergráfica de bases asociada a M = (S,B)

Teorema 5.3.
Sea M una matroide con rango r > 2 con conjunto subyacente S donde |S| = m.

Supongamos que τ es el mı́nimo tamaño de una 2-transversal del conjunto de bases
de M, entonces hc(B(M)) = m− τ +2

Demostración.
Supongamos que existe una coloración con m− τ +2 colores y sin bases hetero-
cromáticas. Tomemos X un subconjunto de S con exactamente m− τ +2 colores
distintos y sea Y su complemento. Nuevamente calcularemos la cardinalidad de Y ,
|Y |= |S\X |= m− (m− τ +2) = τ−2. Como τ es el tamaño de una 2-transveral
mı́nima y |Y |< τ , entonces existe B ∈B(M) tal que |Y ∩B|6 1. Por hipótesis B
no es heterocromática por lo que su intersección con Y es de cardinalidad 1, de lo
contrario B estarı́a contenida en un conjunto heterocromático. B esta contenido en
X con la excepción de un elemento y = Y ∩B para el cual existe x ∈ X ∩B con el
mismo color que y.

Sea Z = Y ∪{x}, entonces |Z|= |Y |+1 = τ−1. Nuevamente Z no puede ser
una doble transversal de las bases. Sea B′ una base tal que |Z∩B′|6 1. Notese que
si fueran ajenas entonces B′ ⊆ E \(Y ∪{x})⊆ X por lo que B′ serı́a heterocromática.
Como B′ y B son bases, entonces tienen la misma cardinalidad, por lo tanto

|B′ \Z|= |B′|−1 > |B|−2 = |B\{x,y}|,

además B′\Z y B\{x,y} son conjuntos independientes por ser subconjunto de bases.
Por (I3) existe z ∈ B′ \Z ⊆ X tal que (B\{x,y})∪{z} es un conjunto independiente.
Puesto que B∪{z} no es independiente, la segunda parte del Lema 2.22 nos asegura
que existe un único circuito contenido en B∪{z} que por lo anterior debe contener
a x o a y, supongamos que contiene a x. Notemos que (B∪{z})\{x} no contiene
ningún circuito y |(B∪ {z}) \ {x}| = |B|, entonces (B∪ {z}) \ {x} es una base
heterocromática de M.
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Para la otra desigualdad basta observar que si coloreamos una 2-transversal de
color 1 y los elementos que quedan de distintos colores, no hay bases heterocromáti-
cas.

Lemma 5.4.
Sea M una matroide de rango r y B(M) la hipergráfica de bases asociada, entonces
el complemento de una colı́nea es una 2-transversal.

Demostración.
Supongamos que existe L una colı́nea tal que Lc no es una 2-transversal de B, es
decir existe A ∈B tal que |A∩Lc|6 1. Como consecuencia existe a1 ∈ A tal que
para toda a ∈ A\{a1} ocurre que a /∈ Lc. Se sigue que A\{a1} ⊆ (Lc)c, de forma
que A⊆ L∪{a1}. Como L es un r−2 plano, entonces ρ(A)6 ρ(L∪{a1}) = r−1
lo cual no es posible pues A ∈B y por lo tanto ρ(A) = r.

El siguiente resultado es una generalización del Teorema 5.3 con la diferencia
de que ya se conoce una 2-transversal del conjunto de bases.

Teorema 5.5.
Si M es una matroide de rango r con n elementos entonces hc(B(M)) = t2 + 2,
donde t2 es el tamaño de la colı́nea más grande.

Demostración.
Si L es una colı́nea de tamaño t2, podemos colorear a S \ L de color 1 y a L de
colores {2, . . . , t2 + 1}, por la observación anterior S \ L es una 2-transversal de
B(M), por lo que para toda B ∈B, B tiene dos elementos de S\L los cuales tienen
el mismo color y por lo tanto la hiperarista asociada con B no es heterocromática,
como consecuencia hc(B(M))> t2 +2.

Ahora consideremos una (t2+2)-coloración, queremos encontrar una hiperarista
de B(M) heterocromática. Sea L una colı́nea máxima, por la equivalencia (R1’)
del Teorema 2.24 t2 = |L|> ρ(L) = r−2, entonces t2 +2> r. Sea A un conjunto
de M con exactamente un elemento de cada color. Observemos que ρ(A)6 |A|=
t2+26 r, asimismo dado que L es una colı́nea máxima y |A|= t2+1 > t2, se puede
concluir que r−2 < ρ(A)6 r.

Si ρ(A) = r, entonces A contiene una base heterocromática por construcción.
Supongamos ρ(A) = r− 1. Entonces existe un hiperplano H que contiene a A.
Podemos tomar a /∈ H. Como H es un hiperplano ρ(H ∪{a}) = r, con esta idea
en mente queremos construir una base heterocromática apartir de A y a. Para esto
definimos B el conjunto de elementos de A tales que los colores de B no son el
mismo que a, es decir tomamos a′ en A tal que a y a′ tienen el mismo color y
B = A\{a′}. Dado que los colores en A no se repetı́an, los colores en B tampoco.
Además B∪{a} tiene todos los colores. Basta checar que ρ(B∪{a}) = r. Como
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B ⊆ H, entonces ρ(B) 6 r−1, además |B| = t2 +1 > t2 por lo que ρ(B) > r−2.
Por lo tanto ρ(B) = r−1. Podemos concluir que ρ(B∪{a}) = r, pues a /∈ H. Por
lo tanto existe una arista heterocromática y hc(B(M))6 t2 +2.

A continuación veremos dos ejemplos donde se usa este resultado para colorear
una gráfica completa y una rueda.

Ejemplo 5.6.
Sabemos que los árboles generadores de Kn contienen n− 1 aristas, por lo que
ρ(Kn) = n− 1. Buscamos las colı́neas mas grandes, que serı́an planos de rango
n− 3 con el mayor número de aristas posibles. Esto se encuentra en Kn−2 6 Kn,
pues sus árboles generadores tienen n− 2− 1 = n− 3 aristas y son maximales
con respecto al número de aristas. Para calcular el número heterocromático basta
substituir

hc(B(Kn)) = t2 +2 =

(
n−2

2

)
+2

=
(n−2)(n−3)

2
+

4
2

=
n2−5n+10

2

=

(
n
2

)
−2n+5.

Haremos el ejemplo cuando n= 5, entonces hc(B(K5)) =
5(4)

2 −10+5= 5. Una
coloración de K5 con hc(B(K5)) colores se puede ver en la Figura 5.2, asimismo en
la Figura 5.3 se ve una 4-coloración de K5 sin árboles generadores heterocromáticos,
pues cualquier árbol generador cubre a a v2 y a v3, pero todas las aristas adyacentes
a estos vértices son azules, por lo que todo árbol generador tiene al menos dos
aristas azules. El conjunto de vértices de las hipergráficas asociadas a las colo-
raciones anteriores junto con una hiperarista también se muestran en las figuras
correspondientes.

Ejemplo 5.7.
Para las ruedas Wn si buscamos una subgráfica máxima de Wn que tenga árboles
generadores de tamaño n−3 se puede ver que t2 = 2n−5. Ahora podemos encontrar
el número heterocromático.

hc(Wn) = (2n−5)+2 = 2n−3

Si n = 5, entonces hc(W5) = 7. En la Figura 5.4 se da una 7-coloración de W5.
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Figura 5.2: K5 y una arista de B(K5) coloreadas con 5 colores
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Figura 5.3: K5 y una arista de B(K5) coloreadas con 4 colores sin bases hetero-
cromáticas

Coloreando con una coloración adecuada podemos ver que con 6 colores no hay
árboles heterocromáticos. En la Figura 5.5 se da una coloración de W5 sin árboles
generadores heterocromáticos. Cualquier árbol generador de W5 tiene que tener una
arista en v1 y una arista en v5 pero todas las aristas incidentes a éstos vértices son
del mismo color.

5.2. Circuitos

Al igual de como defininimos una hipergráfica para las bases de una matroide,
ahora vamos a definir una hipergráfica para los circuitos de M.

Definición 5.8.
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Figura 5.4: W5 y una arista de B(W5) coloreadas con 6 colores
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Figura 5.5: W5 y una arista de B(W5) coloreadas con 6 colores sin bases hetero-
cromáticas

Si S es el conjunto subyacente de una matroide M con conjunto de circuitos C ,
definimos la hipergráfica de circuitos C(M) con conjunto de vértices S y donde
E ⊆ S es una hiperarista de C(M) sı́ y solo sı́ E ∈ C .

El siguiente lema se usa para acotar el número heterocromático de los circuitos
junto con el Lema 2.32, el Lema 2.29 y la Proposición 2.30 los cuales se pueden
consultar en el capı́tulo 1.

Lemma 5.9.
Si M = (S,B) es una matroide de rango r, C∗ es un cocircuito y B′ = {B \C∗ |

B ∈B} entonces
M′ = (S\C∗,B′) := M \C∗

es una matroide de rango r−1.



5.2. CIRCUITOS 59

Demostración.
Para encontrar el rango de M′ primero veamos que ρ(M \C∗)> r−1. Sea x ∈C∗,
entonces C∗ \{x} ∈I ∗ y por el Lema 2.29 existe B ∈B tal que B⊆ (S\C∗)∪{x},
es decir B\{x} ⊆ S \C∗. Por lo tanto B\{x} es independiente en M \C∗ y ρ(B\
{x})> r−1, por lo que podemos concluir que ρ(M \C∗)> r−1.

Demostraremos que no hay conjuntos independientes de tamaño r, para esto
veremos que toda base B de M cumple con |B∩C∗| > 1. Sea B una base de
M. Supongamos que B∩C∗ = /0, es decir B ⊆ S \C∗, por el Lema 2.29 C∗ es
independiente en M∗, una clara contradicción. Por lo tanto las bases a lo más tienen
orden r−1.

Teorema 5.10.
Si M es una matroide sin lazos de rango r con |S| = n y M 6= Un,n, entonces
hc(C(M)) = r+1.

Demostración.
Para demostrar hc(C(M))6 r+1 queremos ver que toda r+1 coloración de C(M)
contiene un circuito heterocromático. Consideremos una r+1-coloración de C(M),
podemos colorear con r + 1 colores pues si n < r + 1, entonces n = r y por lo
tanto M = Un,n. Nuevamente vamos a tomar un conjunto heterocromático con
exactamente r + 1 colores, A. Como tiene r + 1 elementos, entonces A no es
independiente, es decir, contiene un circuito el cual debe ser heterocromático.

Ahora vamos a demostrar hc(C(M))> r por inducción sobre r. Si r = 1 notemos
que el circuito mas pequeño tiene exactamente dos elementos pues M no tiene lazos.
Basta colorear a S del color 1 para evitar circuitos heterocromáticos. Supongamos
que si M′ es una matroide de rango r′ < r, entonces hc(C(M′))> r′, es decir que
existe una r′-coloración sin circuitos heterocromáticos. Sean M una matroide de
rango r y C∗ un cocircuito mı́nimo. Por el Lemma 2.32 si coloreamos a C∗ de color r
todo circuito que intersecte a C∗ tendrá dos elementos de color r. Solo resta colorear
los circuitos que no intersectan a C∗. Consideremos M′=M\C∗, por el Lema 5.9 M′

es una matroide de rango r−1 < r. Por la hipótesis de inducción podemos colorear
a M′ con los colores {1, . . . ,r−1} sin que contenga circuitos heterocromáticos. De
esta forma podemos colorear a M sin circuitos heterocromáticos con r colores.

De la Proposición 2.30 se sigue que dado M una matroide, el rango de la
matroide dual M∗ es ρ∗(S) = |S| − ρ(S). Sabiendo el rango de M∗, es natural
preguntarse por el número heterocromático de los cocircuitos de M.

Corolario 5.11.
Si M es una matroide de rango r con n elementos sin colazos y que no es U0,n,
entonces hc(C∗(M)) = r∗+1 = n− r+1.
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5.3. 3-Circuitos

Definición 5.12.
Dada una matroide M, definimos la hipergráfica de 3-circuitos C3(M) como la
subhipergráfica de C(M) donde únicamente consideramos las hiperaristas de orden
3, es decir, las hiperaristas que vienen de circuitos de orden 3.

El siguiente ejemplo muestra una gráfica H en la Figura 5.6 y su respectiva
hipergráfica de circuitos e hipergráfica de 3-circuitos en la Figura 5.7, los cuales son
ciclos y 3-ciclos correspondientemente. Podemos ver que no siempre son iguales.

Ejemplo 5.13.

v1v2

v3 v4

Figura 5.6: Gráfica H

e1,2
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e3,4

e4,1

e2,4
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e2,3

e3,4

e4,1

e2,4

Figura 5.7: Hipergráfica de circuitos de H y de 3-circuitos

El número heterocromático de 3-circuitos para matroides proyectivas se puede
calcular con base en su orden. La prueba general es por inducción, el primer
resultado es la base de dicha inducción.
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Figura 5.8:

Teorema 5.14.
Considerando el plano proyectivo de orden q, PG(2,q), se tiene que

hc(C3(PG(2,q))) = 4.

Demostración.
Notemos que la r + 1-coloración dada en el Teorema 5.10 en particular no tie-
ne 3-circuitos heterocromáticos, además ρ(PG(2,q)) = 2+ 1 = 3. Por lo tanto
hc(C3(PG(2,q)))> r+1 = 4.

Resta ver que toda 4-coloración tiene un 3-circuito heterocromático. Sabien-
do que hc(C(PG(2,q))) = 4, podemos asegurar que existe algún circuito hete-
rocromático. Tenemos dos casos respecto al rango de C ya que ρ(C) > 1. Si
ρ(C) = 2, entonces por la minimalidad de C respecto a su dependencia, |C|= 3 en
cuyo caso acabamos. Supongamos que ρ(C) = 3, es decir C es un 4-circuito con
C = {a,b,c,d}. Por la Definición 3.1 (A1) de geometrı́a proyectiva hay dos rectas
distintas l1 y l2 tales que a,b ∈ l1 y c,d ∈ l2. De nuevo por la Definición 3.1 (A2)
sabemos que l1 y l2 se intersectan en un único punto e. Como {a,b,c,d} forman
un circuito de rango 3, no hay 3 puntos de C colineales, de lo contrario los tres
puntos colineales formarı́an un conjunto dependiente contenido en C (el caso en
el que e = c se puede ver en la Figura 5.8). Por lo tanto e /∈C. Además {a,b,e} y
{c,d,e} son 3- circuitos pues son colineales por como definimos a e. Resta notar
que existe un conjunto {a,b,e} o {c,d,e} heterocromático dado que {a,b,c,d} era
heterocromático y e tiene únicamente el mismo color que algún elemento de C. Por
lo tanto hay un 3-circuito heterocromático.

Denotaremos por PG(r-1,q) a una geometrı́a proyectiva de rango r y orden q.
El teorema general para los 3-circuitos de una matroide proyectiva utiliza la cota
previamente probada para circuitos en general, la cual se encuentra en la sección
anterior. Esto prueba que si M es una matroide proyectiva, con hc(C(M)) colores
siempre existe un 3-circuito heterocromático.
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Teorema 5.15.
La geometrı́a proyectiva de rango r, PG(r−1,q), tiene número heterocromático de
3-circuitos hc(C3(PG(r−1,q))) = r+1.

Demostración.
Nuevamente podemos usar el Teorema 5.10 para obtener hc(C3(PG(r−1,q)))>
r+1. La prueba para obtener la otra cota será por inducción sobre el rango de M,
donde el caso base es el Teorema 5.14.

Empecemos por tomar A un conjunto heterocromático donde los r+1 colores
de nuestra coloración son representados una única vez. Como hay exactamente r+1
elementos en A, entonces A no puede ser independiente, pues tiene más elementos
que cualquier base. Sea C un circuito contenido en A, existe pues A es dependiente.
Notemos que como C ⊆ A, entonces C debe ser heterocromático y |C| 6 r + 1.
Supongamos que C no es un 3-circuito y además supongamos que C tiene menos
de r+1 elementos. Sea F el plano mı́nimo que contiene a C. Nos gustarı́a poder
usar la hipótesis de inducción en la restricción de M a F . Como F es un plano de
una geometrı́a proyectiva, F es isomorfo a una geometrı́a proyectiva en un espacio
vectorial de dimensión |C|−1 y por lo tanto la matroide asociada tiene rango |C|−1
donde |C|< r. Además la restricción a F esta coloreada con al menos |C| colores.
Por inducción existe un 3-circuito heterocromático.

Supongamos entonces que |C| tiene exactamente r + 1 elementos, es decir
C = {e1, . . . ,er+1}. Como estamos en una geometrı́a proyectiva por (A1) en la
Definición 3.1 existe una única lı́nea L que pasa por e1,e2. Por otro lado también
consideramos el mı́nimo plano H que contiene a e3, . . . ,er+1. Como es generado por
r−1 elementos que son independientes, H es un hiperplano. Si |H∩L|> 2, entonces
por la unicidad de L, L⊆ H. Esto es una contradicción pues ρ(e1, . . . ,er+1) = r y
como consecuencia {e1,e2} * H. Por lo tanto |H ∩L| = 1, llamaremos al punto
en esta intersección a. Veremos que a /∈ {e1,e2}. Supongamos que a = ei para
i ∈ {1,2}, entonces {ei}∪{e3, . . . ,er+1} es un conjunto independiente de rango r
contenido en un hiperplano H, lo cual no es posible. Si a ∈ {e3, . . . ,er+1}, entonces
e1,e2,a son colineales por lo que {e1,e2,a} es un conjunto dependiente de menor
cardinalidad que C, lo que contradice la minimalidad de C. Por lo tanto a /∈C.

Como a /∈C, R = {e1,e2,a} y S = {a,e3, . . . ,er+1} son conjuntos dependientes.
Ya que C era heterocromático se sigue que a a lo mas puede tener el mismo color
que un e j con j ∈ {1, . . . ,er+1} por lo que R o S son conjuntos heterocromáticos. Si
R es heterocromático entonces R es el 3-circuito buscado. Por el caso anterior, si S
es heterocromático, entonces S contiene un 3-circuito heterocromático. Por lo tanto
hc(C3(PG(r−1,q)))6 r+1.
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5.4. Circuitos Hamiltonianos

La siguiente definición generaliza los ciclos hamiltonianos en gráficas, los
cuales son cı́clos que recorren todos los vértices, es decir, son ciclos que tienen
tamaño n que es el rango de la matroide gráfica más uno.

Definición 5.16.
Dada una matroide de rango r, llamaremos a un circuito C de orden r+1 hamil-
toniano, además las matroides que contengan algún circuito hamiltoniano serán
referidas como matroides hamiltonianas.

Al igual de como definimos una hipergráfica que solo contenga información de
los 3-circuitos, vamos a definir una hipergráfica que tenga por aristas los circuitos
hamiltonianos de una matroide.

Definición 5.17.
Dada una matroide M, definimos la hipergráfica de circuitos hamiltonianos denotada
por HC(M) como la subhipergráfica de C(M) cuyas hiperaristas son las asociadas a
circuitos hamiltonianos.

Observación 5.18.
Todas las gráficas con un ciclo hamiltoniano son matroides hamiltonianas.

En los siguientes dos ejemplo de matroides veremos un ejemplo que no con-
tiene circuitos hamiltonianos y otro ejemplo de una matroide distinta de las ya
mencionadas con un circuito hamiltoniano.

Ejemplo 5.19.
No todas las matroides son hamiltonianas. Por ejemplo si consideramos la matroide
gráfica definida por un moño G el cual se ilustra en la Figura 5.9. Los circuitos de
G son ciclos de tamaño 3, a saber C (M(G)) = {235,145}, mientras que la gráfica
es de orden 5 por lo que r = 4.

La gráfica de circuitos correspondiente está en la Figura 5.10.

Ejemplo 5.20. Un ejemplo de una matroide con un circuito hamiltoniano es la
matroide binaria generada por la siguiente matrı́z M.

M =

(
1 2 −2
0 0 0

)
donde {(1,0),(2,0)} es un subconjunto dependiente minimal de las columnas de
M de orden 2, mientras que la dimensión del espacio generado por las columnas de
M es 1. Por lo tanto M contiene un circuito hamiltoniano.
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Figura 5.9: Gráfica de un moño G
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Figura 5.10: La hipergráfica de circuitos de G, un moño.

A continuación encontraremos el número heterocromático de CH(M), en el
caso de matroides que vienen de diseños o nuevamente del plano proyectivo. Para
esto requeriremos varios lemas previos.

Diremos que una matroide M es simple, si no tiene circuitos de orden 1 o 2.

Lemma 5.21.
Sea M una matroide en un conjunto S binaria, simple, de rango r, distinta de Ur−1,r

y con al menos un circuito Hamiltoniano. En cualquier r+1-coloración de S, si M
contiene un circuito Hamiltoniano heterocromático, entonces contiene un circuito
heterocromático de orden menor a r+1.

Demostración.
Sean C el circuito hamiltoniano que M contiene, a ∈ S\C y b ∈C. (C \{b})∪{a}
no es independiente pues |(C \{b})∪{a}|= r+1 por lo que contiene un circuito
C′′ que necesariamente contiene a a, de lo contrario C′′ (C. Supongamos |C′′|= |C|
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Por el Teorema 3.15, como M es binaria C4C′′ es la unión disjunta de circuitos.
Dado que a ∈C4C′′, entonces existe C′ (C4C′′ tal que a ∈C′. Supongamos que
C∩C′′ = {x}. Puesto que C′′ ( (C \{b})∪{a}, C′′ ⊆ {x,a}, lo cual no es posible
pues M no es simple. Por lo tanto |C∩C′′|> 1. Resta notar que |C′|6 |C4C′′|=
|C∪C′′|− |C∩C′′|6 (r+2)−2 = r < |C|.

Supongamos que C′ no es heterocromático, entonces como C si es heterocromáti-
co y C′ (C4C′′ ⊆C∪{a}, existe a′ ∈C′∩C distinto de a pero con el mismo color.
Ahora consideraremos C4C′ la cual nuevamente es la unión disjunta de circuitos.
Como a′ ∈C∩C′, entonces a′ /∈C4C′ pero a ∈C4C′′ ya que a /∈C. Por lo tanto
existe un nuevo circuito D⊆C4C′ tal que a ∈ D y D es heterocromático pues el
color de a es el único que se repetı́a. Además por un argumento análogo al anterior
|C∩C′|> 1 y entonces concluimos que

|D|6 |C∪C′|− |C∩C′|= |C∪C′|− |C∩C′|= r+2−2 = r < |C|.

Por lo tanto D es el circuito buscado.

Lemma 5.22.
Sea M una matroide de rango r con al menos un circuito hamiltoniano. Si κ es el
orden del hiperplano de mayor cardinalidad en M, entonces hc(HC(M))> κ +1.

Demostración.
Sea H un hiperplano de cardinalidad κ . Veamos que Hc es una 2-transversal del
conjunto de los circuitos hamiltonianos. De esta forma al colorear a la 2-transversal
de un único color y el complemento, H, de colores distintos, obtendrı́amos una
κ +1-coloración sin circuitos hamiltonianos.

Sea C un circuito hamiltoniano. Para toda a∈C sabemos que C\a es una base de
M, por lo que |C∩H|6 r−1 pues de lo contrario H contendrı́a una base de M. Como
(Hc ∩C)∪ (H ∩C) = C, entonces |Hc ∩C| = |C|− |H ∩C| > r+ 1− (r− 1) = 2.
Por lo tanto Hc es una doble transversal.

Teorema 5.23.
El número heterocromático de circuitos hamiltonianos de PG(2,q), una geometrı́a
proyectiva de orden q > 1, es hc(HC(PG(2,q))) = q+3.

Demostración.
Buscamos un circuito heterocromático de orden 4, para ésto partiremos de un 3-
circuito heterocromático, es decir, una lı́nea L con {a,b,c} ⊆ L donde {a,b,c}
es un conjunto heterocromático. El Teorema 5.14 nos asegura su existencia pues
q+3 > 1+3 = 4. Por la Proposición 3.5 inciso 4, hay exactamente q+1 puntos
en L por lo que en L hay a lo más q+1 colores representados. Como nos faltan 2
colores, existen dos puntos d,e /∈ L con los colores restantes. Por (A1) podemos
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considerar la lı́nea L′ generada por d y e, además ya que son lı́neas distintas, por
(A2), L y L′ se intersectan en exactamente un punto x. Tomemos dos elementos de
u,v ∈ {a,b,c} tales que u,v 6= x como se ve en la Figura 5.11, entonces el conjunto
{u,v,d,e} es el buscado. Es heterocromático por construcción y es un circuito
porque consta de 4 > r = 2+1 = 3 puntos no colı́neales.

c

a = u

b = v

l1

e

l2

d

Figura 5.11: Las lı́neas L y L′

5.5. Sistemas de Steiner

Antes de empezar los resultados correspondientes a sistemas de Steiner, hay
que recordar algunas de las cosas vistas en el capı́tulo 2. En un sistema S(d,k,n)
los subconjuntos de cardinalidad d definen un único bloque que son los hiperplanos
de nuestra matroide. Cada bloque contiene k elementos y en total hay n elementos
en M.

Teorema 5.24.
Dado un sistema de Steiner S(t,k,n) donde 26 t 6 k < n, si n > (t +1)(k+1− t),
entonces la matroide asociada tiene un circuito Hamiltoniano.

Demostración.
Primero notemos que el rango de la matroide asocida es t +1 pues los subconjuntos
de t elementos definen un único hiperplano. Sea T = {a1, . . . ,at} un subconjunto
de t elementos y sea B el único bloque que lo contiene. Podemos extender T a
un conjunto independiente al tomar b /∈ B y como T define al plano, tenemos que
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ρ(T ∪{b})> ρ(T ). Además por ser hiperplano ρ(T ∪{b}) = t +1. Por lo tanto
T ∪{b} es una base. Buscamos seguir extendiendo T ∪{b} para obtener un circuito
hamiltoniano. De esta forma buscamos c /∈ T ∪{b} tal que al agregar c, el único
circuito en T ∪{b,c}, que existe por el Lema 2.22, sea de tamaño t +2, es decir,
Hamiltoniano.

Para cada i ∈ {1, . . . , t} definimos el bloque Bi como el único bloque que con-
tiene a el subconjunto (T \{xi})∪{b} de cardinalidad t. Hay t distintos bloques de-
finidos de esta manera, cada uno de cardinalidad k. Además dos a dos se intersectan
en al menos t−1 elementos de T . Por lo tanto |B∪

⋃t
i=1 Bi|6 (t+1)(k− (t−1)) =

(t +1)(k+1− t). Por hipótesis n > |B∪
⋃t

i=1 Bi| por lo que existe z /∈ B∪
⋃t

i=1 Bi.
Como z no está en ninguno de los hiperplanos que contienen a los puntos de
T ∪{b} cualquier subconjunto propio que contenga a z será independiente, por lo
que T ∪{b,z} es un circuito Hamiltoniano.

Teorema 5.25.
Si M es una matroide pavimentada de rango r que viene de un sistema de Steiner
S(r−1,q,n), donde r es impar, entonces hc(HC(M)) = q+2.

Antes de dar la prueba veremos un pequeño ejemplo en el plano de Fano, que
es un sistema de Steiner S(3−1,3,7).

Ejemplo 5.26.
Como r = 3 es impar podemos usar el teorema anterior para calcular el número
antiramsey de los circuitos hamiltonianos hc(HC(M)) = q+2= 3+2= 5. Veremos
que la 4-coloración dada en la Figura 5.12 no contiene circuitos hamiltonianos
heterocromáticos. Un circuito hamiltoniano del plano de Fano es un conjunto de 4
puntos donde 3 no son colineales. Supongamos que en nuestra coloración hay un
circuito heterocromático C. Como p1, p2, p3 tienen el mismo color C únicamente
contiene a alguno de éstos. Si C contiene a p1 debe contener a p7 pues tiene que
tener uno de cada color, y como no queremos 3 puntos colineales, entonces C no
contiene a p5. Como p4 y p6 son los únicos puntos que quedan de su color C
contiene a ambos, pero esto no es posible pues p1, p4 y p6 son colineales. El caso
donde p3 ∈C es análogo. Supongamos que p2 ∈C, como p4 y p7 son los únicos
puntos de su color, entonces ambos están en C, pero esto no es posible pues p2, p4 y
p7 son colineales. Por lo tanto no hay circuitos hamiltonianos heterocromáticos.

En la Figura 5.13, hay una 5 coloración del plano de Fano donde el circuito
hamiltoniano es {p1, p3, p4, p7}.

Demostración del teorema 5.25.
Todos lo hiperplanos vienen de bloques de tamaño q, entonces por el Lemma 5.22
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p1 p3p2

p7

p4

p6p5

Figura 5.12: Plano de Fano sin circuitos hamiltonianos heterocromáticos

hc(HC(M))> q+1, es decir hc(HC(M))> q+1+1. Si definimos h= hc(HC(M))−
1, el mı́nimo entero tal que M no tiene un circuito hamiltoniano heterocromático,
se sigue de la observación que h> q+1. Tomemos una coloración con h colores,
tal que no tenga circuitos hamiltonianos heterocromáticos. Al igual que en otras
pruebas nos tomaremos A un subconjunto heterocromático con h elementos.

Nos interesará analizar los subconjuntos de A con r+2 elementos. Si tomamos
un subconjunto de orden r+ 1, entonces es dependiente y contienen un circuito.
Además por hipótesis no hay circuitos hamiltonianos por lo que el orden de éste
circuito a lo mas es r. Se sigue de que es pavimentada que el orden del circuito
es exactamente r por lo que podemos encontrar un hiperplano que contiene al
circuito. Para trabajar mejor con los subconjuntos de orden r+ 2 de A, por cada
subconjunto {x1, . . . ,xr+2} vamos a definir una digráfica donde los vértices serán
los r+ 2 elementos y por cada elemento xi ∈ {x1, . . . ,xr+2}, nos fijaremos en los
r+1 vértices restantes. Por la discusión previa sabemos que existe un hiperplano
H que contiene al circuito de orden r previmente encontrado, por lo que sabemos
que al menos r elementos de los r+1 restantes estan en H. Si los r+1 elementos
restantes están en H colocaremos una flecha de xi a cualquier vértice distinto.
Si existe x j 6= xi tal que x j /∈ H, entonces en la digráfica habrá una flecha de
xi señalando a x j, (para ilustrar mejor la digráfica checar Figura 5.14). De esta
forma aseguramos que todos los vértices tengan exgrado 1 y como r+2 es impar,
podemos asegurar la existencia de una trayectoria dirigida de longitud 2. Sin pérdida
de generalidad supongamos que xr+1xr+2 y xr+2xr son flechas de ésta digráfica. Por
como definimos la digráfica concluimos que {x1, . . . ,xr} están en un hiperplano
H1 y {x1, ...,xr−1,xr+1} están en otro hiperplano H2. Pero {x1, . . . ,xr−1} ⊆H1∩H2
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p1 p3p2

p7

p4

p6p5

Figura 5.13: Plano de Fano con un circuito hamiltoniano heterocromático

donde {x1, . . . ,xr−1} es independiente pues tiene orden r−1 y M es pavimentada,
por lo que H1 = H2 pues como estamos en un Sistema de Steiner S(r−1,q,n), r−1
puntos definen un único bloque que es un hiperplano de M. Por lo tanto por cada
subconjunto de r+2 elementos de A siempre hay r+1 puntos en un hiperplano.

Considerando la propiedad anterior de A, tenemos dos casos. Cada subconjunto
de r+ 2 puntos están en un hiperplano o existe un subconjunto de r+ 2 puntos
donde r+ 1 puntos estan en un hiperplano pero el último punto no lo esta. Para
el primer caso veremos que todos los puntos estan en un único hiperplano. Sean
S = {x1, . . . ,xr+2} un conjunto de r+2, que están en un hiperplano H1, y sea w un
punto distinto de los anteriores. Si consideramos el conjunto R = {x1, . . . ,xr+1,w}
de r+2 puntos nuevamente hay un hiperplano H2 que los contienen. Además S∩R
tienen r−1 puntos en común por lo que existe un único bloque que los contiene ya
que estamos en el sistema S(r−1,q,n) y por lo tanto R y S estan contenidos en el
mismo hiperplano. Por lo tanto H1 = H2 y hay |A| puntos heterocromáticos en un
hiperplano por lo que si q es el tamaño de todos los hiperplanos h = |A|6 q.

Supongamos que ocurre el segundo caso. Sean S = {x1, . . . ,xr+1} y xr+2 tales
que los puntos de S estan sobre un hiperplano H1 pero xr+2 /∈H1. Volvemos a tomar
un punto w ∈ A y sea B = {x1, . . . ,xr,xr+2,w}. Por la primera observación existen
r+1 puntos de B en un hiperplano H2. De estos r+1 puntos, r−1 deben ser puntos
de S pues |B\S|= 2. Por lo tanto, como H1 y H2 comparten r−1 puntos, entonces
H1 = H2. Asi w ∈ H2 o xr+2 ∈ H2 pero xr+2 /∈ H2 = H1. Concluimos que w ∈ H1
y por lo tanto todos los puntos de A con excepción de xr+2 estan en un hiperplano,
por lo que h−1 = |A|−16 q.
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x j

xi

{x1, ...,xi−1,xi+i, . . . ,xr+2}

Plano H

Figura 5.14: Digráfica asociada a un conjunto de r+2 elementos
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Capı́tulo 6

Conclusiones

En este trabajo se buscó presentar el número heterocromático para bases y
circuitos de matroides y gráficas geométricas. A lo largo del trabajo se demostró el
número para bases y circuitos de una matroide. Además se dio el número arcoı́ris de
3-circuitos para matroides proyectivas y de circuitos hamiltonianos para matroides
proyectivas y Sistemas de Steiner. Ası́ mismo se acotó el número heterocromático
de gráficas completas geométricas y se dio explı́citamente para gráficas completas
geométricas con vértices en posición convexa o con a lo mas un punto interior.

Algunos de los problemas abiertos que quedan son los siguientes:

1. Encontrar el número heterocromático de árboles generadores planos en gráfi-
cas geométricas completas con vértices en posición general.

2. Encontrar el número heterocromático de árboles generadores planos para otras
familias de gráficas geométricas como son las gráficas bipartitas geométricas.

3. Acotar el número heterocromático de circuitos hamiltonianos de matroides
hamiltonianas

4. Analizar el número heterocromático de las hipergráfica definidas por los
hiperplanos de una matroide.
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