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Caṕıtulo 1

Introducción

En décadas recientes, el estudio de la mecánica de fluidos y la trans-
ferencia de calor en el área de la biomédica ha tomado una destacada
importancia debido al interés generado hacia los tejidos biológicos, [1]. Es-
te interés se basa principalmente en la detección, control y tratamiento de
tumores cancerosos. En los últimos años, el número de pacientes asociado
con diferentes enfermedades causadas por tumores cancerosos se ha incre-
mentado exponencialmente, siendo el cáncer, una de las principales causas
de muerte a nivel mundial tanto para hombres como para mujeres. Además
del problema médico y humano, el cáncer representa un problema económi-
co a nivel mundial, [2]. Como resultado de lo anterior, una gran cantidad
de investigadores se han dado a la tarea de proponer diferentes alternativas
para atender la problemática, desarrollando nuevas técnicas y metodoloǵıas
aplicadas en el tratamiento de tumores cancerosos. Hoy en d́ıa existen mu-
chas metodoloǵıas médicas mediante terapias térmicas, que tienen como
finalidad la ablación de tejidos cancerosos [3], tales como: láser, crioabla-
ción, radiofrecuencia, ultrasonido, ablación por calentamiento con fluidos y
part́ıculas magnéticas, radiación electromagnética, etc. Todas estas depen-
den de una lesión térmica, llevando cierto riesgo al entorno extracelular. En
este contexto, la electroporación surge como un nuevo tratamiento, que ha
ido tomando gran relevancia en la medicina e ingenieŕıa debido a que es una
técnica que permite la ablación del tejido canceroso con mı́nimos efectos
secundarios. La electroporación, también conocida como electropermeabi-
lización, consiste en la permeabilización de la membrana celular mediante
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

la aplicación de pulsos eléctricos cortos [4]. Dependiendo de la cantidad,
duración e intensidad de estos pulsos, la electropermeabilización puede ser
reversible (temporal) o irreversible (permanente). La electroporación re-
versible consiste en permeabilizar la membrana plasmática de las células
cancerosas y provocar la entrada de agentes terapéuticos, mientras que la
electroporación irreversible tiene como finalidad dañar el tejido tumoral
de forma controlada a través de un control mas riguroso de los campos
eléctricos [5]. El objetivo de este primer caṕıtulo es presentar una revisión
histórica de la electroporación desde sus primeros reportes, sus primeras
teoŕıas y los primeros modelos teóricos-numéricos que han buscado un me-
jor entendimiento de este fenómeno.

1.1. Antecedentes

Las primeras observaciones asociadas a la electroporación se remontan
en 1754, año en que Nollet experimentó con campos eléctricos aplicados a
la piel de humanos y animales, notando la formación de puntos rojos en el
área expuesta, [6]. Gracias al descubrimiento de la electricidad, durante el
siglo XVIII hubo un gran interés asociado a los efectos producidos en los
sistemas biológicos causados por la electricidad. Estos efectos se enfocan
principalmente en espasmos inducidos por corrientes eléctricas aplicadas a
médulas espinales y músculos de animales [6]. Durante el siglo XIX hubo
una gran cantidad de informes relacionados al uso de la enerǵıa eléctrica
en medios biológicos, en donde las primeras observaciones distinguen los
efectos de las quemaduras sin tener muy claro los mecanismos fisiológicos
generados. A finales del siglo XIX se reportó por primera vez el efecto bac-
tericida al purificar agua de ŕıo mediante el uso de enerǵıa eléctrica [4],
lo que propició el inicio de la investigación asociada al procesamiento de
alimentos en paralelo con los sistemas biológicos. No fue sino hasta el siglo
XX que el fenómeno de la electroporación se caracterizó como un aumento
de la permeabilidad en la membrana celular. Durante la primera mitad
de este siglo se dieron dos hallazgos que ayudaron al entendimiento de la
electroporación: las membranas celulares son estructuras dieléctricas y la
electricidad genera efectos térmicos debido al efecto Joule. A mediados de
este siglo, se comenzó a utilizar la aplicación de pulsos eléctricos aplicados
a procesos bactericidas culminando con el trabajo de Sale y W. A. Hamil-
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ton en 1967 acerca del efecto bactericida mediante pulsos eléctricos con la
finalidad de evitar elevadas temperaturas dentro del proceso, analizando
de manera mas clara los cambios asociados a la permeabilidad del medio.
Continuando en este siglo, se generaron importantes observaciones y traba-
jos acerca de los efectos producidos por los pulsos eléctricos, conviertiendo
a la electroporación en 1980 como una nueva área en las ciencias médicas
y biológicas. Estas nuevas áreas dieron paso a diferentes técnicas como:
electroquimioterapia, electroterapia génica, electroporación irreversible y
el tratamiento electroqúımico de tumores [5]. A finales de este siglo, todas
estas técnicas fueron desarrolladas en laboratorios mediante el uso de teji-
dos biológicos con la finalidad de entenderlas de mejor forma y poder aśı,
obtener un mejor beneficio de la electroporación y sus usos. Todos estos
estudios propiciaron el uso de la electroporación reversible para inducir la
permeablidad celular en moléculas, tales como el uso de agentes citóxicos
en el tratamiento del cáncer y para inducir de igual forma, un aumento
de la permeabilidad en la piel, mejorando el medicamento transdérmico
[4]. Paralelo a estos hallazgos, hubo informes de muerte celular, que no
llegó sólo desde la necrosis, sino también desde la apoptosis, lo cual fue la
primera sugerencia de que la electroporación pod́ıa ofrecer ventajas como
una técnica ablativa, lo que ahora se le conoce como electroporación irre-
versible. Estos dos tipos de electroporación fueron obtenidos con ayuda de
un estricto control propiciado por la intensidad del pulso, la duración del
pulso, el número de pulsos, la longitud de onda, el intervalo del pulso, etc.

Gracias al interés generado en las áreas f́ısico-matemáticas e ingenieŕıas
en los recientes años, la electroporación se ha beneficiado de una gran can-
tidad de trabajos teóricos y numéricos que tienen la finalidad de generar
protocolos para poder aumentar el entendimiento y la eficiencia de esta
técnica en el tratamiento de tejidos cancerosos. En 2004, Davalos y Ru-
binsky publicaron un trabajo númerico donde se propone un método para
la ablación de tejido biológico que recae en el uso de pulsos eléctricos lar-
gos (mayores de 5 µs). En esa investigación se detalla el uso de diferentes
configuraciones de electrodos y diferentes ajustes al voltaje aplicado [7].
Estos mismos autores hacen mención en sus publicaciones, de que el hecho
de poder aplicar esta técnica en zonas donde la perfusión sangúınea es al-
ta, permite que la electroporación sea aprovechada en áreas cercanas a los
vasos sangúıneos. Todos estos estudios culminaron en uno de los trabajos
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más importantes de estos autores, en el que diseñan un método de ablación
evitando daño térmico en todo el proceso, nombrando a esta técnica como
electroporación irreversible no térmica [8], técnica que ha tenido una gran
relevancia en aplicaciones cĺınicas. En este misma vertiente de proponer tra-
bajos con el objetivo de generar protocolos asociados a la electroporación,
Sid Becker ha generado una gran cantidad de trabajos numéricos asociados
a la electroporación reversible con la finalidad de estudiar el comportamien-
to y la influencia del estrato córneo como barrera principal al transporte
transdérmico a través de la piel controlando en todo momento el efecto
térmico generado por el efecto Joule [9, 10].

Recientemente, se han estudiado en mayor medida, los efectos de la
temperatura asociados al tratamiento de tumores cancerosos en las dife-
rentes capas de la piel. Estos efectos térmicos han sido analizados median-
te el uso de técnicas de láser, flujos de enerǵıa por conducción y campos
eléctricos, entre otros, [3, 11, 12, 13, 14, 15]. En algunos de estos trabajos,
por simplicidad se estudió considerando condiciones en estado estacionario,
[11]. Sin embargo, debemos destacar que la mayoŕıa de estos trabajos tie-
nen como propósito principal, distinguir que parámetros son los adecuados
para evitar daños irreversibles en los tejidos debido a los incrementos de
temperatura. Además, estos trabajos se centran principalmente en la deter-
minación de las ecuaciones fundamentales que rigen la f́ısica del problema,
para lo cual las soluciones obtenidas son puramente numéricas. En otros
trabajos interesantes se pueden encontrar trabajos adicionales que tratan
varios aspectos como el impacto de las propiedades superficiales de la piel
en la administración transdérmica de drogas y cosméticos, la visualización
directa de los ĺıpidos en el estrato córneo y el efecto del microtratamiento
en los ĺıpidos del estrato córneo, [16, 17, 18, 19].

1.2. Motivación

Como se ha ido apreciando en las ĺıneas anteriores, la electroporación
tiene muchos usos en los campos de la bioloǵıa celular, la medicina y la
microbioloǵıa, nuevos usos están siendo descubiertos d́ıa a d́ıa. Todos estos
usos han sido aplicados en mayor medida a la terapia génica, la fisioestética,
y en mayor medida a la quimioterapia, con el simple fin de introducir por v́ıa
transdérmica un medicamento. La piel es una barrera natural que impide
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Figura 1.1: Representación de las principales capas de la piel, [20]

el paso de sustancias extrañas al organismo, siendo el estrato córneo la
principal barrera para el paso de sustancias a través de la piel [9]. Para
que una sustancia pueda ingresar a través de la piel debe de cruzar por el
estrato córneo, la epidermis y parte de la dermis para poder llegar al área
de la vascularización, tal como se muestra en la Figura 1.1. Las formas en
que estas sustancias pueden atravesar estas regiones son a través de los
espacios intercelulares y a través de los poros formados por las células. En
ambos casos, estos dos caminos son provocados por la electroporación. En
esta dirección, el presente análisis busca hacer uso de trabajos como los de
Becker y Davalos para poder plantear un estudio teórico-numérico con la
virtud de ser el primer trabajo que busca entender la f́ısica del problema
mediante un riguroso análisis teórico que explica las interacciones eléctricas
y térmicas que existen en dos medios derivadas de la electroporación de piel.

1.3. Objetivo

Considerando las principales ideas comentadas en este caṕıtulo, en es-
te trabajo se busca desarrollar un análisis asintótico para un modelo do-
blemente conjugado debido a la existencia e interacción simultánea de la
temperatura y los campos eléctricos asociados a la electroporación de piel.
Dado que el modelo f́ısico está compuesto básicamente por una capa del-
gada de gel y el estrato córneo, las interacciones térmicas y eléctricas se
producirán simultáneamente como consecuencia de un potencial eléctri-
co uniforme y prescrito, que se aplica en la cara externa del gel con un

- Epidermis 

- Capa subcutánea 
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tiempo de aplicación bien definido. Después de este tiempo, la piel entra
a una etapa de enfriamiento debido a que el campo eléctrico externo es
interrumpido. Obviamente, la razón fundamental para considerar estas in-
teracciones eléctricas y térmicas simultáneas se basa en la presencia del
efecto Joule. Por lo tanto, se necesita introducir una ecuación de la enerǵıa
para el gel y otra para el estrato córneo. Además, se requiere una ecuación
de conservación de carga eléctrica para ambos medios.



Caṕıtulo 2

Planteamiento del problema

En este caṕıtulo se desarrolla el planteamiento f́ısico y matemático de
un problema doblemente conjugado que pretende analizar los efectos ter-
moeléctricos preliminares a la electroporación de piel. Primero se hace la
descripción del modelo f́ısico con la finalidad de simplificar el problema me-
diante algunos ĺımites de estudio para poder hacerlo más sencillo. Una vez
que se han planteado las ecuaciones que describen la f́ısica del problema,
se propone un ánalisis de orden de magnitud con el objeto de encontrar
las escalas correspondientes para adimensionalizar las ecuaciones, y aśı,
visualizar los efectos más importantes asociados a este fenómeno.

2.1. Formulación del problema

En la Figura 2.1 se muestra un esquema del modelo f́ısico, donde un
pliegue de piel compuesto por el estrato córneo, la epidermis, la dermis y la
capa subcutánea está en contacto con un gel conductor para garantizar un
buen contacto eléctrico entre la piel y los electrodos. Se descarta totalmente
cualquier tipo de resistencia eléctrica y térmica entre el electrodo y el gel.
Considerando las condiciones simétricas de este modelo f́ısico, se muestra
en detalle sólo una pequeña parte de la región considerada. Se adopta un
sistema de coordenadas rectangulares 2D (x, y) con el origen situado en-
tre la capa de gel y el estrato córneo. Este modelo f́ısico es similar a uno
previamente estudiado, [21] y los detalles pueden ah́ı ser encontrados, sólo

7



8 CAPÍTULO 2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

estrato córneo

gel

y

x

L

wg

wsc

h, T∞

electrodo

0

electrodos

pliegue cutáneo

Figura 2.1: Esquema del modelo f́ısico estudiado

que no consideramos las otras capas (epidermis, dermis y subcutánea) que
se encuentran debajo del estrato córneo. Se evita el análisis para las otras
capas porque el estrato córneo cuenta con la mayor resistividad eléctrica en
comparación con las demás. Por esta razón, las condiciones de frontera en
la superficie inferior del estrato córneo (y = −wsc) tienen suficiente liber-
tad para su elección. De lo contrario, tendŕıamos que introducir otras capas
que se encuentran debajo del estrato córneo; sin embargo, en este trabajo,
queremos enfatizar las interacciones térmicas y eléctricas fundamentales
sólo entre el gel y el estrato córneo. Inicialmente, la piel se encuentra a una
temperatura T0, que corresponde a la temperatura corporal promedio. En
la superficie superior del gel (y = wg), se aplica repentinamente, a través
de un electrodo, un potencial eléctrico uniforme φ0 para un tiempo de
aplicación del pulso eléctrico, definido como tap. Este tiempo caracteŕıstico
depende del voltaje aplicado; sin embargo, es un parámetro cŕıtico, cuyos
valores tienen un impacto directo en las temperaturas máximas que la piel
humana puede soportar. Simultáneamente, también en la superficie supe-
rior del gel, se tiene un proceso continuo y disipativo de pérdida de flujo de
calor, caracterizado por un coeficiente de convección h en un ambiente es-
tacionario a una temperatura ambiente uniforme T∞, debido a la presencia
del efecto de calentamiento Joule en el gel.

Como resultado del est́ımulo eléctrico mencionado, el gel y el estra-
to córneo responden inmediatamente, por lo que variaciones del potencial
eléctrico afectan directamente al proceso, aumentando la temperatura del
gel y el estrato córneo. Tras la aplicación de un primer pulso eléctrico en un
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tiempo muy corto que caracteriza la primera etapa del calentamiento, entra
en funcionamiento una segunda etapa para la cual ambas capas se enfŕıan
porque el campo eléctrico externo se interrumpe y el ambiente convectivo
externo es suficiente para causarlo. El modelo f́ısico es caracterizado por las
siguientes dimensiones geométricas: wg, wsc y L, que representan el espesor
del gel, el espesor del estrato córneo y la longitud horizontal caracteŕıstica,
respectivamente. En el presente estudio, se asume que wg ≪ L y wsc ≪ wg.
De esta manera, la relación de aspecto define longitudes más grandes que
cualquiera de las dimensiones anteriores. Junto con los comentarios anterio-
res, se consideran otras suposiciones e hipótesis que completan la presente
formulación matemática y básicamente son las siguientes:

La longitud del gel es la misma que la del estrato córneo lg = lsc = L.

No existe daño térmico en este procedimiento [6], sin embargo hay
generación de calor debido al efecto Joule tanto en el gel como en el
estrato córneo.

Hay un control de la temperatura en el estrato córneo mediante tiem-
pos de aplicación del pulso eléctrico tap, e intervalos de reposo del
pulso tr, tal como se muestra en la Figura 2.2.

Al tratarse de un problema temporal se deben considerar los tiem-
pos caracteŕısticos de cada una de las ecuaciones involucradas en el
modelo matemático.

taptap tap tap tap

tr tr trtr tr

φ0

t

Figura 2.2: Esquema temporal de la electroporación de piel

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores, las ecuaciones en
coordenadas cartesianas que describen la electroporación de piel son: la

■ 

■ 

■ 

■ 
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ecuación de conservación de densidad de corriente para el gel [22, 23],

∇ · ig = 0, (2.1)

la ecuación de la enerǵıa para el gel [24],

ρgcg
∂Tg
∂t

= kg∇
2Tg + σg |∇φg|

2 , (2.2)

la ecuación de conservación de densidad de corriente para el estrato córneo
[22, 23],

∇ · isc = 0, (2.3)

la ecuación de la enerǵıa para el estrato córneo,

∂ (ρsccscTsc)

∂t
= ∇ · (ksc∇Tsc) + σsc |∇φsc|

2 (2.4)

y la ecuación de Poisson-Nernst-Planck modificada [25], que viene siendo
la ecuación de electro-difusión a través de un medio poroso

∂ (̺C)

∂t
= ∇ ·

(

De∇C +
zeCDe

kBTsc
∇φsc

)

. (2.5)

En las ecuaciones (2.1)-(2.5), los sub́ındices g y sc se refieren a las
variables y las propiedades del gel y el estrato córneo, respectivamente.
T representa la temperatura, mientras que C, la concentración del soluto
que se proporciona a través del gel. Además, ρ, c, k y σ son la densidad,
el calor espećıfico, la conductividad térmica y la conductividad eléctrica,
respectivamente. Adicional a estas propiedades, z es la valencia, e la carga
del electrón, kB la constante de Boltzmann, De es el coeficiente de difusión
efectivo y ̺ la porosidad del estrato córneo. Se enfatiza que las propiedades
anteriores para el estrato córneo son propiedades efectivas, mientras que
las propiedades para el gel, se asumen valores uniformes. Por otra parte, i y
E son la densidad de corriente y el campo eléctrico, y pueden ser evaluadas
para cada capa con la ayuda de las siguientes relaciones,

ig = −σg∇ψ, isc = −σsc∇ϕ, Eg = −∇ψ y Esc = −∇ϕ, (2.6)

donde los śımbolos ψ y ϕ denotan el potencial eléctrico del gel y del estrato
córneo, respectivamente.
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Para facilitar el manejo de las ecuaciones anteriores se van a considerar
propiedades f́ısicas constantes para el gel. Por otra parte, se consideran
propiedades f́ısicas variables para el estrato córneo: ǫsc, σsc, ρsccsc y ksc,
con el fin de relacionarlas con la porosidad del medio, ̺. Tomando en
cuenta estas nuevas consideraciones, el modelo matemático que modela
la electroporación de piel queda de la siguiente forma:

(

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2

)

= 0, (2.7)

ρgcg
∂Tg
∂t

= kg

(

∂2Tg
∂x2

+
∂2Tg
∂y2

)

+ σg

[

(

∂ψ

∂x

)2

+

(

∂ψ

∂y

)2
]

, (2.8)

∂

∂x

(

σsc
∂ϕ

∂x

)

+
∂

∂y

(

σsc
∂ϕ

∂y

)

= 0, (2.9)

∂ (ρsccscTsc)

∂t
=

∂

∂x

(

ksc
∂Tsc
∂x

)

+
∂

∂y

(

ksc
∂Tsc
∂y

)

+σsc

[

(

∂ϕ

∂x

)2

+

(

∂ϕ

∂y

)2
]

(2.10)

y

∂ (ϕC)

∂t
= De

(

∂2C

∂x2
+
∂2C

∂y2

)

+
zeDe

kB

[

∂

∂x

(

C

Tsc

)

∂ϕ

∂x
+

∂

∂y

(

C

Tsc

)

∂ϕ

∂y

]

+
zeDe

kB

C

Tsc

(

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2

)

(2.11)

Las ecuaciones (2.7) y (2.9) determinan la distribución del potencial
eléctrico para ambos medios. A diferencia del resto de las ecuaciones, no
existe dependencia del tiempo, la razón se debe a que los tiempos carac-
teŕısticos eléctricos tanto del gel como del estrato córneo son muy pequeños
con respecto al tiempo de aplicación, tap. Las ecuaciones (2.8) y (2.10) de-
terminan la distribución de la temperatura a través del gel y del estrato
córneo, respectivamente, en donde los términos del lado izquierdo de la
igualdad en ambas ecuaciones representan la razón de cambio de la tem-
peratura con respecto del tiempo en cada uno de los medios. Los primeros
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términos del lado derecho de la igualdad reflejan los efectos difusivos, mien-
tras que los últimos términos de ambas ecuaciones interpretan el efecto del
calentamiento Joule, como respuesta al pulso eléctrico. Por último, la ecua-
ción (2.11) determina el transporte del soluto, C a través del estrato córneo
tomando en cuenta que se trata de un medio poroso, y que tanto la con-
centración como la porosidad son funciones del tiempo, mientras que del
lado derecho de la igualdad, los primeros términos representan los efectos
difusivos de la concentración y los últimos términos determinan la electro-
migración del soluto debido a las fuerzas eléctricas.

Debido a la generación de calor a causa del efecto Joule, se debe tener un
control del tiempo de aplicación del pulso eléctrico tap, aśı como del tiempo
de reposo tr, tiempo en que el pulso eléctrico se encuentra desactivado.
Esta consideración es vital, puesto que ayudará a controlar los incrementos
de temperatura en ambas capas, y aśı evitar quemaduras irreversibles en
la piel. Esto permite impementar la cantidad de pulsos necesarios para
hacer ingresar el soluto a la zona deseada con un minucioso control de la
temperatura; esta representación puede verse en la Figura 2.2. Sin embargo,
para este trabajo sólo se analiza un ciclo, el cual está compuesto por un
tiempo de aplicación del pulso eléctrico y un tiempo de reposo, tal y como
se observa en la figura 2.3.

t

φ0
tap

tr

Figura 2.3: Esquema temporal de la electroporación de piel para el presente
trabajo.
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2.1.1. Condiciones iniciales y de frontera

Para este trabajo, las condiciones iniciales y de frontera necesarias para
resolver el conjunto de ecuaciones (2.7)-(2.11), son las siguientes:

Tg (x, y, t = 0) = Tsc (x, y, t = 0) = T0

y C (x, y, t = 0) = C0 (2.12)

y = wg : ψ = φ0 y − kg
∂Tg
∂y

= h (Tg − T∞) (2.13)

y = 0 : ψ = ϕ, ǫg
∂ψ

∂y
= ǫsc

∂ϕ

∂y
, (2.14)

Tg = Tsc, −kg
∂Tg
∂y

= −ksc
∂Tsc
∂y

y C = C0 (2.15)

y = −wsc : ǫsc
∂ϕ

∂y
=
ǫepi∆epi

hepi
, ksc

∂Tsc
∂y

= q
′′

0 y C = Cf (2.16)

x = 0 :
∂ψ

∂x
=
∂ϕ

∂x
= 0 (2.17)

x = L : −ǫsc
∂ϕ

∂x
=
ǫsc∆sc

∆l
. (2.18)

La ecuación (2.12) representa las condiciones iniciales de la temperatu-
ra para el gel y el estrato córneo, donde ambas se encuentran iniclamente
a la temperatura corporal promedio, T0. De igual forma, se tiene la con-
dición inicial para la concentración. C0 representa la concentración inicial
del soluto.

En las ecuaciones anteriores, el aspecto más relevante de este trabajo
descansa en las condiciones de frontera entre ambos medios, en y = 0: mien-
tras las ecuaciones (2.14) representan la continuidad del potencial y el cam-
po eléctrico; las primeras dos ecuaciones de (2.15) definen la continuidad
de la temperatura y el flujo de calor, respectivamente. Estas condiciones
de frontera revelan la importancia del fenómeno conjugado, eléctricamente
y térmicamente, y son los responsables del crecimiento de la temperatura
en ambos medios. Además, se agrega en la superficie externa del gel, la
aplicación de un potencial eléctrico y una condición de frontera convectiva,
esto debido a una temperatura ambiente, T∞ que rodea al sistema f́ısico.
En la ecuación (2.16), q

′′

0 representa un flujo de calor uniforme en la ba-
se del estrato córneo. Esta condición regula la pérdida de calor al interior
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de la epidermis, y juega un rol significante para determinar los perfiles de
temperatura dentro del estrato córneo. De igual forma, para esta misma
ecuación (2.16), se observa un flujo eléctrico uniforme en la base del es-
trato córneo mendiante los términos que se encuentran de lado derecho
de la igualdad de la primera ecuación. Además en las ecuaciones (2.16) y
(2.18), ∆sc y ∆sc son las cáıdas caracteŕısticas del potencial eléctrico para
las regiones del estrato córneo y la epidermos, respectivamente, ∆l es una
longitud horizontal caracteŕıstica a lo largo del estrato córneo medida des-
de x = L, tal que para longitudes más grandes que x = L+∆l, los efectos
del potencial eléctrico son drásticamente atenuados. Todos estos valores
caracteŕısticos son manejados como parámetros de control dentro de las
soluciones obtenidas.

Una situación muy importante a considerar, es que las anteriores condi-
ciones de frontera son válidas mientras está en aplicación el pulso eléctrico,
tap. Después de este tiempo, es interrumpido inmediatamente la aplicación
del campo eléctrico externo para evitar daños irreversibles debido al incre-
mento de la temperatura en el estrato córneo. Para esta nueva etapa, el
potencial eléctrico es igual a cero y solo se considerán las condiciones de
frontera relacionadas a los efectos térmicos.

Para poder trabajar las ecuaciones (2.7)-(2.11) junto con las condicio-
nes (2.12)-(2.18) de manera adimensional, se tienen que buscar las escalas
correspondientes mediante un análisis de orden de magnitud.

2.2. Análisis de orden de magnitud

El análisis de escalas o de orden de magnitud se utiliza como el primer
paso para nuestro trabajo con la finalidad de obtener información necesa-
ria para la descripción de la f́ısica del problema a tratar. En esta breve
sección se realiza un análisis de orden de magnitud haciendo uso de las
ecuaciones que describen nuestro fenómeno con el objetivo de obtener las
escalas caracteŕısticas adecuadas que se emplearán para definir las varia-
bles adimensionales. Este análisis es muy importante debido a que gracias
a esto se puede estimar la importancia f́ısica de cada uno de los términos
involucrados que aparecen en cada una de las ecuaciones que describen el
fenómeno de la electroporación de piel.
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2.2.1. Escalas térmicas y temporales para el gel y el estrato

córneo

Para comenzar con este estudio, partimos del análisis de orden de mag-
nitud considerando la primera capa del diagrama de la Figura 2.1.

Q̇gen Q̇acum

Q̇sc

Q̇ele

Figura 2.4: Análisis de la primera ley para la capa de gel

En la figura 2.4 se aprecian términos como Q̇ele, Q̇gen, Q̇acum y Q̇sc,
que representan: la potencia eléctrica generada por el electrodo hacia el
gel, la generación de calor en el gel debido al efecto Joule, la acumulación
de calor debido a la razón de cambio en esta capa, y la potencia eléctrica
suministrada hacia el estrato córneo, respectivamente. Haciendo uso de la
primera ley en la capa del gel, tenemos;

Q̇g − Q̇sc + Q̇gen = Q̇acum. (2.19)

Las principales suposiciones que se hacen son: la potencia eléctrica generada
por el electrodo es la misma que la potencia eléctrica del gel, Q̇ele ∼ Q̇g y
φ0 ∼ ψ ∼ ϕ, en la cual, φ0 es el potencial aplicado. Considerando que los
primeros dos términos de la ecuación (2.19) representan potencia eléctrica,
el tercero la generación de calor y el último término, la acumulación debido
a la razón de cambio, la ecuación se puede expresar de la siguiente forma,

φ20
Rg

−
φ20
Rsc

+ Vgσg
∣

∣Ēg
∣

∣

2
∼ ρgcgVg

∆Tcg
tcg

, (2.20)

en donde Rg y Rsc son las resistencias eléctricas del gel y del estrato córneo,
respectivamente. El término que representa la generación de calor debido al

efecto Joule esta compuesto por
∣

∣Ēg
∣

∣

2
=

[

(

∂ψ
∂x

)2
+
(

∂ψ
∂y

)2
]

. Tomando en

cuenta los términos de mayor orden para este efecto, la ecuación anterior
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puede reescribirse como,

φ20
Rg

−
φ20
Rsc

+ Vgσg

(

φ20
L2

+
φ20
h2g

)

∼ ρgcgVg
∆Tcg
tcg

, (2.21)

factorizando h2g,

φ20
Rg

−
φ20
Rsc

+
Vgσg
h2g

[(

h2g
L2

)

φ20 + φ20

]

∼ ρgcgVg
∆Tcg
tcg

,

tomando en cuenta que L2 ≫ h2g, la ecuación anterior se puede reescribir
como:

φ20

(

Rsc −Rg
RgRsc

+
Vgσg
h2g

)

∼ ρgcgVg
∆Tcg
tcg

.

La suposición L2 ≫ h2g puede ser corroborada mediante los datos que se
proporcionan en la tabla 2.1. Esta misma tabla puede usarse para obtener
la siguiente consideración,

Rsc−Rg

RgRsc
∼

Vgσg
h2g

, por lo que la expresión que

determina el tiempo caracteŕıstico asociado a los efectos térmicos para el
gel es,

tcg ∼
h2gρgcg∆Tcg

φ20σg
. (2.22)

Como se puede ver en esta última expresión, el tiempo caracteŕıstico para el
gel esta en función de un ∆Tcg , que se puede obtener de la ecuación (2.8),
considerando la competencia entre los términos difusivos y los términos
asociados a la generación de calor mediante el efecto Joule,

kg

(

∆Tcg
L2

+
∆Tcg
h2g

)

∼ σg

(

φ20
L2

+
φ20
h2g

)

, (2.23)

reacomodando algunos términos de la ecuación (2.22), tenemos

kg
h2g

[(

h2g
L2

)

∆Tcg +∆Tcg

]

∼
σg
h2g

[(

h2g
L2

)

φ20 + φ20

]

,

considerando nuevamente que L2 ≫ h2g, se obtiene ∆Tcg

∆Tcg ∼
σgφ

2
0

kg
. (2.24)
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Tomando en cuenta las ecuaciones (2.22) y (2.24), se llega a la expresión
final del tiempo caracteŕıstico para el gel asociado a los efectos térmicos,

tcg =
h2g
αg
, (2.25)

donde αg =
kg
ρgcg

, representa la difusividad térmica del gel.

Ya se obtuvo el tiempo caracteŕıstico para el gel, por lo que se hará el
mismo análisis para encontrar el tiempo correspondiente al estrato córneo
con ayuda del diagrama de la Figura 2.1. Haciendo uso nuevamente de la

Q̇gen Q̇acum

Q̇out

Q̇gel

Figura 2.5: Análisis de primera ley para la capa del estrato córneo

primera ley en la capa del estrato córneo, como se muestra en la Figura
2.5, tenemos;

Q̇sc − Q̇out + Q̇gen = Q̇acum (2.26)

Los términos Q̇gel, Q̇gen, Q̇acum y Q̇out, representan: la potencia eléctrica
del gel hacia el estrato córneo, la generación de calor en el estrato córneo
debido al efecto Joule, la acumulación de calor debido a la razón de cambio
en esta capa y la potencia eléctrica del estrato córneo hacia los alrededores,
respectivamente. Las suposiciones que se hacen son: Q̇g ∼ Q̇sc, y φ0 ∼ ψ ∼
ϕ, de donde φ0 es el potencial eléctrico aplicado. Reescribiendo la ecuación
(2.26), tenemos

φ20
Rsc

− Q̇out + Vscσsc
∣

∣Ēsc
∣

∣

2
∼ ρsccscVsc

∆Tcsc
tcsc

. (2.27)

El término que representa la generación de calor debido al efecto Joule en

el estrato córneo esta compuesto por
∣

∣Ēsc
∣

∣

2
=

[

(

∂ϕ
∂x

)2
+
(

∂ϕ
∂y

)2
]

. Tomando

en cuenta los términos de mayor orden para este efecto, la ecuación anterior
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puede reescribirse como,

φ20
Rsc

− Q̇out + Vscσsc

(

φ20
L2

+
φ20
h2sc

)

∼ ρsccscVsc
∆Tcsc
tcsc

factorizando h2sc,

φ20
Rsc

− Q̇out +
Vscσsc
h2sc

[(

h2sc
L2

)

φ20 + φ20

]

∼ ρsccscVsc
∆Tcsc
tcsc

,

tomando en cuenta que L≫ hsc, se tiene entonces que

φ20

(

1

Rsc
+
Vscσsc
h2sc

)

− Q̇out ∼ ρsccscVsc
∆Tcsc
tcsc

.

La suposición L ≫ hg puede ser corroborada mediante los datos que se
proporcionan en la tabla 2.1. Esta misma tabla puede usarse para obtener
la siguiente consideración, 1

Rsc
∼

Vgσsc
h2sc

mientras que Q̇out será un parámetro

de control, la expresión que determina el tiempo caracteŕıstico asociado a
los efectos térmicos para el estrato córneo es,

tcsc ∼
h2scρsccsc∆Tcsc

φ20σsc
. (2.28)

Como se puede ver en esta última expresión, el tiempo caracteŕıstico para
el estrato córneo esta en función de un ∆Tcsc que se va a obtener de la
ecuación (2.10) poniendo a competir los términos difusivos con los términos
asociados a la generación de calor debido al efecto Joule, considerando a
las propiedades f́ısicas constantes,

ksc

(

∆Tcsc
L2

+
∆Tcsc
h2sc

)

∼ σsc

(

φ20
L2

+
φ20
h2sc

)

, (2.29)

reacomodando algunos términos de la ecuación (2.29), tenemos

ksc
h2sc

[(

h2sc
L2

)

∆Tcsc +∆Tcsc

]

∼
σsc
h2sc

[(

h2sc
L2

)

φ20 + φ20

]

,

tomando en cuenta nuevamente que L≫ hsc, se obtiene ∆Tcsc

∆Tcsc ∼
σscφ

2
0

ksc
(2.30)
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Considerando las ecuaciones (2.28) y (2.30) se llega a la expresión final del
tiempo caracteŕıstico para el estrato córneo,

tcsc =
h2sc
αsc

, (2.31)

donde αsc =
ksc
ρsccsc

, representa la difusividad térmica del estrato córneo.

2.2.2. Escalas eléctricas temporales para el gel y el estrato

córneo

Para poder encontrar el tiempo caracteŕıstico eléctrico del gel, se ha-
ce uso de la ecuación de consevación de densidad de corriente en estado
transitorio, [22, 23, 26], de la cual, se compara en orden de magnitud los
términos temporales con los términos difusivos, tal y como se muestra a
continuación,

ǫg
tcg

(

φ0
L2

+
φ0
h2g

)

∼ σg

(

φ0
L2

+
φ0
h2g

)

,

reacomodando algunos términos, se tiene

ǫg
tcgh

2
g

[

h2g
L2
φ0 + φ0

]

∼ σg

[

h2g
L2
φ0 + φ0

]

y tomando en cuenta nuevamente que L2 ≫ h2g, se obtiene el tiempo ca-
racteŕıstico eléctrico para el gel,

tcg =
ǫg
σg
. (2.32)

Haciendo el mismo análisis para el estrato córneo, considerando propie-
dades f́ısicas constantes,

ǫsc
tcsc

(

φ0
L2

+
φ0
h2sc

)

∼ σsc

(

φ0
L2

+
φ0
h2sc

)

,

reacomodando nuevamente algunos términos,

ǫsc
tcsch

2
sc

[

h2sc
L2

φ0 + φ0

]

∼ σsc

[

h2sc
L2

φ0 + φ0

]
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y considerando que L ≫ hsc se obtiene el tiempo caracteŕıstico eléctrico
para el estrato córneo

tcsc =
ǫsc
σsc

. (2.33)

2.2.3. Escala temporal para el soluto

Para esta última escala temporal del soluto se hace uso de la ecua-
ción (2.11), haciendo competir los términos temporales con los términos
correspondientes a la electromigración

̺∆C

tcem
∼ µe∆C

(

φ0
L2

+
φ0
h2sc

)

,

reacomodando algunos términos,

̺∆C

tcem
∼
µe∆C

h2sc

[

h2sc
L2

φ0 + φ0

]

y considerando otra vez la relación L ≫ hsc, se obtiene el tiempo carac-
teŕıstico asociado a la electromigración del soluto,

tcem =
̺h2sc
µeφ0

, (2.34)

donde µe es la movilidad electroforética.

2.3. Propiedades variables

Como se ha comentado previamente, el fenómeno de la electroporación
estudia el aumento de la permeabilidad mediante la generación de poros
en el medio, en este estudio, en la piel. Para poder considerar esto, se
hace uso de propiedades variables en el estrato córneo [25], tales como, la
permitividad eléctrica,

ǫsc = (1− ̺) ǫsc + ̺ǫf ,

el calor espećıfico por unidad de volumen,

ρsccsc = (1− ̺) ρsccsc + ̺ρfcf
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y la conductividad térmica

ksc = (1− ̺) ksc + ̺kf .

Estas propiedades se verán reflejadas en las ecuaciones (2.9), (2.10) y (2.11).
El sub́ındice f , representa al fluido saturado que se encuentra dentro del
medio poroso.

Otras propiedades que aún no se han mencionado son la porosidad y
la conductividad eléctrica del estrato córneo. Estas dos propiedades se van
a relacionar haciendo uso de la ley de Archie [27], mediante la siguiente
relación

̺ = Γ
σsc
σf
, (2.35)

donde σsc es la conductividad del estrato córneo, σf la conductividad del
fluido que se encuentra saturando el medio poroso y Γ la tortuosidad del
medio. La ecuación (2.35) muestra una relación directamente proporcional
entre la porosidad y la conductividad eléctrica del estrato córneo. Con el
fin de cuantificar el incremento de temperatura con el cambio en la conduc-
tividad eléctrica del estrato córneo, se hace uso la ecuación de Arrhenius
[3],

σsc = Aexp

(

−
Ea
RTsc

)

, (2.36)

en la que Ea, es la enerǵıa de activación y R la constante universal de los
gases ideales.

Para tener un mejor manejo de la ecuación (2.36), se hace uso de la
siguiente variable adimensional

ϑ =
Tsc − T0
∆Tcsc

.

La variable adimensional θsc cuantifica la temperatura adimensional del
estrato córneo mediante el cociente entre la diferencia de las temperaturas,
Tsc − T0, y el incremento máximo que puede haber en el medio, ∆Tsc.
T0 es la temperatura corporal promedio. Despejando Tsc de la variable
adimensional se obtiene,

Tsc = T0 (1 + αϑ)
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donde α = ∆Tcsc
T0

, y representa los cambios de temperatura en el estrato
córneo tomando como referencia la temperatura corporal, por lo que la
ecuación (2.36) puede reescribirse de la siguiente manera,

σsc = Aexp

(

−
Ea/RT0
1 + αϑ

)

(2.37)

Como se mencionó en ĺıneas anteriores, la idea central es tener un mejor
manejo de la relación entre la conductividad elécrica y la temperatura del
estrato córneo, situación que se pretende buscar haciendo una serie de
pasos algebraicos. El primer paso es utilizar únicamente el argumento de la
exponencial que aparece en la ecuación (2.37) y proponer un mejor manejo
del mismo tal como se usa a continuación,

−
Ea/RT0
1 + αϑ

= −Ea/RT0 + F (ϑ) , (2.38)

despejando F (θsc),

F (ϑ) = −
Ea/RT0
1 + αϑ

+ Ea/RT0,

reagrupando algunos términos,

F (ϑ) = Ea/RT0

(

1−
1

1 + αϑ

)

= Ea/RT0

(

αϑ

1 + αϑ

)

y sustituyendo α en la útima expresión se obtiene F (ϑ),

F (ϑ) =
Ea
RT0

∆Tcsc
T0

ϑ

1 + αϑ

por lo que finalmente la función queda de la siguiente forma,

F (ϑ) = ᾱ
ϑ

1 + αϑ
(2.39)

en donde ᾱ = Ea

RT 2
0

σscφ20
ksc

. Este parámetro adimensional mide la importancia

o la competencia entre el aumento de temperatura caracteŕıstico causado
por el efecto de calentamiento Joule y la resistencia biológica del estrato

-----------
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córneo al ataque o efecto térmico. Sustituyendo la ecuación (2.39) en (2.38),
y esta nueva relación en el argumento de (2.37) se llega a,

σsc = Aexp

(

−
Ea
RT0

)

exp

(

ᾱ
ϑ

1 + αϑ

)

. (2.40)

Para facilitar la expresión anterior y haciendo uso de los datos que aparecen
en la tabla 2.1, se obtiene el siguiente ĺımite, ᾱ ≪ 1. Este ĺımite permite

expresar mediante una serie de Taylor la siguinte expresión, exp
(

ᾱ ϑ
1+αϑ

)

≃

1 + ᾱ ϑ
1+αϑ + ..., por lo que la ecuación (2.40) se reescribe como se muestra

a continuación,

σsc = Aexp

(

−
Ea
RT0

)(

1 + ᾱ
ϑ

1 + αϑ

)

. (2.41)

Esta ecuación mide los cambios de la conductividad eléctrica a causa de
los incrementos de temperatura en el estrato córneo debido al efecto de
calentamiento Joule. Una nueva y última relación es usada, sustituyendo la
ecuación (2.41) en la ley de Archie (2.35), obteniendo aśı una correlación
entre la porosidad y la temperatura del medio,

̺ = Da

(

1 + ᾱ
ϑ

1 + αϑ

)

, (2.42)

donde Da = Γ A
σf
exp

(

− Ea

RT0

)

, y representa el número modificado de Damköhler.

Este parámetro adimensional mide la competencia entre el tiempo donde
se presentan cambios en las propiedades del medio debido a los efectos
térmicos y el tiempo de desnaturalización térmica.

2.4. Ecuaciones Adimensionales

Con el objetivo de adimensionalizar las ecuaciones que modelan la elec-
troporación de piel, se definen las siguientes variables adimensionales,

τ =
t

tap
, X =

x

L
, Y =

y

wg
, Z = −

y

wsc
,

θ =
Tg − T0
∆Tc

, ϑ =
Tsc − T0
∆Tc

, ψ̃ =
ψ

ζ
, ϕ̃ =

ϕ

ζ
y C̃ =

C

C0
. (2.43)
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donde ∆Tc =
σscφ20
ksc

.
Tomando en cuenta las variables adimensionales planteadas y las rela-

ciones debido a las propiedades variables dentro de las ecuaciones (2.7)-
(2.11), tenemos

ε2g
∂2ψ̃

∂X2
+
∂2ψ̃

∂Y 2
= 0, (2.44)

βg
∂θ

∂τ
= ε2g

∂2θ

∂X2
+
∂2θ

∂Y 2
+ αtγ



ε2g

(

∂ψ̃

∂X

)2

+

(

∂ψ̃

∂Y

)2


 , (2.45)

ε2sc
∂

∂X

[(

1 + ᾱ
ϑ

1 + αϑ

)

∂ϕ̃

∂X

]

+
∂

∂Z

[(

1 + ᾱ
ϑ

1 + αϑ

)

∂ϕ̃

∂Z

]

= 0, (2.46)

βsc

[

1 + Da

(

1 + ᾱ
ϑ

1 + αϑ

)

(δρc − 1)

]

∂ϑ

∂τ

+
βsc
α

(1 + αϑ)
∂

∂τ

[

1 + Da

(

1 + ᾱ
ϑ

1 + αϑ

)

(δρc − 1)

]

=

ε2sc
∂

∂X

{[

1 + Da

(

1 + ᾱ
ϑ

1 + αϑ

)

(δk − 1)

]

∂ϑ

∂X

}

+
∂

∂Z

{[

1 + Da

(

1 + ᾱ
ϑ

1 + αϑ

)

(δk − 1)

]

∂ϑ

∂Z

}

+

(

1 + ᾱ
ϑ

1 + αϑ

)

[

ε2sc

(

∂ϕ̃

∂X

)2

+

(

∂ϕ̃

∂Z

)2
]

(2.47)

y

βem
∂

∂τ

[(

1 + ᾱ
ϑ

1 + αϑ

)

C̃

]

= δD

(

ε2sc
∂2C̃

∂X2
+
∂2C̃

∂Z2

)

+ ε2sc
∂

∂X

(

C̃

1 + αϑ

)

∂ϕ̃

∂X

+
∂

∂Z

(

C̃

1 + αϑ

)

∂ϕ̃

∂Z
+

C̃

1 + αϑ

(

ε2sc
∂2ϕ̃

∂X2
+
∂2ϕ̃

∂Z2

)

. (2.48)

Las ecuaciones (2.43)-(2.48) son válidas para los siguientes rangos de
las variables independientes: 0 ≤ X ≤ 1, 0 ≤ Y ≤ 1 y 0 ≤ Z ≤ 1. En las
ecuaciones (2.44) y (2.46) los términos transitorios no aparecen debido a
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que los tiempos caracteŕısticos eléctricos son muy pequeños en comparación
con el tiempo de aplicación del pulso eléctrico, tceg ≪ tap y tcesc ≪ tap.

Por otro lado, las condiciones iniciales y las condiciones de frontera
dadas por las ecuaciones (2.12)-(2.18) pueden ser transformadas de manera
adimensional,

θ (X,Y, 0) = ϑ (X,Z, 0) = 0 y C̃ (X,Y, 0) = 1, (2.49)

Y = 1 : ψ̃ = 1 y
∂θ

∂Y
= −Bi (θ + ω) , (2.50)

Y = Z = 0 : ψ̃ = ϕ̃,
∂ψ̃

∂Y
= −

αe
ε2sc

[

1 + Da

(

1 + ᾱ
ϑ

1 + αϑ

)

(δǫ − 1)

]

∂ϕ̃

∂Z
,

θ = ϑ,
∂θ

∂Y
= −

αt
ε2sc

[

1 + Da

(

1 + ᾱ
ϑ

1 + αϑ

)

(δk − 1)

]

∂ϑ

∂Z

y C̃ = 1, (2.51)

Z = 1 :
∂ϕ̃

∂Z
= −

Π ε2sc
αe

1 + Da
(

1 + ᾱ ϑ
1+αϑ

)

(δǫ − 1)
,

∂ϑ

∂Z
= −

Λ

1 + Da
(

1 + ᾱ ϑ
1+αϑ

)

(δk − 1)
y C̃ = Λc, (2.52)

X = 0 :
∂ψ̃

∂X
=
∂ϕ̃

∂X
= 0 (2.53)

y

X = 1 :
∂ϕ̃

∂X
= −

Ω

1 + Da
(

1 + ᾱ ϑ
1+αϑ

)

(δǫ − 1)
. (2.54)

En las anteriores ecuaciones, los parámetros adimensionales están defi-
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nidos como:

εg =
wg
L
, εsc =

wsc
L
, βg =

tctg
tap

, βsc =
tctsc
tap

, βem =
tcem
tap

,

Bi =
hwg
kg

, ω =
T0 − T∞
∆Tc

, αt =

(

ksc
kg

)

(wg
L

)(wsc
L

)

, Λc =
Cf
C0
,

γ =

(

L

wg

)(

L

wsc

)(

σg
σsc

)

, Λ =
q
′′

0wsc
ksc∆Tc

, αe =

(

ǫsc
ǫg

)

(wg
L

)(wsc
L

)

,

Π =
ǫepiwsc∆epiαe
ǫscwscφ0ε2sc

, Ω = −
L∆sc

ζ∆l
, δǫ =

ǫf
ǫsc
, δρc =

ρcf
ρcsc

y δk =
kf
ksc

.

Analizando cada una de las ecuaciones que modelan la electroporación
de piel, se pueden distinguir varios parámetros que son muy pequeños con
respecto a la unidad, razón por la que se hace el uso de aproximaciones
asintóticas para un mejor manejo de las mismas, [28].

2.5. Ĺımite cuando α → 0, ᾱ → 0, Da → 0, Daᾱ → 0

Tomando en cuenta el valor de los parámetros mostrados en la tabla
2.2, se propone el ĺımite cuando α, ᾱ, Da y Daᾱ tienden a cero. Este ĺımite
obliga a que los términos que dependen de las propiedades variables en las
ecuaciones (2.46) y (2.47) desaparezcan. A pesar de que dicha situación se
repite en las condiciones de frontera una vez aplicado el ĺımite, se aprecia
que esta situación es válida, y la razón se debe a que se puede apreciar
el efecto térmico dentro de la ecuación de electromigración mediante el
parámetro ᾱ, obteniendo como resultado, el siguiente sistema de ecuaciones,

ε2
∂2ψ̃

∂X2
+
∂2ψ̃

∂Y 2
= 0, (2.55)

βg
∂θ

∂τ
= ε2g

∂2θ

∂X2
+
∂2θ

∂Y 2
+ αtγ



ε2g

(

∂ψ̃

∂X

)2

+

(

∂ψ̃

∂Y

)2


 , (2.56)

ε2sc
∂2ϕ̃

∂X2
+
∂2ϕ̃

∂Z2
= 0, (2.57)

βsc
∂ϑ

∂τ
= ε2sc

∂2ϑ

∂X2
+
∂2ϑ

∂Z2
+ ε2sc

(

∂ϕ̃

∂X

)2

+

(

∂ϕ̃

∂Z

)2

(2.58)
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Cuadro 2.1: Propiedades de materiales y parámetros geométricos
Parámetro Valor Unidades
L .01 m
hg 1 mm
hsc .0175 mm
Rg ∼ 146 Ω
Rsc ∼ 105 Ω
ǫg 0.10-80 -
ǫsc ∼ 104 -
ǭ ∼ 10−12 C/V m
σg 0.01-0.5 S/m
σsc ∼ 10−5 S/m
σf .05-1.5 S/m
ρg 1000 kg/m3

ρsc 1500 kg/m3

cg 4180 J/kg K
csc 3600 J/kg K
kg 0.61-0.7 W/m K
ksc 0.2 W/m K
µe ∼ 10−14 m2/Vs
De ∼ 10−17 m2/s
φ0 127-275 V
̺ ∼ 10−3

tap .1 s

y

βem
∂

∂τ

[

(1 + ᾱϑ) C̃
]

= δD

(

ε2sc
∂2C̃

∂X2
+
∂2C̃

∂Z2

)

+ ε2sc
∂C̃

∂X

∂ϕ̃

∂X
+
∂C̃

∂Z

∂ϕ̃

∂Z
.

(2.59)

El parámetro ᾱ juega un rol muy importante para el análisis propuesto,
debido a que en este término recaen los efectos térmicos a causa de los in-
crementos de la temperatura en el medio, contribuyendo con esto, cambios
dentro del sistema, que como respuesta debe de observarse una mejora en el
flujo de la concentración a través del estrato córneo. Aplicando los mismos
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Cuadro 2.2: Parámetros adimensionales para el presente análisis
Parámetro Valor
εg ∼ 0.1
εsc ∼ 0.002
ᾱ ∼ 0.08
α ∼ 0.03-0.09
Da ∼ 10−3 − 10−4

δǫ ∼ 10−3

δρc ∼ .774
δk ∼ 3
αt ∼ 10−5

αe ∼ .025
βg ∼ 70
βsc ∼ 0.04
βem ∼ 50-500
ω ∼ .1

ĺımites para las respectivas condiciones iniciales y de frontera, se tiene

θ (X,Y, 0) = ϑ (X,Z, 0) = 0 y C̃ (X,Y, 0) = 1, (2.60)

Y = 1 : ψ̃ = 1 y
∂θ

∂Y
= −Bi (θ + ω) , (2.61)

Y = Z = 0 : ψ̃ = ϕ̃,
∂ψ̃

∂Y
= −

αe
ε̄2
∂ϕ̃

∂Z
,

θ = ϑ,
∂θ

∂Y
= −

αt
ε̄2
∂ϑ

∂Z
y C̃ = 1, (2.62)

Z = 1 :
∂ϕ̃

∂Z
= −Π

ε̄2

αe
,

∂ϑ

∂Z
= −Λ y C̃ = Λc, (2.63)

X = 0 :
∂ψ̃

∂X
=
∂ϕ̃

∂X
= 0 (2.64)

y

X = 1 :
∂ϕ̃

∂X
= −Ω. (2.65)

En el siguiente caṕıtulo, se derivan soluciones asintóticas para los cam-
pos de potencial eléctrico y temperatura basadas en técnicas de pertur-
bación regular junto con el método de separación de variables. Sin em-
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bargo, debemos anticipar algunos aspectos relevantes relacionados con la
solución. En la Tabla 2.1, hemos utilizado valores representativos de to-
dos los parámetros involucrados, mientras que en la Tabla 2.2 se muestran
los parámetros adimensionales obtenidos a partir de la Tabla 2.1. Con la
ayuda de los parámetros adimensionales, podemos apreciar algunos ĺımites
interesantes: αe

ε2sc
≫ 1 y αe

ε2g
∼ 1 junto con αt

ε2sc
∼ 1 y αt

ε2g
≪ 1. Por lo tan-

to, podemos obtener soluciones de perturbación regulares con la ayuda de
estos ĺımites. En esta dirección, primero, se determina la solución de los
potenciales eléctricos, la razón se debe a que son independientes de la tem-
peratura y después, en el apartado de temperatura, se derivan los campos
de temperatura con ayuda de las soluciones de los potenciales eléctricos.
Una vez que se hayan concluido las soluciones tanto de los potenciales
eléctricos como de las temperaturas para ambos medios, se procede a la
validación de los perfiles de la temperatura mediante una solución numéri-
ca. Esta solución numérica sólo contempla el tiempo mientras esta siendo
aplicado el pulso eléctrico, tap. Pora concluir el siguiente caṕıtulo, se resuel-
ve de manera numérica la ecuación (2.59), en donde se vaŕıa el parámetro
ᾱ, con el objetivo de visualizar las consecuencias de los efectos térmicos en
el transporte del soluto a través del estrato córneo.





Caṕıtulo 3

Solución anaĺıtica y

validación numérica

En este caṕıtulo se desarrolla la solución de los perfiles del potencial
eléctrico y de la temperatura para el gel y el estrato córneo como conse-
cuencia de la electroporación de piel. Dentro de las soluciones anaĺıticas, se
obtiene de igual forma, la solución que corresponde a los perfiles de tem-
peratura una vez que el pulso eléctrico ha sido interrumpido. Aśı mismo,
se hace uso de una validación numérica para los perfiles de la temperatura
con ayuda del método de elementos finitos. Una vez que se ha realizado
dicha validación, se resuelve la ecuación de la electromigración de manera
numérica para poder visualizar las consecuencias de los efectos térmicos en
el transporte del soluto a través del estrato córneo. La herramienta con la
que se va a trabajar la parte numérica es FreeFem++.

3.1. Solución asintótica

Para esta sección asintótica, se resolverán solamente las ecuaciones di-
ferenciales del potencial eléctrico y de la temperatura:

ε2g
∂2ψ̃

∂X2
+
∂2ψ̃

∂Y 2
= 0, (3.1)

31
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βg
∂θ

∂τ
= ε2g

∂2θ

∂X2
+
∂2θ

∂Y 2
+ αtγ



ε2g

(

∂ψ̃

∂X

)2

+

(

∂ψ̃

∂Y

)2


 , (3.2)

ε2sc
∂2ϕ̃

∂X2
+
∂2ϕ̃

∂Z2
= 0 (3.3)

y

βsc
∂ϑ

∂τ
= ε2sc

∂2ϑ

∂X2
+
∂2ϑ

∂Z2
+ ε2sc

(

∂ϕ̃

∂X

)2

+

(

∂ϕ̃

∂Z

)2

, (3.4)

junto a sus respectivas condiciones iniciales y de frontera,

θ (X,Y, 0) = ϑ (X,Z, 0) = 0, (3.5)

Y = 1 : ψ̃ = 1 y
∂θ

∂Y
= −Bi (θ + ω) , (3.6)

Y = Z = 0 : ψ̃ = ϕ̃,
∂ψ̃

∂Y
= −

αe
ε2sc

∂ϕ̃

∂Z
, (3.7)

Y = Z = 0 : θ = ϑ y
∂θ

∂Y
= −

αt
ε2sc

∂ϑ

∂Z
, (3.8)

Z = 1 :
∂ϕ̃

∂Z
= −Π

ε2sc
αe

y
∂ϑ

∂Z
= −Λ, (3.9)

X = 0 :
∂ψ̃

∂X
=
∂ϕ̃

∂X
= 0 (3.10)

y

X = 1 :
∂ϕ̃

∂X
= −Ω. (3.11)

3.1.1. Solución anaĺıtica del potencial eléctrico

Como se ha señalado anteriormente, en esta sección se propone para
los ĺımites αe

ε2sc
≫ 1 y αe

ε2g
∼ 1, soluciones asintóticas para las ecuaciones

del potencial eléctrico adimensional, que están dadas por las Ecs. (3.1)
y (3.3). Considerando la importancia f́ısica de cada uno de estos ĺımites,
nombramos al ĺımite αe

ε2sc
≫ 1, como el régimen eléctricamente delgado,

mientras que αe

ε2
∼ 1, como el régimen eléctricamente grueso.

Aqúı, es realmente importante definir la relevancia f́ısica de estos ĺımites
para conectarlos con aplicaciones prácticas. A partir de la definición de los
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parámetros adimensionales αe y εsc dados en el caṕıtulo anterior, podemos
apreciar que αe

ε2sc
= ǫsc/wsc

ǫg/wg
; por lo tanto, el ĺımite de αe/ε

2
sc ≫ 1 corres-

ponde a esa situación cuando la permitividad eléctrica del estrato córneo
tomada por unidad de espesor del mismo estrato córneo es mucho mayor
que a la cantidad correspondiente del gel. En términos f́ısicos, significa que
el estrato córneo comparado con el gel es más susceptible de ser afectado
por el campo eléctrico aplicado. Como veremos en la próxima sección, el
parámetro αe

ε2sc
aparecerá expĺıcitamente en la ecuación que predice el po-

tencial eléctrico del estrato córneo. Por lo tanto, cuando αe/ε
2
sc ≫ 1, las

variaciones longitudinales del potencial eléctrico para el estrato córneo son
dominantes con respecto a las variaciones transversales y, por lo tanto, el
término de orden superior del potencial eléctrico depende sólo, en primera
aproximación, de la coordenada longitudinal X. Por otro lado, αe

ε2g
= ǫscwsc

ǫgwg
,

y si este parámetro adimensional es tal que αe

ε2
∼ 1, representa f́ısicamente

que las variaciones transversales del potencial eléctrico del gel son domi-
nantes con respecto a las variaciones longitudinales. Este último punto es
realmente importante porque nos permite simplificar la ecuación gobernan-
te para el el potencial eléctrico del gel, como se verá a continuación.

Tomando en cuanta que αe

ε2sc
≫ 1, la Eq. (3.3), puede ser reescrita en un

formato más apropiado

αe
∂2ϕ̃

∂X2
+
αe
ε̄2
∂2ϕ̃

∂Z2
= 0. (3.12)

Sugerimos entonces la siguiente solución para el potencial eléctrico del
estrato córneo, ϕ̃, considerando que el término principal o solución de orden
cero corresponde al régimen eléctricamente delgado a través de la relación,

ϕ̃ (X,Z) = ϕ̃0 (X) +
ε2sc
αe
ϕ̃1 (X,Z) + ... (3.13)

Reemplazando la Ec. (3.13) en la Ec. (3.12) y descartando los términos
superiores de orden ε2sc, se obtiene

αe
d2ϕ̃0

dX2
+
∂2ϕ̃1

∂Z2
= 0, (3.14)

y esta última ecuación puede ser integrada desde Z = 0 hasta 1 para

----
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obtener,

αe
d2ϕ̃0

dX2
+
∂ϕ̃1

∂Z

∣

∣

∣

∣

Z=1

−
∂ϕ̃1

∂Z

∣

∣

∣

∣

Z=0

= 0, (3.15)

junto con las siguientes condiciones de frontera,

∂ϕ̃1

∂Z

∣

∣

∣

∣

Z=0

= −
∂ψ̃

∂Y

∣

∣

∣

∣

Y=0

y
∂ϕ̃1

∂Z

∣

∣

∣

∣

Z=1

= −Π. (3.16)

Estas condiciones de frontera fueron deducidas de las Ecs. (3.7) y (3.9),
junto con la ecuación (3.13), se obtiene que el potencial eléctrico externo
para el estrato córneo está gobernado por la siguiente expresión,

αe
d2ϕ̃0

dX2
−Π+

∂ψ̃

∂Y

∣

∣

∣

∣

Y=0

= 0. (3.17)

Para resolver la ecuación anterior, se requiere la solución del potencial
en el gel. Por lo tanto, la ecuación (3.1) es reescrita como,

αe
∂2ψ̃

∂X2
+
αe
ε2g

∂2ψ̃

∂Y 2
= 0 (3.18)

y considerando que la ecuación anterior está gobernada por el ĺımite αe

ε2
∼ 1,

podemos apreciar entonces que αe ∼ ε2 ≪ 1, y por esta razón, podemos
descartar el primer término del lado izquierdo de la Ec. (3.18), obteniendo
la siguiente expresión reducida para el potencial eléctrico del gel ψ̃,

∂2ψ̃

∂Y 2
= 0. (3.19)

La ecuación anterior puede integrarse dos veces para obtener,

ψ̃ (X,Y ) = A (X)Y +B (X) , (3.20)

donde A(X) y B(X) son constantes que dependen de X, y deben de ser
determinadas con las condiciones de frontera correspondientes, Eqs. (3.6)
y (3.7); por lo tanto, tenemos que

ψ̃ (X,Y ) = [1− ϕ̃ (X, 0)]Y + ϕ̃ (X, 0) , (3.21)

----
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y para esta última ecuación se puede derivar con respecto de Y para obte-
ner,

∂ψ̃

∂Y

∣

∣

∣

∣

Y=0

= 1− ϕ̃0 (X) ; (3.22)

y reemplazando la anterior ecuación en Eq. (3.17), tenemos

αe
d2ϕ̃0

dX2
− ϕ̃0 = Π− 1. (3.23)

La anterior ecuación puede ser integrada dos veces y aplicando las con-
diciones de frontera a lo largo de la coordenada longitudinal dadas por Eqs.
(3.10) y (3.11), junto con la expansión dada por las Eq. (3.13), se llega a
la solución del orden cero para el potencial eléctrico del estrato córneo,

ϕ̃0 (X) = 1−Π−
Ω
√

1
αe

cosh
(√

1
αe
X
)

sinh
(√

1
αe

) . (3.24)

Finalmente, se puede sustituir la ecuación anterior en la Eq. (3.21),
obteniendo aśı, la solución asintótica del potencial eléctrico del gel,

ψ̃ (X,Y ) = 1 +





Ω
√

1
αe

cosh
(√

1
αe
X
)

sinh
(√

1
αe

) +Π



 (Y − 1) . (3.25)

3.1.2. Solución anaĺıtica de la ecuación de la enerǵıa para

la etapa del calentamiento

Una vez que se conocen los potenciales eléctricos de ambas regiones, es
posible sustituir estos potenciales en las ecuaciones de la enerǵıa de cada
medio, empezando primero con el estrato córneo. Reemplazando la Ec.
(3.24) dentro de la Ec. (3.4) y realizando algunas simplificaciones, se tiene
que

αt
βsc
ε2sc

∂ϑ

∂τ
= αt

∂2ϑ

∂X2
+
αt
ε2sc

∂2ϑ

∂Z2
+ αt



Ω
sinh

(√

1
αe
X
)

sinh
(√

1
αe

)





2

.
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Usando la Tabla 2.2 nuevamente, se puede apreciar que el ĺımite térmi-
camente grueso prevalece para el estrato córneo, i. e., αt

ε2sc
∼ 1, aśı αt ∼

ε2sc ≪ 1. Lo anterior significa que las variaciones transversales de la tem-
peratura son dominantes con respecto a la variaciones longitudinales. Por
lo tanto, el término del lado izquierdo de la igualdad, el primer y tercer
término del lado derecho de la igualdad de la anterior ecuación, pueden ser
eliminados en una primera aproximación, obteniendo

∂2ϑ

∂Z2
= 0, (3.26)

la cual puede ser integrada en dos ocasiones,

ϑ = A (X, τ)Z +B (X, τ) . (3.27)

Aplicando las condiciones de frontera asociadas a los efectos térmicos,
Eqs. (3.8) y (3.9) a la anterior ecuación, Eq. (3.27), la ecuación se puede
reescribir como,

ϑ = −ΛZ + θ (X, 0, τ) , (3.28)

donde la función θ (X, 0, τ) es deconocida y puede ser determinada como
parte del problema. Por otro lado, la ecuación de la enerǵıa para el gel, dada
por Eq. (3.2), puede ser reescrita en términos del parámetro adimensional
αt

ε2g
como,

αt
βg
ε2g

∂θ

∂τ
= αt

∂2θ

∂X2
+
αt
ε2g

∂2θ

∂Y 2
+
α2
t γ

ε2g





Ω
√

1
αe

cosh
(√

1
αe
X
)

sinh
(√

1
αe

) +Π





2

,

y dividiendo la ecuación por el factor αt

ε2g
, el primer término del lado derecho

de la igualdad puede ser descartado debido a la multiplicación por ε2g, siendo
este último parámetro muy pequeño comparado con la unidad (observar
Tab. 2.2); por lo tanto, la ecuación reducida para el gel es

βg
∂θ

∂τ
=

∂2θ

∂Y 2
+ αtγ





Ω
√

1
αe

cosh
(√

1
αe
X
)

sinh
(√

1
αe

) +Π





2

. (3.29)
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Podemos reemplazar en la Ec. (3.29) junto con sus respectivas con-
diciones iniciales y de frontera, la siguiente transformación θ (X,Y, τ) =
u (X,Y, τ) + Ψ (X,Y ). Por lo tanto, el sistema de ecuaciones para las dis-
tribuciones u y Ψ se reducen a:

d2Ψ

dY 2
+ αtγf (X) = 0, (3.30)

dΨ

dY

∣

∣

∣

∣

Y=0

=
αt
ε̄2

Λ y
dΨ

dY

∣

∣

∣

∣

Y=1

= −Bi [Ψ (X, 1) + ω] (3.31)

y

βg
∂u

∂τ
=
∂2u

∂Y 2
, (3.32)

∂u

∂Y

∣

∣

∣

∣

Y=0

= 0 y
∂u

∂Y

∣

∣

∣

∣

Y=1

= −Biu (1, τ)

u (X,Y, τ = 0) = −Ψ(X,Y ) (3.33)

La solución de las Ecs. (3.30) y (3.31) es directa y los detalles se omiten
por simplicidad, obteniendo aśı, la solución en estado estacionario

Ψ (X,Y ) =
αtγf (X)

2

[(

2 + Bi

Bi

)

− Y 2

]

+
αt
ε2sc

Λ

[

Y −

(

1 + Bi

Bi

)]

− ω.

Para obtener la solución de la ecuación diferencial parcial, se propone
u (X,Y, τ) = H (X,Y )G (X, τ) y por lo tanto, el sistema de Eqs. (3.32) y
(3.33) es reducido a,

βg
G′

G
=
H ′′

H
= −α2

n. (3.34)

En la ecuación anterior, G′ denota la primera derivada con respecto al
tiempo adimensional τ , mientras que H ′′ representa la segunda derivada
con respecto a la coordenada transversal adimensional Y . De esta manera,
la solución de ambas funciones es trivial y viene dada por las siguientes
relaciones,

H (Y ) = C1 cos (αnY ) , (3.35)
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y

G (τ) = C3e
−

α2
n

βg
τ

(3.36)

donde αn representa los eigenvalores, los cuales son obtenidos mediante la
siguiente ecuación trascendental,

αn =
Bi

tan(αn)
, (3.37)

y la solución para la distribución de temperatura u es dada por,

u (X,Y, τ) =
∞
∑

n=1

ane
−

α2
n
β
τ
cos (αnY ) (3.38)

donde

an =

∫ 1
0

{

−αtγf(X)
2

[(

2+Bi
Bi

)

− Y 2
]

− αt

ε2sc
Λ
[

Y −
(

1+Bi
Bi

)]

+ ω
}

cos (αnY ) dY
∫ 1
0 cos2 (αnY ) dY

.

De esta forma, la solución global para θ puede ser construida por,

θ (X,Y, τ) = u (X,Y, τ) + Ψ (X,Y ) , (3.39)

por lo que la solución que mide la distribución del campo de temperaturas
dentro del gel es,

θ (X,Y, τ) =
αtγf (X)

2

[(

2 + Bi

Bi

)

− Y 2

]

− ω

+
αt
ε2sc

Λ

[

Y −

(

1 + Bi

Bi

)]

+
∞
∑

n=1

ane
−

α2
n

βg
τ
cos (αnY ) (3.40)

y sustituyendo esta última expresión en la ecuación (3.28), se obtiene la
distribución del campo de temperaturas en el estrato córneo

ϑ (X,Z, τ) = −ΛZ +
αtγf (X)

2

(

2 + Bi

Bi

)

− ω

−
αt
ε2sc

Λ

(

1 + Bi

Bi

)

+
∞
∑

n=1

ane
−

α2
n

βg
τ
, (3.41)
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donde los coeficientes an y las funciones f(X) son dadas por las siguientes
relaciones,

an =
2

[

αt

ε2sc
Λ−αtγf(X)+Biω

]

sin(αn)

αn(Bi+sin2(αn))
+

2Biαt

{[

γf(X)− Λ

ε2sc

]

cos(αn)+
Λ

ε2sc

}

α2
n(Bi+sin2(αn))

−2Biαtγf(X) sin(αn)

α3
n(Bi+sin2(αn))

y

f (X) =





Ω
√

1
αe

cosh
(√

1
αe
X
)

sinh
(√

1
αe

) +Π





2

. (3.42)

Es muy importante notar que la coordenada longitudinalX solo aparece
como parámetro para este problema.

3.1.3. Solución anaĺıtica de la ecuación de la enerǵıa para

la etapa del enfriamiento

En esta sección, se presentan algunos detalles relacionados con la deter-
minación de la temperatura de ambos medios para la etapa de enfriamiento.
Como se indicó anteriormente, en esta etapa se lleva a cabo la interrup-
ción del pulso eléctrico externo y por lo tanto, los potenciales eléctricos en
ambos medios son estrictamente iguales a cero, reduciendo las ecuaciones
de gobierno al siguiente problema térmico. Para la temperatura del gel, se
tiene

βg
∂θ

∂τ
= ε2g

∂2θ

∂X2
+
∂2θ

∂Y 2
(3.43)

y para el estrato córneo,

βsc
∂ϑ

∂τ
= ε2sc

∂2ϑ

∂X2
+
∂2ϑ

∂Z2
. (3.44)

donde la condición inicial se determina por la ecuación (3.40) cuando τ = 1.
Esto se debe a que en este tiempo concluye la etapa del calentamiento. Por
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lo tanto, la condición inicial para el proceso de enfriamiento es,

θ (X,Y, 1) =
αtγf(X)

2

[(

2 + Bi

Bi

)

− Y 2

]

+
αt
ε2sc

Λ

[

Y −

(

1 + Bi

Bi

)]

− ω

+
∞
∑

n=1

ane
−

α2
n

βg cos (αnY ) , (3.45)

mientras que las condiciones de frontera son,

Y = 1 :
∂θ

∂Y
= −Bi (θ + ω) , (3.46)

Y = Z = 0 : θ = ϑ y
∂θ

∂Y
= −

αt
ε2sc

∂ϑ

∂Z
(3.47)

y

Z = 1 :
∂ϑ

∂Z
= −Λ. (3.48)

Eq. (3.44) puede ser reescrita como,

αt
βsc
ε2sc

∂ϑ

∂τ
= αt

∂2ϑ

∂X2
+
αt
ε2sc

∂2ϑ

∂Z2
. (3.49)

Usando la Tabla 2.2 nuevamente, se puede apreciar que el ĺımite térmi-
camente grueso prevalece para el estrato córneo, i. e., αt

ε2sc
∼ 1, aśı αt ∼

ε2sc ≪ 1. Lo anterior significa que las variaciones de temperatura son domi-
nantes con respecto a las variaciones longitudinales. Por lo tanto, algunos
de los términos pueden ser eliminados, teniendo la siguiente expresión

∂2ϑ

∂Z2
= 0 , (3.50)

y aplicando las siguientes condiciones, Eqs. (3.47) y (3.48) a la anterior Eq.
(3.50), se obtiene

ϑ (X,Y, τ) = −ΛZ + θ (X, 0, τ) , (3.51)

donde la función θ (X, 0, τ) es desconocida y debe ser determinada como
parte del problema. Por otro lado, la ecuación Eq. (3.43) puede ser reescrita
como,

αt
βg
ε2g

∂θ

∂τ
= αt

∂2θ

∂X2
+
αt
ε2g

∂2θ

∂Y 2
, (3.52)
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y usando nuevamente la tabla 2.2, se puede apreciar que el ĺımite térmi-
camente grueso prevalece para el gel, i. e., αt

ε2g
∼ 1, aśı αt ∼ ε2g ≪ 1. Lo

anterior significa que las variaciones de la temperatura son más dominantes
con respecto a las longitudinales, y la ecuación simplificada de la enerǵıa
para el gel queda como,

βg
∂θ

∂τ
=

∂2θ

∂Y 2
. (3.53)

Para la resolución de la anterior ecuación, se puede proponer un cam-
bio de variable junto a sus respectivas condiciones, el cual es, θ (X,Y, τ) =
u (X,Y, τ)+Ψ (X,Y ). Por lo tanto, el sistema de ecuaciones para la distri-
bución u y Ψ para la etapa del enfriamiento se reduce a:

d2Ψ

dY 2
= 0, (3.54)

dΨ

dY

∣

∣

∣

∣

Y=0

=
αt
ε2sc

Λ y
dΨ

dY

∣

∣

∣

∣

Y=1

= −Bi [Ψ (X, 1) + ω] (3.55)

y

βg
∂u

∂τ
=
∂2u

∂Y 2
, (3.56)

∂u

∂Y

∣

∣

∣

∣

Y=0

= 0 y
∂u

∂Y

∣

∣

∣

∣

Y=1

= −Biu (1, τ)

u (X,Y, τ = 1) = θ (X,Y, τ = 1)−Ψ(X,Y ) . (3.57)

La solución de las Eqs. (3.54) y (3.55) es directa y los detalles son
omitidos por simplicidad,

Ψ (X,Y ) =
αt
ε̄2

Λ

[

Y −

(

1 + Bi

Bi

)]

− ω. (3.58)

Para obtener la solución de la ecuación diferencial parcial, se propone
u (X,Y, τ) = H (X,Y )G (X, τ), y por lo tanto, el sistema de Eqs. (3.56) y
(3.57) se reduce a,

βg
G′

G
=
H ′′

H
= −α2

n. (3.59)
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Es realmente importante notar que Eqs. (3.34) y (3.59) son idénticas;
sin embargo las condiciones iniciales, las cuales son dadas por Eqs. (3.33) y
(3.57), son diferentes. De esta manera, la solución para ambos medios son
triviales y dadas por las siguientes relaciones:

H (Y ) = C1 cos (αnY ) , (3.60)

y

G (τ) = C3e
−

α2
n

βg
τ
, (3.61)

donde αn representa los eigenvalores, los cuales pueden ser obtenidos por
la siguiente ecuación trascendental,

αn =
Bi

tan(αn)
, (3.62)

y la solución para la distribución de temperatura u es dada por,

u (X,Y, τ) =
∞
∑

n=1

bne
−

α2
n

βg
τ
cos (αnY ) , (3.63)

donde

bn =

∫ 1
0







αtγf(X)
2



e

α2
n

βg −1



[( 2+Bi
Bi )−Y 2]− αt

ε2sc
Λ[Y−( 1+Bi

Bi )]+ω







cos(αnY )dY

∫ 1
0 cos2(αnY )dY

;

en esta forma, la solución global para θ para la etapa del enfriamiento
puede ser construida a través de,

θ (X,Y, τ) = u (X,Y, τ) + Ψ (X,Y ) . (3.64)

Aplicando la misma metodoloǵıa que se utilizó para la etapa del calenta-
miento, tenemos que las soluciones para ambos medios pueden ser escritas
como:

θ (X,Y, τ) =
αt
ε2sc

Λ

[

Y −

(

1 + Bi

Bi

)]

− ω +
∞
∑

n=1

bne
−

α2
n

βg
τ
cos (αnY ) (3.65)
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y

ϑ (X,Z, τ) = −ΛZ −
αt
ε2sc

Λ

(

1 + Bi

Bi

)

− ω +
∞
∑

n=1

bne
−

α2
n

βg
τ
; (3.66)

donde los coeficientes bn son dados por la siguiente relación,

bn =
2

[

αt

ε2sc
Λ−αtγf(X)+Biω

]

sin(αn)

αn(Bi+sin2(αn))

+
2Biαt

{[

γf(X)− Λ

ε2sc

]

cos(αn)+
Λ

ε2sc

}

α2
n(Bi+sin2(αn))

− 2Biαtγf(X) sin(αn)

α3
n(Bi+sin2(αn))

+2αtγf (X) e
α2
n

βg

[

sin(αn)

αn(Bi+sin2(αn))
− Bi cos(αn)

α2
n(Bi+sin2(αn))

+ Bi sin(αn)

α3
n(Bi+sin2(αn))

]

.
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3.2. Solución numérica

A continuación, se presenta la solución numérica de la electroporación
de piel que tiene como objetivo, validar los perfiles de temperatura que fue-
ron obtenidos en las secciones anteriores mediante las soluciones asintóticas.
Para este propósito, se hace uso del método de los elementos finitos con
ayuda del software FreeFem++, [29]. Una vez obtenidas las soluciones co-
rrepondientes a los perfiles de temperatura tanto para el gel como para el
estrato córneo, se procede a obtener la solución de forma numérica de la
ecuación que describe la electromigración del soluto, (2.59). La finalidad de
resolver esta ecuación de manera numérica es observar el efecto que tiene
el parámetro ᾱ, recordando que este parámetro aparece en el sistema de
ecuaciones general al hacer uso de propiedades variables, y representa la
respuesta de los cambios en la porosidad del medio debido al efecto Joule.

Para resolver el sistema en 2D del conjunto de ecuaciones que modelan
la electroporación de piel, (2.55)-(2.59) para la etapa del tiempo de aplica-
ción del pulso eléctrico, tap, se implementa un esquema numérico basado
en el método de los elementos finitos. Las ecuaciones del potencial eléctri-
co y de la temperatura, tanto para el gel como para el estrato córneo, aśı
como la ecuación de electromigración se resuelven de manera simultánea
usando un método iterativo debido a la dependencia de las variables que se
encuentran para las ecuaciones de la enerǵıa y de la electromigración. Es
por ello que se propone la discretización espacial de los elementos finitos
con el fin de dividir la región de interés en varios dominios y generar un
cálculo numérico más exacto. La formulación débil de estas ecuaciones fa-
cilita el uso de un método de corrección continua, que tiene como finalidad
hacer cumplir las ecuaciones de conservación de carga para ambos medios.
Debido a que contamos con un problema doblemente conjugado debido a
las interacciones eléctricas y térmicas, esta formulación ofrece un enfoque
unificado entre el tiempo y el espacio, que permite el uso de solucionadores
de elementos finitos que pueden aplicarse fácilmente. Está formulación ha
sido aplicada en una gran variedad de trabajos, lo que hace al método fiable
y seguro, [30, 31].

Se determinó un estudio de independencia de malla para la distribución
espacial y el paso de tiempo entre evaluaciones, concluyendo que una malla
acoplada en el espacio para cada medio debe ser 101×101, y un incremento
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de tiempo de ∆τ = 1×10−5 fue requerido. La implementación numérica es
capaz de resolver un sistema dependiente del tiempo por razones de con-
vergencia, y para resolver el sistema de ecuaciones anterior, se ha utilizado
la cuadratura de Euler impĺıcita, donde las variables son calculadas usando
valores promedios de los pasos de tiempo iterativos anteriores y futuros (de
τ = n a τ = n+ 1), [32].

Figura 3.1: Malla generada para la región del gel y el estrato córneo, Υ1 y
Υ2, respectivamente.

Tomando en cuenta los comentarios anteriores, la formulación variacio-
nal del sistema de ecuaciones (2.55)-(2.59) puede ser escrito como:

∫

Υ1

ψ̃n+1 − ψ̃n

∆τ
ψ̃adΥ1 +

∫

Υ1

∇ψ̃n+1 · ∇ψ̃adΥ1 = 0, (3.67)

∫

Υ1

θn+1 − θn

∆τ
θadΥ +

∫

Υ1

∇θn+1 · ∇θadΥ1 =

∫

Υ1

ξθθadΥ1, (3.68)

∫

Υ2

ϕ̃n+1 − ϕ̃n

∆τ
ϕ̃adΥ2 +

∫

Υ
∇ϕ̃n+1 · ∇ϕ̃adΥ2 = 0, (3.69)

∫

Υ2

ϑn+1 − ϑn

∆τ
ϑadΥ2 +

∫

Υ2

∇ϑn+1 · ∇ϑadΥ2 =

∫

Υ2

ξϑϑadΥ2 (3.70)
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y

∫

Υ2

C̃n+1 − C̃n ◦Xn

∆τ
C̃adΥ2 +

∫

Υ2

∇C̃n+1 · ∇C̃adΥ2 =

∫

Υ2

ξc̃C̃adΥ2.

(3.71)
Lss términos fuente que aparecen en las ecuaciones anteriores son defi-

nidos mediante las siguientes relaciones:

ξθ = αtγ



ε2g

(

∂ψ̃

∂X

)2

+

(

∂ψ̃

∂Y

)2


 , (3.72)

ξϑ = ε2sc

(

∂ϕ̃

∂X

)2

+

(

∂ϕ̃

∂Z

)2

(3.73)

y

ξc̃ = ᾱ
C

1 + ᾱϑ

∂ϑ

∂τ
. (3.74)

Debido a los cambios tan pequeños que se generan a la hora de resolver
el modelo acoplado, se hace uso de una convergencia de 1×10−12 para cada
una de las variables.



Caṕıtulo 4

Resultados

A continuación se presentan las resultados obtenidos en el caṕıtulo an-
terior. La primera parte esta constituida únicamente de los resultados de
las soluciones asintóticas, mostranto las gráficas obtenidas por los perfiles
del potencial eléctrico y los del campo de temperaturas para ambos medios.
Posteriormente se presenta la validación numérica de los perfiles de tempe-
ratura de las soluciones asintóticas, mediante el uso de FreeFem++. Para
concluir este caṕıtulo se muestran los resultados numéricos de la electromi-
gración del soluto a través del estrato córneo, con la finalidad de observar
los efectos generados por el parámetro α̃.

4.1. Resultados anaĺıticos

En este trabajo, algunas propiedades f́ısicas t́ıpicas y valores carac-
teŕısticos de los parámetros geométricos para la electroporación de piel
están dados en la Tab. 2.1, que fue previamente dada en el caṕıtulo 3.
También, en la Tab. 2.2 se muestran los parámetros adimensionales co-
rrespondientes. Esta sección muestra los principales resultados asintóticos
asociados a las distribuciones de los campos del potencial eléctrico y tem-
peratura en ambas regiones.

Las primeras cuatro figuras representan las distribuciones del potencial
eléctrico para ambos medios. Hay que aclarar que estos perfiles correspon-
den únicamnete a la etapa del calentamiento. Para la etapa del enfriamien-

47
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Figura 4.1: Perfiles del potencial eléctrico del gel adimensional, ψ̃, como
función de la coordenada transversal, Y , para diferentes valores de la coor-
denada longitudinal, X.

to, el potencial eléctrico para el gel y el estrato córneo es igual a cero.

La figura 4.1 muestra los perfiles del potencial eléctrico del gel como
función de la coordenada transversal, para diferentes valores de X=0, 0.6,
0.8 y 1.0. Tal como se puede observar en la imagen, la cáıda de potencial
en esta capa se debe en gran medida a las pérdidas de densidad de flujo
eléctrico impuestas en el estrato córneo, espećıficamente en la fronteraX=1
y en la cara inferior del estrato córneo, Z=1; una situación que esta contro-
lada al imponer valores de manera arbitraria de los siguientes parámetros
adimensionales, Ω y Π, dados por Ω=0.1 y Π=0.001. Esta figura es mues-
tra de los efectos generados en un problema acoplado. A pesar de que los
parámetros Ω y Π afectan directamente a la capa del estrato córneo, tam-
bién causan cáıdas de potencial eléctrico en la capa del gel, apreciándose
que son más pronunciadas cuando existe un mayor acercamiento hacia la
frontera de X =1.0. Otra situación a notar, es que las cáıdas del potencial
eléctrico en el gel son menores conforme nos aproximamos a Y =1. Esto
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Figura 4.2: Perfiles del potencial eléctrico del gel adimensional, ψ̃, como
función de la coordenada longitudinal, X, para diferentes valores de la
coordenada transversal, Y .

se debe a que en esta posición, el potencial siempre será el impuesto por
φ0, que en variables adimensionales es ψ̃ =1, valor que se preserva en este
punto de interés durante el tiempo de aplicación, tap.

Continuando con la distribución del potencial eléctrico, en la figura 4.2
se muestran nuevamente los perfiles adimensionales del potencial eléctrico
del gel para la etapa del calentamiento como función de la coordenada
longitudinal X, para seis valores diferentes de la coordenada transversal,
Y=0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 y 1.0, con los mismos valores para los parámetros
adimensionales αe y Ω de la Figura 4.1, mientras que Π=0.2. Para este
caso, se puede observar que la cáıda del potencial eléctrico en el gel, a
medida que se acerca al estrato córneo, se producen los valores más bajos
para cada perfil. Debido a que la magnitud del parámetro Π cambió de
manera drástica en comparación con la Figura 4.1, en esta nueva figura
se puede apreciar que los cambios más importantes ocurren a lo largo de
la coordenada transversal. Por otro lado, en las regiones cerca de la cara
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Figura 4.3: Perfiles del potencial eléctrico del estrato córneo adimensional,
ϕ̃, como función de la coordenada longitudinal, X, para diferentes valores
del parámetro adimensional, Π.

inferior del gel, la cual está en contacto con el estrato córneo, las variaciones
del potencial eléctrico son insignificantes en la dirección longitudinal, a
excepción cuando estamos muy cerca del final del estrato córneo,X=1.0; en
este caso, las variaciones son más sensibles, siendo estás más pronunciadas
en Y =0. Tal y como se comentó en la figura anterior, estás afectaciones
no suceden en Y =1, debido a que en ese punto esta impuesto el potencial
eléctrico, φ0.

Continuando con esta discusión, ahora se analiza el efecto del potencial
eléctrico en el estrato córneo. Para este fin, se muestra en la figura 4.3 los
perfiles adimensionales del potencial eléctrico del estrato córneo como fun-
ción de la coordenada adimensional longitudinal, X, para diferentes valores
del parámetro Π =0, 0.1, 0.2 y 0.3. Π =0 representa el caso cuando el estra-
to córneo es afectado únicamente por el parámetro Ω, y para esta situación,
el potencial eléctrico es más conservativo, observándose claramente que la
mayor afectación se da conforme existe un mayor acercamiento en X=1.
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Figura 4.4: Perfiles del potencial eléctrico del estrato córneo adimensional,
ϕ̃, como función de la coordenada longitudinal, X, para diferentes valores
del parámetro adimensional, Ω.

Para este mismo caso, de Π =0 en X =0, el potencial eéctrico es igual a
1, esto se debe a que no existe pérdida alguna de potencial en la cara infe-
rior del estrato córneo. Por lo tanto, la disminución del potencial eléctrico
decrece al aumentar los valores del parámetro Π, y estás cáıdas son aún
más importantes cuando existe un mayor acercamiento hacia X =1. Esto
ratifica lo mencionado en la figura 4.2, los efectos más importantes son a
lo largo de la dirección transversal. En conclusión, para un incremento en
los valores del parámetro Π, los decrementos en el potencial eléctrico del
estrato córneo se manifiestan directamente.

Para concluir con la discusión del potencial eléctrico, en la Figura 4.4
se muestran nuevamente la distribución del potencial eléctrico en el estrato
córneo como una función de la coordenada longitudinal X. Sin embargo,
para este caso, se asumen valores fijos de los parámetros adimensionales,
αe=0.05 y Π=0.2, y diferentes valores de Ω. Para Ω=0, se observa que no
existe afectación alguna en el potencial eléctrico, incluso en las regiones

~ cp 

~-n 
- - - n 
····· Q 

----- n 
-- n II 
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cercanas a X=1, tal y como ocurŕıa en las figuras 4.2 y 4.3. Esto se debe a
que el único efecto que sufre el potencial eléctrico para este caso, es debido
al generado por Π, y esto se puede apreciar de manera directa en la ecuación
(3.24). Por esta razón, el potencial en el estrato córneo se mantiene con un
valor de 0.8. Por otro lado, para un incremento en los valores de Ω, una
importante cáıda en el potencial es mostrada, y este comportamiento es
mayor en las regiones cercanas a X =1. A pesar de una cáıda importante
de potencial eléctrico en esta región, estos cambios son muy pqueños en
comparación con los generados a lo largo de la dirección transversal, tal y
como ya se ha comentado.

Debe notarse que en las últimas dos figuras, 4.3 y 4.4, el potencial
eléctrico del estrato córneo se gráfica únicamente como función de la coor-
denada longitudinal. Esto no significa que el potencial en esta capa dependa
solamente de X, como se muestra en la ecuación 3.24. Debido al análisis
realizado en la resolución para llegar a esta ecuación, se hace una inte-
gral transversal, dónde los efectos generados en la dirección transversal, la
coordenada Z, se ven reflejados por el parámetro Π.

A continuación, se presenta la discusión de los perfiles de temperatura
obtenidos por las soluciones asintóticas. Para este fin, y recordando que
la temperatura depende de manera directa de los potenciales eléctricos de
ambos medios, se asumen los siguientes valores para los parámetros adi-
mensionales del potencial eléctrico: αe=0,025, Ω=0,1 y Π=0,2. De igual
forma, todos los resultados obtenidos para estos perfiles de temperatura
son evaluados en X =0.5. Otra simplificación adicional para esta sección
de resultados, es que βg es representada por β; esta situación se debe prin-
cimalmente a la aplicación de análisis asintótico, donde βsc no es requerida.
Además, el color negro se utiliza para modelar la distribución de la tempe-
ratura en el gel, mientras que el color rojo para el estrato córneo.

En la figura 4.5, se muestran las etapas transitorias de los perfiles de
temperatura adimensional del gel y el estrato córneo, θ y ϑ, para la etapa
del calentamiento en función de las coordenadas transversal Y y Z. En
este caso, la figura muestra que la máxima diferencia de temperatura en-
tre el gel y el estrato córneo está apróximadamente en Y = Z =0.5. Para
valores crecientes del tiempo adimensional τ , la temperatura también se in-
crementa; esto se debe a la evolución temporal generada por el tiempo de
aplicación del pulso eléctrico, tap, que reescrito en variables adimensionales,
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Figura 4.5: Perfiles de temperatura del gel y del estrato córneo para la
etapa del calentamiento como funciones de la coordenada transversal Y y
Z, respectivamente, con β = 70 y diferentes valores de τ = 0,5, 0,7 y 0,9.

es cuando τ =1; en este tiempo, es cuando se alcanza la mayor temperatura
para ambos medios. En esta misma figura, se muestra claramente como el
gel alcanza sus valores máximos de temperatura dentro de la misma región
debido a la presencia del efecto Joule, mientras que un comportamiento
lineal decreciente en la temperatura del estrato córneo es mostrado; esto
debido a que en esta región y de acuerdo al análisis asintótico, no existe
influencia por parte del efecto Joule. En otras palabras, para estos ĺımites
asintóticos, el efecto Joule ejerce un papel importante en la temperatura
del gel pero no sobre el estrato córneo, y de la misma manera, la tempe-
ratura mı́nima que ocurre en el sistema se presenta en Y=1, debido a la
condición impuesta en la cara inferior del estrato córneo, representada por
el parámetro adimensional Λ, que representa el flujo de calor transferido
hacia la región de la epidermis.

La Fig. 4.6 muestra la variación de la temperatura adimensional para
la etapa del enfriamiento como función de las coordenadas adimensionales
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Figura 4.6: Perfiles de temperatura adimensionales del gel y el estrato
córneo para la etapa del enfriamiento en función de la coordenada trans-
versal Y y Z, respectivamente, con β = 70, para diferentes valores de τ =
1, 3, 4 y 5.

Y y Z, para el gel y el estrato córneo, respectivamente, con cuatro valores
diferentes del tiempo adimensional τ , es decir, τ=1.0, 3.0, 4.0 y 5.0. Esta
figura muestra el desarrollo de los perfiles de temperatura para el etapas
transitorias del gel y el estrato córneo. En todos los casos, la temperatura
está siempre disminuyendo para valores crecientes del tiempo adimensional.
Esto se debe a que en el tiempo adimensional, τ=1, se alcanza la máxima
temperatura para ambos medios, y en este mimso tiempo, el pulso eléctrico
es interrumpido, ocasionando un colapso ligero y gradual en los perfiles de
temperatura conforme aumenta τ . Además, en esta figura se aprecia un
efecto particular en las distribuciones de temperatura del gel, en Y =1;
existe una ligera cáıda de la temperatura. Esto se debe a que en ese punto
está trabajando la condición de frontera convectiva, representada por el
número de Biot, Bi. Sin embargo, para este mismo efecto, existe una mayor
afectación en los perfiles de temperatura para valores superiores a τ=1; esto
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Figura 4.7: Perfiles de temperatura adimensionales del estrato córneo para
la etapa del enfriamiento como función de la coordenada transversal Z con
β = 70, para diferentes valores de τ = 101, 201 y 301.

se debe a que nos encontramos en la etapa del enfriamiento, lo que hace
más susceptible este efecto.

La figura 4.7 presenta la distribución de temperatura adimensional del
estrato córneo para la etapa del enfriamiento como una función de la coor-
denada transversal, Z, para tres valores diferentes del tiempo adimensional,
τ= 101, 201 y 301. Esta imagen representa la continuación de la Figura 4.6,
con la diferencia que no se esta graficando la temperatura del gel; esto se
debe a que únicamente estamos interesados en el daño térmico que se puede
ocasionar en el estrato córneo. Como se puede apreciar, para un incremento
en los valores de τ , los perfiles de la temperatura siguien decreciendo, tal y
como se analizó anteriormente. τ=301, representa el caso donde se va acer-
cando a la temperatura de equilibrio. Por ejemplo, en variables f́ısicas, para
una etapa de calentamiento en donde el campo eléctrico es aplicado con
una duración de tap=0.1 segundos, se requiere la interrupcion de este pulso
por aproximadamente 30 segundos para alcanzar la condición de equilibrio.
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Figura 4.8: Perfiles de temperatura adimensionales del gel y el estrato
córneo como función de las coordenadas transversales Y y Z, respecti-
vamente, con β = 35, para diferentes valores de τ = 1, 3, 4 y 5.

De igual forma, hay que resaltar el comportamiento lineal en los perfiles de
temperatura para los diferentes valores del tiempo adimensional, situación
que prevalece en toda la etapa del enfriamiento.

La Fig. 4.8 muestra las variaciones de la temperatura adimensional
para la etapa del enfriamiento en función de las coordenadas transversales
adimensionales Y y Z, para el gel y el estrato córneo con cuatro valores
diferentes del tiempo adimensional τ , es decir, τ=1.0, 3.0, 4.0 y 5.0, y con
β=35. Por lo tanto, la única diferencia con la Figura 4.6 es el valor de β.
Comparando solamente con esta figura anterior, la temperatura aumenta
drásticamente en ambos medios para todos los tiempos adimensionales, lo
que es causado por el decremento del parámetro β. La justificación para
esta situación recae en la definición de este parámetro, que representa en
un aumento en el tiempo de aplicación tap del pulso eléctrico. Al igual que
en la figura 4.6, se muestra el desarrollo de los perfiles de temperatura para
diferentes etapas transitorias de ambos medios. En todos los casos, existe
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Figura 4.9: Perfiles de temperatura adimensionales del estrato córneo para
la etapa del enfriamiento como función de la coordenada transversal Z con
β = 35, para diferentes valores de τ = 101, 201 y 301.

un decremento en la distribución de temperatura al aumentar el valor del
parámetro adimensional τ .

Los perfiles de temperatura adimensional para el estrato córneo, ϑ, co-
mo una función de la coordenada transversal, Z, son representados en la
figura 4.9 para las etapas finales dentro del proceso de enfriamiento. Es-
tas distribuciones representan la continuación de la figura 4.8, donde se
puede apreciar nuevamente, que no se esta graficando la temperatura del
gel; esto se debe a que únicamente estamos interesados en el daño térmico
que se puede ocasionar en la piel. De igual forma se puede observar, para
un incremento en los valores de τ , los perfiles de la temperatura decrecen.
A diferencia del caso anterior, al hacer uso de un pulso eléctrico con una
duración de tap=0.2 segundos, se necesita interrumpir el potencial eléctrico
por 60 segundos para llegar aproximadamente a la temperatura de equili-
brio; esta situación representa el caso donde τ =301. Esta figura junto con
la figura 4.7 representan resultados muy interesantes y sobre todo, muy
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Figura 4.10: Perfiles de temperatura adimensionales del gel y el estrato
córneo como función de las coordenadas transversales Y y Z, con τ = 0.9,
y tres valores diferentes del número de Biot, Bi=0,04, 0,06 y 0,08.

importantes para el uso de la electroporación de piel. La razón es muy
sencilla, esto representa un protocolo al tiempo que se debe esperar para
aplicar un segundo pulso eléctrico una vez que ya fue aplicado el primero;
con la finalidad de evitar daños irreversibles en la piel a la hora de usar
esta técnica.

La figura 4.10 muestra la temperatura adimensional del gel y el estrato
córneo para la etapa del calentamiento como función de las coordenadas
transversales Y y Z, con diferentes valores del número de Biot, Bi=0.04,
0.06 y 0.08. En este caso, sólo se muestra la influencia del número de Biot,
Bi, que establece la importancia del ambiente convectivo. A medida que el
parámetro Bi aumenta, las temperaturas adimensionales para ambas capas
disminuyen ligeramente, lo que significa, entre otros efectos, una mayor
disipación de calor a través de la cara superior del gel, y en consecuencia, la
temperatura del estrato córneo también disminuye; esto es un claro ejemplo
de un problema acoplado, a pesar de que la condición de frontera convectiva

0 
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Figura 4.11: Perfiles de temperatura adimensionales para la etapa del en-
friamiento como función de las coordenadas transversales Y y Z con τ =
150 y para tres valores diferentes del número de Biot, Bi = 0,04, 0,05 y
0,06.

se aplica en la cara superior del gel, afecta de igual medida al estrato
córneo. Sin embargo, el estrato córneo no sólo está siendo afectado por
esta condición, ya que en la cara inferior del mismo medio, existe otra
condición que produce la disipación de calor hacia las capas inferiores de
la piel.

En la figura 4.11, se muestra la temperatura adimensional del gel y el
estrato córneo para la etapa del enfriamiento como función de las coor-
denadas transversales Y y Z, para tres valores diferentes del número de
Biot, Bi=0,04, 0,05 y 0,06. A medida que el parámetro Bi aumenta, am-
bas temperaturas adimensionales disminuyen drásticamente; esto de debe
porque la duración del proceso de enfriamiento se encuentra en una etapa
intermedia (τ=150), lo que indica una mayor disipación de calor a través
de la cara superior del gel. Estos resultados son la continuación de la fi-
gura 4.10, y un punto muy importante a observar, es que las cáıdas de la
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Figura 4.12: Perfiles de temperatura adimensionales del gel y el estrato
córneo para la etapa del enfriamiento como función de las coordenadas
transversals Y y Z, con τ = 100, para diferentes valores de parámetro Λ,
Λ =0.05, 0.1 y 0.15.

temperatura son más pronunciadas en la etapa del enfriamiento que en la
etapa del calentamiento.

Continuando con los distintos efectos que pueden generar los paráme-
tros adimensionales en los perfiles de temperatura, la figura 4.12 muestra
la distribución de temperatura para ambos medios en la etapa del enfrie-
mineto, τ=100, para tres valores de Λ, es decir, Λ =0.05, 0.1 y 0.15. Este
párametro representa un flujo de calor hacia las capas inferiores de la piel,
en este caso, hacia la epidermis, lo que significa, que para un incremento
en los valores de este parámetro, los perfiles de la temperatura para ambos
medios decrece, resultando en un aumento en la disipación de calor a través
de la cara inferior del estrato córneo. En esta figura, se observa que para
valores superiores a Λ =0.05, la mayor temperatura en el gel, no se en-
cuentra en Y=0.5, sino más bien se encuentra aproximadamente en Y =1;
a pesar de que en este punto existe una condición de frontera convectiva,
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Figura 4.13: Perfiles de temperatura adimensionales del gel y el estrato
córneo para la etapa inicial del enfriamiento en función de las coordenadas
transversales Y y Z, con τ = 1 y τ = 4, y tres valores diferentes de γ =
2×108, 2.5×108 y 3×108.

dada por el número de Biot, Bi.

En la Figura 4.13, se presenta la distribución de los perfiles de tem-
peratura adimensionales para ambos medios para las etapas iniciales del
calentamiento en función de las coordenadas transversal Y y Z, para di-
ferentes valores del parámetro adimensional γ, con γ= 2× 108, 2.5×108 y
3 × 108. Como se puede ver en estos resultados, cada vez que el valor de
γ aumenta, hay un incremento considerable en los perfiles de temperatura
de ambas capas. Esto se debe a que la relación de resistividad eléctrica
disminuye debido al incremento en la conductividad eléctrica del gel, y por
esta razón, hay un incremento en la temperatura. En esta misma figura,
se puede apreciar que para valores crecientes del tiempo adimensional τ ,
la temperatura asume valores más bajos; esto es resultado de estar en la
etapa del enfriamiento.

Finalmente, la Figura 4.14 muestra los perfiles de la temperatura adi-
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Figura 4.14: Perfiles de temperatura adimensional del gel para la etapa
inicial del enfriamiento en función de la coordenada transversal Y , con γ =
6×108, en τ = 1 y τ = 10, y tres valores diferentes de β, es decir, β = 70,
140 y 210.

mensional del gel en función de la coordenada transversal Y , para tres
valores diferentes de parámetro adimensional β, es decir, β=70, 140 y 210.
A medida que el parámetro β aumenta, los perfiles de temperatura adi-
mensional se reducen en el gel, lo que significa que disminuye el tiempo de
aplicación del pulso eléctrico. A partir de las dos últimas gráficas, pode-
mos apreciar que para valores crecientes de γ, podemos tener considerables
incrementos de temperatura; sin embargo, estos incrementos pueden ser
controlados asumiendo valores más grandes de β. De esta manera, pode-
mos evitar daño térmico irreversible en la piel cada vez que se haga uso de
esta técnica.

En todas las figuras presentadas hasta el momento en este caṕıtulo, po-
demos observar los resultados asociados con las etapas de calentamiento y
enfriamiento de la piel, y como era de esperar, podemos apreciar la simili-
tud con los trabajos reportados por diferentes autores, [9, 33, 21, 17]. Esto
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se debe a la importancia del tiempo de aplicación del pulso eléctrico, para
evitar daños permanentes, aśı como el tiempo necesario para que la piel se
enfŕıe para proporcionar un nuevo pulso, y aśı empezar a generar cambios
en la permeabilidad de la piel para los diferentes tratamientos asociados a
la electromigración. Sin embargo, debe aclararse que este trabajo es una
nueva idea que aborda el fenómeno de la electroporación de piel de manera
anaĺıtica, mostrando las virtudes de un problema doblemente conjugado.
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4.2. Validación numérica

A continuación, se presentan los resultados conseguidos a partir del
método de los elementos finitos que fue obtenido con ayuda de FreeFem++.
Estos resultados corresponden a la distribución de temperatura del gel y el
estrato córneo para la etapa del calentamiento, es decir, 0 ≤ τ ≤ 1. Para
ilustrar de mejor forma estos resultados, seguimos usando al color negro
para ilustrar a la temperatura del gel, mientras que el color rojo para el
estrato córneo. Adicionalmente se considera a las ĺıneas continuas para re-
presentar los resultados numéricos, mientras que las ĺıneas discontinuas,
los resultados anaĺıticos. Debido a que la temperatura depende del poten-
cial eléctrico, se vuelve a asumir los siguientes valores para los parámetros
adimensionales del potencial eléctrico: αe=0.025, Ω=0.1 y Π=0.2. De igual
forma, todos los resultados obtenidos para estos perfiles de temperatura
son evaluados en X =0.5.
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Figura 4.15: Perfiles asintóticos y numéricos de la distribución de tempe-
ratura adimensional del gel y el estrato córneo como función de las coor-
denadas transversales, Y y Z, en τ=1.

La figura 4.15 muestra la comparación entre los resultados asintóticos
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raturaparaambosmediosdebidoaqueesenestetiempoescuandose
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numéricossonmuyparecidosalosanaĺıticos,existiendounanotabledife-
renciaentrelosperfilesquemodelanlatemperaturadelgel,contrarioalo
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1 J 
r--- ---- ------------------- ----ro 

1 

1 

s==------

V 
Á 

'O 

g 

___ , 0 
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Figura 4.17: Perfiles asintóticos y numéricos de la temperatura adimensio-
nal del gel y el estrato córneo como función de las coordenadas tranversales
Y y Z, en τ =0.9, para diferentes valores del número de Biot, Bi.

La figura 4.16 representa una comparación directa entre los resultados
numéricos obtenidos con ayuda de FreeFem++ y los resultados anaĺıticos
mostrados en la figura 4.5. Tal y como se puede apreciar, las diferencias
entre los perfiles de temperatura para ambos medios en los diferentes va-
lores de τ son muy pequeñas; esto se debe a las escalas manejadas en esta
gráfica. A pesar de que los perfiles asintóticos y numéricos de la tempera-
tura del estrato córneo se muestran encimados, esto no sucede realmente.
Lo que verdaderamente ocurre es que el perfil de temperatura asintótico
está ligeramente por encima del numérico; como se puede ver en la figura
4.15. Se puede concluir de esta gráfica, que los resultados numéricos son
suficientes para la obtención de la distribución de la temperatura en todo
el proceso transitorio para la etapa del calentamiento.

Continuando con la validación numérica, se presenta la figura 4.17.
Esta figura representa la comparación entre los resultados anaĺıticos y los
resultados numéricos de la distribución de temperatura como función de las
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Figura 4.18: Perfiles asintóticos y numéricos de la temperatura adimensio-
nal del gel y el estrato córneo para diferentes valores de γ.

coordenadas transversales, Y y Z, para diferentes valores del número de
Biot, es decir, Bi=0.04, 0.06 y 0.08, y τ =0.9. Esta gráfica es muy parecida
a la figura 4.15; sin embargo, con τ =0.9, razón por la cual, los valores de la
temperatura son menores en ambos medios cuando Bi=0.04. Al igual que lo
sucedido en la figura 4.10, ocurre para los resultados numéricos, conforme
incrementa el valor del parámetro adimensional Bi, existe un decremento
en los perfiles de la temperatura para el gel y el estrato córneo. En esta
figura sigue prevaleciendo las bondades de las aproximaciones asintóticas
y la importancia de los métodos numéricos.

La figura 4.18 muestra la comparación entre los resultados anaĺıticos
y numéricos de la distribución de temperatura para ambos medios como
función de las coordenadas transversales, Y y Z, para diferentes valores de
γ, es decir, γ =2×108, 2.5×108 y 3×108. Estos resultados son un reflejo
de lo que ha ocurrido en las últimas tres gráficas de esta sección, los re-
sultados numéricos son muy parecidos a los asintóticos para cada una de
las curvas. Estas curvas corroboran lo que esta mostrado en la figura 4.13;
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Figura 4.19: Perfiles asintóticos y numéricos de la temperatura adimensio-
nal del gel como función de la coordenada transversal Y , para diferentes
valores de βg.

para un incremento en los valores del parámetro adimensional γ, existen
incrementos considerables en los perfiles de la temperatura para el gel y el
estrato córneo.

Mediante la figura 4.19, se presentan los perfiles de temperatura adi-
mensional del gel como función de la coordenada transversal Y , para dife-
rentes valores de β, con γ = 6×108. γ = 6×108 representa la continuación
de lo observado en la figura anterior, causando un incremento aún mayor
en la temperatura del gel. Debido a que existe un incremento considerable
en la temperatura de este medio, habrá en consecuencia en la misma me-
dida un incremento en la temperatura del estrato córneo, propiciando un
posible daño térmico irreversible. Por ello, se necesita una disminución en
el tiempo de aplicación del campo eléctrico; razón por la que se requiere
un aumento en el parámetro adimensional βg, con la finalidad de dismi-
nuir la temperatura del gel, y por ende, la de la piel. Tomando en cuenta
los comentarios anteriores, se visualiza que las soluciones numéricas siguen
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Figura 4.20: Perfiles asintóticos y numéricos de la temperatura adimensio-
nal del gel como función de la coordenada transversal Y , para γ=6.7x10−5

y βg=210.

siendo muy similares a las soluciones anaĺıticas para este efecto.

La figura 4.20 muestra la distribución de los perfiles anaĺıticos y numéri-
cos de la temperatura adimensional del gel como función de la coordenada
transversal Y , y representa un zoom para el último caso presentado en la
figura 4.19, donde γ=6.7x10−5 y βg=210. Como se observa en estos resul-
tados, el perfil de la solución aisntótica muestra una trayectoria diferente
a la mostrada en la solución numérica, incluso si comparamos esta misma
distribución con respecto a la mostrada en la figura 4.15, se ven totalmente
diferentes. La razón se debe a que la solución anaĺıtica fue obtenida median-
te aproximaciones asintóticas. Estas aproximaciones se vieron reflejadas en
la cancelación de algunos términos que aparecian involucrados en las ecua-
ciones que gobiernan el fenómeno, aśı como el uso de técnicas anaĺıticas
para la resolución de estas mismas ecuaciones; una de estas técnicas pro-
picio el uso de la ecuación, αn = Bi/tanαn. Esta ecuación trascendental
representa la obtención de los eigenvalores αn para un valor del número de
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Figura 4.21: Perfiles numéricos de la concentración adimensional como fun-
ción de la coordenada transversal Z, para diferentes valores de ᾱ.

Biot dado, lo que significa, que para diferentes valores del número de Biot,
los eigenvalores tienen que volver a calcularse. Esta situación nos obligó
a realizar un código numérico con al menos seis décimales significativos
para la obtención de cada eigenvalor, de lo contrario existe inestabilidad
en nuestro problema y por ende, resultados que no muestran la f́ısica del
problema. Tomando en cuenta las ĺıneas anteriores, para valores diferentes
a los planteados en la tabla 2.2, las soluciones anaĺıticas tienden a mostrar
estos efectos que se ven en la figura, sin embargo, los resultados numéri-
cos no sufren estas afectaciones, lo que hace a la solución numérica, una
muy buena opción para representar a la electroporación de piel tomando
en cuanta cualquier consideración.

Para concluir con esta sección de resultados, se presenta la figura 4.21.
En esta gráfica se observa los perfiles de la concentración adimensional
como función de la coordenada transversal Z, para diferentes valores del
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parámetro adimensional ᾱ, es decir; ᾱ=0, 0.06, 0.07 y 0.08. Estos resultados
fueron obtenidos mediante la resolución numérica de la ecuación (2.59);
ecuación que representa la electromigración del soluto a través del estrato
córneo como respuesta de la aplicación de un pulso eléctrico, esto es, la
cantidad de concentración que entra durante el tiempo de aplicación, tap.
En los perfiles se aprecia que la concentración en Z =0 siempre es igual a
1, esto significa que estamos suponiendo un reservorio ilimitado de soluto
dentro de la capa del gel, que en todo momento estará a disposición para el
suministro de la droga hacia la piel. Otra situación importante a observar,
es que la penetración del soluto no se da en toda la región, sólo se da hasta
Z =0.3 aproximadamente, después de ese punto, la concentración es cero;
esto significa que un pulso no es suficiente para atravesar por completo
al estrato córneo, y por ende, no se llega a las capas inferiores de la piel,
concluyendo con esto, la necesitad de una serie de pulsos para cumplir
este cometido. Tomando en cuenta estos comentarios, esta figura no busca
entender el tipo de soluto que debe de entrar, ni la cantidad de pulsos
necesarios para llegar a las capas inferiores de la piel, sino más bien, tiene
como finalidad, apreciar los cambios en la concentración debido a cambios
en la porosidad o permeabilidad del estrato córneo debido al incremento
de temperatura en este medio a causa del efecto Joule. Estos cambios son
representados mediante el parámetro adimensional, ᾱ. ᾱ=0 representa el
caso donde no existe cambio alguno en el medio a pesar del incremento
de la temperatura, y en esta gráfica se ve representado por la ĺınea en
color negro. Posterirmente, se presentan los perfiles de la concentración
a diferentes valores de ᾱ, mostrando claramente que están por encima del
caso ᾱ=0. Esto significa que al incrementar el valor del parámetro ᾱ, habrá
una mayor penetración del soluto a través del estrato córneo, tal y como
se menciona en toda la literatura relacionada a la electroporación, donde
citan que los cambios en la porosidad del medio, promueve un incremento
en la permeabilidad del estrato córneo y por ende, un mejor transporte
de la droga para un tratamiento éxitoso de la electroporación reversible o
irreversible. Sin embargo, es importante mencionar de que a pesar de que
todos los autores hab́ıan mencionado que el incremento de la porosidad
aumenta el transporte de soluto, este es el primer trabajo que lo demuestra
claramente con los resultados anteriores.





Caṕıtulo 5

Conclusiones

En el presente trabajo, hemos desarrollado un análisis teórico de un pro-
blema doblemente conjugado entre una fina capa de gel y el estrato córneo
para evaluar el potencial eléctrico y los campos de temperatura para ambos
medios. Para los valores asignados de los parámetros adimensionales, iden-
tificamos que el potencial eléctrico en el estrato córneo se comporta como
un régimen eléctricamente delgado, mientras que el potencial eléctrico del
gel está dominado por un régimen eléctricamente grueso. Desde el punto de
vista térmico, caracterizamos a este problema mediante el régimen térmica-
mente grueso. Por otro lado, para los ĺımites asintóticos presentados aqúı,
las soluciones reportan una fuerte presencia del efecto Joule para el gel,
mientras que este efecto en el estrato córneo está ausente, en una primera
aproximación. Los resultados presentes pueden ser muy útiles para aquellas
aplicaciones en las que se utiliza la electroporación en la piel humana. Por
esta razón y visto como un trabajo a futuro, las soluciones presentadas en
este trabajo seŕıan indispensables para el análisis de la difusión masiva de
micromedicamentos a través de todas las capas de la piel.

El punto anterior es especialmente importante si se tiene en cuenta
que los tiempos cŕıticos de aplicación de los pulsos eléctricos, aśı como la
intensidad de los voltajes aplicados pueden afectar gravemente al funcio-
namiento de la difusión de los medicamentos, ya que la velocidad de cómo
afectan a las capas de la piel interna depende muy sensiblemente de los
campos de potenciales eléctricos y de las temperaturas en ambos medios.
En este sentido y basándonos en nuestros resultados, consideramos que los
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tiempos muy cortos de aplicación del pulso eléctrico aśı como el uso de vol-
tajes externos moderados son una excelente opción para iniciar un futuro
modelo de difusión de especies qúımicas con fines terapéuticos. Demostra-
mos que para lograr el equilibrio termodinámico, la etapa de enfriamiento
debe tener una duración mucho mayor que la etapa de calentamiento, de tal
manera que impida la acumulación de enerǵıa térmica en el estrato córneo
y aśı evitar la formación de posibles daños en la piel.

Con los resultados anteriores, ahora podemos entender mejor la in-
fluencia simultánea de los campos eléctricos y de temperatura para esta
interacción doblemente conjugada entre el gel y el estrato córneo. Además,
esta información puede ser muy útil para determinar los mecanismos de
transporte asociados a la electroporación de algunas sustancias y drogas
necesarias para la el tratamiento de diferentes dolencias y enfermedades de
la misma piel. De esta manera, la formulación doblemente conjugada revela
lo necesario para seleccionar tratamientos médicos particulares, a través de
la electroporación, para cada paciente, seleccionando los valores óptimos
para los tiempos de aplicación, la intensidad del escalón, los parámetros de
convección selectiva, los diferentes tipos de estrato córneo y de gel caracte-
rizados por los parámetros adimensionales conjugados identificados en este
estudio, etc. Por lo tanto, creemos que nuestra metodoloǵıa puede servirnos
para explorar y comprender, en el futuro inmediato, la electromigración de
algunos componentes qúımicos a través de la piel. Hasta donde sabemos,
no existen trabajos que se hayan centrado en este problema, utilizando esta
metodoloǵıa teórica.

Por último, la conexión del presente análisis con problemas del mundo
real o situaciones prácticas puede ilustrarse a partir de las estimaciones
evaluadas aqúı para los perfiles de temperatura: la dependencia multipa-
ramétrica de todos los parámetros adimensionales involucrados y presenta-
dos en las figuras 4.5 a 4.20 para predecir las distribuciones de temperatura,
nos sirve para alertar a la comunidad médica dedicada al uso de esos méto-
dos terapéuticos asociados con la técnica de electroporación, que hay una
gran sensibilidad e impacto en la piel humana para aumentar la tempera-
tura en el estrato córneo si no se tiene cuidado en el manejo de los paráme-
tros adimensionales; parámetros que, por cierto, muchos de ellos, pueden
ser controlados bajo condiciones de funcionamiento de manera muy cuida-
dosa. El impacto directo con el uso de estas metodoloǵıas es que en caso
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de no tomar las precauciones adecuadas, se pueden inducir daños severos
que afectan irreversiblemente la integridad de la piel, y en consecuencia,
generar trastornos que el paciente no tiene.
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