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INTRODUCCION

Histéricamente, el morfismo de Frobenius ha sido ampliamente utilizado para estudiar singularidades en
caracteristica prima. En 1969, Ernst Kunz demostré que un anillo Noetheriano de caracteristica prima es
regular si y sélo si es reducido y el morfismo de Frobenius es plano [Kun69]. Adicionalmente, Kunz noté que,
dado un anillo local (R, m, k), la funcién

N — N
e— A (R/m[pe]) ,

donde m!”*] denota la p°-ésima potencia de Frobenius de m y A (R/m[peg denota la longitud de R/mlF,

se puede usar para estudiar la regularidad de R [Kun69]. Como consecuencia, se empezd a estudiar el com-
portamiento cuando ¢ — oo de esta funcidén. En 1983, Paul Monsky demostré el siguiente teorema:

Teorema 1.0.1 ([Mon83]). Sea (R,m,k) un anillo Noetheriano local de caracteristica prima p. Sea d la
dimension del anillo. Sean M un R-mddulo finitamente generado e I un ideal m-primario. Entonces el limite

A (M/I[P“lM)
enx(L,M) = lim —— /.

e—o0 plfd
existe.

Al limite egg(m,R) se le llama la multiplicidad de Hilbert-Kunz de R y lo denotamos por egg(R).
La multiplicidad de Hilbert-Kunz de un anillo R es un invariante de especial interés dado que nos da una
forma de medir qué tan lejos estad el anillo de ser regular. En particular, tenemos el siguiente teorema de
Watanabe-Yoshida:

Teorema 1.0.2 ([WY00]). Sea (R,m,K) un anillo Noetheriano local formalmente no mezclado de carac-
teristica prima p. Entonces, egg(R) =1 si y sélo si R es regular.

Otros invariantes importantes en caracteristica prima son los F-umbrales, los cuales se obtienen compa-
rando las potencias usuales de un ideal con las potencias de Frobenius. Los F-umbrales fueron inicialmente
introducidos para anillos regulares por Mircea Mustatd, Shunsuke Takagi y Kei-ichi Watanabe [MTWO05].
Dado un anillo Noetheriano de caracteristica prima p y dados dos ideales a,] de R tales que a C /], el
F-umbral de a con respecto a | estd dado por

]
d(a) = lim va(p")
e—r00 pe



donde

vi(p°) = max{t e N | a' Z J}.
La existencia de este limite en el caso de un anillo Noetheriano fue demostrada por Alessandro De Stefani,
Luis Ndfiez-Betancourt y Felipe Pérez [DSNBP18].

Bajo ciertas condiciones, los F-umbrales de un ideal I estan relacionados con ciertos ideales conocidos
como ideales de prueba y denotados por T(I*) donde & € R>o [BMS08]. La definicién de los ideales de
prueba se puede extender a una sucesién de ideales I, ..., I;. Los ideales que obtenemos se conocen como
ideales de prueba mixtos y dependen de un valor & = (ayq,...,a¢) € ]Rt>0. Motivados por la relacién entre los
F-umbrales y los ideales de prueba, podemos dar una extensién del concepto de los F-umbrales para sucesiones
de ideales. El siguiente resultado fue obtenido por la autora en colaboracién con Wagner Badilla-Céspedes y
Luis Nufnez-Betancourt.

Teorema 1.0.3 ([BCNBRV19]). Sea R un anillo Noetheriano local de caracteristicap > 0. Seal =1, ...., Iy

una sucesién de ideales, y sea | C R un ideal tal que I, ..., Iy C \/]. Entonces, si

Vi(p*) = {(ar, .oar) € N' | TP - I g TIP3,
el limite

VI (pe
Voli(I) = lim M

e pet

existe. Llamaremos a Volé (I) el F-volumen de I con respecto a |.

Por otro lado, podemos relacionar los F-umbrales con la multiplicidad de Hilbert-Kunz. En 2018, Luis
Nifiez-Betancourt e llya Smirnov demostraron la siguiente desigualdad:

Teorema 1.0.4 ([NBS20]). Sea (R,m,k) un anillo Noetheriano local de caracteristica p > 0. Sean fi, ..., fi
parte de un sistema de parametros de R, I = (f1, ..., f;), ] un ideal m-primario, y R = R/I, entonces

)y
L

Andlogamente, podemos relacionar los F-volimenes con esta multiplicidad. En colaboracién con Luis
Nufrez-Betancourt y Wagner Badilla-Céspedes, demostramos el siguiente resultado.

enk(J) < enx (JR)

Teorema 1.0.5 ([BCNBRV19]). Sea R un anillo Noetheriano local de caracteristicap > 0. Sean f = fi,...., fi
parte de un sistema de parametros de R, I = (f) y R = R/I. Entonces,

enk(J,R) < enk (JR,R) VOlé(f)‘

Dedicaremos el capitulo 2 de esta tesis a estudiar otro invariante conocido como la multiplicidad de Hilbert-
Samuel. En particular, daremos una demostracién de su existencia. Asimismo, hablaremos sobre algunas de
sus propiedades que nos seran de utilidad para estudiar la multiplicidad de Hilbert-Kunz.

En el capitulo 3, nos concentraremos en estudiar la multiplicidad de Hilbert-Kunz. Iniciaremos dando una
demostracién de la existencia de este invariante en el caso en que el ideal es el ideal maximal. Adicional-
mente, presentaremos una demostracién de la existencia de otro invariante conocido como la F-signatura.
Posteriormente, estudiaremos algunas propiedades basicas de la multiplicidad de Hilbert-Kunz. Terminaremos
este capitulo dando una demostracién del Teorema 1.0.2.

En el capitulo 4, estudiaremos los F-umbrales y los ideales de prueba. Empezaremos dando una demostra-
cién de la existencia de los F-umbrales para anillos Noetherianos. Posteriormente, hablaremos sobre los ideales
de prueba y veremos cémo se relacionan con los F-umbrales. Asimismo, estudiaremos cémo se relacionan los
F-umbrales con la multiplicidad de Hilbert-Kunz. Terminaremos este capitulo estudiando los ideales de prueba
mixtos.



Dedicaremos el capitulo 5 a estudiar los F-volimenes. Presentaremos resultados originales obtenidos en
colaboracién con Wagner Badilla-Céspedes y Luis Nufiez-Betancourt. En la primera parte de este capitulo,
demostraremos el Teorema 1.0.3. Tras estudiar algunas propiedades bdasicas de los F-volimenes, nos con-
centraremos en el caso F-puro. En particular, veremos que, en este caso, el F-volumen es la medida de un
conjunto en un espacio real. Adicionalmente, demostraremos que los F-volimenes detectan intersecciones
completas F-puras. Finalmente, daremos una demostracién del Teorema 1.0.4.

1.1 NOTACION

A lo largo de esta tesis, IN denota a los enteros no negativos. Si M es un mdédulo sobre un anillo R,
AR(M) denota la longitud de M y ur(M) denota el minimo nimero de generadores de M. Si el anillo es
claro del contexto, escribiremos A(M) y pt(M) respectivamente.

Usualmente denotamos a un anillo local por (R, m, K) donde m es el ideal maximal de R y K es el campo
residual de R. Consideraremos que los anillos graduados son IN-graduados y los médulos graduados son Z-
graduados. Si R es un anillo graduado, R™ denota al ideal @;~1 R. Si M es un médulo graduado y t € IN,
M(t) denota el médulo graduado tal que M(t), = Myt



MULTIPLICIDAD DE HILBERT-SAMUEL

El objetivo de este capitulo es estudiar la multiplicidad de Hilbert-Samuel. El contenido de este capitulo
es material clasico y se puede encontrar en los libros de Eisenbud y Matsumura [Eis95; Mat89].

Definicién 2.0.1. Sean (R,m,K) un anillo Noetheriano local, M un R-médulo finitamente generado e I
un ideal de colongitud finita en M. Definimos la multiplicidad de Hilbert-Samuel de I en M, denotada por
e(I, M), como
AA(M/I"M
e(I, M) = lim ¥
n—oo n

donde d = dim(R). Definimos la multiplicidad de Hilbert-Samuel de M, denotada por e(M), como
e(M) = e(m, M).

Para que esta definicién tenga sentido, necesitamos demostrar que el limite en cuestidn existe. Notemos

d
que si g(n) = ¥ amn' € Q[n] es tal que g(n) = A(M/I"M) para n > 0, entonces
=0

| n |
lim dIA(M/I"M) lim dlg(n)

=dla,.
n—co nd n—00 nd d

Asi, para ver que el limite existe es suficiente probar que g(n) = A(M/I"M) para n > 0 para algtn

d
¢(n) = ¥ am' € Q[n]. Con este propésito, definimos la funcién Hypr: N — Z por
t=0

Hym(n) = A (I"M/I"“M) .

Dado que I es un ideal de colongitud finita en M, M/IM tiene longitud finita. Luego, R/ Ann(M/IM)
es Artiniano y, ya que v/Ann(M/IM) = /I + Ann(M), deducimos que R/(Ann(M) + I) es Artiniano.
M3s adn, para cada n € IN, I"M/I""' M es finitamente generado como R/(Ann(M) + I)-médulo. Como
consecuencia, I"M/I"*1 M tiene longitud finita para cada n € IN. Por lo tanto, Hj pr esta bien definido.

Si R es un anillo N-graduado y M en un R-modulo Z-graduado tal que Ag, (My) es finito para todo
n € IN, definimos

H$j(n) = Ag,(Mp).

d—1
Queremos demostrar que Hjp(n) = g(n) para n > 0 para algiin g(n) = Y an' € Q[n]. Primero
=0

demostraremos el siguiente lema:



Lema 2.0.2. Si H : N — Z cumple que existe f € Q[n] tal que H(n +1) — H(n) = f(n) para n
suficientemente grande, entonces existe § € Q[n] tal que H(n) = g(n) para n suficientemente grande.
Ademds, tenemos que deg(g) = deg(f) + 1.

Demostracién. Sea ny € N tal que H(n+1) — H(n) = f(n) para todo n > ng. Entonces,

n—ng—1
H(n) = H(no) + ZO f(no+1)
n—ng—1

para todo 1 > ng. Luego, es suficiente ver que Y.  f(no+t) € Q[n] y que
t=0

n—ng—1
deg( ;) f(no—i-t)) =deg(f) + 1.

Notemos que si Fi(n) = (}) para todo n € N, entonces Fr € Q[n] y deg(F,) = k. Asi, si d = deg(f),
f(ng+ n) se puede escribir como

d
f(no+n) =Y agFe(n)
k=0

n—ng—1
para algunos a; € Q. Como consecuencia, es suficiente demostrar que Y, Fi(t) € Q[n] y que
t=0

deg (”ﬁl Fk(t)> =k+1.

t=0
Tenemos que
n—np—1 n—np—1 t n—ng
t;) Fe(t) = t;) (k) = (k+1> = Fepa(n —ng).
Asi, existe ¢ € Q[n] tal que H(n) = g(n) para n suficientemente grande, a saber,

n—ng—1
g(n)=H(no)+ ) flno+t).
=0
Ademds, obtenemos que deg(g) = deg(f) + 1. O

Ahora podemos demostrar que Hy ps se comporta como un polinomio para valores suficientemente grandes
de n.

Proposicién 2.0.3. Sea (R, m,K) un anillo Noetheriano local, M un R-mdédulo finitamente generado e I un
ideal de colongitud finita en M. Entonces existe f 1 € Q[n] de grado estrictamente menor que el nimero
de generadores de I tal que Hy p(n) = frp(n) para n suficientemente grande.

Demostracién. Supondremos que Ann(M) = 0. En otro caso, podemos considerar el anillo R/ Ann(M).
Notemos que, dado que I es finitamente generado, existen aq,...,a; € I tales que I = (aq,...,4;)R. Luego,
gr;(R) " es generado como ideal de gr;(R) por las clases de ay, . .., a; en I/1?. Como consecuencia, gr;(R) es
generado como R/ I-4lgebra por las clases de ay,...,a; en I/I%. Asi, pasando a gr;(R) y a gr;(M) tenemos
que es suficiente demostrar la proposicién para H;‘i]r(n) donde N es un R’-médulo graduado finitamente
generado tal que N, tiene longitud finita como R{;-médulo, y R’ es un anillo Noetheriano graduado esténdar.
Luego, existen x1,...,x € Ry tal que R'" = (x1,...,x¢)R’. Procederemos por induccién sobre t. Si t = 0,
entonces HY; (1) = 0 para todo 1 >> 0. Luego, podemos tomar fy (1) = 0.



Ahora supongamos que t > 0 y que el resultado es verdadero para todo n € IN tal que n < t. Entonces,
la sucesién N
0— (0:xx) — N5 N(1) — N/x;N(1) — 0

es exacta. Como consecuencia, obtenemos que _Hf(;:Nxt)(t) +H(t) — Hj (t+1) + Hi;/XtN(t +1) =0.

Dado que (0 :n xt) y N/x¢N son R’/xtR’-médulos, por la hipétesis de induccién, existen g(g.x,) € Q[1]

y §n/xN € Q[n] tales que Hfgwt>(n) = g([):Nxt)(n) y Hfg\;/xtN(”) = gN/xN(1) para n > 0y tales que

deg(g(():Nxt)) <t—1y deg(gn/xn) < t—1. Se sigue que Hfg\]r(n +1)— Hi,r(n) = gn(n) paran >0
donde gN = gN/x,N — §(0:yx,)- Dado que deg(gn) < t —1, tenemos que existe fy € Q[n] de grado
estrictamente menor que f tal que H3; (1) = fy(n) para n suficientemente grande. O

Ahora definimos la funcién Ljp : IN — Z por
Lim(n) = AMM/I"M).
Puesto que la sucesiéon
0— I"M/I""'M — M/I""'M — M/I"M — 0
es exacta para todo n € IN, tenemos que

Lim(n+1) — Lipm(n) = Hppm(n).

Luego, para n suficientemente grande, tenemos que

L[,M(Tl + 1) — L[,M(I’l) = f]/M(Vl).

Como consecuencia, existe gy € Qx] tal que Lyp(n) = grm(n) para > 0 y tal que
deg(grm) = deg(fim) + 1. Por lo tanto, para ver que e(I, M) estd bien definido, sélo necesitamos ver
que deg(fm) = dim(M) — 1. Para ello necesitaremos el siguiente lema:

Lema 2.0.4. Sea (R,m,K) un anillo Noetheriano local y sea
0—M —M-—M —0

una sucesién exacta de R-mddulos finitamente generados. Si I C R es un ideal de colongitud finita en M,
entonces

fim = fom + fomr — G
para algin G € Qx| tal que deg(G) < deg(f; amr) y tal que el coeficiente principal de G es positivo.

Demostracién. Dado que Ann(M) C Ann(M’), Ann(M"), deducimos que I es un ideal de colongitud finita
en M' y en M". Por otro lado, dado que la sucesién

0— (MnI"M))/I"M' — M'/T"M' — M/T"M — M"/T"M" — 0
es exacta, tenemos que A((M' N (I"M))/I"M') — Ly py(n) + Ly p(n) — Ly (1) = 0. Se sigue que
Lim =L + Ly — f

donde f(n) = A(M'NI"M)/I"M'). Notemos que f es igual a un polinomio con coeficientes racionales
para toda 1 >> 0. Puesto que f(n) > 0 para todo n € IN, f tiene coeficiente principal positivo. Ademds, por
el Lema de Artin-Reese, existe m € IN tal que "M N M = ["""(["M N M') para n > m. Se sigue que
(M'N1I"M)/1"M' C 1"""M' /"M’ para n > m y, como consecuencia, obtenemos

f(n) < Ly (n) — Ly (n—m)



para 1 > m. Se sigue que deg(f) < deg(f )+ 1.
Puesto que f1pm(n) = Lip(n+1) — Ly p(n) para n > 0, tenemos que

fim = fiw + fimr — G

donde G(n) = f(n+1) — f(n
toda n > 0. Ademds, deg(G
coeficiente principal deg(f)a

). Notemos que G es igual a un polinomio con coeficientes racionales para
) < deg(f) —1 < deg(fiamr) v si a es el coeficiente principal de f, G tiene
> 0. O
Ahora podemos demostrar que deg(f;p) = dim(M) — 1.

Teorema 2.0.5. Sean (R, m,K) un anillo Noetheriano local, M un R-mdédulo finitamente generado, e I C R
un ideal de colongitud finita en M. Entonces,

deg(fl,M) = dll’n(M) —1.

Demostracién. Supongamos sin pérdida de generalidad que Ann(M) = 0. En otro caso, podemos considerar
el anillo R/ Ann(M). Dado que I es un ideal de colongitud finita en M, I es m-primario. Luego, existe t € IN
tal que m’ C I C m. Se sigue que m” C [" Cm" y

Lm,M(”) < LI,M(”) < Lm,M(tn)

para todo 1 € IN. Asi, deducimos que deg(gm,m) = deg(gr,m) v, como consecuencia, deg(f1 ) no depende
de la eleccién del ideal de colongitud finita.

Ahora, dado que dim(M) = dim(R/ Ann(M)) = dim(R), por el Teorema del ideal principal de Krull,
existe un sistema de pardmetros x1,...,x; € m. Se sigue que d = dim(M) y (x1,...x4)R es un ideal de
colongitud finita en M. Asi, podemos suponer que I = (x1,...,x;)R. Por la Proposicién 2.0.3, tenemos que
deg(fim) < d. Luego, deg(fipm) < dim(M) — 1.

Probaremos que dim(M) — 1 < deg(f;m) utilizando induccién sobre dim(M). Si dim(M) = 0, enton-
ces dim(R) = 0. Como consecuencia, fia = 0y, por convencién, deg(frp) = —1 = dim(M) — 1.

Ahora, supongamos que dim(M) > 0y que dim(M’) —1 < deg(f; p) para todo R-médulo finitamente
generado M’ tal que dim(M’) < dim(M). Dado que dim(M) = sup{dim(R/Q) : Q € Ass(M)} y ya
que Ass(M) es finito, existe un ideal primo Q € Ass(M) tal que dim(M) = dim(R/Q). Mas ain, R/Q
es un submédulo de M ya que Q € Ass(M). Ahora, si dim(R/Q) —1 < deg(f1r/q). por el Lema 2.0.4,
obtenemos que deg(f;r/q) < deg(fim) ¥, como consecuencia, dim(M) — 1 < deg(fim). Asi, podemos
suponer que M = R/Q. Dado que dim(M) > 0, tenemos que Q # m y, como consecuencia, I Z Q. Sea
x € [ — Q. Entonces x es un no divisor de cero en M y la sucesién

0— M3 M— M/xM —0

es exacta. Por el Lema 2.0.4, fim = fim + fim/xm — G donde deg(G) < deg(fim)- Se sigue que

deg(f1,m/xm) < deg(fm)- (2.1)
Dado que x € m, tenemos que dim(M/xM) > dim(M) — 1. Por otro lado, dim(M/xM) < dim(M)
ya que dim(R/ Ann(M/xM)) < dim(R/(P 4+ xR)) < dim(R/P). Como consecuencia, dim(M/xM) =
dim(M) — 1. Asi, por la hipétesis de induccidn,

dim(M) — 2 = dim(M/xM) — 1 < deg(f1 pm/xm)

y, por (2.1), dim(M) — 1 < deg(f1,m). Por lo tanto, deg(frp) = dim(M) — 1. O

Como consecuencia, tenemos el siguiente corolario, el cual afirma que la multiplicidad de Hilbert-Samuel
estd bien definida.



Corolario 2.0.6. Si (R, m,K) es un anillo Noetheriano local, M es un R-mddulo finitamente generado e I es
un ideal de colongitud finita en M, entonces

| n
o A(M/T"M)

n—oo nt
existe.

Observacion 2.0.7. Dado que Lypi(n+1) — Lypm(n) = Hypm(n), tenemos que

o(1, M) = lim (d—1)IA(I"M/ "I M)

L -1 :
Notemos que e(I, M) > 0 ya que A(M/I"M) > 0 para todo n € N.
Observacién 2.0.8. Si {M,,}, es una filtracién I-estable, entonces existe ty € N tal que
I'MC My=1""oMy, C I oM

para toda t > ty. Se sigue que

| n—fy | | n
i FAM/ITRM) d'A(M/M,) < lim AN (M/T"M)
n—o0 nd n—00 nd n—o0 nd
Y, como consecuencia,
AN (M/ M)

e(I, M) = lim

n—00 nd

2.1 PROPIEDADES
Ahora podemos estudiar algunas propiedades de la multiplicidad de Hilbert-Samuel. Primero veamos que

es aditiva para sucesiones exactas cortas.

Teorema 2.1.1. Sean (R, m,K) un anillo Noetheriano local, 0 — M' — M — M"” — 0 una
sucesion exacta de R-mddulos finitamente generados, e I un ideal de colongitud finita en M. Entonces,
e(I, M) =e(I,M') +e(I,M").

Demostracién. Puesto que Ann(M) C Ann(M’), Ann(M"), deducimos que I es un ideal de colongitud
finita en M’ y en M". Por otro lado, tenemos una sucesién exacta

0— M/(I'M)NM — M/I"M — M"/I"M" — 0.

Luego, A(M/I"M) = A(M'/(I"M) N M) + A(M" /T"M"). Por el Lema de Artin-Reese, {I"M N M'},, es
I-estable. Por la observacién 2.0.8, e(I, M) = e(I, M') +e(I, M"). O

Antes de continuar nuestro estudio de las propiedades de la multiplicidad de Hilbert-Samuel, demostrare-
mos el siguiente lema:

Lema 2.1.2. Sea M un R-médulo de longitud finita y Q un ideal primo minimal de R, entonces Ar,(Mgq)
es igual al nimero de factores ~ R/Q en una filtracién prima de M.

Demostracién. Sea 0 = My C M; C ... C M,, = M una filtracién prima de M. Ahora, si (R/P)Q £ 0,
entonces P C Q vy, dado que Q es minimal, P = Q. Luego, si M;1/M; = R/P, entonces

0siP#Q

(Miz1/M;)g = {k(Q) §P=0
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donde k(Q) = (R/Q)q. Como consecuencia, todo factor de la filtracién
0= (Mp)g C (My)g C ... C (My)g = Mg

es simple o 0. Por lo tanto, ARQ(MQ) es igual al nimero de factores ~ R/P en una filtracién prima de
M. O

Terminamos este capitulo demostrando algunas propiedades de la multiplicidad de Hilbert-Samuel. De-
cimos que (R,m,K) es no mezclado si dim(R) = dim(R/Q) para todo Q € Ass(R). Notemos que si
(R, m, K) es no mezclado, entonces Ass(R) = Min(R).

Proposicién 2.1.3. Sean (R, m,K) un anillo Noetheriano local y M un R-mddulo finitamente generado.

1. Si R es un dominio, entonces
e(M) = rank(M) e(R).
2. Si dim(M)=d, entonces e(M) € Nx.

3. Tenemos una férmula de asociatividad:

e(M) = )3 Arg(Mg)e(R/Q)
QeMin(R)
dim(R/Q)=dim(R)

4. Si R es no mezclado y e(R) =1, entonces R es un dominio.
5. Si f € m es un no divisor de cero en R, entonces e(R/fR) > e(R).
Demostracidn.

1. Primero consideramos el caso en que M = RP*. En este caso, tenemos que
M/m"M ~ (R/m™)%,

Asi, A(M/m"M) = tA(R/m") = rank(M)A(R/m™). Ahora, si M es un R-mdédulo finitamente
generado y f = rank(M), entonces existe una sucesién exacta

0— R¥ L5 M — M/@(R®H) — 0

tal que rank(M/@(R®")) = 0. Por el Teorema 2.1.1, e(M) = e(R®") + e(M/p(R®")). Notemos
que M/ @(R®") es un médulo de torsién finitamente generado y, como consecuencia, Ann(M) # 0.
Asi, dim(R/ Ann(M)) < dim(R). Luego, e(M/@(R®")) = 0. Por lo tanto, e(M) = e(R®") =
rank(M) e(R).

2. Sead = dim(R) y, para cada k € IN, sea Fi(n) = (}). Primero demostraremos que si f € Q[n] es tal
que f(n) € Z para n > 0, entonces

deg(f)
f(n) =Y biFi(n)
t=0

para algin by € Z. Procederemos por induccién sobre deg(f). Si deg(f) = 0, entonces f(n) = c =
cFo(n). Ahora supongamos que deg(f) > 0y que el resultado es cierto para todo ¢ € QIn] tal que
deg(g) < deg(f). Sea G(n) = f(n+1) — f(n). Entonces G € Q[n], G(n) € Z paran > 0, y
deg(G) = deg(f) — 1. Por hipétesis de induccién,

deg(f)—1

G(Tl) = Z tht(Tl)

t=0



para algin b; € Z. Como vimos en la demostracién del Lema 2.0.2,

n—1
f(n) = f(0) + kZ G(k)
=0
n—1deg(f)-1
=fOF(m)+ ), ), bFk)
k=0 t=0
deg(f)—1
= f(0)Fo(n) + biFyq1(n).
t=0

Como consecuencia, el coeficiente de x? en Qm,M €s igual a % para algiin a € Z. Puesto que
deg(gmm) = dim(M) = d, obtenemos que a # 0. Dado que g pm(1) = A(M/m"M) para n > 0,

%/dmnl\/l) = a. Por lo tanto, e(M) € Z~y.

. Sea0=MyC M; C...C M, =M una filtracién prima de M. Por el Teorema 2.1.1, tenemos que

se sigue que a > 0. Més adn, e(M) = lim, 0

e(M) = i e(M;/M;_1).
i

Por el Lema 2.1.2 y ya que e(R/P) =0 si dim(R/P) # dim(R),

e(M) = Y ARy (Mg)e(R/Q).
QeMin(R)
dim(R/Q)=dim(R)

. De (2) y (3) obtenemos que R sélo tiene un ideal primo asociado Q y Ar,(Rg) = 1. Por lo tanto, Rg
es un campo y R es un dominio.

. Dado que f es un no divisor de cero, la sucesién

f

0—R—=>R—R/fR—0

es exacta. Luego, la sucesién

0 R/(m": f) L R/m" — R/(w" + fR) — 0
es exacta. Como consecuencia, tenemos que

A(R/(m" + fR))

AMR/m") = AR/ (m" : f))
A((m™: f)/m")
A= /m™).

Vv

Dado que f es un no divisor de cero, dim(R/fR) = dim(R) — 1. Por lo tanto, si d = dim(R),
entonces

e(R/fR) = lim A= DAR/(m" + fR))

n—co ni-1
—1)! n—1 n
> fim A DM/ gy,
1—+00 nd—1

10



MuLTIPLICIDAD DE HILBERT-KUNZ Y F-SIGNATURA

A lo largo de este capitulo todos los anillos son Noetherianos y tienen caracteristica prima p. A partir de
ahora F : R — R denota el endomorfismo de Frobenius, el cual estd definido por F(r) = rP. Asi, parae € IN,
F¢: R — R estd dado por F¢(r) = r”*. Denotamos al ideal F¢(I)R por IlP]. Si R es un dominio y L es una
clausura algebraica de su campo de fracciones, RY/7* denota el conjunto

{xEL‘x”PGR},

el cual es un subanillo de L.
Si R es reducido y Py, ..., P, son los primos minimales de R, entonces el morfismo natural

n n
R — P R/P; C Pfrac(R/P)
i=1 i=1

R —
es inyectivo. Luego, si k = @ frac(R/P;), podemos considerar el conjunto
i=1

{xex'x”g ER},
el cual es un subanillo de x. Denotamos a este anillo por RY¥ . Sir e R, utilizamos r1/¥* para denotar al
L. e e
tnico elemento x € R/7* tal que x7 =r.
Observacién 3.0.1. La funcién g : R — RYP" dada por

8y ="

es un isomorfismo de anillos.

Dado que R C RY/¥*, podemos considerar RY/?* como R-médulo. Si RY/#* es finitamente generado como
R-médulo para cada e € IN, decimos que R es F-finito.

Otro concepto que juega un papel importante en este capitulo es el rango libre maximal de un R-médulo
finitamente generado, el cual definimos ahora:

Definicién 3.0.2. Sea M un R-mddulo finitamente generado. Definimos el rango libre maximal de M como
el maximo 1 € IN tal que existe una funcién suprayectiva R-lineal M — R". Lo denotamos por frkg(M), o
frk(M) si el anillo es claro del contexto.
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Nuestro principal objetivo en este capitulo es demostrar el siguiente teorema que fue demostrado origi-
nalmente por Monsky en el caso de la multiplicidad de Hilbert-Kunz [Mon83] y por Tucker en el caso de la
F-signatura [Tucl2].

Teorema 3.0.3 ([Mon83; Tucl2]). Sea (R, m, K) un dominio Noetheriano local F-finito y sea d = dim(R).
Entonces, los limites

o s -t )

MR (Rl/Ve)
eHK(R) = lim e [Kl/pe . K] ped

e—00 [Kl/p" . K] ped
existen. Llamamos a ey (R) la multiplicidad de Hilbert-Kunz de R y a s(R), la F-signatura de R.

Para demostrar lo anterior, primero necesitamos estudiar algunas propiedades del rango libre maximal,
asi como algunas propiedades de los anillos F-finitos. Después de demostrar dicho resultado, extenderemos
la definicién de la multiplicidad de Hilbert-Kunz a médulos finitamente generados sobre anillos Noetherianos
locales. Posteriormente discutiremos algunas propiedades de la multiplicidad de Hilbert-Kunz. Finalmente,
concluimos este capitulo con un criterio para determinar si un anillo local es regular.

3.1 RANGO LIBRE MAXIMAL

Dado que cada homomorfismo suprayectivo sobre un médulo libre escinde, frkg(M) es el rango maximo
de un sumando directo libre de M. Adicionalmente, tenemos el siguiente resultado cldsico que caracteriza al
rango libre maximal.

Proposicién 3.1.1. Sean (R, m,K) un anillo Noetheriano local y M un R-mddulo finitamente generado. Si
M ~ R%' @ M’ donde p(M’) C m para todo ¢ € Homg(M’, R), entonces t = frkg(M).

Demostracién. Sea N = {x € M | V¢ € Homg(M,R) ¢(x) € m} y sea ¢ : M — R¥" & M’ un isomor-
fismo donde ¢(M’) C m para todo ¢ € Homg(M’,R). Queremos demostrar que Y(N) = m® & M'. Si
P(x) € m®' @ M/, existe un morfismo proyeccién 7 tal que 71 o (x) & m y, como consescuencia, x & N.
Ahora, si ¢ € Homg(M,R), o™ (m®* @ M) = goyp ! (m®) + poyp~!(M') C m. Deducimos que
P(N) = m® @ M. Se sigue que M/N ~ K® y t = A\g(M/N). Asi, si M ~ R @& M es otra descom-
posicién en suma directa tal que ¢(Mp) C m para todo ¢ € Homg(My, R), entonces s =t = Ag(M/N).
Ahora, por la observacién anterior, existe una descomposicién en suma directa M ~ Rftkr(M) M donde
M no tiene sumandos directos libres. Luego, tenemos que ¢(M;) C m para todo ¢ € Homg(Mji, R). Por
lo tanto, t = frkg(M). O

El siguiente lema nos da algunas desigualdades que seran dtiles para demostrar la existencia de la multi-
plicidad de Hilbert-Kunz y de la F-signatura

Lema 3.1.2. Sea (R,m,K) un dominio Noetheriano local y sea M un R-mddulo finitamente generado.
Entonces,
frkg (M) < rankg(M) < ur(M).

Demostracién. Sea k = frac(R). Para ver la primera desigualdad, notemos que si M ~ Rfkr(M) 5 N
M@k = k®fke(M) gy (N @ k). Luego, obtenemos que rankg (M) = dimy (M ®g k) > frk(M).

Para la segunda desigualdad, notemos que existe un homomorfismo suprayectivo ¢ : ROHR(M) 5 M.
Dado que el funtor _ ® k es exacto por la derecha, el homomorfismo ¢ ® 1 : kPHRM) 5 M @g k es
suprayectivo. Se sigue que rankg (M) = dimg(M ®g k) < dimy (k¥ M)y = 1 (M). O

Notemos que si M' — M — M" — 0 es una sucesién exacta de R-médulos, entonces tenemos que
u(M) < u(M')+ u(M"). En el siguiente lema demostramos una desigualdad similar para frkg(_).
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Lema 3.1.3 ([PT18, Lema 2.1]). Sea (R, m,K) un anillo Noetheriano local.
1. Si My y M; son R-mdédulos finitamente generados, entonces frk(M; & My) = frk(M;y) + frk(My).

2.50—- M — M — M’ — 0 es una sucesién exacta corta de R-mddulos finitamente generados,
entonces
frk(M") < frk(M) < frk(M') + u(M").

Demostracion.

1. Sabemos que M; ~ R (M1) ¢y N; donde ®(N7) C m para cada ¢ € Homg(Ny, R). De igual forma,
M, ~ Rfk(M2) ¢ N, donde ¢(N) C m para cada ¢ € Hompg(Ny, R). Luego,

My & M, = Rik(M)+k(M2) 5 (N} @ N).

Adicionalmente, si ¢ € Homg(N; @ N,), entonces (N1 @ No) = ¢(N7) + ¢(N2) C m. Asi, por la
Proposicién 3.1.1, frk(N; & Np) = frk(Ny) + frk(Ny).

2. Para obtener la primera desigualdad, notemos que existe un homomorfismo suprayectivo

M" — R®fkM”)  Como consecuencia, tenemos un homomorfismo suprayectivo M — R®frk(M")
Se sigue que frk(M") < frk(M).
Para demostrar la segunda desigualdad, podemos suponer sin pérdida de generalidad que M’ C M
y M" = M/M'’. Sea n el rango maximo de un sumando directo libre comin de M y M’. Entonces,
M=R®" @ NyM = R®" @ N’ donde R®" es un submédulo cominde My M’, y N’ C N. Notemos
que, si existe ¢ € Hom(N, R) tal que ¢(N’) = R, entonces existe P : R — N’ tal que ¢ o i = Idg.
Como consecuencia, N’ y N tienen un sumando directo libre comdn, lo cual es una contradiccién.
Asi, para cada ¢ € Homg(N,R) tenemos que ¢(N') C m. Sea ¥ : N — RPN yna funcién
suprayectiva R-lineal. Entonces, ¥(N') C m® frk(N) y, como consecuencia, ¥ induce una suryeccién
R-lineal ¥ : N/N' — K®fk(N) Dado que M” = M/M’ = N/N’, ¥ induce una suryeccién R-
lineal ¥ : M /mM” — KPfk(N) Se sigue que u(M") > frk(N). Como consecuencia, tenemos que
frk(M) = n + frk(N) < frk(M') + u(M").

O

3.2 ANILLOS F-FINITOS

Si M es un R-médulo, M'/7* denota el R-médulo obtenido restringiendo escalares por medio de F°. Es
decir, MY/P* es igual a M como grupo y r-m = r”"m. Notemos que M/?* es un R/P-médulo con la
operacién P - m = rm.

El siguiente resultado relaciona ug(_) y Ag(_) cuando (R, m,K) es un anillo Noetheriano local F-finito.

Lema 3.2.1. Sea (R, m,K) un anillo Noetheriano local F-finito y sea M un R-mddulo finitamente generado.
Si M tiene longitud finita, entonces MY/ ¥* tiene longitud finita y

AR (M“VE) - [K”VE :K} Agipe (MW") - [K“P‘" : K} AR(M).
En particular,
e (MY7) = Ag (MY /mm/F)
— AR <(M/m[Pe]M)1/pe>

_ [Kl/r’f : K} AR (M/m[qu> .
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Demostracion. Sea 0 = My C M; C ... C M, = M una filtracién de M tal que M;.1/M; ~ K. Entonces,
0=M/" c M7 C...C M = MV/¥ es una filtracién de M7 tal que (M1 /M;)V/7* ~ KV/¥".
Se sigue que }\Rl/pe(Ml/Pe) =n = Ag(M). Dado que A es aditiva, obtenemos
, AR(M) s
AR (Ml/p ) — Z AR (Kl/P )
i=1
= Ar(M)Ak (K7

- {Kl/r’e : K} AR(M).

La siguiente proposicién relaciona rankg (R“PE> y [K”Pe : K}
Proposicién 3.2.2 ([Kun76]). Sea (R, m, K) un dominio Noetheriano local F-finito de dimensidn d. Entonces,
rankg (RY/7) = [Kl/”e :K} p.

Demostracion. Primero supongamos que R es completo. Sea xq,...,X; un sistema de pardmetros de m.
Entonces, por el Teorema de estructura de Cohen [Coh46], R es una extensién finita del anillo regular local
A = K][[x1,...,%4]]. Dado que R es F-finito, K1/ es un K-espacio vectorial de dimension finita y A es
F-finito. Sea {u1,...,u,} una base de K7 sobre K. Luego, tenemos que

{uixi”/pe---xg"/pe )ie {1,...,n},0<ay,...,a5 < pe—l}

es una base libre para A1/P° sobre Ay, como consecuencia, rank 4 (A'/P) = [K1/P* : K]p?. Por otro lado,
tenemos un diagrama conmutativo:
A—— R

| |

AVP — RVP

donde todos los homomorfismos son inyectivos. Tomando producto tensorial con W~1A, donde W = A — {0},
obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

frac(A) —— W™IR

! l

W-tAYp 5 WwIRV/Y

donde todos los homomorfismos son inyectivos dado que WA es un A-médulo plano. Dado que W™IR es
una extensién médulo-finita de frac(A), WIR es un dominio y frac(A) es un campo, tenemos W~IR es
un campo. Luego, W IR = frac(R). Analogamente, tenemos que W1 AY/P* = frac(A/7). Se sigue que

rank 4 (R) rankg (Rl/pg) = ranky (Rl/pe) = ranky (Al/Pe) rank ;1 (Rl/PE> )

Puesto que rank 4 (R) = rank 4/, (RY/P%), tenemos que rankg (R'/?") = rank 4 (A/7).
Si R no es completo, consideramos un ideal primo minimal P de R tal que dim(R/P) = dim(R) y
consideramos L = Rp. Dado que R es reducido, L es un campo. Entonces, si k = frac(R), tenemos que

Lo kP ~ L, (k®R R”P") ~ L@g RV

~Log (RerRVY) = Lag RV = 117",
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Se sigue que rank; (L'/7°) = rank; (k}/#*) = rankg (RY?"). Puesto que L = frac(R/P) y R/P es completo,
tenemos que rankg (R'/7°) = [KV/F* . K]p?. O

3.3 EXISTENCIA DE LA MULTIPLICIDAD DE HILBERT-KUNZ Y DE LA
F-SIGNATURA

Antes de demostrar la existencia de la multiplicidad de Hilbert-Kunz y de la F-signatura, necesitamos
demostrar el siguiente lema.

Lema 3.3.1 ([Mon83, Lema 1.1]). Sean (R, m, K) un anillo Noetheriano local y M un R-médulo finitamente
generado. Entonces existe C € R+ tal que

Ag (M/mlrIn) < cpedimn

para todo e € IN.

Demostracion. Notemos que si m es generado por t elementos, entonces m!? C mlrl se sigue que

AR (M/m[P“lM) < Ag (M/mfr’"M) :

dim (M) )
Por lo visto en el capitulo 2, el Teorema 2.0.5 implica que existe Y, a;n' € Q[n] tal que
i=0
, dim(M)
AR(M/m'P" M) =Y ait'p”
i=0
para todo e > 0. Por lo tanto,
, dim (M) ] '
Ax (M/mlrIm) < ( )3 |aitl> peeim
i=0
para todo e > 0.
O
Observacién 3.3.2. Notemos que existe una filtracion K = Ky C K; € --- C Ky = KVP tal que

p
N
Dado que [K; : K;_1] = p para todoi € {1,...,t}, se sigue que [KY? : K] = p'. Como consecuencia,
[KY/P* . K] = p* para todo e € N.

K; = K;_1(a;) para algin a; de forma que zxf € K;_1 y el polinomio minimo de «; sobre K;_1 es xP — «

Ahora podemos demostrar el resultado principal de este capitulo. Este teorema fue demostrado original-
mente por Monsky en el caso de la multiplicidad de Hilbert-Kunz [Mon83] y por Tucker en el caso de la
F-signatura [Tucl2]. La demostracién que presentamos aqui fue dada por Polstra y Tucker [PT18].

Teorema 3.3.3 ([Mon83; Tucl2; PT18]). Sea (R, m,K) un dominio Noetheriano local F-finito y sea d =
dim(R). Entonces, los limites

IR (RW“) frkg (RW")
ek (R) = lim — s’ = lim ——2——
e—00 [Kl/P ;K] pffd e—00 [Kl/P :K] ped

existen.
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Demostracién. Sea p? = [KYP : K|p?. A lo largo de esta prueba v(_) denota u(_) o frk(_). Para cada

1/p¢ 17p¢
VR(RP) _ vR(RVP) porjos Lemas 3.1.2,3.2.1, and 3.3.1, existe C € R tal que

e € N, sea s, = KU Kped = p7

frkg (RW“) < R (Rl/l"e) - [Kl/f“ :K} AR (R/m[pe]) < [Kl/pe :K] Cp*

para toda e € IN. Luego, la sucesién {s.}. estd acotada por abajo por 0 y por arriba por C. Por lo tanto,
st =limsup,_, Se y s~ = liminfe_,c S son finitos.

Por la Proposicién 3.2.2, tenemos que p¥ = rankR(Rl/p). Luego, existe una funcién R-lineal inyectiva
f: R®P" —s RY/P. Como consecuencia, tenemos una sucesién exacta

0— R — RYP s M—0
donde M = RY?/f(R®F"). Aplicando el funtor exacto (_)1/#", obtenemos la sucesién exacta corta

e+1

0— (Rl/F"’)@pv — RV — MY 0.

Asi, ya que u es subaditiva y por el Lema 3.1.3, se sigue que
VR (Rl/pm) < pTvr (Rl/pf) + Ur (Ml/pf) .

Notemos que M es un médulo de torsién. Ademds, M es finitamente generado como R-médulo ya que R
es F-finito. Asi, Ann(M) # 0 y dim(M) < d. Luego, por el Lema 3.2.1 y por el Lema 3.3.1, existe D € R
tal que

i (497) = [0 ] )
< [KVP: k| Dpedim™)

:K| pD

< pE(v—l)D

para e € IN. Entonces,
VR (Rl/’gm) < p"wr (Rl/f’e> +p*0-Yp

y, dividiendo por p(”l)“’, obtenemos

1
Ser1 < Se + Dlj

donde D’ = p%. Por induccién, tenemos que

e/

D’ 1 1 2D’
Se_;'_e/SSg-’—? 1+E++ ] SSe‘f’p

para e¢,¢’ € IN. Para cada e, tomando lim sup, obtenemos

e/ —o0
2D’
sT<se+—-,
p
y, tomando liminf, tenemos que s < s™. Por lo tanto, lim s, existe. O
e—00 e— 00
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Observacion 3.3.4. Por el Lema 3.2.1, tenemos que
MR (Rl/ ?’8)
eHK(R) = ell{]go [Kl/pe . K] ped
[K”F’e :K] AR (R/mWR)

= lim

e—00 [Kl/}?e . K} ped
AR (R/m[PqR)
= lim —
e— 0o pe

Ahora queremos demostrar que

s 00

existe para cualquier R-médulo finitamente generado M donde (R, m, K) es un anillo local de dimensién d.
Con este objetivo, veremos que la demostracién de este hecho se reduce al caso en el que R = M y (R, m,K)
es un dominio local F-finito. Para ver esto necesitamos algunos resultados adicionales, empezando con el
siguiente lema.

Lema 3.3.5 ([Tucl2, Lema 3.3]). Sea (R,m,K) un anillo reducido Noetheriano local de dimensién d y
sean Py,..., Py los primos minimales de R tales que dim(R/P;) =d. Si M y N son R-mdédulos finitamente
generados tales que Mp, ~ Np, parai € {1,...,n}, entonces existe C € R+ tal que

‘)\ (M/m[’ﬂM) —A (N/m[pe]N)‘ < CPe(dfl)
para todo e € IN.
Demostracion. Sea W = R — [ZJ P;. Entonces, tenemos que W IR ~ ﬁ Rp,. Ya que Mp, >~ Np, para cada
ie{l,...,n}, sesigue que I/\;iM ~ W~IN. Por otro lado, dado qut;:1
W1 Homg (M, N) =~ Homy, 1z (WM, W™IN),
existe ¢ € Homg (M, N) tal que W14 es un isomorfismo. Como consecuencia, tenemos que W1 coker(¢) =
0. Dado que M es un R-mddulo Noetheriano, tenemos que coker(¢) es finitamente generado y, como con-

secuencia, existe w € W tal que w € Ann(coker(¢)). Asi, dim(coker(¢)) < dim(R). Por el Lema 3.3.1,
AMR/mlPl @ coker(¢)) < Cp?@=D para algiin C € R~g. Por otro lado, dado que la sucesién

ME&EN coker(¢p) — 0

es exacta, la sucesién

M/mlPIMm ®, N/mlIN — coker((i))/m[pe] coker(¢p) — 0

también es exacta. Se sigue que
A (N/m[r"’]N) —A (M/m[pe]M) <A (R/m[P"l ® coker(<p)) < cpeld-),
Andlogamente, considerando 1 € Hompg(N, M) tal que W14 es un isomorfismo, obtenemos

A (M/m[Pe]M) Y (N/m[p"]N> < Dpe(dq)
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para algin D € R+¢. Por lo tanto,
A (M/mlrInm) = A (N/mlIN) | < max{c, D}pet@),
O

El siguiente resultado también nos serd (til para estudiar las propiedades de la multiplicidad de Hilbert-
Kunz, las cuales analizaremos en la siguiente seccién. Recordemos que, dadas dos funciones f, g de IN en R,
escribimos f(n) = O(g(n)) si existe C € R+ tal que |f(n)| < Cg(n) para todo n > 0.

Proposicién 3.3.6 ([Mon83]). Sea (R, m,K) un anillo Noetheriano local de dimensién d y sea
0—M —M-—M —0 (3.1)
una sucesion exacta de R-mdédulos finitamente generados. Entonces,
A (M/mWM) = (M’/mwm’) +A (M”/m[ﬂM”) +0 (pe(d_l))
para todo e € IN.
Demostracion. Considerando una extensién fielmente plana de la misma dimensién, podemos suponer que
R es un anillo local completo con campo residual algebraicamente cerrado. Asi, podemos suponer que R es
F_ﬁgljg.ongamos que R es reducido. Sea Q un primo minimal de R. Notemos que R es un campo ya que es
un anillo local reducido cero-dimensional. Asi, dado que la sucesién
0 — My — Mg — M — 0
es exacta, tenemos que Mg ~ (M’ & M")q. Por el Lema 3.3.5,
A (M/mmM) =2 ((M’ & M) /ml (M & M“)) +0 (p€<d*1>)
=A (M’/m[qe]M’) +A (M"/m[‘f]M”) +0 (pe(d_1)) .
Si R no es reducido, consideramos ¢’ € IN tal que (Nil(R))[pel} = 0, donde Nil(R) denota el nilradical de

/
R. Entonces, ya que R es F-finito, podemos considerar la sucesién (3.1) como una sucesién de RIP*]-médulos

/
finitamente generados. Notemos que el ideal maximal de RP* es

El
x |xeEmyp.

L’l . . .
Ya que R? es reducido, podemos aplicar el caso anterior para obtener

A (M/m[r’”"'1M> =A (M’ Jmlr ] M') +A (M” Jmlr ] M”) L0 (FE(d—l)) .

Finalmente, puesto que O (pe(d’l)) =0 (p(e”/)(d’l)), se sigue el resultado. O

Ahora podemos demostrar la existencia del limite

. Ar (M/m[PE]M).

e—00 pfd
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Teorema-Definicion 3.3.7 ([Mon83]). Sea (R, m,K) un anillo Noetheriano local de dimensién d y M un
R-mdédulo finitamente generado. Entonces, el limite

a = lim AR <M/m[qu)

e—o0 pfd

existe. Llamamos a a la multiplicidad de Hilbert-Kunz de M y la denotamos por e (M).

Demostracion. Considerando una extensién fielmente plana de la misma dimensién, podemos suponer que
R es un anillo local completo con campo residual algebraicamente cerrado. Asi, podemos suponer que R es
F-finito.

Sea0=MyC M C... C M, =M una filtracién prima de M donde M;/M;_1 ~ R/P; para todo
t€{1,...,n}. Por la Proposicién 3.3.6, tenemos que

A (M/m["e]M) = i)\ ((R/Pt)/m[’ﬂ(R/Pt)) +0 (pe(dfl))
t=1

para todo e € IN. Asi, es suficiente demostrar la afirmacién para el caso en que M = R/P donde P es un
ideal primo de R. Dado que Ag((R/P)/ml71(R/P)) = Ag,p((R/P)/ml7}(R/P)) y dim(R/P) < dim(R),
podemos suponer que R es un dominio F-finito y M = R. Por lo tanto, el resultado se sigue del Teorema
3.3.3. O

3.4 PROPIEDADES DE LA MULTIPLICIDAD DE HILBERT-KUNZ

La multiplicidad de Hilbert-Kunz satisface muchas de las propiedades que demostramos para la multipli-
cidad de Hilbert-Samuel. Por ejemplo, la Proposicidén 3.3.6 tiene la siguiente consecuencia que es el resultado
andlogo al Teorema 2.1.1.

Corolario 3.4.1 ([Mon83]). Sea (R, m,K) un anillo Noetheriano local y
0—M —M-—M —0
una sucesion exacta de R-mddulos finitamente generados. Entonces, ey (M) = ey (M) + ey (M").

Observacion 3.4.2. Supongamos que dim(M) < dim(R) y consideremos M como un R/ Ann(M)-mddulo.
Entonces, por el Teorema 3.3.7, el limite

AR (M/mW]M)
lim :
oo pe dim(R/ Ann(M))

. . (r°]
existe. Se sigue que egg(R) = li_>m W =0.
e—00

El siguiente teorema da una cota inferior para la multiplicidad de Hilbert-Kunz de un anillo Noetheriano
local.

Teorema 3.4.3 ([Kun69, Proposicién 3.2]). Sea (R,m,K) un anillo Noetheriano local de dimension d.
Entonces, para cada e € IN, tenemos que A(R/m[pe]) > p‘fd. Como consecuencia, egi(R) > 1.

Demostracion. Considerando una extensién fielmente plana de la misma dimensién, podemos suponer que
R es un anillo local completo con campo residual algebraicamente cerrado. Asi, podemos suponer que
R es F-finito. Si P es un primo minimal de R tal que dim(R/P) = dim(R), entonces A(R/mlFl) >
AM(R/P)/(mlPl(R/P))). Como consecuencia, podemos considerar que R es un dominio local F-finito de di-
mensién d. Por la Proposicién 3.2.2, rankg (RY/7*) = p®. Por el Lema 3.1.2, tenemos que pug(R'/?") > p°.
Adicionalmente, por el Lema 3.2.1, ug(RYP") = Ag(R/mlP’]). Por lo tanto, Agx(R/mlFl) > ped. O
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En el siguiente resultado, presentamos algunas otras propiedades de la multiplicidad de Hilbert-Kunz que
también satisface la multiplicidad de Hilbert-Samuel (Proposicién 2.1.3).

Proposicién 3.4.4. Sean (R, m,K) un anillo Noetheriano local y M un R-mddulo finitamente generado.

1. Si R es un dominio, entonces
egx (M) = rank(M) egg (R).

2. Tenemos una férmula de asociatividad:

epx (M) = Y. ARro(Mg)enk(R/Q).
QeMin(R)
dim(R/Q)=dim(R)

3. Si R es no mezclado y ey (R) = 1, entonces R es un dominio.
4. Si f € m es un no divisor de cero en R, entonces egx(R/fR) > egk(R).

Demostracion.

1. Primero consideramos el caso en que M = R®!. En este caso, tenemos que
M/mlPIM ~ (R/mlPy®t,
Asi, A(M/mlPIM) = tA(R/mlPl) = rank(M)A(R/mlP]).
Ahora, si M es un R-mddulo finitamente generado, por el Lema 3.3.5, es suficiente probar que
Mp ~ Rgmnk(M) para P = {0}. Si L = frac(R), entonces Rp = Ly Mp ~ L ®g M. Dado
que rank(M) = dimy (L ®g M) = dim; (Mp), tenemos que Mp ~ Rffrank(M).
2. Sea0=MyC M; C...C M, = M una filtracién prima de M. Por el Corolario 3.4.1, tenemos que
n
epx(M) = Y enx(M;/M;_4).
i=1
Por el Lema 2.1.2 y ya que egg(R/P) =0 si dim(R/P) # dim(R), obtenemos
epx (M) = Y ARro(Mg) enk(R/Q).

QeMin(R)
dim(R/Q)=dim(R)

3. Notemos que si Q € Min(R) es tal que dim(R/Q) = dim(R), entonces egx(R/Q) tiene el mismo
valor si consideramos R/Q como R-médulo y si consideramos R/Q como R/Q-médulo. Asi, de (2)
y por el Teorema 3.4.3, tenemos que R sélo tiene un ideal primo asociado Q y /\RQ(RQ) = 1. Como
consecuencia, RQ es un campo y R es un dominio.

4. Notemos que (mlPl + f¥R)/(mlP*) + fF1R) es imagen homomorfa de R/ (mlPl + fR) como R-
médulo. Como consecuencia, deducimos que

AR ((m[ﬂ + fFR) / (mlP] 4 fk+1R>) <A (R/(mhﬂ + fR))
para cada k € {1,...,p° — 1}. Se sigue que
AR (R/m[zﬂ) < AR (R/(m[pe} +fR))

ya que f7* € mlP’l. Dado que f es un no divisor de cero, dim(R/fR) = dim(R) — 1. Por lo tanto, si
d = dim(R),

exnk(R) — lim (R/mlrT) A (R/ (] £R))

e—00 PEd T e—oo Pe(dfl) - eHK(R/fR)'
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3.5 MULTIPLICIDAD DE HILBERT-KUNZ Y ANILLOS REGULARES

.y . . e .
Comenzaremos esta seccién estudiando la longitud de R/mlP] en el caso de un anillo regular.

Observacion 3.5.1. Si f es un no divisor de cero en R y dim(R) = 1, entonces la sucesién

0 — R/f"R 4, R/f"™MR — R/fR — 0
es exacta. Luego, obtenemos que
AR/ f"R) = MR/ f"R) + A(R/ fR).
Asi, por induccion, tenemos que A(R/f"R) = nA(R/fR) para todon € Z~y.

Ahora supongamos que (R, m,K) es un anillo regular. Dado que R es regular, m es generado por una
sucesién regular x1,...,x; donde d = dim(R). Notemos que si d = 1, entonces mll = xlpER y X1 €S un no
divisor de cero en R. Por la Observacién 3.5.1, tenemos que A(R/mlPl) = pA(R/m) = p°. Supongamos
que d > 1y que A(S/ulPl) = pedim(S) para todo anillo regular local (S, 1, K) tal que dim(S) < d.
Consideremos el anillo A = R/(x;). Entonces A es regular y dim(A) = dim(R) — 1. Luego, por induccidn,
MR/ (mlPT + x4R)) = p*=1. Dado que x; es un no divisor de cero en R/(x1,...,x4_1)P), por la
Observacién 3.5.1, A(R/mlPl) = pA(R/(mlPl + x4R)). Se sigue que A(R/mlPl) = p*@. Por lo tanto, si
(R, m, K) es un anillo regular local, A(R/m!Pl) = p¢@ para cada e > 1. En 1969, Kunz demostré la siguiente
caracterizacién de los anillos regulares locales en caracteristica prima p.

Teorema 3.5.2 ([Kun69, Teorema 2.1, Teorema 3.3]). Sea (R, m,K) un anillo Noetheriano local. Entonces
R es regular si y sélo si para algin e > 1 (equivalentemente, para todo e > 1), AR(R/m[pq) = ped.
Adicionalmente, R es regular si y sélo si R es reducido y plano como RP-mddulo.

El Teorema 3.5.2 implica que si (R, m, K) es un anillo regular local, entonces egg (R) = 1. Por el Teorema
3.4.3, esto significa que R tiene multiplicidad de Hilbert-Kunz minima. Queremos demostrar que bajo ciertas
condiciones, el converso es verdadero. Para esto, necesitamos estudiar la longitud de R/1P’] para cualquier
ideal m-primario I. Empezamos con el siguiente lema.

Lema 3.5.3 ([Han02; WY00]). Sean (R, m,K) un anillo Noetheriano local, I un ideal m-primario y | un ideal
tal que I C J. Entonces,

A (R/I[pe]) <A(/DA (R/m[r’f]) 1A (R/][P"l) .

En particular, si | = R, entonces A(R/IP'l) < A(R/I)A(R/mlF]).

Demostracién. Sea
I=joCh<Chc...Ch=]
una filtracién de I C J tal que J;/Ji_1 ~ K para cada i € {1,...,n}. Entonces, n = A(J/I) y, para cada

ie{l,...,n}existe x; € J; tal que J; = J;_1 + xRy J;_1: x; = m. Se sigue que ]i[p] = i[ﬁl] +xf R para
todo e € IN. Asi, para cada e € IN tenemos una filtracién

LIS N L ey Y
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donde ]i[p“]/]i[i] = R/(]i[fel] : xfg). Puesto que J;_q : x; = m, tenemos que ml?l C ]l.[fel] : xfe. Luego,
R/(]i[fel] : xfg) es imagen homomorfa de R/mlF] para cada i € {1,...,n}. Como consecuencia, obtenemos
que /\(]i[pt}/]i[fgl]) < A(R/m!P1). Por lo tanto,

A(R/IPY <A/ DA (R/mlrT) 4+ A (R

Cuando R es regular, podemos calcular /\(R/I[pe]) para cualquier ideal m-primario I.

Proposicién 3.5.4. Sean (R, m, K) un anillo Noetheriano regular local de dimension d e I un ideal m-primario.
Entonces, para cada e € IN,

A (R/IW) = p“\(R/I).

Demostracién. Sea
I=JhCh<...CJn=R

una filtracién tal que J;/J;_1 = K parai € {1,...,n}. Por el Teorema 3.5.2, RYP* es un R-médulo plano.
Luego, tomando producto tensorial con RY/p , obtenemos una filtracién de R/

IRYVP = J,RY¥ C ;RV¥ C ... C J,RVP =RV

tal que J;RYP /J;,_1RVV ~ (R/m[l”q)l/pg parai € {1,...,n}. Dado que A es aditiva, tenemos que

A ((R/I[Pe])l/pg) — A(R/D)A ((R/m[r"’])l/pe) .

Por el Teorema 3.5.2, /\(R/I[pe]) = )\(R/I)ped. O
Notemos que en este caso, si d = dim(R)

i C2)

e—o0 pfd

= A(R/I).
Este limite existe bajo condiciones mas débiles. El siguiente resultado fue demostrado originalmente por
Monsky [Mon83], y su demostracién es similar a la demostracién que presentamos en la Seccién 3.3.

Teorema 3.5.5 ([Mon83]). Sea (R, m,K) un anillo Noetheriano local de dimensidn d. Sea M un R-mdédulo
finitamente generado, y sea I un ideal m-primario. Entonces, el limite

[r’]
eHK(I, M) = lim 7/\(1\4/1 M)

e—ro0 pfd
existe.
Antes de demostrar el resultado principal de esta seccidn, necesitamos demostrar el siguiente teorema.

Teorema 3.5.6 ([HY02]). Sea (R, m,K) un anillo Noetheriano local de dimensién d y sea | un ideal tal que
dim(R/J) =1 y tal que height(]) = d — 1. Supongamos que x € R es un no divisor de cero en R/] y que
I = ]+ xR. Supongamos ademds que Rp es regular para cada primo minimal P de |. Entonces,

eHK(I, R) > )L(R/I)
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Demostracion. Sea eg € Ny sea y = x?®. Paracadaic IN, tenemos una sucesién exacta
Ay AL AJyTIA = AJyA 0,

donde A = R/JIP’l. Luego, tenemos que AMA/y™A) < mA(A/yA) para cada m € IN. Se sigue que

e(y, A) :%%W < A%W = A(A/yA),
ya que dim(A) = 1. Asf,
A R/I[P“J) A(zz/(][p"] +xp“R))
enx(LR) = i, ——a— =i e
e (xpe,R/][Pe]) e (x,R/][rf’])
> im ) g
e—r00 pe e—00 pe(dfl)

Por el Teorema 2.1.3(3), obtenemos

. 1 [p°]
epk(I,R) > lim — ) e(x,R/P)Ag, (Rp/JF ).
e— 00 pe(d 1) PGMin(R/]) P ( P )

Dado que height(]) = d — 1, para todo P € Min(R/]) tenemos que dim(Rp) = d — 1. De la Proposicién
3.5.4, deducimos que

) 1 e(d—1
en(LR) 2 Jim ey L eloR/P)PTAR, (Re/Jp)
eMin(R/])
= Y e(xR/P)Ag,(Rp/]p).

PeMin(R/])

Por el Teorema 3.4.4(3) y la Observacién 3.5.1, se sigue que
egk(L,R) >e(x,R/]) = A(R/(J+ xR)) = A(R/I).
O

Decimos que (R, m,K) es formalmente no mezclado si diim(R) = dim(R/Q) para todo primo asociado
Q de R. Watanabe y Yoshida [WY00, Teorema 1.5] demostraron que si un anillo local no mezclado R es tal
que egg(R) =1, entonces es regular. La demostracién que veremos fue dada por Huneke y Yao [HY02].

Teorema 3.5.7 ([WYO00; HY02]). Sea (R,m,K) un anillo Noetheriano local formalmente no mezclado. Si
enk(R) =1, entonces R es regular.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que R es completo. Entonces R es no mezclado v,
por el Teorema 3.4.4 (3), R es un dominio.

Sea d = dim(R). Afirmamos que existe un primo P tal que dim(R/P) = 1y Rp es regular. Para
ver esto, supongamos que para todo ideal primo P de R tal que dim(R/P) = 1, tenemos que Rp no es
regular. Dado que el locus singular de R es cerrado y distinto de Spec(R), existe f # 0 tal que f estd en la
interseccién de todos los ideales primos P de R tal que dim(R/P) = 1. Ya que f es un no divisor de cero
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en R, tenemos que dim(R/fR) =d — 1. Sean g1,...,94-1 € R tales que sus clases forman un sistema de
parametros de R/ fR y sea Q un primo minimal de (g1,....,§4-1)R. Se sigue que dim(R/Q) =1y f € Q,
una contradiccién. Por lo tanto, existe un ideal primo P tal que dim(R/P) = 1y Rp es regular. Dado que
la interseccién de las potencias simbdlicas de P es cero y R es completo, por el Lema de Chevalley, existe
n € N tal que P - ml?l. Sea | = P, Sea x € mlP tal que x ¢ Pyseal = ]+ Rx. Tenemos que
I=]J+RxC ml”’l. Ademds, ya que [ satisface las hipdtesis del Teorema 3.5.6, se sigue que

ek (I, R) > A(R/1).
Luego, por el Lema 3.5.3, obtenemos
AMR/T) < A(mlPl/Depg(R) + epx (mlP], R)

A
AmlPI/ 1) + e (mlP, R)
< AP/ 1) + A(R/mlP)y = A(R/T).

Asi, tenemos que )\(R/m[p]) = egx(mlPl, R). Dado que

AR/ml™) P AR/ ml)

Pl R) = 1i — — _ i
enx(ml”, R) = Yim = =l e = Pemx(R) =7
se sigue que A(R/m!P") = p. Por el Teorema 3.5.2, R es regular. 0O
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IDEALES DE PRUEBA Y F-UMBRALES

En este capitulo estudiaremos otro invariante importante en caracteristica prima, el F-umbral, cuya exis-
tencia estd dada por el siguiente resultado.

Teorema-Definicién 4.0.1 ([DSNBP18, Teorema 3.4]). Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima
p. Sean I,] C R dos ideales tales que I C \/]. Entonces, si v{(pe) = méx {t =\ ‘ I'g ][pe] } el limite

Iim
e—o0 pe

(e J (e
existe. Llamamos a lim,_;co V’}(ﬁ ) el F-umbral de I con respecto a | y lo denotamos por ! (I) = lim, o vlp ).

p(’

Ademds, definiremos los ideales de prueba y demostraremos que los F-umbrales estan relacionados con
estos ideales. Finalmente, veremos cémo se relacionan los F-umbrales con la multiplicidad de Hilbert-Kunz.
En particular, estudiaremos el siguiente resultado.

Proposicién 4.0.2 ([NBS20]). Supongamos que (R, m,K) es un anillo Noetheriano local de caracteristica
prima p. Sea f = f1,..., f parte de un sistema de pardmetros para R, I = (f), y R = R/I. Entonces,

(1)t

eHK(];R) < eHK(]F;E) £

para todo ideal m-primario | tal que I C J.

4.1 F-UMBRALES

Antes de definir los F-umbrales, probaremos un lema que nos serd de utilidad.

Lema 4.1.1 ([DSNBP18, Lema 3.2]). Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p y sea I C R un
ideal. Entonces para cada r > (u(I) +s —1)p°, tenemos que I" = I"~5F" (IlF")s.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre s.
Supongamos que I = (fi,..., ft)R donde t = u(I). Sea ro > u(I)p°. Notemos que

IrO:(flﬂl'“ftat|al+...+at:rO)R‘
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Siay,...,ar < p° entonces a; +---+ay < u(I)p°. Asi, si a; + - - - +a; = rq, entonces existe j € {1,...,t}
tal que a; > p°y, como consecuencia, it fit e 1Pl [r0=7° . Puesto que I"0~P IIP°] C 0P [F* | se sigue
que I'0 = [0=P I[Pl Por lo tanto, si s = 1, para cada r > (u(I) +s — 1)p°, tenemos que I" = I"~5P*(1lP°])s,

Ahora, supongamos que s > 1y que si r > (u(I) +s —1)p°, entonces I" = I"~5F°(IIF'])s. Sea
r> (u(I)+ (s+1) —1)p® = (u(I) +s)p°. Entonces, r > (u(I) +s—1)p° y, por hipétesis de induccién,
I" = "5 (1lF°)s. Adicionalmente,  — sp¢ > u(I)p?, por lo que I'~5F = [0=sP) =1 [lp] = pr=(s+)p° [lp°],
Por lo tanto,

= —sr° (I[P"’])s
— [ (s+1)pe lpf] (ﬂpﬂ)s

— [ (s+)p ([[Pe] ) s )

O

Los F-umbrales se originan al comparar las potencias usuales de un ideal con las potencias de Frobenius
de otro utilizando la siguiente definicion.

Definicion 4.1.2. Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Dados dos ideales I,] C R tales
que I C +/], definimos

vl (p°) = max {t eN ‘ g ]W} .
Si{teN|I'Z JIFl} =@, definimos v/ (p) = 0.
Observacién 4.1.3. Si] # R el # 0, entonces {t € N | I ¢ JIFI} £ @ para toda e. Por otro lado, si
I ={0} o] =R, se sigue que v{(pe) = 0 para toda e y, como consecuencia, ¢/ (I) = 0.

El siguiente lema nos permite comparar U{(pgl“z) con v{(pel).
Lema 4.1.4 ([DSNBP18, Lema 3.3]). Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Sean I,] C R
dos ideales tales que I C \f] . Entonces,

v (pte) _ () +vf(p)
pelJrez - pel

para todo e1,e; € IN.

Demostracién. Por el Lema 4.1.1 con s = V{(pel), tenemos que

72O ) _ e (ﬂpez})‘ﬁ’(r’“l)

J (e
c 1lr2] (1[#’2])”1(”1)

- 1[pfz])”1<w>+1

_ ][pel +e2}
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Se sigue que
vl (prree) < p2 (D) +v] (")) -

Dividiendo entre p°17¢2, obtenemos

vi(perte) (D) + v (p)
pate  — po ’

Ahora demostraremos el teorema que nos permitira definir los F-umbrales.

Teorema 4.1.5 ([DSNBP18, Teorema 3.4]). Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Sean

J (e
I,] C R dos ideales tales que I C +/]. Entonces el limite lim,—,o UI;}Z ) existe.

Demostracion. Por el Lema 4.1.4, para todo e1,e; € IN, tenemos que

vi(pt) ) | v
pi’] +ep - pel pﬁ] :

Se sigue que

J (e J e1+ep J 4]
lim sup UI(;Z ) = lim sup Vl(f +e ) < V(EI) Vl(f )
e—00 ey —00 prTe2 p p
Como consecuencia,
vi(p") n() | vi(p) vl (p®)
lim sup 176 < lminf | —= + L = liminf 22,
e—s00 e1—»00 pa pgl e—r00 pf
L Vi)
Por lo tanto, el limite lim,_c0 ’pf existe. OJ

Definicion 4.1.6. Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Sean I, ] C R dos ideales tales que
I C +/]. Definimos el F-umbral de I con respecto a | por

J(I) = lim Vl(pe).

e—»00 pe

Observacién 4.1.7. Supongamos que R es un anillo Noetheriano de caracteristica prima p y que I,] C R
son dos ideales tales que I C \/]. Sea £ € N tal que I C J. Entonces,

1" = (e c (1P hE = (19 ¢ gl

J (e
Asi, obtenemos que V{(pe) < lup®y V’gf ) < {u. Por lo tanto, ¢/ (I) < fy.

Mas adelante, estudiaremos los F-umbrales en mayor detalle en el caso en que el anillo es regular y F-finito.
Para ello, utilizaremos ideales de prueba.
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4.2 IDEALES DE PRUEBA

El concepto de ideal de prueba de un anillo fue inicialmente introducido por Hochster y Huneke [HH90]
como parte de su teorfa de clausura hermética. Posteriormente, Hara y Yoshida [HYO03] definieron los ideales
de prueba para pares (R,I°) donde R es un anillo que cumple ciertas propiedades, I # {0} un ideal y
¢ € R>p. La definicién que utilizaremos de ideal de prueba fue introducida por Blickle, Mustatd y Smith
[BMS08].

En esta seccidn, trabajaremos con anillos Noetherianos, de caracteristica prima, regulares y F-finitos.

Observacién 4.2.1. Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Por el Teorema
3.5.2 tenemos que RY/ ¥ es un médulo finitamente generado y localmente libre sobre R. Por otro lado, tenemos

e e\ /P , .
que RVP" @ R/] ~ (R/][p ]) para todo ideal | C R. Como consecuencia, F es fielmente plano. Asi, si
u € R, deducimos que u € | si y sélo si u? € ][7’}.

Para construir los ideales de prueba necesitaremos la siguiente definicién.

Definiciéon 4.2.2. Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Sea I un ideal
en R, e un entero positivo y g = p°. Entonces, 11179] denota al ideal més pequefio J tal que I C ][”7]. Por
convencién, tomaremos I[1/7°] = I.

Para ver que (/4] est4 bien definido, basta ver que si {J)}rea es una familia de ideales de R, entonces
Niea ]kﬂ = (Niea ];\)M. Para ello utilizaremos el siguiente lema clésico (ver por ejemplo, [BMS08]).

Lema 4.2.3. Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Sea P un mddulo
proyectivo y finitamente generado sobre R. Entonces, si {];}; es una familia de ideales de R, tenemos que

e ()

Demostracién. Primero supongamos que P = R%!. Entonces,

== (00) - ()

Si P no es libre, dado que P es proyectivo, existe un médulo libre N tal que N ~ M @ P para algin
submédulo M de N. Luego,

ﬂ]iM@mL‘P = m(]i(M@P)) = <m]i> (M@ P) = (ﬂ]i) M® <m]i> P.
Por lo tanto, obtenemos que
e - (m L-) p.
O

Puesto que RYP" es un médulo finitamente generado y proyectivo sobre R, se sigue que

MaeaJARYT = (Maea Ja) RV1. Por lo tanto, Maca ) = (Maea Ja)” y el ideal 1174 est bien defi
nido.

Ahora podemos definir los ideales de prueba.
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Definicion 4.2.4. Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Sea I un ideal
en Ry sea c € R-. Entonces definimos el ideal de prueba de I con exponente ¢ como

7(I°) = U(ﬂCPeW)[l/pg].

e>0
Para ver que T(I¢) es un ideal, necesitaremos los siguientes lemas.

Lema 4.2.5 ([BMSO08]). Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Sean I y
] ideales de R y sean e y ¢’ enteros positivos.

1. Si1 C ], entonces 11/v] c ][1/"’8].

2. (I Hp) = 1P < (/).

3. 1/el c (/v
Demostracidn.

1. Dadoque IC J C (][1/}’8})[7"6], se sigue de la definicién de I1/7 que 101/71 C JI1/¥°].

L’/ e
2. Primero supongamos que ¢’ > e. Por la Observacién 4.2.1, si a es un ideal de R, entonces 1) C qlp’]
si'y sélo si IP° 1 C a. Luego, (IP"1)[1/P] = [IP" ] Adicionalmente, dado que I C (IV/P1)[F],
e —e ¢ o
deducimos que IlP° 1 c (10/P°1[P"].

/
Ahora supongamos que e > ¢’. Por la Observacién 4.2.1, si a es un ideal de R, entonces 1P C qlF]

siysélosi I C alr ™ se sigue que (I[pel])[l/f’e] — 1. Adicionalmente, puesto que
1C (10PN = (),
obtenemos que 1) C (I[l/l’"])[r’”/].

3. Por el inciso 2, tenemos que I11/7] = (I[pE/])[l/PHEI]. Dado que I[pe,] - Ipel, el inciso 1 implica que
10797 € (171,

O

Lema 4.2.6 ([BMS08]). Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Sea I un
ideal de R. Sir,t',e,e' son enteros positivos tales que r/p® > r//pe/ y e > e, entonces

(el c (Ir/)[l/p“/].
Demostracion. Dado que rp"’,_e > r', se sigue que

EI*E /

e - cr.

Por el Lema 4.2.5 (3), tenemos que
(I’,)[l/pe] g (Irpe/fe)[l/pg/]‘

Se sigue del Lema 4.2.5 (1) que (I")[1/7] C (I’/)[l/”el]. O
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Supongamos que I es un ideal de R y ¢ es un niimero real positivo. Puesto que p[cp®| > cpEH, tenemos
que plcp®] > [cpet1]. Luego, [cp?]/p¢ > [cp®1]/p°*! y, como consecuencia, obtenemos que

(I"CP‘?W)[l/pf] g (I[CPeJrl])[l/pe*l]'

Por lo tanto,
U (117" [L/¥7]

ecZ~g

es un ideal.
Observacion 4.2.7. Dado que R es Noetheriano, existe ey € Z~¢ tal que
(11 /P = (lepolyl1/pf]
para todo e > ey. Se sigue que
7(I€) = (117" [1/¥°]
parae > 0.

Observacion 4.2.8. Podemos escribir R = ]! ; R;, donde cada R; es tal que Spec(R;) es conexo. Sea

j€{1,..,n} yseaP; un ideal primo de R;. Si P = []i_; I; donde I; = R; sii # j y I; = Pj, entonces P es

un ideal primo de R. M4s ain, tenemos que Rp = R]-P_. Luego, dado que R es regular, cada pr- es regular.
] ]

Ya que ij, es local, ij, es un dominio. Por lo tanto, Rj es un dominio F-finito regular.
j

Ahora consideremos un ideal | de R. Entonces | = []i_; J; donde cada ]; es un ideal de R;. Ademads,

notemos que
n

t(J) =T1*05)-
i=1
Si R es un dominio, definimos T(J°) = Rsi ] # (0) y 7(J°) = 0si ] = (0). Si R no es un dominio,
definimos 7(J°) = [T/, T(J9).

Observacién 4.2.9. Consideremos 0 < ¢; < cp. Entonces, para e > 0, tenemos que T(I°1) = (IlcP*1)[1/F]
y T(I2) = (11e2P"Y/P) . puesto que 1121 C 11617l por el Lema 4.2.5, tenemos que

T(I?) C t(I).
Ahora estudiaremos la continuidad por la derecha de la coleccién de ideales de prueba.
Proposicién 4.2.10 ([BMS08]). Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito.
Sea I un ideal de R y ¢ un nimero real no negativo. Entonces, existe € > 0 tal que
w(1%) = (1) /7"
siempre que ¢ < ﬁ <c+e.

Demostracion. Primero veamos que existen € > 0 y un ideal ] C R tal que | = (Ir)[l/pe] siempre que

c < p—rt < ¢+ €. Supongamos lo contrario. Entonces para cada m € Z, existen 1y, ey € Z~g tal que la

sucesion {pr’” } es decreciente, converge a ¢, ey < €41 para todom € Z~g y
m

(I”m ) [1/176"’] 7,{ (Irnz+1 ) [1/1057”‘*'1]

para todo m € Z~. Luego, por el Lema 4.2.6, (I")[1/P™"] C (I"n+1)[1/P""*!] Dado que R es Noetheriano,
existe n € Z tal que (I"")1/P"] = (In+1)[/P" 1] 1o cual contradice la eleccién de la sucesién. Por lo
tanto, existen € > 0y un ideal ] C R tal que | = (I")[1/#*] siempre que ¢ < ﬁ <c+e.
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Ahora veamos que | = T(I°). Por la Observacién 4.2.8, podemos suponer que R es un dominio. Si

‘).
I = (0), entonces (I")/7"] (0 T(I°) para todo # > 0. Supongamos [ # (0). Sea e > 0 tal
que T(I¢) = (Ilv ])[1/7’ ) y [p < c+esie > e Sicp® € Z, entonces ¢ < ] < cte y

pf
T(I¢) = (1ler'H/rl = 1.
Ahora supongamos que cp® € Z. Reemplazando e por un entero positivo suficientemente grande, podemos

suponer sin pérdida de generalidad que e < €. Luego, ¢ < Cp +

< ¢+ €. Se sigue que
] = (ICP"H)U/pe] - (ICP"’)[l/rJ"’] = 7(I°).
Veamos que 7" C ][p Sea x € I’°. Para ver que x € ]7’] es suficiente ver que € ][p] para todo

ideal maximal P C R. Como consecuencia, podemos suponer sin perdlda de generalldad que R es local. Para
cp® +l

e/ > e, tenemos que ¢ < < ¢+ €y, como consecuencia, I "+1 C ][P Sea u € I\ {0}. Entonces,

t’/—t’

/ —
ux? " e I’ 1y como consecuencia, uxp ‘e ][p para ¢’ > e. Luego, para ¢’ > ¢, podemos escribir

e

pe/fe t pg
x = Z Yo' U ot
k=1

e ., . o . .
para algunos X € R, Uy € ][7" I, Por la Observacién 4.2.1, R es libre sobre R¥" . Sea m, el ideal maximal

/ Vi

de RV . Entonces, myR = mlP* 1. Por otro lado, por el Teorema de interseccién de Krull existe ey > e tal
que u & me,_.R. Luego, u es parte de una base libre de R sobre RP?. Como consecuencia, existe un
homomorfismo de RP “-médulos ¢ : R — RPO~¢ tal que ¢(u) = 1. Tenemos que

¢ e —e

eg—e c0—¢ 0
= p(uxt? ) = kzl P (Xkey gy -

_ _ t
Sea ¢ : RP" ° — R el isomorfismo de anillos tal que (v ‘) = v. Luego x = ¥ Y(@(Xkep)) U, Yo COMO
k=1
consecuencia, x € JIP’l. Por lo tanto, | = (I°?")[/P] = ¢(I°). O
El siguiente corolario es de especial interés.

Corolario 4.2.11 ([BMS08]). Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Sea

I un ideal de R y ¢ un ndmero real no negativo. Entonces existe € > 0 tal que T(I°) = T(IC/) siempre que
/
€ (cc+e).

Demostracion. Por la Proposicién 4.2.10, existe € > 0 tal que

w(19) = ()17

siempre que ¢ < 5 < C+ €. Sea ¢ € (c,c+€). Entonces existe ¢y € Z tal que T(I¢) = (117 T)L/¥"]
/

para todo e > eg. Dado que lim, o (p"ﬂ = ¢/, existe e; > ep tal que ¢ < [Cppl] < ¢+ €. Se sigue que

T(IC') - (ﬂc’pgﬂ)[l/pgl] = 1(I°). 0

El Corolario 4.2.11 motiva la siguiente definicién.

Definicion 4.2.12. Sea I un ideal de R y ¢ un ndmero real no negativo. Decimos que ¢ es un nimero de
F-salto para I si T(I¢) # T(I°€) para todo € > 0.

Por convencién, consideraremos que 0 es un nimero de F-salto.
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4.3 NUMEROS DE F-SALTO Y F-UMBRALES

En esta seccién, continuaremos trabajando con anillos Noetherianos, de caracteristica prima, regulares y
F-finitos.

Observacién 4.3.1. Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Sean I, ]
ideales de R tales que I C /J. Notemos que si I'P C ][peﬂ], entonces (It)[p] - ][”Hl]. Por la Observacion
4.2.1, deducimos que si I'P C ][peﬂ], entonces It C ][pe]. Asi, si It & ][pe], entonces 1'P ¢ ][”EH}. Se sigue
que

() _ v

pe — pe+1
¥, como consecuencia, obtenemos
J (e
v
(1) = sup I<f )
e>1 p

La siguiente proposicion y su corolario relacionan los F-umbrales y los nimeros de F-salto.

Proposicién 4.3.2 ([BMS08]). Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito.
Sea I # {0} un ideal de R. Entonces se cumplen los siguientes enunciados.

1. Dado un ideal ] C R tal que I C +/], tenemos que
(1M .

2. Dado ¢ € R+, tenemos que I C \/T(I°) y
TN <e.

Demostracion.

1. Supongamos que | C R. Por el Corolario 4.2.11, existe ¢/ > c/(I) tal que T(ICI(I)) = T(I”I). Por
otro lado, existe ¢y € Z~q tal que T(IC/) = (I1¢P"H1/7T siempre que e > ¢. Dado que ¢’ > ¢/ (I)
J (e
existe e; > eq tal que ¢’ > CI(I) + p%] Por la Observacién 4.3.1, ¢’ > V’(’;# y, COMO consecuencia,
dpe1] > v](p9) + 1. Se sigue que TP C Py, asi, 7(1¢) = (11¢P /P C J. Por lo tanto,
p \p g
(1) C J.

2. Sabemos que existe ey € Z~ tal que T(I€) = (I/P"1)[1/¥] siempre que e > ¢g. Asi, 1171 C 7(1¢)¥’]

siempre que e > ¢g. Como consecuencia, para todo e > ey, tenemos que UIT(IC)(pe) < [ep®]. Por lo
tanto,
(1) (e e
c v C
IN(I) = lim v ) < lim [ep”] =c.

e—»00 pe e—00 pe

O

Corolario 4.3.3 ([BMS08]). Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Sea
I un ideal de R. Si S es el conjunto de nimeros de F-salto, entonces

S ={c/(I) | ] es un ideal de R tal que I C \/J}.
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Demostracion. Si I = {0}, entonces S = {0} = {c/(I) | ] es un ideal de R tal que I C /J}. Supongamos
que I # {0}. Por la Observacién 4.1.3, ¢cR(I) = 0y 0 € S. Ahora supongamos que ¢ > 0 es un nimero
de F-salto y sea | = 7(I°). Por la Proposicién 4.3.2(2), I C /7(I¢) y ¢/(I) < c. Como consecuencia,
7(I°) C (I¢MD). Por la Proposicién 4.3.2(1), T(I¢'D) C J = 7(I°). Asi, T(IF) = t(I¢D). Dado que
c/(I) < cy c es un nimero de F-salto, tenemos que ¢/(I) = c.

Ahora sea o« = c](l) para algin ideal | C R. Supongamos que & no es un nimero de F-salto. Entonces
existe B < « tal que T(I*) = T(IP). Por la Proposicién 4.3.2(1), tenemos que T(IP) = t(I*) C J. Asi, para
e > 0, tenemos que (Impq)“/pe] C J y, como consecuencia, 11er°l C ][”e]. Luego, v{(pe) < [Bp°] para
e > 0. Se sigue que

J(,e e
v
a=c/(I) = lim 1(P) < lim [Bp°] =B,
e—oo  pf e—oo  pt
una contradiccién. Por lo tanto, &« es un ndmero de F-salto. O

4.4 F-UMBRALES Y MULTIPLICIDAD DE HILBERT-KUNZ

En esta seccién, estudiaremos cdmo se relacionan los F-umbrales con la multiplicidad de Hilbert-Kunz y
algunas consecuencias de esta relacién.

Proposicién 4.4.1 ([NBS20]). Supongamos que (R,m,K) es un anillo Noetheriano local de caracteristica
prima p. Sea j: = f1,..., ft parte de un sistema de pardmetros para R, I = (D y R = R/I. Entonces,

_ _ (it
epk(;R) < eHK(]R}R)C g,l)

para todo ideal m-primario | tal que I C J.
Demostracion. Notemos que para cada e, n € IN, tenemos la siguiente sucesion exacta corta:

I+ Jivl

Ja i R/(I" + Py — R/ (1" + Py — 0.

Como consecuencia,

il Py n [r°] L}[p"}
AR/ D)) = A (R (17 + P >)+A<1n+l+ﬂpﬂ

., J (e e
para cada e,n € IN. Por definicién de v{(pe), tenemos que )+t - ][P I Luego, tenemos que

J(pe
. vi(p°) " +I[pe]
AR = Y A<1n+1+ﬂpe]>.

n=0

Por otro lado, notemos que si A; es el conjunto de monomios de grado 7 en los f;, entonces

I+ Jirl —
—_— = R/I
m+1 4 ][P ] fEZAn ( )f

4 J1p°]
pz+1+][pe]

4 J1p°]

JrEa il es generado como R/ (I + JP*1)-médulo por

t}l

donde f denota la clase de f en . Se sigue que

un conjunto de a lo mds t;, = (”ﬁ;l) elementos. Asi, p{ﬁ'f% es imagen homomorfa de (R/(I + ][T’E]))
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Deducimos que

/
= (R/( 1+][p1)( )”'(V{(pe)+t).

Dividiendo entre p® y tomando limite e — co, obtenemos

enx(J;R) < enx(JRR)*

Como consecuencia, tenemos el siguiente resultado en el caso de hipersuperficies.

Corolario 4.4.2 ([NBS20]). Sea (R, m,K) un anillo Noetheriano local de caracteristica prima p. Sea f € R
un pardmetro y sea R = R/ fR. Entonces,

erx(;R) < enx (JR;R) ¢/ (f)
para todo ideal m-primario | tal que f € |.

Por la Observacién 4.1.7, se sigue que el Corolario 4.4.2 es un refinamiento del inciso 4 de la Proposicién
3.4.4.

Corolario 4.4.3 ([NBS20]). Sea (R,m,K) un anillo Noetheriano local de caracteristica prima p. Sea
i = f1,..., ft parte de un sistema de pardmetros para R, I = (i) y R = R/I. Entonces,

enk(;R) <eux (JR;R) -/ (f1) - (fi)

para todo ideal m-primario | tal que f € J.

Demostracién. Notemos que si I’ es un ideal de R, entonces f! € (](R/I'))[pe] siempre que f! € JIP'l. Por

if;aznto, C{Q/I, (f) < Cé (f) para todo ideal m-primario J. Asi, el resultado se sigue por induccién del CorolariDo

La Proposicién 4.4.1 nos permitird dar una condicién suficiente para que el anillo cumpla la siguiente
condicién.

Definicion 4.4.4. Decimos que un anillo R de caracteristica prima p es F-puro si es reducido y para todo
R-médulo M, el homomorfismo de R-médulos R ® M — RY/P @ M es inyectivo.

El siguiente teorema, conocido como el Criterio de Fedder, caracteriza cudndo un cociente de un anillo
regular es F-puro.

Teorema 4.4.5 ([Fed83, Teorema 1.12]). Sea (S, m) un anillo regular local de caracteristica prima p y sea
R = S/1I donde I es un ideal de R. Entonces, R es F-puro si y sélo si (I[V ) ¢ ml?.

Ahora daremos una condicién suficiente para la F-puridad de un anillo utilizando la multiplicidad de
Hilbert-Kunz.
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Proposicién 4.4.6 ([NBS20]). Sea (R,m,K) un anillo Noetheriano regular local de caracteristica p. Sea
f € m\ {0}. Entonces,

1 <enk (R/fR)c™(f).

En particular, siegx (R/fR) < % entonces R/ fR es F-puro.

Demostracién. Dado que R es regular, egg(R) = 1. Luego, por el Corolario 4.4.2,

1 <enk (R/fR)c™(f).

Ahora supongamos que egg (R/fR) < p—fl Se sigue que c™(f) > ijl Luego, existe e > 0 tal que
%1 Vfrgf ). Asi, pl(p—1) < V}”(p‘") y, como consecuencia, f7 (P=1) & mlFl. Por la Observacién
4.2.1, tenemos que fi"*1 ¢ mlPl. Por el Criterio de Fedder, R/fR es F-puro. O

4.5 IDEALES DE PRUEBA MIXTOS Y SUS REGIONES CONSTANTES

Podemos extender la definicién de los ideales de prueba para sucesiones de ideales I4,..., I;. Para ello,
trabajaremos con anillos Noetherianos, de caracteristica prima, regulares y F-finitos. Empezaremos fijando un
poco de notacién.

Notacién 4.5.1. Sea R un anillo Noetheriano. Sea I = I1,...,I; C R,y a = (ay,...,a;) € N*. Denotamos
([a1],..., [a¢]) por [a]. Escribimos I* para denotar I|"---Ij*. Finalmente, utilizamos 1 para denotar el
elemento de IN* cuyas coordinadas son todas 1.

Definicién 4.5.2. Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Sea I = I1,..., I
una sucesién de ideales de Ry sea o = (a1,...,4¢) € ]Rt>0. Definimos el ideal de prueba mixto de I con
vector exponente & como

w(1t) = J e,

e>0

Para ver que T(I*) es un ideal necesitaremos el siguiente lema.

Lema 4.5.3 ([Pér13]). Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Sea
I = I,..., Iy una sucesion de ideales d/e R. Sia = (a1,...,0),0 = (af,...,a}) € ZL, y e, son
enteros positivos tales que a;/p® > «)/p® para todaic {1,...,t} ye' > e, entonces

(1H/rl c ([“/)[1/176/]_
Demostracion. Dado que ocl-pg/_e > «) para toda i, se sigue que

(’/*(’

IR i
Por el Lema 4.2.5 (3), tenemos que
(19077 ¢ (),
Se sigue del Lema 4.2.5 (1) que (I*)1/7 C (l”")[l/Pe,]. 0

Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Supongamos que I = Iy,..., I;
es una sucesién de ideales de Ry & = (ay,...,a;) € ZL ). Puesto que p[a;p°] > a;p°t! para toda i,
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deducimos que p[a;p?] > [a;p°*!] para toda i. Luego, [a;p°]/p® > [a;p°1]/p®*! para toda i y, como
consecuencia, obtenemos que
([P /P (glar /e,

Por lo tanto,
U (ﬂtxrﬂ )[l/rf“]

ecZ~g

es un ideal.
Observacion 4.5.4. Dado que R es Noetheriano, existe ey € Z~¢ tal que

(ﬂﬂtpﬂ)[l/pe] - (ﬂw“ﬂ)[l/rfﬂ]

para todo e > ey. Se sigue que
T(1%) = (11*P" 1)1/ ’]

parae > 0.

Observacién 4.5.5. Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Por la Ob-
servacion 4.2.8, podemos escribir R = [} { R;, donde cada R; es un dominio F-finito regular. Consideremos
una sucesion de ideales I = Ir,..., Iy de R, y a = (a1,...,0;) € Zt>0- Entonces, para cada j € {1,...,t},
I; =TTjL I;; donde cada I;; es un ideal de R;. Ademds, tenemos que

T(I") =TIy - - Ig) < - x Tl - I

Definicion 4.5.6. Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Supongamos
que R es un dominio. Sea I = I;,...,I; de R una sucesién de ideales, y &« = (aq,...,0¢) € ]Rt>0. Sean

i, ..., &, las entradas de & distintas de cero donde i; < ij;qysea f= (a;,...,a;). Sea ] =I;,..., I;, Si
I; # (0) para todo i € {1,...,t}, definimos

T(I%) = T(lﬁ) =U (114 /vl
e>0
donde consideramos I]Q = R. Si I; = (0) para algtin i, definimos T(I*) = 0. Si R no es un dominio, definimos
T(I*) = t(Iy} -+ - ) x - - x (I, - - - I},) donde los Ij; son como en la Observacién 4.5.5.
Observacion 4.5.7. Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Supongamos
que &« = (xq,...,0),B = (B1,...,Bt) € RL son tales que a; < B; para todo i € {1,...,t}. Entonces,
para e > 0, tenemos que T(I%) = (I1*P"N/P1 y v(1P) = (IIFP 1)1/ 1] Puesto que ITPPT C 11271 por el

Lema 4.2.5, tenemos que
T(IF) € T(IY).

Ahora estudiaremos la continuidad por la derecha de la coleccién de ideales de prueba mixtos.

Proposicion 4.5.8 ([Pér13]). Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Sea
I=1,...,1; una sucesion de ideales de R y sea & = (ay,...,0¢) € IR;O. Entonces, existe € > 0 tal que

(1) = (1))
siempre que v = (r1,...,7¢) € tho ye € Z~ son tales que a; < % < w;+€ paratodoi € {1,...,t}.

Demostracién. Primero veamos que existen € > 0 y un ideal ] C R tal que | = (I")[1/#"] siempre que
r=(ry,...,n) € ZLy y e € Z>q son tales que &; < % < a; +€ para todo i € {1,...,t}. Supon-
gamos lo contrario. Entonces para cada m € Z-g, existen 1y, = (fy1,...,tmt) € Zt>0 yem € Zsg
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tales que las sucesiones {pgm po

dom € Zwgy (I')A/P™] £ ('me1) /91 yego, por el Lema 4.5.3, (I')[1/p™] C ([rme1)[1/pm1],
Dado que R es Noetheriano, existe n € Z tal que (I'*)1/7") = (I'n+1)1/P"1] 1o cual contradice la
eleccién de la sucesién. Por lo tanto, existen € > 0 y un ideal | C R tal que | = (f)[l/’qe] siempre que
r={(r,...,n) € tho y e € Z~q son tales que a; < % < wj+e€eparatodoi € {1,...,t}.

Twmi . .y
’””} son decrecientes, la sucesion { Im } converge a ¢, ¢, < ey41 para to-
m m

Ahora veamos que | = T(I*). Por la Observacién 4.5.5, podemos suponer que R es un dominio. Si
I; = (0) para algin j € {1,...,t}, entonces (IN/P) = (0) = 1(I*) para todo r = (rq,...,1¢) € Zyy

L’, E/
e € Z~o. Supongamos I; # (0) para toda j. Sea e > 0 tal que si ¢’ > e, entonces T(I*) = (1ler" Ht/rl
M;# < a;+eparatodai € {1,...,t}.Sia;p° & Z paratodoi € {1,...,t}, entonces a; < %*fq <ate

y T(I%) = (lﬂwq)[l/#’] =].
Ahora supongamos que w;p® € Z para algiin i € {1,...,f}. Reemplazando e por un entero positivo
[aip?]+1

< N

suficientemente grande, podemos suponer sin pérdida de generalidad que «; < w; + € para todo

i€ {1,...,t}. Se sigue que | = (I /P C (flr' /Pl = ¢(1%). Veamos que Il C JlF*l.

Sea x € I*P°l. Para ver que x € ][pe] es suficiente ver que € ]I[)p] para todo ideal maximal P C R.

Como consecuencia, podemos suponer sin pérdida de generalidad que R es local. Para ¢’ > e, tenemos que
E/ L,/ El

a; < % < &+ € para toda i y, como consecuencia, I/®° 1+1 C JIP*] Seay € I; - - - I;\ {0}. Entonces,

S,*C

/ / /
ux? " e e 141 y, como consecuencia, ux?* ‘e ]W] para ¢’ > e. Luego, para ¢’ > ¢, podemos escribir

t /
e/ —e ¢ —e
— 14
uxf = E Xl U o
k=1

e ., . / . .
para algunos x . € R, g, € JIP’l. Por la Observacién 4.2.1, R es libre sobre R . Sea m, el ideal maximal
/ /
de RF . Entonces, myR = mlP*1. Por otro lado, por el Teorema de interseccién de Krull existe ey > e tal
que u ¢ me,—oR. Luego, u es parte de una base libre de R sobre RP. Como consecuencia, existe un
homomorfismo de RP“-médulos ¢ : R — RPO~¢ tal que ¢(u) = 1. Tenemos que

t t’o —e

)= Y ol )l

k=1

xpeo—t’ _ ¢(uxp£’0—e
—e . . —e t
Sea p : RP™ ° — R el isomorfismo de anillos tal que (v ) = v. Luego x = k21¢(¢(xk,eo))uk,eo y, cOmo

consecuencia, x € JIP'. Por lo tanto, J = (1T )[1/P*] = £(]%). 0O

Corolario 4.5.9 ([Pér13]). Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Sea
I =1,..., I} una sucesién de ideales de R y sea & = (a1,...,4;) € ]tho- Entonces, existe € > 0 tal que

T(I%) = T(I*) siempre que &' = (&,...,a}) € 7% es tal que w; < & < a; +€ para todoi € {1,...,t}.
Definicion 4.5.10. Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Sea

I=1,...,1; una sucesién de ideales de Ry sea & = (ay,...,8;) € lRt>0. La regidon constante del ideal de
prueba mixto T(I*) es el conjunto

{zx' eRLy|T (f‘/) =T (l"‘)}.

Para estudiar las regiones constantes de un ideal de prueba mixto, necesitaremos las siguientes definiciones.
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Definicion 4.5.11. Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Sean
I =1,...,I} C R una sucesién de ideales y | un ideal de R tal que Iy,...,I; C /J. Para cada e € NN,
definimos

VI(p®) = {(ar,...,a) € NF [ [ - 1% ¢ TPy,

Si f = fi,..., ft es una sucesién de elementos de R tales que fi,..., f € /], entonces usamos ijf(pe) para
denotar Vi(pe) donde I = fiR,..., fiR.

Definicion 4.5.12. Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Sean
I=1,...,I; € R una sucesién de ideales y | un ideal de R tal que I,...,I; C v/J. Tomamos

B/(Lp®) = U [0,a1/p] x ... x[0,a:/p°].
aeVi(pB)
Si ]: = f1,..., ft es una sucesién de elementos de R tales que fi,..., fi € 1/], entonces usamos B](]j; r°)
para denotar B/(L; p°) donde I = fiR,..., fiR.

Observacion 4.5.13. Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Sean
I=1,...,1; C R una sucesién de ideales y | un ideal de R tal quely,...,I; C \/]. Seae € IN. Notemos que
sil* ¢ JiPl entonces existe f € I*\ JIPl. Luego por la Observacion 4.2.1, tenemos que fr eI+ \] ]
Asi, I ¢ JIP*"1. Por lo tanto, L V](p ) C pelﬂ V](pe+1) Como consecuencia, B/ (I; p°) C B/ (L p**).
Definicion 4.5.14. Sea R un an|IIo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito. Sean
I=1I,...,Iy C R una sucesion de ideales y | un ideal de R tal que I;,...,I; C ﬂ Tomamos

= U BTy
e>0
Si i = f1,..., ft es una sucesién de elementos de R tal que fi,..., f; € /], usamos BI(]:) para denotar
B/(I) donde I = fiR,..., fiR
La siguiente proposicidn nos muestra que B](I) es la unién de ciertas regiones constantes.

Proposicion 4.5.15 ([Pér13]). Sea R un anillo Noetheriano, de caracteristica prima p, regular y F-finito.
Seal=1,...,1I; C R una sucesién de ideales y sea | un ideal de R tal que I, ..., I} C \/]. Entonces,

BI(I)={aeRy|T(I*) £ T}.

. (1/p°]
Demostracién. Supongamos que & € ﬁ]Nt para algin ¢/ > 0. Sea e > ¢ tal que T(I*) = (ﬂ’ "‘) :

Notemos que T(I%) & J si'y sélo si IP"* ¢ JIP'l. Luego, T(I*) & J siy sélo si & € L V](p ).
Sea B = ([31,...,/3]-) € lRtZO. Primero supongamos que § € B/ (I"). Entonces, existe ey > 0 tal que
B € B/(L;p®). Como consecuencia, existe p’ = (B1,---B)) € ;TOV{(;?QO) tal que B; < B para todo
je{l,...,t}. Luego, T(IF') ¢ J y dado que T (lﬁ’) Ct (lﬂ), T (15) 7.
Ahora supongamos que T (lﬁ) ¢ J. Por el Corolario 4,5,9, existen e; > 0y a = (ay,...,a) € p%l]Nt
tales que tal que 8; < ajparatodoj € {1,... ,t}yt(I") =7 ( ) Luego, T(I*) € ]y, como consecuencia,
).

existe ey > eq tal que & € —Vj(p ). Por lo tanto, B € B/(I O

Asi, si (R, m,K) es local e I; # 0 para todo i € {1,...,t}, entonces B™(I) es el conjunto
{w € Ry | T(I*) =R} .

Si ademds t = 1, tenemos que B™(I) = [0,¢™ (1)), por lo que ¢c™(I;) es el primer ndmero de F-salto de I
distinto de cero.
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F-VOLUMENES

En este capitulo presentaremos resultados originales obtenidos en colaboracién con Wagner Badilla-Céspe-
des y Luis Nufiez-Betancourt [BCNBRV19].

Motivados por los ideales de prueba mixtos asociados a una sucesién de ideales [, ..., I; y sus regiones
constantes, definimos un andlogo al F-umbral para sucesiones de ideales. En nuestro resultado principal,
describiremos este invariante como un limite de una sucesién convergente.

Teorema-Definicion 5.0.1 ([BCNBRV19]). Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Sean
I=1,...,I; C R una sucesion de ideales y | C R un ideal tal que I, ..., I} C ﬂ Sea

V(") ={(ay,...,ar) e N' | If- - It ¢ JIF°IY
Entonces, el limite
I — 14 1
Vol (1) = Jim L
converge, y es llamado el F-volumen de I con respecto a |.

En el caso regular, este limite es la suma de los volimenes de las regiones constantes donde
1'(If1 N R}

La demostracion del Teorema 5.0.1 se basa en una extensidn técnica de las ideas del caso para un ideal
[DSNBP18]. Sin embargo, el caso de miiltiples ideales no es una simple consecuencia de este caso. Dedicaremos
la Seccién 5.1 a esta demostracién. Ademads, demostraremos algunas propiedades de los F-volimenes que
extienden aquellas de los F-umbrales.

Si R es un anillo F-puro, el F-volumen es la medida de un conjunto en RY (ver las Proposiciones 5.2.5 y
5.3.5). En la Seccién 5.3, presentaremos este y otros resultados para anillos F-puros. En particular, demos-
traremos que los F-voliimenes detectan intersecciones completas F-puras.

Teorema 5.0.2 ([BCNBRV19]). Supongamos que (R, m,K) es un anillo Noetheriano regular local de ca-
racteristica prima p. Sean I C m un ideal en R, y i = f1,..., ft generadores minimales de I. Entonces,

Vol (f) =1 si y sélo si I es una interseccion completa F-pura.

En la Seccién 5.4, relacionamos el F-volumen y la multiplicidad Hilbert-Kunz. Especificamente, obtenemos
el siguiente resultado.

Teorema 5.0.3 ([BCNBRV19]). Supongamos que (R, m, K) es un anillo Noetheriano local de caracteristica
prima p. Sea f = fi,..., fi parte de un sistema de pardmetros para R, | = (D vy S = R/I1. Entonces,
enk(J;R)

Volp(f)

enk(JS;S) >
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para todo ideal m-primario |, tal que I C |.

En la Observacién 5.4.3, relacionamos el Teorema 5.0.3 con un conjetura sobre los F-umbrales y la
multiplicidad de Hilbert-Kunz [NBS20]. En particular, mejoramos un estimado dado en resultados previos
[NBS20].

5.1 EXISTENCIA Y DEFINICION

En esta seccién demostraremos una versidn mas general del Teorema 5.0.1. Para ello, empezaremos
introduciendo un par de definiciones.

Definicién 5.1.1. Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Una sucesién Jo = {Jpe }een de
ideales en R cuyos términos estan indexados por las potencias de la caracteristica es llamada una p-familia si

Il[f;] c ]pm para todo ¢ € IN.

Un ejemplo de una p-familia de ideales es la sucesién Jo = {]W] }een de potencias de Frobenius de un
ideal J. Existen otras p-familias importantes que se relacionan con varios limites que miden singularidades en

caracteristica prima [Tucl2; HJ18].
La siguiente definicién extiende la definicién 4.5.11 al caso de p-familias.

Definicion 5.1.2. Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Sea I = Iy, ..., I; C R una sucesién
de ideales, y sea Jo = {Jpc }een una p-familia de ideales en R tales que Iy,..., I; € y/J;. Para todo e € N,
definimos

VE(p) ={(ar,...,a) EN' | I - I & Jpe}.

Si f = f1,..., fr es una sucesién de elementos de R tal que fy,..., fr € v/J1, usamos Vj];(pe) para denotar

Vi‘(pe) donde I = fiR,..., fiR. En el caso que la p-familia es Jo = {JI"]},cn con J un ideal en R, Vi’(pg)
es denotado por V{(pe).

Observacién 5.1.3. Dado que L,..., Iy € +/J1, para cada n € {1,...,t}, existe {, € N tal que
Iﬁ” C J1. Adicionalmente, tenemos que If;(l”)p - I,[f] ¥, como consecuencia, I,ﬁ’(l”)f”p - ]1[’”} C Jpe. Asi, si
IV I} & Jpe, entonces ay < p(Iy)lup® para todon € {1,...,t}. Luego, VI (1)) < P Ty (1)

» Ve (e /
para todo e € IN. Por lo tanto, la sucesion { | Lpip ) } estd acotada.
ecN

Para demostrar el Teorema 5.0.1, necesitamos introducir notacién para describir diferentes objetos.

Notacién 5.1.4. Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Sea a = (ay,...,a;) € R, Denota-
mos (|a1],..., |at]) por |a]. Sib= (by,...,bt) € R, escribimos a < b si a; < b; para todoi € {1,...,t}
y escribimos @ < b si a; < b; para todo i € {1,...,t}. Adicionalmente, para cada x = (xq,...,x;) € R,
escribimos X" para denotar (x1,...,%,_1,Xy41,---,Xt). Sean e1,e; € IN. Sea C un subconjunto de p%lth.

Denotamos al conjunto

1 1
U {y:(yl’”"yt)epe1+eth:xi<yi§xi}

x=(x1,...,xt)€C e
por He, ., (C).

Definicion 5.1.5. Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Sea e; € IN. Sea C un subconjunto
de p%]]Nt. Decimos que x € C es un punto frontera de C si x + p%ll ¢ C. Denotamos por dC al conjunto
de puntos frontera en C.

40



sucesion de ideales, Jo = {Jpe}een una p-familia de ideales en R tales que Ij,..., Iy € /i,y p =

méax{u(Ly),...,u(I;)}. Consideramos e1,e; € IN. Para cada n € {1,..,t}, sea £, = min{/ | I} C J;}.
Entonces,

« Bu(Dey = N0 (TS0, p(1) 6] X T [0, (1) 1]

Notacién 5.1.6. Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Sean I = I;,...,I; € R una

« B(L)e, = FN'0 (UL (T15310#(1)6] x {0} x T4 [0, u(1)41]) )
* Reye, = Heyey (p% V?(Pel)) ,Y

Lo = Hoe (5 (2 VEGP) UBD) + 40 1)

Intuitivamente, Re, ¢, es el resultado de rellenar el conjunto p%lV? (p°1) cuando lo consideramos como
un subconjunto de pel%q]Nt. De forma similar, podemos pensar a L, ., como el resultado de rellenar el

subconjunto pel%glet que consiste de los puntos en p%]]Nt que estan en el segmento de linea que une

1 v7le 1
x €0 (pTl Vi (pr)u B(Dgl) con x + ol
Ahora daremos un ejemplo que ilustra las regiones previamente descritas.

Ejemplo 5.1.7. Supongamos que R = K[[x,y]] donde K es un campo de caracteristica p = 2. Consideremos
m = (x,y), el ideal maximal de R. Sea I = xR, (y*> + x)R. Entonces tenemos que

VI () = <([o,2€1 1] x [ozg]Z_ZD U <[0 2612_2} x <2€]2_2,2@1 —1})) AN,

Notemos que y =1 y {1 = {p = 1. Se sigue que

(oo 3(( (-7
(%

(=) ()
<

[ e
0, 222:| X {261 — 1}>

U {(281,0),(0,281)}) mNZ).

Adicionalmente, tenemos las siguientes igualdades
- RL’1,€2 = (Ux€l Vm(pel)[o, X]} X oo X [0, xt]) ﬂ 7511_*_32 ]Nz,
1L 14

@ Loper = Hope (3 (5 VP(r) UB(D ) + 2 {0,111).

Las siguientes figuras muestran las regiones de interés en el caso ey = 2,e0 = 1,u = 1. Los circulos
azules representan p%lV}“(pel). Los circulos azules, junto con los cuadros rojos, representan Re,.,. Los

puntos frontera de p%l VT (p) UB(I), estdn representados por los tridngulos verdes. Las estrellas naranjas
representan los elementos del conjunto L., ., .
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Continuaremos estudiando este ejemplo en el Ejemplo 5.1.13.

Observacién 5.1.8. Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Sea ey un entero positivo y sea
I=1,...,I; C R una sucesion de ideales. Sea ¢ : d (p%l Vi’(pel) UB(l)q) — U§:1 (Bi(I)e, x {j}) la
funcién definida por
P(x1, ..., xt) = (V°,s)
donde
y=(x1,....,x) —min{x; :i € {1,...,t}})1

s=min{i € {1,...,t} :x; =min{x;:j € {1,...,t}}}.

Notemos que, si (x1,...,%;) € p% Vi’(pel), se sigue que y € p% Vi' (pr) y¥° € Bs(1)e, por la Observacion
5.1.3. Por otro lado, si x = (x1,...,x;t) € B(I)e,, entonces min{x; : i € {1,...,t}}) =0 yy = x. Luego,
7 € Bs(l)e,. Asi, ¢ estd bien definida. Ahora supongamos ¢(x1,...,%,) = ¢(z1,....,2n). Se sigue que
(z1,...,zt) —2zs1 = (x1,...,xt) — x51. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que z; > x;. Entonces,
tenemos que (z1,...,2zt) = (x1,..., %) + (zs — x5)1. Si z5 > x5, entonces z; > x; + p% y z; > 0 para cada

i€ {1,...,t}. Como consecuencia, (z1,...,2t) € p%lVi'(pel) y(x1,...,x) —l—p%l € %Vﬁ'(pel) UB(I)e,,
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lo cual contradice que (x1,...,xt) €0 (p%l Vi’(pfl) U B(l)el). Asi, ¢ es inyectiva. Por lo tanto, deducimos
que

t n—1 t
]a (1 VI (p) uBmel)\ Ty (H<y<1]~>e]-+1> 11 <u<1,»>e]-+1>> |

el : )
p n=1 \j=1 j=n+1
Ahora empezaremos una serie de lemas necesarios para demostrar el Teorema 5.0.1.

Lema 5.1.9 ([BCNBRV19]). Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Sea I =1,...,I; una
sucesion de ideales de R, y sea Jo« = {]pe}ee]N una p-familia de ideales en R tal que Iy,..., I} C /Ti.
Tenemos que

1
W Vf (P€1+€2) < Rf?l,@z U £€1,32'

Demostracién. Sea x = (xq,...,xt) € pell—JrezV?(pelJr@) tal que x & R, e,. Por la Observacién 5.1.3,

pertex, < u(l,)l,p®1 "¢ para cada n € {1,...,;5}. Asi, pxy, < u(L)lyp® y [pxn] < p(Ly)lnp para
cadan € {1,...,t}. Por lo tanto, si x; = min{xy,...,x;}, deducimos que

1
o (TP x] = [pxi] 1) € B(L)ey-
Dado que x & Re,e,, Se sigue que p%l [poix] + 1 ¢ p%lVf(pel) para cada t € p%llN. Como consecuen-
cia, {t € p%lZ | p%l [px]| — 11 € (p%l Vi’(pel) UB(l)el)} estd acotado inferiormente por cero. Luego,
A Tpox] —s1€d (p% Vi (pr) U B(l)el) donde
) 1 1 1 e
s = min tEEZ E[p x]—11€ EVL(;? YUB(I)e, | ¢ -
Se sigue que existen a € 0 (p%l Vi' (pe1) U B(l)gl> yre p%]N tales que
1
o [piix] —rl =a.
Por otro lado, por el Lema 4.1.1 con s = p°lay,..., pla;, obtenemos que
[P (Patp) = If"z(p"laﬁu) o Itp‘?(p"latw)
= R (P gl
C Il[i’gz]( If"’]“l)[ﬂ] . It[l’fz] ( Ifelﬂf)[lﬂez}
= (YL (e )
[p°2]
< I
g ]pel+ez.

Por lo tanto, deducimos que 0 < r < p%}l- Mds adn, tenemos que

1 1 1
x4+ El = e (Prx+1) > Py [p°1x] .
Asi,
1 1 1
Y [pF1x] — El <x< Y [p7x].
Se sigue que x € He, e, (8 (p%l Vi‘(pel) U B(l)gl) + p%{O,...,‘u}l). O
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Lema 5.1.10 ([BCNBRV19]). Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Seal =1,...,I; una
sucesion de ideales de ideales de R, y sea Jo = {]pe}ge]N una p-familia de ideales en R tal que Iy, ..., It C \/J1.

Para cada e1 € IN, existe un subconjunto Al de p%l]Nt tal que
L Vi) € Ao,
2, pgm V] (p*1+%2) C H,, (A1) para todo e €N, y

A — 4 VI (p)] _

3. limg, 00 ,

elt
Demostracion. Por el Lema 5.1.9, tenemos que

1
A (pel+ez) C Reye, ULey e

P61+€2 1
1
gHg],Q(pe U(a( VI (5 UB(I) )+pel{o,...,y}1>).

Sea A%l = p%lvi‘(pel) U (8( V{' 61) . ,y}l) Entonces,
e . e
Vi < e 1 (T +0 TT 005 +0 ).
Asi, obtenemos que
eg 1 ~xier. e
0<1iminf|A1 P Vi #7)]
— o0 pet
er 1 ~x7Jey,e
< lim sup 4 P Vi ()l
- 01300 pelt
) D (U )G+ DT (1) +1) )
< limsup
e1—o0 pEI
=0.

Se sigue que
A% — S Vi (p))|

lim ; =0.
e1—>00 pel

Ahora podemos demostrar el resultado principal de esta seccién.

Teorema 5.1.11 ([BCNBRV19]). Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Sea I =11,...,I;
una sucesion de ideales de R, y sea Jo = {]pe}ge]N una p-familia de ideales en R tal que Iy,..., I} C \/T;.

S VIO
Entonces, el limite lim,_s0o e existe.

Demostracién. Para cada e; € IN, sea A1 como en el Lema 5.1.10. Entonces, para cada e1,e, € IN, tenemos

que

1
VI (g < pe (| VI ()] + \Aﬁ - VR
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Dividiendo entre p¢1iT¢! obtenemos

(VI (perte)| [ V(pe)| 1AY = e V()]

p61f+€2t - pé‘lt pelt
Asi, .
y VEEI VRt [VE(e] 1A - e Vi (p1)]
IIJLSOIOJP pet - lgjip pe1t+egt - pelt pelt
Se sigue que
VR VRG] A V()] V] ()]
limsup ——;— < liminf —————+ lim =liminf —————
e—s00 pe e1—>00 pel e1—00 pflt 61300 pe 1t
Jo (¢
Por lo tanto, el limite lim,_c0 WLP# existe. O

Por el Teorema 5.1.11, podemos definir el F-volumen de una sucesion de ideales con respecto a una
p-familia. Justificaremos la eleccién de este nombre en la Seccién 5.3, donde demostraremos que este niimero
es el volumen de cierta region para anillos F-puros.

Definicion 5.1.12. Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Sea I = I;,...,I; € R una
sucesion de ideales, y sea Jo = {]pe }een una p-familia de ideales en R tales que I, ..., Iy € \/J;. Definimos
el F-volumen de la sucesién I con respecto a la p-familia Jo = {]pe}ee]N por

Vol (I) = lim 7|vf-( 4].

e—oo pet

Si f = f1,..., ft es una sucesién de elementos de R tales que fi, ..., f; € \/J1, usamos Vol{; (f) para denotar
Volf‘( I) donde I = fiR,..., fiR. En el caso que la p-familia sea Jo = {JIPI},cn donde ] es un ideal en R,
Voll'( I) es denotado por Volj( I), y lo llamamos el F-volumen de la sucesién I con respecto a J.

Terminaremos esta seccién dando un ejemplo que muestra que elecciones diferentes de generadores de un
ideal no necesariamente dan F-volimenes iguales. Es decir, si tomamos dos ideales I, | tales que I C \f e

I'=(fi,...,ft) = (81,-.-,8s) con f # g, entonces, es posible tener que VOIJF(D # Vol{r(g).

Ejemplo 5.1.13. Tomemos R = K[[x,y]] con K un campo F-finito de caracteristicap = 2. Sea I = (x,y?) =
(2 +x), m=(xy), f=x,y"yg=xy"+x.
Calculemos VolIf' (f). Notemos que para a, b, e € N,
P gl ea<pt—1,20<p—1

@aﬁpe—l,bgp —1

e e
@agpf—l,bgvzlJ:pzz

pZe
| = 5. Por lo tanto,

Luego, VI (p*) = [0,p° — 1] x [0, 52| N2, (e




Ahora calculemos Volf'(g). Notemos que V?(pe) C V' (p°). Mostraremos que

VI (p) = VF(p*) U ({o, p62_2] X (pez—lee —1} OINZ).

Dado que a, b < p® —1si (a,b) € Vg'(p®), es suficiente demostrar que (@,pe —1) € V@'(p°), y que

(5. 5) £ Ve ().
Tenemos que

e_ pe-1 e _ e . s
xpTz(x+y2)pE_l _ Z (P ‘ 1)x}022+}7€—1—1y21'

i=0 !

Sin embargo, 2 /((Zeill) y, asf, (];efi)xpe*lype*z ¢ mlP’l. Por lo tanto, (#,p“’ —1) € V§'(p®). Mds adn,
7~ 7= e

= x%y?e + x# € mlPl. Luego, (5.5) ¢ Vg (p?). Se sigue que

' (x+ )
e e POOPS
VR = VRO + 5 B

2e 2e
_r P
_2+4

Deducimos que

S 500 pZe

5.2 PRIMERAS PROPIEDADES

En esta seccién discutiremos algunas propiedades de los F-voliimenes.

Proposicién 5.2.1 ([BCNBRV19]). Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Seal = Ir,..., I
una sucesion de ideales de R, y sean a, | C R dos ideales tales que I,...,1I; C +/]. Entonces, se cumplen
los siguientes enunciados.

(1) Si ] C a, entonces Volg(I) < Vol{_-(l).
(2) Vol (1) = p' VolL(D).
(3) Seal,_y=1,...,1;_1. Entonces, Vol{t(l) < Vol{c(lt_l)cf(lt).

Demostracion.

(1) Dado que ] C a, se sigue que Vi (p°) C Vi(pe) para cada e € IN. Asi, | Vi (p©)| < |V£(pe)|. Por lo
tanto, Vol (I) < Vol{:(l).
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[p]
VIS (o) PVt

(2) Tenemos que (JIPHPl = P11 Entonces, Vi[p](pe) = Vi(pE“). Luego, T = e Por

vl
lo tanto, Vol}." (I) = p Volf.(I).

(3) Seaa € V](p ). Entonces, tenemos que a; < 1/{ (p°). De otra forma, I C JI¥*l y, como consecuencia,
a¢ Vi( ¢), lo cual es una contradiccién. Asi, V](pe) C Viq (r°) x{0,.. vlt( ¢)}. Luego,

V] e
Volk(I) = lim V1Pl

e—oo  pet

= Volb(L_1)e! (Iy).

Ahora mostraremos que los F-voliimenes no cambian cuando tomamos clausura entera.

Proposicién 5.2.2 ([BCNBRV19]). Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Seal = Ir,..., I
una sucesion de ideales de R, y sea Jo = {]pe}ge]N una p-familia de ideales en R tal que Iy,..., I} C \/J1.

Entonces, Vol{_-' (I) = Vol{_-‘ (H, I,..., 1), donde I, denota la clausura entera de I;. Como consecuencia,
Vol (I) = Voll* (T, ..., Ty).

Demostracién. Dado que I; C Ij es una reduccién, existe £ € N tal que Hn - If‘z para cada n € IN.
Consideremos el conjunto

H={pecN'""|3p €Ntalque (B, p) €V (P)\V[ (P}

Para todo B € H, denotamos por bg al mayor entero no negativo tal que

(05, B) € VI (PNVE(P)

Mostraremos que V%,zz,...,1t<Pe)\Vf(”e) C Upen(INN (bg — €, bg]) x {B}. Sea (ay, ..., at) un elemento
de V%’Izw_,h(p")\Vi‘(pe). Entonces, a = (ay,...,a;) € H. Tenemos que lealgz S If“ielgz c I

Deducimos que If”_élgz I} Z Jpe. Sin embargo, I'I? - It C Jpe. Asi, by — £ < ay < by. Por lo tanto,
(a1,a) € Uger(IN N (bg — £, bg]) x {B}-

Adicionalmente,

t
Je Je _ Je Jo
Vi PO IVEGO =1V, GO\VE ()] < 81 < (TTIVE G

donde la dltima desigualdad se sigue de que H C V{' I (p°). Puesto que

274t

lim L = Hv 1 (1,

e—00 p
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obtenemos que

Vi V(e T, |V (p
0 < tim At P IVEEIE T VDT

e—00 pet pet e—00 pet

Por lo tanto,

I Jo e
VOl{T.(I) = lim M im w
- e

—co  pet e—vco pet

= Vol (I, I, ..., ).

O

Ahora empezaremos a describir objetos que nos servirdn para dar una descripcién alternativa de los F-
volimenes. Estas descripciones jugaran un rol importante en las siguientes secciones.

Definicién 5.2.3. Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Sean I = I,..., Iy € R una
sucesion de ideales, y Jo = {Jp¢c }een una p-familia de ideales en R tales que Iy,...,I; C V/Ji. Tomamos

Bl (L) = U [0,a1/p] x...x[0,a:/p°).
ﬂGVi’(pe)

Si i = f1,..., ft es una sucesién de elementos de R tal que f1,..., ft € \/J1, usamos B/ (i, p°) para denotar

Bl+(L; p°) donde I = fiR,..., fiR. En el caso que la p-familia sea J, = {][pﬂ}eeN donde | es un ideal en
R, BJ*(L; p°) es denotado por B/ (L; p©).

Observacion 5.2.4. De forma andloga a la Definicién 5.1.2, tomamos

~].
VI (p) ={(ay,...,a) e NS [ I+ I L Jpe},

Bl(Lp)= U [0,a1/p]%...x[0,a./p"].

aeVi'(pf)

Si la p-familia es Jo = {JIP1},cn con J un ideal de R, denotamos a \7?(;7‘3) y a B (L p®) por \71(;1") y
B/ (L p°) respectivamente.
Dividiendo B'*(I; p°) en t-cubos de volumen 1/p® y contando el nimero de t-cubos, obtenemos que

Vol(B*(Lp*)) = —

Proposicién 5.2.5 ([BCNBRV19]). Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Seal = Ih,..., I
una sucesion de ideales de R, y sea Jo = {]pe }een una p-familia de ideales en R tal que I,..., It € /T;.
Entonces,

Vi (p¢
Vol* (1) = 1im el

e—00 pet

Demostracién. Notemos que \fo(p"’) C V%’(pe) y

VE(PO\VL (p°) = {(a1,..., @) e N' [ I[' - [} ] & Ji tal que a; = 0}

(a1,...,a1) € N' | Vi, a; < | V] (p°)| — 1 & Ti tal que a; = 0}.
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Entonces,

[VEW) = VT ()] = | VE (P \ VT (p)] < Z% (E[IVQ'(PEH) -
i= i#]

Obtenemos que

Ve V7

e , e (e
()] _ T (Tl [ VE )

0< lim —= ; — <
e—00 Pe pd e—co pEt
(Mg V()
= Z m et =0,
= e—»00 p

donde la dltima igualdad se sigue de que

TTizj | VI ()

. o Jor1
el;n;o peD QVOIF (1)
Concluimos que
IVEEL V00
e—00 pet =) pet

O
Terminaremos esta seccién dando una cota superior para el F-volumen en términos de los F-umbrales.

Corolario 5.2.6 ([BCNBRV19]). Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. SeaI = I,...,I;
una sucesién de ideales de R, y sea ] C R un ideal tal que Iy,..., Iy C \/]. Seac = c/(I; +--- + I).

Entonces, Vol{:(l) < %

Demostracién. Sea I = Iy 4+ ---+ ;. Para we € N, tenemos que I ¢ JIP'l si y sélo si existe
a=(a,...,a;) € N' conaj +---+a; = « tal que I* Z IVl Asf, v{(pe) = max{|a| | a € V{(pe)}.
Ademds, para cada a € B/(I; p°) existe b € VII(pg) tal que |p°a| < |b|. Como consecuencia, obtenemos que
T(pe ~ B

1) > max{lal | a € B (L p)}.

p
(e
Sea V(pe) = Ull(if)

. Utilizamos H(p®) para denotar al conjunto

{(x1,...,x¢) elRtZO | x1+...+x <v(p®)}.

t

Entonces, B/ (I; p°) € H(p®). Luego, Vol(B/ (L p)) < Vol(H(p®)) = V(f!e) . Deducimos que

t

1ol v(p°)
Vi) < 1L
Dado que lim v(p®) = c, se sigue que Vol{:(l) < % O

5.3 PROPIEDADES PARA ANILLOS F-PUROS

En esta seccién nos enfocaremos en anillos F-puros. En particular, en la Proposicién 5.3.5 demostraremos
que el F-volumen es el volumen de un objeto en un espacio real. Ademds, veremos algunas propiedades que
s6lo se cumplen en este caso.
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Proposicién 5.3.1 ([BCNBRV19]). Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Seal = Ir,..., I
una sucesién de ideales de R, y sea | C R un ideal tal que Iy,...,Iy C \/]. Si R es F-puro, entonces

BI(Lp®) C B/(L;p*™).

Demostracion. Para cada elemento a en Vi(pe), tenemos que [? & ][pe]. Dado que R es un anillo F-puro,
(1Ml g 7Pl Como consecuencia, IP* ¢ JIP**'). Asi, pa € Vi(p”l).

Adicionalmente, si a es un elemento de V{(pe), entonces
[0,a1/p°] % -+ x [0,a:/p] € [0,b1/p ] x -+ x [0,b¢/ p*™]
para algin b € V%(p”l). Por lo tanto,

B/(Lp®) € B/(L ).

Observacion 5.3.2. Tomando las mismas condiciones que en la Proposicion 5.3.1, tenemos que
BI(Lp) € BI(Lp™).

Definicion 5.3.3. Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Supongamos que R es F-puro.
Sea I =1Ii,...,I; € R una sucesién de ideales, y sea Jo = {]pe}ee]N una p-familia de ideales en R tal que
I,..., It €+/Ji. Tomamos

B (1) = |J B (Lp").
ecIN

Si i = f1,..., ft es una sucesién de elementos de R tales que fi,..., f; € \/J1, usamos BJe (D para denotar
BJ+(I) donde I = fiR, ..., fiR. En el caso en que la p-familia sea Jo = {][”B}}eeN donde | es un ideal en
R, BJ+(I) se denota por B/(I).

Supongamos que (R,m,K) es un anillo Noetheriano regular local F-finito. Sea I = I;,...,I; C R una
sucesién de ideales. Como vimos en la Proposicién 4.5.15, el conjunto B™(I) es la primera regién constante
de los ideales de prueba mixtos T(I}" -+ - Ij"). Mds atin, B/(I) es la unién de las regiones constantes cuyos
ideales de prueba no estdn contenidos en .

Observacion 5.3.4. Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Supongamos que R es F-puro.
Seal = I,...,I; € R una sucesion de ideales, y sea | C R un ideal tal que Iy,...,I; C \f] También
tenemos que

B(I)= | B(Lp)UM,

ecIN
donde M C {(x1,...,xt) € R" | x; = 0 para algtin i} es un conjunto de medida cero.
El siguiente resultado justifica en parte el nombre de los F-volimenes.

Proposicion 5.3.5 ([BCNBRV19]). Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Supongamos que
R es F-puro. Sea I = I,...,I; € R una sucesién de ideales, y sea | C R un ideal tal que Iy, ..., Iy C \/].
Entonces, B](l) es un conjunto medible. M3s atin,

P
Vol(B (1)) = Jim, V1 (p*)!

En particular,
Voli(I) = Vol(B(I)).
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Demostracién. Dado que B/ (L; p¢) es un conjunto medible para toda e € IN, concluimos que B/ (I) también
es medible.
Ahora nos enfocaremos en calcular la medida de B/(I). De la Observacién 5.2.4, se sigue que

L&l
W\V;(Pe))\-

Puesto que B/ (I; p°) C B/ (L; p°*') para cada e € IN, concluimos que

Vol(B (L p°)) =

P )
Vol(B/(1)) = lim E|V1(Pe)|-
O

Observacién 5.3.6. Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Supongamos que R es F-puro.
Seal = I1,...,I; € R una sucesion de ideales, y sea | un ideal en R tal que I,...,I} C \ﬁ De las

S
. ., Vi(p® .

Obervaciones 5.2.4 y 5.3.2, obtenemos que la sucesion { | L(,f ) } es creciente.

e €N

Observacién 5.3.7. Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Sea I = I,...,I; C R una
sucesion de ideales, y sea Jo = {]p‘-’}ee]N una p-familia de ideales en R tal que Iy, ..., I} C \/J;. Para cada

e€Nynec{l,.,t} sealy, =min{l]|I;C Jpe} y consideremos los conjuntos
i—1
= B(1)E, = N (UL (TR0 () o] x {0} X T [0, (1) ] ) )

Tpe

L8y = Hoyer (3 (5 VI () UBDS, ) + (0,0 h1)
donde pp = méax{u(L),..., u(I)}.
Por el Lema 5.1.9, tenemos que

1 ~Je 1 <
pel—i-ez le (pe1+e2) < H€1r€2 (pelvlp (p61)) Uﬁglrez'

En efecto, sea x € pgl%ez\wli‘ (pe17¢2). Supongamos que x & L ,,. Entonces existe y € plTl Vgpe (p*) tal que

Vi— p%] < x; < y; para cada i. Dado que x; > 0 para cada i, y; > 0 para cada i. Luego, y € p%]{épc (p1) y

x € Hey e, (p%vg”e(pel)). Por lo tanto,

1 e
pel +ep V;

(F%) C Hoyeo (19’”"’(;761)) UL

pe1 I e1,2°
Como consecuencia, deducimos que

VI (pete)| 9P ()] (D) By (TES (e o+ 1) T (01 e+ 1) )
p(elJrez)t - pet p© ’

Por otro lado, dado que Iﬁ(l”)fo’”pe C h[p“] C Jpe, se sigue que Loy < p(In)lop®. Asi, si

t n—1 t
w=(p+1)) <H(V(1j>2€0,j +1) TT (1%, +1)> ,

j=1 j=n+1

obtenemos que

~Je ~J,e
IV (prr+)] _ V" (P pelt=Dy
p(31+@2)t - pelt pel
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Ahora introduciremos otra propiedad basica de los F-volimenes para anillos F-puros.

Proposicion 5.3.8 ([BCNBRV19]). Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Supongamos que
R es F-puro. Seal =1,...,I; C R una sucesion de ideales, y sea Jo = {]pe}ee]N una p-familia de ideales
en R tal que Iy, ..., I} C \/J;. Entonces,

T
Vol (I
Vol{;(l) = lim OFi(’).

e—00 pé’t
[ } Jet+1 ][FZ’] Jne
Demostracién. Para cada e € IN tenemos que ]pf C Jper1- Luego, Vol (I) < Vol (I) = p'- Vol (I).
Asi,

]e+1 ]e
Vol " (I) - Vol (I)

0 S p(€+l)t - pf?t ’

Te
., ) volF (1 . . .
lo cual muestra que la sucesidon £ (D es decreciente y acotada inferiormente por cero. Como
q T y p
e €N

consecuencia, converge a un limite cuando e tiende a infinito.
Notemos que, para cada entero no negativo e,

T () ={(ar,...,ar) e NSy [ IV I L e}
0
={(ay,...,a) ENLy | M- I ¢ ]}[Hrz h
~Je
= f (PO)-

Por la Observacién 5.3.7, existe u € R> (que no depende de ¢) tal que para cada entero no negativo s,

~Je ~Je
VY () IV (P0)] _ P
pot o pOf - p0
S
Dado que R es F-puro, la sucesién { ‘V?(f; ) } es creciente por la Observacién 5.3.6. Como consecuen-
5>0
cia,
VEE e o e
0s—% =V (P <P
Luego,
Ve o .
0< T =V (p9)] < p D,

Tomando el limite sobre s, obtenemos
0 < Vol (1) — [V} (p9)] < p'
Dividiendo entre p¢!, deducimos que

]e <7/e
_ Vol () IVE ()

u

pet pet < pe '
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Tomando el limite sobre e, concluimos que

Joe
Vol (I
limiop (D)

e—oo  ptt

= Vol ().

O

Proposicién 5.3.9 ([BCNBRV19]). Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Supongamos que
R es regular y F-finito. Sean I = I, ..., Iy una sucesién de ideales en R, | un ideal de R, y {];}; una familia
de ideales tal que ] = (\; J; y I1,..., It C \/J. Entonces, Vol(B/(I)) = Vol(U; B/i(I)).

Demostracién. Mostraremos que |J; V{i(p‘f) = V{(p") para cada entero no negativo e. Afirmamos que
UiV{"(pe) C V{(pe). En efecto, sea a € V{"(pe) para algin i. Entonces, I* € ]i[pe]. Dado que | C J;,
se siéue que I* i JIPl Asi, a e V%(pe). )
Ahora demostraremos la otra 7inc|usién. Seaa € V;(pg). Entonces, por el Lema 4.2.3, tenemos que
g gl = (ﬂi]i)[pe] =M; ]l-[pe]. Como consecuencia, existe i tal que I* £ ]l-[pe]. Luego, a € Vf(pe).
Adicionalmente, B/ (L; p¢) = U; B)i(L; p°) y, asi, B/ (1) = {U; B/i(I). Por lo tanto,

Vol(B/(I)) = Vol(|J B ().

1
O
Observaciéon 5.3.10. Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Supongamos que R es F-puro.
Seal=1,...,1; C R una sucesién, y sea | C R un ideal tal que I1,...,I; C +/]. Si tomamos a € B](L r°),
entonces existe p € V%(pe) tal que cada u; < %. Asi, | pta;| < B. Dado que IP & JIP°], 1l g jlrl. por
lo tanto, |pta| € V{(pe).

Supongamos que R es un anillo Noetheriano regular y F-finito. Sea I = I,...,I; C R una sucesién de
ideales, y sea I = I} + - - - + I;. El ideal de prueba mixto satisface la siguiente ecuacién

(M= Y (1.

0(1+---+D(t:/\

Motivados por este resultado, obtenemos la siguiente propiedad similar para F-umbrales. Este resultado juega
un rol importante para caracterizar las intersecciones completas F-puras en términos del F-volumen.

Proposicién 5.3.11 ([BCNBRV19]). Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Supongamos
que R es F-puro. Sea I = Iy,...,I; C R una sucesién de ideales, y ] C R un ideal tal que I1,..., I} C +/].
Entonces,
J(L+-+ 1) =sup{|6] | 6 € B/(I)}.

Demostracion. Sea A =sup{|0| |0 € B/(I)} ysea I =1+ -+ I.

Dado que M) Z JIPl, existe & = (ay,...,a;) € NI tal que Lt Lt JPly |a| = v{(pe). Luego,

] (e

%tx € B/(I). Concluimos que % < A para cada e. Asi, ¢/ (I) < A.

Ahora demostraremos la otra desigualdad. Sea 8 € IR>( tal que 8 < A. Entonces, existe & = (a1,...,0¢) €
B/(Lp°) tal que 6 = |a|. Asi, (|p°a1],...,|p°at]) € V%(p“) para e > 0 por la Observacién 5.3.10.

Concluimos que Ileelej ~~-I}p€lxtJ Z JIPl. Deducimos que IlPal++lp‘al g Jir'l Lyego,
[Poa) 4o Lptee] < vf(p°)
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para e > 0. Se sigue que

e . e J (e
6 = |a| = lim Pt 4+ [pe] < limmzc](l).
e—00 pe e—»0co pe

Puesto que esto pasa para 6 < A, concluimos que A < c](I). O

El siguiente resultado nos permite obtener el F-umbral bajo circunstancias especiales.

Proposicién 5.3.12 ([BCNBRV19]). Sea R un anillo Noetheriano de caracteristica prima p. Supongamos
que R es F-puro. Sean I,] C R dos ideales tales que I C |. Sean i = f1,..., ft generadores minimales de I.

Si Vol%(f) =1, entonces ¢/ (I) = t.

Demostracion. Mostrarmos que B/(f) = [0,1)!. Es suficiente demostrar que [0,1)f C B/(f). Procederemos

por contradiccién. Supongamos que existe a € [0,1)f tal que a & B/(f). Entonces, HN B/(f) = @, donde H

denota al conjunto [ay,1] x - - - x [a;,1]. Luego, B/ (f) C [0,1]* — H. Se sigue que Vol{_-(f) < 1, y obtenemos
una contradiccién. B
Adicionalmente, por la Proposicién 5.3.11, obtenemos que

c(1) = sup{|6] | 0 € B(f)}

= sup{[6] [0 € [0,1)"}
=t

O
Antes de demostrar el Teorema 5.0.2, recordaremos otro resultado conocido como el Criterio de Fedder.

Teorema 5.3.13 ([Fed83]). Si (R, m,K) es un anillo regular local de caracteristica prima p, f1,..., ft es una
sucesion regularen R y f = Hle fi, entonces los siguientes enunciados son equivalentes.

1. S/(f1,.-., ft) es F-puro.
2. S/(f) es F-puro.

3. fr1 g mlvl.
4. 7= ¢ mlrl para todo e.

Diremos que un ideal I es una interseccion completa si es generado por una sucesion regular. Asi mismo,
diremos que I es F-puro si R/ es F-puro. Ahora caracterizaremos las intersecciones completas F-puras en
términos de los F-volimenes.

Teorema 5.3.14 ([BCNBRV19]). Sea (R, m,K) un anillo Noetheriano regular local de caracteristica prima
p. Sea I C m un ideal de R, y sean f = fi, ..., f; generadores minimales de I. Entonces, VOIf'(f) =1 si y
sélo si I es una interseccion completa F-pura. B

Demostracién. Supongamos que VoIf'(f) = 1. Entonces, ¢™(I) = t = u(I) por la Proposicién 5.3.12.
Luego, u(I) = ¢™(I) < ht(I) < u(I). Concluimos que ht(I) = u(I). Asi, f1,..., fr es una sucesién regular

en R. Por lo tanto, I es una interseccién completa F-pura.
pr-1

Para la otra implicacién, demostraremos que [0,1)! = B™(f). Sea a € [0,1)!. Entonces, max{a;} < o
para algtin e € IN. Dado que [ es un ideal F-puro, R/I es un anillo F-puro. Dado que fi, ..., f; es una sucesién
regular en R, tenemos que ]:P"—l ¢ mlP’l por el Teorema 5.3.13. Luego, (p¢ —1,...,p°—1) € V}(p"’).

Concluimos que a € Bm(i; p°) C Bm(i). Por lo tanto, Vol?(]:) =1 0
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5.4 RELACIONES CON LA MULTIPLICIDAD DE HILBERT-KUNZ

En esta seccién relacionaremos el F-volumen con la multiplicidad de Hilbert-Kunz. Esto esta relacionado
con trabajo previo hecho para los F-umbrales y estas multiplicidades [NBS20]. Empezaremos demostrando el
Teorema 5.0.3.

Teorema 5.4.1 ([BCNBRV19]). Sea (R, m,K) un anillo Noetheriano regular local de caracteristica prima p.
Sean ]: = f1,..., ft parte de un sistema de pardmetros para R, I = (i) y R = R/I. Entonces,

enx(J;R) < epx(JR;R) VolL(f)
para cualquier ideal m-primario |, tal que I C |.
Demostracién. Sean I = (f) y Z = ( et a ¢ V}(pe))R. Entonces, R/Z, tiene una filtracién
0=NypC Ny C---C Ny =R/Z, donde N;y1/N; es una imagen homomorfa de R/l y m = |V}(pe)|.
Dado que ][pe] es m-primario, deducimos que
A(Nir1 @ R/JPT) < ANy @R R/JPT) + A(Npyy /Ny @g R/JPD).
Como consecuencia,
MR/, @ R/JPT) < [V (p*) MR/ T @R R/ JIPT).
Por definicién de Z, tenemos que Z, C JP’]. Luego,
AR/ ¥y = AR/ T+ 1P)

= A(R/Z, ®g R/JP)

< | VH(P)IAR/T @R R/TP)

< [VE(P)IAR/ (1 +7T)).

Dividiendo por p"d, donde d = dim(R), obtenemos que

AR/ ] |VJI:(P€)|)\(R/(I + JFD) |V£(P6)\ AR/ (I + TP |VJ]:(P€)| AR/]IP)
ped < ped - pet ' peld—1) - pet ' peld=t
Tomando el limite ¢ — o0, obtenemos la desigualdad deseada. O
Ahora recordaremos una conjetura que relaciona la multiplicidad de Hilbert-Kunz y los F-umbrales.

Conjetura 5.4.2 ([NBS20]). Sea (R,m, K) un anillo Noetheriano local de caracteristica prima p. Sea I C R
un ideal generado por parte de un sistema de pardmetros (fi, ..., fy). Sea R = R/I. Sea ] un ideal m-primario.

Entonces, ; ,
enk(J) < enx(JR) e é?) :

Observacion 5.4.3. La Conjetura 5.4.2 estd relacionada con la Proposicion 4.4.1 y el Corolario 4.4.3.
Por el Corolario 5.2.6,

ol (1) < (DX,

Por la Proposicién 5.2.1(3), tenemos que

Voll(f) < (f1) - (fo).

Por lo tanto, el Teorema 5.4.1 es un refinamiento de los resultados previamente mencionados.
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