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Introduccion

Este trabajo surge del siguiente resultado de geometria combinatoria.

Si tenemos m puntos azules y n puntos rojos en el plano en posicién general (no hay 3 puntos
en una misma recta), entonces existe una recta que biseca simultdneamente los dos conjuntos
de colores.

Figura 1: Ejemplo con 7 puntos azules y 6 puntos rojos.

Para demostrar ese resultado, primero supongamos que alguno de m o n es impar, sin
pérdida de generalidad m es impar. Sea p cualquier punto azul, veremos que siempre hay una
recta que pasa por el punto p y que biseca el conjunto de puntos azules. Nos tomamos cualquier
recta [ que pase por p, pero no pase por ningin otro punto azul. Si [ biseca el conjunto de
puntos azules, es la recta que estamos buscando, si no podemos asignarle una direccién a la
recta y considerar su lado derecho y su lado izquierdo. Supongamos que el lado derecho tiene
mas de la mitad de puntos azules. Si empezamos a rotar la recta con centro en p al dar un
giro de 180° habremos invertido los lados, asi que ahora el lado derecho va tener menos puntos
azules que la mitad. Como no hay 3 puntos azules sobre la recta [ (o alguna de sus rotaciones),
al hacer la rotacién los puntos azules van cambiando de lado uno por uno, asi que antes de dar
el giro de 180°, encontraremos una recta que pase por p y deje la mitad de los puntos azules en
cada uno de los lados que determina la recta.
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Hemos demostrado que existe una recta [; que pasa por un punto p azul y que biseca los
puntos azules. Empecemos a rotar la recta [; en sentido de las manecillas del reloj con centro
en p, hasta intersecar a otro punto azul ¢, en ese momento cambiemos el centro de rotacién a q
y sigamos rotando la recta. Continuemos rotando la recta de esa manera, cambiando el centro
de rotacién cada vez que toquemos otro punto azul, de esta manera obtenemos rectas que
siempre van a bisecar el conjunto de puntos azules, y como m es impar, al dar un giro de 180°
tenemos que regresar a la misma recta [; pero en sentido contrario. Por el mismo argumento
del parrafo anterior, al hacer estas rotaciones, antes de dar un giro de 180° tendremos una recta
que también biseque los puntos rojos, por lo tanto, esa recta biseca ambos conjuntos.

Si ambos nimeros m, n son pares, podemos considerar un punto ¢ (que no sea azul ni rojo),
agregar el punto ¢ al conjunto de puntos azules y aplicar las rotaciones anteriores a ese nuevo
conjunto. Por el mismo argumento, llegaremos a una recta que biseque el conjunto de puntos
rojos, ademas, si la recta pasa por el punto ¢ también bisecara el conjunto de puntos azules. Si
la recta no pasa por ¢ significa que pasa por algin punto azul y alguno de los lados tendra un
punto azul mas que el otro, pero como hay una cantidad finita de puntos, podemos trasladar
un poco la recta para pasar ese punto azul al lado correspondiente, sin afectar los puntos rojos,
asi tendremos la recta buscada.

El resultado anterior nos habla sobre encontrar rectas que bisequen conjuntos finitos de
puntos, es decir, rectas que cumplen que los semiplanos definidos por ellas tienen la misma
medida con respecto a la medida de contar, definida por la cardinalidad de los conjuntos finitos
de puntos.

Ese resultado sigue siendo cierto si ahora consideramos medidas finitas de Borel, y en di-
mensiones mas grandes podemos bisecar simultdneamente més medidas. Por ejemplo, en R3
podemos encontrar hiperplanos que bisequen simultdaneamente 3 medidas finitas de Borel. El
teorema del Ham Sandwich nos dice las hipdtesis necesarias para que un hiperplano biseque
simultdneamente varias medidas en dimensiones arbitrarias. De acuerdo a [23] y [27], la ver-
sién en R? fue conjeturada por Steinhaus y demostrada por Banach. La versién general para d
medidas en R? fue demostrada en 1942 por Stone y Tukey [24].

Su nombre se debe a su versién en R?: imaginemos que tenemos un solo sandwich con tres
ingredientes: pan, jamon, y queso, el cual lo queremos compartir con nuestra novia, entonces el
teorema del Ham Sandwich nos dice que siempre es posible cortar este sandwich con un cuchillo
en dos partes, de tal manera que a cada uno de los dos nos toque la mitad de cada uno de
los tres ingredientes. En este ejemplo, el pan, jamén y queso son las “medidas ”"que queremos
dividir de manera equitativa, y como el corte es con un cuchillo, estamos dividiendo el sandwich
en los dos semiespacios definidos por un hiperplano en R3.

Teorema del Ham Sandwich Sean ji1, ..., ig medidas finitas de Borel en R¢, tal que todo
hiperplano tiene medida cero para cada p;. Entonces, existe un hiperplano h tal que para toda

i €{1,2,...,d} se tiene que p;(h") = SHi (R9), donde h* denota el semiespacio positivo definido
por h.

Alon y Akiyama [1], con la finalidad de dar un teorema discreto del Ham Sandwich, tomaron
conjuntos finitos de puntos en R? definieron bolas centradas en los puntos y medidas sobre
esas bolas, entonces aplicaron el teorema del Ham Sandwich y obtuvieron el siguiente teorema.
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Teorema discreto del Ham Sandwich Sean A;, A,, ..., Ay C R? conjuntos finitos de pun-
tos, ajenos por parejas, tal que la unién U‘ii:1 A; estd en posicion general. Entonces, existe un
hiperplano h que biseca simultaneamente los d conjuntos.

El teorema del Ham Sandwich también ha servido para demostrar otros teoremas de repar-
ticién equitativa, como el teorema del collar [10].

El problema de equiparticionar medidas es una linea de investigacién muy trabajada en la
actualidad y como se vera mas adelante se han hecho varias generalizaciones del teorema del
Ham Sandwich en los tltimos anos.

Siguiendo con la analogia de la comida, supongamos que estamos en una fiesta con n ninos y
queremos repartir un pastel que tiene tres ingredientes diferentes, ;jsera siempre posible repartir
el pastel (con un cuchillo) entre los n nifios, de tal manera que a todos les toque la misma
cantidad de cada uno de los ingredientes? jLa respuesta es si! Al igual que en el ejemplo del
sandwich que compartimos con nuestra novia, queremos repartir tres ingredientes diferentes,
pero ahora entre una cantidad arbitraria (y finita) de personas.

La siguiente generalizacion del teorema del Ham Sandwich es el enunciado matematico que
justifica el ejemplo anterior. Fue conjeturado en 1999 por Kaneko y Kano [14], y fue demostrado
de manera independiente por Soberén [22], Karasev, Hubard, Aronov [15] y Blagojevic, Ziegler

6].

Teorema principal Sean n vy d enteros positivos. Sean 1, ..., tg medidas amigables en R?
tal que p;(R?) = n para toda i. Entonces, existe una teselaciéon convexa de R? en n conjuntos
C1,Cy, ..., C, tal que p;(C;) = 1 para toda i, j.

Recordemos que en el teorema del Ham Sandwich pedimos que las medidas fueran finitas
de Borel. En la demostracion del teorema principal también pediremos que las medidas sean
finitas, entre otras hipdtesis que veremos mas adelante. Por esta razon, el teorema principal
solo sera valido para algunas medidas, a las que llamaremos medidas amigables.

Observemos que cuando n es una potencia de 2 se puede demostrar el teorema principal
usando el teorema del Ham Sandwich de manera inductiva, sin embargo, demostrarlo para
todos los enteros n fue un problema que tardé mas de 10 anos en resolverse, pero antes de eso
se demostraron varios casos particulares.

Ito, Uehara, Yokoyama [13] (en 1998) y Bespamyatnikh, Kirkpatrick, Snoeyink [4] (en 2000)
probaron de manera independiente el caso discreto en R?, y Sakai [21] (en 2002) lo probé para
medidas en R2. En los tres articulos primero demuestran un lema sobre particiones balanceadas
usando un 3-fan y después dan un argumento inductivo para concluir sus resultados.

En 2010 Hubard y Aronov [12] usaron diagramas de potencia para reducir un problema de
reparticién equitativa (el teorema del pollo picante) a un problema topolégico. Después, en 2012
Soberén [22] usa las ideas de [12] y el teorema de Dold [8] para demostrar un lema similar al
probado en [13], [4] y [21]. Finalmente, Soberén concluye la demostracién del teorema principal
con un argumento inductivo.

Por otro lado, Karasev conocia un teorema topolégico que Hubard y Aronov necesitaban
para resolver un caso particular del teorema del pollo picante (para nimeros de la forma p* con
p primo), de esto nace un nuevo articulo en el ano 2014 [15] en donde demuestran ese resultado,
y como corolario obtienen el teorema principal.



12 INTRODUCCION

También, en 2014 Blagojevic y Ziegler [6] usan las ideas de [12] y teorfa de obstruccién para
demostrar el teorema del pollo picante para nimeros de la forma p*, con lo cual se tiene otra
demostracion del teorema principal.

En el 2017 Blagojevic, Robe, Steinmeyer y Ziegler [5] usaron la idea de Alon y Akiyama [1]
y el problema de network flow para demostrar el siguiente teorema que es una version discreta
del teorema principal.

Version discreta del teorema principal Sean n y d enteros positivos y sean Ay, As, ..., Ay
conjuntos finitos de puntos en R? tal que la unién U?:l A; estd en posicion general. Entonces,
se puede particionar U?Zl A; en n conjuntos convexos ajenos por parejas, que equiparticionen
simultaneamente a los d conjuntos.

El propdsito de esta tesis es demostrar el teorema principal y mostrar las ideas mas utilizadas
para resolver problemas de reparticién equitativa.

En el capitulo 1 se introducen los conceptos béasicos que usaremos en esta tesis, se veran de-
finiciones y resultados de geometria, conjuntos convexos, teoria de grupos, topologia algebraica
y teoria de la medida.

En el capitulo 2 se demostrara el teorema del Ham Sandwich; se vera que es un corolario de
un teorema topolégico muy usado en geometria discreta, el teorema de Borsuk Ulam. En ese
capitulo también se veran diferentes versiones del teorema de Borsuk Ulam y se demostrara su
equivalencia con el lema de Tucker, de esta manera al demostrar el lema de Tucker, se tendra
una demostracién combinatoria del teorema de Borsuk Ulam. Por tultimo, se daran corolarios
casi directos del teorema del Ham Sandwich.

En la demostracién del teorema principal, con la finalidad de aplicar el teorema de Dold, se
define una funcién Z, equivariante. Por esta razén, en el capitulo 3 se definiran las funciones
G equivariantes y se demostraran algunos resultados topoldgicos.

Como se mencioné anteriormente, los diagramas de potencia son una de las herramientas
més fuertes que se utilizé para demostrar el teorema principal, ya que en los tres articulos [6],
[15], [22], los usan para reducir el teorema principal a un problema topoldgico. En el capitulo 4
se definirdn y demostraran esos resultados sobre diagramas de potencia. Ademas, siguiendo [2] y
usando diagramas de potencia, veremos como equiparticionar cualquier medida de probabilidad
en RY.

Finalmente, usando las herramientas vistas en los capitulos anteriores, en el capitulo 5 se
verd la demostracion de Soberén [22] del teorema principal.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos todos los conceptos que usaremos a lo largo de la tesis, y
empezaremos a familiarizar al lector con algunos resultados matematicos que usaremos en los
siguientes capitulos. El capitulo esta dividido en 4 secciones.

En la seccion de geometria y conjuntos convexos primero recordaremos algunas definiciones
de convexidad para después definir a los complejos simpliciales geométricos y abstractos, los
cuales nos ayudaran a definir a los espacios G*".

El propésito de la seccion de teoria de grupos es entender como actian los grupos finitos
sobre los espacios topologicos con los que estaremos trabajando. Ademas, veremos que trabajar
las acciones de grupos con grupos isomorfos a Z, nos ayudara a obtener buenos resultados de
divisibilidad.

La seccion de topologia algebraica tiene como principal propésito estudiar la conexidad de
los espacios G*" y observar que son espacios con propiedades similares a las esferas. En esa
seccién también definiremos a las funciones simpliciales y veremos que cada funcion simplicial
induce dos funciones que nos ayudaran a contar el nimero de Lefschetz de dos maneras distintas,
el cual también serd definido en esa seccion.

En la seccién de teoria de la medida definiremos las medidas con las que se estara trabajando
en el teorema del Ham Sandwich y en el teorema principal. Después, veremos el significado de
integrar una funciéon con respecto a una medida, lo cual nos servird para entender el teorema
de la convergencia dominada de Lebesgue.

1.1. Geometria y conjuntos convexos

En esta seccién veremos las definiciones geométricas que se usaran en esta tesis y estudia-
remos a los conjuntos converos. Estaremos trabajando en el espacio euclidiano R? y con su
producto punto usual.

Un hiperplano en R? es un conjunto {z € R%a - 2z = b} para algtin a € R? no cero, y
algin b € R. A los semiespacios definidos por un hiperplano A los denotaremos de la siguiente
manera: h* = {z € Ra-x <b} y h~ = {x € R¥a -z > b}.

Algunas propiedades combinatorias de conjuntos finitos de puntos solo son vélidas si supo-
nemos que el conjunto esta en posicion general, como en el teorema discreto del Ham Sandwich.
Diremos que un conjunto de puntos en R¢ estd en posicién general, si hay a lo més d de esos
puntos en un mismo hiperplano.

13
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Un ejemplo de puntos en posicién general es la curva momento. El conjunto de puntos
(t, 12,43, ...,t%) es la curva momento de R?. Para ver que esta curva estd en posicién general
consideremos un hiperplano h con ecuacién a - x = b (con a = (ay, ..., aq)). Notemos que cada
punto (¢,t2,¢3,...,t) estd sobre el hiperplano h si y solo si ait + ast? + ... + aqt? = b, esto
significa que la interseccion de la curva momento con el hiperplano h, estd dada por las raices
del polinomio p(t) = ait + ast® + ... + agt? — b. Como el polinomio p(t) es de grado a lo més
d y no es el polinomio cero, entonces tiene a lo mas d raices, y por lo tanto la curva momento
interseca a cada hiperplano en a lo mas d puntos.

Cuando estamos trabajando con objetos y los queremos colocar sobre un espacio euclidiano,
es muy comun colocarlos sobre la curva momento, ya que esta tiene propiedades muy intere-
santes. Un ejemplo que veremos mas adelante es el teorema del collar, en donde colocaremos un
collar (objeto con diferentes tipos de perlas, que adorna el cuello y pecho de una persona) sobre
una curva momento, con la finalidad de poder aplicar el teorema discreto del Ham Sandwich.
Otro ejemplo es la demostracion de que todo complejo simplicial abstracto tiene una realizacién
geométrica.

Recordemos que un conjunto C' en R? es convero si para cada z,y € C, el segmento
xy = {tr + (1 — t)y|0 < t < 1} estd contenido en C. Un ejemplo de conjunto convexo es
un semiespacio ht = {x € R?|a - z < b}. Para demostrar que h* es convexo, queremos ver que
para cada x1,x9 € h™ el segmento x;25 estd contenido en A, es decir, que para cada 0 < ¢ < 1,
se tiene que tx1 4 (1—t)xs € ™. Como x1, x5 € h', entonces a-x; < by a -z < b, entonces para
cualquier 0 < ¢t < 1, tenemos que a-(tx1+(1—t)zy) = t(a-x1)+(1—1)(a-z2) < tb+(1—1)(b) = b;
de esto se sigue que los semiespacios positivos (y de manera andloga los semiespacios negativos)
son conjuntos convexos.

Una teselacion de R? es una familia de conjuntos que cubre totalmente a R? no dejan
espacios entre ellos, y la interseccién de sus interiores es vacia (no se traslapan). Un caso
particular que nos interesa son las teselaciones convezas, es decir, una teselacién con conjuntos
convexos. Un ejemplo de teselacién convexa es la formada por los semiespacios h* y h™, por lo
que en el teorema del Ham Sandwich tenemos una teselacién convexa que equiparticiona varias
medidas.

En el teorema principal también tenemos una teselaciéon convexa, pero con un mayor niimero
de conjuntos. Como veremos méas adelante, esa teselacion convexa la obtendremos intersecando
semiespacios, por lo cual el siguiente resultado es la propiedad mas importante que usaremos
de los conjuntos convexos.

Proposicién 1.1.1. La interseccion arbitraria de conjuntos convezos en R? es un conjunto
convero.

Demostracion. Sea {C;} una familia de conjuntos convexos en R%. Sean z,y € NC;. Por hipStesis
x,y estan en cada Cj, y como cada C; es convexo, entonces el segmento xy esta en cada C;, por
lo tanto, el segmento zy esta en NC;. Con esto concluimos que NC; es convexo. [

En verdad, la proposicién anterior es muy importante, ya que si tenemos cualquier conjunto
A en RY, entonces la interseccién de todos los conjuntos convexos que contienen a A, es convexo.
Por definicion, esa interseccién estd contenida en cualquier convexo que contenga a A, asi que
esa interseccion es el conjunto convexo més pequeno (respecto a la contencién) que contiene a

A.
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Definicién 1.1.2. La envolvente convexa de un conjunto A, es la interseccion NC; de todos
los conjuntos convexos C; que contienen a A.

A continuacién veremos algunas definiciones previas, para después definir a los complejos
simpliciales.

Definicién 1.1.3. Sean vy, vy, ..., vy puntos en R%. Decimos que son afinmente dependientes
. k k

si existen ag, oy, ..., € R no todos ceros, tal que Y ;_ o0, =0y > . o = 0. En otro caso,

diremos que vy, v, ..., v, son afinmente independientes.

Por ejemplo, dos puntos son afinmente independientes si son distintos, tres puntos lo son
si no estan sobre una misma linea, y cuatro puntos son afinmente independientes si no estan
sobre un mismo plano.

Definicién 1.1.4. Un simplejo geométrico o es la envolvente convexa de un conjunto de puntos
A afinmente independientes. Los puntos de A son llamados vértices de o. La dimension de o
es |A| — 1, y en este caso, diremos que o es un |A| — 1 simplejo.

Por ejemplo, en R? con d > 2, un tridngulo (no degenerado) es un 2 simplejo. En R?, con
d > 3, un tetraedro es un 3 simplejo.

Los simplejos de dimensién cero se llaman vértices y los simplejos de dimension uno se
llaman aristas. A la envolvente convexa de un subconjunto arbitrario de los vértices de un
simplejo o la llamaremos cara de o, y estas caras son a su vez simplejos. El interior relativo de
un simplejo o es el conjunto resultante de borrarle todas sus caras de dimensién més pequena
que la dimension de o. Por ejemplo, el interior relativo de un tridngulo (un 2 simplejo), es el
resultante de borrarle sus 3 vértices y sus 3 aristas.

Notemos que si ¢ es un simplejo geométrico y x es un punto de o, entonces existen Uinicos
0 < A, ...y Ap <1 tales que Zle =1y Zle A\iv; = x, donde vy, ..., vy son los vértices de o.
Si tenemos que A; # 0 para todo i, entonces diremos que x estd en el interior relativo de o.

Intuitivamente, diremos que un complejo simplicial geométrico es un conjunto de simplejos
que se pegan bien.

Definicién 1.1.5. Un complejo simplicial geométrico es una familia no vacia A de simplejos
que cumplen las siguientes propiedades:

(i) Cada cara de un simplejo en A, es también un simplejo de A.

(7i) La interseccion o1 N oy de dos simplejos de A, es una cara tanto de o1 como de 5.

A la unién de todos los simplejos de A la denotaremos como ||Al|. La dimensién de un
complejo simplicial es la mayor de las dimensiones de sus simplejos. El conjunto de vértices de
un complejo simplicial A es la unién de los vértices de todos sus simplejos, y es denotado por
V(A).

Si un espacio topoldégico X es homeomorfo a ||Al|, entonces se dird que el complejo simpli-
cial A es una triangulacion de X. En la figura 1.1 tenemos una triangulacién de un espacio
homeomorfo a la bola B2.



16 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Figura 1.1: Ejemplo de complejo simplicial y triangulacion.

Los complejos simpliciales finitos (los que tienen un ndmero finito de vértices) juegan un
papel muy importante en la demostracion del teorema de Borsuk Ulam y en el teorema de
Dold, y en general, son utilizados para conectar a la combinatoria con la topologia (como se
verd en los siguientes capitulos). Esa conexion se debe a que ciertos complejos simpliciales
tienen una estructura muy similar a las esferas o bolas del espacio R¢, pero tienen la ventaja
de ser finitos, asi que se pueden dar argumentos mas combinatorios. Por ejemplo, un triangulo
es un 2 simplejo, pero topoldgicamente es lo mismo que la envolvente convexa de una esfera S!.
También, las bolas B? pueden ser trianguladas usando complejos simpliciales, y de esta manera
podemos darle un sabor combinatorio a varios resultados topolégicos (como el lema de Tucker,
que se verd en el siguiente capitulo).

La parte (i) de la definicién de complejo simplicial geométrico nos permite darle una estruc-
tura combinatoria a cada complejo simplicial geométrico, esos objetos son llamados complejos
simpliciales abstractos.

Definicién 1.1.6. Un complejo simplicial abstracto es un par (V, K), donde V' es un conjunto
y K es una familia no vacia de subconjuntos de V' que es cerrada bajo subconjuntos, es decir,
siFFe K yGCF, entonces G € K (en particular el conjunto vacio estd en K ). El complejo
simplicial serd denotado como K y el conjunto V' serd denotado como V(K). Los elementos
de V(K) son llamados vértices, los conjuntos en K son llamados simplejos abstractos y la
dimension de K es maz{|F|—1: F € K}.

Para cada complejo simplicial geométrico A con vértices {vy, ..., v,,}, podemos definir un
complejo simplicial abstracto K con vértices V' = {vy,...,v,,}, v los simplejos de K seran los
conjuntos de vértices de los simplejos geométricos de A. En este caso, se dird que ||Al| es una
realizacion geométrica de K. En [18] se demuestra que cada complejo simplicial abstracto K
tiene una realizaciéon geométrica.

Intuitivamente, tenemos que dos simplejos geométricos de la misma dimension son iguales,
ya que uno se puede obtener del otro moviendo continuamente los vértices del simplejo, ademas,
definen el mismo simplejo abstracto. Por esta razon, diremos que dos simplejos geométricos de
la misma dimensién son isomorfos.
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De manera similar, diremos que dos complejos simpliciales geométricos son isomorfos, si defi-
nen el mismo complejo simplicial abstracto, ya que esto significa que tienen los mismos simplejos
y las mismas incidencias. Por lo tanto, para nuestros propodsitos, las realizaciones geométricas
de un complejo simplicial K seréan isomorfas, por lo cual a cada realizacion geométrica de K la
denotaremos como || K]|.

En esta tesis nos interesa definir objetos con estructuras similares a la de las esferas, por
lo cual le daremos una interpretaciéon geométrica a cada complejo simplicial abstracto, asi que
trabajaremos con complejos simpliciales abstractos donde cada uno de sus vértices son a su vez
simplejos abstractos.

Por ejemplo, el complejo simplicial con vértices {vy, vq, v3,v4, V5, 06} y con simplejos

{(2)7 {U1}> {U2}> {U3}> {U4}7 {U5}7 {UG}7 {Ulv U3}> {U1> U4}> {Ub U5}7 {Ulv Uﬁ}v {U27 U3}v {UQv U4}’
{UQ, ’U5}, {’Ug, U6}, {Ug, U5}, {Ug, Uﬁ}, {’04, 125}, {U4, UG}, {UG, U1, Ug}, {UG, V1, U4}, {Uﬁ, Vo, U3},

{U67 V2, /04}7 {,057 U1, U3}7 {U57 V1, U4}7 {U57 Vg, U3}7 {U57 V2, /04}}

es un complejo simplicial donde cada uno de sus vértices es un simplejo abstracto. Ademas, su
realizacion geométrica es la frontera de un octaedro.

Ahora definiremos la unidn de complejos simpliciales, para eso primero denotemos como
AW B al conjunto (A x {1}) U (B x {2}), de esta manera, tenemos que A& B es una unién
disjunta, ya que a los elementos de A los estamos etiquetando con el nimero 1 y a los elementos
de B los estamos etiquetando con el niimero 2.

Dados dos complejos simpliciales abstractos K y L, con conjuntos de vértices V(K)y V (L),
podemos definir K * L, de la siguiente manera: los vértices de K * L seran V(K) W V(L) y el
conjunto de simplejos sera {FW G : F' € K,G € L}. Con esta definicién es claro que K * L es
otro complejo simplicial y diremos que es la uniéon de K y L.

Veamos cémo se ve geométricamente el complejo simplicial K * L. Consideremos || K|| y
||L|| realizaciones geométricas de K y L tales que |[V(K)|| y ||V (L)|| son ajenos. Entonces, los
vértices de ||K * L|| serdn la unién de los vértices de ||K|| y de ||L||. Ademads, los simplejos
de ||K * LJ|| serdn las envolventes convexas de la unién de los vértices de o y 7, para cada o
simplejo geométrico de || K|| y 7 simplejo geométrico de ||L||. Al objeto ||K * L|| le podemos
dar una estructura de complejo simplicial abstracto a través de sus caras, ese complejo coincide
con la definicién combinatoria que dimos de K % L.

Si K, L, M son complejos simpliciales, entonces (K * L) M y K * (L * M) son isomorfos, es
decir, la operacién * es asociativa. Entonces, dado un complejo simplicial K, podemos aplicarle
la operacion * n veces, el cual serda denotado por K*™.

Por ejemplo, si tenemos un complejo simplicial finito G con V(G) = {g1, g2} y simplejos
{0,{g91},{g2}}, entonces el complejo simplicial G*> = G * G tiene como vértices

V(G?) ={(g1,1), (92 1), (91, 2), (92, 2)}

y como simplejos a

{®7 {(91, 1)7 (91, 2)}7 {(gla 1)7 (92, 2)}7 {(QQa 1)7 (gla 2)}7 {(QQa 1)7 (g2a 2)}}

Combinatoriamente, tenemos que G es la unién de dos vértices y G*? es la grafica bipartita
Ky 5. La realizacién geométrica de G*? es un ciclo de longitud 4 (la frontera de un cuadrado),
el cual topoldgicamente es lo mismo que una esfera S!.



18 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Andlogamente podemos construir G** = G*2 x GG, que geométricamente es la frontera de un
octaedro, que es isomorfo a la esfera S?. Observemos que si solo consideramos los simplejos de
dimensién 0 y 1 de G*3 (es decir, los vértices y las aristas), tendremos a la grafica tripartita
Ka22.

Si seguimos construyendo los espacios G*", veremos que G*" geométricamente es la frontera
del politopo cruz n dimensional, el cual es definido como el conjunto {z € R? : ||z||; < 1}. Es
decir, la frontera de los politopos cruz tienen la estructura combinatoria de los complejos sim-
pliciales G*". Ademas, si solo consideramos los simplejos de dimensién 0 y 1 de G*”, tendremos
a la grafica n partita Ky o.

Figura 1.2: Ejemplos de politopos cruz: cuadrado y octaedro.

En general, si G es un conjunto finito de vértices, el complejo simplicial G*"* geométricamente
es un objeto que tiene propiedades topolégicas muy parecidas a las esferas, asi que serdan muy
utiles para poder generalizar el teorema de Borsuk Ulam con funciones GG equivariantes. Ademas,
si solo consideramos los simplejos de dimension 0 y 1 de G*, tendremos a la grafica n partita
con todas sus componentes isomorfas a G.

1.2. Teoria de grupos

La acciéon de grupos juega un papel muy importante en esta tesis, ya que para poder utilizar
el teorema de Dold en la demostracion del teorema principal, definiremos una accién libre
usando un grupo de orden un nimero primo. También, en la demostracion del teorema de Dold
utilizaremos que la cardinalidad de las érbitas es multiplo del orden del grupo. En esta seccién
desarrollaremos las definiciones y todas las herramientas necesarias de grupos finitos para poder
llegar a esos resultados de accion de grupos.

Una operacion binaria sobre un conjunto G, es una funcion m : G x G — G. Por ejemplo,
en los ntimeros reales, la suma usual a + b es una operacion binaria. Un grupo es una estructura
algebraica con una operacién binaria que cumple varios axiomas.

Definicién 1.2.1. Un grupo es un conjunto G (no vacio) con una operacion binaria x tal que:
(i) = es asociativa en G: para cada x,y,z € G, T (y*2) = (z *xy) * 2.

(ii) Hay un elemento e € G, llamado identidad o neutro, tal que para todo x € G, exx = x =
T *e.

(i1i) Para cada x € G, existe un elemento y € G (el inverso de x) tal que x xy = e =y * .
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Un ejemplo de grupo es Z,, donde la operacién binaria es la suma modulo n. En este
ejemplo, el 0 es el elemento neutro, y para cada x € Z,, el nimero n — x es el inverso de x.

A partir de este momento vamos a denotar por z~! al inverso multiplicativo de z, y por
xy nos referimos a x * y. También, aunque la mayoria de las siguientes definiciones son validas
para cualquier grupo, vamos a estar trabajando con grupos finitos.

Dado un grupo G, diremos que H C G es un subgrupo de GG si H es no vacio y es un grupo
con la operacién inducida por GG. Una observacion inmediata es que H es un subgrupo de G si
es cerrado bajo la operacién y para cada s € H, s~! € H.

Para cada a € G y n € Z*, a"™ denotard aplicarle a a la operacién n veces, a~™ denotard
el inverso de a" y a® = e. Entonces, para cada a € G, definimos el subgrupo generado por a,
como el conjunto {a"|n € Z}. Siempre que tomemos a™ y a™ en el subgrupo generado por a,
entonces a"a™ = a™™™, por lo que es cerrado bajo la operacién. También, para cada a™ en el
subgrupo generado por a, tenemos que a~" también esta en el subgrupo generado por a. Por
lo tanto, el subgrupo generado por un elemento de G es, en efecto, un subgrupo de G.

Para cada a € G, se define el orden de a como el minimo entero positivo n tal que a™ = e,
el neutro del grupo. Notemos que un entero positivo m cumple que a™ = e si y solo si m es
muiltiplo del orden de a. Ademds, si a € G con orden n, entonces el conjunto {a,a?, ...,a"} es
igual al subgrupo generado por a, ya que a partir de ahi los elementos se ciclan. De esto se
sigue que la cantidad de elementos del subgrupo generado por a es igual al orden de a. A la
cantidad de elementos de un grupo G, se le conoce como el orden de G.

Dado un grupo G, g € G'y H un subgrupo de G, definimos gH como el conjunto {gs|s € H}.
Para cada subgrupo H, el conjunto {gH|g € G} forma una particién de G, y es llamado el
conjunto de clases laterales izquierdas de H. La cardinalidad de este conjunto es denotada por
|G : H] y es llamado el indice de H en G.

Uno de los teoremas mas importantes en teoria de grupos es el siguiente, y es el resultado
base para demostrar todos los teoremas de grupos finitos que involucran divisibilidad.

Teorema 1.2.2 (Lagrange). Sea H un subgrupo de un grupo finito G, entonces
G| =[G - H]||H].

Como el orden de a es igual a la cardinalidad del subgrupo generado por a, como corolario
directo tenemos que el orden de un elemento divide a la cardinalidad del grupo.

Asi, dado un grupo G de orden p un nimero primo, tenemos que todos sus elementos tienen
orden p o 1, pero el tnico elemento de orden 1 es e. De esto se sigue que hay un elemento ¢
en G que su generado es todo G. Si un grupo G cumple que es igual al subgrupo generado por
g € G, se dice que G es un grupo ciclico, y que g es un generador de GG. Como acabamos de
ver, todos los grupos de orden un ntmero primo son ciclicos.

Dados dos grupos (G, +), (H, %) diremos que son isomorfos si existe una funcién biyectiva
f: G — H tal que para cada a,b € G, f(a-b) = f(a) * f(b). Intuitivamente dos grupos son
isomorfos si tienen la misma cardinalidad y la misma estructura de grupo. Es decir, si a tiene
orden n en G, entonces f(a) también tiene orden n en H. Si G es ciclico, entonces H también
es ciclico.

Uno de los primeros resultados de isomorfismos es que todos los grupos de orden p, un
nimero primo fijo, son isomorfos. Ese resultado es muy intuitivo, ya que todos los elementos
diferentes del neutro, tienen orden p. Por esta razén, en muchas ocasiones para referirnos a un
grupo de orden primo, solo nos fijamos en el grupo Z, con la suma usual de congruencias.



20 CAPITULO 1. PRELIMINARES

La manera més comun en que los grupos interactiian con otros objetos matematicos es a
través de la accion de grupos. Intuitivamente una accién de grupos sobre un conjunto X es una
reetiquetacion de los elementos de X.

Definicién 1.2.3. Sea X un conjunto y G un grupo. Se dice que G actia sobre X si para cada
g € G hay una funcion oy : X — X tal que:

(1) Para cada g,h € G, azoy, = agy,.
(ii) . es la funcion identidad en X.

Notemos que para cada g € G, las composiciones ayo -1y 104 son la funcion identidad,
por lo tanto, cada funcién o, es biyectiva. Esto formaliza la intuicién que dimos de accién de
grupos.

Ejemplo 1.2.4. Un ejemplo es un grupo finito G actuando sobre el mismo por la multiplicacion
a la izquierda: para cada g,h € G definimos ay(h) = gh. Por definicion tenemos que a. es la
funcion identidad en X, ademds, (i) se sigue de la asociatividad de la operacion en el grupo.

Un grupo G lo podemos pensar como complejo simplicial: los vértices del complejo seran
los elementos del grupo G y sus simplejos todos los subconjuntos unitarios de G' y el conjunto
vacio. Abusaremos de la notacion y a este complejo simplicial también lo denotaremos como G.

En el ejemplo del final de la seccién anterior, vimos un complejo simplicial G con V(G) =
{91, 92} v simplejos {0, {g1},{g2}}, el cual es isomorfo al complejo simplicial Z,. También vimos
que geométricamente, los complejos G = Zo, G*? = 732, G*3 = 733 son la unién de dos vértices,
la frontera de un cuadrado y la frontera de un octaedro, respectivamente.

Con el ejemplo anterior podemos intuir que dos grupos del mismo orden son isomorfos como
complejos simpliciales. Sin embargo, la accién de estos grupos sobre el complejo simplicial que
definen no necesariamente tiene que ser la misma. A continuacion veremos dos ejemplos de
grupos del mismo orden, pero que la accién sobre el complejo simplicial que definen, es distinta.

Ejemplo 1.2.5. Consideremos el grupo Z4 con elementos {0,1,2,3}. La accion del grupo Zy4
sobre el complejo simplicial Z.4 es con la suma usual de congruencias: 0 +1 = 1,1 +1 =
2,...,3+0=3.

Ejemplo 1.2.6. Consideremos el grupo G = {a,b,c,d} de orden 4. La accién de G sobre el
complejo simplicial G estd dada por: aa = a,ab =b,ac = ¢,ad = d,ba = b,bb = a,bc = d, bd =
c,ca=c,cb=d,cc=a,cd=b,da=d,db=c,dc=0b,dd=a.

Es facil verificar que en el ejemplo 1.2.5 los elementos 0, 1, 2, 3 tienen orden 1, 4, 2, 4,
respectivamente. Por otro lado, en el ejemplo 1.2.6 los elementos a, b, ¢, d tienen orden 1, 2, 2,
2, respectivamente. Si el grupo del ejemplo 1.2.6 fuera isomorfo a Z,4, sus elementos deberian
tener orden 1, 2, 4, 4, lo cual ya vimos que no es cierto. De esto concluimos que los grupos no
son isomorfos, y por lo tanto, la accion sobre el complejo simplicial que definen, no es la misma.

La accién del ejemplo 1.2.4 la podemos extender a G*": para cada g € G y cada vértice
h € G*" (elemento de alguna de las copias de G), tenemos que a4(h) también serda un vértice
gh de G** ( h 'y gh estardn en la misma copia de G). Para cualquier otro simplejo {hq, ..., Ay, }
(donde los h; son vértices), tendremos que oy ({h1, ..., i }) = {agha, ..., aghy} (ver figura 1.3).
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Copia 1 de Zy Copia 2 de Zy
a=0 & ® a=0
b=1 b=1
c=2 c=2
d=3 ¢ d=3

Figura 1.3: En la figura tenemos dos copias isomorfas de Z, y las aristas correspondientes del
complejo simplicial Z3? (la figura no muestra la realizaciéon geométrica de Z32, ya que el dibujo
no es un complejo simplicial geométrico). Si nos tomamos los vértices b (de la primera copia
de Z4) y ¢ (de la segunda copia de Z,), tenemos que la arista que forman (la arista roja) es un
simplejo de Z;2. Si aplicamos la accién con el elemento d = 3, tenemos que db=3+1=0=a
(con a en la primera copia) y dc = 3+ 2 =1 = b (con b en la segunda copia), por lo cual
d({b,c}) = {db,dc} = {a,b}. En otras palabras, cuando aplicamos la accién con el elemento d,
la arista roja es mandada a la arista verde.

Para hacer mds ligera la notacién, denotaremos por g(x) a o ().

Diremos que una accién de un grupo G sobre un conjunto X es libre, si no hay g € G'\ {e},
que tenga puntos fijos. Es decir, para cada g # e y para cada x € X, g(z) # x. Sea p un
nimero primo y consideremos Z, actuando sobre un conjunto X. Como Z, tiene orden un
nimero primo p, entonces es ciclico, asf que sea ¢ un generador. Sea g* cualquier otro elemento
de G, distinto a g y a e, entonces k tiene inverso multiplicativo médulo p, digamos que ese
inverso es [ (es decir kI = 1(mod p)). Si g*(x) = x, entonces por definicién de accién de grupos
g% (x) = ¢*¢*(z) = ¢*(¢*(x)) = ¢*(x) = z, e inductivamente tendremos que = = g"(z) = g(x).
Por lo tanto, la accién de Z, es libre si y solo si su generador g no tiene elementos fijos. Notemos
que la demostracion funciona para cualquier grupo finito de orden un ntimero primo p.

Ejemplo 1.2.7. Si hacemos actuar el grupo ciclico Z, (con p un nimero primo) sobre el
: _ d _

congunto X = {(z1,...,x,)|z; € R*}, dado por g(xy,xs,...,x,) = (22,23, ..., 2y, 1), donde g es

un generador del grupo Z,, tendremos que la accion es libre si y solo si g no tiene puntos fijos.

Observemos que st g(x1, Ta, ..., Tp) = (21, T2, ..., Tp), entonces (T1, Ta, ..., Tp) = (Ta, T3, ..., Tp, T1),

y por lo tanto, x1 = x9 = ... = x,. Asi, si queremos que la accion sea libre, basta con definir la

accion sobre un subconjunto de X donde no todos los x; sean iguales entre si.
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Ejemplo 1.2.8. La accion de un grupo G sobre el conjunto G*™ (con la multiplicacion a la
izquierda) también es libre: gh = h solo si g = e. Ademds, por definicion de G*", los vértices de
un simplejo {hq, ..., hy,} cumplen que estin en diferentes copias de G, asi que g({hi,...,hn}) =
{g(h1), ..., g(hmm)} también serd distinto a {hy, ..., hn}, para g distinto de e. Por lo tanto, esta
accion es libre.

Sea GG un grupo finito actuando sobre un conjunto X. Para cada x € X, definimos la drbita
de x como Gz = {g(x)|g € G}, y el estabilizador de x como G, = {g € G|g(x) = x}.

Es facil ver que el estabilizador de cualquier elemento es un subgrupo del grupo G, y que las
érbitas forman una particién de X. Ademsés, la cardinalidad de la érbita Gz es igual a [G : G,].
Usando lo anterior y el teorema de Lagrange, tenemos el siguiente resultado.

Lema 1.2.9. Sea G un grupo finito que actia sobre un conjunto X. Entonces, la cardinalidad
de la orbita Gx es un divisor de la cardinalidad de G.

Por ejemplo, si tenemos una accion de Z, sobre un conjunto X, entonces todas las orbitas
tendran tamano p o 1. Més aun, si esa accion es libre, entonces para cada elemento z € X y
g € Zy, \ {e}, g(z) sera distinto de z, asi que todas las érbitas seran de tamartlo p.

Usando accién de grupos se puede demostrar el siguiente teorema (ver [19]).

Teorema 1.2.10 (Teorema de Cauchy). Si G es un grupo finito y p es un divisor primo del
orden de G, entonces G contiene un elemento de orden p, y por lo tanto, un subgrupo de orden

p.

El teorema de Cauchy es muy importante, ya que si se tiene una accién de un grupo finito
(G, entonces nos podemos fijar en la acciéon de algin subgrupo H de orden un ntimero primo, y
asi asegurar que la accion de H sea libre.

1.3. Topologia algebraica

Aunque el propédsito de esta tesis es demostrar el teorema del Ham Sandwich y el teorema
principal, las herramientas topolégicas que veremos en esta secciéon han sido muy utiles en
diferentes areas de investigacion de las matematicas discretas. De hecho, una gran cantidad
de problemas de combinatoria y geometria discreta han sido resueltos usando herramientas de
topologia algebraica. En esta secciéon veremos los resultados topolégicos que se han usado para
resolver problemas de reparticion equitativa.

Uno de los temas de mayor interés en la topologia algebraica es estudiar los hoyos que
tienen los espacios topoldgicos, ya que estos nos ayudan a identificar espacios con estructuras
muy parecidas. El concepto de conexidad serd fundamental para definir objetos con estructura
muy parecida a las esferas, y asi dar una generalizacién del teorema de Borsuk Ulam para
funciones G equivariantes.

Definicién 1.3.1. Sea k > 0 un entero. Un espacio topologico X es k conexo si para cada
[ = 0,1....k, cada funcién continua f : S' — X se puede extender a una funcion continua
g : BT = X. Ademds, diremos que un espacio es -1 conexo si es no vacio.
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La definicién nos dice que cada esfera S! (con I = 0, 1..., k) en el espacio X se puede contraer
a un punto de X, asi que intuitivamente, un espacio es k conexo si no tiene hoyos de dimensiéon
mas pequena que k.

Un espacio X es 0 conexo si es conexo por trayectorias (y no vacio).

Un ejemplo muy intuitivo e importante es el de la esfera. Aunque puede parecer muy intuitivo
que todas las esferas S* (con k < d) en la esfera S? se pueden contraer a un punto, debemos de
tener cuidado, ya que la esfera S* puede estar encajada de una manera muy extrafa, es decir,
si imaginamos que tenemos una cuerda (cerrada) enrollada en S, entonces esa cuerda puede
estar muy enrollada.

Teorema 1.3.2. La esfera S es d — 1 conexa.

Demostracion. Demostraremos que cada funcién continua f : S¥ — S? con k < d, es ho-
motdpica a otra funcién g : S¥ — S? que no es suprayectiva. Recordemos que dos funciones
f:SF =Sy g:S* — S?son homotdpicas si existe una funcién continua F' : S* x [0, 1] — S¢
tal que f(x) = F(z,0) y g(z) = F(z,1). Intuitivamente, esta nueva funcién g, serd una que
nos permita desenredar la cuerda, hasta llegar a una esfera S*¥ como las que nos imaginamos,
entonces esa esfera si se podra contraer a un punto.

Como f es continua en una esfera compacta, entonces es uniformemente continua. Usando
la continuidad uniforme, sabemos que existe un € > 0 tal que siempre que ||z —y|| < €, entonces
| f(x) — f(y)|| < 1. Sea A una triangulacién de S* tal que cada simplejo en A tiene didmetro
menor que €. Definiremos g sobre cada simplejo de A.

Definimos F': S* x [0,1] — S¢, como

SIS Af (v) + (= O (f @)

donde vy, ..., v, son los vértices del soporte de = (el tinico simplejo que contiene a z en su
interior relativo) y = >_." | \v; es la combinacién convexa de .

Por construccion de A todos los f(v;) y f(x) difieren en menos que 1, asi que el segmento
f(v;) f(x) no contiene al origen, por lo que la funcién F' esté bien definida y es continua (porque
f es continua).

Notemos que F(z,0) = %,
F(z,0) = f(x).

Definimos ¢ : S* — S¢, como g(z) = F(x,1), entonces f es homotépica a g. Como A es una
triangulacién de S* y ¢ estd encajando la esfera S* en la esfera S?, entonces para cada simplejo
o de A tenemos que g(o) es un simplejo de S* encajado en la esfera S, por lo cual g(o) tiene
dimensién a lo mas k < d. De esto concluimos que g(o) estd contenido en un hiperplano de
R+ (que pasa por el origen). Como una unién finita de hiperplanos no puede cubrir la esfera,
entonces g no es suprayectiva, y se puede contraer a un punto.

Por lo tanto, S% es d — 1 conexa.

y como las imégenes estan sobre la esfera S?, entonces

]

Otra manera de identificar los agujeros de un espacio es a través de sus grupos de homologia.
Aunque el estudio de los grupos de homologia queda fuera del propdsito de esta tesis, los
usaremos para caracterizar los problemas de k conexidad (un estudio més profundo del tema
puede ser consultado en [11]). Los siguientes resultados (ver [18]) nos ayudardn a conocer la
conexidad de los complejos simpliciales G*", que fueron definidos en la seccién de geometria y
conjuntos convexos.
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Teorema 1.3.3. Sea X un espacio topologico y k > 1. Entonces, X es k conexo si y solo si
es simplemente conexo y H;(X) = 0 para cada i € {0,1,...,k}, donde H;(X) denota el i ésimo
grupo de homologia de X.

Teorema 1.3.4. Sean X y Y espacios topologicos. Supongamos que X es k conexo yY esl
conezo, donde X,Y estdn triangulados con complejos simpliciales. Entonces, || X «Y || es k+1+2
conexo.

Notemos que un complejo simplicial G no vacio que consiste inicamente de m vértices, es
—1 conexo. Entonces, el teorema anterior nos dice que G x G = G*? es 0 conexo, G*3 = G*? x G
es 1 conexo, e inductivamente podemos concluir que G*" es n — 2 conexo.

Recordemos que la esfera S™ es n—1 conexa, por lo cual tiene la misma conexidad que G*™+1),
Posteriormente veremos que las diferentes versiones del teorema de Borsuk Ulam tnicamente
involucran esferas S™ y bolas B", asi que si queremos generalizar el teorema de Borsuk Ulam
para espacios mas generales, una manera muy natural serd definir espacios con las mismas

propiedades de G*("*1_ que tienen la ventaja de ser complejos simpliciales finitos.
A continuacion veremos los conceptos que usaremos en la demostracion del teorema de Dold.
La estrella de un vértice v es la unién de los interiores relativos de todos los simplejos que

tienen como vértice a v, y es denotada por St(v). En la figura 1.4 se muestra un ejemplo de la
estrella de un vértice.

A AB B BC c
ABH BCD
AH B BD cD
Bl
BHI BDI
HI | DI
H D
FHI DFI
GH - FI DF DE
FGH DEF
G E
FG F EF

Figura 1.4: En la figura tenemos un complejo simplicial. Los simplejos que tienen como vértice
a C, son: el vértice C, las aristas BC y CD, y el tridngulo BCD. La unién de los interiores
relativos de los simplejos C, BC, CD y BCD es el triangulo BCD menos el segmento BD, por
lo cual la estrella del vértice C es el tridngulo BCD menos el segmento BD.
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Dado un complejo simplicial K, definiremos otro complejo simplicial sd(K') de la siguiente
manera: el conjunto de vértices V (sd(K)) es el conjunto de vértices V(K) més el conjunto de
simplejos de K. Después, ordenamos a los simplejos de K de acuerdo a la contencién, entonces,
las cadenas (los érdenes totales) son los simplejos de sd(K). Al complejo simplicial sd(K) se le
conoce como la subdivision baricéntrica del complejo K. La n subdivision baricéntrica de K,
denotado como sd™(K), es el complejo simplicial resultante de aplicarle n veces la operacién
sd, es decir, sd"(K) = sd(sd...(K)) (n veces).

Lo que estamos haciendo geométricamente para definir ||sd(K)|| es lo siguiente: por cada
simplejo de || K| de dimensién mayor o igual a 1 ponemos un nuevo vértice en el centro del
simplejo (en su baricentro), cada uno de esos vértices representara a su respectivo simplejo.
Los vértices de [[sd(K)|| son los vértices de ||K|| més los nuevos vértices. Los simplejos de
||sd(K)|| seran las envolventes convexas de los conjuntos {7, ..., 0., }, donde los o; son vértices
de ||sd(K)|| y los simplejos que representan los vértices o1, ..., 0,, estdn ordenados de acuerdo a la
contencién. El complejo simplicial ||sd(K)]| es la realizacién geométrica del complejo simplicial
abstracto sd(K).

Figura 1.5: Subdivisién baricéntrica de un 2 simplejo o triangulo.

Figura 1.6: sd?(®), donde ® es el complejo simplicial con vértices A, B, C'y aristas AB, BC, C' A.

Como se puede observar, el complejo simplicial sd"(K) nos va dando triangulaciones mas
finas del complejo simplicial K. Una de sus principales aplicaciones es para demostrar el teorema
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de aproximacién simplicial, que enunciamos més adelante.

Diremos que una funcién f : V(K) — V(L) entre dos complejos simpliciales K, L, es una
funcion simplicial, si para cada simplejo o en K, entonces f(o) es un simplejo de L. Es decir,
es una funciéon que manda simplejos en simplejos.

Una aprozimacion simplicial de una funcién f : ||K|| — ||L||, es una funcién simplicial ¢
de los vértices de una subdivisiéon de K a los vértices de L, que satisface f(St(v)) C St(g(v)),
para cada vértice en la subdivision de K.

En la figura 1.7 tenemos una funcién continua f de ||®|| (definido en la figura 1.6) al
complejo simplicial de la figura 1.4. La funcién g es una aproximacién simplicial de V(sd?(®))
a los vértices del complejo simplicial de la figura 1.4.

En la figura 1.7 también podemos observar que una aproximacion de una funcién f es una
funcion simplicial g que la podemos obtener moviendo continuamente la funcién f, es decir, g
es homotdépica a f.

Notemos que la estrella de F' en el complejo simplicial sd(®) es AC \ {A,C} (donde AC
denota el segmento con extremos A y ('), entonces si solo hubieramos hecho una subdivisién
baricéntrica tendriamos que f(St(F')) no estarfa contenida en St(g(F')), que es el tridangulo
con vértices g(A), g(F), g(C) menos el segmento con vértices g(A), g(C). Por esta razén fue
necesario hacer una segunda subdivision baricéntrica para obtener una aproximacion simplicial

de f.

9(A) =9(G) =g(L)

g(D) = g(H) 9(C) =9(J) = 9(K)

9(E) =g(1)

Figura 1.7: En la figura tenemos una aproximacion simplicial g de una funcién continua f. La
imagen f(||®||) es la curva cerrada de color negro, en donde marcamos de manera explicita la
imagen de los vértices de sd?(®).
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Teorema 1.3.5 (Teorema de aproximacién simplicial [11]). Sean K y L complejos simpliciales
finitos y f : || K| — ||L|| una funcidn continua. Entonces, existe un n € N tal que existe una
aprozimacion simplicial g : V(sd"(K)) — V(L) de f.

Con el teorema de aproximacién simplicial, cada funcién continua f : ||Z;(n+1) | = 11Z;"]
se puede convertir en una aproximacién simplicial g : V(L) — V(Z"), donde L se obtiene de

*(n+1 . ce . ., .
Zp(n ) a partir de subdivisiones baricéntricas.

Ahora veremos que toda funcién simplicial entre dos complejos simpliciales, induce dos
funciones, una trabaja con las cadenas de simplejos y la otra funcién involucra grupos de
homologia.

El conjunto de k cadenas con coeficientes racionales de un complejo simplicial K, denotado
por Cx(K), es el espacio vectorial formado por elementos de la forma a0y + ... + a,,0,,, donde
cada o; es un simplejo de K de dimension k, y cada a; es un nimero racional. Recordemos que
una funcién simplicial ¢ manda cada simplejo o en un simplejo g(o), sin embargo, eso no nos
garantiza que los simplejos o y g(o) tengan la misma dimensién.

Entonces, para cada funciéon simplicial g de un complejo simplicial K a un complejo simpli-
cial J, podemos definir otra funcién gy, : Cx(K) — Ci(J), de la siguiente manera: para cada
simplejo o (de K) de dimensién k, definimos gox(0) = g(o) si g(o) también es k dimensional,
en otro caso definimos gcg(o) = 0. Después, extendemos la definicién de gor de manera lineal:

ng(CZlUl + ...+ amam) = alng(al) + ...+ amng(am).

La funcién g también induce una funcion gy, : Hi (K, Q) — Hy(J, Q) en homologia: gmx([c]) =
lgck(c)]-

La férmula de la traza de Hopf [7] es un teorema que nos dice que podemos calcular el
numero de Lefschetz de la funcion g, de dos maneras distintas:

Z (—=D*traza(ger) = Z (—=D*traza(gm),

k>0 k>0

donde el niumero de Lefschetz se define como el lado derecho de la igualdad.

Mas adelante estaremos trabajando con los conjuntos de cadenas con coeficientes racionales
(que son espacios vectoriales), entonces tiene sentido fijarnos en las bases de esos espacios
vectoriales, y calcular traza(gey) v traza(gpy) como la suma de la diagonal de una matriz de
representacion de gox v gk, respectivamente.

1.4. Teoria de la medida

Uno de los conceptos fundamentales en las matematicas y en la vida humana es el de
medida. Desde la primaria nos han ensenado a calcular la longitud de un segmento, el area de
un poligono o el volumen de un objeto sélido en el espacio, sin embargo, hay objetos geométricos
que no podriamos medir en la primaria, y también hay algunos que no sabemos si los podemos
medir. La necesidad del hombre por poder medir longitud, area y volumen lo llevaron a dar
definiciones precisas de medida.

En esta seccion veremos la definiciéon formal de medida y enunciaremos algunos resultados
bésicos que se ven en cursos de andlisis y de teoria de la medida.
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Antes de definir medida, daremos la siguiente definicion para saber qué objetos si vamos a
poder medir.

Definicién 1.4.1. Sea X un conjunto no vacio. Diremos que X, un subconjunto de la potencia
de X, es una o-algebra de X si cumple las siguientes condiciones:

(i) 3 es no vacio.
(ii) Si A € X, entonces A € ¥ (es cerrada bajo complementos).
(i17) Si Aq, ..., A,,... € X, entonces US| A, € X (es cerrada bajo uniones numerables).

Una consecuencia directa de (ii) y (#i7) es que ¥ también es cerrada bajo intersecciones
numerables. Aplicando (i), (1) y que es cerrada bajo intersecciones tenemos que ) € 3, entonces
por (i7), X € X.

Notemos que la potencia de X es una o-dlgebra de X, y contiene a todas las demas o-
algebras de X.

Un ejemplo muy importante es cuando estamos en un espacio topoldgico (X, 7). Recordemos
que T es una topologia sobre X, si T es un subconjunto de la potencia de X que cumple: X, 0 € 7,
si Ay, ..., An, ... € T entonces N2, A, € 7, dada una coleccién arbitraria de A; € 7 entonces
U;A; € 7. Dado un espacio topoldgico (X, 7), llamaremos o-dlgebra de Borel a la generada por
sus abiertos, es decir, la o-dlgebra mas pequena que contiene a sus abiertos. Es denotada por
B(X) y sus elementos son llamados borelianos.

Ahora si, definiremos medida sobre una o-algebra.

Definicién 1.4.2. Sea X un conjunto no vacio y X una o-dlgebra de X. Una funcion p: > —
[0, 00] es una medida, si:

(i) p(®) = 0.

(ii) Para cada Ay, ..., Ay, ... € X familia de conjuntos ajenos dos a dos, tenemos que

M <U An) = ZU(An)'

Ademas, (X, %, 1) (o0 solo (X,X)) es llamado espacio de medida.

Diremos que una medida es finita si pu(X) es finita. Si u(X) = 1, decimos que es una medida
de probabilidad. Ademas, dadas dos medidas u, v se dice que pu es absolutamente continua con
respecto a v, si'y solo si para cada B € ¥ con v(B) = 0, entonces u(B) = 0.

Dado un conjunto finito X y ¥ el conjunto potencia de X, podemos definir una medida que
asigne a cada A € X el nimero de elementos de A. Esta medida es conocida como la medida
de contar. De manera similar, podemos considerar un conjunto finito S C R?, a R? con X su
conjunto potencia, y definir z(A) como la cantidad de elementos que hay en SN A. Esta medida
se conoce como la medida de contar inducida por el conjunto S.

Otro ejemplo es la medida de Lebesgue [3], la cual es una medida definida en los Borelianos
de R? que generaliza la nocién de longitud, 4rea y volumen. Esta medida en R cumple que cada
intervalo [a, b] mide b — a, ademds, es la tinica medida que a los rectdngulos acotados de R les
asigna la nocién que tenemos de volumen.



1.4. TEORIA DE LA MEDIDA 29

Teorema 1.4.3 (La medida de Lebesgue [3]). Hay una dnica medida pu sobre los conjuntos
de Borel de R?, tal que u([a,b]) = (b — ay)...(ba — aq) para cada rectingulo acotado [a,b] =
[by — a1] X ... x [bg — aq] en R,

Una medida finita de Borel jn en R? es una medida finita en R? definida sobre los borelianos
de R?, esto quiere decir que todos los abiertos y cerrados de R? son medibles. Un caso particular
interesante es cuando u es la restriccion de la medida de Lebesgue a un subconjunto compacto
A de RY, esto es, para cada X Lebesgue medible, u(X) = A(X N A), donde ) representa la
medida d dimensional de Lebesgue. Este es el ejemplo que muchas veces ilustra el teorema del
Ham Sandwich, ya que si colocamos 2 compactos en R?, entonces el teorema del Ham Sandwich
nos dice que existe una recta que biseca simultaneamente el area de ambas figuras.

Ahora definiremos la integral de una funcién con respecto a una medida para dar un re-
sultado de convergencia. Primero definiremos la integral de funciones no negativas que toman
un ndmero finito de valores (funciones simples), después vamos a generalizar la definicién a
funciones medibles no negativas usando su aproximacién con funciones simples, y finalmente
extenderemos la definicién a todas las funciones medibles usando la descomposicion en la parte
positiva y negativa de una funcién. Todos estos pasos estan bien justificados en [3].

Si (X, %), (Y,T') son espacios de medida, diremos que f : X :— Y es una funcion medible,
si y solo si para cada F € T se tiene que f~'(F) € X.

Dado un espacio de medida (X, X, ), diremos que h : X — R? es simple si existen
Ay, .. Ay € Sy oar,...,a, € R? tal que {4y,...,A,} es una particién de X y h(4;) = a,
para cada i. Si h es una funcién simple, diremos que h es integrable si siempre que a; # 0,
entonces 1(A;) es finita. En ese caso definimos

/ hdp = Z a;pi(4;)
X i=1

y para cada B € X definimos

n

/Bhd,u = Z a;u(BNA;).

i=1

Para cada funcién f : X — R? medible y no negativa, definimos

/ fdu:Sup{/ hdulh : X — R es simple y 0 < h(z) < f(:v)},
X X

siempre que ese supremo exista y sea finito.
Recordemos que para cada funcién f : X — RY existen funciones f*,f~ : X — R? no

HTW y [ = WT_f) Cuando f sea

/fdu=/f+du—/fdu,

siempre y cuando existan las integrales de f*, f~.

negativas tales que f = f* — f~ (a saber, ft =

medible, definimos

En [20] se dice que dada una medida, f,, converge en casi cualquier parte a f si f,(x) — f(z)
excepto en un conjunto de medida cero. También demuestran el siguiente teorema, que es uno
de los teoremas clasicos de convergencia.
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Teorema 1.4.4. El teorema de la convergencia dominada de Lebesgue Sea (X, %, 1)
un espacio de medida, (f, : X — R%) una sucesion de funciones integrables y g : X — R otra
funcion integrable tal que f,(x) < g(x) para toda n y para toda x. Sea f: X — R y supongamos
que para toda x € X, f,(x) converge en casi cualquier parte a f(x). Entonces, f es integrable

y [ fadp converge a [ fdu.

Como veremos mas adelante, el teorema anterior es de gran ayuda cuando se quiere demos-
trar la continuidad de una funcién.



Capitulo 2

El teorema del Ham Sandwich

2.1. El teorema de Borsuk Ulam

El teorema de Borsuk Ulam es el teorema topoldgico més usado para resolver problemas
de geometria discreta, ademads, varias generalizaciones del teorema de Borsuk Ulam (como el
teorema de Dold, que se verd en el siguiente capitulo) han servido para generalizar problemas
combinatorios (se pueden ver mas detalles en [18]). Hay una gran diversidad de demostracio-
nes de este teorema que solo usan herramientas de un area matemadtica: hay demostraciones
combinatorias, geométricas y topologicas.

En esta secciéon daremos una demostraciéon combinatoria del teorema de Borsuk Ulam,
demostrando su equivalencia con el lema de Tucker. Primero veremos diferentes versiones del
teorema de Borsuk Ulam y eligiremos el mas conveniente para probar su equivalencia con el
lema de Tucker.

La versién mas conocida del teorema de Borsuk Ulam es la siguiente.

Teorema 2.1.1. Para cada funcion continua f : S¢ — RY, existe un punto x € S¢ tal que

f(@) = f(=x).

El teorema de Borsuk Ulam es muy similar al teorema del valor intermedio, y la siguiente
versién hace mds intuitiva esta afirmacién. Decimos que una funcién f : S¢ — R? es antipodal
si para todo z € S, f(—x) = —f(z). De esta manera si f es continua y antipodal, y tomamos
el caso particular d = 1, siempre que tengamos un valor f(x) > 0, también tendremos f(—z) =
—f(z) <0, asi que el teorema del valor intermedio nos dirfa que el 0 estd en la imagen de f.

Teorema 2.1.2. Para cada funcion continua y antipodal f : ST — R?, existe un punto x € S?
tal que f(x) = 0.

Para ver que el teorema 2.1.1 implica el teorema 2.1.2, consideremos f : S¢ — R continua y
antipodal, entonces 2.1.1 nos dice que existe xg € S tal que f(xg) = f(—x¢) = —f (o), entonces
2f(zo) = 0, por lo tanto, f(zy) = 0. Para la otra implicacién, consideremos f : S¢ — RY
continua, y definamos g : S* — R como g(z) = f(z) — f(—x), entonces g también es continua,
ademas, g(—z) = f(—z)— f(z) = —g(z), por lo cual g es antipodal. Por 2.1.2 existe xo € S? tal
que g(zo) = 0, por lo tanto f(z¢) = f(—x¢). De esto tenemos que el teorema 2.1.1 y el teorema
2.1.2 son equivalentes.

Otras versiones equivalentes del teorema de Borsuk Ulam son las siguientes.

31
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Teorema 2.1.3. No existe f : S* — S continua y antipodal.

Teorema 2.1.4. No existe f : B¢ — S continua tal que f restringida a la frontera de B?
sea antipodal.

Demostraremos que todas las versiones son equivalentes.

Demostracion. Equivalencia de 2.1.2 y 2.1.3 Primero veamos que 2.1.2 implica 2.1.3, por
contradiccién. Supongamos que existe una funcién f : S* — S?! continua y antipodal, como
S?-1 € RY, entonces por 2.1.2, existe zg € S? tal que f(xy) = 0. Esto es una contradiccién, ya
que la imagen de f estd contenida en la esfera S¢~!, y el 0 no estd en S9!,

Ahora supongamos 2.1.3 y demostremos 2.1.2, de nuevo por contradiccién. Supongamos que
f:S? — R? es una funcién continua y antipodal tal que no existe xy € S? con f(zy) = 0,
entonces, podemos definir la funcién g : S¢ — St como g(x) = % Como f es continua y
antipodal, entonces g es continua y antipodal, lo cual contradice 2.1.3.

Equivalencia de 2.1.3 y 2.1.4 Veamos que 2.1.3 implica 2.1.4, por contrapositiva. Su-
pongamos que existe una funcién f : B¢ — S%°! continua y antipodal en la frontera. Sea
¢ : BY — S? dada por p(z1,...,xq) = (T1, ..., xq, /1 — 27 — ... — 22).

Definimos ¢ : S — S?! como

(2) = fe N (z) si x = (1,...., Tag1) con Tqpq > 0
g —fo N (—x) si x = (21,...,2411) con Tgy <0

Como f es continua y antipodal, g también es continua y antipodal.

Para la otra implicacién, supongamos que existe f : S* — S1 continua y antipodal (tam-
bién lo haremos por contrapositiva). Definamos g : B¢ — S, como g(z) = f(¢(z)). Como f
es continua y antipodal, g también es continua y antipodal.

O

Ahora demostraremos el lema de Tucker, para después demostrar que es equivalente al
teorema 2.1.4.

Decimos que una triangulacién 7' de la bola B? es antipodalmente simétrica en su frontera

si para cada simplejo o de T en la frontera de B? (S?~1), entonces —o también es un simplejo
de T.

Teorema 2.1.5. El lema de Tucker Sea T una triangulacion de B? tal que es antipodalmente
simétrica en su frontera. Sea X : V(T) — {+1,—1,42,-2,...,+d, —d} una etiquetacion de los
vértices de T que satisface que \(—v) = —\(v) para cada vértice en la frontera de BI(\ es
antipodal en la frontera). Entonces, existe un 1 simplejo (una arista) en T tal que sus dos
vértices tienen niumeros opuestos (i y —i).

Demostracion. Denotemos por C al politopo cruz de dimensién d. Observemos que cada trian-
gulacién de C? se puede obtener primero triangulando C? con los hiperplanos coordenados y
después extendiendo la triangulacién (refinar la triangulacién). Triangulando de esa manera,
tendremos que el signo de las coordenadas del interior relativo de cada simplejo o es constante.
Llamemos triangulacion especial a este tipo de triangulaciones.
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Figura 2.1: Triangulaciéon antipodalmente simétrica en su frontera y una arista roja con sus
vértices etiquetados con +1 y —1.

Daremos la demostracién con una triangulacién especial del politopo cruz de dimension d.
Notemos que al hacer esto no estamos perdiendo generalidad, ya que en toda triangulacion de
B¢ (antipodalmente simétrica en su frontera), podemos elegir un vértice (en el interior de B?)
de manera arbitraria, tomarlo como nuestro origen para formar los hiperplanos coordenados,
y empezar a mover continuamente los demas vértices hasta llegar a una triangulacion especial
de C? (es decir, el signo de las coordenadas del interior relativo de cada simplejo es constante).
Ademas, no usaremos ninguna propiedad de estas triangulaciones especiales, solo estaremos
trabajando con ellas para que sea mas facil la notacién. Por ejemplo, los vértices de la triangu-
lacién de la figura 2.1 se pueden mover continuamente hasta llegar a la triangulacién especial
de la figura 2.2.

Figura 2.2: Tridngulacion especial isomorfa a la triangulacién de la figura 2.1.

Sea T una triangulacién especial de C¢ y sea A\ : V(T) — {+1,—1,+2, 2, ..., +d, —d} una
etiquetacién antipodal en la frontera.
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Daremos una demostraciéon por paridad. Primero definiremos una grafica sobre un conjunto
de simplejos que llamaremos simplejos felices.

Para cada simplejo o € T, denotemos por A(¢) al conjunto de las etiquetas de sus vértices.
También, definamos al conjunto S(o) de la siguiente manera: siempre que la 7 ésima coordenada
del interior relativo de o sea distinto de cero, pongamos +i en S(o) si la ¢ ésima coordenada
es positiva, o ponemos —i en S(o) si la @ ésima coordenada es negativa. En otras palabras, si
x = (x1,...,24) estd en el interior relativo de o, entonces

S(o)={+i:2;>0,i=1,..,dyU{—i:z; <0,i=1,..,d}.

Un simplejo o en T es un simplejo feliz, si S(o) C A(o). Observemos que si o es un simplejo
feliz con |S(0)| = k, entonces o estd generado por a lo mas k ejes coordenados, por lo cual, su
dimensién es a lo mas k. Por otro lado, se necesitan al menos k vértices para que la etiquetacién
A(o) contenga a S(o), por lo cual ¢ contiene al menos k vértices y su dimensién es al menos
k — 1. Por lo tanto, un simplejo feliz o con |S(o)| = k, es de dimensién k o de dimensién k — 1.
Diremos que un simplejo feliz o (con |S(o)| = k) es facil si la dimensién de o es k — 1 (o tiene
k vértices), y es dificil si la dimensién de o es k (o tiene k + 1 vértices).

Consideremos una grafica simple con vértices los simplejos felices, y para cada par de sim-
plejos felices o, 7 € T', ponemos una arista si y solo si pasa alguno de los siguientes dos casos:

(i) o, 7 son simplejos en la frontera de C? antipodales (o = —7)

(ii) o es una cara de 7 de una dimensién menor (dimo = dim7 — 1) tal que \(o) = S(7),
esto es, la etiquetacion de o es suficiente para hacer feliz a 7.

o1 016
02 015
J14
g3 J13
012
022
o4 021
o
o6 11 %0
o
or o5 010 o1
o17 g19
I8 a9

026

(o}
093 24

Figura 2.3: En esta figura tenemos etiquetados los simplejos felices de la triangulacion especial
de la figura 2.2. En este ejemplo A({0}) = —1 (con {0} = 0y), por lo cual el tnico vecino de
{0} es el simplejo feliz g sobre el eje coordenado 1 (el eje x) con etiquetas —1, 2.
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J16

Figura 2.4: Grafica asociada a la triangulacién especial de la figura 2.2 (con las etiquetas de la
figura 2.3).

En el ejemplo de la figura 2.2, el simplejo {0} es feliz (donde 0 denota al origen) y tiene grado
1 en la grafica (ver figuras 2.3 y 2.4). Observemos que en general, para cualquier triangulacién
especial, el simplejo {0} es feliz dificil, ya que S({0}) = 0. También, como {0} no estd en la
frontera y no tiene caras (porque solo tiene un vértice), entonces sus tinicos posibles vecinos son
las aristas felices que tienen como vértice al vértice 0, las cuales estan sobre los ejes coordenados.
Ademas, si A({0}) = k y o (una arista feliz) es un vecino de {0}, entonces A\({0}) = k tiene
que ser el unico elemento de S(o), por lo cual la arista por el 0 que estd sobre el k ésimo eje
coordenado es el tnico simplejo feliz conectado con el {0}. Por lo tanto, {0} tiene grado 1 en
la grafica.

Recordemos que cuando sumamos los grados de los vértices, estamos contando cada arista
dos veces, por lo cual la suma de los grados de los vértices es dos veces la cantidad de aristas,
en particular, tenemos que hay una cantidad par de vértices de grado impar. Demostraremos
que si no hay aristas complementarias (aristas que sus dos vértices tienen nimeros opuestos),
entonces el {0} serfa el inico de grado impar, lo cual nos daria una contradiccion.

Veamos cudles son los grados de los vértices.

1. Sea o un simplejo feliz facil. Esto quiere decir que tenemos las etiquetas justas para que
o sea feliz, por lo cual sus tinicos posibles vecinos son —a, o los simplejos felices 7 tal que
o es cara de T.

Si o esta en la frontera de C'?, tiene como vecino a —o v solo estd conectado con un tinico
simplejo feliz del cual es cara, por lo cual tiene grado 2.

Si 0 no esta en la frontera, entonces esta conectado con dos simplejos felices de los cuales

es cara, por lo cual también tiene grado 2 (ver figura 2.5).

2. Sea ¢ un simplejo feliz dificil. Esto quiere decir que le podemos quitar un nimero a la
etiquetacion de o, y o seguiria siendo feliz. Notemos que los simplejos dificiles no pueden
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Figura 2.5: En este ejemplo tenemos dos aristas rojas (los simplejos o153 ¥ 092) que son felices
faciles. Una de esas aristas (o;5) tiene dos triangulos felices como vecinos (017 y 019), v la otra
arista (092) tiene un triangulo feliz (091) y una arista verde (o93) como vecinos.

estar en la frontera: si |S(o)| = k, entonces o estda en un hiperplano £ — 1 dimensional,
y por lo tanto, tiene a lo mas k vértices, pero los simplejos felices dificiles tienen &k + 1
vértices.

Si S(o) = A(o), entonces hay un nimero de S(o) que aparece dos veces en la etiquetacién
de 0. Ademés, si o es la cara de un simplejo feliz 7 de dimensién k+1 (donde |S(0)| = k),
tenemos que S(7) = S(o) U {i} (donde i no esta en S(0)), entonces S(1) = A(o) U {i},
por lo cual A(o) # S(7), y por lo tanto, o no puede estar conectado a 7. Asi que solo
puede estar conectado a sus dos caras que son simplejos felices (las caras que se forman
al quitar uno de los vértices que tienen el nimero repetido), por lo cual tiene grado 2.

Si S(o) # A(o), entonces A(o) = S(o) U {i}, donde i no estd en S(o). Notemos que o
estd conectada con una unica cara feliz (la formada con los vértices con etiquetas S(o)).
Ademas, si o es cara de un simplejo feliz 7, para que o y 7 sean vecinos en la grafica, se
debe de tener que S(o)U{i} = A(o) = S(7). Entonces, si —i no esté en S(o), el simplejo
feliz 7 que contiene a o como cara y que cumple que i € S(7), es el inico vecino de o que
contiene a o como cara, por lo que o tiene grado 2. Si —i si estd en S(o), entonces o ya
no puede tener més vecinos (ya que ¢ y —i no pueden estar simultdneamente en S(7)),

por lo que o tiene grado 1 y una arista complementaria con nimeros i y —i (ver figura
2.6).

De lo anterior concluimos que todos los vértices en la gréafica tienen grado 1 o 2. Mas aun,

todos los simplejos felices que tienen grado 1 en la grafica y que son distintos del {0}, contienen
una arista complementaria. Entonces, si no hay aristas complementarias, el inico vértice de

grado impar serfa el {0}, lo cual ya vimos que no se puede (debe haber un nimero par de

vértices con grado impar). Por lo tanto, si hay aristas complementarias.

]
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Figura 2.6: En este ejemplo tenemos tres tridngulos (los simplejos 012,07 v 024) que son felices
dificiles. Dos de esos tridngulos (012 y 094) tienen dos aristas verdes como vecinos (cada uno).
El otro triangulo (o7) solo tiene una arista verde (og) como vecino, por lo cual ese tridngulo
contiene una arista roja complementaria.

Observemos que aunque la demostracién que acabamos de ver es por contradiccion, se
puede modificar para que sea una demostracion constructiva: empecemos una trayectoria en
la grafica en el vértice {0} hasta llegar a otro vértice de grado 1 en la grafica; de acuerdo a
la demostracién anterior, cuando lleguemos a un vértice de grado 1 (distinto del vértice {0}),
también encontraremos una arista complementaria.

De hecho, la idea anterior también nos dice que las trayectorias que empiezan y terminan en
vértices de grado 1, son trayectorias maximales (trayectorias que no estan contenidas en trayec-
torias con mds vértices). Esto quiere decir que las trayectorias maximales son las componentes
conexas de la grafica, es decir, la gréfica es la unién ajena de trayectorias (que ya podiamos
intuir por la figura 2.4).

Se puede observar que el lema de Tucker es una version discreta del teorema 2.1.4. Para ver
esto més claro, reformulemos el lema de Tucker usando un complejo simplicial abstracto. Defi-
namos a ¢¢~! como el complejo simplicial abstracto con vértices V (04~1) = {+1,—1,4+2, -2, ...,
+d, —d}, y como simplejos a los subconjuntos F' C V (0971) que cumplen que no hay i € V(¢4 1)
tal que i y —i sean ambos elementos de F'. Notemos que ¢?~! coincide con el complejo simplicial
G*¢ cuando G = Zy (que fue visto en el capitulo anterior), por lo cual || 47! || es homeomorfo
a la frontera del politopo cruz d dimensional, y por lo tanto, homeomorfo a la esfera S¢1.

El lema de Tucker nos dice que existe un 1 simplejo con vértices ¢ y —i, es decir, siempre
hay un simplejo de la triangulacion 7" tal que el conjunto de las etiquetas de sus vértices no es
un simplejo de ¢4, Por lo cual, tenemos una reformulacién del lema de Tucker.

Teorema 2.1.6. Sea T una triangulacion de B¢ tal que es simétricamente antipodal en su
frontera. Entonces, no existe una funcion simplicial X : V(T) — V(04=1) que sea antipodal en
la frontera de BY.
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Ahora si, demostraremos que el teorema de Borsuk Ulam es equivalente al lema de Tucker.
Equivalencia del teorema de Borsuk Ulam y el lema de Tucker.

Primero veamos que el teorema de Borsuk Ulam implica el lema de Tucker, probando que
el teorema 2.1.4 implica el teorema 2.1.6, por contrapositiva. Si existe una funciéon simplicial
A V(T) — V(%71 antipodal en la frontera, podemos considerar las realizaciones geométricas,
y extender \ de manera afin (si x € B? con z = >_ ayv;, donde las a; > 0, Y. a; = 1, v las v
son vértices de la triangulacién, entonces [|Al|(z) = > a;A(v;) ). De esta manera construimos
una funcién continua de B¢ a S*!, antipodal en la frontera, lo cual contradice el teorema 2.1.4.

Para la otra implicacion, veamos que el teorema 2.1.5 implica el teorema 2.1.4 por contradic-
cién. Supongamos que existe una funcién continua f : B — S?! y antipodal en la frontera de
B<. Vamos a construir una triangulacién 7' de B¢ (antipodal en su frontera) tal que el didmetro
de cada simplejo es menor que algin §. Para definir esa d, usaremos la continuidad uniforme

de f (f es continua sobre el compacto B?) con la métrica infinita (||y||s = méax{|y1|, ..., [val},
donde las y; son sus coordenadas.) Primero consideremos ¢ = \/La, entonces, para cada y € S!

tendremos que de2 =1 = 3"% 42, por lo cual, ||y|ls > €.

Por la continuidad uniforme de f, para ¢ = \/LE’ existe una ¢ tal que siempre que z,y € B?
difieran en menos de 0, entonces ||f(x) — f(y)||oc < 2¢. Este es el § que usaremos como cota
para los didmetros de los simplejos de 7.

Ahora definamos A\ : V(T) — {+1,—1,42,-2,...,+d, —d}. Para cada v € V(T) C B?,
tenemos que f(v) € S¥71 asi que || f(v)|| > &, por lo que podemos definir k(v) = min{i :
|f(v;)| > €}, entonces definimos

oy — k() si f(0)kw) >0
Av) = { —k(v) si f(v)rw) <0

Como f es antipodal en la frontera de B?, entonces A(—v) = —\(v) para cada vértice en la
frontera. Por el lema de Tucker, existe una arista con vértices u, v, tal que i = A(u) = —A(v) > 0.
Entonces, f(u); > ey f(v); < —e, por lo cual |[f(u) — f(v)]|eoc > 2¢, lo cual contradice la
continuidad uniforme.

Ya hemos demostrado la equivalencia del teorema de Borsuk Ulam con el lema de Tucker,
con lo cual tenemos una demostraciéon combinatoria del teorema de Borsuk Ulam.

2.2. El teorema del Ham Sandwich

En esta seccion veremos la demostracion de la version general del teorema del Ham Sandwich
[24].

En la introduccién se demostré la versién discreta en R?, y como el lector recordard, la idea
fue que si empezamos a rotar poco a poco una recta que biseque uno de los dos conjuntos, antes
de dar la media vuelta, tendremos la recta que biseca ambos conjuntos. Notemos que lo que
hicimos es dar un argumento tipo teorema del valor intermedio para conjuntos discretos.

En la version general queremos encontrar un hiperplano h tal que la medida de h* y h™ sea
la misma para d medidas finitas de Borel en R?. Si empezamos con un hiperplano cualquiera
y lo empezamos a rotar poco a poco, la intuicién nos dice que en algin momento llegaremos
al hiperplano que queremos, sin embargo, argumentar esto ya no es tan sencillo como en el
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caso discreto de R?. Ahora necesitaremos un argumento de continuidad que nos permita dar
un resultado andlogo al teorema del valor intermedio.

Como se menciono en la seccion anterior, el teorema de Borsuk Ulam tiene un parecido al
teorema del valor intermedio, por lo cual es el candidato perfecto para demostrar el teorema
del Ham Sandwich.

Si a cada elemento u = (uy, Uy, ..., Ug, Ugyr1) en la esfera S, distinto de uy = (0,0,...,1) y
us = (0,0, ...,—1), le asociamos un hiperplano h(u) con ecuacién

ULL] + ... + UGTG = Ug+1,

entonces tendremos que h~(u) = h*™(—u). El problema se reduce a encontrar un v € S? (distinto
de uy = (0,0,...,1) y usg = (0,0,...,—1)), tal que en cualquiera de las d medidas, h*(u) y
h~(u) = h*(—u) midan lo mismo.

Figura 2.7: Ejemplo para d = 2, en donde nos tomamos un punto C' = (uq, ug, u3) en la esfera
S? y nos fijamos en D = (u;,us) € R? la proyeccién de C al plano. Entonces, el hiperplano
h(C) es ortogonal al vector D y define dos semiespacios h*(C) y h™(C) = h™(=C).

Como podemos ver en la figura 2.7, el hiperplano h(u) asociado a u = (uq, ug, ..., Ug, Ugi1) €S
ortogonal al vector (uy,us, ..., uq). Por esta razén, no hemos podido definir un hiperplano para
un 'y ug, ya que geométricamente, no tiene mucho sentido hablar de los hiperplanos ortogonales
al vector (0, ..., 0).

Recordemos que lo tinico que nos interesa es demostrar que existe un v € S%, tal que en
cualquiera de las d medidas, h*(u) y h™(u) = h*(—u) midan lo mismo. Entonces, a cada
elemento u = (uy, Uy, ..., ug, ugy1) en la esfera S¢, le podemos asociar el semiespacio

Wt (u) = {(21, ..., 2q) € RYurwy + ... + ugrqg < ugyr}.

Notemos que aunque a los puntos uy y ug no les asociamos ningin hiperplano, si les
asociamos un semiespacio, ya que h*(uy) = R? y h*(ug) = 0. De hecho, es intuitivo pensar
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que h=(uy) = 0 y h~(us) = R% Ademds, como el conjunto () siempre tiene medida cero (en
cualquier medida), entonces, h*(uy) = R? y h¥(—uy) = h*(us) = 0 no pueden medir lo
mismo.

Por lo tanto, si demostramos que existe un u € S, tal que h*(u) y A~ (u) = h™(—u) midan
lo mismo en las d medidas, u sera distinto de uy y ug, por lo que h(u) estara bien definido y
serd el hiperplano que estamos buscando.

Si tomamos cualquier € S? y empezamos a cambiar u gradualmente en la esfera, entonces la
intuicién nos dice que la medida de ht(u) también cambiard de manera continua. Consideremos
cualquier medida ;1 y supongamos que empezamos con un u € S tal que

p(h ™ (u)) = p(h™ (u)) > 0.

Empecemos a mover el punto hasta llegar al punto —u € S?, en ese momento tendremos que

p(h* (=) = p(h™ (=) = p(h™(u)) = p(h™(u)) <0.

La intuicién nos dice que en un momento intermedio existié un punto v € S? tal que

(i () = p(h™(v)) = 0,

es decir, pu(h™(v)) = p(h~(v)) = p(h™(—v)). Por lo tanto, h(v) serfa un hiperplano que biseca
la medida p, es decir, los semiespacios definidos por el hiperplano h(v) miden lo mismo (con la
medida p).

A continuacién, definiremos formalmente una funcién continua sobre la esfera S?, y usaremos
el teorema de Borsuk Ulam para encontrar un hiperplano que biseque simultaneamente las d
medidas.

Teorema 2.2.1. El teorema del Ham Sandwich Sean i1y, ..., tg medidas finitas de Borel
en R?, tal que todo hiperplano tiene medida cero para cada p;. Entonces, existe un hiperplano

h tal que para toda i € {1,2,...,d} se tiene que p;(h*) = §ui(Rd) = pi(h7).

Demostracién. Para cada u = (uy, uy, ..., ugy1) € S, asociamos a u el semiespacio
Wt (u) = {(21, ..., 2q) € RYurwy + ... + ugrq < ugyr}.
Definimos la funcién f : S* — R?, dada por
flu) = (ua(h*(u), .. pa(h* (u)).

Si demostramos que f es continua, entonces por el teorema de Borsuk Ulam tendremos que
existe v € S tal que f(v) = f(—v), esto es,

(p (R (), ooy pra(h* (v))) = (pa (R (=0)), ooy pa(h™ (=0))) = (pa (™ (©)), oo, pa(h™ ().

Por lo tanto, el hiperplano h(v) sera el hiperplano que cumple lo que queremos. Asi que basta
probar que f es continua.
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Sea (u,) una sucesién de puntos en S? que converge a u, basta probar que para cada
i € {1,...,d} se tiene la siguiente convergencia p;(h*(u,)) — pi(h*(u)). Notemos que si x € R?
no esta en la frontera de h*(u), entonces como (u,) converge a u, tenemos que para toda n
suficientemente grande, x € h*(u,) siy solo si x € h*(u). Por lo tanto, para toda x que no estd
en la frontera de A" (u), Xpn+(un) (%) = Xn+ @) (), donde x denota la funcién caracteristica. Como
todos los hiperplanos tienen medida cero, entonces tenemos una convergencia en casi cualquier
parte. Como las funciones caracteristicas estan acotadas por la constante 1 y son integrables,
entonces por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue,

(I (1)) = / Nt (o (@)t — / Yot o (@) = pa(H ().

Por lo tanto, f es continua. O]

Ahora demostraremos la versién discreta del Ham Sandwich que, como el lector ya se puede
imaginar, es el teorema que se utiliza para repartir equitativamente conjuntos finitos.

Teorema 2.2.2. El teorema discreto del Ham Sandwich Sean A, As, ..., Ay C R? con-
jJuntos finitos de puntos, ajenos por parejas, tal que la union Ule A; estd en posicion general.
Entonces, existe un hiperplano h que biseca simultdineamente los d conjuntos.

Demostracion. Por cada punto de Ule A;, definamos una bola centrada en ese punto con radio
e, donde ¢ es lo suficientemente pequeno para que cada hiperplano corte a lo méas a d de esas
bolas (esto se puede hacer porque U?Zl A; esté en posicién general). Definamos a AS como la
union de las bolas de los puntos de A;.

El teorema del Ham Sandwich nos dice que existe un hiperplano A que biseca simultdnea-
mente el volumen de los A5.

Primero supongamos que todos los A; tienen cardinalidad impar. En este caso, para que
biseque a los A, h tiene que cortar a al menos una bola de cada A, y como & solo puede cortar
a lo mas a d de las bolas, entonces interseca a exactamente una bola de cada A;. Por lo tanto,
h pasa por exactamente un punto de cada A;, y biseca los conjuntos A;.

Ahora supongamos que hay al menos un A; con cardinalidad par. Como en el problema de la
introduccién, para cada A; con cardinalidad par, agreguemos un punto al conjunto. Aplicamos
el caso anterior para encontrar el hiperplano h. Si A pasa por algin punto p de algiin A; con
cardinalidad par, entonces alguno de h™ o h™ tiene un punto mds de A; que el otro, asi que
tenemos que pasar ese punto p al semiespacio que tenga un punto menos.

Supongamos que hay al menos un punto sobre h que se tiene que pasar a algin semiespacio,
sin pérdida de generalidad, a h™. Si todos los puntos de U?Zl A; que estan en h se tienen que
pasar a h™, entonces, solo trasladamos un poco el hiperplano (esto se puede porque los A; son
conjuntos finitos). Si no es asi, consideremos el conjunto B de puntos en el hiperplano h que no
tienen que ser pasados a h™, y empezamos a rotar el hiperplano con centro en B para pasar los
puntos a h™. Después, si es que hay puntos que tienen que ser pasados a h~, trasladamos un
poco (si es que todos los que faltaban tenfan que pasarse a h™) o rotamos un poco con centro
en el conjunto de puntos que se tienen que quedar fijos en h.

m
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Una de las primeras aplicaciones del teorema del Ham Sandwich es para resolver otros
problemas de reparticion equitativa, como el teorema del collar. Imaginemos que dos ladrones
han robado un collar (abierto) con d tipos de perlas diferentes: diamantes, de oro, de plata, etc.
Ellos quieren partir el collar en varias partes, para después repartir esas partes de tal manera
que a los dos les toque la misma cantidad de perlas de cada uno de los d tipos de perlas (ver
figura 2.8). Por supuesto, ellos quieren hacer la menor cantidad de cortes posibles, para que el
collar no pierda su valor (ademds siempre es més bonito tener las cosas completas).

Figura 2.8: Ejemplo de un collar dividido en tres partes (con 2 cortes), donde la parte 1y 3 le
toca a un ladrén y la parte 2 al otro ladrén.

Si colocamos ese collar sobre la curva momento de R?, tendremos d conjuntos finitos (uno
por cada tipo de perla) en posicién general. El teorema discreto del Ham Sandwich nos dice
que existe un hiperplano que biseca simultaneamente los d conjuntos. Si los ladrones hacen un
corte por cada vez que ese hiperplano interseco al collar, habran hecho a lo mas d cortes, ya
que cada hiperplano pasa por a lo mas d puntos de la curva momento. Hemos demostrado el
siguiente teorema.

Teorema 2.2.3. El teorema del collar Cada collar con d tipos de perlas puede ser repartido
(de manera equitativa) entre dos ladrones usando a lo mds d cortes.

Notemos que si tenemos un collar donde primero estén colocadas todas las perlas del tipo
1, después todas las perlas del tipo 2, y asi sucesivamente, es un collar que necesita un corte
por cada tipo de perla, es decir, necesita d cortes. Por lo tanto, el teorema anterior nos da una
cota 6ptima del nimero de cortes.



Capitulo 3

Funciones G equivariantes y el teorema
de Dold

En el teorema 2.1.3 se dice que no hay funciones continuas y antipodales f : S* — S*~!. Si
definimos una funcién v : S* — S" tal que v(x) = —z, entonces v(v(x)) = x, esto quiere decir
que 2 es la identidad, por lo cual v puede ser interpretada como una accién de Zs. Observemos
que una funcién antipodal es una funcién f que conmuta con la funcién v, por lo que el teorema
2.1.3 nos dice que no hay funciones continuas f : S* — S"! que conmuten con una accién de
Zsy. Con la intencion de generalizar el teorema de Borsuk Ulam, dado un grupo G actuando en
un espacio topolégico X, definiremos a las funciones G equivariantes como funciones continuas
que conmutan con la accién de G.

A partir de ahora supondremos que siempre estamos trabajando con grupos finitos, aunque
las definiciones también son validas para grupos infinitos.

Si G es un grupo actuando sobre un espacio X con las funciones ® = (¢4)gec, entonces
diremos que la pareja (X, ®) es un G espacio.

Por ejemplo, en el capitulo 1 vimos que Z, actia en el espacio X = {(z1,...,z,)|z; € R}
dado por g(zx1,...,x,) = (22, T3..., Tp, 1), donde g es un generador del grupo Z,, por lo que X
es un Z, espacio.

También vimos que un grupo G actiia sobre él mismo, donde ¢4(h) = gh, por lo que G
es un G espacio. Asi mismo, extendimos esa accién al complejo simplicial G* (donde G es el
complejo simplicial con vértices los elementos de G y simplejos los subconjuntos unitarios de
G), donde @ ,({h1, ..., hin}) = {@g(h1), .., 0g(hm) } = {gha, ..., ghm }, por lo que los espacios G*"
son (G espacios.

Definicién 3.0.1. Si (X, D), (Y, V) son G espacios, una funcion continua f : X — Y es G
equivariante si fy, = 1, f para toda g € G.

En otras palabras, f : X — Y es G equivariante si para cada g € (G, el siguiente diagrama
conmuta:

x 1oy
<pgl lwg
x 1y



44 CAPITULO 3. FUNCIONES G EQUIVARIANTES Y EL TEOREMA DE DOLD

Por ejemplo, todas las funciones antipodales de R? en R son Zs equivariantes. También, la
funcién identidad de G* a G*" es una funcién G equivariante. Una observacién inmediata es
que la composicion de funciones G equivariantes es una funcién G equivariante.

Ahora, con la finalidad de generalizar el teorema de Borsuk Ulam, definiremos espacios con
propiedades parecidas a las esferas, pero trabajando con complejos simpliciales finitos.

Definicién 3.0.2. Sea G un grupo finito con |G| > 1 yn > 0. Un E,G espacio es un G espacio
que satisface lo siguiente:

(i) Es un G complejo simplicial finito (un complejo simplicial finito, donde las funciones
(pg)gec son simpliciales).

(ii) Es n dimensional.
(iii) Esn — 1 conexo.
(iv) La accion es libre.

Como ya lo imaginabamos todos, los espacios G*"*! son FE,G espacios. Por construccién
tenemos que es complejo simplicial finito n dimensional y que las funciones de la accién son
simpliciales, ademés en el capitulo de los preliminares demostramos que es un G espacio con la
accion libre, y que es n — 1 conexo.

Recordemos que un caso particular de G*3 es la frontera de un octaedro (cuando G = Z).
Sabemos que es un complejo simplicial de dimension 2 y que es 1 conexo. Ademds, hay una
accién de Zs sobre la frontera del octaedro, donde ¢(x) = —x (el tnico elemento del grupo
Zo diferente del neutro). Esta accién es libre, ya que a cada punto lo estamos mandando a su
antipoda. También, la funcién ¢(z) = —z es simplicial. Por lo tanto, la frontera de un octaedro
es un FsZs espacio.

También la frontera de un cuadrado es un FE;Z, espacio. Es claro que es un complejo
simplicial de dimensién 1 y que es 0 conexo. Ademds, la rotacién por 5 (en sentido horario)
genera un grupo de rotaciones isomorfo a Z,. Estas rotaciones no fijan a ningin punto (la
accién es libre) y mandan simplejos en simplejos (son simpliciales). Por lo tanto, la frontera del
cuadrado es un F;7Z,4 espacio.

Notemos que en la accion de Z4 en la frontera del cuadrado, podemos restringir la accion
al subgrupo generado por la rotacion por 7. Este subgrupo es isomorfo a Z,, la accién sigue
siendo libre y las rotaciones siguen siendo funciones simpliciales (porque es un subgrupo). Por

lo tanto, la frontera del cuadrado también es un E;Z, espacio.

Figura 3.1: Ejemplo de un E5Z, espacio y un E;7Z, espacio.
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En general, si tenemos un E, G espacio, para cada subgrupo H de G podemos restringir la
accion a H. Como cada h € H es también un elemento de G, entonces h € H no tiene elementos
fijos, por lo cual la acciéon también es libre. Por lo tanto, el mismo espacio es un F,, H espacio.

Mas aun, si hay una funcién f que sea G equivariante de K un F,G espacio a L un E,,G
espacio, entonces para cada subgrupo H de G y cada h € H tenemos que fh = hf, es decir, f
conmuta con todos los elementos de H. Por lo tanto, la misma funcion f es H equivariante de
K un E, H espacio a L un E,, H espacio.

Ahora veamos que siempre existe una funcion G equivariante entre cada dos E,G espacios.
Este resultado nos dice que si existe una funciéon G equivariante de un espacio X a un E,G
espacio, entonces existe una funcién G equivariante de X a cualquier otro F,G espacio. De
hecho, veremos algo mas fuerte, ya que no usaremos todas las hipétesis de los E,,G espacios.

Lema 3.0.3. Sea G un grupo finito no trivial, X un G espacio n — 1 conexo, y K un G
complejo simplicial finito de dimension a lo mds n con una accion libre de G. Entonces, existe
una funcion G equivariante de | K| a X.

Como la demostracién del lema anterior serd constructiva, primero tomaremos un ejemplo
(geométrico) para poder visualizar la construccion.

Como la frontera de un octaedro es un complejo simplicial de dimensién 2, con una acciéon
libre de Zs (la generada por la funcién ¢(z) = —x, que es simplicial), y un cuadrado (relleno) es
un Zs espacio (con la rotacién 7, que coincide con la funcién ¢(z) = —z) y es 1 conexo, entonces
el lema anterior nos dice que hay una funcién Z, equivariante de la frontera del octaedro al
cuadrado.

Veamos como construir la funcién Z, equivariante en este ejemplo (vea la figura 3.1 e imagine
que el cuadrado estd relleno). Primero definiremos la funcién f sobre los vértices del octaedro.
Observemos que {A,C},{B,D},{E, F} son las 6rbitas de los vértices, bajo la accién de la
funcién ¢(z) = —z. Como queremos que la funcién conmute con la accién, nos tomaremos un
vértice en cada oOrbita para definir f, después extenderemos la funciéon en los otros vértices
usando la accién de Zs.

Nos tomamos A, B, E vértices en diferentes 6rbitas y definimos f(A) = a, f(B) = b, f(E) =
¢. Veamos como definir f(C') para que la funcién f sea antipodal (es decir, para que f conmute
con la funcién ¢(x) = —z). Tenemos que ¢(A) = C, entonces queremos que f(C) = f(4(A)) =
o(f(A)) = ¢(a) = ¢, asi que definamos f(C) = c. Andlogamente, usando la accién de Zs
tenemos que definir f(D) =d y f(F) = a. Con esto hemos asegurado que la funcién f sea Zs
equivariante en los vértices del octaedro.

Ahora definamos a la funcién en las aristas. Primero nos tomamos una arista en cada érbita:
AB,BC,CF,FD, AF, FB. Tenemos que f(A) = a, f(B) = by {A, B} es isomorfo a la esfera S,
asi que usando que el cuadrado es 1 conexo, sabemos que podemos extender la funcion de manera
continua a la arista AB, el cual serd mapeado a f(A)f(B) = ab. Anadlogamente, definiremos
f(BC) = be, f(CF) = ca, f(FD) = ad, f(AF) = a, f(FB) = ab. Después, definiremos la
funcion en las demés aristas usando la accién de Zo, y asi asegurar que sea Z, equivariante. Por
ejemplo, CD = ¢(AB), entonces definiremos f(CD) como f(p(AB)) = ¢(f(AB)) = ¢(ab) =
cd.

Ahora nos tomaremos un tridngulo (2 simplejo) en cada 6rbita, para definir f. Por ejem-
plo, nos tomamos los tridngulos ABE, BCE,CDE, DAE. Como ya tenemos que f(AB) =
ab, f(BE) = be, f(EA) = ca 'y {AB, BE, EA} es isomorfo a la esfera S, entonces extendemos
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f de manera continua al triangulo ABFE (porque el cuadrado es 1 conexo), el cual serd mapeado
al tridngulo abc. Andlogamente tendremos que f(BCE) = be, f(CDE) =cdy f(DAE) = dac.
Después, extenderemos la funcion en los demas triangulos usando la accién. Por ejemplo, de-
finiremos f(CDF) = f(¢(ABE)) = ¢(f(ABE)) = ¢(abc) = cda, andlogamente con los demés

triangulos. Ya tenemos definida la funcion f y por construccién es Z, equivariante.

Demostracion del lema 3.0.3. Demostraremos por induccién sobre la dimension de K, es decir,
primero definiremos la funcién f de ||K|| a X sobre los vértices, después en las aristas, en las
caras, etc. Notemos que los elementos de || K || que estdan en diferentes 6rbitas no interactian
entre ellos con la accion de G, asi que para asegurar que f sea G equivariante, basta definir la
funcion f sobre cada una de las érbitas de manera independiente.

Elegimos un vértice u en cada drbita y definimos f(u) de tal manera que todos sean distintos
entre si. Después, para cada ¢ € G, definimos f(¢(u)) = ¢(f(u)), con lo cual aseguramos que
f sea GG equivariante sobre los vértices. Ya que tenemos definida la funcién f sobre los vértices,
definiremos f en las aristas, empezando por definirla en aristas que estan en diferentes orbitas.

Para cada arista uv ya tenemos definida f : {u,v} — {f(u), f(v)} C X, ademds, tenemos
que {u,v} es isomorfo a S° y X es n — 1 conexo, entonces podemos extender f continuamente
a la arista uw, el cual serd mapeado a f(u)f(v). Después, para cada ¢ € G y cada arista e,
definimos f(¢(e)) = o(f(e)).

En general, siempre que ya tengamos definida f sobre todos los simplejos de dimensién a
lo més k — 1, nos tomamos un simplejo de dimensién k en cada una de las 6rbitas. Como cada
simplejo de dimensiéon £ es la envolvente convexa de algunos k — 1 simplejos, entonces usando
que X es n— 1 conexo, podemos extender f de manera continua a los simplejos de dimensién k
(uno en cada érbita). Finalmente, usamos la accién de G para definir f sobre los otros simplejos
de dimension k, con lo cual aseguramos que la funcién sea G equivariante. Con esto se concluye
la induccién.

[]

Motivados por el teorema 2.1.3, nos gustaria probar que no existen funciones GG equivariantes
de un F,G espacio a un F, G espacio. Para lograrlo, definiremos el G indice.

Definicién 3.0.4. Sea X un G espacio. Definimos
indg(X) = min{n : hay una funcion G equivariante de X a un E,G espacio}.

Si no existe una funcion G equivariante de X a algin E,G espacio, diremos que indg(X) es
nfinito.

Cuando G = Z, el teorema 2.1.3 nos dice que indz,(S?) > d, y como la funcién identidad
en la esfera S? es Z, equivariante, tenemos que indz, (S?) = d.

Si en el lema 3.0.3 consideramos el caso particular cuando X es un E, G espacio, tendremos
que para todo complejo simplicial K de dimensién a lo mas n con una accion libre del grupo
G, indg(K) < n.

El lema 3.0.3 implica que podemos considerar cualquier £, G espacio para calcular el indice,
en otras palabras, tenemos que los E,G espacios son isomorfos para nuestros propoésitos.

Notemos que si tenemos una funcién G equivariante f : X — Y, donde indg(Y) = n,
entonces tendremos que existe una funcién h : Y — X, que es G equivariante, donde X,, es un
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E,,G espacio; por lo cual la composicién hf : X — Y — X, también es GG equivariante. Por lo
tanto, indg(X) < indg(Y). La contrapositiva de lo que acabamos de demostrar, nos da como
resultado el siguiente lema.

Lema 3.0.5. Sea G un grupo finito no trivial. Sean X y Y G espacios tal que indg(X) >
indg(Y). Entonces, no existen funciones G equivariantes de X a'Y.

Sea X, cualquier E,G espacio. Como ya habiamos mencionado (con el caso particular de
G*™), la funcién identidad en un E,G espacio es GG equivariante, por lo cual, indg(X,) < n.
Demostraremos que se da la igualdad. Si existiera una funcién G equivariante f de X,, a un
E,.G espacio X,,, con m < n — 1, como la funcién inclusién i de X,, a un E,,_1G espacio X,,_1
es G equivariante, entonces la composicién fi también seria una funciéon G equivariante de X,
a X,_1. Veremos que no hay funciones GG equivariantes de un E, G espacio a un E,,_1G espacio,
a este resultado lo llamaremos el teorema de Borsuk Ulam para G espacios.

Antes de ver la demostracién formal del teorema de Borsuk Ulam para G espacios, tomare-
mos un caso particular, para poder visualizar las ideas de la demostracién. Cuando G = Zsy y
n = 2, tenemos que no hay funciones Z, equivariantes de K = (Z,)*? (la frontera del octaedro)
a L = (Zy)* (la frontera del cuadrado).

Veremos que no hay una funcién Z, equivariante de K a L, donde la acciéon de Zs es la
generada por la funcién ¢(z) = —x, que coincide con la accién de G que definimos para los
espacios G*™ en el capitulo de los preliminares.

Si existiera una funcién Z, equivariante de K a L (ver figura 3.1), entonces podriamos
convertir esa funcién en una funcién simplicial g de los vértices de J (una subdivisién del
octaedro) a los vértices de L (el cuadrado), usando el teorema de aproximacién simplicial. Por
simplicidad supongamos que la subdivisiéon J es K (en los siguientes pasos veremos que no
estamos perdiendo generalidad), es decir, V(J) = V(K) .

Ahora encajamos L en K, por ejemplo, los vértices a, b, ¢, d los podemos pensar como los
vertices A, B,C, D, respectivamente. Entonces, tenemos una funciéon g de V(J) = V(K) a
{A,B,C,D} C V(K), que es Zs equivariante y simplicial.

En la seccién 1.3 vimos que ¢ induce una funcién gey : Cx(J) — Cr(K). Recordemos que
Cx(J) es el conjunto de las k cadenas en el complejo simplicial J, es decir, los elementos de
la forma ay01 + ... + a0, con o; simplejos de J de dimension k y a; nimeros racionales
(andlogamente para Ci(K)). Ademads, para cada o; habifamos definido gox(0;) = g(0;) si g(oy)
también es de dimension k, y cero en otro caso. Después extendimos la funcién gop de manera
lineal. De manera similar, vimos que la funcién g induce una funcién ggy : Hp(K,Q) —
Hy(K,Q) en homologta: gpk([c]) = [ger(c)]-

Notemos que como J es una subdivision de K, entonces, a cada k cadena de K le corresponde
una unica k cadena de J. Por ejemplo, en la figura 1.6 (de la seccién 1.3), la arista AB es una
1 cadena del complejo simplicial ®@; le corresponde la cadena AG +GD + DH + HB, la cual es
una 1 cadena del complejo simplicial sd?(®).

De lo anterior concluimos que g induce una funcién gey, : Cx(J) — Ci(J) en cadenas, y una
funcion gy : Hy(K,Q) — Hi(K,Q) en homologia.

En el capitulo de los preliminares vimos que el numero de Lefschetz de la funcién g es:

Ag) = Z (—1)*traza(ger) = Z (=) traza(gm).

k>0 k>0
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De hecho, el niumero de Lefschetz de una funcion estd relacionado con el niimero de puntos fijos
de la funcién (ver [7] y [11]).

Para calcular el nimero de Lefschetz, nos tenemos que fijar en los simplejos de dimensién 0,1
y 2. Veamos qué estd pasando con los vértices (0 simplejos). Consideremos {A, B,C, D, E, F'}
una base de Cy(K). En la demostraciéon formal, veremos que simplejos en la misma drbita
estan aportando lo mismo en la traza(geo), y este valor es 1 0 0. Como {A, C'} es una 6rbita,
entonces tenemos que ambos aportan 1 o ambos aportan 0 en la traza(geo), en cualquier
caso esa suma es un multiplo de 2. Andlogamente, las otras dos érbitas ({B,D} y {E, F'})
estan aportando un multiplo de 2, entonces la traza(geo) es multiplo de 2. Observemos que si
tuvieramos una subdivisién més fina de K (J # K), entonces solo tendriamos més drbitas que
también aportarian un nimero par en la traza(geco). De manera andloga tenemos que traza(ge)
y traza(gee) son nimeros pares, por lo cual, el nimero de Lefschetz A(g) = traza(geo) —
traza(ge1) + traza(gez) es un ntiimero par.

Por otro lado, sabemos que el nimero de Lefschetz es A(g) = traza(gmo) — traza(gy:) +
traza(gys). Como la imagen de la funcién g estd contenida en el complejo {A, B,C, D} y este
complejo es de dimensién 1, entonces no tiene agujeros de dimensién 2, por lo cual traza(gys) =
0. Como K no tiene agujeros de dimensién 1, entonces traza(gy;) = 0. Como K es conexo por
trayectorias y solo hay una componente conexa, entonces traza(ggo) = 1, por lo cual el niimero
de Lefschetz es 1, lo cual contradice que es un numero par. De esto concluimos que no existe
una funcién continua de K = (Zy)*® (la frontera del octaedro) a L = (Zy)** (la frontera del
cuadrado), que conmute con la accién de Zs generada por la funcién ¢(x) = —z.

Teorema 3.0.6. (Borsuk Ulam para G espacios) No hay funciones G equivariantes de
un E,G espacio en un E,_1G espacio.

Demostracion. Empezaremos viendo que es suficiente probar que no hay una funcién Z, equi-
variante de (Z,)* ™Y en (Z,)*".

Supongamos que hay una funcién G equivariante f de K un E,G espacio en L un E, G
espacio. Anteriormente vimos que para cada subgrupo H de G la funcién f también es H
equivariante de K un E, H espacio en L un E,_1H espacio. Por el teorema de Sylow, cada
grupo finito GG tiene un subgrupo H de orden un nimero primo p que divide el orden de G.
Como todos los grupos de orden un niimero primo son isomorfos, entonces tenemos un subgrupo
de G isomorfo a Z,. Entonces, con la accién restringida a Z, (p divisor primo del orden de G),
tenemos que la funcién f también es Z, equivariante.

Entonces, podemos suponer sin pérdida de generalidad que hay una funcién Z, equivariante
f de K un E,Z, espacio en L un E,_1Z,, con p un nimero primo. Con el lema 3.0.3 vimos
que siempre hay una funcién Z, equivariante entre cada dos FE,Z, espacios, entonces tenemos
las siguientes funciones Z, equivariantes (Z,)*"*) — K — L — (Z,)*™. Como la composicién
de funciones Z, equivariantes es también Z, equivariante, entonces tenemos una funcién Z,
equivariante de (Z,)* "+ en (Z,)*".

Por lo tanto, es suficiente con probar que no hay una funcién Z, equivariante de K =
(Zp) ™Y en L = (Z,)™.

Resolvamos por contradiccién, supongamos que existe una funcién Z, equivariante f :
|K|| — ||L||, donde K = (Z,)*™V vy L = (Z,)™. Por el teorema de aproximacién simpli-
cial tenemos una funcién simplicial g : V(J) — V(L), donde J es una subdivisién de K.

Ahora notemos que si en el complejo K nos restringimos a n copias isomorfas a Z,, entonces
tendremos a L encajado como un subcomplejo de K, por lo cual podemos pensar que la imagen
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de g estd encajada en V(K), por lo cual escribiremos g : V(J) — V(K). Contaremos el nimero

de Lefschetz de g de dos maneras distintas, con la finalidad de llegar a una contradiccién.
Sabemos que g induce una funcién gey : Ck(J) — Ci(J) (porque a cada k cadena de K le

corresponde una unica k cadena de J). Por un lado, tenemos que el nimero de Lefschetz es

A(g) = Z (—=D)*traza(ger),

k>0

donde traza(gey) es la suma de la diagonal de la matriz (ng)g, para cualquier base 8 de Cx(J).

Consideremos la base de Cy(J) formada por todos los simplejos A que son k dimensionales.
Veremos que todos los simplejos de la base que estan en la misma orbita, aportan lo mismo en
la diagonal. Sea A un simplejo k dimensional y sea ¢ A otro simplejo k dimensional en la misma
érbita (donde ¢ es un elemento del grupo G). Consideremos tres casos.

Si gok(A) = 0, entonces la respectiva entrada en la diagonal de la matriz es 0 y 0 =
ogck(A). Ademads, por la G accién tenemos que 0 = ¢gox(A) = gor(dA), por lo cual la entrada
correspondiente a pA también es cero.

Si gek(A) = A, entonces la entrada correspondiente en la diagonal es 1y ¢gor(A) = pA. Y
por la G accién tenemos que ¢A = ¢gor(A) = gor(dA), por lo cual la entrada correspondiente
de ¢A también es 1.

Si gor(A) = B, con B # A otro simplejo de dimensién k, entonces la entrada correspondiente
en la diagonal es 0y ¢gor(A) = ¢B. Por la G accién tenemos que ¢B = ¢dgor(A) = gor(QA),
y como en los preliminares vimos que cada ¢ es biyectiva, entonces ¢pB # ¢A. Por lo cual la
entrada correspondiente de ¢pA también es 0.

Por lo tanto, todos los simplejos de la base que estan en la misma 6rbita aportan lo mismo
en la traza, y como cada érbita tiene tamano p, tenemos que traza(gey) es multiplo de p. De
esto concluimos que el nimero de Lefschetz A(g) es multiplo de p.

Por otro lado, tenemos que el nimero de Lefschetz A(g) = Y, (=1)*traza(gpny), donde
gur © Hi(K,Q) — H,(K,Q). Como K = (Z,)*™*Y es n — 1 conexo, entonces, para cada k
entre 1 yn—1, Hy(K,Q) = 0y traza(gyi) = 0. Ademads, recordemos que la imagen de g es
V(L) (porque estamos pensando que L esta encajado en K), por lo cual gg, solo depende de
H,(L,Q). Como L es de dimensién n — 1, entonces no tiene agujeros de dimension n, por lo
cual H,(L,Q) = 0y traza(gy,) = 0. Finalmente, como K solo tiene una componente conexa
(de vértices), entonces traza(gyo) = 1 y el nimero de Lefschetz es A(g) = 1, lo cual contradice
que es multiplo de p.

]

Demostraremos un tultimo resultado de GG indice, antes de demostrar el teorema de Dold.

Proposicion 3.0.7. Sea G un grupo finito no trivial y X un G espacio n—1 conexo. Entonces,
indg(X) > n.

Demostracion. Sea X,, un E,G espacio. Como X, es un GG complejo simplicial finito de di-
mensién a lo mas n con una accion libre de G, entonces por el lema 3.0.3, hay una funcién
GG equivariante de X,, a X. Pero ya habiamos visto que la contrapositiva del Lema 3.0.5 nos
dice que indg(X,) < indg(X). El teorema 3.0.6 nos dice que indg(X,) = n, por lo tanto,
indg(X) > indg(X,) = n. O
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Ahora si, demostraremos el teorema de Dold usando las herramientas de G indices que
acabamos de demostrar.

Teorema 3.0.8. (Teorema de Dold) Sea G un grupo finito con |G| > 1. Sea X un G espacio
n conexo, y Y un G espacio de dimension a lo mds n con una accion libre de G. Entonces, no
existe una funcion G equivariante de X a Y.

Demostracion. Como X es n conexo, por la proposicién 3.0.7, tenemos que indg(X) > n + 1.
Como Y es un G espacio de dimensién a lo mas n con una accién libre de G, entonces por el
Lema 3.0.3, indg(Y) < n. Entonces, indg(X) > n+1 > n > indg(Y), por lo tanto, por el
lema 3.0.5, no puede existir f : X — Y que sea GG equivariante. O

Aunque el teorema de Borsuk Ulam es un teorema topoldgico de continuidad muy poderoso,
tiene la desventaja que el dominio de la funcién tiene que ser una esfera. El teorema de Dold,
ademas de ser un corolario del teorema de Borsuk Ulam para G espacios, tiene la ventaja de
trabajar con espacios mas generales que las esferas, ya que solo les pedimos restricciones de
conexidad y dimension.



Capitulo 4

Diagramas de Potencia

El propdsito de este capitulo es demostrar que para cualquier entero positivo n, existe una
teselacion convexa de R? formada por m conjuntos convexos, que equiparticiona una medida
de probabilidad [2]. Més atin, veremos que esa teselacién convexa es una generalizacién de
los diagramas de Voronoi, y son llamados diagramas de potencia (los cuales definiremos a
continuacion).

Definicién 4.0.1. Sea S = {xy, 23, ..., x,, } un conjunto de n puntos en R yw = (w1, ws, ..., wy,)
un vector de pesos en R™.

a) Para cada i € {1,...,n}, definimos las funciones potencias h; : R — R dadas por
Ademds, diremos que h;(x) es la potencia de x a x;.

b) Para cada i,j € {1,....,n}, definamos H;; = {z|h;(x) = h;(x)}, es decir, el conjunto de
puntos que tiene igual potencia a x; y x;. Notemos que

H;j = {z|hi(x) = h;j(z)}
= {x|d(z, 2;)* — w; = d(, xj)z —w;}
= {]2(z; — ;) - @ = wj — w; + ||lz||* = [lz;]*}

es un hiperplano, y lo llamaremos eje radical de x; y x;. Los semiespacios que define, los
denotaremos como H;; = {x|hi(x) < hj(x)} y H; = {z|hi(x) > hy(x)}.

¢) El diagrama de potencia C(S,w) es una teselacion de R en n conjuntos Cy, ...,Cy, tal
que,

x € C; < hi(x) < hj(z) para toda j.

En otras palabras, C'(S,w) es una teselacién de R?, donde cada C; es el conjunto de puntos
x tal que la funcién potencia h;(x) es minima entre todas las funciones potencias. Mas aun,
como cada Cj es la interseccién de todos los semiespacios H;; = {x|hi(x) < hy(x)}, cada H;;
es convexo y la interseccién de conjuntos convexos es convexo, tenemos que cada C; es convexo.
Por lo tanto, un diagrama de potencia C'(S,w) es una teselacién convexa de R
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Un caso particular es cuando todos los pesos w = (wy, wy, ..., wy,) son iguales a cero. En este
caso las funciones potencia estén dadas por h;(z) = d(z, x;)?, y el diagrama de potencia es una
teselacion convexa tal que los puntos de los hiperplanos H; ; tienen igual distancia a los puntos
x;, T;, estos hiperplanos son conocidos como mediatrices. Este ejemplo nos da una teselacion
convexa conocida como diagrama de Voronoi de los puntos {zi,xs,...,z,}. En la figura 4.1
tenemos el diagrama de Voronoi de 7 puntos en el plano.

Figura 4.1: Diagrama de Voronoi del conjunto S = {A, B,C, D, E, F, G}, es decir, el diagrama
de potencia C'(S,w) con w = (0,0,0,0,0,0,0).

En los diagramas de Voronoi se sabe que la mediatriz de x; y x; es ortogonal a x; — ;. En
los diagramas de potencia, el eje radical de z; y z; es

Hij = {x2(zi — 2;) - o = wj — wi + ]l = 151},

por lo cual H;; es un hiperplano ortogonal a z; — z; y su posicién depende tunicamente de
w; — w; + ||lz)* = ||a;||* (ver figura 4.2).

Lo anterior nos dice que si empezamos con un diagrama de Voronoi de un conjunto de puntos
{1, 29, ...,x,} ¥y queremos empezar a ponerle pesos no cero a nuestro diagrama, lo uinico que
estamos haciendo es trasladar (de manera paralela) las mediatrices.

Ahora queremos ver que siempre que tengamos un conjunto finito S = {1y, xs,...,x,} de
puntos en R? y una teselacién convexa formada de intersecar hiperplanos ortogonales a los
vectores x; — xj, podemos encontrar un vector de pesos w tal que el diagrama de potencia
C(S,w) es esa teselacién convexa.

Lema 4.0.2. Sea C = {C4, ..., C,} una teselacion convera de R?, tal que para cada i existe un
punto x; € C;; y para cada C;,C; con C;NC; # 0, la linea que conecta x; con x; es ortogonal a
C;NC;j. Entonces, C es el diagrama de potencia de ({1, ..., z,},w), para algin vector de pesos
w e R™

Demostracion. Primero observemos que siempre que nos tomamos dos puntos x; y z;, con
CiNC; # 0, tenemos que C; N C; es ortogonal a z; — x;, entonces C; N C; estd contenido en
el hiperplano {z|2(z; — z;) - © = r}, para algin r € R. Entonces, si elegimos un w; de manera
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Cs

Figura 4.2: Diagrama de potencia C(S,w), con S = {x1, 29,23} y w = (2,3, 4).

arbitraria y después definimos w; = r + w; — ||z;||* + ||z;]|?, tendremos que C; N C; estard
contenido en el hiperplano

{22(zi — 2;) - v = wj — wi + 2| = [l2;]1*} = Hi,

es decir, C; N C; estard contenido en el eje radical de z; y z; (con los pesos w; y w;).

Usaremos la observacién anterior para construir el vector de pesos w. Consideremos dos
Casos.

Si todos los puntos son colineales, para cada x; y x; que sean consecutivos en la recta,
usemos la observacion para elegir los pesos w;, w; tales que C; N C; C H; ;. Como todos los
puntos son colineales, podemos seguir eligiendo los pesos de manera inductiva y obtener el
diagrama de potencia que queremos (ver figura 4.3).

C, Cy Cy Cy

ainaG, CyNCy CsnCy

Figura 4.3: Dibujo del caso 1 del lema 4.0.2.
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Si no todos los puntos son colineales, consideremos z;, x;, z; tal que C; N C; N C) # ). Sea
w; € R cualquier peso asociado a x;. Por la observacion, existen w;, w; numeros reales tales que
C;NC; C Hijy C;NCy C Hyy, por lo cual C; NC; N Cp C H; j N H; ;. Ahora nos gustaria ver
que C;NC; C Hjy (con los pesos w; y wy). Por definicién, todos los puntos de H; ; N H;; tienen
igual potencia a z;, x; y x;, en particular tenemos que H; ; N H;; estd contenido en el eje radical
de z; y @, es decir, C; NC; NC; C H; ;N H;; C Hj;. De esto se sigue que H;; es un hiperplano
ortogonal a x; — z; que contiene a C; N C; N C;. Como C; N C; también es ortogonal a x; — x;
y también contiene a C; N C; N C}, entonces C; N C; C Hjy.

Esto quiere decir que podemos construir los w; de manera transitiva, por lo tanto, podemos
seguir construyendo los pesos w; de manera inductiva y obtener el diagrama de potencia que
queremos (ver figura 4.4).

Figura 4.4: Dibujo del caso 2 del lema 4.0.2. En este ejemplo, podemos iniciar definiendo los
pesos wy, we, w3, usando el argumento del caso 2 con los puntos 1, x2, x3. Después, podemos de-
finir el peso wy, usando el argumento del caso 2 con los puntos 1, xo, x4. Finalmente, definimos
ws, usando el argumento del caso 2 con los puntos x, x3, Ts.

]

Sea S = {x1,...,2,} un conjunto de n puntos en R? y x una medida finita en R? tal que
p(R?) = m. Diremos que una funcién ¢ : S — [0, m] es una funcion de capacidad (de la medida
1), 81 2 esc(s) = p(RY) = m.

Consideremos un conjunto finito S = {1, ..., z,} de n puntos en R? una medida de proba-
bilidad p sobre un conjunto convexo y compacto K, y una funcién de capacidad ¢ : S — [0, 1]
con »  sc(s) = 1. Aronov, Aurenhammer y Hoffmann [2] probaron que existe un vector de
pesos w € R, tal que el diagrama de potencia C(S,w) = {C4, ..., C,, } tiene vector de capacidad
¢ con la medida p, es decir, para cada i = 1,...,n, u(C;) = c(x;).

Para demostrar este resultado, por el lema 4.0.2, es suficiente encontrar una teselaciéon
convexa generada por hiperplanos ortogonales a los segmentos formados por los puntos.



95

Para esto, demostraremos la existencia de una funcion C' : K — S tal que minimice la
siguiente integral:

/ d(z,C(x))*dp.
K
Primero veamos que si tal funcion si existe, entonces se tendra lo siguiente.

Observacién 4.0.3. Para cada s,t € S, existe un hiperplano H ortogonal a t — s y tal que
w(His NC7Ys)) =0y p(Hy N C7Ht)) = 0, donde Hys es el semiespacio acotado por H que
contiene a t y Hy es el semiespacio acotado por H que contiene a s.

Demostracion. En otras palabras, queremos demostrar que hay un hiperplano H ortogonal a
t — s que cumple que C~!(s) se queda contenido en el semiespacio Hy; (salvo un conjunto de
medida cero) y C~*(¢) se queda contenido en el semiespacio Hys (salvo un conjunto de medida
cero).

Veamos esto por contradiccién. Supongamos que no existe tal hiperplano, entonces, sin
pérdida de generalidad, tenemos un hiperplano H' ortogonal a t—s tal que u(HLNC~1(s)) > 0.
Si empezamos a trasladar (de manera paralela) el hiperplano H' hasta llegar a un hiperplano
H? tal que u(HZ N C7Y(s)) = 0 y en todo momento se cumplié que u(HL N C~1(t)) = 0,
entonces, tendremos el hiperplano que queremos. En otro caso, tenemos que en algiin momento
llegamos a un hiperplano H que cumplié que pu(Hy N C71(s)) > 0y p(Hy N C7(t)) > 0.

El parrafo anterior nos dice que si procedemos por contradiccion, existe un hiperplano H
ortogonal a t — s tal que u(Hys NC71(s)) > 0y u(Hy NC7(t)) > 0. Para cada par de puntos
r, € H,NC7Y(s) y x; € HyNC~1(t), podemos reasignar z, a C~1(t) y ; a C~1(s), reduciendo
la suma de las distancias al cuadrado (ver figura 4.5).

H/s

Figura 4.5: Si reasignamos los puntos z, a C~(t) y z; a C~!(s), entonces por el teorema de
Pitdgoras, d(x,s)? + d(zy,t)? > d(xy, 5)* + d(xs, t)?, con lo que estamos reduciendo la suma de
las distancias al cuadrado.
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Entonces, consideremos A C Hy, N C~1(s) y B C Hy; N C7(t) conjuntos de igual medida
positiva (u(A) = pu(B) > 0), y reasignemos el conjunto A a C~1(¢) y el conjunto B a C~1(s),
con lo cual tenemos otra funciéon donde la integral es menor, contradiciendo la minimalidad de
C.

[

Esta observacién implica que si tal C' existe, entonces cada C~1(s) es la interseccién de a lo
méas | S | —1 semiespacios, y por lo tanto C' induce una teselacién convexa.

Teorema 4.0.4. Sea S = {xy,...,x,} un conjunto de n puntos en R% y sea K un conjunto
convezo y compacto. Sea p una medida de probabilidad en R la cual es cero afuera de K y
absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue. Para cada funcion de capacidad
c: S = [0,1] con Y, gc(s) = 1, emiste al menos una funcion C : K — S de R? tal que
w(C~1(s)) = c(s) y C1(s) es la interseccion de a lo mds n — 1 semiespacios. Mds ain, entre
todas esas funciones, exriste una que minimiza

/K d(z, C(x))2dp.

Demostracion. Notemos que si C' = {C, ...,C,} es una teselacién convexa de R? tal que cada
C; es la interseccion de a lo mas n — 1 semiespacios, entonces, podemos definir C' : K — S
(para hacer ligera la notacién, usaremos la misma C' para denotar la teselacion y la funcién) de
la siguiente manera: si x € K es tal que z € C; para alguna i € {1,...,n}, entonces, C(z) = x;.
Por supuesto, no todas las funciones C' inducidas por teselaciones convexas de R? cumplen que
u(C~1(s)) = c(s), sin embargo, veremos que existe un subconjunto no vacio (del conjunto de
estas teselaciones convexas) que si cumple lo que queremos.

Como cada semiespacio estd determinado por un hiperplano y cada hiperplano en R? esta
determinado por d 4+ 1 numeros reales (usando la ecuacién del hiperplano), entonces cada
C; esta determinado por (n — 1)(d + 1) nimeros reales. Por lo tanto, la teselacién convexa
C ={Cy,...,C,} (v su funcién inducida C') queda determinada por j = n(n—1)(d+1) nimeros
reales. Ademads, 7 nimeros reales determinan n conjuntos, cada conjunto generado por a lo mas
n — 1 hiperplanos, aunque estos conjuntos no necesariamente forman una teselacién.

Definiremos una funcién f : R/ — R. Usando el argumento del parrafo anterior, tenemos que
cada elemento de R? determina una coleccién de n conjuntos {C1, ..., C,, }, donde cada C; es la
interseccion de a lo mas n — 1 semiespacios, y por lo tanto, cada C; es convexo. Observemos que
los conjuntos (1, ..., C,, no necesariamente forman una teselacién convexa (porque puede ocurrir
que la interseccién de sus interiores no sea vacia), sin embargo, esto no es ningin problema,
ya que més adelante veremos que existe un subconjunto de R’ que si cumple esta propiedad.
Entonces, abusando de la notacion, definiremos f de la siguiente manera:

f(C’l,...,Cn):/Kd(x,C(x))Qd,u.

Recordemos que queremos estudiar la funcién f en un subconjunto IT de R? que cumpla que
{C1, ..., C,,} es una teselacion convexa de R? y la funcién C cumpla que pu(C~1(s)) = c(s), para
todo s € S. Veremos que II es compacto y que f es continua en II. Como todas las funciones
continuas con dominio compacto alcanza un minimo, tendremos la funciéon C' que minimiza la
integral que queremos.
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Veamos como definir IT para que cumpla las propiedades que vimos en el parrafo anterior.

Queremos que pu(C~(s)) = c(s), asi que definamos la funcién continua ¢ : R/ — R",
dada por p(Cy,...,C,) = (u(Ch), ..., ;u(Cy)). Sea A C RJ tal que ¢(A) = ¢ = (c(x1), ..., c(xn)),
entonces, A es la imagen inversa de un conjunto cerrado bajo una funcién continua, por lo
tanto, A es cerrado.

También, queremos que la interseccién de los interiores de cada par de conjuntos C; sea vacia
(para que los conjuntos convexos C; formen una teselacién convexa), por lo cual consideremos
la funcién continua ¢ : R — R, dada por ¢(Ch, ..., Cy) = >-,; V(C; N Cj), donde V' denota el
volumen d dimensional. Sea B C R’ tal que ¢(B) = 0, por la continuidad de 1), tenemos que B
es un conjunto cerrado. Como u es cero afuera de K, entonces, existe una constante b tal que
[—b,b)’ contiene todas las teselaciones convexas que queremos.

Entonces, definamos IT = AN BN [—b,b)’. Como c¢ es una funcién de capacidad de la medida
de probabilidad p (es decir, Y . sc(s) = 1), nos podemos tomar convexos con medidas c(s)
trasladando hiperplanos paralelos (ver figura 4.6), por lo que II es no vacio. Ademds, II es
cerrado por ser la interseccion de tres conjuntos cerrados, y es acotado porque esta contenido
en [—b,b)’, por lo tanto, IT es compacto. Entonces, restringiremos la funcién f a II.

Figura 4.6: En este ejemplo estamos dividiendo el drea de un poligono K en 6 conjuntos con-
vexos, trasladando rectas paralelas que son ortogonales a la recta azul.

Veamos que f es continua. Al principio puede parecer un poco extrano que la funcién
f sea continua, ya que puede haber puntos x € K, tal que tengan cambios bruscos en la
funcién d(z,C(z))?, sin embargo, la idea detras de la continuidad de f es que el conjunto
de puntos que tienen esos cambios bruscos en la funcién d(z,C(z))? tiene medida cero. El
argumento es muy similar a la demostracion de la continuidad en el teorema del Ham Sandwich.
Consideremos (C?) una sucesién en II convergiendo a C' = (CY,...,C,) € II. Entonces, para
cada x € K que no esté en los hiperplanos generados por los conjuntos (71, ..., C,,, la funcién
d(z,C(z))? converge a d(z, C(x))?. Como la medida es absolutamente continua con respecto a la
medida de Lebesgue, tenemos una convergencia en casi cualquier parte, ya que la unién finita de
hiperplanos tiene medida cero. Ademas, como K es compacto y S es finito, entonces las funciones
d(z,C"(x))? estdn acotadas por la funcién constante 2, donde [ = sup{d(z,z;)|z € K,z; € S}.
Usando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, tenemos que f(Ci,...,C") =
[y d(z, C*(x))*dp converge a f(Ch,...,Cy) = [, d(z,C(x))*dp. Por lo tanto, f es continua.
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Como f es continua y su dominio II es compacto, entonces f alcanza su minimo, que es lo
que queriamos.
m

Este teorema nos dice que hay una teselacién {C1, ..., Cy, } con vector de capacidad ¢ (con la
medida p). Ahora veremos que esa teselacién puede ser obtenida de un diagrama de potencia.

Teorema 4.0.5. Sea S = {z1,...,x,} un conjunto de n puntos en R% y sea K un conjunto
convezo y compacto. Sea p una medida de probabilidad en R la cual es cero afuera de K y
absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgque. Para cada funcion de capacidad
c: S —=[0,1] con Y, cgc(xi) = 1, existe un vector de pesos w = (w1, ...,w,) € R, tal que el
diagrama de potencia C(S,w) cumple que u(C;) = c(x;), para cada i € {1,...,n}.

Demostracion. El teorema anterior nos dice que existe una teselacién convexa C' = {C1, ..., C,}
que cumple p(C;) = ¢(x;). Por la observacién 4.0.3 tenemos que para cada C;, C; con C;NC; # 0,
x; —x; es ortogonal a C; NC), y por el Lema 4.0.2, existe un vector w € R", tal que el diagrama
de potencia C(S,w) = {C4,...,C,}. Por lo tanto, este diagrama de potencia cumple lo que
queremos. ]

1
Notemos que cuando la funcién de capacidad ¢ cumple que ¢(z;) = —, para cada i, entonces
n

el teorema anterior nos dice que existe un diagrama de potencia que equiparticiona la medida.

Observemos que para cada conjunto S = {zy, s, ...,z,} en RY cada vector de pesos w =
(wy,wa, ..., w,) € R" y cada a € R, el vector v = (w; + o, ws + @, ..., w, + &) cumple que
C(S,w) = C(S,v). De esta manera, si tenemos un vector w que cumple el teorema 4.0.5, le
podemos sumar algin a € R (si es necesario), para que se cumpla w - ¢ = 0, donde ¢ =
(C(xl)a ) C(‘rn))

Maés atin, Aronov y Hubard [12] probaron que para un diagrama de potencia C(S,w), con
S = {z1,29,...,x,} y w = (w1, ws,...,w,), la distancia de z; al punto donde la linea z;z;
d(l‘i,l'j>2 — Wy —+ w;

Qd(ﬂfz, .Z'j)

corta a H; . es . De esto se sigue que si v = (vq, Vs, ...,0,,) €s otro vector
,J ) ) » Un

d(l’i, l’j)2 — Wy + w; . d(ZEZ, l’j)z — Uy + v;

2d(l’i,$]‘) n 2d(1’1,$]) ’
por lo cual w; — w; = v; — v; para cada 4,7 = 1,...,n. Luego, si fijamos v; = w; + «, para
algin o € R, tendremos que para cada ¢ = 2,...,n, v; = w; +v; —w; = w; + «. Por lo tanto,
v=(w + a,wy + a,...,w, + «). Hemos demostrado el siguiente lema [12].

de pesos que cumple C'(S,w) = C(S,v), entonces,

Lema 4.0.6. Sean S = {x1,79,...,x,} un conjunto de puntos en R, w = (wy,wy, ..., w,) un
vector de pesos en R", y v = (vy,vq,...,0,) otro vector de pesos en R"™. Entonces, C(S,w) =
C(S,v) siy solo si, para algin o € R y para toda i =1,....,n, v; = w; + .

Con el lema anterior, podemos concluir que hay un tnico vector de pesos w que cumple el
teorema 4.0.5 con w - ¢ = 0.

Ya sabemos que los teoremas 4.0.4 y 4.0.5 se pueden aplicar para cualquier conjunto finito
de puntos en R?. De hecho, para cada medida de probabilidad p, podemos fijar una funcién de
capacidad ¢ = (¢y, ¢, ..., ¢,) (es decir, para toda 4, ¢; >0y > ¢; = 1) y aplicar los teoremas
4.0.4 y 4.0.5 a cada conjunto finito de n puntos, con la funcién de capacidad ¢ = (c1, ¢z, ..., ).
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Dada una medida finita z en R? con p(R?) = m, diremos que un vector ¢ = (cy, s, ..., ¢,) €8
un vector de capacidad de la medida p, si para toda i, ¢; > 0y >.r, ¢; = p(R?) = m. Es decir,
un vector de capacidad de la medida p es una funcién de capacidad fija (de la medida u) que
podemos usar para aplicar los teoremas 4.0.4 y 4.0.5 a todos los conjuntos finitos de n puntos.

Una observacion interesante es que si empezamos a mover un conjunto de n puntos de ma-
nera continua, entonces, el diagrama de potencia que tiene capacidad ¢ = (c1, ¢a, ..., ¢, ) también
cambia de manera continua. A continuacion, veremos el problema del transporte optimal, que
formaliza la idea de continuidad que acabamos de ver.

Sea p una medida de probabilidad y ¢ un vector de capacidad fijo (para la medida pu).
Consideremos el espacio de funciones

Ly(RY, R p1) = {C’ 'R - R?: /d(a:, C(z))%du(x) < oo} :

con la métrica de la distancia de Wasserstein:

dicica = ([ d<cl<x>,cz<x>>2du<x>)l/2.

El problema del transporte optimal es una funcion I' que asigna a cada conjunto finito S de
puntos en R? su funcién C'g que minimiza la integral del teorema 4.0.4. Para cada S, la funcién
Cs es tnica y I' es continua [26].

Aronov y Hubard [12] también probaron que si en el teorema 4.0.5 movemos los puntos
continuamente, entonces el vector de pesos w que cumple w - ¢ = 0, también se mueve conti-
nuamente. La idea es que cuando empezamos a mover los puntos continuamente (uno por uno),
d(xi,zj)* — wj + w

Qd(l'“ l’j)
de manera continua, por lo cual, los pesos w; también cambian de manera continua.

por la continuidad del transporte optimal, la distancia ' también cambiaré

Lema 4.0.7. Sea n un entero positivo y K un conjunto convexo y compacto. Sea i una medida
de probabilidad en RY la cual es cero afuera de K, ¢ = (c1, o, ..., cn) un vector de capacidad
positivo (para toda i, ¢; > 0 y Y i ¢ = 1), y F,(RY) = {(z1,...,x,)|z; € RYz; # x5}
Entonces, la funcion f : F,(RY) — R%, que asigna a cada elemento S € F,(RY) el vector de
pesos w tal que el diagrama de potencia C(S,w) tiene vector de capacidad ¢ con w-c =0, es
continua.

Demostracion. Sea x = (11,...,2,) € F,(RY) y 2F € F,(R?) una sucesién convergiendo a
x, entonces por el problema del transporte optimal, C,» converge a C, = C en el espacio
Ly(R4, R9, ). Demostraremos por contradiccion que f(z¥) = w* converge a f(z) = w. Por
hipétesis, para toda § > 0, para toda j y toda k suficientemente grande, d(mf, x;j) < 6. Ademsds,
la medida es cero afuera de K, entonces los nimeros |wf| estdn acotados (porque estamos
suponiendo que el vector de capacidad es positivo, por lo cual todos los conjuntos C; del
diagrama de potencia tienen medida positiva). Por lo tanto, existe una subsucesiéon de w* que
converge a algun ¢ # f(x). Sea D la funcién asociada con el diagrama de potencia C(z,q),
entonces,

[ @), Cla)duta) = 3 diayai(Ci ) 1 e w)

> d<xj07 xlo>2ﬂ(0jo(x7 Q) N Clo(x7 w)) > 07
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para algin (ig, jo), lo cual contradice la continuidad del transporte optimal. Por lo tanto, f;(z)
es continua. n

Recordemos que el caso discreto en R? del teorema del Ham Sandwich (el problema de la
introduccién), se resolvié encontrando una recta que biseca uno de los dos conjuntos y después
moviendo continuamente la recta para llegar a un momento en el que la recta biseque ambos
conjuntos. También recordemos que nuestro propésito es demostrar que, dadas d medidas en RY,
existe una teselacién convexa que equiparticiona simultaneamente las d medidas. El teorema
4.0.5 nos garantiza la existencia de un diagrama de potencia que equiparticiona una de las
medidas, y usando el lema 4.0.7, nos gustaria empezar a mover los puntos continuamente
para ver si logramos llegar a un momento en el que el diagrama de potencia equiparticione
simultaneamente las d medidas.



Capitulo 5

Una generalizacion del Ham Sandwich

Este capitulo esta dividido en dos secciones. En la primera seccién veremos formalmente
la demostracién de Soberén del teorema principal [22]; para esto se usard el teorema 4.0.5
del capitulo anterior. En la segunda seccion daremos las ideas de la demostracion de Karasev,
Hubard y Aronov del teorema principal [15], ademads, se vera como reducir un problema (abierto)
de geometria discreta a un problema topolégico.

5.1. El teorema principal

Recordemos que en la demostracion del teorema 4.0.5 usamos que la medida es absolutamen-
te continua con respecto a la medida de Lebesgue, ademés la medida es finita y pu(K) = u(R9),
donde K es un conjunto convexo y compacto.

También usamos que u es una medida de probabilidad, sin embargo, veremos que el teorema
4.0.5 (y por lo tanto el lema 4.0.7) se puede aplicar cuando p es cualquier medida finita. Supon-
gamos que g es una medida finita, tal que u(R%) = n (con n entero positivo). Consideremos un
vector de capacidad ¢ = (¢, ..., ¢,) tal que .1 | ¢; = n, queremos ver que hay un diagrama de
potencia que tiene capacidad ¢ con la medida p. Definamos la medida p* como p*(A) = @,
para cada conjunto medible A. Es inmediato que p* es una medida de probabilidad, por lo
cual podemos aplicar el teorema 4.0.5 y obtener un diagrama de potencia que tenga vector de
capacidad ¢* = (2, ..., %) con la medida p*. Este diagrama de potencia, por definiciéon de u*,
cumple que tiene vector de capacidad ¢ con la medida u, que es lo que queriamos. Esto motiva
la siguiente definicion.

Definicién 5.1.1. Una medida i en R? es amigable, si es finita, absolutamente continua
con respecto a la medida de Lebesque, y existe un conjunto convexo y compacto K tal que

u(K) = p(RY).

Supongamos que tenemos d medidas amigables 1, ..., ug en RY, tal que pu;(RY) = n, para
cada i € {1,2...,d}. El teorema 4.0.5 nos dice que para cada medida p; y cada conjunto
de n puntos en R? existe un diagrama de potencia asociado a ese conjunto de puntos que
equiparticiona la medida p;. Nos gustaria probar la existencia de un conjunto de puntos tal
que ese diagrama de potencia sea el mismo para las d medidas, y de esa manera tendriamos el
teorema principal.

61
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Por el lema 4.0.7, para cada medida p; podemos definir una funcién continua f; que asocie a
cada elemento S de F,(RY) = {(z1, ..., x,)|z; € RY, x; # x;} el vector de pesos w que hace que
el diagrama de potencia C(S,w) equiparticione la medida y; (con w-c=0y c= (1,1,...,1)).
Entonces, si definimos la funcién continua f = (fi1 — f2, f1 — f3, ---, J1 — fa), cualquier cero de esa
funcién nos dara el diagrama de potencia que equiparticiona simultaneamente las d medidas,
la cual sabemos es una teselaciéon convexa.

Si tratamos de aplicar el teorema de Dold para encontrar ese cero, no se cumpliran las
hipétesis, asi que con la finalidad de subirle la conexidad a F,,(R?), permitiremos que algunos de
los puntos sean iguales, con la condicién de que no todos sean el mismo punto simultaneamente
(para no obtener una teselacién trivial). En otras palabras, queremos extender el dominio de las
funciones f; (y de la funcién f) al conjunto X = {(z1,...,x,)|x; € R4} \ {(21, ..., 21) |21 € R},

Si tenemos un conjunto de n puntos distintos en R?, usando el teorema 4.0.5 (para cada
medida p;), queremos encontrar el diagrama de potencia que a cada punto le asigna capacidad
1. Si empezamos a mover continuamente ese conjunto de n puntos distintos y hacemos que dos
de ellos converjan a un mismo punto, lo mas natural seria encontrar el diagrama de potencia
(para cada medida p;) que asigne capacidad 2 al punto que antes eran dos, y 1 a todos los
demds puntos, mas ain, si un conjunto de k£ puntos colapsé a un punto, la intuicién nos dice
que le asignemos capacidad k£ a ese nuevo punto.

Por ejemplo, si n = 5 y consideramos (1, Zo, 73, T4, T5) puntos distintos en R?, entonces,
para cada medida pu;, queremos encontrar el diagrama de potencia que a cada punto le asigne
capacidad 1. Si empezamos a mover continuamente los puntos x, y x4 hasta convertir el punto
T9 en el punto x; y el punto x4 en el punto xg, ahora tendremos los puntos (x; = 9, x5 = x4, T5)
y, para cada medida p;, queremos encontrar el diagrama de potencia que asigne capacidad 2 al
punto x, capacidad 2 al punto x3, y capacidad 1 al punto zs.

Para cada conjunto S = {xy,...,z,} de r puntos distintos en R% con 2 < r < n, definimos
fi(S) como el vector de pesos w que hace que el diagrama de potencia C'(S,w) tenga vector
de capacidad ¢ con la medida pu;, donde ¢ es el vector de capacidad que vimos anteriormente
(si un conjunto de k puntos se convirtié en un punto, le asignamos capacidad k a ese punto)
y w cumple que w - ¢ = 0. Entonces, cada cero de la funcién f = (fy — fo, fi — f3, -, f1 — fa)
nos dard una teselacién convexa {C1,...,C.}, con 2 < r < n, donde cada C; mida el mismo
entero positivo en las d medidas, aunque no necesariamente equiparticione las medidas. Esas
teselaciones convexas son conocidas como particiones balanceadas.

A continuacion, veremos como definir formalmente la funcién f. Ademas, para poder definir
acciones de grupos que sean libres, trabajaremos el caso cuando n es un nimero primo. Con
estas ideas podemos demostrar el siguiente Lema [22].

Lema 5.1.2. Sean p y d enteros positivos con p un numero primo. Sean iy, ..., jtg medidas
amigables en R? tal que 1;(RY) = p, para toda i € {1,2,...,d}. Entonces, existe un entero
2 < r < p y una teselacion de R en r conjuntos convexos Cy,Cs, ...,C,, tal que pi(C;) =
p2(Cy) = ... = na(Cj), para toda j € {1,2,...,r}, y estas medidas son todas enteras positivas.

Demostracion. Sea X = {(x1,...,x,)|z; € R\ {(1,...,21)|[z1 € R} el espacio de las p-
tuplas de vectores de R tal que no son todos el mismo punto, de esta manera tenemos que
X =~ RP4\ R Notemos que z € X puede tener entradas repetidas, entonces, para poder aplicar
el teorema 4.0.5 y el lema 4.0.7, necesitamos reducir las p-tuplas a conjuntos sin repeticiones.
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Dado x = (x1, 22, ...,xp) € X, sea S(x) = (s1, S2, ..., 5¢) la t-tupla de puntos diferentes en z, en
el orden en que aparecen en x. Para cada 1 < j <, sea «; el numero de veces que s; aparece
en = (notemos que cada o es un entero positivo), y sea ¢ = (az, ..., ). Para cada medida
p; vy cada z € X definamos w = (wy,...,w;) el vector de pesos que hace que el diagrama de
potencia (S(z),w) tenga vector de capacidad ¢ en la medida p; y con w tal que w-c = 0; y para
toda 1 < j < psear; = w, si ; = s,. Entonces, para cada medida y;, definamos la funcién
fi: X — RP como fi(z) = (r1,...,7p).

Por el lema 4.0.7, cada funcién f; es continua en los elementos x = (1, 22, ..., z,) € X que
cumplen que los p puntos son distintos. Para ver que las funciones también son continuas cuando
empezamos a juntar los puntos, probaremos que para cada medida p;, cuando dos puntos z; y
To convergen a un mismo punto p, entonces, los pesos fi(z1) = wy y fi(x2) = ws convergen al
mismo vector de pesos. Veamos esto por contradiccion. Supongamos que (para alguna medida
1;) los pesos convergen a dos limites diferentes y que el limite de w; es mayor que el limite de
we, entonces, wy; > ws. Sea y el punto donde el hiperplano

H, 5 = {z]d(x, :1:1)2 - d(x,x2)2 =w, — Wy}

corta a la linea x1xq, y sean u = d(y, z2) y v = d(x1, z2). Como w; > wsy, entonces, d(y, z1) =
d(y,xs) + d(x1,22) = u + v (en otro caso y estd entre z1 y o, entonces, d(y,x1) = v —u) y
w1 — wy tiene limite positivo.

Figura 5.1: En el dibujo, el punto z; esté entre x; y y, por lo cual, d(y, 1) = d(y, x2) +d(z1, x2).

Como y € Hia, entonces wy; — wy = d(y,z1)* — d(y,22)* = (u+v)* — u* = v(2u + v)
tiene limite positivo (en el otro caso w; — wy = (v — u)? — u? = v(v — 2u)), y como z1 y 3
convergen al mismo punto, tenemos que v tiende a cero, por lo cual u tiende a infinito (en el
otro caso u tiende a menos infinito, lo cual no es posible porque u es una distancia). Como u
tiende a infinito, entonces, d(p, Cy) tiende a infinito, pero esto no es posible porque la medida
de C5 es positiva. Por lo tanto, w; y ws convergen al mismo peso, y en general, si un conjunto
de k puntos convergen a un mismo punto, entonces sus pesos también convergen al mismo
peso (porque esos limites son iguales para cada pareja de puntos). De esto concluimos que las
funciones f; son continuas.
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Sea f : X — RP(D ]a funcién continua definida como f = (fi — fo, fi — f3, .., f1 — fa).
Demostraremos por contradiccién que existe un z € X tal que f(x) = 0; para eso usaremos el
teorema de Dold.

Primero recordemos que hay una accién de Z, en X (ejemplo 1.2.7) dado por ¢(z1, x2, ..., T;)
= (w9, 3, ...,2p, 1), donde ¢ es un generador de Z,. La misma accién se puede aplicar en la
imagen de cada f; (las cuales estdn contenidas en RP), y por lo tanto, en la imagen de f
(contenida en Rp(d_l)), aplicando la accién en cada p-tupla:

o(f(x)) = o((fr = f2)(2), (fr = f3) (@), ... (fr = fa)(2))
= (o((f1 = f2)(2)), o((f1 = [3) (@), -, &((fr — fa)(@)))-

Veamos que con estas acciones f es Z, equivariante. Sea ¢* € Z, y v = (v1,...,7,) € X,
queremos que f(¢*(z)) = ¢*(f(x)). Primero observemos que para cada funcién f;, tenemos lo
siguiente:

fl(¢k(x)) = fl(¢k($1? "'axp» = fi(xp—k’-i-la ooy Ly L1,y ---,-Tp—k) = (T;D—k’-i-lv s Tpy T, "'arp—k)

= ¢k(rl7 "'7Tp> = (bk(f%(xl’ "'75(;1))) = ¢k(fl(x))a

es decir, las funciones f; son Z, equivariantes. Entonces, usando que las funciones f; son Z,
equivariantes, tenemos que:

F(¢" (@) = ((fr = f)(0 (@), .. (fi = f)(@"(2))) = (¢"((f1 = fo) (@), .. 6" ((f1 — fa) (2)))
= 0" (f(@)).

Por lo tanto, f es Z, equivariante.

Por el ejemplo 1.2.7, tenemos que la acciéon en X es libre, ya que p es un nimero primo y
X no tiene elementos con todas sus coordenadas iguales.

Veamos que si f(z) # 0 para todo x € X, entonces, la accién en la imagen de f también es
libre. Si no fuera libre, entonces existirfa x € X tal que ¢(f(z)) = f(x). Como la accién estd
definida sobre cada p-tupla, tenemos que ¢((f1 — fi)(z)) = (f1 — fi)(z), para cada i = 2, ..., d.
Fijemos una i = 2,...,d, y denotemos por 7" = (r{,...,7}) a fi(z), y por r* = (r{,...,73) a fi(z).
Entonces, tenemos que r; — 7} = 75 — 75 = ... = v, — 15, y por el lema 4.0.6, el diagrama de
potencia asociado a la medida p; es igual al diagrama de potencia de la medida y; (y esto lo
podemos hacer para toda i = 2, ...,d). Con esto tendriamos que los d diagramas de potencia son
el mismo (y = cumple que f(x) = 0), que es lo que queremos probar. En otro caso, supongamos
que la accion en la imagen de f también es libre.

Para cada z € X y cada medida p;, tenemos que ry + ... +7, = wyo; +... +wpoy = w-c = 0,
ya que cada o es el nimero de veces que s; aparece en x. Por lo tanto, podemos pensar que f;
tiene su imagen contenida en RP~! y que f tiene su imagen contenida en R®—1(@-1),

Si suponemos que no existe x € X con f(z) = 0, entonces, podemos definir g : X —

Se=Dd=D-1 como g(x) = ”%1’% Tk la cual es también Z, equivariante. Demostraremos que esta
x

funcién g contradice el teorema de Dold.

Veamos que X = R\ R? es al menos pd — d — 2 conexo. Sea S*¥ una esfera en X con
k < pd — d — 2. Consideremos la proyeccién ortogonal de S* sobre el subespacio de dimensién
pd — d que es ortogonal a la diagonal R?. Si normalizamos tendremos a la esfera S¥ en la esfera
Spd=d=1 1a cual sabemos que es pd — d — 2 conexo, por lo cual la esfera S¥ si se podra contraer
a un punto. Por lo tanto, X es al menos pd — d — 2 conexo.
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Figura 5.2: Cuando d = 1 y p = 3, entonces el espacio X es isomorfo a R® \ R. En la figura
podemos ver a X como el espacio R? menos el eje z (la recta azul). Tenemos a {A, B}, la esfera
SY, encajada en el espacio X. Para contraer esa esfera a un punto, proyectamos los puntos A
y B a x y y, después normalizamos a Hi—” y HZ—” Ahora ya tenemos la esfera S° en la esfera S*,
por lo cual ya se puede contraer a un punto.

Como X es al menos pd — d — 2 conexo, S?~DE@=1=1 tiene dimensién (p — 1)(d —1) — 1y
pd—d—22> (p—1)(d—1) — 1, entonces el teorema de Dold nos dice que no hay funciones
Z, equivariantes de X en SP~Y@=D=1 Egto es una contradiccién, ya que g es una funcién Z,
equivariante de X en S®P~HD@=1D=1_ Por lo tanto, existe € X con f(z) = 0.

Dado el punto z € X tal que f(x) = 0, tenemos que el vector de pesos que hace que el
diagrama de potencia con puntos S(z) tenga vector de capacidad ¢, es el mismo w para las d
medidas. Por lo tanto, la teselacion convexa C(S(z),w) cumple lo que queremos.

O

Como se mencioné en la introduccién, el teorema principal para potencias de 2 se obtiene
aplicando el teorema del Ham Sandwich de manera inductiva. En general, desde el inicio del
problema ya se sabia que si se tenia el teorema principal para nimeros primos, potencias primas
o para particiones balanceadas (como el del lema 5.1.2), entonces se podia obtener el teorema
principal con argumentos inductivos.

Teorema 5.1.3. Sean n y d enteros positivos. Sean juiy, ..., jtq medidas amigables en R tal
que 11;(RY) = n para toda i. Entonces, existe una teselacion convera de RY en n conjuntos
C1,Cy, ..., Cy tal que 11;(C;) =1 para toda i, j.

Demostracion. La demostracién se hara por induccién fuerte sobre n.
Para n = 1 tenemos que C; = R? y para n = 2 es el teorema del Ham Sandwich.
Supongamos que n > 2 y que el teorema es cierto para toda 1 < k < n — 1. Tenemos dos
casos.
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Si m no es primo, entonces n = ab con a,b < n — 1. Por hipétesis de induccién el teorema
es cierto para k = a, entonces existe una teselacién convexa de R? en a conjuntos (C1, ..., C,)
tal que 11;(C;) = b para cada ¢, j. Para cada 1 <1i < d y para cada 1 < j < a, g, restringida
a C; es un medida amigable en R? entonces podemos aplicar la hipdtesis de induccién para
k = b en cada uno de los convexos (CY,...,C,), de esta manera tenemos la teselaciéon convexa
buscada de R% en n = ab conjuntos convexos.
Si n es primo, aplicamos el Lema 5.1.2, asi tenemos una teselaciéon convexa balanceada en
r > 2 conjuntos convexos (C1, ..., C,), tal que cada C; mide el mismo entero positivo «; en las d
medidas. Entonces, para cada 1 < j < r, aplicamos la hipétesis de induccién con k = «; en el
convexo C; con las medidas restringidas 11;|C};, entonces tenemos la teselacién convexa buscada.
]

5.2. Observaciones y trabajo futuro

Ya vimos, de manera formal, la demostracion de Soberén del teorema principal. Ahora
veamos la idea de la demostracién de Karasev, Hubard y Aronov [15], con la finalidad de ver
las semejanzas y diferencias que tiene con la demostracién de Soberén [22].

La demostracion es muy similar a la demostracién del problema de la introduccion (el caso
discreto en el plano): empezaremos con una teselacion convexa que equiparticione una de las
medidas y empezaremos a mover esa teselacién de tal manera que siga equiparticionando esa
medida, y queremos ver si en algiin momento llegamos a una teselaciéon convexa que también
equiparticione las otras d — 1 medidas.

Consideremos i1, ..., ptg medidas amigables de probabilidad en R?. El teorema 4.0.5 nos dice
que para cada elemento S de F,(RY) = {(z1,...,2,)|z; € R% z; # x;} podemos encontrar
un vector de pesos w € R? tal que C(S,w) = {C4,...,C,} es una teselacién convexa que
equiparticiona la medida p;. Entonces, para cada i € {2,...,d} podemos definir la funcién
continua f; : F,(R?) — R", dada por

78 = (e~ 1, @ = 1))

n

donde {C1, ..., C,} es la teselacién convexa que equiparticiona la medida fi.

Observemos que si las funciones fs, f3, ..., f4 tienen un cero en comun, entonces tendremos
la teselacién convexa que equiparticiona simultdneamente las d medidas. Sea f : Fj,(R?) —
R™=1 1a funcién continua definida como f(S) = (f2(S), ..., f4(S)). Observemos que de manera
similar a la demostracién del lema 5.1.2, podemos definir una accién de Z, en F,(RY) y en la
imagen de f (contenida en R™41)) con la cual f es Z, equivariante.

Ademsés, para cada funcién f; y cada S € F,(R?) tenemos que las entradas de f;(S) suman
cero, por lo tanto, podemos pensar a cada f; con imagen contenida en R"™! y a f con imagen
contenida en R™~D=1) Finalmente, podemos concluir por un teorema topoldgico de Fuchs,
Vassiliev y Karasev ([9], [25] y [16]), que nos dice que todas las funciones Z,, equivariantes de
Fn(]Rd) a RO~ "con n una potencia prima, tienen un cero. Para cualquier entero m, nos
fijamos en su factorizacién prima p{’...p,* y aplicamos el resultado para cada pj’, como en la
induccion de la demostracién del teorema 5.1.3.
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En la demostracién de Karasev, Hubard y Aronov sf se trabaja con el espacio F,(R?) y
desde el inicio se busca una teselacién convexa que equiparticione las medidas, sin embargo, la
demostracion del teorema de Fuchs, Vassiliev y Karasev usa herramientas muy avanzadas de
topologia algebraica.

Por otro lado, Soberén empieza demostrando un resultado de particiones balanceadas (el
lema 5.1.2) en el espacio X = RP?\R? usando herramientas mas sencillas y elegantes (el teorema
de Dold), para después concluir inductivamente.

Como hemos visto a lo largo de este trabajo, la idea que mas se ha utilizado para resolver
problemas de reparticiéon equitativa es dar una solucién geométrica que nos reduzca el problema
a uno de topologia equivariante. Ahora veamos como usar estas ideas para empezar a resolver
otros problemas.

De acuerdo a [17], Béardny y Griinbaum conjeturaron lo siguiente: Sea K un poligono convexo
en el plano con drea 1. Entonces, para cada t € [0, }L], existe una pareja de rectas ortogonales
que divide a K en 4 poligonos de areas t,t, (% —t)y (% — 1), en orden ciclico.

Observemos que cuando t = 0, el resultado es un corolario directo del teorema del Ham
Sandwich. Veamos una idea para t > 0. Para cada elemento u € S!, consideremos la recta h,,
ortogonal a u, que hace que A = K N h tenga édrea 2t (donde h; es el semiespacio positivo
definido por h,). Después, nos tomamos la unica recta [,, ortogonal a h,, que divide a A en dos
poligonos (A; y As), cada uno con area t. Las rectas h, y [, han dividido a K en 4 poligonos:
Ay, Ay, By y By (en orden ciclico). Queremos encontrar un v € S', tal que el drea de B sea
(3 — ), con lo cual habremos acabado (ver figura 5.3).

Si definimos la funcién f : S' — R, como f(u) = area(B;) — (3 — t), ¢l problema es
equivalente a encontrar un u € S!, tal que f(u) = 0.

Sl

Figura 5.3: En la figura, las rectas h, y [, han dividido al poligono convexo K en 4 poligonos:
Ay, Ay, By y By. Ademés, Ay y A, tienen drea t, para algin ¢ € (0, i]

Empecemos a mover los puntos u € S' de manera continua. Si empezamos con un u € S* tal
que f(u) > 0, cuando empecemos a mover los puntos, nos gustarfa llegar a algtin punto v € S*
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tal que f(v) < 0, para poder aplicar un resultado similar al teorema del valor intermedio (por
ejemplo, algin teorema tipo Borsuk Ulam). Esta podria ser una buena idea para empezar a
resolver el problema, sin embargo, el problema sigue sin resolverse.

Aunque los teoremas de reparticién equitativa (en particular el teorema principal) son pro-
blemas de geometria discreta, se han usado herramientas de diferentes areas matematicas para
resolverlos. Por ejemplo, en la demostracion del teorema principal usamos principalmente herra-
mientas de geometria, topologia y teoria de grupos. Cuando estamos resolviendo un problema,
voltear a ver otra area matematica puede resolver por completo el problema. Por esta razon,
quiero concluir con una de mis frases favoritas:

Me gusta cruzar las fronteras imaginarias que la gente establece entre diferentes dreas, es
muy refrescante. Hay montones de herramientas y no sabes cudl de ellas funcionard. Se trata

de ser optimista y de intentar conectar cosas.
Maryam Mirzakhani, Medalla Fields 2014.
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