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Resumen

El presente trabajo tiene como objetivo analizar sistemas conformados por agujeros negros
en el contexto de la termodindmica de hoyos negros. Se propuso una forma matematica de
la entropia, deducida a partir del caso simple de un colapso de dos agujeros negros de Sch-
warzschild, y que posteriormente se us6 en otros casos con mayor grado de complejidad. Dicha
entropia es no aditiva. Primero se abordaron sistemas sin considerar emision de radiacion, y
posteriormente se agregd un término asociado a ésta. Se tomaron casos limite para extraer
informacion fisica de este tipo de fendmenos, asi como los casos intermedios.

La estructura de este trabajo estd dada de la siguiente manera:

Primeramente, se introducen los conceptos necesarios, tanto de la formulacion relativista
de la gravedad, donde, de manera breve se contextualiza el origen de la relatividad especial, y
como fue haciéndose cada vez mds robusta, debido a las contribuciones de distintos persona-
jes hasta llegar a formularse la Teoria General de la Relatividad, mediante el formalismo del
célculo tensorial y de la geometria diferencial.

En el segundo capitulo, se aborda la primera solucion a las ecuaciones de Einstein dada
por Schwarzschild, dentro de la cual entran en juego las sigularidades, el inicio de una larga
época de estudio y de interpretaciones. Una de estas interpretaciones es la idea de hoyo negro y
horizonte de eventos. Se da la solucion de Kerr, donde una nueva variable, ademas de la masa
del hoyo negro, entra a escena: el momento angular del horizonte de eventos. Se habla del
teorema de no pelo (no-hair theorem), estableciendo que los sistemas donde estd presente un
hoyo negro, solo pueden estar caracterizados por tres pardmetros: la masa, el momento angular
y la carga eléctrica.

En el tercer capitulo, se mencionan algunas caracteristicas de ciertos hoyos negros, las
cuales sirven de base para formular las leyes de la termodindmica de hoyos negros, haciendo
una correspondencia tanto matematica como fisica, entre las variables de la termodindmica de
laboratorio y las variables de hoyos negros establecidas por el teorema de no pelo.

En el cuarto capitulo, se estudian sistemas de hoyos negros, y aqui se define colapso termo-
dindmico de hoyos negros. Se obtiene una expresion para el momento angular del horizonte de
eventos del hoyo negro resultante del colapso termodindmico. También se determina una expre-
sion para la radiacion que se pierde durante el proceso del colapso, y la cantidad de radiacion
maxima que se puede perder en el proceso.

Cabe notar que los resultados obtenidos no dependen de la configuracion del sistema a es-
tudiar. Esto es, la manera en que colisionan los hoyos negros es independiente de los resultados
obtenidos.
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Capitulo 1

Introduccion a la relatividad general

Durante el siglo XIX el electromagnetismo habia sido estudiado por varias generaciones.
Entre sus principales aportadores destacan nombres como Hans Christian @rsted, André-Marie
Ampere, William Sturgeon, Joseph Henry, Georg Ohm y Michael Faraday. Dichos resultados
fueron sintetizados en la teoria electromagnética, formulada por James Clerk Maxwell en 1865.
Fue hasta finales de ese mismo siglo, cuando algunas de las implicaciones de dicha teoria
comenzaban a utilizarse en la vida diaria como en la iluminacion eléctrica, en la distribucién
de energia, y se vislumbraba ya la comunicacién inaldmbrica con los experimentos de Hertz de
1888, abriendo camino a dispositivos que masificaban esta tecnologia.

Asimismo, durante ese mismo siglo, la termodindmica de Claussius y el formalismo esta-
blecido por Gibbs, ahora se tomaba en consideracion para el disefio y la construccion de las
nuevas maquinas de vapor, asi como las herramientas empleadas en las fabricas para aumen-
tar la eficiencia y reducir los costos (Bernal, 1992). Ademds, habia conducido a la creacion del
motor de combustion interna, que reducia costos en el transporte y por ende, en lo transportado.

A pesar de la importancia que la ciencia tenia a finales del siglo XIX, un cambio relevante
se origing, a partir del surgimiento de algunos fenémenos que no se podian explicar desde
las teorias fisicas clasicas, tales como el arco eléctrico en un tubo de vacio que originaba una
luminosidad alargada hacia el extremo negativo (catodo). A esta luminosidad, William Crookes
le dio el nombre de rayos catddicos. Uno de estos tubos (de rayos catddicos) fue adquirido por
Konrad von Roentgen y vio un efecto fisico fuera de dicho tubo, efecto que actualmente es
la consecuencia de los rayos X. Menos de un afio después del descubrimiento de los rayos X,
Becquerel descubri6 la radiactividad al querer asociar los rayos X con la luminosidad generada.
En sus investigaciones usé sales y minerales brillantes como el uranio (Bernal, 1992).

A partir del descubrimiento de los rayos X se desarrollaron diversos experimentos que die-
ron origen a conceptos como el electron, bautizado asi por Johnston Stoney en 1894. Una vez
que se popularizé la idea del electrén, se presentaron incompatibilidades entre la teoria de la
radiacion de la luz (teoria electromagnética), y las implicaciones de los resultados obtenidos en
los experimentos. El problema fue abordado por Planck y con €l (entre otros més), se originé el
desarrollo de la teoria cuéntica. El descubrimiento de Planck llevé a Einstein a dar una expli-
cacion tedrica de lo que afos antes habia hecho Hetz en el laboratorio: el efecto fotoeléctrico.

Uno de los triunfos de la teoria electromagnética de Maxwell habia sido el hallazgo de que
la luz tiene un caracter electromagnético, y ya que todas las ondas conocidas en ese momento
requerian un medio material en el cudl las ondas oscilaban, con lo que se postulé la existencia
de un medio llamado éter luminico, que transportaban las ondas electromagnéticas. Con esto
en mente, se esperaria que cualquier experimento donde estuviera involucrada la luz, permitiria
el movimiento de un cuerpo a través de este éter. Esta idea se vio revertida por los experimen-
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tos de Michelson y Morley, que intentaban medir la velocidad de la Tierra con respecto al éter
luminico, encontrdndose que era indetectablemente pequefio (D’Inverno, 1998). Para explicar
estos resultados fallidos, Lorentz, Fitzgerald y Poincaré propusieron que cuando los cuerpos
inmersos en el éter luminico, éstos se contraen y ademas los relojes también inmersos, se hacen
mas lentos. Estos efectos estbana contenidos en las transformaciones de Lorentz. Estas ecua-
ciones se pudieron derivar de los postulados de la relatividad especial de Einstein, uno de los
cuales era que la rapidez de la luz era constante.

En 1905, Einstein dio a conocer su teoria especial de la relatividad. Los resultados princi-
pales de dicha teoria afirmaban que tanto el tiempo como el espacio, en general, eran distintos
en marcos de referencia inerciales diferentes, y cuyo caso particular, cuando las velocidades
de los objetos eran insignificantes comparadas con la rapidez de la luz, caia en la mecédnica de
Newton.

En 1908, tres afos después de la publicacion de la relatividad especial, Hermann Minkows-
ki, quien anteriormente fuera profesor de Einstein (Gutfreund, 2017), mostré que dicha teoria
podia ser entendida geométricamente como un espacio (matematico) de cuatro dimensiones:
tres dimensiones espaciales (espacio fisico) y una dimension temporal. Este formalismo que
involucraba al espacio y al tiempo en un solo objeto!, dio origen al concepto del espacio-
tiempo. Este espacio matematico de cuatro dimensiones pone en correspondencia una distancia
geométrica con dos eventos fisicos que ocurren en distintos lugares y en distintos tiempos.

Por supuesto que esta geometria era consistente con los resultados de la relatividad espe-
cial. Minkowski recurrié a una herramienta matematica estudiada anteriormente por Gauss y
Riemann, que servia para determinar distancias en distintos espacios: la métrica.

En un espacio Euclideo (Figura 1.1), la distancia entre dos puntos es la misma, independien-
temente del sistema de referencia en donde se mida. Es decir dqg = d4/p/, 0 bien en coordenadas
cartesianas:

(2 —x1)*+ 2 —21)*+ (2 —21)? = (= X)) 2+ (05 —y1)* + (h—2)? (1.1)

Figura 1.1: Marco de referencia inercial. La distancia dap, entre los dos puntos en el sistema

xyz, es la misma distancia dy/p de los puntos en el sistema x'y'z’.

En un espacio cuadridimensional?, la métrica a la que tiempo después se le llamé métrica
de Minkowski, satisfacia que la distancia entre dos puntos de este espacio era la misma, in-
dependientemente del marco de referencia en donde se midiera, es decir, que dg,g, = d ElE};» O
bien, como cada punto del espacio de Minkowski estaba dado por (x,y,z,ct), en coordenadas
cartesianas:

I'A diferencia de la mecénica newtoniana donde estaban presentes tres componentes espaciales y una temporal,
pero las componentes espaciales estaban en funcidn del tiempo, en la mecdnica relativista habia no tres, sino cuatro
variables mutuamente independietes: las tres del espacio y la del tiempo.

ZPosteriormente llamado espacio-tiempo de Minkowski.



(2 —x1)*+ 2=+ (2—2a) = —n)’ = (=X + (05— + (@ —-) = (6 -1)?
(1.2)
En la Figura 1.2 se da una representacion en tres dimensiones del espacio de Minkowski y
la invariancia de las distancias en este espacio.

Figura 1.2: Espacio de Minkowski visualizado en tres dimensiones: dos espaciales y una tem-
poral. La distancia, dg,g, 6 (s2 — sl)z, entre los dos puntos en el sistema xyt, es la misma
distancia dg/ gy, 6 (s5 — ) )2, de los puntos en el sistema x'y't’.

Debido al signo negativo asociado con la componente temporal, este espacio de Minkowski
no es euclideo, sino pseudo euclideo y es por esta razon que pese a haber invariancia en las
distancias de los eventos, las distancias espaciales dsp y dy/p y las ’distancias” temporales (t, —
n)?’y (th — ti)2 no son las mismas, lo cual esta de acuerdo con los resultados de la relatividad
especial.

La formulacién de Minkowski de la relatividad especial, en términos de la métrica, guid a
Einstein para generalizar su teoria a otro tipo de movimiento, mas alld del movimiento inercial
analizado en relatividad especial: el movimiento en caida libre. Este modelo donde el espacio
y el tiempo estdn combinados inseparablemente y donde ocurren todos los sucesos fisicos se le
llama espacio-tiempo.

El movimiento acelerado habia resurgido en las discusiones debido al asi llamado principio
de Mach, o conjetura de Mach, expresada en 1893. Dicha idea se basaba en la critica del espacio
absoluto de Newton (Gutfreund, 2017). Segin Newton, un objeto en rotaciéon, como un planeta
o un balde de agua girando, rotan con respecto a un espacio absoluto (D’Inverno, 1998) y
la existencia de una fuerza debido a dicha rotaciéon dice qué movimiento es relativo, y cudl
es absoluto. La objecion de Mach sobre el espacio absoluto, radicaba en que podria darse la
interpretacion de que el sistema, un planeta o un balde de agua girando, permanecen en reposo
y el resto del universo es el que esta rotando. La existencia de una fuerza en el sistema ahora
inmovil, un planeta o un balde de agua girando, seria la manifestacion de la rotacién de la masa
del resto del universo. La conclusion a la que Einstein llegd, fue que un sistema dentro de un
campo gravitacional constante, es equivalente a un sistema dentro de un marco de referencia
acelerado. Es decir, no puede asegurarse si el sistema estd en un campo gravitacional uniforme,
o si el sistema estad siendo acelerado, ya que un caso es equivalente al otro, esto es conocido
como principio de equivalencia débil. Sin embargo, si los sistemas de referencia se agrandan lo
suficiente como para ser comparables con una fuente apreciable de gravedad (como un planeta),
entonces lo que distingue un campo gravitacional de un sistema de referencia acelerado, seran
las trayectorias de los cuerpos dentro de cada sistema (Figura 1.3): mientras que en el sistema de
referencia acelerado las trayectorias de dos cuerpos serdn paralelas (Figura 1.3a), en el sistema
de referencia dentro de un campo gravitacional las trayectorias convergeran hacia el centro del
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planeta (Figura 1.3b). Con esto, la presencia de un campo gravitacional real se corrobora por la
observacion de la variacién de las trayectorias entre dos cuerpos (o de la variacion del campo
gravitacional (D’Inverno, 1998) més que la observacién de una sola trayectoria. Esta variacion
de la trayectoria se relaciona con la geodésica, que a su vez estd en términos de la métrica, la
cual determina la curvatura, en este caso, del espacio-tiempo.

A7

e

ﬁ;..

7727722

(a)

=)o

(b)

Figura 1.3: Experimento del elevador no local (D’Inverno, 1998). Para el observador, los cuer-
pos permanecen en reposo (a). Para el observador, los cuerpos parecen juntarse (b).

Otra consideracién que tom6 en cuenta Einstein, fue la teoria de gravitacion universal de
Newton, que actia sobre todos los objetos con masa, y ademds de la misma manera. Por lo que
la curvatura no se ve afectada por ninguna fuerza, salvo, quizas, la gravitacional.

1.1. Métrica, conexion y curvatura

Una vez que Einstein adopt6 el formalismo de Minkowski en su teoria especial de la rela-
tividad, tomo esa perspectiva para generalizarla, e hizo uso de la geometria diferencial, recu-
rriendo ademés, al cdlculo diferencial absoluto, desarrollado por Elwin Christoffel, Greogorio
Ricci-Curbastro y Tullio Levi-Civita, y que posteriormente se le llamaria cdlculo tensorial. A
continuacion se expondran los elementos con los que puede generalizarse la teoria de la rela-
tividad especial, de sistemas inerciales, y que conduce a la teoria general de la relatividad, de
sistemas no inerciales.

1.1.1. Espacio euclideo.

Si dos vectores a y b en R" (Lebedev, 2003), con base {e¢;}, i = 1,...,n, que en general no
sea ortonormal, los vectores a y b se expresan como:

a=d‘e, ; b=ble (1.3)
y el producto escalar es:

a-b:akek-blel zakblek-el (1.4)

El producto ¢y - ¢; es el producto escalar definido como:

8kl = € - €] (1.5)

A gy se le llama métrica. Esto es, la métrica es el conjunto de todos los productos escalares
de los elementos de una base coordenada.
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En el caso cartesiano en R3 donde la base la escribiremos como {i1,i2,i3}, la métrica
estd dada por gi; = Oy, 0 en forma matricial:

—_—

(1.6)

oS O
S = O
— O O

donde

.o 1 si k=1
lk'11=5kz={0 i k£ (1.7)

Si se quiere operar con vectores, se requiere conocer cudles son sus componentes. Para
ello, se hace uso del producto escalar. Sea x, el vector de interés. En el caso cartesiano, las
componentes del vector x se obtienen con el producto escalar:

X =X+ ik (1 8)

Para el caso mas general, las componentes del vector x se obtienen mediante el vector e,
tal que:

X =X € (1 9)

Yaquex=x jej , entonces:
xk:x-ek:(xjej)-ek:xj (ej-ek) (1.10)
y comparando el lado izquierdo con el derecho, entonces debe cumplirse que:
el e =48] (1.11)

siendo 5,! , la delta de Kronecker. Se dice que la base ¢, es reciproca, o dual, a 1a base e’.
Asi como los vectores a y b pueden expresarse en la base e; (ecuacion 1.3), también se
pueden expresar en su base dual e':

a=aed ; b=be (1.12)
con lo que el producto escalar es:
a-b=ape" bl = apbie* - e (1.13)
y se define
gl =ek. e (1.14)
0 en representacion mixta:
a-b:aiei-bjej :aibjei-ej :aibjﬁl-j = d'b; (1.15)

Anélogamente:

a-b:aiei-bjej:aibjei-ej:a,-bj5jl::al~bi (1.16)
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Los componentes d', del vector a, se llaman componentes contravariantes de a, mienttras
que los componentes a; del vector a, se llaman componentes covariantes del vector a.
Ya que
x'e; = x;é' (1.17)

entonces, haciendo el producto escalar por e/

xej-el =xie e (1.18)
x = x;g" (1.19)

Andélogamente:
Xj= Xigij (1.20)

Y esta es la manera de pasar de componentes contravariantes, a covariantes, y viceversa.

Dado que

xi=(x)gji= (xkg"j ) gji = 8" gjix (121)

entonces comparando el lado izquierdo con el lado derecho, debe satisfacerse que :

ghgji= 8 (1.22)

es decir, g¢ y g ji son inversas una de la otra.
Las ecuaciones 1.3-1.22, son la base de una gran parte de resultados del andlisis tensorial
elemental.

1.1.2. Conexion.

Las coordenadas de un punto en el espacio determinan la posicion de este, de manera Unica.
Sin embargo, dichas coordenadas pueden representarse de distintas maneras. Las coordenadas
mas conocidas son las cartesianas, las cilindricas y las esféricas. Sin embargo, dichas coorde-
nadas pueden generalizarse a coordenadas curvilineas, que se caracterizan por los pardmetros
¢y

Las coordenadas mas simples, las cartesianas, pueden expresarse en términos de los parame-
tros {q'}:

i i, 12 3
X =x(q,q9°q) (1.23)
parai={1,2,3}
Si un vector arbitrario r, depende de la posicion espacial, este se puede expresar en términos
de las coordenadas curvilineas:

r=r(¢'.¢"q) (1.24)
Si el vector r se mueve a lo largo de la linea ¢', entonces se puede definir:
0 1 2 3
1'1 — r(q 7q 7q ) (1.25)

dq!
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De manera andloga, cuando r se mueve a lo largo de ¢° y de ¢°, se definen, respectivamente:

or(q'.¢*,q°)

or 17 27 3
Iy = —(qaq‘é ) (1.27)

A diferencia del caso cartesiano, donde la base {¢;} no cambiaba en magnitud ni en di-
reccién, este nuevo conjunto de vectores forman una base {r;}, que en general varian en cada
punto del espacio donde estan definidos. Sin embargo se sigue cumpliendo que:

rj-rf =5} (1.28)
8ij =T 'X; (1.29)
g/ =rr/ (1.30)

Las ecuaciones 1.25, 1.26 y 1.27 definen una base coordenada.
Por ejemplo, en coordenadas esféricas (¢',4°%,¢°) = (r,0, @), la transformacién de coorde-

nadas dada por x = rsinfcos @, y = rsinfsin¢ y z = rcos 0, genera al vector r(r, 0, ¢) dado
por:

r(r,0,¢) =xrsin 0 cos ¢ + yrsin 0 sin @ +zrcos 0 (1.31)

con lo que la base coordenada es:

ar(r,0
r = M =xsin6@cos ¢ +ysinOsin@ +zcos O
r
ar(r,0
= % = Xrcos 0cos @ +yrcos0sin@ —zrsin 0 (1.32)
ar(r,0
r; = l‘(g—(p,q)) = —Xrsin 0 sin @ + yrsin 0 cos ¢
y la métrica estd dada matricialmente por:
1 0 0
lgij]=10 # 0 (1.33)
0 0 r*sin’0
1 0 0
¢1=10 5 0 (1.34)
1
00 r2sin” @
Del célculo vectorial se tiene que:
or . .
ar = 2L ag = vidg' (1.35)
a4

por las definiciones 1.25-1.27.
Entonces se puede expresar, para su uso posterior, y comparando con la ecuacion 1.35:

dg' =dr-r' (1.36)
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Por una parte se puede obtener:

ds* =dr-dr =vidq -v;dq’ = gijdg'dq’ (1.37)

y por otra parte, si se quiere obtener la derivada de una funcién vectorial f(¢',4%,4°), que se
puede expresar en componentes contravariantes, en la base {r;} como f(¢',¢%,¢°) = fi(q',¢*,¢>)ri(¢", >, )

of 0 il‘ 7 0 i ) i
dgk dgk dgk dgk
Si la derivada de la base r;, con respecto a la coordenada qk, se escribe como:
or; ;
8q’l‘ = F,]a.rj (1.39)
donde 1"}'C ;es llamado simbolo de Christoffel de segundo tipo, o conexion.
Se obtiene entonces que:
on o aff , f’

La expresion entre paréntesis se llama derivada covariante de un tensor contravariante de
rango uno, y se denota por:

. df
Vifi= (afk+r;]ff) (1.41)

Ya que el simbolo de Christoffel se define en la ecuacion 1.39, y definiendo r;; = 8‘9 =1 =

k .
I; T entonces:

dgi _ d(ri-rp)
aqu = alqj :rij‘rl+ri’rlj
dgji _ d(r; ri)
S = o "N (1.42)
8gl- 0 r;-r;
aqi] - (aqi]) =T Xj+r-rj
Al final se obtiene
dgiu 98 9gji
S _ =T, 1.43
rl] rl (aqj + aql aql l_]l ( )

El término I';j; se llama simbolo de Christoffel de primer tipo.
Se obtiene entonces r;;-r; = Fﬁ-‘jrk'rl = ;{jgkl con lo que los simbolos de Christoffel de pri-
mer y segundo tipo se relacionan mediante:

Tij =Teu (1.44)

y la ecuacion 1.43, se puede expresar como:

1 dgi  dgi;  9gji
7. =g =28 ] _ ! 1.45
i = 58 (aqf + dqg’  dq'++ (1.45)




1.1. METRICA, CONEXION Y CURVATURA 9

1.1.3. Curvatura

Ya que &/ es un invariante, entonces su derivada es siempre cero, es decir 98/ /g~ = 0,
1 l
pero como SiJ = r/ - r;, entonces:

85,-j orl - r arl ([ 9ri
O=3F = af (861") it (9qk) (A0
y . : - | ‘
(8 erim () =l =t =1y
es decir:
ar/ P

Anteriormente se obtuvo la derivada covariante de un tensor contravariante, V; f'. Ahora se
obtendrad la derivada covariante de un tensor covariante de rango uno. Para obtenerla, se expresa
un vector en términos de sus componentes covariantes, f= f,-ri y teniendo en cuenta 1.48, se
tiene que:

of  odfx’
P (1.49)
_dfi
= 5 +ﬁa - (1.50)
a i l
_ acJ;k i fir! (1.51)
df; i
= P ka (1.52)
- (a;;_r{kfj>r (1.53)

La expresion entre paréntesis se llama derivada covariante de un tensor covariante, y se
denota por:

d
ka,_ f F]kfj (1.54)

De manera similar, se obtiene la derivada covariante de un tensor de segundo rango, a;;:

da;
Viai; = a—q‘lj a5 — 0} s (1.55)
Con esto, se puede determinar la segunda derivada covariante del tensor v;:
aV;
Vi (Vi) = aql:] LV — T Vi, (1.56)

y si ahora se deriva primero con respecto a k, y luego con respecto a i:

8Vkvj

Vi (Vi) = =5

VRIS A /e (1.57)
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cuya diferencia representa la curvatura:

Vkvivj — V,‘Vkvj' = Ri-l-le (158)
donde:
ort,  ort.
O L + 5T, — 5T (1.59)

Jik ™ 9 g o

Al tensor Ré.ik se le llama tensor de curvatura de Riemmann. Cuando el espacio es plano, la
diferencia expresada en la ecuacién 1.58 es igual a cero.

Si se contrae dicho tensor en su indice contravariante, con su dltimo indice covariante, se
obtiene el tensor de Ricci:

_ pk

Si el tensor de Ricci se multiplica por la métrica, de tal manera que se contraiga, se obtiene

el escalar de Ricci, o escalar de curvatura:
Rzginl‘j (1.61)

Una de las propiedades del tensor de curvatura es que:

V; (R"f' — %gin) =0 (1.62)
Al tensor dentro del paréntesis se le conoce como fensor de Einstein:
GY =R — %gin (1.63)
con lo que
V.GY =0 (1.64)

El tensor de Einstein G/, serd fundamental en la construccién de la relatividad general.

1.2. Ecuaciones de Einstein

Para describir fendmenos que ocurren en la naturaleza, hay que considerar sistemas de re-
ferencia. Son aquellos sistemas de coordenadas que permite fijar la posicion de las particulas
en el espacio, ademds se requiere de un sistema de relojes fijos en él, que sirven para indicar el
tiempo. Dentro de estos sistemas de referencia, existen algunos donde un cuerpo se mueve sin
que sobre €l actien fuerzas exteriores, moviendose el cuerpo a velocidad constante. Estos sis-
temas de referencia se llaman inerciales (L. D. Landau, 1992); cuando el sistema de referencia
no satisface estas condiciones, se llama no inercial.

El principio de relatividad de Galileo dice que todas las leyes de la naturaleza son las mis-
mas en todos los sistemas de referencia inerciales. Este principio, ademds de la mecanica new-
toniana en sistemas inerciales, fue la guia para la relatividad especial.

Por otra parte, los campos gravitacionales tienen la propiedad de que todos los cuerpos se
mueven de la misma manera, independiente de su masa y mientras las condiciones iniciales
sean las mismas. Esta propiedad da la posibilidad de establer una analogia entre el movimiento
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de un cuerpo en un campo gravitacional y el movimiento de un cuerpo que no estd en algin
campo externo, pero considerado desde el punto de vista de un sistema de referencia no iner-
cial. Con esto, las propiedades de movimiento en un sistema de referencia no inercial, son las
mismas como aquellas en un sistrema inercial en presencia de un campo gravitacional. Es de-
cir, un sistema de referencia no inercial es equivalente a un cierto campo gravitacional. Esto es
llamado principio de equivalencia (L. D. Landau, 1992).

Para el caso de los sistemas no inerciales, que por el principio de equivalencia, son sistemas
provistos de gravedad, la guia seria la ley de gravitacion universal de Newton. Debido a las
complicaciones encontradas al intentar generalizar la relatividad especial, y seguir una pers-
pectiva del electromagnetismo, se parti6 de la siguiente hipétesis:

A diferencia de la relatividad especial, donde la métrica es plana, en general, la métrica del
espacio-tiempo no es plana. Las lineas de mundo® de cuerpos cayendo, en un campo gravita-
cional, son simplemente las geodésicas de la métrica del espacio-tiempo curvo.

Siguiendo la ley de la gravitacion de Newton, expresada como ecuacion de Poisson:

V2 =4nGp (1.65)

donde esta presente la idea de que el campo gravitacional se manifiesta debido a la densidad de
materia. En la relatividad general deberia estar presente también esta misma idea.
Uno de los resultados obtenidos en relatividad especial, es el 4-momento:
E
P =\ PPy, Pz | = (me,myy,myy,mv:) (1.66)
es decir, dicha expresion, que depende de la masa, que a la vez es fuente del campo gravita-

cional, estd en términos de la energia y del momento, entonces la fuente de campo gravitacional
puede estar en términos de un objeto dependiente del 4-momento. Dicho objeto se define como:

TV = pouiuj (1.67)

El tensor T/ generaliza al 4-momento y es llamado tensor de energia-momento. Siendo py
la densidad de masa propia y u¥, 1a 4-velocidad. Ambos conceptos son propios de la relatividad
especial.

En general, el tensor de energia-momento 7'/ puede expresarse en términos de cualquier
fuente de campo gravitacional.

El tensor 7'/ tiene la propiedad de que:

VT =0 (1.68)

Ya que la distribucion de materia determina la geometria del espacio (D’Inverno, 1998), se
puede proponer que las ecuaciones 1.64 y 1.68 son proporcionales, es decir, que:

VG = 1V, T (1.69)

GV = xyTV (1.70)

3Una linea de mundo estd compuesta por puntos en el espacio-tiempo, de tal manera que los puntos de esta
linea determinan las coordenadas de la particula en cada momento de tiempo (L. D. Landau, 1992).
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siendo K, un factor de proporcionalidad®*.
En términos explicitos del tensor de Einstein, se tiene la ecuacion tensorial:

R — lgiJ'R — 1TV (1.71)
2
y esta expresion representa las ecuaciones de campo de Einstein.
Un caso de interés para el andlisis posterior de hoyos negros, es el caso del vacio, es de-
cir cuando no hay materia ni campos gravitacionales, es decir, cuando el tensor de energia-
momento se anula, y en este caso las ecuaciones de Einstein son:

1.
R’/—Eg’/R:O (1.72)
Ya que la derivada covariante de la métrica g/ es cero, es decir V,;g"/ = 0, entonces la

ecuacion 1.69 también satisface:

Vi (G +Ag') = koV;T" (1.73)

o bien

G 4+ AgY = kT (1.74)

y en términos del tensor de curvatura:

R — % SR+ Ag7 = 1TV (1.75)
siendo A un factor de proporcionalidad, cuya importancia radica en que las soluciones de las
ecuaciones de Einstein con este término pueden describir al universo como un todo. Esta cons-
tante es llamada constante cosmoldgica. Si la curvatura que se expresa en términos de A es
positiva, el espacio es esférico y finito (universo cerrado); si la curvatura es negativa, el espacio
es infinito (universo abierto) (Weingard, 1979).

La constante A es introducida en el contexto de la cosmologia, y en este trabajo no hara falta
su presencia.

“Para que haya consistencia con la Ley de Gravitacién de Newton, este factor de proporcionalidad debe ser

8nG
K(] == CT



Capitulo 2

Agujeros Negros

Después de la publicacion de la teoria general de la relatividad, dada por Einstein el 25 de
Noviembre de 1915, €l mismo determind, con esta teoria, la anomalia de la precesion de la
orbita de Mercurio (D’Inverno, 1998). Sin embargo, dada la complejidad de las ecuaciones de
campo de esta teoria, el mismo Einstein no pensaba que las soluciones exactas llegarian a cono-
cerse pronto. En Enero de 1916, un par de meses después de la publicacidn, el astronomo Karl
Schwarzschild envié a Einstein una solucion exacta a dichas ecuaciones. Es en esta solucion
de Schwarzschild donde comienza el estudio de unos objetos astrofisicos particulares denomi-
nados hoyos negros. Estos objetos son la motivacion de este trabajo, ya que el conocimiento
sobre ellos es atin incompleto. Por otra parte, el interés en estos objetos radica en la posible
conexién con una hipotética teoria de gravedad cudntica (Alvarez et al., 2008).

2.1. Definicion de agujeros negros

2.1.1. Solucion de Schwarzschild

Un espacio-tiempo plano y esféricamente simétrico, tiene la forma:

ds* = —c*dt* +dr* +r* (d6° +sin” 0d¢”) (2.1)

La solucién de Schwarzschild es una solucién estacionaria' de un campo, con una distri-
bucién de masa esféricamente simétrica y en el vacio. Sin embargo, a diferencia de la métrica
de Minkowski, la de Schwarzschild se considera una métrica en un espacio-tiempo que no
es plano, por lo que debe modificarse, pero manteniendo la simetria esférica. Es conveniente
escribir este espacio-tiempo como (Carmeli, 1977):

ds? = —e"c*dt* + rdr* + r* (d92 + sin? Gd(pz) (2.2)

donde v y A son parametros auxiliares para obtener una solucién. Entonces la métrica es:

¥ 0 0 0
0 e 0 0
0 0 0 r%sin®6

!'Una solucién es estacionaria cuando los elementos de la métrica no dependen del tiempo. Si ademds no hay
términos cruzados en las diferenciales temporales, por ejemplo dtd 6, se dice que la métrica es estatica.

13
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—e v 0 0 0
. 0 e* 0 0
lj] —
[g ]_ 0 0 rLZ 0 (2.4)
0 0 0 r2sin” @
Usando la ecuacion 1.45 se obtienen los simbolos de Christoffel de segundo tipo:
0 V 0 V/ A ;L,
Too=75 =7 r{1)1256 Y
V/ 2 )L 1 A/
1ﬁ(l)oziev : F%oz? Fllzj 25
1
[ =—re*, Tly=—rsin?0e?, TI}=-
,
1
F%3 = —sinfcos 0, F% = -, F%3 = cot O
r
siendo J ” J ”
1% 1% ;
V=" . V== v= ; A=-—" 2.6
dr dr dt dt 2.6)
El tensor de Einstein puede expresarse como G{ = le — %5ij R, y los elementos del tensor
de Einstein no nulos son:
1A 1
0 _ -2
Go=- (r—z o ) P
A
G(]) ==
-
/ 2.7
1 ) \% 1 1
G| =—e (7 + r—2> + a2
1 vV VA . A2 Av
G:=-G3=__ —A v _ e VA4 2t
2326(+2+r 2 ) tae T2

Si se considera la ecuacion 1.71 en el vacio, es decir cuando 7% = 0, entonces se tienen las
ecuaciones:

er o =0= 1=0 (2.8)

Sumando la primera y la tercera ecuacion se llega a que v/ + A’ =0, o bien v+ A = f(¢). Si
los elementos de la métrica no dependen del tiempo, es decir, si f(¢) = 0 entonces v+ A = 0.
Integrando la tercera ecuacion, se obtiene

r 1
E = 1 — ev (29)

con lo que:
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K
eV=et=1-= (2.10)
r

donde K es una constante de integracion, que se obtiene al considerar la gravitacion newtoniana.
Por una parte, se tiene que 1im,_,c e = lim,_e’ = lim, (1 — K/r) = 1, es decir, a
grandes distancias la métrica se hace plana. Por otra parte, mediante la ley de gravitacion
de Newton a grandes distancias del centro de masa, se obtiene la aceleracion radial a,,; =
~GM /7.
Ya que —czF(l)o representa la aceleracion radial (Carmeli, 1977), es decir:

v/ A K K K
Araq = —c Ty = —czieve‘A S (1 - —) eh =t (1 - —) @2.11)
r

2r r 2r?

entonces para grandes distancias:

K K K M
2 2
- —=(1-—) = —¢"—=-G—= 2.12
¢ 272 ( r ) ¢ 272 r2 ( )
con lo que K = 2GM /c? = 2m, siendo m = GM /¢*

Finalmente la solucidén de Schwarzschild es:

2 2m\ !
ds® = — (1 - —m> Adt* + (1 —~ —m) dr* +r* (d6* +sin” 0d¢?) (2.13)
r r

Para valores de r mayores que un cierto valor rg, si ocurre que rog > 2m, se puede determinar
el tiempo medido por un observador a una distancia fija r > rp, y en ausencia de rotacion, es
decir, cuando dr =d0 =d¢ =0, y en la solucién de Schwarzschild se tendr4 el incremento del

tiempo propio” dt = ds/c:

o\ 1/2
dr:(l——m> dt (2.14)

r

donde dt es el incremento del tiempo coordenado, es decir, el tiempo propio de un obser-
vador a una distancia infinita del objeto. Ya que r > 2m > 0, entonces 0 < (1 —2m/r)'/? < 1,
entonces d7 < dt. Es decir, el tiempo experimentado por un observador a la distancia r fluye
mas lentamente que el tiempo experimentado por el observador a una distancia infinita.

Como se aprecia en la forma de dicha solucién, hay un problema con los valores de r, en
r =0y r =2m. Es decir, en dicha solucién hay dos singularidades que podrian deberse, o bien
a una cuestidn matematica intrinseca a las coordenadas, o bien una cuestion fisica, donde la
estructura del espacio-tiempo, en efecto, tiene singularidades. El valor r¢ = 2m, se denomina
radio de Schwarzschild.

La teoria de evolucion estelar (D’Inverno, 1998), dice que estrellas cuya masa es del orden
de la del Sol, puede alcanzar un estado de equilibrio final como una enana blanca o una estrella
de neutrones, pero para masas mucho més grandes la estrella se contraerd a tal grado de que los
efectos gravitacionales superaran otras fuerzas internas. Si dicha contraccién continda hasta que
la superficie de la estrella alcanza el valor del radio de Shwarschild, o incluso mas, este objeto
compacto se convertird en un hoyo negro. Estos objetos densos poseén una frontera establecida
por r = 2m, llamado horizonte de eventos y representa la frontera de todos los eventos que
pueden ser medidos, en principio, por observadores exteriores. Un hoyo negro es una regién
del espacio-tiempo causalemnte desconectada del infinito.

2El tiempo propio es el medido por un reloj que se mueve junto con un objeto dado (L. D. Landau, 1992).
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2.1.2. Gravedad superficial de un agujero negro de Schwarzschild.

Ya que la 4-aceleracion esta dada por la derivada covariante de la 4-velocidad, u*:

d I
=S T uPuc (2.15)
la magnitud de la aceleracién propia es:
atay = a® (2.16)

Un observador alrededor de un hoyo negro (observador estacionario), es aquel donde dr =
dO =d¢ =0, con lo que su 4-velocidad es:

dx® dx' dx? dx dr om\ /2
no_ 1— == 2.1
! <dr dt’drt’ dr) <d OOO) <( r) ’O’O’O) @17)

Y el inico componente de la 4-aceleracion en la solucion de Schwarzschild, es (Carmeli,
1977):

du! 2
a = I _|_F00( ) (2.18)

donde I}y =m/r*(1—2m/r), y comou! =0y u® = (1— 2m/r)~'/2, entonces:

al :’:‘—2 (2.19)

2 71
a1 =gna' = (1 - —m> (%) (2.20)
r r

entonces

@ =ala; = <ﬂ>2(1_2_m)_1 2.21)

y la aceleracion propia es

12
a=" (1 - 2—’") (2.22)

De esta ultima ecuacion se puede notar que la aceleracion de una particula prueba en el
horizonte de eventos, es decir, en r = 2m, medida por un observador estacionario, tiende a
infinito. Mientras que esa aceleracion medida por un observador en el infinito (r — o), es igual
aa=m/r?, que es la aceleracién debido a la gravedad de la teorfa de Newton>. Es decir, la
aceleracion medida por un observador en el infinito, es la aceleracion debido a la gravedad:

m
8= "3 (2.23)

3Ya que la energia potencial M gr es igual a la energia potencial gravitacional GM M, /r, es decir M;gr =
GM M, /r, es decir g = GM, / r?
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Si el mismo observador en el infinito, quisiera determinar la aceleracion de una particula
que flota en el horizonte de eventos, r = 2m, se tiene g = m/(2m)> = 1/4m. A esta cantidad
se le llama gravedad superficial del hoyo negro, y se denota por k. Es decir, la gravedad
superficial de un hoyo negro de Schwarzschild es k = 1/4m.

Una cuestion que surge es la relacionada con el hecho de que, para ciertos valores de r,
puede estar presente una singularidad. Sin embargo puede ser que para ciertos valores de r, la
métrica tenga una divergencia, pero que no sea una singularidad fisica, sino matematica. Para
esto, se requiere solamente determinar para qué valores de r, la curvatura diverge. En el caso
de Schwarzschild, la unica singularidad fisica se da para r = 0, que es el valor de r donde la
curvatura diverge.

Podria haber hoyos negros sin horizonte de eventos, y a estos hoyos negros se les conoce
como singularidades desnudas. En tal situacion, si seria posible observar lo que ocurre en la
superficie del hoyo negro mismo desde alguna regién alejada de éste. Sin embargo, la hipdtesis
de censura cosmica, conjeturada por Roger Penrose en 1969, prohibe dichas singularidades
desnudas, al menos estan prohibidas para materia usual.

Los hoyos negros no son conceptualmente nuevos dentro de la fisica, sin embargo la teoria
que respalda su existencia fuera de la imaginacion, es la relatividad general.

A continuacion se narrard una breve historia del concepto de hoyos negros:

La primera mencion que se hace respecto a la idea de hoyo negro, fue dada por John Mit-
chell en un articulo enviado a la Royal Society en 1783, donde describe un objeto cuya veloci-
dad de escape es igual a la velocidad de la luz. Posteriormente, Laplace también menciona esta
idea en 1796. Ambos tenian en mente la gravitacion newtoniana, asi como la teoria de la luz
corpuscular, también de Newton.

Afios después, en el ambito de la astronomia, en 1838, Friedrich Bessel (1784-1846) cal-
cul6 la distancia a la que se encontraba la estrella Sirius (Asimov, 1978). Le interesaba medir
el movimiento que experimentaba dicha estrella. Ya que media su posicién regularmente, se
dio cuenta que habia mas de un movimiento, mismo que alteraba la posicion que él esperaria.
Sabia que la posicion de Sirius que €l observaba, estaba modificada debido a la rotacion de la
Tierra alrededor del Sol. Sin embargo, existia este otro movimiento, mds lento, que nada tenia
que ver con efectos de la Tierra.

Bessel estudi6 dicho movimiento andmalo, y encontrd que Sirius estaba moviendose en una
orbita alrededor de algo. Calcul6, ademas, que le tomaba 50 afios en completar su Orbita. Bessel
se preguntaba lo que originaba dicha trayectoria, pues la masa de Sirius es dos veces y medio
la masa del Sol, y sin embargo, no podia observar al objeto responsable. Concluyé que ese otro
objeto tenia que ser lo suficientemente grande como para ser una estrella, y ademads, orbitaban
una alrededor de la otra. Asi, una se llamo Sirius A, y su compaifiera, Sirius B.

Desde la superficie solar, y hasta su centro, hay 695 200 km de distancia; desde la superficie
de Sirius B, estaria la misma cantidad de masa que el Sol, pero hasta su centro habrian 24 000
km. Si alguien estuviera en la superficie de Sirius B, el empuje gravitacional seria 840 veces la
que se experimentaria si se estuviera sobre la superficie del Sol, y 23 500 veces si se estuviera en
la superficie de la Tierra. Con esto, la gravedad superficial de Sirius B es mayor que la del Sol.
Sirius B, por sus caracteristicas térmicas y de masa, estd dentro de las estrellas llamadas enanas
blancas. Pero ;qué pasa si una enana blanca es muy masiva? Entra aqui lo que Subrahmanyan
Chandrasekhar estudio en la década de 1930, y cuyo resultado fue lo que hoy en dia se conoce
como limite de Chandrasekhar, donde la degeneracion cudntica de los eléctrones no es capaz
de contrarrestar la fuerza de gravedad. Dicho limite, es del orden de 1.4 masas solares.

Si los electrones se van, entonces los neutrones se acercan cada vez mds hasta colapsarse y
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formar una estrella de neutrones. Ya que los neutrones son mas pequefios que los atomos, en-
tonces las estrellas de neutrones son mas pequefias que las enenas blancas (que estdn formadas
por 4tomos).

Para que un objeto salga de un planeta o estrella, requiere una velocidad minima, que de-
pende de la gravedad superficial, y del radio del planeta o estrella. Dicha velocidad se llama
velocidad de escape. En la Tierra, es del orden de 11km/s, en Jupiter es del orden de 60km/s,
en el Sol es de 617km/s. Para Sirius B (una enana blanca), es de 3400km/s. Si consideramos
una estrella de neutrones con la masa del Sol, seria de 192 360 km/s. Mientras el objeto colapse
cada vez mads, su velocidad de escape va ir aumentando, hasta alcanzar la velocidad de escape
igual a la velocidad de la luz o méds, y cuando eso ocurra, la luz no podra abandonar dicho
planeta o estrella, y ya que nada se mueve mas rapido que la luz, entonces nada saldra de dicho
objeto celeste. Para un objeto que tuviera la masa del Sol, el radio de Schwarzschild seria de
3km. Un objeto con estas caracteristicas, es llamado hoyo negro. Hoyo negro de Schwarzschild,
si solo tiene como pardmetro la masa; hoyo negro de Reissner-Nordstrom, si tiene masa y carga
eléctrica; hoyo negro de Kerr, si tiene masa y momento angular; hoyo negro de Kerr-Newman,
si tiene masa, carga eléctrica y momento angular.

En 1939, Robert Oppenheimer y H. Snyder publicaron un articulo describiendo a los hoyos
negros como: ~Cuando todas las fuentes termonucleares de energia son agotadas, una estrella
suficientemente pesada colapsard. A menos que algo, de alguna manera pueda reducir la masa
de la estrella al orden de la del Sol, esta contraccién continuard indefinidamente... hasta que el
objeto corte comunicacion con el resto del universo.”

Surge ahora una cuestion, y es que si nada escapa de los hoyos negros, ni siquiera la luz, y
por ende tampoco radiacion, acaso gravitacional, entonces, ;seria posible detectar su presencia?
En principio, la respuesta seria no, y la existencia de estos objetos quedaria solo como objetos
tedricos, sin mas.

Sin embargo, en la década de 1970, Stephen Hawking muestra, debido a efectos cudnticos,
que después de todo, los hoyos negros pueden perder masa debido a lo que actualmente se
conoce como radiacién de Hawking. A esto se le conoce como evaporacion de hoyo negro.

2.2. El agujero negro de Kerr

En 1963, Roy Kerr da una solucidn de las ecuaciones de Einstein para un modelo en rota-
cién. Entre 1967 y 1968, Robert Boyer y Richard Lindquist introducen un sistema de coorde-
nadas que generaliza la métrica de Schwarzschild, y que son usadas para reescribir la métrica,
previamente dada por Kerr.

Las funciones empleadas en la métrica de Kerr, son:

p2 = r*+da*cos’ 0
y (2.24)
A=r*—2mr+d*

donde a =J/Mc, y J es el momento angular.
Entonces

=1-—+— (2.25)
r

Con esto, A/r? es una generalizacién de 1 — 2m/r, mientras que p? es una generalizacién
de 2. La métrica de Kerr, en coordenadas de Boyer-Lindquist, es:
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dszz_ (1_@) Czdt2+p2dr2+p2d92+(r2+a2+2mr612Sin29> Sin29d¢2_2mrasin29

p> A p2 p>
(2.26)

de tal manera que si a = 0, se obtiene la métrica de Schwarzschild 2.13.

Tabla 2.1: Comparacion de los elementos de distintas métricas del espacio tiempo (O’Neil,
1995) .

H Meétrica  Minkowski Schwarzschild Kerr (Boyer-Lindquist) H
81t -1 _<1_27m> _(1_2p_”5r)
8rr 1 (1- 2£_m)_1 pKz
866 r? r P22 »
8¢ r?sin@ r?sin @ [ +a®+ —2m’“p§‘“ 91sin’ 0
gij 1F] 0 0 0, excepto gg; = g1p = _2mrc;)—szinze

Al comparar las distintas métricas, puede notarse la progresiva ampliacion de términos y
casos particulares de la subsecuente métrica, como se muestra en la Tabla 2.1.
Hay tres tipos de familias de espacio-tiempo de Kerr, determinadas por:

A=r—2mr+ad (2.27)

a* < m?, llamado espacio-tiempo de Kerr rotando lentamente.

a* = m?, llamado espacio-tiempo de Kerr extremo

m?* < a?, llamado espacio-tiempo de Kerr rotando rapidamente.

La familia de Kerr lento, tiene dos raices reales en 2.27, y dada la métrica 2.26, estas raices

se traducen como singularidades de la métrica. Dichas singularidades estan dadas por:

re=mEvVm?:—a m?>d (2.28)

por lo tanto, el hoyo negro tiene dos horizontes de eventos: r, llamado horizonte de eventos
exterior, y r_, llamado horizonte de eventos interior.

La familia de Kerr extremo tiene una raiz real en r = m. Un hoyo negro extremo de Kerr,
es aquel cuyo momento angular coincide con su masa, es decir que a =m y como r+ = m =+
vm? — a2, entonces r = m. Fisicamente, los dos horizontes de eventos se juntan formando uno
solo y su momento angular es el mdximo que puede tener para que siga siendo un hoyo negro.
Al sobrepasar este limite de momento angular, desaparecen sus horizontes de eventos y se
convierte en una singularidad desnuda.

La familia de Kerr rdpido no tiene raices reales, es decir no tiene singularidades en la métri-
ca. Esto quiere decir que no es posible la existencia de un hoyo negro.

En la figura 2.1, se muestran las singularidades de las métricas de Schwarzschild y de Kerr,
en términos del parametro A.

Otra diferencia entre un hoyo negro de Schwarzschild y de Kerr, ademés del nimero de
horizonte de eventos, es que un hoyo negro de Kerr tiene una regiéon de donde puede extraerse
energia, debido a la rotacién misma del hoyo negro. Esta region, llamada ergosfera, esta situada
fuera de los dos horizontes de eventos r y r_, coincidiendo con estos, solo en los polos* del

“Los polos norte y sur son los que pasan por el eje de rotacién del hoyo negro.

dodt
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Kerr rapido

Kerr extremo
Kerr lento

Schwarzschild

Figura 2.1: Pardmetro A del espacio-tiempo de Schwarzschild y de las familias del espacio-
tiempo de Kerr en funcién del radio » (O’Neil, 1995).

hoyo negro. En la ergosfera es posible extraer energia (L. D. Landau, 1992) mediante el proceso
de Penrose, donde un objeto material entra a la ergosfera y aqui se divide en dos partes, con la
posibilidad de que una de esas partes atraviese el horizonte de eventos, y la otra parte salga hacia
el infinito. Esta parte saliente, tiene una mayor energia que el objeto que entrd inicialmente. Este
proceso genera una pérdida de energia rotacional en el hoyo negro. Dicha pérdida se traduce
en extraccion de energia del hoyo negro, transferida al objeto que sali6 hacia el infinito. Hay
que precisar que la ergosfera no es un tipo de horizonte de eventos, sino una regién donde todo
lo que esta dentro, deja su estado estético. Por esta razén, la delimitacion de la ergosfera se le
llama limite estdtico.

El
o,
-~
~
'R
Q
E2>El

Figura 2.2: Esquematizacion del Proceso de Penrose.

2.2.1. Gravedad superficial de un agujero negro de Kerr

Asi como en un agujero negro de Schwarzschild se obtuvo la gravedad superficial mediante
la 4-aceleracion, y considerando la medicion de la aceleracion en el horizonte de eventos desde
el infinito, puede obtenerse que la gravedad superficial de un hoyo negro de Kerr, estd dada por:
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2 __ 2
= YT (2.29)
2mry

siendo r, el definido en la ecuacién 2.28.

2.3. Teoremas de unicidad

En las dos soluciones a las ecuaciones de Einstein vistas previamente, la métrica de Sch-
warzschild y la métrica de Kerr, estdn presentes hoyos negros asociados que dependen solo de
la masa (Schwarzschild), asi como de la masa y del momento angular (Kerr). Surge entonces la
pregunta: ;existen otras métricas cuyas singularidades dependan de otros pardmetros ademas
de la masa y del momento angular? Una primera respuesta, es la generalizacion de la métrica
de Kerr a la métrica de Kerr-Newman, donde:

A=r—2mr+d*+ q2 (2.30)

siendo ¢> = kGQ? /c* y Q es la carga eléctrica. Sin embargo, sigue la pregunta en pie.

Con las tres métricas, hasta ahora se puede afirmar que un hoyo negro tiene tres propiedades
que pueden ser medidas por un observador que se encuentra fuera del hoyo negro (observador
externo). Estas propiedades son: la masa, la carga y el momento angular del hoyo negro.

Asi como la métrica de Schwarzschild es la dnica solucién a las ecuaciones de Einstein que
es estdtica y en el vacio, con un horizonte de eventos (Teorema de Israel), la métrica de Kerr,
es la unica solucidn a las ecuaciones de Einstein que es estacionaria, axisimétrica y en ausencia
de materia. Estas soluciones dependen solo de los pardmetros masa y momento angular. A este
resultado se le conoce como teorema de Carter-Robinson. Estos teoremas fueron ampliados
por Robinson al considerar la presencia de un campo electromagnético, y con esto se agrego el
pardmetro carga eléctrica. Estos teoremas se agrupan en lo que se conoce como teorema de no
pelo: los hoyos negros estacionarios estan caracterizados por los parametros masa, momento
angular y carga eléctrica.

El teorema de no pelo (no-hair theorem), establece que un hoyo negro en un espacio-tiempo
que satisfaga las ecuaciones de Einstein en el vacio y estacionarias, estd totalmente caracteri-
zado por su masa m, por su momento angular especifico a, y por su carga eléctrica g. Este
resultado es parecido a un sistema termodindmico en equilibrio que estd descrito por un pe-
quefio conjunto de variables de estado (Heusler, 1996), y para comprender su comportamiento
dindmico se requiere de una cantidad de informacion considerablemente mayor.



22

CAPITULO 2. AGUJEROS NEGROS



Capitulo 3

Termodinamica de agujeros negros

3.1. Definicion de entropia de agujeros negros

El 4rea del horizonte de eventos de un hoyo negro de Kerr, estd dada por
A=4rm (r2+a2) = 8mtmry = 87mtm <m+ mz—az) 3.1

donde m = GM/c? y a = J/Mc. Entonces, como el drea depende tanto de la masa como del
momento angular, la diferencial de dicha édrea es (Raine, 2010).

dA=38rn [2mdm + (m2 - az) 12 4m +m (m2 - az) ~1/2 (mdm — ada)] (3.2)

o factorizando el término 1/(m? —a?)'/2, puede expresarse como:

dA = (mz_gﬁ :2m (m2 - az) 2 4m + (mz — az) dm~+m (mdm — ada)] (3.3)
_ (mfﬁ 2 (m? = )" dm+ 2% dm — adm — amda (3.4)
= (1412_8# :2m (m + (m2 — az) 1/2) dm—a’dm — amda} 3.5
y por la definicién 2.28:
dA = (zgﬁ [2mridm — a*dm — amda| (3.6)
m=—a
Debido a que
am = (Z\%) (i—?) = Jc—g; =] 3.7
entonces
dj=d(am)=adm+ mda (3.8)
o bien
da = dj—adm (3.9
m

23
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entonces
dj—ad
amda = am (u) = adj—a*dm (3.10)
m
y la diferencial de érea es:
87 2 .2
dA:W[medm—a dm—ad j+ a*dm] (3.11)
m-—a
kY1 ;
= W [2mrydm — ad ]| (3.12)
m-—a

y al factorizar el término 2mr ., se tiene que:

8 (2
P R.AC LD I P (3.13)
(m2 — a2)1/2 2mry
estableciéndose la velocidad angular:
a
0= T (3.14)
+
y la gravedad superficial dada en la ecuacion 2.29:
(m? —a?) 1/2
K= = (3.15)
+
entonces la expresion se ve como:
kY4 _
dA = ?[dm—a)d]] (3.16)
o bien:
K .
dm = gdA—ka)d] (3.17)
La ecuaci6n 3.17 es utilizada' para demostrar que:
K .
m:EA+2w] (3.18)

y puede corroborarse al sustituirse los términos del lado derecho de la igualdad por 3.1, las
definiciones 3.14 y 3.15, y j = ma, obteniéndose el lado izquierdo, es decir, m. A la ecuacioén
3.18 se le llama ecuacién de Smarr. De manera més general (Smarr, 1973), considerando los
demads parametros segin el teorema de no pelo:

dm — %dA+wdj+¢dq (3.19)

Donde ¢dgq es la energia requerida para extraer un electron del horizonte de eventos con un
potencial electrico @, hacia el infinito. Por analogia con el caso anterior, donde m es al potencial
eléctrico, como j es a la carga eléctrica. En este sentido, se va a interpretar @d j como la energia

'Demostrado por Smarr
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necesaria para extraer el momento angular del horizonte de eventos del agujero negro, dada una
velocidad angular ®.

Una caracteristica de los horizontes de eventos es que, si dos hoyos negros se unen forman-
do un solo hoyo negro, el drea del horizonte de eventos del hoyo negro final, serd mayor o igual
que la suma de las dreas de los dos hoyos negros iniciales (Bardeen et al., 1973).

Otra caracteristica de los hoyos negros, es que la gravedad superficial k, es constante sobre
el horizonte de eventos.

Con estas tres propiedades del horizonte de eventos de un hoyo negro, mas la hipdtesis de
censura césmica, Jacob Bekenstein (Hawking and Penrose, 1996) hizo una correspondencia
entre el drea del horizonte de eventos A /4 y la entropia del drea del horizonte de eventos Spy;
la masa del hoyo negro m, con la energia interna Upy; la gravedad superficial k/27x, y la
temperatura Ty del horizonte de eventos del hoyo negro.

Con esta analogia, la ecuacion 3.19 tiene la forma matematica de la primera ley de la ter-
modindmica:

dUpy = TpydSpy —trabajo (3.20)
donde m — UpH, K‘/27E — Ty yA/4 — SpH.

Hay que notar el parecido entre la férmula de Smarr 3.18, y la relacién de Euler:

U=TS+) XY (3.21)

presente en la termodindmica clésica (Callen, 1985), siendo X alguna variable termodindmica
intensiva, y Y, alguna variable termodinamica extensiva.

Asi, la ecuacion de Smarr 3.19 tiene la misma forma matematica que la ecuacion de Euler.

De esta manera se obtienen, por analogia, las leyes de la termodindmica para hoyos negros,
expresadas en términos de la gravedad superficial, k, y del area del horizonte de eventos, A.

Desde el punto de vista matematico, hay congruencia entre el formalismo de la termo-
dinamica clésica y el de la termodindmica de hoyos negros. Sin embargo, desde el punto de
vista fisico, hay al menos un problema, ya que, si bien se puede ver la correspondencia fisica
entre la masa m y la energia U, no hay correspondencia fisica entre la temperatura de labo-
ratorio y la gravedad superficial k. Si se considera un hoyo negro como un cuerpo que no
podria emitir radiacion, es decir, su temperatura seria cero entonces esto tltimo abandonaria la
correspondencia entre las dos situaciones. Dicho problema fue resuelto por Hawking en 1975
quien, tomando en cuenta efectos cudnticos llegé a la conclusion de que un hoyo negro emite
radiacién, llamada radiacion de Hawking, dada por Ty = /27, que da sustento fisico a la co-
rrespondencia entre temperatura y k. Ahora, si se considera la evaporacion del hoyo negro, el
area del horizonte de eventos desapareceria eventualmente, y con este, su entropia, con lo que se
abandonaria la analogia entre la entropia de la termodindmica cldsica y la de hoyos negros. Sin
embargo, en un proceso donde la entropia de termodindmica clésica decrece (dS < 0) debido a
la pérdida de materia en los alrededores, y que entra a un hoyo negro (Wald, 1984), el area del
horizonte de eventos aumentaria dA > 0; asi mismo, en un proceso de evaporacion (radiacion
de Hawking), el drea del horizonte disminuye (dA < 0), mientras la entropia de materia fuera
del hoyo negro aumenta (dS > 0). Con esto, se introduce la entropia generalizada S,

Akgc?
4Gh
con esto, una disminucion en la entropia S, de los alrededores del hoyo negro, estd compensada
por un aumento en el drea del hotizonte de eventos A, del hoyo negro, y viceversa. Ademas,

Seen = S+ (3.22)
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teniendo en cuenta que la tasa de evaporacion del hoyo negro es menor conforme la masa de
este aumenta, entonces se puede establecer que la entropia generalizada, Sg.,, satisface que
dSgen > 0, para cualquier proceso fisico.

Manteniendo la analogia con la termodindmica clésica, la tercera ley para hoyos negros,
sugiere que no es posible que el horizonte de eventos se desvanezca. De ser asi, significaria la
existencia de una singularidad desnuda, lo que seria contradictorio con la hipétesis de censura
cosmica. Es decir, la censura cosmica da sustento a la tercera ley de hoyos negros, y la tercera
ley de hoyos negros da sustento a la censura césmica.

Cabe mencionar que la radiacién de Hawking es una magnitud medida desde regiones
muy alejadas del hoyo negro (desde el infinito). En regiones cercanas al horizonte de even-
tos si podria medirse una temperatura, pero es debido al efecto Unruh, que es la existencia de
radiacion, debido a la presencia de una aceleracion, y por el principio de equivalencia, debido
a la presencia de un campo gravitacional. Esto es, un observador acelerado observard un baio
térmico, mientras que un observador inercial no lo hara.

3.2. Leyes de la termodinamica de agujeros negros

Teniendo en cuenta las propiedades de los hoyos negros previas, desde el punto de vista tan-
to matematico como fisico, es posible establecer una correspondencia entre la termodindmica
de laboratorio y la termodindmica de hoyos negros.

Ley cero de hoyos negros Sea un hoyo negro estacionario. La gravedad superficial k tiene
el mismo valor sobre el horizonte de eventos. Es decir, la aceleraciéon debido a la gravedad en
el horizonte de eventos, es constante.

Primera Ley de hoyos negros Dado un hoyo negro estacionario, se verifica que:

K
dm = gdA + opdjy + ¢dg (3.23)
donde @ es la velocidad angular del horizonte de eventos del hoyo negro, jy, es el momento

angular del horizonte de eventos, ¢, el potencial eléctrico, y ¢, la carga eléctrica.

Segunda Ley de hoyos negros Para cualquier proceso fisico, la entropia de un sistema que
contenga un hoyo negro, nunca decrece, es decir:

dSgen > 0 (3.24)

donde Sy, = S+ Ak

Tercera Ley de hoyos negros No puede ocurrir que el horizonte de eventos se desvanezca,
esto es, K # 0.



Capitulo 4

Colapso termodinamico

4.1. Sobre la no aditividad de la entropia

Como se mencioné anteriormente, las leyes de la termodindmica de hoyos negros, surgen
por las similitudes, tanto mateméticas como fisicas, entre las variables termodindmicas y las
variables de hoyos negros. Sin embargo, una cuestion que difiere entre las dos termodindmi-
cas, es que, en sistemas de termodindmica clésica, la entropia es una variable aditiva, es decir
S12 = 81+ $>. La entropia es una funciéon homogénea de grado 1. Mientras que la entropia de
hoyos negros es proporcional al drea del horizonte de eventos, y esta entropia es una funcién
homogénea de grado 2, para el caso de Schwarzschild. Para el caso mas amplio, el de Kerr-
Newman, la entropia es una funcién no homogénea, y la entropia es una variable no aditiva,
esto es, S12 # S1 + 55.

4.2. Colapso termodinamico idealizado

Se define colapso termodindmico, al andlisis del colapso gravitacional de uno o mds obje-
tos astrofisicos compactos, en el que se considera solamente el estado inicial y el estado final,
desde la perspectiva termodindmica.

A diferencia de los colapsos gravitacionales entre dos hoyos negros, donde los anélisis
giran alrededor de la radiacion gravitacional y otras variables gravitacionales, en este trabajo
se analizardn sistemas de hoyos negros, desde el punto de vista de la termodindmica de hoyos
negros. Concretamente, se abordara la entropia del sistema en su estado final S;, en términos
de la entropia de los estados iniciales S7 y S».

Se considera estado inicial del sistema, a dos hoyos negros dentro de los reservorios nece-
sarios para que se cumplan las condiciones de equilibrio, lo suficientemente alejados uno del
otro, de tal manera que la entropia de cada uno de ellos no se vea afectada por el otro hoyo. La
entropia de cada hoyo negro se denota por Sy y S3.

Se considera estado final del sistema, a un solo hoyo negro formado por los dos hoyos
negros del estado inicial. La entropia de este estado final se denota por Sy».

Dadas las condiciones anteriores, se considera colapso termodinamico de hoyos negros, a
la unién de dos (o més) hoyos negros en estados iniciales, y cuyo estado final sea un solo hoyo
negro.

Ya que la entropia es una ecuacion fundamental termodindmica, es decir, se puede deter-
minar toda la informacion termodindmica del sistema, y dado el teorema de no pelo, donde un
sistema que contenga un hoyo negro, esta totalmente caracterizado por los pardmetros masa,

27
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momento angular, y carga eléctrica. Entonces, la entropia como ecuacién fundamental depende,
a lo mas, de estos tres pardmetros.

4.2.1. Colapso termodinamico de dos hoyos negros de Schwarzschild.

El primer sistema a estudiar, serd un sistema de dos hoyos negros de Schwarzschild sin
emision de radiacién y masa aditiva. Es decir, las suposiciones iniciales son las siguientes:

* El sistema en el estado inicial, estd compuesto por dos hoyos negros de Schwarzschild
con entropias S1 'y S, respectivamente. El estado final del sistema es un solo hoyo negro de
Schwarzschild con entropia S5.

* Durante el proceso, que va del estado inicial al estado final del sistema, no hay emision
de radiacion.

* No habrd pérdidas ni ganancias en la masa, cuyo valor en el estado final serd igual a
miy = my +my, donde my es la masa del hoyo negro 1, my la masa del hoyo negro 2, y my, la
masa del hoyo negro resultado del colapso.

La entropia de un hoyo negro de Schwarzschild, esta dada por:

kpc3 kpc3 GM\?\ 4rkzGM?
Sch = G5 = 4ng \ T\ 2 he “.D

o més brevemente considerando unidades geométricas m = GM /c? y que kg =h=c=G =

Seon = 4mm? (4.2)

Una forma de abordar un sistema de dos hoyos negros de Schwarzschild, es suponiendo la
forma matemadtica de la entropia de dicho sistema, y ver la forma que adopta la masa m.

Si suponemos alguna forma matematica para la entropia, por ejemplo que la entropia del
estado final es aditiva, es decir que:

Snr=814+5 “4.3)

entonces, ya que la entropia de un solo hoyo negro de Schwarzschild, estd dada por la ecuacion
4.1, la entropia del estado final es:

4nm?, = 4nm? + 4mm3 (4.4)
0 bien
miy = mi +mj 4.5)

Pero ya que la masa es aditiva, por hipotesis, es decir my = m| + my, se tiene que m%Z =

(my + m2)2 = m% + m% + 2mymy, y comparando este resultado con la ecuacién 4.5, conclui-
mos que en la ecuacion 4.5 habria pérdidas de masa (2mm;), lo cudl violaria la suposicién
hecha inicialmente sobre la aditividad de la masa. Si suponemos otras formas matematicas no
extensivas de la entropia, por ejemplo:

S182
S1+95

Sp=81+S+f (4.6)
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siendo f un pardmetro, entonces, en general, la masa seria no aditiva, lo que violaria la hipotesis
de aditividad de masa. Solo cuando f = 25%@ (S1+S2), lamasa permanece aditiva y es en este
caso cuando las dos formas matemadticas de la entropia son equivalentes.
Otra manera de abordar el problema, es suponer la forma matemadtica de la masa, y deter-
minar como tendria que ser la forma matematica de la entropia del estado final del sistema.
Considerando la entropia de un hoyo negro de Schwarzschild (ecuacion 4.1), y consideran-
do la aditividad de la masa m, = m + mjy, se obtiene la forma matemadtica de la entropia del

hoyo negro resultante Sy;:

Sip = 4mm?, (4.7)
=41 (m +my)* (4.8)
—Ar (m% + m% + 2m1m2) 4.9)
= dmm? 4 4wm3 42 (4nmymy) (4.10)
= 4o} + dm3 + 2,/ (4m?) (4rom3) @.11)
=81 +5+21/515, (4.12)

es decir
S2=81+8+2/815
o de forma equivalente (4.13)
S5 = 5) sy
y esta es la forma matematica de la entropia del estado final que se tomara en este y los demés
casos por analizar.

Se considera inicialmente la segunda propuesta, ya que es mds prudente decir que la masa
es aditiva, por leyes de conservacion, al menos en este primer andlisis, donde no se considera
emision de radiacion durante el colapso termodindmico, que proponer una forma matematica
de la entropia, de entre la gran cantidad de formas matematicas posibles que podria tener la
entropia en el estado final.

4.2.2. Colapso termodinamico de dos hoyos negros de Kerr.

En este sistema se tendrdn en consideracion las siguientes hip6tesis:

* El sistema en el estado inicial, estd compuesto por dos hoyos negros de Kerr con entropias
S1y 8o, respectivamente. El estado final del sistema es un solo hoyo negro de Kerr con entropia
S12.

* Durante el proceso, que va del estado inicial al estado final del sistema, no hay emision
de radiacion.

* Se supondrd vdlida la forma de la entropia (4.13).

La entropia de un hoyo negro de Kerr esta dada por:

kpc? kpc®*  GM [ GM G:M?  J?
SKerr:B_AKerr: 5 ¥ ( +\/ ) (414)

4hG 4hG T 2 c? A M2

o en unidades geométricas m = GC—Q’I, a= A%C, ademasdekg=h=c=G = 1:

2
Skorr = 270112 (1 1 %) (4.15)



30 CAPITULO 4. COLAPSO TERMODINAMICO

por lo que la ecuacion 4.13, para este caso de Kerr, tiene la forma:

a%z a%
mi, mj

siendo a2 y mp> el momento angular especifico y la masa del hoyo negro de Kerr resultante,
respectivamente.

Sean €15 = ajp/my2, € = a1/my y & = ap/my, entonces, por la condicion de la ecuacién
2.28 (m2 > az) las € estdn acotadas por —1 < e < 1.

La ecuacién 4.16 toma la forma:

1/2
mlz(l—l—\/l—é‘lzz) =m (1—1-\/1—812)

cuya solucion para €;; es:

[ml <1+\/1—812>1/2+m2 <1+\/1—e§>1/2r
e, =1- . —1 (4.18)

1/2 1/2 1/2

a2
tmy [ 14+4/1-=3 (4.16)

my

1/2

1/2
+my (1—|-\/1—822) “4.17)

Se considerara el caso donde el estado inicial estd conformado por dos hoyos negros de
Schwarzschild, que corresponde al limite:

—4(my 4+my)* [—m%z + (my —I—m2)2:|

lim lim g, = 4.19
811210 SQILHO 12 m‘ltz ( )

entonces, para que tenga solucion real, debe ocurrir que
—4 (m +m2)2 [—m%z + (my +m2)2] >0 (4.20)

Para que el estado final resultara un Kerr, se requeriria que la masa del estado final fuera no
aditiva, mds aun, que hubiera algin tipo de pérdida, debido a la ecuacién 4.20, ocasionada por
pérdidas de energia, situacion que estaria fuera de las hipétesis de este caso, pero que va a ser
considerada mas adelante.

Sin embargo, el limite cuando a; — 0, es decir, cuando no hay momento angular en el
estado inicial, que se traduce como un sistema de dos hoyos negros de Schwarzschild, tendria
que resultar un solo hoyo negro de Schwarzschild, por conservaciéon del momento angular. Esto
es, limg, 0 limg, 0 €12 = 0, por lo tanto:

4 (my +mp)? —m%2+(m1+m2)2] ~0 421

—m2y+ (my+my)* =0 (4.22)

finalmente

mp =m;+myp (4.23)
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Esto es:

lim lim €, =0; siempre que mip =m|+my 4.24)
£ —0&—0
lo que se traduce en la siguiente situacion: si el estado inicial estd compuesto por dos hoyos
negros de Schwarzschild entonces el estado final es un solo Schwarzschild, siempre que m; =
mi + mo.

Otro caso de interés, es el de hoyos negros de Kerr extremales, es decir, cuando el valor
del momento angular es el maximo que puede tener para que siga siendo un hoyo negro, esto
ocurre cuando los dos horizontes se juntan en uno sélo. Matematicamente ocurre cuando a = m,
o en términos de €, cuando € — 1. En este siguiente caso, el estado inicial estd compuesto por
dos dos agujeros negros de Kerr extremales:

2 2
lim 1im &0 = 41— {M _ 1} (4.25)
g —leg—1 m12

que es igual a 1 si la masa es aditiva 1 es decir si myp = mj +my, esto es:

lim lim € =4|1— —1| =1; si mp=m+m (4.26)

g —1eg—1 mi,

Esto es, si el estado inicial estd compuesto por dos hoyos negros extremos de Kerr, entonces

el estado final resulta un hoyo negro extremo de Kerr, siempre que la masa sea aditiva m, =
my +my.

Analisis de la funcion &),

Es de interés saber si existe algin valor del momento angular a;, de alguno de los hoyos
negros iniciales, de tal manera que el momento angular a;, del horizonte de eventos final tenga
valores extremales. En términos de €, se quiere encontrar algun valor de g;, de tal manera que
€17 sea extremal.

La figura 4.1 muestra el colapso de un hoyo negro de Schwarzschild y un hoyo negro de
Kerr extremo, conforme la masa del Kerr extremo aumenta, el momento angular del hoyo negro
resultante tiende a 1, es decir conforme aumenta la masa del hoyo negro de Kerr extremo,
el estado final va tendiendo a ser un Kerr extremo. De manera andloga, al considerarse el
colapso entre un Schwarzschild y un Kerr extremo (Figura 4.3), cuando aumenta la masa del
Schwarzschild, es decir

lim €,=0 (4.27)

my—roo

con lo que el hoyo negro resultante tiende a ser un Schwarzschild (€, = 0).

Cuando ocurre un colapso entre un Schwarzschild y un Kerr arbitrario (figura 4.2), y cuando
la masa del Kerr va incrementandose, el momento angular del hoyo negro resultante esta dado
por:

e )
m121I—>n00812 = 82 (428)

ISi el estado final resultara un Schwarzschild, entonces la masa m, = v/2/2(m; +my) < my +my, lo que
significarfa una pérdida de energia, lo cudl violaria las hipétesis de este caso, pero que se analizard mas adelante.
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m1l=1; €1=0, €2=1

1.0}

0.8¢
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0.4

0.2
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Figura 4.1: El momento angular especifico por unidad de masa del hoyo negro resultante €12,
en funcion de la masa del Kerr extremo m,, como resultado de un colapso de un Schwarzschild
(&1 = 0) y un Kerr extremo (& = 1). Si la masa del estado inicial m, aumenta, el momento
angular del estado final tiende al momento del estado inicial (&, = 1). Se considera m; = 1.

ml=1; €1=0

€2=3/4
0.6

€2=1/2

0.4

€2=1/4

3 g s 8 10 m

Figura 4.2: El momento angular especifico por unidad de masa €, en un colapso entre un
Schwarzschild y un Kerr (no extremo), en funcion de la masa del Kerr. Conforme la masa del
estado inicial (m,) aumenta, el momento angular del estado final tiende al momento angular
del estado inicial (&p).
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ml=1; el=1, €2=0
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Figura 4.3: El momento angular especifico por unidad de masa del hoyo negro resultante £;; en
funcion de la masa del Schwarzschild m; como resultado de un colapso de un Schwarzschild
(& = 0) y un Kerr extremo (€; = 1). Si la masa del estado inicial m, aumenta, el momento
angular del estado final tiende al momento del estado inicial (¢, = 0). Se considera m1 = 1.

ml=1; €l=1/2

€2=1

— €=3/4

€2=1/2

€2=1/4

0.2¢

m2
0 2 4 6 8 10

Figura 4.4: Colapso entre dos Kerr arbitrarios. Conforme la masa del estado inicial (m;) au-
menta, el momento angular del estado final tiende al momento angular del estado inicial (&;).
Se consideram; =1y g =1/2.
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ml=1; €l=1/2
€12
1.0¢
m2=3/2
m2=1

m2=1/2
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Figura 4.5: Colapso entre dos Kerr arbitrarios, cuyo momento angular estd en funcién del mo-
mento angular de uno de los hoyos negros del estado inicial. Se toman los siguientes valores
del primer hoyo negro de Kerr: m; = 1, & = 1/2. Los valores maximos del momento angular
del estado final (€12) se da cuando el agujero negro del estado inicial es un Kerr extremal. Los
valores minimos se dan cuando el estado inicial es un Schwarzschild.

es decir, mientras la masa del hoyo negro de Kerr aumenta, el hoyo negro del estado final,
tiende a ser un hoyo negro de Kerr del estado inicial (€12 — &).

Ahora bien, cuando hay un colapso entre dos Kerr arbitrarios (figura 4.4), y mientras la
masa de uno de los Kerr aumenta, entonces el hoyo negro resultante sera’:

lim &}, = €’ (4.29)

m;—roo

es decir, cuando la masa del Kerr i aumente, el hoyo negro del estado final tendera a ser el hoyo
negro de Kerr i (€15 — &).

Esto tltimo da consistencia al modelo de la entropia que se estd empleando.

Ahora bien, en un colapso entre dos Kerr arbitrarios, se puede observar (figura 4.5), que
el valor minimo del momento angular del estado final ocurre cuando uno de los hoyos negros
del estado inicial es un Schwarzschild (&, = 0), mientras que su valor maximo ocurre cuando
uno de los hoyos negros del estado inicial es un Kerr extremo (& = 1). Todos estos cortes
intersectan en & = €1, es decir, independiente del valor de la masa, cuando colapsan dos Kerr
idénticos, el Kerr resultante es del mismo tipo que los del estado inicial, siempre y cuando la
masa sea aditiva. Previamente se obtuvieron dos casos particulares (los limites 4.24 y 4.26):
el colapso de dos Schwarzschild, resulta un Schwarzschild; el colapso de dos Kerr extremos,
resulta en un Kerr extremo.

Estos resultados pueden observarse de forma mas general en la figura 4.6.

2Por simetria se puede tomar tanto la masa m; como my. En la figura 4.4 se tomé la masa m;.
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Figura 4.6: El momento angular especifico por unidad de masa del hoyo negro del estado final
en funcién de los pardmetros de uno de los hoyos negros del estado inicial: m; = 1y g = 1/2.
El momento angular del estado final va tendiendo al momento angular del estado inicial (&)
conforme my aumenta.

4.3. Colapso termodinamico con emision de radiacion

En los casos anteriores, no se considerd la emision de radiacion durante el colapso termo-
dindmico, es decir, en el proceso desde el estado inicial hasta el estado final, se habia omitido
emision por radiacion.

El caso de un sistema de dos hoyos negros de Schwarzschild, considerando radiacion, ya ha
sido abordado (Siino, 2013). En dicho trabajo, se considera una colision totalmente frontal de
dos hoyos negros > de Schwarzschild idénticos (misma masa), y considerando el teorema del
area de horizonte de eventos de hoyos negros. La forma matematica del modelo que usan, es
my +my = m + E. Siendo E, la energia emitida en forma de radiacién, después del colapso.
Llegan a la conclusion de que la emision de energia, debido a radiacion, es menor que 29 % de
la energia total.

Para el caso de un sistema, cuyo estado inicial estd formado por dos hoyos negros de Kerr,
teniendo en cuenta radiacion, se considera que el sistema en el estado final, ha perdido energia
Mqq, debido a la radiacion.

miy = (my +my)* —m? (4.30)

rad

Considerando el modelo para de la entropia 4.13:

S|P =s)/2 4 5)/? 4.31)

3El caso de colisién totalmente frontal ha sido motivo de numerosas investigaciones para bajas y altas energias
(Siino, 2013).
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o bien:

2
Si2= (817 +5,7) (4.32)

el lado izquierdo de la igualdad, expresado explicitamente como la entropia de Kerr (ecuacion

4.15):
2
27m3, (1+ V1 —8122> = (512487 (4.33)

1
A= —
27

y al definirse:

(514 52)° (434)

entonces se tiene:

mi, (1 +4/1— 8122> =A? (4.35)

es decir:
AZ
my=——— (4.36)
Considerando la ecuacion 4.30, se tiene que:
AZ
(my +m2)2 — m%ad = (4.37)
1+4/1—¢2,
y despejando mfa d:
AZ
m2, ;= (m +m2)2 — (4.38)

1+4/1—¢,

Esta funcién determina la cantidad de radiacion perdida durante el colapso termodindmico.
Cuando dos hoyos negros de Schwarzschild colapsan, se tiene que:

o 2
ti tim = () (12
10 1+4/1—¢2,

y ya que m%a 4 = 0, entonces:

2
- — >0 = €,<0 = ¢, =0

1+4/1—¢,
Esto es, en un colapso entre dos Schwarzschild, el estado final resulta ser un Schwarzschild, y

no hay emision de radiacion, es decir m,,q = 0.
La ecuacion 4.38 puede normalizarse:

2 2
Myad —1— A

(m1 +my)? (my+m)(1+/1—€2)

(4.39)
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Y cuando la masa del segundo hoyo negro tiende a infinito:

2 2
A
" — lim | 1- (4.40)

oo 2 (oo}
M (my +my)” M (my +m)? (1+44/1—¢€%)
\/1—82 —\/1—82
2 2 (4.41)
1+4/1—¢,

de tal manera, que si se trata de un hoyo negro de Kerr extremo (& = 1) y resulta un Kerr
extremo (€12 = 1), entonces no habra pérdida por radiacion. Esto se debe a que al aumentar su
masa, dicho hoyo negro va contrarestando la aportacion del otro hoyo negro (€1) en el colapso,
obteniendose solamente un hoy negro de Kerr extremo que es bdsicamente el mismo hoyo
del estado inicial que el del estado final. De manera andloga, si se trata de un hoyo negro de
Schwarzschild (& = 0), y resulta un Schwarzschild (€, = 0), entonces tampoco habra pérdida
de energia debido a radiacion, por la misma razén que el caso anterior.

Cuando se hace un analisis de maximos y minimos, puede obtenerse que la ecuacion 4.38
tiene un Unico punto extremal, que es €, = 0, es decir cuando el estado final es un agujero
negro de Schwarzschild. Al evaluarse en la ecuacién 4.39, se obtiene la radiacién maxima:

(max) 2
(mrad > A2
s =1- 5 (4.42)
(m) +my) 2(my+myp)
Esto ocurre cuando €1, =0, es decir, cuando el estado final es un Schwarzschild, y esta situacion
representa la cantidad maxima de radiacion que se pierde en el proceso desde el estado inicial
hasta el estado final.
En la figura 4.7, se muestra que cuando el estado final resulta ser un Schwarzschild (&1, =
0), la emision de radiacién es maxima. Cuando uno de los hoyos negros del estado inicial es un
Kerr extremo (& = 1) y el estado final es un Schwarzschild (g2 = 0), la emision de radiacion
es maxima (zona roja-naranja de la figura 4.8). De la misma figura 4.8, puede observarse que
cuando uno de los hoyos negros del estado inicial es un Schwarzschild (& = 0) y el estado final
resulta un Schwarzschild (€1, = 0), la emision de radiacion es un maximo local, de tal manera
que cuando los dos hoyos negros del estado inicial son Schwarzschild, ese maximo local es
cero, como se observa mas claramente en la figura 4.7, donde el maximo local (¢; = 0) va
acercandose al valor cero conforme &, va tendiendo a cero.
Cuando se considera el estado inicial conformado por dos hoyos negros de Kerr idénticos,
es decir, misma masa y mismo momento angular, se tiene que S; = S5, y dada la definicién
4.34, se obtiene que:

2
A% = %51 (4.43)

Ya que la entropia de un hoyo negro de Kerr estd dada por 4.15, es decir S} = an%(l +

\/1—€%), entonces:
Azziznm%(w,/l—ef) :4m%(1+ 1—812) (4.44)

con lo que la energia de radiacion maxima, por masa total, al cuadrado (4.42), es:
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Figura 4.7: Emision de radiacion por unidad de masa durante el colapso de un Kerr (g = 1/2)
y otro Kerr arbitrario. La mayor cantidad de radiacién ocurre cuando el estado final es un
Schwarzschild. Aqui, m; =1, my =1y e =1/2.

ml=1,m2=1,e1=1/2
/\\

Figura 4.8: Emision de radiacion por unidad de masa durante el colapso de dos Kerr. La méxima
pérdida de energia ocurre cuando el estado inicial es un Kerr extremal, y el estado final, un
Shwarzschild. Aqui, m; =1,my =1y g =1/2.
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Figura 4.9: Emision de radiacion méaxima por unidad de masa durante el colapso de dos hoyos
negros idénticos de Kerr. Ecuacion 4.46. La cantidad méaxima de pérdida de energia (70 %)
ocurre cuando el estado inicial son dos Kerr extremos y el estado final es un Schwarzschild.

(mgg";@)z amt (141 ¢})

em? T 20m) @4
iwzl_(HVl_g%) (4.46)
(2my) 2

De la ecuacion 4.46 se puede ver que cuando € = 0, la radiacion maxima por masa total,
es 0; mientras que al evaluar en € = 1, la radiacién maxima por masa total, es 0.707. Ambas
situaciones:

(max)

€nr =0 1
0< Mrad (E2=0) \/; ~0.707 (4.47)

2my

Esto es, existe una cota inferior y una cota superior para la emisiéon maxima de radiacion,
una vez colapsados los hoyos negros de Kerr (o de Schwarzschild si € — 0) del estado inicial.
Es decir, la pérdida maxima de energia debido a la emision de radiacion es, al menos 0% y a lo
mas 70 %.

En el caso de un colapso de dos Schwarzschild con misma masa (g — 0), y cuyo resultado
es un Schwarzschild (g1, = 0), se tiene que m%’;x) = 0, es decir, no hay pérdidas de energia
debido a radiacion, como ya se sabia previamente.

Cuando colapsan dos Kerr extremos (& = 1), y cuyo resultado es un Schwarzschild (g1, =
0), entonces se da el caso de emisién maxima de radiacion, que es del 70 %.

Estos casos extremos, y los casos intermedios, se pueden observar en la figura 4.9.
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Capitulo 5

Conclusiones.

Desde la introduccién de los hoyos negros en las ecuaciones de la fisica, estos se han estu-
diado con distintos andlisis, y empleando herramientas matematicas cada vez més sofisticadas
para tener, de esta manera, un mejor entendimiento de lo que ocurre con estos objetos fisicos.

Los resultados obtenidos en este trabajo, no han requerido de un aparato matemaético de gran
envergadura, sin embargo, los resultados mismos son de interés para vislumbrar lo que, bajo las
condiciones indicadas, ocurre en un sistema de hoyos negros, analizados desde el enfoque de
la termodindmica de hoyos negros. A este proceso le hemos llamado colapso termodindmico,
y consiste esencialmente, en el colapso gravitacional de hoyos negros en un estado inicial, y
cuya union resulta en un solo hoyo negro, considerado como estado final.

Cabe destacar que los todos los resultados obtenidos en este andlisis, son independientes de
la configuracidon del sistema en cuestion, es decir, la manera en que colisionan los hoyos negros,
es irrelevante en la obtencion de los resultados. Estos resultados son los mismos para colisiones
totalmente de frente, colisiones debido a desviaciones gravitacionales y su consecuente colapso,
o cualquier otra forma en que pudieran colisionar.

A partir de un sistema de hoyos negros de Schwarzschild, se obtuvo la forma matematica
de la entropia del sistema a estudiar, con la suposicion de la aditividad de la masa y sin pérdidas
de energia durante el colapso. La misma forma de la entropia se utiliz6 para extender el andlisis
a otros casos mas complejos, como un sistema de dos hoyos negros de Kerr, y un sistema de
dos hoyos negros de Kerr con emision de radiacion. Para un sistema de hoyos negros de Kerr,
se obtuvo una expresion de la pérdida de energia debido a la radiaciéon emitida. También se
obtuvo una expresion donde se indicaba la cantidad maxima de energia disipada, debido a la
radiacion.

Los resultados mds importantes, en el caso de dos hoyos negros de Kerr sin pérdidas por
radiacion, son los siguientes:

* En un colapso de dos hoyos negros de Kerr extremos, el inico resultado posible, es un
Kerr extremo.

* Si colapsa un hoyo negro de Kerr extremo y uno no extremo, el momento angular del
hoyo negro en el estado final, tiene un valor maximo.

* El momento angular del hoyo negro del estado final, tiene su minimo valor cuando co-
lapsa un Kerr no extremo y un Schwarzschild.

En un colapso cuando se considera pérdida de energia debido a radiacion, los resultados
mas importantes son:

41
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* Si colapsan dos hoyos negros de Kerr extremos, y el hoyo negro del estado final es un
Schwarzschild, entonces la emision de radiacién es méxima e igual a 70 %.

* Si colapsan dos hoyos negros de Schwarzschild, y el estado final es otro Schwarzschild,
no hay emision de radiacion.

* Si colapsan dos hoyos negros de Kerr arbitrarios, la emision de radiacion es méaxima
cuando el hoyo negro del estado final es un Schwarzschild. Dicha radiacion estd com-
prendida entre 0% y 70 %.

Para finalizar, es posible que lo hecho en este trabajo pueda dar lugar a un anélisis de lo
que ocurre durante el proceso del estado inicial al estado final desde la perspectiva aqui plan-
teada. También podria modificarse el caso aqui tratado y hacerlo cada vez menos idealizado
y asi, aproximarse a una situacion mas precisa. Otra posible manera de abordar el problema
es, estableciendo la forma matemaética de la entropia, ver cobmo se veria la masa y a partir de
eso hacer andlisis como los realizados aqui. Podria considerarse también, como un estudio més
completo, la entropia de la radiacion involucrada.
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Equilibrio termodinamico.

Un importante concepto dentro de la termodindmica de laboratorio, es el de equilibrio ter-
modindmico, que son estados donde los pardmetros intensivos permanecen constantes. En este
apartado, se intentard definir un estado en equilibrio para el caso de un hoyo negro.

Las soluciones estacionarias de las ecuaciones de Einstein se pueden asociar a un fenémeno
termodindmico en si, ya que las variables termodindmicas sobrevivientes son variables inde-
pendientes del tiempo, cuyos candidatos mas viables son magnitudes que satisfacen leyes de
conservacion (Callen, 1985), en este caso de hoyos negros, los parametros masa, momento
angular y carga eléctrica.

Una manera de determinar matemdticamente el equilibrio térmico, andlogo a la termo-
dindmica de laboratorio, es procediendo como en la termodindmica no extensiva de Tsallis
(Abe and Martinez, 2001).

Cuando se tiene la situacion donde no hay emision de radiacion durante el colapso termo-
dindmico, entonces la masa es aditiva:

miy =my +ny (6.1)
Dada la entropia 4.13, se tiene que:
1 1 1 _1»dS 1 _1»ndSs
025512/ dSl2:§SI / a—n/llldm1+§S1 / # m (62)
es decir:
_120S _1/2 0S8

0=5,"*ZLam, +8, "> 22 dm, (6.3)

om; omy

ya que el equilibrio térmico esta caracterizado por la maximizacién de la entropia total cuando
la energia interna total est4 fija. Esto dltimo corresponde a que:

0=dm; +dmy (6.4)
con lo que:
—1/2 08 ~1/208
ST —= — 6.5
1 8m1 1 8m2 ( )

y debido a que dS/dm = 1/T,y T = k/2m, se llega a una situacién que podria corresponder
al equlibrio térmico de hoyos negros:
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K28 = K355 (6.6)

donde k; es la gravedad superficial del hoyo negro i.
Con las otras variables, segin el teorema de no pelo, y considerando que:

A 2TW
= 6.7
oJ K ©.7
y
as 2n¢
e _ sy 6.8
dq K 6.3)
entonces: ) )
oy W
K28, k2§ ©.9)
1”1 292
Y 2 2
or _ » (6.10)

K2S1  K3S)
Ahora, para que existan estos equilibrios desde el punto de vista fisico, la tinica posibilidad
de que la gravedad superficial y al mismo tiempo sus entropias sean iguales (6.6); que las
velocidades angulares, la gravedad superficial y a la vez las entropias sean iguales (6.9); que los
potenciales eléctricos, la gravedad superficial a la vez que sus entropias sean idénticas (6.10),
es que el estado de equilibrio sea un sélo hoyo negro con una sola gravedad superficial, una
velocidad angular, un potencial eléctrico y una sola entropia. Si se considera esto, entonces un
estado en equilibrio es un solo hoyo negro, con lo que, un proceso cuasiestatico, visto como
una sucesion de estados en equilibrio, en este contexto, son hoyos negros individuales como
resultado de colapsos sucesivos de hoyos negros por pares.
Cabe aclarar que, al ser un caso muy idealizado, donde no hay radiacién durante el colapso
gravitacional de hoyos negros, es decir, la condicion 6.1, entonces las situaciones de equilibrio
6.6, 6.9 y 6.10 son vdlidas solamente dentro de esta idealizacion.



Bibliografia

Abe, S. and Martinez, S. (2001). Nonextensive thermodynamic relations. Physics Letters A.

Alvarez, J. L., Quevedo, H., and Sanchez, A. (2008). Unified geometric description of black
hole thermodynamics. Physical Review D, 77(8).

Asimov, L. (1978). How did we find out about black holes. Wlaker and Company.

Bardeen, J. M., Carter, B., and Hawking, S. W. (1973). The four laws of black hole mechanics.
Communications in Mathematical Physics, 31(2):161-170.

Bernal, J. D. (1992). La ciencia en nuestro tiempo. Editorial Patria.

Callen, H. B. (1985). Thermodynamics and an introduction to thermostatistics. John Wiley
and sons, 2 edition.

Carmeli, M. (1977). Group theory and general relativity. Representations of the Lorentz group
and their applications to the gravitational field. McGraw-Hill Inc.

D’Inverno, R. (1998). Introducing Einstein’s Relativity. Oxford University Press.

Gutfreund, H. (2017). Formative years of relativity. The history and meaning of Einstein’s
Princeton Lectures. Princeton University Press.

Hawking, S. and Penrose, R. (1996). The nature of space and time. Princeton University Press.
Heusler, M. (1996). Black hole uniqueness theorems. Cambridge University Press.

L. D. Landau, E. M. L. (1992). Teoria cldsica de los campos. Reverté.

Lebedev, L. P. (2003). Tensor Analysis. World Scientific Publishing.

O’Neil, B. (1995). The Geometry of Kerr Black Holes. AK Peters Ltd.

Raine, D. T. (2010). Black Holes: an introduction. Imperial College Press, 2 edition.

Siino, M. (2013). Head-on collision and merging entropy of black holes: Reconsideration of
hawkings inequality. International Journal of Modern Physics D, 22(07):1313.

Smarr, L. (1973). Mass formula for kerr black holes. Physical Review Letters, 30(2):71-73.
Wald, R. M. (1984). General Relativity. The University of Chicago Press.
Weingard, R. (1979). Some philosophical aspects of black holes. Synthese, 42(1):191-219.

45



	Portada

	Resumen

	Índice General

	Capítulo 1. Introducción a la Relatividad General

	Capítulo 2. Agujeros Negros

	Capítulo 3. Termodinámica de Agujeros Negros

	Capítulo 4. Colapso Termodinámico

	Capítulo 5. Conclusiones

	Capítulo 6. Apéndice

	Bibliografía


