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Resumen

El presente trabajo tiene como objetivo analizar sistemas conformados por agujeros negros
en el contexto de la termodinámica de hoyos negros. Se propuso una forma matemática de
la entropı́a, deducida a partir del caso simple de un colapso de dos agujeros negros de Sch-
warzschild, y que posteriormente se usó en otros casos con mayor grado de complejidad. Dicha
entropı́a es no aditiva. Primero se abordaron sistemas sin considerar emisión de radiación, y
posteriormente se agregó un término asociado a ésta. Se tomaron casos lı́mite para extraer
información fı́sica de este tipo de fenómenos, ası́ como los casos intermedios.

La estructura de este trabajo está dada de la siguiente manera:
Primeramente, se introducen los conceptos necesarios, tanto de la formulación relativista

de la gravedad, donde, de manera breve se contextualiza el origen de la relatividad especial, y
cómo fue haciéndose cada vez más robusta, debido a las contribuciones de distintos persona-
jes hasta llegar a formularse la Teorı́a General de la Relatividad, mediante el formalismo del
cálculo tensorial y de la geometrı́a diferencial.

En el segundo capı́tulo, se aborda la primera solución a las ecuaciones de Einstein dada
por Schwarzschild, dentro de la cual entran en juego las sigularidades, el inicio de una larga
época de estudio y de interpretaciones. Una de estas interpretaciones es la idea de hoyo negro y
horizonte de eventos. Se da la solución de Kerr, donde una nueva variable, además de la masa
del hoyo negro, entra a escena: el momento angular del horizonte de eventos. Se habla del
teorema de no pelo (no-hair theorem), estableciendo que los sistemas donde está presente un
hoyo negro, solo pueden estar caracterizados por tres parámetros: la masa, el momento angular
y la carga eléctrica.

En el tercer capı́tulo, se mencionan algunas caracterı́sticas de ciertos hoyos negros, las
cuales sirven de base para formular las leyes de la termodinámica de hoyos negros, haciendo
una correspondencia tanto matemática como fı́sica, entre las variables de la termodinámica de
laboratorio y las variables de hoyos negros establecidas por el teorema de no pelo.

En el cuarto capı́tulo, se estudian sistemas de hoyos negros, y aquı́ se define colapso termo-
dinámico de hoyos negros. Se obtiene una expresión para el momento angular del horizonte de
eventos del hoyo negro resultante del colapso termodinámico. También se determina una expre-
sión para la radiación que se pierde durante el proceso del colapso, y la cantidad de radiación
máxima que se puede perder en el proceso.

Cabe notar que los resultados obtenidos no dependen de la configuración del sistema a es-
tudiar. Esto es, la manera en que colisionan los hoyos negros es independiente de los resultados
obtenidos.
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Capı́tulo 1

Introducción a la relatividad general

Durante el siglo XIX el electromagnetismo habı́a sido estudiado por varias generaciones.
Entre sus principales aportadores destacan nombres como Hans Christian Ørsted, André-Marie
Ampère, William Sturgeon, Joseph Henry, Georg Ohm y Michael Faraday. Dichos resultados
fueron sintetizados en la teorı́a electromagnética, formulada por James Clerk Maxwell en 1865.
Fue hasta finales de ese mismo siglo, cuando algunas de las implicaciones de dicha teorı́a
comenzaban a utilizarse en la vida diaria como en la iluminación eléctrica, en la distribución
de energı́a, y se vislumbraba ya la comunicación inalámbrica con los experimentos de Hertz de
1888, abriendo camino a dispositivos que masificaban esta tecnologı́a.

Asimismo, durante ese mismo siglo, la termodinámica de Claussius y el formalismo esta-
blecido por Gibbs, ahora se tomaba en consideración para el diseño y la construcción de las
nuevas máquinas de vapor, ası́ como las herramientas empleadas en las fábricas para aumen-
tar la eficiencia y reducir los costos (Bernal, 1992). Además, habı́a conducido a la creación del
motor de combustión interna, que reducı́a costos en el transporte y por ende, en lo transportado.

A pesar de la importancia que la ciencia tenı́a a finales del siglo XIX, un cambio relevante
se originó, a partir del surgimiento de algunos fenómenos que no se podı́an explicar desde
las teorı́as fı́sicas clásicas, tales como el arco eléctrico en un tubo de vacı́o que originaba una
luminosidad alargada hacia el extremo negativo (cátodo). A esta luminosidad, William Crookes
le dio el nombre de rayos catódicos. Uno de estos tubos (de rayos catódicos) fue adquirido por
Konrad von Roentgen y vio un efecto fı́sico fuera de dicho tubo, efecto que actualmente es
la consecuencia de los rayos X. Menos de un año después del descubrimiento de los rayos X,
Becquerel descubrió la radiactividad al querer asociar los rayos X con la luminosidad generada.
En sus investigaciones usó sales y minerales brillantes como el uranio (Bernal, 1992).

A partir del descubrimiento de los rayos X se desarrollaron diversos experimentos que die-
ron origen a conceptos como el electrón, bautizado ası́ por Johnston Stoney en 1894. Una vez
que se popularizó la idea del electrón, se presentaron incompatibilidades entre la teorı́a de la
radiación de la luz (teorı́a electromagnética), y las implicaciones de los resultados obtenidos en
los experimentos. El problema fue abordado por Planck y con él (entre otros más), se originó el
desarrollo de la teorı́a cuántica. El descubrimiento de Planck llevó a Einstein a dar una expli-
cación teórica de lo que años antes habı́a hecho Hetz en el laboratorio: el efecto fotoeléctrico.

Uno de los triunfos de la teorı́a electromagnética de Maxwell habı́a sido el hallazgo de que
la luz tiene un caracter electromagnético, y ya que todas las ondas conocidas en ese momento
requerı́an un medio material en el cuál las ondas oscilaban, con lo que se postuló la existencia
de un medio llamado éter lumı́nico, que transportaban las ondas electromagnéticas. Con esto
en mente, se esperarı́a que cualquier experimento donde estuviera involucrada la luz, permitirı́a
el movimiento de un cuerpo a través de este éter. Esta idea se vio revertida por los experimen-

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN A LA RELATIVIDAD GENERAL

tos de Michelson y Morley, que intentaban medir la velocidad de la Tierra con respecto al éter
lumı́nico, encontrándose que era indetectablemente pequeño (D’Inverno, 1998). Para explicar
estos resultados fallidos, Lorentz, Fitzgerald y Poincaré propusieron que cuando los cuerpos
inmersos en el éter lumı́nico, éstos se contraen y además los relojes también inmersos, se hacen
más lentos. Estos efectos estbana contenidos en las transformaciones de Lorentz. Estas ecua-
ciones se pudieron derivar de los postulados de la relatividad especial de Einstein, uno de los
cuales era que la rapidez de la luz era constante.

En 1905, Einstein dio a conocer su teorı́a especial de la relatividad. Los resultados princi-
pales de dicha teorı́a afirmaban que tanto el tiempo como el espacio, en general, eran distintos
en marcos de referencia inerciales diferentes, y cuyo caso particular, cuando las velocidades
de los objetos eran insignificantes comparadas con la rapidez de la luz, caı́a en la mecánica de
Newton.

En 1908, tres años después de la publicación de la relatividad especial, Hermann Minkows-
ki, quien anteriormente fuera profesor de Einstein (Gutfreund, 2017), mostró que dicha teorı́a
podı́a ser entendida geométricamente como un espacio (matemático) de cuatro dimensiones:
tres dimensiones espaciales (espacio fı́sico) y una dimensión temporal. Este formalismo que
involucraba al espacio y al tiempo en un solo objeto1, dio origen al concepto del espacio-
tiempo. Este espacio matemático de cuatro dimensiones pone en correspondencia una distancia
geométrica con dos eventos fı́sicos que ocurren en distintos lugares y en distintos tiempos.

Por supuesto que esta geometrı́a era consistente con los resultados de la relatividad espe-
cial. Minkowski recurrió a una herramienta matemática estudiada anteriormente por Gauss y
Riemann, que servı́a para determinar distancias en distintos espacios: la métrica.

En un espacio Euclideo (Figura 1.1), la distancia entre dos puntos es la misma, independien-
temente del sistema de referencia en donde se mida. Es decir dAB = dA′B′ , o bien en coordenadas
cartesianas:

(x2− x1)
2 +(y2− y1)

2 +(z2− z1)
2 = (x′2− x′1)

2 +(y′2− y′1)
2 +(z′2− z′1)

2 (1.1)

x

y

z

x′

y′z′ A

B
A′

B′

Figura 1.1: Marco de referencia inercial. La distancia dAB, entre los dos puntos en el sistema
xyz, es la misma distancia dA′B′ de los puntos en el sistema x′y′z′.

En un espacio cuadridimensional2, la métrica a la que tiempo después se le llamó métrica
de Minkowski, satisfacı́a que la distancia entre dos puntos de este espacio era la misma, in-
dependientemente del marco de referencia en donde se midiera, es decir, que dE1E2 = dE ′1E ′2

, o
bien, como cada punto del espacio de Minkowski estaba dado por (x,y,z,ct), en coordenadas
cartesianas:

1A diferencia de la mecánica newtoniana donde estaban presentes tres componentes espaciales y una temporal,
pero las componentes espaciales estaban en función del tiempo, en la mecánica relativista habı́a no tres, sino cuatro
variables mutuamente independietes: las tres del espacio y la del tiempo.

2Posteriormente llamado espacio-tiempo de Minkowski.
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(x2−x1)
2+(y2−y1)

2+(z2−z1)
2−c2(t2−t1)2 =(x′2−x′1)

2+(y′2−y′1)
2+(z′2−z′1)

2−c2(t ′2−t ′1)
2

(1.2)
En la Figura 1.2 se da una representación en tres dimensiones del espacio de Minkowski y

la invariancia de las distancias en este espacio.

x

t

y

x′

t ′y′ E1

E2
E ′1

E ′2

Figura 1.2: Espacio de Minkowski visualizado en tres dimensiones: dos espaciales y una tem-
poral. La distancia, dE1E2 ó (s2− s1)

2, entre los dos puntos en el sistema xyt, es la misma
distancia dE ′1E ′2

, ó (s′2− s′1)
2, de los puntos en el sistema x′y′t ′.

Debido al signo negativo asociado con la componente temporal, este espacio de Minkowski
no es euclideo, sino pseudo euclideo y es por esta razón que pese a haber invariancia en las
distancias de los eventos, las distancias espaciales dAB y dA′B′ y las ”distancias” temporales (t2−
t1)2 y (t ′2− t ′1)

2 no son las mismas, lo cual está de acuerdo con los resultados de la relatividad
especial.

La formulación de Minkowski de la relatividad especial, en términos de la métrica, guió a
Einstein para generalizar su teorı́a a otro tipo de movimiento, más allá del movimiento inercial
analizado en relatividad especial: el movimiento en caı́da libre. Este modelo donde el espacio
y el tiempo están combinados inseparablemente y donde ocurren todos los sucesos fı́sicos se le
llama espacio-tiempo.

El movimiento acelerado habı́a resurgido en las discusiones debido al ası́ llamado principio
de Mach, o conjetura de Mach, expresada en 1893. Dicha idea se basaba en la crı́tica del espacio
absoluto de Newton (Gutfreund, 2017). Según Newton, un objeto en rotación, como un planeta
o un balde de agua girando, rotan con respecto a un espacio absoluto (D’Inverno, 1998) y
la existencia de una fuerza debido a dicha rotación dice qué movimiento es relativo, y cuál
es absoluto. La objeción de Mach sobre el espacio absoluto, radicaba en que podrı́a darse la
interpretación de que el sistema, un planeta o un balde de agua girando, permanecen en reposo
y el resto del universo es el que está rotando. La existencia de una fuerza en el sistema ahora
inmóvil, un planeta o un balde de agua girando, serı́a la manifestación de la rotación de la masa
del resto del universo. La conclusión a la que Einstein llegó, fue que un sistema dentro de un
campo gravitacional constante, es equivalente a un sistema dentro de un marco de referencia
acelerado. Es decir, no puede asegurarse si el sistema está en un campo gravitacional uniforme,
o si el sistema está siendo acelerado, ya que un caso es equivalente al otro, esto es conocido
como principio de equivalencia débil. Sin embargo, si los sistemas de referencia se agrandan lo
suficiente como para ser comparables con una fuente apreciable de gravedad (como un planeta),
entonces lo que distingue un campo gravitacional de un sistema de referencia acelerado, serán
las trayectorias de los cuerpos dentro de cada sistema (Figura 1.3): mientras que en el sistema de
referencia acelerado las trayectorias de dos cuerpos serán paralelas (Figura 1.3a), en el sistema
de referencia dentro de un campo gravitacional las trayectorias convergerán hacia el centro del
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planeta (Figura 1.3b). Con esto, la presencia de un campo gravitacional real se corrobora por la
observación de la variación de las trayectorias entre dos cuerpos (o de la variación del campo
gravitacional (D’Inverno, 1998) más que la observación de una sola trayectoria. Esta variación
de la trayectoria se relaciona con la geodésica, que a su vez está en términos de la métrica, la
cual determina la curvatura, en este caso, del espacio-tiempo.

(a)
(b)

Figura 1.3: Experimento del elevador no local (D’Inverno, 1998). Para el observador, los cuer-
pos permanecen en reposo (a). Para el observador, los cuerpos parecen juntarse (b).

Otra consideración que tomó en cuenta Einstein, fue la teorı́a de gravitación universal de
Newton, que actúa sobre todos los objetos con masa, y además de la misma manera. Por lo que
la curvatura no se ve afectada por ninguna fuerza, salvo, quizás, la gravitacional.

1.1. Métrica, conexión y curvatura
Una vez que Einstein adoptó el formalismo de Minkowski en su teorı́a especial de la rela-

tividad, tomó esa perspectiva para generalizarla, e hizo uso de la geometrı́a diferencial, recu-
rriendo además, al cálculo diferencial absoluto, desarrollado por Elwin Christoffel, Greogorio
Ricci-Curbastro y Tullio Levi-Civita, y que posteriormente se le llamarı́a cálculo tensorial. A
continuación se expondrán los elementos con los que puede generalizarse la teorı́a de la rela-
tividad especial, de sistemas inerciales, y que conduce a la teorı́a general de la relatividad, de
sistemas no inerciales.

1.1.1. Espacio euclideo.
Si dos vectores a y b en Rn (Lebedev, 2003), con base {ei}, i = 1, ...,n, que en general no

sea ortonormal, los vectores a y b se expresan como:

a = akek ; b = blel (1.3)

y el producto escalar es:

a ·b = akek ·blel = akblek · el (1.4)

El producto ek · el es el producto escalar definido como:

gkl = ek · el (1.5)

A gkl se le llama métrica. Esto es, la métrica es el conjunto de todos los productos escalares
de los elementos de una base coordenada.
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En el caso cartesiano en R3 donde la base la escribiremos como {i1, i2, i3}, la métrica
está dada por gkl = δkl , o en forma matricial:1 0 0

0 1 0
0 0 1

 (1.6)

donde

ik · il = δkl =

{
1 si k = l
0 si k 6= l (1.7)

Si se quiere operar con vectores, se requiere conocer cuáles son sus componentes. Para
ello, se hace uso del producto escalar. Sea x, el vector de interés. En el caso cartesiano, las
componentes del vector x se obtienen con el producto escalar:

xk = x · ik (1.8)

Para el caso más general, las componentes del vector x se obtienen mediante el vector ek,
tal que:

xk = x · ek (1.9)

Ya que x = x je j, entonces:

xk = x · ek =
(
x je j) · ek = x j

(
e j · ek

)
(1.10)

y comparando el lado izquierdo con el derecho, entonces debe cumplirse que:

e j · ek = δ
j

k (1.11)

siendo δ
j

k , la delta de Kronecker. Se dice que la base ek es recı́proca, o dual, a la base e j.
Ası́ como los vectores a y b pueden expresarse en la base ei (ecuación 1.3), también se

pueden expresar en su base dual ei:

a = akek ; b = blel (1.12)

con lo que el producto escalar es:

a ·b = akek ·blel = akblek · el (1.13)

y se define

gkl = ek · el (1.14)

o en representación mixta:

a ·b = aiei ·b je j = aib jei · e j = aib jδ
j

i = aibi (1.15)

Análogamente:

a ·b = aiei ·b je j = aib jei · e j = aib j
δ

i
j = aibi (1.16)
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Los componentes ai, del vector a, se llaman componentes contravariantes de a, mienttras
que los componentes ai del vector a, se llaman componentes covariantes del vector a.

Ya que

xiei = xiei (1.17)

entonces, haciendo el producto escalar por e j

xiei · e j = xiei · e j (1.18)

x j = xigi j (1.19)

Análogamente:

x j = xigi j (1.20)

Y esta es la manera de pasar de componentes contravariantes, a covariantes, y viceversa.

Dado que

xi =
(
x j)g ji =

(
xkgk j

)
g ji = gk jg jixk (1.21)

entonces comparando el lado izquierdo con el lado derecho, debe satisfacerse que :

gk jg ji = δ
k
i (1.22)

es decir, gk j y g ji son inversas una de la otra.
Las ecuaciones 1.3-1.22, son la base de una gran parte de resultados del análisis tensorial

elemental.

1.1.2. Conexión.
Las coordenadas de un punto en el espacio determinan la posición de este, de manera única.

Sin embargo, dichas coordenadas pueden representarse de distintas maneras. Las coordenadas
más conocidas son las cartesianas, las cilı́ndricas y las esféricas. Sin embargo, dichas coorde-
nadas pueden generalizarse a coordenadas curvilı́neas, que se caracterizan por los parámetros
q1,q2 y q3.

Las coordenadas más simples, las cartesianas, pueden expresarse en términos de los paráme-
tros {qi}:

xi = xi(q1,q2,q3) (1.23)

para i = {1,2,3}
Si un vector arbitrario r, depende de la posición espacial, este se puede expresar en términos

de las coordenadas curvilı́neas:

r = r(q1,q2,q3) (1.24)

Si el vector r se mueve a lo largo de la lı́nea q1, entonces se puede definir:

r1 =
∂r(q1,q2,q3)

∂q1 (1.25)
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De manera análoga, cuando r se mueve a lo largo de q2 y de q3, se definen, respectivamente:

r2 =
∂r(q1,q2,q3)

∂q2 (1.26)

r3 =
∂r(q1,q2,q3)

∂q3 (1.27)

A diferencia del caso cartesiano, donde la base {ei} no cambiaba en magnitud ni en di-
rección, este nuevo conjunto de vectores forman una base {ri}, que en general varı́an en cada
punto del espacio donde están definidos. Sin embargo se sigue cumpliendo que:

r j · rk = δ
k
j (1.28)

gi j = ri · r j (1.29)

gi j = ri · r j (1.30)

Las ecuaciones 1.25, 1.26 y 1.27 definen una base coordenada.
Por ejemplo, en coordenadas esféricas (q1,q2,q3) = (r,θ ,ϕ), la transformación de coorde-

nadas dada por x = r sinθ cosϕ , y = r sinθ sinϕ y z = r cosθ , genera al vector r(r,θ ,ϕ) dado
por:

r(r,θ ,ϕ) = xr sinθ cosϕ +yr sinθ sinϕ + zr cosθ (1.31)

con lo que la base coordenada es:

r1 =
∂r(r,θ ,ϕ)

∂ r
= xsinθ cosϕ +ysinθ sinϕ + zcosθ

r2 =
∂r(r,θ ,ϕ)

∂θ
= xr cosθ cosϕ +yr cosθ sinϕ− zr sinθ

r3 =
∂r(r,θ ,ϕ)

∂ϕ
=−xr sinθ sinϕ +yr sinθ cosϕ

(1.32)

y la métrica está dada matricialmente por:

[gi j] =

1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2

θ

 (1.33)

[gi j] =

1 0 0
0 1

r2 0
0 0 1

r2 sin2
θ

 (1.34)

Del cálculo vectorial se tiene que:

dr =
∂r
∂qi dqi = ridqi (1.35)

por las definiciones 1.25-1.27.
Entonces se puede expresar, para su uso posterior, y comparando con la ecuación 1.35:

dqi = dr · ri (1.36)
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Por una parte se puede obtener:

ds2 = dr ·dr = ridqi · r jdq j = gi jdqidq j (1.37)

y por otra parte, si se quiere obtener la derivada de una función vectorial f(q1,q2,q3), que se
puede expresar en componentes contravariantes, en la base {ri} como f(q1,q2,q3)= f i(q1,q2,q3)ri(q1,q2,q3)

∂ f
∂qk =

∂
(

f iri
)

∂qk =
∂ f i

∂qk ri + f i ∂ri

∂qk (1.38)

Si la derivada de la base ri, con respecto a la coordenada qk, se escribe como:

∂ri

∂qk ≡ Γ
j
kir j (1.39)

donde Γi
k j es llamado sı́mbolo de Christoffel de segundo tipo, o conexión.

Se obtiene entonces que:

∂ f
∂qk =

∂ f i

∂qk ri +Γ
j
ki f ir j =

∂ f i

∂qk ri +Γ
i
k j f jri =

(
∂ f i

∂qk +Γ
i
k j f j

)
ri (1.40)

La expresión entre paréntesis se llama derivada covariante de un tensor contravariante de
rango uno, y se denota por:

∇k f i =

(
∂ f i

∂qk +Γ
i
k j f j

)
(1.41)

Ya que el sı́mbolo de Christoffel se define en la ecuación 1.39, y definiendo ri j =
∂

∂q j ri =

Γk
i jrk, entonces:

∂gil

∂q j =
∂ (ri · rl)

∂q j = ri j · rl + ri · rl j

∂g ji

∂ql =
∂ (r j · ri)

∂ql = r jl · ri + r j · ril

∂gl j

∂qi =
∂ (rl · r j)

∂qi = rli · r j + rl · r ji

(1.42)

Al final se obtiene

ri j · rl =
1
2

(
∂gil

∂q j +
∂gl j

∂qi −
∂g ji

∂ql

)
= Γi jl (1.43)

El término Γi jl se llama sı́mbolo de Christoffel de primer tipo.
Se obtiene entonces ri j·rl = Γk

i jrk·rl =Γk
i jgkl con lo que los sı́mbolos de Christoffel de pri-

mer y segundo tipo se relacionan mediante:

Γi jl = Γ
k
i jgkl (1.44)

y la ecuación 1.43, se puede expresar como:

Γ
r
i j =

1
2

glr
(

∂gil

∂q j +
∂gl j

∂qi −
∂g ji

∂ql ++

)
(1.45)
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1.1.3. Curvatura
Ya que δ

j
i es un invariante, entonces su derivada es siempre cero, es decir ∂δ

j
i /∂qk = 0,

pero como δ
j

i = r j · ri, entonces:

0 =
∂δ

j
i

∂qk =
∂ r j · ri

∂qk =

(
∂ r j

∂qk

)
· ri + r j ·

(
∂ ri

∂qk

)
(1.46)

(
∂ r j

∂qk

)
· ri =−r j ·

(
∂ ri

∂qk

)
=−r j ·Γl

ikrl =−Γ
l
ikδ

j
l =−Γ

j
ik (1.47)

es decir:

∂r j

∂qk =−Γ
j
ikri (1.48)

Anteriormente se obtuvo la derivada covariante de un tensor contravariante, ∇k f i. Ahora se
obtendrá la derivada covariante de un tensor covariante de rango uno. Para obtenerla, se expresa
un vector en términos de sus componentes covariantes, f= firi y teniendo en cuenta 1.48, se
tiene que:

∂ f
∂qk =

∂ firi

∂qk = (1.49)

=
∂ fi

∂qk ri + fi
∂ri

∂qk (1.50)

=
∂ fi

∂qk ri−Γ
i
lk firl (1.51)

=
∂ fi

∂qk ri−Γ
j
ik f jri (1.52)

=

(
∂ fi

∂qk −Γ
j
ik f j

)
ri (1.53)

La expresión entre paréntesis se llama derivada covariante de un tensor covariante, y se
denota por:

∇k fi =
∂ fi

∂qk −Γ
j
ik f j (1.54)

De manera similar, se obtiene la derivada covariante de un tensor de segundo rango, ai j:

∇kai j =
∂ai j

∂qk −Γ
s
kias j−Γ

s
k jais (1.55)

Con esto, se puede determinar la segunda derivada covariante del tensor v j:

∇k
(
∇iv j

)
=

∂∇iv j

∂qk −Γ
s
ki∇sv j−Γ

s
k j∇ivs (1.56)

y si ahora se deriva primero con respecto a k, y luego con respecto a i:

∇i
(
∇kv j

)
=

∂∇kv j

∂qi −Γ
s
ki∇sv j−Γ

s
i j∇kvs (1.57)
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cuya diferencia representa la curvatura:

∇k∇iv j−∇i∇kv j = Rl
jikvl (1.58)

donde:

Rl
jik =

∂Γl
jk

∂qi −
∂Γl

ji

∂qk +Γ
s
jkΓ

l
si−Γ

s
jiΓ

l
sk (1.59)

Al tensor Rl
jik se le llama tensor de curvatura de Riemmann. Cuando el espacio es plano, la

diferencia expresada en la ecuación 1.58 es igual a cero.
Si se contrae dicho tensor en su ı́ndice contravariante, con su último ı́ndice covariante, se

obtiene el tensor de Ricci:

Ri j = Rk
i jk (1.60)

Si el tensor de Ricci se multiplica por la métrica, de tal manera que se contraiga, se obtiene
el escalar de Ricci, o escalar de curvatura:

R = gi jRi j (1.61)

Una de las propiedades del tensor de curvatura es que:

∇i

(
Ri j− 1

2
gi jR

)
= 0 (1.62)

Al tensor dentro del paréntesis se le conoce como tensor de Einstein:

Gi j = Ri j− 1
2

gi jR (1.63)

con lo que

∇iGi j = 0 (1.64)

El tensor de Einstein Gi j, será fundamental en la construcción de la relatividad general.

1.2. Ecuaciones de Einstein
Para describir fenómenos que ocurren en la naturaleza, hay que considerar sistemas de re-

ferencia. Son aquellos sistemas de coordenadas que permite fijar la posición de las partı́culas
en el espacio, además se requiere de un sistema de relojes fijos en él, que sirven para indicar el
tiempo. Dentro de estos sistemas de referencia, existen algunos donde un cuerpo se mueve sin
que sobre él actúen fuerzas exteriores, moviendose el cuerpo a velocidad constante. Estos sis-
temas de referencia se llaman inerciales (L. D. Landau, 1992); cuando el sistema de referencia
no satisface estas condiciones, se llama no inercial.

El principio de relatividad de Galileo dice que todas las leyes de la naturaleza son las mis-
mas en todos los sistemas de referencia inerciales. Este principio, además de la mecánica new-
toniana en sistemas inerciales, fue la guı́a para la relatividad especial.

Por otra parte, los campos gravitacionales tienen la propiedad de que todos los cuerpos se
mueven de la misma manera, independiente de su masa y mientras las condiciones iniciales
sean las mismas. Esta propiedad da la posibilidad de establer una analogı́a entre el movimiento
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de un cuerpo en un campo gravitacional y el movimiento de un cuerpo que no está en algún
campo externo, pero considerado desde el punto de vista de un sistema de referencia no iner-
cial. Con esto, las propiedades de movimiento en un sistema de referencia no inercial, son las
mismas como aquellas en un sistrema inercial en presencia de un campo gravitacional. Es de-
cir, un sistema de referencia no inercial es equivalente a un cierto campo gravitacional. Esto es
llamado principio de equivalencia (L. D. Landau, 1992).

Para el caso de los sistemas no inerciales, que por el principio de equivalencia, son sistemas
provistos de gravedad, la guı́a serı́a la ley de gravitación universal de Newton. Debido a las
complicaciones encontradas al intentar generalizar la relatividad especial, y seguir una pers-
pectiva del electromagnetismo, se partió de la siguiente hipótesis:

A diferencia de la relatividad especial, donde la métrica es plana, en general, la métrica del
espacio-tiempo no es plana. Las lı́neas de mundo3 de cuerpos cayendo, en un campo gravita-
cional, son simplemente las geodésicas de la métrica del espacio-tiempo curvo.

Siguiendo la ley de la gravitación de Newton, expresada como ecuación de Poisson:

∇
2
φ = 4πGρ (1.65)

donde está presente la idea de que el campo gravitacional se manifiesta debido a la densidad de
materia. En la relatividad general deberı́a estar presente también esta misma idea.

Uno de los resultados obtenidos en relatividad especial, es el 4-momento:

p =

(
E
c
, px, py, pz

)
= (mc,mvx,mvy,mvz) (1.66)

es decir, dicha expresión, que depende de la masa, que a la vez es fuente del campo gravita-
cional, está en términos de la energı́a y del momento, entonces la fuente de campo gravitacional
puede estar en términos de un objeto dependiente del 4-momento. Dicho objeto se define como:

T i j = ρ0uiu j (1.67)

El tensor T i j generaliza al 4-momento y es llamado tensor de energı́a-momento. Siendo ρ0
la densidad de masa propia y uk, la 4-velocidad. Ambos conceptos son propios de la relatividad
especial.

En general, el tensor de energı́a-momento T i j puede expresarse en términos de cualquier
fuente de campo gravitacional.

El tensor T i j tiene la propiedad de que:

∇iT i j = 0 (1.68)

Ya que la distribución de materia determina la geometrı́a del espacio (D’Inverno, 1998), se
puede proponer que las ecuaciones 1.64 y 1.68 son proporcionales, es decir, que:

∇iGi j = κ0∇iT i j (1.69)

Gi j = κ0T i j (1.70)

3Una linea de mundo está compuesta por puntos en el espacio-tiempo, de tal manera que los puntos de esta
linea determinan las coordenadas de la partı́cula en cada momento de tiempo (L. D. Landau, 1992).
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siendo κ0, un factor de proporcionalidad4.
En términos explı́citos del tensor de Einstein, se tiene la ecuación tensorial:

Ri j− 1
2

gi jR = κ0T i j (1.71)

y esta expresión representa las ecuaciones de campo de Einstein.
Un caso de interés para el análisis posterior de hoyos negros, es el caso del vacı́o, es de-

cir cuando no hay materia ni campos gravitacionales, es decir, cuando el tensor de energı́a-
momento se anula, y en este caso las ecuaciones de Einstein son:

Ri j− 1
2

gi jR = 0 (1.72)

Ya que la derivada covariante de la métrica gi j es cero, es decir ∇igi j = 0, entonces la
ecuación 1.69 también satisface:

∇i
(
Gi j +Λgi j)= κ0∇iT i j (1.73)

o bien

Gi j +Λgi j = κ0T i j (1.74)

y en términos del tensor de curvatura:

Ri j− 1
2

gi jR+Λgi j = κ0T i j (1.75)

siendo Λ un factor de proporcionalidad, cuya importancia radica en que las soluciones de las
ecuaciones de Einstein con este término pueden describir al universo como un todo. Esta cons-
tante es llamada constante cosmológica. Si la curvatura que se expresa en términos de Λ es
positiva, el espacio es esférico y finito (universo cerrado); si la curvatura es negativa, el espacio
es infinito (universo abierto) (Weingard, 1979).

La constante Λ es introducida en el contexto de la cosmologı́a, y en este trabajo no hará falta
su presencia.

4Para que haya consistencia con la Ley de Gravitación de Newton, este factor de proporcionalidad debe ser
κ0 =

8πG
c4 .



Capı́tulo 2

Agujeros Negros

Después de la publicación de la teorı́a general de la relatividad, dada por Einstein el 25 de
Noviembre de 1915, él mismo determinó, con esta teorı́a, la anomalı́a de la precesión de la
órbita de Mercurio (D’Inverno, 1998). Sin embargo, dada la complejidad de las ecuaciones de
campo de esta teorı́a, el mismo Einstein no pensaba que las soluciones exactas llegarı́an a cono-
cerse pronto. En Enero de 1916, un par de meses después de la publicación, el astrónomo Karl
Schwarzschild envió a Einstein una solución exacta a dichas ecuaciones. Es en esta solución
de Schwarzschild donde comienza el estudio de unos objetos astrofisicos particulares denomi-
nados hoyos negros. Estos objetos son la motivación de este trabajo, ya que el conocimiento
sobre ellos es aún incompleto. Por otra parte, el interés en estos objetos radica en la posible
conexión con una hipotética teorı́a de gravedad cuántica (Alvarez et al., 2008).

2.1. Definición de agujeros negros

2.1.1. Solución de Schwarzschild
Un espacio-tiempo plano y esféricamente simétrico, tiene la forma:

ds2 =−c2dt2 +dr2 + r2 (dθ
2 + sin2

θdϕ
2) (2.1)

La solución de Schwarzschild es una solución estacionaria1 de un campo, con una distri-
bución de masa esféricamente simétrica y en el vacı́o. Sin embargo, a diferencia de la métrica
de Minkowski, la de Schwarzschild se considera una métrica en un espacio-tiempo que no
es plano, por lo que debe modificarse, pero manteniendo la simetrı́a esférica. Es conveniente
escribir este espacio-tiempo como (Carmeli, 1977):

ds2 =−eνc2dt2 + eλ dr2 + r2 (dθ
2 + sin2

θdϕ
2) (2.2)

donde ν y λ son párametros auxiliares para obtener una solución. Entonces la métrica es:

[gi j] =


−eν 0 0 0

0 eλ 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2

θ

 (2.3)

1Una solución es estacionaria cuando los elementos de la métrica no dependen del tiempo. Si además no hay
términos cruzados en las diferenciales temporales, por ejemplo dtdθ , se dice que la métrica es estática.

13
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[gi j] =


−e−ν 0 0 0

0 e−λ 0 0
0 0 1

r2 0
0 0 0 1

r2 sin2
θ

 (2.4)

Usando la ecuación 1.45 se obtienen los sı́mbolos de Christoffel de segundo tipo:

Γ
0
00 =

ν̇

2
, Γ

0
10 =

ν ′

2
, Γ

0
11 =

λ̇

2
eλ−ν

Γ
1
00 =

ν ′

2
eν−λ , Γ

1
10 =

λ̇

2
, Γ

1
11 =

λ ′

2

Γ
1
22 =−re−λ , Γ

1
33 =−r sin2

θe−λ , Γ
2
12 =

1
r

Γ
2
33 =−sinθ cosθ , Γ

3
13 =

1
r
, Γ

3
23 = cotθ

(2.5)

siendo

ν
′ =

dν

dr
; λ

′ =
dλ

dr
; ν̇ =

dν

dt
; λ̇ =

dλ

dt
(2.6)

El tensor de Einstein puede expresarse como G j
i = R j

i −
1
2δ

j
i R, y los elementos del tensor

de Einstein no nulos son:

G0
0 =−e−λ

(
1
r2 −

λ ′

r

)
+

1
r2

G1
0 =−e−λ λ̇

r

G1
1 =−e−λ

(
ν ′

r
+

1
r2

)
+

1
r2

G2
2 = G3

3 =−
1
2

e−λ

(
ν
′′+

ν ′2

2
+

ν ′−λ ′

r
− ν ′λ ′

2

)
+

1
2

e−ν

(
λ̈ +

λ̇ 2

2
− λ̇ ν̇

2

)
(2.7)

Si se considera la ecuación 1.71 en el vacı́o, es decir cuando T i j = 0, entonces se tienen las
ecuaciones:

e−λ

(
λ ′

r
− 1

r2

)
+

1
r2 = 0

e−λ λ̇

r
= 0 =⇒ λ̇ = 0

e−λ

(
ν ′

r
+

1
r2

)
− 1

r2 = 0

(2.8)

Sumando la primera y la tercera ecuación se llega a que ν ′+λ ′ = 0, o bien ν +λ = f (t). Si
los elementos de la métrica no dependen del tiempo, es decir, si f (t) = 0 entonces ν +λ = 0.
Integrando la tercera ecuación, se obtiene

r
K

=
1

1− eν
(2.9)

con lo que:



2.1. DEFINICIÓN DE AGUJEROS NEGROS 15

eν = e−λ = 1− K
r

(2.10)

donde K es una constante de integración, que se obtiene al considerar la gravitación newtoniana.
Por una parte, se tiene que lı́mr→∞ e−λ = lı́mr→∞ eν = lı́mr→∞(1−K/r) = 1, es decir, a

grandes distancias la métrica se hace plana. Por otra parte, mediante la ley de gravitación
de Newton a grandes distancias del centro de masa, se obtiene la aceleración radial arad =
−GM/r2.

Ya que −c2Γ1
00 representa la aceleración radial (Carmeli, 1977), es decir:

arad =−c2
Γ

1
00 =−c2 ν ′

2
eνe−λ =−c2

(
eλ −1

2r

)(
1− K

r

)
e−λ =−c2 K

2r2

(
1− K

r

)
(2.11)

entonces para grandes distancias:

−c2 K
2r2

(
1− K

r

)
→−c2 K

2r2 =−G
M
r2 (2.12)

con lo que K = 2GM/c2 = 2m, siendo m = GM/c2

Finalmente la solución de Schwarzschild es:

ds2 =−
(

1− 2m
r

)
c2dt2 +

(
1− 2m

r

)−1

dr2 + r2 (dθ
2 + sin2

θdφ
2) (2.13)

Para valores de r mayores que un cierto valor r0, si ocurre que r0 > 2m, se puede determinar
el tiempo medido por un observador a una distancia fija r > r0, y en ausencia de rotación, es
decir, cuando dr = dθ = dφ = 0, y en la solución de Schwarzschild se tendrá el incremento del
tiempo propio2 dτ = ds/c:

dτ =

(
1− 2m

r

)1/2

dt (2.14)

donde dt es el incremento del tiempo coordenado, es decir, el tiempo propio de un obser-
vador a una distancia infinita del objeto. Ya que r > 2m > 0, entonces 0 < (1−2m/r)1/2 < 1,
entonces dτ < dt. Es decir, el tiempo experimentado por un observador a la distancia r fluye
más lentamente que el tiempo experimentado por el observador a una distancia infinita.

Como se aprecia en la forma de dicha solución, hay un problema con los valores de r, en
r = 0 y r = 2m. Es decir, en dicha solución hay dos singularidades que podrı́an deberse, o bien
a una cuestión matemática intrı́nseca a las coordenadas, o bien una cuestión fı́sica, donde la
estructura del espacio-tiempo, en efecto, tiene singularidades. El valor rS = 2m, se denomina
radio de Schwarzschild.

La teorı́a de evolución estelar (D’Inverno, 1998), dice que estrellas cuya masa es del orden
de la del Sol, puede alcanzar un estado de equilibrio final como una enana blanca o una estrella
de neutrones, pero para masas mucho más grandes la estrella se contraerá a tal grado de que los
efectos gravitacionales superarán otras fuerzas internas. Si dicha contracción continúa hasta que
la superficie de la estrella alcanza el valor del radio de Shwarschild, o incluso más, este objeto
compacto se convertirá en un hoyo negro. Estos objetos densos poseén una frontera establecida
por r = 2m, llamado horizonte de eventos y representa la frontera de todos los eventos que
pueden ser medidos, en principio, por observadores exteriores. Un hoyo negro es una región
del espacio-tiempo causalemnte desconectada del infinito.

2El tiempo propio es el medido por un reloj que se mueve junto con un objeto dado (L. D. Landau, 1992).
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2.1.2. Gravedad superficial de un agujero negro de Schwarzschild.
Ya que la 4-aceleración está dada por la derivada covariante de la 4-velocidad, uµ :

aµ =
duµ

dτ
+Γ

µ

βα
uβ uα (2.15)

la magnitud de la aceleración propia es:

aµaµ = a2 (2.16)

Un observador alrededor de un hoyo negro (observador estacionario), es aquel donde dr =
dθ = dφ = 0, con lo que su 4-velocidad es:

uµ =

(
dx0

dτ
,
dx1

dτ
,
dx2

dτ
,
dx3

dτ

)
=

(
dt
dτ

,0,0,0
)
=

((
1− 2m

r

)−1/2

,0,0,0

)
(2.17)

Y el único componente de la 4-aceleración en la solución de Schwarzschild, es (Carmeli,
1977):

a1 =
du1

dτ
+Γ

1
00
(
u0)2

(2.18)

donde Γ1
00 = m/r2(1−2m/r), y como u1 = 0 y u0 = (1−2m/r)−1/2, entonces:

a1 =
m
r2 (2.19)

y

a1 = g11a1 =

(
1− 2m

r

)−1(m
r2

)
(2.20)

entonces

a2 = a1a1 =
(m

r2

)2
(

1− 2m
r

)−1

(2.21)

y la aceleración propia es

a =
m
r2

(
1− 2m

r

)−1/2

(2.22)

De esta última ecuación se puede notar que la aceleración de una partı́cula prueba en el
horizonte de eventos, es decir, en r = 2m, medida por un observador estacionario, tiende a
infinito. Mientras que esa aceleración medida por un observador en el infinito (r→∞), es igual
a a = m/r2, que es la aceleración debido a la gravedad de la teorı́a de Newton3. Es decir, la
aceleración medida por un observador en el infinito, es la aceleración debido a la gravedad:

g∞ =
m
r2 (2.23)

3Ya que la energı́a potencial M1gr es igual a la energı́a potencial gravitacional GM1M2/r, es decir M1gr =
GM1M2/r, es decir g = GM2/r2
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Si el mismo observador en el infinito, quisiera determinar la aceleración de una partı́cula
que flota en el horizonte de eventos, r = 2m, se tiene g∞ = m/(2m)2 = 1/4m. A esta cantidad
se le llama gravedad superficial del hoyo negro, y se denota por κ . Es decir, la gravedad
superficial de un hoyo negro de Schwarzschild es κ = 1/4m.

Una cuestión que surge es la relacionada con el hecho de que, para ciertos valores de r,
puede estar presente una singularidad. Sin embargo puede ser que para ciertos valores de r, la
métrica tenga una divergencia, pero que no sea una singularidad fı́sica, sino matemática. Para
esto, se requiere solamente determinar para qué valores de r, la curvatura diverge. En el caso
de Schwarzschild, la unica singularidad fı́sica se da para r = 0, que es el valor de r donde la
curvatura diverge.

Podrı́a haber hoyos negros sin horizonte de eventos, y a estos hoyos negros se les conoce
como singularidades desnudas. En tal situación, sı́ serı́a posible observar lo que ocurre en la
superficie del hoyo negro mismo desde alguna región alejada de éste. Sin embargo, la hipótesis
de censura cósmica, conjeturada por Roger Penrose en 1969, prohı́be dichas singularidades
desnudas, al menos están prohibidas para materia usual.

Los hoyos negros no son conceptualmente nuevos dentro de la fı́sica, sin embargo la teorı́a
que respalda su existencia fuera de la imaginación, es la relatividad general.

A continuación se narrará una breve historia del concepto de hoyos negros:
La primera mención que se hace respecto a la idea de hoyo negro, fue dada por John Mit-

chell en un artı́culo enviado a la Royal Society en 1783, donde describe un objeto cuya veloci-
dad de escape es igual a la velocidad de la luz. Posteriormente, Laplace también menciona esta
idea en 1796. Ambos tenı́an en mente la gravitación newtoniana, ası́ como la teorı́a de la luz
corpuscular, también de Newton.

Años después, en el ámbito de la astronomı́a, en 1838, Friedrich Bessel (1784-1846) cal-
culó la distancia a la que se encontraba la estrella Sirius (Asimov, 1978). Le interesaba medir
el movimiento que experimentaba dicha estrella. Ya que medı́a su posición regularmente, se
dio cuenta que habı́a más de un movimiento, mismo que alteraba la posición que él esperarı́a.
Sabı́a que la posición de Sirius que él observaba, estaba modificada debido a la rotación de la
Tierra alrededor del Sol. Sin embargo, existı́a este otro movimiento, más lento, que nada tenı́a
que ver con efectos de la Tierra.

Bessel estudió dicho movimiento anómalo, y encontró que Sirius estaba moviendose en una
órbita alrededor de algo. Calculó, además, que le tomaba 50 años en completar su órbita. Bessel
se preguntaba lo que originaba dicha trayectoria, pues la masa de Sirius es dos veces y medio
la masa del Sol, y sin embargo, no podı́a observar al objeto responsable. Concluyó que ese otro
objeto tenı́a que ser lo suficientemente grande como para ser una estrella, y además, orbitaban
una alrededor de la otra. Ası́, una se llamó Sirius A, y su compañera, Sirius B.

Desde la superficie solar, y hasta su centro, hay 695 200 km de distancia; desde la superficie
de Sirius B, estarı́a la misma cantidad de masa que el Sol, pero hasta su centro habrı́an 24 000
km. Si alguien estuviera en la superficie de Sirius B, el empuje gravitacional serı́a 840 veces la
que se experimentarı́a si se estuviera sobre la superficie del Sol, y 23 500 veces si se estuviera en
la superficie de la Tierra. Con esto, la gravedad superficial de Sirius B es mayor que la del Sol.
Sirius B, por sus caracterı́sticas térmicas y de masa, está dentro de las estrellas llamadas enanas
blancas. Pero ¿qué pasa si una enana blanca es muy masiva? Entra aquı́ lo que Subrahmanyan
Chandrasekhar estudió en la década de 1930, y cuyo resultado fue lo que hoy en dı́a se conoce
como lı́mite de Chandrasekhar, donde la degeneración cuántica de los eléctrones no es capaz
de contrarrestar la fuerza de gravedad. Dicho lı́mite, es del orden de 1.4 masas solares.

Si los electrones se van, entonces los neutrones se acercan cada vez más hasta colapsarse y
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formar una estrella de neutrones. Ya que los neutrones son más pequeños que los átomos, en-
tonces las estrellas de neutrones son más pequeñas que las enenas blancas (que están formadas
por átomos).

Para que un objeto salga de un planeta o estrella, requiere una velocidad mı́nima, que de-
pende de la gravedad superficial, y del radio del planeta o estrella. Dicha velocidad se llama
velocidad de escape. En la Tierra, es del orden de 11km/s, en Júpiter es del orden de 60km/s,
en el Sol es de 617km/s. Para Sirius B (una enana blanca), es de 3400km/s. Si consideramos
una estrella de neutrones con la masa del Sol, serı́a de 192 360 km/s. Mientras el objeto colapse
cada vez más, su velocidad de escape va ir aumentando, hasta alcanzar la velocidad de escape
igual a la velocidad de la luz o más, y cuando eso ocurra, la luz no podrá abandonar dicho
planeta o estrella, y ya que nada se mueve más rápido que la luz, entonces nada saldrá de dicho
objeto celeste. Para un objeto que tuviera la masa del Sol, el radio de Schwarzschild serı́a de
3km. Un objeto con estas caracterı́sticas, es llamado hoyo negro. Hoyo negro de Schwarzschild,
si solo tiene como parámetro la masa; hoyo negro de Reissner-Nordstrom, si tiene masa y carga
eléctrica; hoyo negro de Kerr, si tiene masa y momento angular; hoyo negro de Kerr-Newman,
si tiene masa, carga eléctrica y momento angular.

En 1939, Robert Oppenheimer y H. Snyder publicaron un artı́culo describiendo a los hoyos
negros como: ”Cuando todas las fuentes termonucleares de energı́a son agotadas, una estrella
suficientemente pesada colapsará. A menos que algo, de alguna manera pueda reducir la masa
de la estrella al orden de la del Sol, esta contracción continuará indefinidamente... hasta que el
objeto corte comunicación con el resto del universo.”

Surge ahora una cuestión, y es que si nada escapa de los hoyos negros, ni siquiera la luz, y
por ende tampoco radiación, acaso gravitacional, entonces, ¿serı́a posible detectar su presencia?
En principio, la respuesta serı́a no, y la existencia de estos objetos quedarı́a solo como objetos
teóricos, sin más.

Sin embargo, en la década de 1970, Stephen Hawking muestra, debido a efectos cuánticos,
que después de todo, los hoyos negros pueden perder masa debido a lo que actualmente se
conoce como radiación de Hawking. A esto se le conoce como evaporación de hoyo negro.

2.2. El agujero negro de Kerr
En 1963, Roy Kerr da una solución de las ecuaciones de Einstein para un modelo en rota-

ción. Entre 1967 y 1968, Robert Boyer y Richard Lindquist introducen un sistema de coorde-
nadas que generaliza la métrica de Schwarzschild, y que son usadas para reescribir la métrica,
previamente dada por Kerr.

Las funciones empleadas en la métrica de Kerr, son:

ρ
2 = r2 +a2 cos2

θ

y

∆ = r2−2mr+a2

(2.24)

donde a = J/Mc, y J es el momento angular.
Entonces

∆

r2 = 1− 2m
r

+
a2

r2 (2.25)

Con esto, ∆/r2 es una generalización de 1− 2m/r, mientras que ρ2 es una generalización
de r2. La métrica de Kerr, en coordenadas de Boyer-Lindquist, es:
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ds2 =−
(

1− 2mr
ρ2

)
c2dt2+

ρ2

∆
dr2+ρ

2dθ
2+

(
r2 +a2 +

2mra2 sin2
θ

ρ2

)
sin2

θdφ
2− 2mrasin2

θ

ρ2 dφdt

(2.26)
de tal manera que si a = 0, se obtiene la métrica de Schwarzschild 2.13.

Tabla 2.1: Comparación de los elementos de distintas métricas del espacio tiempo (O’Neil,
1995) .

Métrica Minkowski Schwarzschild Kerr (Boyer-Lindquist)

gtt -1 −(1− 2m
r ) −(1− 2mr

ρ2 )

grr 1 (1− 2m
r )−1 ρ2

∆

gθθ r2 r2 ρ2

gφφ r2 sinθ r2 sinθ [r2 +a2 + 2mra2 sin2
θ

ρ2 ]sin2
θ

gi j i 6= j 0 0 0, excepto gφ t = gtφ =−2mrasin2
θ

ρ2

Al comparar las distintas métricas, puede notarse la progresiva ampliación de términos y
casos particulares de la subsecuente métrica, como se muestra en la Tabla 2.1.

Hay tres tipos de familias de espacio-tiempo de Kerr, determinadas por:

∆ = r2−2mr+a2 (2.27)

a2 < m2, llamado espacio-tiempo de Kerr rotando lentamente.
a2 = m2, llamado espacio-tiempo de Kerr extremo
m2 < a2, llamado espacio-tiempo de Kerr rotando rápidamente.
La familia de Kerr lento, tiene dos raices reales en 2.27, y dada la métrica 2.26, estas raices

se traducen como singularidades de la métrica. Dichas singularidades están dadas por:

r± = m±
√

m2−a2; m2 ≥ a2 (2.28)

por lo tanto, el hoyo negro tiene dos horizontes de eventos: r+, llamado horizonte de eventos
exterior, y r−, llamado horizonte de eventos interior.

La familia de Kerr extremo tiene una raı́z real en r = m. Un hoyo negro extremo de Kerr,
es aquel cuyo momento angular coincide con su masa, es decir que a = m y como r± = m±√

m2−a2, entonces r = m. Fı́sicamente, los dos horizontes de eventos se juntan formando uno
solo y su momento angular es el máximo que puede tener para que siga siendo un hoyo negro.
Al sobrepasar este lı́mite de momento angular, desaparecen sus horizontes de eventos y se
convierte en una singularidad desnuda.

La familia de Kerr rápido no tiene raı́ces reales, es decir no tiene singularidades en la métri-
ca. Esto quiere decir que no es posible la existencia de un hoyo negro.

En la figura 2.1, se muestran las singularidades de las métricas de Schwarzschild y de Kerr,
en términos del parámetro ∆.

Otra diferencia entre un hoyo negro de Schwarzschild y de Kerr, además del número de
horizonte de eventos, es que un hoyo negro de Kerr tiene una región de donde puede extraerse
energı́a, debido a la rotación misma del hoyo negro. Esta región, llamada ergosfera, está situada
fuera de los dos horizontes de eventos r+ y r−, coincidiendo con estos, solo en los polos4 del

4Los polos norte y sur son los que pasan por el eje de rotación del hoyo negro.
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∆

r
0

Kerr rápido

Schwarzschild

Kerr lento
Kerr extremo

r− r+m 2m

Figura 2.1: Parámetro ∆ del espacio-tiempo de Schwarzschild y de las familias del espacio-
tiempo de Kerr en función del radio r (O’Neil, 1995).

hoyo negro. En la ergosfera es posible extraer energı́a (L. D. Landau, 1992) mediante el proceso
de Penrose, donde un objeto material entra a la ergosfera y aquı́ se divide en dos partes, con la
posibilidad de que una de esas partes atraviese el horizonte de eventos, y la otra parte salga hacia
el infinito. Esta parte saliente, tiene una mayor energı́a que el objeto que entró inicialmente. Este
proceso genera una pérdida de energı́a rotacional en el hoyo negro. Dicha pérdida se traduce
en extracción de energı́a del hoyo negro, transferida al objeto que salió hacia el infinito. Hay
que precisar que la ergosfera no es un tipo de horizonte de eventos, sino una región donde todo
lo que está dentro, deja su estado estático. Por esta razón, la delimitación de la ergosfera se le
llama lı́mite estático.

Figura 2.2: Esquematización del Proceso de Penrose.

2.2.1. Gravedad superficial de un agujero negro de Kerr
Ası́ como en un agujero negro de Schwarzschild se obtuvo la gravedad superficial mediante

la 4-aceleración, y considerando la medición de la aceleración en el horizonte de eventos desde
el infinito, puede obtenerse que la gravedad superficial de un hoyo negro de Kerr, está dada por:
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κ =

√
m2−a2

2mr+
(2.29)

siendo r+, el definido en la ecuación 2.28.

2.3. Teoremas de unicidad
En las dos soluciones a las ecuaciones de Einstein vistas previamente, la métrica de Sch-

warzschild y la métrica de Kerr, están presentes hoyos negros asociados que dependen solo de
la masa (Schwarzschild), ası́ como de la masa y del momento angular (Kerr). Surge entonces la
pregunta: ¿existen otras métricas cuyas singularidades dependan de otros parámetros además
de la masa y del momento angular? Una primera respuesta, es la generalización de la métrica
de Kerr a la métrica de Kerr-Newman, donde:

∆ = r2−2mr+a2 +q2 (2.30)

siendo q2 = kGQ2/c4 y Q es la carga eléctrica. Sin embargo, sigue la pregunta en pie.
Con las tres métricas, hasta ahora se puede afirmar que un hoyo negro tiene tres propiedades

que pueden ser medidas por un observador que se encuentra fuera del hoyo negro (observador
externo). Estas propiedades son: la masa, la carga y el momento angular del hoyo negro.

Ası́ como la métrica de Schwarzschild es la única solución a las ecuaciones de Einstein que
es estática y en el vacı́o, con un horizonte de eventos (Teorema de Israel), la métrica de Kerr,
es la única solución a las ecuaciones de Einstein que es estacionaria, axisimétrica y en ausencia
de materia. Estas soluciones dependen solo de los parámetros masa y momento angular. A este
resultado se le conoce como teorema de Carter-Robinson. Estos teoremas fueron ampliados
por Robinson al considerar la presencia de un campo electromagnético, y con esto se agregó el
parámetro carga eléctrica. Estos teoremas se agrupan en lo que se conoce como teorema de no
pelo: los hoyos negros estacionarios están caracterizados por los parámetros masa, momento
angular y carga eléctrica.

El teorema de no pelo (no-hair theorem), establece que un hoyo negro en un espacio-tiempo
que satisfaga las ecuaciones de Einstein en el vacı́o y estacionarias, está totalmente caracteri-
zado por su masa m, por su momento angular especı́fico a, y por su carga eléctrica q. Este
resultado es parecido a un sistema termodinámico en equilibrio que está descrito por un pe-
queño conjunto de variables de estado (Heusler, 1996), y para comprender su comportamiento
dinámico se requiere de una cantidad de información considerablemente mayor.
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Capı́tulo 3

Termodinámica de agujeros negros

3.1. Definición de entropı́a de agujeros negros
El área del horizonte de eventos de un hoyo negro de Kerr, está dada por

A = 4π
(
r2 +a2)= 8πmr+ = 8πm

(
m+

√
m2−a2

)
(3.1)

donde m ≡ GM/c2 y a = J/Mc. Entonces, como el área depende tanto de la masa como del
momento angular, la diferencial de dicha área es (Raine, 2010).

dA = 8π

[
2mdm+

(
m2−a2)1/2

dm+m
(
m2−a2)−1/2

(mdm−ada)
]

(3.2)

o factorizando el término 1/(m2−a2)1/2, puede expresarse como:

dA =
8π

(m2−a2)
1/2

[
2m
(
m2−a2)1/2

dm+
(
m2−a2)dm+m(mdm−ada)

]
(3.3)

=
8π

(m2−a2)
1/2

[
2m
(
m2−a2)1/2

dm+2m2dm−a2dm−amda
]

(3.4)

=
8π

(m2−a2)
1/2

[
2m
(

m+
(
m2−a2)1/2

)
dm−a2dm−amda

]
(3.5)

y por la definición 2.28:

dA =
8π

(m2−a2)
1/2

[
2mr+dm−a2dm−amda

]
(3.6)

Debido a que

am =

(
J

Mc

)(
GM
c2

)
=

JG
c3 ≡ j (3.7)

entonces

d j = d (am) = adm+mda (3.8)

o bien

da =
d j−adm

m
(3.9)

23
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entonces

amda = am
(

d j−adm
m

)
= ad j−a2dm (3.10)

y la diferencial de área es:

dA =
8π

(m2−a2)
1/2

[
2mr+dm−a2dm−ad j+a2dm

]
(3.11)

=
8π

(m2−a2)
1/2 [2mr+dm−ad j] (3.12)

y al factorizar el término 2mr+, se tiene que:

dA =
8π (2mr+)

(m2−a2)
1/2

[
dm− a

2mr+
d j
]

(3.13)

estableciéndose la velocidad angular:

ω ≡ a
2mr+

(3.14)

y la gravedad superficial dada en la ecuación 2.29:

κ ≡
(
m2−a2)1/2

2mr+
(3.15)

entonces la expresión se ve como:

dA =
8π

κ
[dm−ωd j] (3.16)

o bien:

dm =
κ

8π
dA+ωd j (3.17)

La ecuación 3.17 es utilizada1 para demostrar que:

m =
κ

4π
A+2ω j (3.18)

y puede corroborarse al sustituirse los términos del lado derecho de la igualdad por 3.1, las
definiciones 3.14 y 3.15, y j = ma, obteniéndose el lado izquierdo, es decir, m. A la ecuación
3.18 se le llama ecuación de Smarr. De manera más general (Smarr, 1973), considerando los
demás parámetros según el teorema de no pelo:

dm =
κ

8π
dA+ωd j+φdq (3.19)

Donde φdq es la energı́a requerida para extraer un electrón del horizonte de eventos con un
potencial electrico Φ, hacia el infinito. Por analogı́a con el caso anterior, donde ω es al potencial
eléctrico, como j es a la carga eléctrica. En este sentido, se va a interpretar ωd j como la energı́a

1Demostrado por Smarr
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necesaria para extraer el momento angular del horizonte de eventos del agujero negro, dada una
velocidad angular ω .

Una caracterı́stica de los horizontes de eventos es que, si dos hoyos negros se unen forman-
do un solo hoyo negro, el área del horizonte de eventos del hoyo negro final, será mayor o igual
que la suma de las áreas de los dos hoyos negros iniciales (Bardeen et al., 1973).

Otra caracterı́stica de los hoyos negros, es que la gravedad superficial κ , es constante sobre
el horizonte de eventos.

Con estas tres propiedades del horizonte de eventos de un hoyo negro, más la hipótesis de
censura cósmica, Jacob Bekenstein (Hawking and Penrose, 1996) hizo una correspondencia
entre el área del horizonte de eventos A/4 y la entropı́a del área del horizonte de eventos SBH ;
la masa del hoyo negro m, con la energı́a interna UBH ; la gravedad superficial κ/2π , y la
temperatura TBH del horizonte de eventos del hoyo negro.

Con esta analogı́a, la ecuación 3.19 tiene la forma matemática de la primera ley de la ter-
modinámica:

dUBH = TBHdSBH− traba jo (3.20)

donde m→UBH , κ/2π → TBH y A/4→ SBH .

Hay que notar el parecido entre la fórmula de Smarr 3.18, y la relación de Euler:

U = T S+∑XY (3.21)

presente en la termodinámica clásica (Callen, 1985), siendo X alguna variable termodinámica
intensiva, y Y , alguna variable termodinámica extensiva.

Ası́, la ecuación de Smarr 3.19 tiene la misma forma matemática que la ecuación de Euler.
De esta manera se obtienen, por analogı́a, las leyes de la termodinámica para hoyos negros,

expresadas en términos de la gravedad superficial, κ , y del área del horizonte de eventos, A.
Desde el punto de vista matemático, hay congruencia entre el formalismo de la termo-

dinámica clásica y el de la termodinámica de hoyos negros. Sin embargo, desde el punto de
vista fı́sico, hay al menos un problema, ya que, si bien se puede ver la correspondencia fı́sica
entre la masa m y la energı́a U , no hay correspondencia fı́sica entre la temperatura de labo-
ratorio y la gravedad superficial κ . Si se considera un hoyo negro como un cuerpo que no
podrı́a emitir radiación, es decir, su temperatura serı́a cero entonces esto último abandonarı́a la
correspondencia entre las dos situaciones. Dicho problema fue resuelto por Hawking en 1975
quien, tomando en cuenta efectos cuánticos llegó a la conclusión de que un hoyo negro emite
radiación, llamada radiación de Hawking, dada por TH = κ/2π , que da sustento fı́sico a la co-
rrespondencia entre temperatura y κ . Ahora, si se considera la evaporación del hoyo negro, el
área del horizonte de eventos desaparecerı́a eventualmente, y con este, su entropı́a, con lo que se
abandonarı́a la analogı́a entre la entropı́a de la termodinámica clásica y la de hoyos negros. Sin
embargo, en un proceso donde la entropı́a de termodinámica clásica decrece (dS < 0) debido a
la pérdida de materia en los alrededores, y que entra a un hoyo negro (Wald, 1984), el área del
horizonte de eventos aumentarı́a dA > 0; ası́ mismo, en un proceso de evaporación (radiación
de Hawking), el área del horizonte disminuye (dA < 0), mientras la entropı́a de materia fuera
del hoyo negro aumenta (dS > 0). Con esto, se introduce la entropı́a generalizada Sgen:

Sgen = S+
AkBc3

4Gh̄
(3.22)

con esto, una disminución en la entropı́a S, de los alrededores del hoyo negro, está compensada
por un aumento en el área del hotizonte de eventos A, del hoyo negro, y viceversa. Además,
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teniendo en cuenta que la tasa de evaporación del hoyo negro es menor conforme la masa de
este aumenta, entonces se puede establecer que la entropı́a generalizada, Sgen, satisface que
dSgen ≥ 0, para cualquier proceso fı́sico.

Manteniendo la analogı́a con la termodinámica clásica, la tercera ley para hoyos negros,
sugiere que no es posible que el horizonte de eventos se desvanezca. De ser ası́, significarı́a la
existencia de una singularidad desnuda, lo que serı́a contradictorio con la hipótesis de censura
cósmica. Es decir, la censura cósmica da sustento a la tercera ley de hoyos negros, y la tercera
ley de hoyos negros da sustento a la censura cósmica.

Cabe mencionar que la radiación de Hawking es una magnitud medida desde regiones
muy alejadas del hoyo negro (desde el infinito). En regiones cercanas al horizonte de even-
tos sı́ podrı́a medirse una temperatura, pero es debido al efecto Unruh, que es la existencia de
radiación, debido a la presencia de una aceleración, y por el principio de equivalencia, debido
a la presencia de un campo gravitacional. Esto es, un observador acelerado observará un baño
térmico, mientras que un observador inercial no lo hará.

3.2. Leyes de la termodinámica de agujeros negros
Teniendo en cuenta las propiedades de los hoyos negros previas, desde el punto de vista tan-

to matemático como fı́sico, es posible establecer una correspondencia entre la termodinámica
de laboratorio y la termodinámica de hoyos negros.

Ley cero de hoyos negros Sea un hoyo negro estacionario. La gravedad superficial κ tiene
el mismo valor sobre el horizonte de eventos. Es decir, la aceleración debido a la gravedad en
el horizonte de eventos, es constante.

Primera Ley de hoyos negros Dado un hoyo negro estacionario, se verifica que:

dm =
κ

8π
dA+ωHd jH +φdq (3.23)

donde ω es la velocidad angular del horizonte de eventos del hoyo negro, jH , es el momento
angular del horizonte de eventos, φ , el potencial eléctrico, y q, la carga eléctrica.

Segunda Ley de hoyos negros Para cualquier proceso fı́sico, la entropı́a de un sistema que
contenga un hoyo negro, nunca decrece, es decir:

dSgen ≥ 0 (3.24)

donde Sgen = S+ AkBc3

4Gh̄ .

Tercera Ley de hoyos negros No puede ocurrir que el horizonte de eventos se desvanezca,
esto es, κ 6= 0.



Capı́tulo 4

Colapso termodinámico

4.1. Sobre la no aditividad de la entropı́a
Como se mencionó anteriormente, las leyes de la termodinámica de hoyos negros, surgen

por las similitudes, tanto matemáticas como fı́sicas, entre las variables termodinámicas y las
variables de hoyos negros. Sin embargo, una cuestión que difiere entre las dos termodinámi-
cas, es que, en sistemas de termodinámica clásica, la entropı́a es una variable aditiva, es decir
S12 = S1 +S2. La entropı́a es una función homogénea de grado 1. Mientras que la entropı́a de
hoyos negros es proporcional al área del horizonte de eventos, y esta entropı́a es una función
homogénea de grado 2, para el caso de Schwarzschild. Para el caso más amplio, el de Kerr-
Newman, la entropı́a es una función no homogénea, y la entropı́a es una variable no aditiva,
esto es, S12 6= S1 +S2.

4.2. Colapso termodinámico idealizado
Se define colapso termodinámico, al análisis del colapso gravitacional de uno o más obje-

tos astrofı́sicos compactos, en el que se considera solamente el estado inicial y el estado final,
desde la perspectiva termodinámica.

A diferencia de los colapsos gravitacionales entre dos hoyos negros, donde los análisis
giran alrededor de la radiación gravitacional y otras variables gravitacionales, en este trabajo
se analizarán sistemas de hoyos negros, desde el punto de vista de la termodinámica de hoyos
negros. Concretamente, se abordará la entropı́a del sistema en su estado final S12, en términos
de la entropı́a de los estados iniciales S1 y S2.

Se considera estado inicial del sistema, a dos hoyos negros dentro de los reservorios nece-
sarios para que se cumplan las condiciones de equilibrio, lo suficientemente alejados uno del
otro, de tal manera que la entropı́a de cada uno de ellos no se vea afectada por el otro hoyo. La
entropı́a de cada hoyo negro se denota por S1 y S2.

Se considera estado final del sistema, a un solo hoyo negro formado por los dos hoyos
negros del estado inicial. La entropı́a de este estado final se denota por S12.

Dadas las condiciones anteriores, se considera colapso termodinámico de hoyos negros, a
la unión de dos (o más) hoyos negros en estados iniciales, y cuyo estado final sea un solo hoyo
negro.

Ya que la entropı́a es una ecuación fundamental termodinámica, es decir, se puede deter-
minar toda la información termodinámica del sistema, y dado el teorema de no pelo, donde un
sistema que contenga un hoyo negro, está totalmente caracterizado por los parámetros masa,

27
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momento angular, y carga eléctrica. Entonces, la entropı́a como ecuación fundamental depende,
a lo más, de estos tres parámetros.

4.2.1. Colapso termodinámico de dos hoyos negros de Schwarzschild.
El primer sistema a estudiar, será un sistema de dos hoyos negros de Schwarzschild sin

emisión de radiación y masa aditiva. Es decir, las suposiciones iniciales son las siguientes:
• El sistema en el estado inicial, está compuesto por dos hoyos negros de Schwarzschild

con entropı́as S1 y S2, respectivamente. El estado final del sistema es un solo hoyo negro de
Schwarzschild con entropı́a S12.

• Durante el proceso, que va del estado inicial al estado final del sistema, no hay emisión
de radiación.

• No habrá pérdidas ni ganancias en la masa, cuyo valor en el estado final será igual a
m12 = m1 +m2, donde m1 es la masa del hoyo negro 1, m2 la masa del hoyo negro 2, y m12, la
masa del hoyo negro resultado del colapso.

La entropı́a de un hoyo negro de Schwarzschild, está dada por:

SSch =
kBc3

4h̄G
ASch =

kBc3

4h̄G

(
16π

(
GM
c2

)2
)

=
4πkBGM2

h̄c
(4.1)

o más brevemente considerando unidades geométricas m≡GM/c2 y que kB = h̄ = c = G =
1:

SSch = 4πm2 (4.2)

Una forma de abordar un sistema de dos hoyos negros de Schwarzschild, es suponiendo la
forma matemática de la entropı́a de dicho sistema, y ver la forma que adopta la masa m.

Si suponemos alguna forma matemática para la entropı́a, por ejemplo que la entropı́a del
estado final es aditiva, es decir que:

S12 = S1 +S2 (4.3)

entonces, ya que la entropı́a de un solo hoyo negro de Schwarzschild, está dada por la ecuación
4.1, la entropı́a del estado final es:

4πm2
12 = 4πm2

1 +4πm2
2 (4.4)

o bien

m2
12 = m2

1 +m2
2 (4.5)

Pero ya que la masa es aditiva, por hipótesis, es decir m12 = m1 +m2, se tiene que m2
12 =

(m1 +m2)
2 = m2

1 +m2
2 + 2m1m2, y comparando este resultado con la ecuación 4.5, conclui-

mos que en la ecuación 4.5 habrı́a pérdidas de masa (2m1m2), lo cuál vioları́a la suposición
hecha inicialmente sobre la aditividad de la masa. Si suponemos otras formas matemáticas no
extensivas de la entropı́a, por ejemplo:

S12 = S1 +S2 + f
S1S2

S1 +S2
(4.6)
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siendo f un parámetro, entonces, en general, la masa serı́a no aditiva, lo que vioları́a la hipótesis
de aditividad de masa. Solo cuando f = 2

√
S1S2

S1S2
(S1+S2), la masa permanece aditiva y es en este

caso cuando las dos formas matemáticas de la entropı́a son equivalentes.
Otra manera de abordar el problema, es suponer la forma matemática de la masa, y deter-

minar cómo tendrı́a que ser la forma matemática de la entropı́a del estado final del sistema.
Considerando la entropı́a de un hoyo negro de Schwarzschild (ecuación 4.1), y consideran-

do la aditividad de la masa m12 = m1 +m2, se obtiene la forma matemática de la entropı́a del
hoyo negro resultante S12:

S12 = 4πm2
12 (4.7)

= 4π (m1 +m2)
2 (4.8)

= 4π
(
m2

1 +m2
2 +2m1m2

)
(4.9)

= 4πm2
1 +4πm2

2 +2(4πm1m2) (4.10)

= 4πm2
1 +4πm2

2 +2
√(

4πm2
1
)(

4πm2
2
)

(4.11)

= S1 +S2 +2
√

S1S2 (4.12)

es decir
S12 = S1 +S2 +2

√
S1S2

o de f orma equivalente

S1/2
12 = S1/2

1 +S1/2
2

(4.13)

y esta es la forma matemática de la entropı́a del estado final que se tomará en este y los demás
casos por analizar.

Se considera inicialmente la segunda propuesta, ya que es más prudente decir que la masa
es aditiva, por leyes de conservación, al menos en este primer análisis, donde no se considera
emisión de radiación durante el colapso termodinámico, que proponer una forma matemática
de la entropı́a, de entre la gran cantidad de formas matemáticas posibles que podrı́a tener la
entropı́a en el estado final.

4.2.2. Colapso termodinámico de dos hoyos negros de Kerr.
En este sistema se tendrán en consideración las siguientes hipótesis:
• El sistema en el estado inicial, está compuesto por dos hoyos negros de Kerr con entropı́as

S1 y S2, respectivamente. El estado final del sistema es un solo hoyo negro de Kerr con entropı́a
S12.

• Durante el proceso, que va del estado inicial al estado final del sistema, no hay emisión
de radiación.

• Se supondrá válida la forma de la entropı́a (4.13).
La entropı́a de un hoyo negro de Kerr está dada por:

SKerr =
kBc3

4h̄G
AKerr =

kBc3

4h̄G
8π

GM
c2

(
GM
c2 +

√
G2M2

c4 − J2

M2c2

)
(4.14)

o en unidades geométricas m≡ GM
c2 , a≡ J

Mc , ademas de kB = h̄ = c = G = 1:

SKerr = 2πm2

(
1+

√
1− a2

m2

)
(4.15)
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por lo que la ecuación 4.13, para este caso de Kerr, tiene la forma:

m12

(
1+

√
1−

a2
12

m2
12

)1/2

= m1

(
1+

√
1−

a2
1

m2
1

)1/2

+m2

(
1+

√
1−

a2
2

m2
2

)1/2

(4.16)

siendo a12 y m12 el momento angular especı́fico y la masa del hoyo negro de Kerr resultante,
respectivamente.

Sean ε12 ≡ a12/m12, ε1 ≡ a1/m1 y ε2 ≡ a2/m2, entonces, por la condición de la ecuación
2.28 (m2 ≥ a2) las ε están acotadas por −1≤ ε ≤ 1.

La ecuación 4.16 toma la forma:

m12

(
1+
√

1− ε2
12

)1/2

= m1

(
1+
√

1− ε2
1

)1/2

+m2

(
1+
√

1− ε2
2

)1/2

(4.17)

cuya solución para ε12 es:

ε
2
12 = 1−


[

m1

(
1+
√

1− ε2
1

)1/2
+m2

(
1+
√

1− ε2
2

)1/2
]2

m2
12

−1


2

(4.18)

Se considerará el caso donde el estado inicial está conformado por dos hoyos negros de
Schwarzschild, que corresponde al lı́mite:

lı́m
ε1→0

lı́m
ε2→0

ε12 =

√√√√−4(m1 +m2)
2
[
−m2

12 +(m1 +m2)
2
]

m4
12

(4.19)

entonces, para que tenga solución real, debe ocurrir que

−4(m1 +m2)
2
[
−m2

12 +(m1 +m2)
2
]
≥ 0 (4.20)

Para que el estado final resultara un Kerr, se requerirı́a que la masa del estado final fuera no
aditiva, más aún, que hubiera algún tipo de pérdida, debido a la ecuación 4.20, ocasionada por
pérdidas de energı́a, situación que estarı́a fuera de las hipótesis de este caso, pero que va a ser
considerada más adelante.

Sin embargo, el lı́mite cuando ai → 0, es decir, cuando no hay momento angular en el
estado inicial, que se traduce como un sistema de dos hoyos negros de Schwarzschild, tendrı́a
que resultar un solo hoyo negro de Schwarzschild, por conservación del momento angular. Esto
es, lı́mε1→0 lı́mε2→0 ε12 = 0, por lo tanto:

−4(m1 +m2)
2
[
−m2

12 +(m1 +m2)
2
]
= 0 (4.21)

o

−m2
12 +(m1 +m2)

2 = 0 (4.22)

finalmente

m12 = m1 +m2 (4.23)
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Esto es:

lı́m
ε1→0

lı́m
ε2→0

ε12 = 0; siempre que m12 = m1 +m2 (4.24)

lo que se traduce en la siguiente situación: si el estado inicial está compuesto por dos hoyos
negros de Schwarzschild entonces el estado final es un solo Schwarzschild, siempre que m12 =
m1 +m2.

Otro caso de interés, es el de hoyos negros de Kerr extremales, es decir, cuando el valor
del momento angular es el máximo que puede tener para que siga siendo un hoyo negro, esto
ocurre cuando los dos horizontes se juntan en uno sólo. Matemáticamente ocurre cuando a=m,
o en términos de ε , cuando ε → 1. En este siguiente caso, el estado inicial está compuesto por
dos dos agujeros negros de Kerr extremales:

lı́m
ε1→1

lı́m
ε2→1

ε12 =

√
1−
[
(m1 +m2)2

m2
12

−1
]2

(4.25)

que es igual a 1 si la masa es aditiva 1, es decir si m12 = m1 +m2, esto es:

lı́m
ε1→1

lı́m
ε2→1

ε12 =

√√√√1−

[
(m1 +m2)

2

m2
12

−1

]2

= 1; si m12 = m1 +m2 (4.26)

Esto es, si el estado inicial está compuesto por dos hoyos negros extremos de Kerr, entonces
el estado final resulta un hoyo negro extremo de Kerr, siempre que la masa sea aditiva m12 =
m1 +m2.

Análisis de la función ε12

Es de interés saber si existe algún valor del momento angular ai, de alguno de los hoyos
negros iniciales, de tal manera que el momento angular a12 del horizonte de eventos final tenga
valores extremales. En términos de ε , se quiere encontrar algún valor de εi, de tal manera que
ε12 sea extremal.

La figura 4.1 muestra el colapso de un hoyo negro de Schwarzschild y un hoyo negro de
Kerr extremo, conforme la masa del Kerr extremo aumenta, el momento angular del hoyo negro
resultante tiende a 1, es decir conforme aumenta la masa del hoyo negro de Kerr extremo,
el estado final va tendiendo a ser un Kerr extremo. De manera análoga, al considerarse el
colapso entre un Schwarzschild y un Kerr extremo (Figura 4.3), cuando aumenta la masa del
Schwarzschild, es decir

lı́m
m2→∞

ε12 = 0 (4.27)

con lo que el hoyo negro resultante tiende a ser un Schwarzschild (ε12 = 0).
Cuando ocurre un colapso entre un Schwarzschild y un Kerr arbitrario (figura 4.2), y cuando

la masa del Kerr va incrementándose, el momento angular del hoyo negro resultante está dado
por:

lı́m
m2→∞

ε
2
12 = ε

2
2 (4.28)

1Si el estado final resultara un Schwarzschild, entonces la masa m12 =
√

2/2(m1 +m2) < m1 +m2, lo que
significarı́a una pérdida de energı́a, lo cuál vioları́a las hipótesis de este caso, pero que se analizará más adelante.
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Figura 4.1: El momento angular especı́fico por unidad de masa del hoyo negro resultante ε12,
en función de la masa del Kerr extremo m2, como resultado de un colapso de un Schwarzschild
(ε1 = 0) y un Kerr extremo (ε2 = 1). Si la masa del estado inicial m2 aumenta, el momento
angular del estado final tiende al momento del estado inicial (ε2 = 1). Se considera m1 = 1.

Figura 4.2: El momento angular especı́fico por unidad de masa ε12, en un colapso entre un
Schwarzschild y un Kerr (no extremo), en función de la masa del Kerr. Conforme la masa del
estado inicial (m2) aumenta, el momento angular del estado final tiende al momento angular
del estado inicial (ε2).



4.2. COLAPSO TERMODINÁMICO IDEALIZADO 33

Figura 4.3: El momento angular especı́fico por unidad de masa del hoyo negro resultante ε12 en
función de la masa del Schwarzschild m2 como resultado de un colapso de un Schwarzschild
(ε2 = 0) y un Kerr extremo (ε1 = 1). Si la masa del estado inicial m2 aumenta, el momento
angular del estado final tiende al momento del estado inicial (ε2 = 0). Se considera m1 = 1.

Figura 4.4: Colapso entre dos Kerr arbitrarios. Conforme la masa del estado inicial (m2) au-
menta, el momento angular del estado final tiende al momento angular del estado inicial (ε2).
Se considera m1 = 1 y ε1 = 1/2.
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Figura 4.5: Colapso entre dos Kerr arbitrarios, cuyo momento angular está en función del mo-
mento angular de uno de los hoyos negros del estado inicial. Se toman los siguientes valores
del primer hoyo negro de Kerr: m1 = 1, ε1 = 1/2. Los valores máximos del momento angular
del estado final (ε12) se da cuando el agujero negro del estado inicial es un Kerr extremal. Los
valores mı́nimos se dan cuando el estado inicial es un Schwarzschild.

es decir, mientras la masa del hoyo negro de Kerr aumenta, el hoyo negro del estado final,
tiende a ser un hoyo negro de Kerr del estado inicial (ε12→ ε2).

Ahora bien, cuando hay un colapso entre dos Kerr arbitrarios (figura 4.4), y mientras la
masa de uno de los Kerr aumenta, entonces el hoyo negro resultante será2:

lı́m
mi→∞

ε
2
12 = ε

2
i (4.29)

es decir, cuando la masa del Kerr i aumente, el hoyo negro del estado final tenderá a ser el hoyo
negro de Kerr i (ε12→ εi).

Esto último da consistencia al modelo de la entropı́a que se está empleando.

Ahora bien, en un colapso entre dos Kerr arbitrarios, se puede observar (figura 4.5), que
el valor mı́nimo del momento angular del estado final ocurre cuando uno de los hoyos negros
del estado inicial es un Schwarzschild (ε2 = 0), mientras que su valor máximo ocurre cuando
uno de los hoyos negros del estado inicial es un Kerr extremo (ε2 = 1). Todos estos cortes
intersectan en ε2 = ε1, es decir, independiente del valor de la masa, cuando colapsan dos Kerr
idénticos, el Kerr resultante es del mismo tipo que los del estado inicial, siempre y cuando la
masa sea aditiva. Previamente se obtuvieron dos casos particulares (los lı́mites 4.24 y 4.26):
el colapso de dos Schwarzschild, resulta un Schwarzschild; el colapso de dos Kerr extremos,
resulta en un Kerr extremo.

Estos resultados pueden observarse de forma más general en la figura 4.6.

2Por simetrı́a se puede tomar tanto la masa m1 como m2. En la figura 4.4 se tomó la masa m2.
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Figura 4.6: El momento angular especı́fico por unidad de masa del hoyo negro del estado final
en función de los parámetros de uno de los hoyos negros del estado inicial: m1 = 1 y ε1 = 1/2.
El momento angular del estado final va tendiendo al momento angular del estado inicial (ε2)
conforme m2 aumenta.

4.3. Colapso termodinámico con emisión de radiación
En los casos anteriores, no se consideró la emisión de radiación durante el colapso termo-

dinámico, es decir, en el proceso desde el estado inicial hasta el estado final, se habı́a omitido
emisión por radiación.

El caso de un sistema de dos hoyos negros de Schwarzschild, considerando radiación, ya ha
sido abordado (Siino, 2013). En dicho trabajo, se considera una colisión totalmente frontal de
dos hoyos negros 3 de Schwarzschild idénticos (misma masa), y considerando el teorema del
área de horizonte de eventos de hoyos negros. La forma matemática del modelo que usan, es
m1 +m2 = mtot +E. Siendo E, la energı́a emitida en forma de radiación, después del colapso.
Llegan a la conclusión de que la emisión de energı́a, debido a radiación, es menor que 29% de
la energı́a total.

Para el caso de un sistema, cuyo estado inicial está formado por dos hoyos negros de Kerr,
teniendo en cuenta radiación, se considera que el sistema en el estado final, ha perdido energı́a
mrad , debido a la radiación.

m2
12 = (m1 +m2)

2−m2
rad (4.30)

Considerando el modelo para de la entropı́a 4.13:

S1/2
12 = S1/2

1 +S1/2
2 (4.31)

3El caso de colisión totalmente frontal ha sido motivo de numerosas investigaciones para bajas y altas energı́as
(Siino, 2013).
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o bien:

S12 =
(

S1/2
1 +S1/2

2

)2
(4.32)

el lado izquierdo de la igualdad, expresado explı́citamente como la entropı́a de Kerr (ecuación
4.15):

2πm2
12

(
1+
√

1− ε2
12

)
=
(

S1/2
1 +S1/2

2

)2
(4.33)

y al definirse:

A2 ≡ 1
2π

(
S1/2

1 +S1/2
2

)2
(4.34)

entonces se tiene:

m2
12

(
1+
√

1− ε2
12

)
= A2 (4.35)

es decir:

m2
12 =

A2

1+
√

1− ε2
12

(4.36)

Considerando la ecuación 4.30, se tiene que:

(m1 +m2)
2−m2

rad =
A2

1+
√

1− ε2
12

(4.37)

y despejando m2
rad:

m2
rad = (m1 +m2)

2− A2

1+
√

1− ε2
12

(4.38)

Esta función determina la cantidad de radiación perdida durante el colapso termodinámico.
Cuando dos hoyos negros de Schwarzschild colapsan, se tiene que:

lı́m
ε1→0

lı́m
ε2→0

m2
rad = (m1 +m2)

2

1− 2

1+
√

1− ε2
12


y ya que m2

rad ≥ 0, entonces:

1− 2

1+
√

1− ε2
12

≥ 0 =⇒ ε
2
12 ≤ 0 =⇒ ε

2
12 = 0

Esto es, en un colapso entre dos Schwarzschild, el estado final resulta ser un Schwarzschild, y
no hay emisión de radiación, es decir mrad = 0.

La ecuación 4.38 puede normalizarse:

m2
rad

(m1 +m2)
2 = 1− A2

(m1 +m2)
2 (1+

√
1− ε2

12)
(4.39)
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Y cuando la masa del segundo hoyo negro tiende a infinito:

lı́m
m2→∞

m2
rad

(m1 +m2)
2 = lı́m

m2→∞

1− A2

(m1 +m2)
2 (1+

√
1− ε2

12)

 (4.40)

=

√
1− ε2

12−
√

1− ε2
2

1+
√

1− ε2
12

(4.41)

de tal manera, que si se trata de un hoyo negro de Kerr extremo (ε2 = 1) y resulta un Kerr
extremo (ε12 = 1), entonces no habrá pérdida por radiación. Esto se debe a que al aumentar su
masa, dicho hoyo negro va contrarestando la aportación del otro hoyo negro (ε1) en el colapso,
obteniendose solamente un hoy negro de Kerr extremo que es básicamente el mismo hoyo
del estado inicial que el del estado final. De manera análoga, si se trata de un hoyo negro de
Schwarzschild (ε2 = 0), y resulta un Schwarzschild (ε12 = 0), entonces tampoco habrá pérdida
de energı́a debido a radiación, por la misma razón que el caso anterior.

Cuando se hace un análisis de máximos y mı́nimos, puede obtenerse que la ecuación 4.38
tiene un único punto extremal, que es ε12 = 0, es decir cuando el estado final es un agujero
negro de Schwarzschild. Al evaluarse en la ecuación 4.39, se obtiene la radiación máxima:(

m(max)
rad

)2

(m1 +m2)
2 = 1− A2

2(m1 +m2)
2 (4.42)

Esto ocurre cuando ε12 = 0, es decir, cuando el estado final es un Schwarzschild, y esta situación
representa la cantidad máxima de radiación que se pierde en el proceso desde el estado inicial
hasta el estado final.

En la figura 4.7, se muestra que cuando el estado final resulta ser un Schwarzschild (ε12 =
0), la emisión de radiación es máxima. Cuando uno de los hoyos negros del estado inicial es un
Kerr extremo (ε2 = 1) y el estado final es un Schwarzschild (ε12 = 0), la emisión de radiación
es máxima (zona roja-naranja de la figura 4.8). De la misma figura 4.8, puede observarse que
cuando uno de los hoyos negros del estado inicial es un Schwarzschild (ε2 = 0) y el estado final
resulta un Schwarzschild (ε12 = 0), la emisión de radiación es un máximo local, de tal manera
que cuando los dos hoyos negros del estado inicial son Schwarzschild, ese máximo local es
cero, como se observa más claramente en la figura 4.7, donde el máximo local (ε12 = 0) va
acercándose al valor cero conforme ε2 va tendiendo a cero.

Cuando se considera el estado inicial conformado por dos hoyos negros de Kerr idénticos,
es decir, misma masa y mismo momento angular, se tiene que S1 = S2, y dada la definición
4.34, se obtiene que:

A2 =
2
π

S1 (4.43)

Ya que la entropı́a de un hoyo negro de Kerr está dada por 4.15, es decir S1 = 2πm2
1(1+√

1− ε2
1 ), entonces:

A2 =
2
π

2πm2
1

(
1+
√

1− ε2
1

)
= 4m2

1

(
1+
√

1− ε2
1

)
(4.44)

con lo que la energı́a de radiación máxima, por masa total, al cuadrado (4.42), es:
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Figura 4.7: Emisión de radiación por unidad de masa durante el colapso de un Kerr (ε1 = 1/2)
y otro Kerr arbitrario. La mayor cantidad de radiación ocurre cuando el estado final es un
Schwarzschild. Aquı́, m1 = 1, m2 = 1 y ε1 = 1/2.

Figura 4.8: Emisión de radiación por unidad de masa durante el colapso de dos Kerr. La máxima
pérdida de energı́a ocurre cuando el estado inicial es un Kerr extremal, y el estado final, un
Shwarzschild. Aquı́, m1 = 1, m2 = 1 y ε1 = 1/2.
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Figura 4.9: Emisión de radiación máxima por unidad de masa durante el colapso de dos hoyos
negros idénticos de Kerr. Ecuación 4.46. La cantidad máxima de pérdida de energı́a (70%)
ocurre cuando el estado inicial son dos Kerr extremos y el estado final es un Schwarzschild.

(
m(max)

rad

)2

(2m1)
2 = 1−

4m2
1

(
1+
√

1− ε2
1

)
2(2m1)

2 (4.45)

=⇒

(
m(max)

rad

)2

(2m1)
2 = 1−

(
1+
√

1− ε2
1

)
2

(4.46)

De la ecuación 4.46 se puede ver que cuando ε1 = 0, la radiación máxima por masa total,
es 0; mientras que al evaluar en ε1 = 1, la radiación máxima por masa total, es 0.707. Ambas
situaciones:

0≤
m(max)

rad (ε12 = 0)
2m1

≤
√

1
2
' 0.707 (4.47)

Esto es, existe una cota inferior y una cota superior para la emisión máxima de radiación,
una vez colapsados los hoyos negros de Kerr (o de Schwarzschild si εi→ 0) del estado inicial.
Es decir, la pérdida máxima de energı́a debido a la emisión de radiación es, al menos 0% y a lo
más 70%.

En el caso de un colapso de dos Schwarzschild con misma masa (εi→ 0), y cuyo resultado
es un Schwarzschild (ε12 = 0), se tiene que m(max)

rad = 0, es decir, no hay pérdidas de energı́a
debido a radiación, como ya se sabı́a previamente.

Cuando colapsan dos Kerr extremos (εi = 1), y cuyo resultado es un Schwarzschild (ε12 =
0), entonces se da el caso de emisión máxima de radiación, que es del 70%.

Estos casos extremos, y los casos intermedios, se pueden observar en la figura 4.9.
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Capı́tulo 5

Conclusiones.

Desde la introducción de los hoyos negros en las ecuaciones de la fı́sica, estos se han estu-
diado con distintos análisis, y empleando herramientas matemáticas cada vez más sofisticadas
para tener, de esta manera, un mejor entendimiento de lo que ocurre con estos objetos fı́sicos.

Los resultados obtenidos en este trabajo, no han requerido de un aparato matemático de gran
envergadura, sin embargo, los resultados mismos son de interés para vislumbrar lo que, bajo las
condiciones indicadas, ocurre en un sistema de hoyos negros, analizados desde el enfoque de
la termodinámica de hoyos negros. A este proceso le hemos llamado colapso termodinámico,
y consiste esencialmente, en el colapso gravitacional de hoyos negros en un estado inicial, y
cuya unión resulta en un solo hoyo negro, considerado como estado final.

Cabe destacar que los todos los resultados obtenidos en este análisis, son independientes de
la configuración del sistema en cuestión, es decir, la manera en que colisionan los hoyos negros,
es irrelevante en la obtención de los resultados. Estos resultados son los mismos para colisiones
totalmente de frente, colisiones debido a desviaciones gravitacionales y su consecuente colapso,
o cualquier otra forma en que pudieran colisionar.

A partir de un sistema de hoyos negros de Schwarzschild, se obtuvo la forma matemática
de la entropı́a del sistema a estudiar, con la suposición de la aditividad de la masa y sin pérdidas
de energı́a durante el colapso. La misma forma de la entropı́a se utilizó para extender el análisis
a otros casos más complejos, como un sistema de dos hoyos negros de Kerr, y un sistema de
dos hoyos negros de Kerr con emisión de radiación. Para un sistema de hoyos negros de Kerr,
se obtuvo una expresión de la pérdida de energı́a debido a la radiación emitida. También se
obtuvo una expresión donde se indicaba la cantidad máxima de energı́a disipada, debido a la
radiación.

Los resultados más importantes, en el caso de dos hoyos negros de Kerr sin pérdidas por
radiación, son los siguientes:

• En un colapso de dos hoyos negros de Kerr extremos, el único resultado posible, es un
Kerr extremo.

• Si colapsa un hoyo negro de Kerr extremo y uno no extremo, el momento angular del
hoyo negro en el estado final, tiene un valor máximo.

• El momento angular del hoyo negro del estado final, tiene su mı́nimo valor cuando co-
lapsa un Kerr no extremo y un Schwarzschild.

En un colapso cuando se considera pérdida de energı́a debido a radiación, los resultados
más importantes son:
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• Si colapsan dos hoyos negros de Kerr extremos, y el hoyo negro del estado final es un
Schwarzschild, entonces la emisión de radiación es máxima e igual a 70%.

• Si colapsan dos hoyos negros de Schwarzschild, y el estado final es otro Schwarzschild,
no hay emisión de radiación.

• Si colapsan dos hoyos negros de Kerr arbitrarios, la emisión de radiación es máxima
cuando el hoyo negro del estado final es un Schwarzschild. Dicha radiación está com-
prendida entre 0% y 70%.

Para finalizar, es posible que lo hecho en este trabajo pueda dar lugar a un análisis de lo
que ocurre durante el proceso del estado inicial al estado final desde la perspectiva aquı́ plan-
teada. También podrı́a modificarse el caso aquı́ tratado y hacerlo cada vez menos idealizado
y ası́, aproximarse a una situación más precisa. Otra posible manera de abordar el problema
es, estableciendo la forma matemática de la entropı́a, ver cómo se verı́a la masa y a partir de
eso hacer análisis como los realizados aquı́. Podrı́a considerarse también, como un estudio más
completo, la entropı́a de la radiación involucrada.



Capı́tulo 6

Apéndice

Equilibrio termodinámico.
Un importante concepto dentro de la termodinámica de laboratorio, es el de equilibrio ter-

modinámico, que son estados donde los parámetros intensivos permanecen constantes. En este
apartado, se intentará definir un estado en equilibrio para el caso de un hoyo negro.

Las soluciones estacionarias de las ecuaciones de Einstein se pueden asociar a un fenómeno
termodinámico en sı́, ya que las variables termodinámicas sobrevivientes son variables inde-
pendientes del tiempo, cuyos candidatos más viables son magnitudes que satisfacen leyes de
conservación (Callen, 1985), en este caso de hoyos negros, los parámetros masa, momento
angular y carga eléctrica.

Una manera de determinar matemáticamente el equilibrio térmico, análogo a la termo-
dinámica de laboratorio, es procediendo como en la termodinámica no extensiva de Tsallis
(Abe and Martı́nez, 2001).

Cuando se tiene la situación donde no hay emisión de radiación durante el colapso termo-
dinámico, entonces la masa es aditiva:

m12 = m1 +m2 (6.1)

Dada la entropı́a 4.13, se tiene que:

0 =
1
2

S−1/2
12 dS12 =

1
2

S−1/2
1

∂S1

∂m1
dm1 +

1
2

S−1/2
1

∂S2

∂m2
dm2 (6.2)

es decir:

0 = S−1/2
1

∂S1

∂m1
dm1 +S−1/2

1
∂S2

∂m2
dm2 (6.3)

ya que el equilibrio térmico está caracterizado por la maximización de la entropı́a total cuando
la energı́a interna total está fija. Esto último corresponde a que:

0 = dm1 +dm2 (6.4)

con lo que:

S−1/2
1

∂S1

∂m1
= S−1/2

1
∂S2

∂m2
(6.5)

y debido a que ∂S/∂m = 1/T , y T = κ/2π , se llega a una situación que podrı́a corresponder
al equlibrio térmico de hoyos negros:
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κ
2
1 S1 = κ

2
2 S2 (6.6)

donde κi es la gravedad superficial del hoyo negro i.
Con las otras variables, según el teorema de no pelo, y considerando que:

∂S
∂J

=−2πω

κ
(6.7)

y

∂S
∂q

=−2πφ

κ
(6.8)

entonces:
ω2

1
κ2

1 S1
=

ω2
2

κ2
2 S2

(6.9)

y
φ 2

1
κ2

1 S1
=

φ 2
2

κ2
2 S2

(6.10)

Ahora, para que existan estos equilibrios desde el punto de vista fı́sico, la única posibilidad
de que la gravedad superficial y al mismo tiempo sus entropı́as sean iguales (6.6); que las
velocidades angulares, la gravedad superficial y a la vez las entropı́as sean iguales (6.9); que los
potenciales eléctricos, la gravedad superficial a la vez que sus entropı́as sean idénticas (6.10),
es que el estado de equilibrio sea un sólo hoyo negro con una sola gravedad superficial, una
velocidad angular, un potencial eléctrico y una sola entropı́a. Si se considera esto, entonces un
estado en equilibrio es un solo hoyo negro, con lo que, un proceso cuasiestático, visto como
una sucesión de estados en equilibrio, en este contexto, son hoyos negros individuales como
resultado de colapsos sucesivos de hoyos negros por pares.

Cabe aclarar que, al ser un caso muy idealizado, donde no hay radiación durante el colapso
gravitacional de hoyos negros, es decir, la condición 6.1, entonces las situaciones de equilibrio
6.6, 6.9 y 6.10 son válidas solamente dentro de esta idealización.
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